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Resumo

Um resultado bem conhecido para variedades diferencidveis imersas no R"*! é
que elas tém curvatura média constante se, e somente se, a aplicacao de Gauss é
harmonica (Teorema de Ruh-Vilms). Tal resultado é uma conseqiiéncia direta da
formula:

AN = —n.grad H — || B|?N. (1)

O objetivo desse trabalho é estender tal formula para um contexto mais geral,
a saber uma hipersuperficie M imersa em um quociente de um grupo de Lie G
por um subgrupo H compacto, de tal forma que o resultado obtido por Ruh-
Vilms ainda seja valido. Assumiremos como hipétese que G terd uma métrica
pseudo-Riemanniana bi-invariante e que exista um campo de vetores 77 normal a
M satisfazendo (n,n) =1 em M.

Os resultados obtidos nesta dissertacao sao baseados em dois trabalhos: Cons-
tant mean curvature hypersurfaces in a Lie group with a bi-invariant metric e
Gauss Map Harmonicity and Mean Curvature of a Hypersurface in a Homogene-
ous Manifold, aqui denotados por [1] e [2]. Nosso resultado principal (Teorema
2) vem a generalizar o Teorema 4.3 de [2], substituindo a hipétese da métrica
Riemanniana por uma métrica pseudo-Riemanniana.



Abstract

A well known result for immersed manifolds in R**! is the Ruh-Vilms Theorem,
which states that a manifold has constant mean curvature if and only if its Gauss
map is harmonic. This result is an immediate consequence of the formula:

AN = —n.grad H — || B||>N.

This work intends to extend this formula for the more general case of an im-
mersed hypersurface M in a quotient of a Lie Group G by a compact Lie subgroup
H, in order to generalize Ruh-Vilms Theorem for such ambient space. We will
assume that G has a semi-Riemannian bi-invariant metric, and that there exists a
vector field  normal to M which satisfies (n,n) =1 in M.

The results obtained on this work are based in two papers: Constant mean
curvature hypersurfaces in a Lie group with a bi-invariant metric and Gauss Map
Harmonicity and Mean Curvature of a Hypersurface in a Homogeneous Mani-
fold, cited in this work as [1] and [2]. Our main result (Theorem 2) generalizes
Theorem 4.3 of [2], replacing the Riemannian metric in the hypothesis with a
semi-Riemannian metric.
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Introducao

Seja M™ uma variedade Riemanniana imersa em R"*!, ou seja, uma hipersu-
perficie de R""!. Suponha que M seja orientdvel e seja 7 um campo de vetores
unitario normal a M. Definimos a aplicacao de Gauss de M como:

N:M — §"CR'
x — n(x).
Ou seja, a aplicacao de Gauss translada os vetores normais a M até a origem
do R™"! e, como n é um campo unitdrio, obtemos N(z) € $". Em 1970, foi obtido
por Ruh-Vilms [3] que M tera curvatura média H constante se, e somente se, sua

aplicacao de Gauss for harmonica. Tal resultado decorre diretamente da seguinte
expressao:

AN = —n.grad H — || B||*N.

E natural questionarmo-nos sobre em quais contextos mais gerais podemos
obter resultados andlogos ao caso do espago Euclideano. No trabalho [1], Cons-
tant Mean Curvature Hypersurfaces in a Lie Group With a bi-Invariant Metric
de 2003, N. do Espirito-Santo, S. Fornari, K. Frensel e J. Ripoll obtiveram a
seguinte expressao para o Laplaciano da aplicacao de Gauss no caso de M ser
uma hipersuperficie de um Grupo de Lie G munido de uma métrica Riemanniana
bi-invariante:

AN(x) = —nd(Ly1).(grad H(x)) — (|| B|I* + nRic(n(x))) N(z), (2)
onde H denota a curvatura média de M, ||B|| representa a norma da segunda
forma fundamental e Ric(n(x)) é a curvatura de Ricci na diregao normal a M. Em
seguida, em 2006, no trabalho [2], Gauss Map Harmonicity and Mean Curvature of
a Hypersurface in a Homogeneous Manifold, F. Bittencourt e J. Ripoll obtiveram
uma generalizacao da expressao acima para o caso de uma hipersuperficie M"
imersa em um quociente de um grupo de Lie G""**! munido de uma métrica
Riemanniana bi-invariante por um subgrupo de Lie compacto H*. Foi obtida a
seguinte expressao:

AN (z) = —nI.(gradH(2)) — (I|BI* + [ B|I* + (n + k)Ric(€, " (n(2)))) N(2). (3)

Os termos da expressao acima serao cuidadosamente descritos na sessao 1.3.1 deste
trabalho. Tal expressao nos d4 uma generalizagao do Teorema de Ruh-Vilms para
o caso do espaco ambiente ser uma variedade homogénea.



Cabe observar que as aplicagoes harmonicas entre variedades véem sendo in-
vestigadas hd muito tempo e é uma area com muitas aplicacoes em Geometria
Diferencial. Veja, por exemplo, Harmonic Mappings of Riemannian Manifolds,
[6]. Em particular, usando essa teoria e o resultado anterior decorre que se a
aplicagio de Gauss de uma superficie compacta imersa em $* = SO(4)/S0(3)
estd contida em um certo hemisfério de $° C so(4), onde so(4) é a dlgebra de
Lie de SO(4), entao essa superficie é um toro de Clifford, ou seja, o produto Rie-
manniano de dois circulos (corolario 4.14 de [2]). Uma conjectura muito estudada
atualmente devida a Blaine-Lawson afirma que os toros de Clifford sao os tnicos
toros topolégicos mergulhados de curvatura média constante em $°.

Este trabalho tem como objetivo redemonstrar as formulas 2 e 3, substituindo
a hipdtese de uma métrica Riemanniana por uma métrica pseudo-Riemanniana no
grupo de Lie G.

Substituindo uma métrica Riemanniana por uma pseudo-Riemanniana em G,
estaremos abrindo a possibilidade de incluir nos resultados anteriores uma classe
mais ampla de variedades homogéneas, tais como H” e H? x R, espacos muito es-
tudados atualmente. Observamos que ao quocientar um grupo de Lie com métrica
pseudo-Riemanniana por um subgrupo compacto cujo espago tangente contém a
parte nao Riemanniana da métrica, obteremos uma variedade Riemanniana ho-
mogenea. Analisamos tal afirmacao na Observacao 18 da sessao 3.1.

Dividimos o texto em trés capitulos: No primeiro, fixaremos a notacao utilizada
na seqiiéncia do trabalho. Comecamos definindo variedades pseudo-Riemannianas
na sessao 1.1, onde apresentaremos as definicoes do tensor de curvatura, curvatura
de Ricci e curvatura média, entre outras defini¢oes para o caso de uma variedade
pseudo-Riemanniana. Explicitaremos algumas diferencas bésicas entre varieda-
des Riemannianas e pseudo-Riemannianas, como, por exemplo, a expressao em
coordenadas de campos de vetores como o gradiente de uma funcao.

Na sessao 1.2, definiremos os conceitos de grupo de Lie, de métrica invariante
e de invariancia de campos de vetores. Ainda apresentaremos as aplicagoes L., R,
e alguns lemas que serao utilizados nas demonstracoes dos resultados principais.
Terminamos a sessao definindo a aplicacao de Gauss para uma hipersuperficie
M™ C G™*! orientdvel e orientada segundo um campo de vetores 1 satisfazendo
(n, ) =1 em M.

Em seguida, nos deteremos no caso de M™ C (G /H)"*! ser uma hipersuperficie
em um quociente de um grupo de Lie G por um subgrupo de Lie compacto H, na
sessao 1.3. A partir de uma métrica pseudo-Riemanniana em G definimos uma
métrica pseudo-Riemanniana em G/H de forma que a projegao



.G —- G/H

z — Hzx

seja uma submersao pseudo-Riemanniana. Além disso, introduzimos duas aplica-
goes,
Eac = dﬂ-l"TL(HJ})L € Fz = d(Lm—l>x 0] €x7

definiremos os conceitos de campos de vetores horizontais e verticais e apresenta-
remos uma proposigao (Proposicao 4) que nos dd uma caracteriza¢ao da conexao
de Levi-Civita de campos de vetores de G relacionados com campos de vetores
de G/H pela aplicagao ¢,. Terminamos o capitulo definindo a aplicagdo de Gauss
nesse contexto.

Os capitulos seguintes sao destinados as demonstragoes dos teoremas princi-
pais aqui abordados (Teorema 1 e Teorema 2). No capitulo 2 apresentamos a
demonstracao do Teorema 1, que trata da aplicacao de Gauss no caso do espaco
ambiente ser um grupo de Lie com uma métrica pseudo-Riemanniana bi-invariante.
O capitulo 3 comeca apresentando lemas auxiliares que sao utilizados na sessao 3.2,
que nos da a demonstragao do Teorema 2, relacionando o Laplaciano da aplicacao
de Gauss de M com a curvatura média de M no caso do espago ambiente ser G/H.

No apéndice do trabalho apresentamos uma demonstragao da Proposicao 4
(enunciada na sessao 1.3.1), que contribui para um melhor entendimento da estru-
tura de G/H e da relagdo entre campos de vetores horizontais de G com campos
de G/H.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo inicial abordamos aspectos notacionais e algumas propriedades
bésicas de variedades pseudo-Riemannianas, grupos de Lie e variedades homo-
géneas. Além disso apresentaremos as principais diferencas entre métricas Rie-
mannianas e pseudo-Riemannianas.

1.1 Variedades Pseudo-Riemannianas

A fim de maiores detalhes e defini¢oes sobre variedades diferenciaveis, métricas Ri-
emannianas, campos de vetores e curvatura, sugerimos como referéncia Manfredo
do Carmo [5]. Neste trabalho, assumimos como pré-requisitos tais conceitos. Ao
que segue no trabalho, estaremos falando em variedades pseudo-Riemannianas, i.e.
uma variedade diferenciavel munida de uma métrica pseudo-Riemanniana. Como
referéncia bésica para variedades pseudo-Riemannianas, utilizamos O’Neill [4].

1.1.1 Meétrica Pseudo-Riemanniana

Essa primeira parte do texto servird como um guia para o leitor que nao esta
familiarizado com a teoria de variedades pseudo-Riemannianas. Comecaremos
definindo uma forma bilinear em um espaco vetorial e em seguida daremos a de-
finicao formal de uma variedade pseudo-Riemanniana. Estaremos tratando sempre
de espacos vetoriais de dimensao finita.

Definigao 1 (Formas bilineares). Seja V' um espago vetorial real de dimensdo n.
Seja ainda (, ) : V x V. — R uma fungao bilinear. Dizemos que (, ) é:

i. Positiva definida se (v, v) > 0 para todo v € V '\ {0};

ii. Negativa definida se (v, v) < 0 para todo v € V '\ {0};



iii. Simétrica se (u, v) = (v, u), para todos u, v € V;
iv. Nao degenerada se para todo v € V, v # 0, existe u € V' tal que (u, v) # 0.

Observacao 1. O exemplo mais simples de forma bilinear é o produto interno
canonico do R™. Nesse caso, (, ) € uma forma bilinear simétrica nao degenerada,
positiva definida. Se uma forma bilinear nao for nem positiva definida nem ne-
gativa definida, dizemos que ela € indefinida. No que seque deste trabalho, ()
sempre indicard uma forma bilinear simétrica nao degenerada.

Seja V' um espagco vetorial real de dimensao n e seja (, ) uma forma bilinear
simétrica nao degenerada. Dado v € V, definimos a norma do vetor v como o
nimero real ||[v|| = \/|(v, v)|. Note que a aplicagdo || || : V' — R é, a principio, uma
semi-norma, sendo uma norma se, e somente se, a forma (, ) nao for indefinida.

Dizemos que um vetor v € V é unitdrio se |(v,v)] = 1 e dados u,v € V
dizemos que u € ortogonal a v se (u,v) = 0. Dessa forma definimos que um
conjunto {ey, €a, ...,e,} C V é ortonormal se (e;,e;) = &d;;, onde & = (e;, e;)

satisfaz |§;| = 1 e d;; € o delta de Krénecker. Definimos uma base de V' da maneira
usual, como um subconjunto ortonormal maximal de V.

Seja B = {ey, €3, ...,e,} uma base ortonormal de V. Entao dado v € V,
podemos escrever a expansao de v na base B como

U= Z §i<v7 ei>6i7
i=1
onde & = (e, €;).

Seja V' um espago vetorial e seja (, ) uma forma bilinear simétrica nao de-
generada. Dividimos os vetores de V' em trés categorias. Dado v € V', dizemos
que:

i. v é um vetor do tipo espago se (v,v) > 0 ou se v = 0;
ii. v é um vetor do tipo tempo se (v,v) < 0;
ili. v é um vetor do tipo luz se (v,v) =0 com v # 0.
Da élgebra linear, obtemos que o par (V,(, )) cumpre a seguinte propriedade:

Lema 1. Sejam By = {uy, ug, ..., u,} € By = {vy1, vg, ..., v,} duas bases orto-
normais de V. Entdo o numero de vetores do tipo tempo em By € igual ao nimero
de vetores do tipo tempo em Bs.



Com tal propriedade, definimos o indice de um espaco vetorial V' em relacao a
forma (, ) como o numero de vetores do tipo tempo em alguma base ortonormal

de V.

Definicao 2 (Métrica pseudo-Riemanniana). Uma métrica pseudo-Riemanniana
em uma variedade diferencidvel M ¢ uma correspondéncia que associa a cada ponto
p € M uma forma bilinear simétrica nao degenerada (., ), no T,M, a qual satisfaz
a sequinte condicao: se x: U C R™ — M € uma parametrizacao local em p, com
x(xy,...,1,) =q € x(U), temos que

<d$II(ei)7 dmlI<€j)>q = gij(mlv ce 71:”)

¢ uma funcao diferencidvel em U, onde e; = (0,...,1,...,0) € um vetor da base
canonica de R™.

Observagao 2. De maneira andloga se define uma métrica Riemanniana, porém,
nesse caso, exige-se que o indice de T,M em rela¢io forma quadrdtica (, ), seja
nulo.

Finalmente, podemos definir:

Definigao 3 (Variedade pseudo-Riemanniana). Seja M uma variedade diferencid-
vel. Dizemos que o par (M, (,)) é uma variedade pseudo-Riemanniana se (, ) for
uma métrica pseudo-Riemanniana em M. Nesse caso, dizemos que o indice de M
¢ o indice da forma (, ).

Exemplo 1 (Espagos de Lorentz). Sejam k, n € NU {0} comn >0 e k < n.
Definimos o espago L, o espago de Lorentz de indice k£ e dimensao n como o
conjunto dos pontos do R™ munido da sequinte forma bilinear:

n—k n
(v,w) = E V;W; — E vw;,
i=1 i=n—k+1
onde v = (v, Vg, ...,v,) e w = (wy, Wa,...,w,). No caso de k = 0 voltamos ao

R™ e no caso k =1 denotamos L} simplesmente por ", denominado o espaco de
Lorentz n-dimensional.

Observacao 3. Lembre que em uma variedade Riemanniana M de dimensao n,
em cada ponto x € M, existe um isomorfismo entre T,M e R"™. No nosso caso,
dada uma variedade pseudo-Riemanniana N de indice k, em cada ponto y € N
podemos identificar T,N ~ L.
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Figura 1.1: O Espaco L?: Os vetores ortogonais sao obtidos através da reflexao
em torno de uma diagonal.

Definigao 4 (Submersao pseudo-Riemanniana). Sejam M, My variedades pseudo-
Riemannianas e seja m : My — My uma submersao. Dizemos que ™ é uma sub-
mersao pseudo-Riemanniana se valerem as sequintes condigoes:

i. Dado z € My a fibra 7=%(2) € uma subvariedade de Mj;

it. dm preserva o produto escalar de vetores normais as fibras, i.e. dado x € My,
seja z = w(x) € My. Entdo dados u, v € Tp(m1(2))*, vale que

(U, V) = (dmy(u), dmy(V))n(2)-

1.1.2 Campos de Vetores e Curvatura

Seja M uma variedade diferencidvel. Denotaremos por X(M) o conjunto dos cam-
pos de vetores em M. Definiremos o colchete de campos da variedade M como
a operagao [, | : X(M) x X(M) — X(M) dada por [X,Y] = XY — Y X. Nao é
dificil ver que o colchete satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 1. Se XY, Z € X(M) sdo campos de vetores diferencidveis em M,
a,b nimeros reais e f,g: M — R sao funcgoes diferencidveis, entdao:

i. [X,Y]=—[V,X] (anti-comutatividade),

ii. [aX +bY, Z] = a[X, Z) + b]Y, Z] (linearidade),

iii. [[X,Y],Z] +[[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (Identidade de Jacobi),
iv. [fX,Y]=fIX,Y]-Y(f)X.



Definicao 5. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M € uma
aplicacao

V:iX(M)xX(M)— X(M),
denotada por V(X,Y) = VxY que satisfaz as sequintes propriedades:
i. VixigvZ = fVxZ+9gVyZ
ii. Vx(Y+2)=VxY +VxZ
iii. Vx(fY) = [ VYV + X(f)Y,
para X,Y, 7 € X(M) e f,qg funcgoes diferencidveis.

Sempre garantimos a existéncia de uma conexao afim em uma variedade pseudo-
Riemanniana, porém a unicidade nao é garantida (assim como no caso Riemanni-
ano). Contudo, o Teorema de Levi-Civita garante que existe uma tnica conexao
afim satisfazendo as hipéteses abaixo, para X, Y, Z € X(M)

iv. VxY - Vy X = [X,Y], (simetria);
v. XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ), (compatibilidade com a métrica),
fornecendo a seguinte expressao:

(1.1)
Chamamos a esta conexao afim de conexao de Levi-Civita. No que resta deste
trabalho sé usaremos conexoes de Levi-Civita.

A seguir, passaremos a defini¢ao da Curvatura de uma superficie. Comegaremos
introduzindo o tensor de curvatura.

Definigao 6 (Tensor de Curvatura). Seja M uma variedade pseudo-Riemanniana
e seja V a sua conexao de Levi-Civita. Definimos o Tensor de Curvatura de M
como a aplicagao trilinear R : X(M) x X(M) x (M) — X(M) dada por:

R(X,Y)Z = VyVxZ —VxVyZ + VixyZ.

Vamos enunciar um lema que resume as propriedades de R. O capitulo 3 de
[4] apresenta a demonstracao de tais identidades.



Lema 2. Como definido acima, R satisfaz:

(RIX,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).
<R(X7Y)ZuT> = _<
(RIX,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T,Z)

e ainda vale a Primeira Identidade de Bianchi:
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.

Observacao 4. A partir das identidades acima podemos demonstrar que R de fato
¢ um tensor, i.e. se temos Xy, Xo, Y1, Yo, Z1, Zy € X(M) tais que, para algum
x € M wvale X;(z) = Xa(x), Yi(x) = Ya(x) e Z1(x) = Zs(x), temos que

R(X1,Y1)Z1(2) = R(Xa2,Ya) Zo(x).

A partir do tensor de curvatura de uma variedade define-se a Curvatura de
Ricci. Como na literatura tal definicao pode variar por uma constante multiplica-
tiva, escreveremos aqui a definicao utilizada neste trabalho.

Definicao 7 (Tensor de Ricci e Curvatura de Ricci). Seja M uma variedade

pseudo-Riemanniana de dimensao n e seja R seu tensor de curvatura. Defini-
mos o Tensor de Ricci de M como a aplicacdo Ric : X(M) x X(M) — R dada
por

Rice(X,Y) =

1 n

(R(X,E)Y, E;), 1.2
T L GURCGENY: ) (12)
onde {Ey, Es, ..., E,} é um referencial ortonormal de M e & = (E;, E;).

Majis ainda, dado x € M ev € T, M, definimos a Curvatura de Ricci de M na
diregao de v como Ric,(v) = Ric(v,v).

Seja M uma variedade pseudo-Riemanniana e seja € M. Vamos considerar
{e;, €2, ...,e,} uma base ortonormal de T, M. Sempre podemos, em uma vizi-
nhanga U de z, encontrar campos de vetores Ey, Es, ..., E, tais que F;(x) =¢; e
o conjunto {E1(y), E2(y), ..., E.(y)} é ortonormal para todo y € U. Tal conjunto
¢ denominado um referencial ortonormal de U.

Definigcao 8 (Referencial geodésico). Fizado x € M, um referencial ortonormal
que satisfaz Vg, Ej(x) = 0 para todos i,j é denominado um referencial geodésico
em x.

Observagao 5. Dados © € M e {ey, e,...,e,} como acima, sempre € possivel
encontrar um referencial geodésico em x que estenda a base {e;}i—1. 2. n-



Em seguida, daremos uma breve definicao de alguns operadores diferenciais e
de suas expressoes em coordenadas. Para mais detalhes, vide [4] ou [7], o tltimo
apresentando os operadores diferenciais no caso de variedades Riemannianas.

Definigao 9 (Gradiente). Seja M uma variedade pseudo-Riemanniana e seja
ainda f: M — R uma func¢do diferencidvel. Definimos o gradiente de f como o
campo de vetores grad f em M satisfazendo, para x € M ,v € T,M

(grad f(x),v) = df.(v).

Observagao 6. Seja f uma funcao diferencidvel e seja {E;}iz1 o, n um referen-
cial ortonormal em uma vizinhanca de x € M. Entao podemos escrever

grad f(z) = Z GEi(f)(x)Ei(z),

onde novamente denotamos (E;, E;) = &;.

Observagao 7 (Trago de aplicagoes lineares). Seja V' um espago vetorial real de
dimensdao n munido de uma forma bilinear simétrica nao degenerada (, ). Dada
L:V — V uma aplicagao linear, definimos o traco de L como o numero real

tr L = Z£i<L(ei)v €i),
=1

onde {e1, ea, ..., e,} forma uma base ortogonal de V' e & = (e;, ;).

Definigao 10 (Divergéncia de campos). Seja M uma variedade pseudo-Riemanni-
ana e seja X um campo de vetores em M. Definimos a divergéncia do campo X
como o traco da aplicagao Y — Vy X. Em coordenadas, escrevemos

div X = Zﬁi(inX, Ey), (1.3)

i=1

onde {E;}i—1 2, € um referencial ortonormal e & = (E;, E;).

Definigao 11 (Laplaciano). Seja M uma variedade pseudo-Riemanniana. De-
finimos o Laplaciano como o operador no espaco das fungoes diferencidveis tal

que

Af = div grad f.

Propriedade 1. Seja f : M — R uma funcdao diferencidvel em uma vizinhanca
dex € M. Entao, se {E;}i—1 2. n for um referencial ortonormal, geodésico em x,
podemos escrever

Af(z) = Z&EAEAf))(@-



Demonstracao. A idéia que utilizamos para demonstrar tal propriedade é andloga
ao caso Riemanniano, apenas levando em consideracao a diferenga na forma de
expressar um vetor em coordenadas em uma variedade pseudo-Riemanniana. Da
definicao de divergéncia, segue que

Af = ) &(Vperadf, E;)
=1

= SN G6(VR (B ()E), E)

i=1 j=1

— Zgzgj Ve E;+ E/(E;(f)E;, E;).

Agora, utilizando que o conjunto {E;} é um referencial geodésico em z, segue
que Vg, Ej(x) = 0 e portanto

Af(z) = Z&@ P)E;, E;)

= Zgzgj zggj
= Z&EAE
=1

]

Definicao 12 (Campos de vetores f-relacionados). Sejam My, My variedades di-
ferencidveis e seja f . My — My uma funcao diferencidavel. Seja X; um campo de
vetores de My e seja Xo um campo de vetores de Mo, dizemos que X; e Xs sao
f-relacionados se wvaler, para todo x € My, a sequinte relagao:

Xo(f(2)) = dfe X1 (). (1.4)
Neste caso, utilizaremos a sequinte notagao: Xi ~¢ Xs.

Lema 3. Sejam M, My variedades diferencidveis e seja f : My — My dife-
rencidvel. Entdo, dados X1,Y; € X(My) e Xy, Yy € X(Ms), se X; ~5 Xy e
Y1~y Ya, entdo vale que [ X1, Yi]a, ~ 5 [Xa, Yo]ar,

Para a demonstracao de tal lema, pode-se consultar a pagina 14 de [4].



Lema 4. Sejam M; e M, variedades pseudo-Riemannianas e seja f : My — My
diferencidvel tal que dfy @ T,My — Ty My é uma isometria para todo x € M.
Entao, dados U, X, Y € X(M,) e U, X, Y € X(M,) tais que

UNf U,YNJCX 6?NfY,

vale que, para todo x € My,

UX(2), Y(2)) = U(X(f(2)), Y(f(2))). (1.5)
Demonstracao. Definag: My — R e g : My — R, respectivamente por:

g(z) = (X(2),Y(2))
9(z) = (X(2),Y(2)).

Como df, é uma isometria e X ~; X, Y ~; Y, segue que g(r) = g(f(z)). Entdo
U(X(2),Y(z)) = _( )(l’

1 1
N
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1.1.3 Hipersuperficies Pseudo-Riemannianas

Seja N™*! uma variedade pseudo-Riemanniana e seja M™ C N uma hipersuperficie
de N. Definiremos:

Definigao 13 (Segunda forma fundamental). Definimos a Segunda Forma Fun-
damental de M como a aplicagio bilinear B : X(N) x X(N) — X(M)* dada
por

B(X,Y)=V3Y —VyY,
onde ¥V € a conexdo de Levi-Civita de N, V e a conexao de Levi-Civita de M e

X, Y sao respectivamente as projecoes de X Y em M.

No caso de M C N estar orientada segundo um campo de vetores normal 7,
dado z € M, definimos A, : T, M — T, M a sequnda forma fundamental na dire¢ao
de n por



Ay(v) = — (%n)T, (1.6)

onde V denota a conexao de Levi-Civita de N.
Pode-se provar que as duas aplicagoes estao relacionadas segundo a seguinte
expressao:

Em seguida, definiremos a curvatura média de uma superficie.

Definigao 14 (Vetor Curvatura Média). A média da aplicacao B definida acima,
definimos H o Vetor Curvatura Média de M :

O
- gf (Ei, E2) (18)
onde {Ey, Es, ..., E,} forma um referencial ortonormal de M.

Seja agora M™ C N™™! uma hipersuperficie orientdvel com 7 campo normal
satisfazendo (n, n) = 1. Dado x € M, definimos a Curvatura média de M em x
como o numero .

H = (H,n).

Observacao 8. Note que dado {Ey, Es, ..., E,} um referencial ortonormal de
M, podemos escrever

1 n
H = EZ&<B(E¢,E¢),77>
=1
l e~ =
l e~ =
= 2N (Ve B
n;€Z<VEZ [x] 77>7

onde, novamente, V € a conexdao de Leuvi-Civita de N.
Mais ainda, a equagao (1.7) nos dd uma outra forma de escrevermos H, a
saber:

H = -3 6(Ay(B), B



1.2 Grupos de Lie

Para aspectos Riemannianos de grupos de Lie o leitor podera consultar Alexan-
drino e Bettiol [8]. Neste capitulo fixaremos a notagao e demonstraremos algumas
propriedades sobre grupos de Lie munidos de uma métrica pseudo-Riemanniana.
Neste caso, pode-se consultar o capitulo 11 de O’Neill [4].

Defini¢ao 15 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura
diferencidvel tal que a aplica¢io GxG — G dada por (z,y) — zy~ ' é diferencidvel.

Observagao 9. Fizado x € G, defina as translacoes a esquerda L, e a direita
R, dadas respectivamente por: L.(y) = xy; R.(y) = yx. Seque diretamente da
definicao de grupo de Lie que tais aplicacoes sao difeomorfismos.

Dizemos que uma métrica em um grupo de Lie G é invariante a esquerda se
(u,v)y = (d(Lg)yu, d(Ly)yv) L, (y), Para todo z,y € G, u,v € T,G, isto ¢, se L, é
uma isometria. Analogamente definimos uma métrica invariante a direita. Uma
métrica invariante a esquerda e a direita é chamada bi-invariante.

Agora seja X € X(G) um campo de vetores. Dizemos que X é invariante a
esquerda se, para todos z, y € G, vale a seguinte igualdade:

X(2) = d(Ly1), )X (Ly(). (1.9)

Observagao 10. Tal definicio é equivalente a X (x) = d(Ly) X(e), Vz € G.

Observagao 11. A identidade (1.9) nos dd uma nog¢do que um campo de vetores
mvariante a esquerda fica unicamente determinado por seu valor em algum ponto.
Em particular, dado um ponto v € G e um vetor v € T,G podemos estender o
vetor v a um campo de vetores V' invariante a esquerda.

Podemos notar que se G é um grupo de Lie munido de uma métrica pseudo-
Riemanniana bi-invariante e X, Y sao campos de vetores invariantes a esquerda,
vale que, Vz € G,

(X(2),Y(2)) = (d(La)e(X(e)),d(Lz)eY (€))
= (X(e),Y(e)).

Ou seja, temos que a fun¢ao x € G — (X(z),Y (x)), é constante quando X e Y
sao campos invariantes a esquerda.
Introduziremos uma estrutura algébrica no espago tangente ao elemento neutro

de G, T.G.



A cada vetor X, € T,G associamos o campo de vetores (invariante a esquerda)
X definido por X(y) = dL,X., onde y € G. Assim, dados X,, Y. € T.G, definire-
mos [X,,Y.] = [X,Y](e) € T.G. Temos que, pelo lema 3, o colchete de dois campos
invariantes a esquerda continua invariante a esquerda. Assim, se definirmos por
G o conjunto dos campos de vetores invariantes a esquerda de G, temos um iso-
morfismo entre T,G e G, e podemos pensar em elementos de G indiferentemente
como vetores de T,G ou campos de vetores invariantes a esquerda. Como definida
acima, G é chamada a dlgebra de Lie de G.

Lema 5. Seja G um grupo de Lie munido de uma métrica pseudo-Riemanniana
bi-invariante {, ) e seja G sua dlgebra de Lie. Sejam U,V,X € G. Entio U,V e
X satisfazem a sequinte relacdo:

<[U7 X]7V> = <U7 [X? V])

A demonstracao de tal lema para uma métrica Riemanniana pode ser encon-
trada no capitulo 1 de [5], e para uma métrica pseudo-Riemanniana no capitulo
11 de [4].

Agora, apresentaremos um lema que nos ajudard a encontrar uma expressao
conveniente para a conexao de Levi-Civita de dois campos de vetores invariantes
a esquerda.

Lema 6. Seja G um grupo de Lie munido de uma métrica pseudo-Riemanniana
bi-invariante (, ) e seja G sua dlgebra de Lie. Entdo, para todo X € G e para todo
Y € X(M), temos a identidade (X,VxY) = 0.

Demonstragao. Considere X € Ge Y € X(M). Da equacdo (1.1) segue que
2(X, VxY)=Y(X, X))+ 2(X,[X,Y]). (1.10)

Como X é invariante a esquerda, temos que (X, X) é constante, e portanto
Y (X, X) = 0. Com isso, obtemos

onde a segunda igualdade decorre do Lema 5. O

Assim podemos enunciar e demonstrar a Proposicao 2, que caracteriza a co-
nexao de Levi-Civita de dois campos invariantes a esquerda de G.

Proposicao 2. Seja (G, (, )) um grupo de Lie munido de uma métrica pseudo-
Riemanniana bi-invariante, seja V a sua conexao de Levi-Civita e seja G sua
algebra de Lie. Entao, para todo X,Y € G, vale

1

VxY =[x,V



Demonstragcao. Primeiramente fixe X € §. Mostremos que VxX = 0. Fixemos
um ponto z € G. Para mostrar que Vx X (z) = 0, basta mostrar que para todo
v € T, G temos (VxX,v) = 0. Seja, portanto, v € T,G. Estenda v a um campo
de vetores V invariante a esquerda. Temos que:

(VxX(z),v) =(VxX,V)(z) = X(X,V)—(X,VxV)
X(X,V)=0,
pois (X, VxV) =0, pelo Lema 6. Assim mostramos que VxX =0, VX € G.
Finalmente vamos passar a demonstracao da proposicao. Sejam X,Y € G.
Entao temos que X +Y € G e, como demonstrado anteriormente, vale que
0= Vx+y(X + Y) = VxX+VxY +Vy X +VyY
= VxY +VyX
- VXy —+ VXY - VXY + VYX
= 2VxY +[Y, X],

de onde segue o resultado. O

Proposicao 3. Seja G um grupo de Lie com uma métrica pseudo-Riemanniana
bi-invariante (, ). Entao, para X,Y,Z € G, o tensor de curvatura de G se escreve
como

1
R(X,Y)Z = ZHX’ Y], 7],
Demonstracao. Por definicao, temos
R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X,y}Z.

Note que, como o colchete de campos invariantes a esquerda ainda é invariante
a esquerda, segue diretamente da Proposicao 2 que a conexao de Levi-Civita de
dois campos invariantes a esquerda também é invariante a esquerda. Podemos,
portanto, utilizar a Proposicao 2 na igualdade acima e obter:

R(X,Y)Z = Y, 21X, Z]) - 5[X, 5[V 7] + 51X, Y], 2).

Pela identidade de Jacobi, temos que [[X, Z], Y] + [[Z,Y], X] = [[X, Y], Z], e por-
tanto [Y, [X, Z]] — [X,[Y, Z]] = [Z, [ X,Y]]. Assim, ficamos com

RXY)Z = (VX 2] = [X, IV, Z]) + 51X, Y], 2]
= 21X Y]+ 5X.Y],2]
= x.v1,7)



Agora, vale a pena dar mais um pequeno passo e observar como fica a expressao
da curvatura seccional K de um grupo de Lie sob as condicoes do trabalho. Se
E;, E; € G formam uma base ortonormal de um plano ¢ C T,G, temos, por
definicao,

K(o) = (R(E;, Ej)E;, Ej) _ U([E, B}, B, Ej)
VB, B)EL B — (B By 1 &G
1{[E;, Ej], [Ei, Ej))
1 €6 , (1.12)

onde a ultima igualdade se deve novamente ao Lema 5.

Observacao 12. No caso da métrica ser Riemanniana, a expressao da curvatura
seccional também € dada pela equagao (1.12). Mas observe que nesse caso tere-
mos & =& =1 e ainda ([E;, Ej, [E;, E;]) > 0, pois a métrica € positiva definida.
Ou seja, um grupo de Lie com uma métrica Riemanniana bi-invariante necessaria-
mente terd curvatura seccional nao negativa. Como nosso trabalho utiliza métricas
pseudo-Riemannianas, abrange Grupos de Lie com curvatura seccional qualquer.

Lembremos agora da aplicacdo de Gauss do R™™!: Seja M™ C R""! uma
variedade orientavel de R™*! com 7 campo de vetores normal unitario. Definimos
N : M — §" por N(z) = n(z), visto como um vetor de $". Como podemos
considerar $" C R™"!, podemos ver a aplicacao de Gauss como a translacao de
vetores normais até a origem. Tal interpretagao nos permite generalizar a aplicacao
da seguinte maneira:

Definigao 16 (Aplicacao de Gauss). Seja G™™' um grupo de Lie munido de uma
métrica pseudo-Riemanniana bi-invariante de indice 7 > 0 e seja M™ uma hiper-
superficie orientdvel de G orientada sequndo 1, um campo de vetores de G normal
a M com (n,n) = 1.

Definimos N : M — 57 C T.G, a aplicagao de Gauss de M, por

N(x) = d(Ly—1)z(n(z))- (1.13)
Observacgao 13. Aqui, estamos usando a sequinte defini¢do:
S} = {v € T.G; (v, v) = 1}.

Note que, para definirmos a aplicacao de Gauss de maneira coerente, nao basta
exigirmos que 1 seja um campo normal unitdrio, pois nao necessariamente N (x)
seria um vetor de Sj. De fato, poderia acontecer de (n,m) = —1, e assim, definindo

H} = {v € T.G; (v, v) = —1},

teriamos N(x) € H”, visto que Ly,—1 € uma isometria.

77’



1.3 Variedades Homogéneas

Nessa sessao, estudaremos algumas aplicagoes que serao utilizadas na demons-
tragao do Teorema 2 e definiremos a aplicagao de Gauss de uma hipersuperficie
imersa em um quociente de um grupo de Lie por um subgrupo de Lie compacto.

1.3.1 Definicoes e Primeiras Propriedades

Definigao 17 (Variedade homogénea). Seja N uma variedade pseudo-Riemanni-
ana. Dizemos que N € uma variedade homogénea se dados dois pontos x, y € N
existe uma isometria p : N — N tal que p(z) = y.

Observagao 14 (Relagao com grupos de Lie). Seja N uma variedade homogénea.
Defina G = ISO(N) o grupo de isometrias de N. Fizado o € N, defina H = {p €
G; ¢(0) = o} o subgrupo de isotropia de o. Entdo podemos introduzir uma métrica
em G/H de forma que N seja isométrica a G/H.

Seja G um grupo de Lie de dimensao n+ k+ 1 munido de uma métrica pseudo-
Riemanniana bi-invariante (, ). Agora seja H um subgrupo de Lie compacto de
dimensao k e seja G/H = {Hz|x € G} o conjunto das classes residuais a direita
de H em G. Em G/H, considere a proje¢ao canonica

.G —- G/H

z — Haz.

Chamamos atencao ao fato que dado h € H, temos que 7w o L, = m, pois dado
x € G,
(moLy)(x) = w(hz)
= Hhx

= w(z).

Dado z € G, seja z = m(x). Definiremos uma métrica em G/H de forma que a
aplicacao

ly : (T,(Hz))" — T.(G/H)
v o— dmg(v).
seja uma isometria, o que torna 7 uma submersao pseudo-Riemanniana. Para
tanto, vamos observar algumas propriedades da projecao e da aplicacao £,. Primei-

ramente, note que £, é a restricao da derivada da projecao; conseqiientemente, é
uma aplicacao linear.



Figura 1.2: Decomposicio u = u® + u®.

Propriedade 2. Fizado x € G, {, ¢ uma bijecao.

Demonstragdo. Note que dim(T,(Hz))* = dim(T,G) — dim(T,(Hz)). Portanto a
dimensao do dominio de /¢, é igual a n + 1. Como G/H tem a mesma dimensao,
para mostrar que £, é uma bijecao basta demonstrar a sua sobrejetividade. Como
dr, é uma aplicacao sobrejetiva, para mostrar que ¢, é sobrejetiva, podemos provar
apenas que dm, |7, mHe) = 0.

Considere, portanto, u € T,(Hz) e seja « : (—¢,¢) — Hx uma curva diferencidvel
com «(0) =z, o/(0) = u. Entao podemos escrever dm,(u) como

drm.(u) = (moa)'(0).

Como «(t) € Hx para todo ¢, temos que a curva 7 o @ é constante, e portanto
dm,(u) = 0. O

Agora, seja x € G e seja u € T,G. Considerando a fibra Hx > z, definimos
u’ € T,(Hz) como a projegao ortogonal de u em T,(Hz). Definimos ainda u” =
u—u¥ € T,(Hz)t. Observamos que u” é chamada de componente vertical de
u e u é denominada componente horizontal de u (vide figura 1.2). Um campo
de vetores U de G é denominado wvertical (horizontal) se valer U(x) = (U(x))"

(U(x) = (U(x))").

Antes de definirmos uma métrica em G/H, vamos observar algumas proprieda-
des de campos de vetores de G:

Propriedade 3. Seja U um campo de vetores de G invariante a esquerda. Entao,
se Hx = Hy para x, y € G, vale

dmy(U(x)) = dmy(U(y)).



Observagao 15. Apesar de ter uma demonstracao simples, essa propriedade tem
uma interessante interpretacdio geométrica. De fato, ela afirma que os campos
invariantes a esquerda de G se projetam em G/H de maneira constante ao longo
de cada fibra de G.

Demonstragao. Como Hz = Hy, podemos escrever © = Ly(y) com h € H. Entao

dro(U(@)) = dmo(d(Ln),U(v))
= d(mo Ly),U(y)

= dm,U(y).
O]

Conseqiiéncia 1. Seja UeSum campo de vetores de G invariante a esquerda.
Entao se em algum ponto x € G temos que U(x) é vertical, para todo y € Hzx
temos U(y) vertical.

Demonstragdo. De fato, se U(z) € T,(Hz), temos que dm,U(z) = 0. Pela proprie-

dade anterior, dado y € Hz segue que dm,U(y) = 0, e portanto ﬁ(y) eT,(Hy). O

Conseqiiéncia 2. Seja VeSum campo de vetores de G invariante a esquerda.
Entao se em algum ponto x € G temos que V(x) € horizontal, para todo y € Hx
temos V (y) horizontal.

Demonstragao. Seja y € Hx e seja u € T,(Hy) um vetor vertical. Estenda u a U
um campo de vetores invariante a esquerda. Entao temos que U(z) € T,(Hzx), e
portanto 0 = (U(z), V(z)) = (U(y), V(y)), mostrando que V' (y) é horizontal. [

Vamos definir a métrica de G/H da seguinte forma: dado z € G/H e dados
u,v € T,(G/H), defina

(u,v): = (L)~ (u), (€a) ™ (V) (1.14)

onde z € G é tal que m(z) = z e (, ), é a métrica de G. Antes de provarmos
que tal definicao estd bem posta, provaremos mais uma propriedade de campos de
vetores de G:

Propriedade 4. Seja W € X(G/H) um campo de vetores. Defina W € X(G)
por W(m) = (Y (W(n(z))). Entao W ¢ invariante por dLj, em cada fibra Hz, i.e.
dados v,y € G tais que Hx = Hy, vale a sequinte relacao:

—

W (x) = d(Ly), W (y), (1.15)

onde h = xy~! € H.



Demonstragao. Para provar a equagao (1.15), basta provarmos que:
i. d(Lh)yW(y) ¢ horizontal,
i 0 (W (2)) = L(d(Ly)y W (y)).

Primeiro, seja u € T,Hzx. Estenda uw a U um campo de vetores invariante a
esquerda. Entao, como U(z) ¢ vertical, segue que U(y) também o é. Com isso,
como W é um campo horizontal e a métrica de G é bi-invariante, segue que

0= (W(y),U(y)) = (d(Ln),W (), U(x)),

0 que mostra que d(Lh)yW(y) € T,(Hz)*. Com isso, torna-se direta a prova de
L (L), W () = dmed(Ly), W ()
= d(mo Lh)y ()
= dm,WW ( )
= Win(2))
= L(W(x)).
[

Conseqiiéncia 3. A métrica de G/H, definida pela equagao (1.14), estd bem
definida.

Demonstragao. Vamos mostrar que se m(x) = w(y) = z, entdo Yu,v € T,(G/H)

vale
()71 (W), ()™M () = ()7 (w), (£,) 71 (v))y- (1.16)
Fixemos, portanto, u, v € T,(G/H). Defina U, V campos de vetores de Hz por
U(z) = ;' (u) e V(z) = £;*(v). Como 7(z) = x(y), a propriedade 4 nos dé que
Ulx) = d(Ly),Uly) e
V(a) = d(Ly),V ().
Da invariancia da métrica de G, segue que
(M ), 61 () = (U(),V(x))
(d(Ln), U (y)
= (U, V(y)
= {6, (u), £, (v)),

mostrando que a métrica em G/H estd bem definida. O

(L), V (9))



Conseqiiéncia 4. A projeciom : G — G/H € uma submersao pseudo-Riemanniana.

Demonstragdo. De fato, para z € G/H as fibras 77!(z) sdo translagoes de H, e
portanto subvariedades pseudo-Riemannianas de G. Pela definicao da métrica de
G/H obtemos que drm preserva o produto escalar de vetores normais as fibras, o
que demonstra a afirmacao. ]

Proposicao 4. Com a notagao anterior, sejam X,Y campos de vetores de G/H.
Defina X,Y campos de vetores de G por

X(x) = ¢
Y(z) = ¢

Entao vale a sequinte relacdao, para x € G:

VY (2) = 67 (VY (7(@) + 51X, Y] (r(2)), (1.17)

onde V € a conezio de Levi-Civita em G e V ¢ a conexdo de Levi-Civita em G/H.

A demonstracao da Proposicao 4, por ser extensa, encontra-se no apéndice
deste trabalho.

1.3.2 A Aplicagao de Gauss de G/H

Nesse ponto comegaremos a pensar em como definir uma aplicagao de Gauss para
uma hipersuperficie M — G/H, ou seja, precisamos de uma isometria linear entre
um vetor normal a M em um certo ponto z e um vetor de S;-“Lk C §="1T.G, que
venha a generalizar a translagao do R™. Ja temos que ¢, e d(L,) sdo isometrias,
assim, dado 2z € G/H, seja x € 7 '(z2). Defina a aplicagao I, por:

r,: 7., (G/H) — S (1.18)
u e d (L), (6 W).

Precisamos mostrar que tal aplicacao independe da escolha de x € 771(2).
Fixemos x,y € 7~ 1(z). Mostremos que vale, para todo u € T, (G/H), a seguinte
relacao:

d(Ly-1), (fgl(u)) = d(Lyfl)y (ﬁgl(u)) (1.19)

Como Hx = Hy, escreva x = Ly(y), com h € H. A propriedade 4 nos da que
(M (u) = d(Lp),y L, " (u). Assim, segue que

xT



d(Ly-1)2(6 () = d(Ly-1)a(d(Lp)yt, " (u))
d(Ly-1 0 Ly)y (€, (u)

Y

= d<Ly‘1)y£;1(u)a
mostrando que a aplicacao I', estd bem definida. Com isso, definimos:

Definigao 18 (Aplicacio de Gauss). Sejam G"***1 um grupo de Lie de indice
j, H* € G um subgrupo de Lie compacto e M™ C (G/]HI)”Jrl uma hipersuperficie
orientdvel do quociente G/H com n um campo normal unitdrio fixado, satisfazendo
(n,m) = 1. Definimos a aplicagcao de Gauss de M por:

N: M —8"*cg
z = N(2) =T:(n(2)).

Observagao 16. Note que no caso de G = R™ e H = {0}, temos que {, € a
identidade e portanto a aplicacao I', volta a ser a translacdo de vetores de R™"*!.
Portanto nesse caso quando compusermos I', com um campo de vetores normal,
re-obteremos a aplicacao de Gauss do R"™.



Capitulo 2

O Laplaciano da Aplicacao de
Gauss em G

Neste capitulo enunciamos e demonstramos uma generalizacao da expressao (1)
para o caso do espaco ambiente ser um grupo de Lie munido de uma métrica
pseudo-Riemanniana bi-invariante. Como conseqiiéncia, obtemos uma genera-
lizagao do Teorema de Ruh-Vilms.

2.1 Teorema 1

Seja (G™*1, (, )) um grupo de Lie munido de uma métrica pseudo-Riemanniana bi-
invariante e seja M™ C G uma hipersuperficie de G orientével orientada segundo
1, um campo de vetores de G unitario normal a M, que satisfaga (n, ) = 1. Nessa
sessao calcularemos o Laplaciano da aplicacao de Gauss e o relacionaremos com a
Curvatura Média de M. Sera demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 1. Sejam G, M e n como acima e seja N a aplicagcao de Gauss de
M, definida por (1.13). Entdo, denotando por ||B|| a norma da sequnda forma
fundamental de M e por H a curvatura média de M, temos que vale, para todo
re M,

AN(z) = —nd(L,-1),(grad H(z)) — (|| B||* + nRic(n(z))) N(z), (2.1)
onde Ric(n(x)) denota a curvatura de Ricci na diregdo de n.

Demonstra¢ao. Vamos comegar escrevendo N em coordenadas a fim de calcular-
mos seu Laplaciano. Fixemos zg € M. Seja A, : T, M — T, M a segunda forma
fundamental de M em z, em relacdo a normal 7. Seja {E1(zo), E2(z0), ..., En(x0)}
uma base ortonormal de autovetores de A,. Estenda cada campo E;(zp) a um
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campo de vetores E; de forma que {Fi, Es, ..., E,} forme um referencial orto-
normal de M geodésico em x.

Seja ainda Z; o campo de vetores invariante a esquerda tal que Z;(zo) = F;(xo),
sei € {1,2,...,n} e Z,1(xo) = n(xo). Entdo, em uma vizinhanga de xy podemos
escrever

Observe que no ponto o temos 7(xg) = Z,+1(xo). Portanto vale que a;(xy) = 0
se j <neayi(xg) = 1. Agora, considere N a aplicacao de Gauss de M. Temos,
por definicao, que:

N(z) = d(Ly1).(n(x))

n+1 B
_ Z a;(2)d(Ly1)s (Z;(x))

= Z%(ﬂf)Zj(e)a

pois os campos Z; sao invariantes a esquerda. Ou seja, escrevemos N = > a;Z;(e).
Assim, escrevemos o Laplaciano de N como

n+1
AN = (Aaj)Zj(e). (2.2)
j=1

Fixada a notacao, para obtermos uma expressao para o Laplaciano da aplicacao
de Gauss, basta calcularmos Aa;(xy).

Dividiremos a prova do Teorema 1 em duas afirmacgoes, que serao demonstradas
em seguida. (As demonstragoes de tais afirmagoes estao apresentadas em separado
por se tratarem de resultados técnicos, que pouco contribuem para o entendimento
do Teorema.) Na demonstracao de tais afirmagoes serd utilizado o fato de que os
vetores E;(zg) sao autovetores de A,

Afirmacao 1. Para j < n wvale que:

Aaj(zg) = =& E;(nH). (2.3)



Afirmacao 2. F para j =n+ 1, temos

Aayi1(w0) = — || BII* — nRic(n(xo))- (2.4)

Suponha, portanto, validas as equagoes (2.3) e (2.4). Substituindo tais ex-
pressoes na equagao (2.2), obtemos

AN (o) = Z —&Ei(nH) Z;(e) — (I BII* + nRic(n(xo))) Zn+1(e)- (2.5)

Observando que Z; ¢ um campo de vetores invariante a esquerda, segue que
Zj(e) = d(Lgy-1),, Z;j(x0)

e com isso, ficamos com

Z §Ej(H)Z;(e) = Z §E;(H)d(Lay1)ao Ej(20) = d(Lag—1)mograd(H) (o),

(2.6)
e, conseqiientemente, a equagao (2.5) torna-se

AN (z0) = —nd(Ly,-1)sograd(H)(zo) — (| BII* + nRic(n(zo))) Zn+1 (e)-

Finalmente, utilizando o fato que a;(xo) = 0se i < n e a,11(zo) = 1, segue que
N(zg) = Z,41(e) e fica provado que vale a equacao (2.1). O

Como conseqiiéncia do Teorema 1, obtemos uma extensao do Corolario 2 de
[1], que generaliza o Teorema de Ruh-Vilms:

Corolario 1. Seja G um grupo de Lie munido de uma métrica pseudo-Riemanniana
bi-invariante de indice j > 0 e seja M uma hipersuperficie orientavel orientada
com campo normal n satisfazendo (n,n) = 1. Seja ainda N a aplicagio de Gauss
de M. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i M tem curvatura média constante;

ii O Laplaciano da aplicacao de Gauss de M tem apenas componente normal a
S,
]7



iii N satisfaz a equacao

AN (z) = — (|| B||* + nRic(n(z))) N (z). (2.7)

Demonstrag¢ao. Do Teorema 1 segue que, para x € M,
AN (z) = —nd(L,1).grad(H)(z) — (|| B||* + nRic(n(x)))N(z).

A equivaléncia entre i e iii segue de que M tem curvatura média constante se, e
somente se, grad H = 0.

Vamos mostrar agora a equivaléncia entre ii e iii. Para tanto, utilizamos a
identificacao T,G ~ ]L?H. Defina f : T.G — R por

7 n+1
2 2
f<$1,$2,...,$n+1): E T; — E Z;.
i=1 i=j+1
Segue que 87 = f7'({1}). Fixe u = (uy, ug, ..., uny1) € S}. Entdo, podemos
escrever o gradiente FEuclidiano de f como
gra‘df(u) - 2(u17 U2y « vy Ujy —Ujp1, —Ujtp2, -+, —Un+1)7
e com isso segue que um vetor v = (vy, vy, ..., v,) € T, (T.G) serd tangente a Sy
se, e somente se, satisfazer a seguinte relagao:
ViU + VoUug + ... + VjUj — Vj41lj41 — Vj42Uj42 — oo — Up41Un41 = 0.

Identificando o ponto u com o vetor u € T,,(1.G), temos que para qualquer v €
1,57, vale (v, u) = 0, onde (, ) indica a forma bilinear simétrica nao degenerada
induzida em T,.G pela métrica de G. Tal relagao mostra que, assim como no caso
Riemanniano, a diregao normal a S € a diregao de u. Com isso, segue que, para
x € M, o vetor AN (z) serd normal a 5} se, e somente se, tiver apenas componente
na diregdo de N(z). Da equagao (2.7) segue a equivaléncia entre ii e iii.

]

Observagao 17 (Relacdo com aplicagoes harmonicas). Seja M uma variedade
Riemanniana e seja f : M — R™*! uma aplicacao diferencidvel. Defina o funcional
energia de M por

B() = [ IDsFd.

Dizemos que uma funcao é harmonica se minimizar o funcional E. E um te-
orema bem conhecido que uma fungao f satisfazendo || f(z)|| = 1 (i.e. f toma



valores na esfera unitdria $* C R™"!) é harmonica se, e somente se, o seu La-
placiano tiver apenas componente normal a $". Portanto, no caso de G ser um
grupo de Lie munido de uma métrica Riemanniana bi-invariante, se o Laplaci-
ano da aplicacao de Gauss de M s6 tiver componente normal serd uma aplicacao
harmonica, generalizando o Teorema de Ruh-Vilms. Para maiores detalhes sobre
harmonicidade de aplicagoes entre variedades, vide [6].

2.2 Demonstracao das Afirmacoes

Para finalizar a demonstracao do Teorema 1, vamos demonstrar as afirmacoes 1 e
2. Comegaremos definindo novamente as fungoes a; e os campos F;, Z;. Temos n
um campo de vetores normal a M™ C G"*! satisfazendo (1, n) = 1, A, a segunda
forma fundamental de M em g, {E;}icq1,2,...,ny um referencial ortonormal de M
geodésico em zy tal que {£;(x¢)} forma uma base de autovetores de A,. Definimos
ainda Z;, j = 1,2, ..., n+ 1 como o campo de vetores invariante a esquerda tal
que Zj(xg) = E;(x0), se j <ne Zyi1(xg) = n(xo). As funcoes a; ficaram definidas
quando escrevemos o campo 7 nas coordenadas Z;,

n+1

(@) = a;(2)Z().
j=1
Passemos, portanto, a demonstracao da afirmacao 1, a lembrar,

Aaj(xo) = =& E;(nH),
onde j < n e H denota a curvatura média de M.

Demonstracao. Primeiro, temos que
n+1 n+1
Ven=Y Vel(eZ;) =Y (Bla)Z;+a;VeZ;), (2.8)
j=1 j=1
e portanto
n+1
VeVen = > (Ve(Eia)Z;) + Vi (a;V e Z;))
j=1
n+1
= > (Ei(Eia))Z; + Ei(a;) Ve, Z;
j=1
+ Ei0;)VEZ;+a;VEVEZ;)
n+1
= > (BdE(a))Z; + 2Ei(0))V . Z; + V5,V 5,7;).

J=1



Lembrando que em x( temos a;(zo) = 0 para j < n e a,4+1(zo) = 1, ficamos com

n+1
Ve Ven(z) =Y ( Ei(Ei(a;))Z; + 2Ez’(aj)VEiZj> +VEVEZi.  (29)

J=1

Fazendo o produto interno com 7, na equagao (2.9), obtemos, em x,

n+1
(Ve Ve Zr) = &GEi(Eia)+2)  Eila)(VEZ;, Zy)

j=1

Escrevendo Aay, = Y & E;(F;(ax)), segue que

n+l n

Ghar = Y &(VeVen Zi) —2Y Y &Ei(0;) (Ve Z;, Zi)
=1

j=1 i=1
— > &(VEVE L1, ). (2.10)
1=1

Vamos encontrar uma expressao mais adequada para cada um dos termos da
equagao (2.10). Denotando por H a curvatura média de M, mostraremos que vale
a seguinte relacao, para k < n:

> &V VEn, Zi) = nRic(Zy, Zosr) — Ex(nH). (2.11)

i=1

Observe que, por defini¢ao,
n.H = i&(n, Vi E),
i=1
de onde segue que
Ey(nH) = i&Ek«inEi?n))
i=1

= Z€z<kaszEla77> + Z§Z<VE1EZ>VEkn> (2'12)
=1 =1



Como {E;} é um referencial de M geodésico em g, temos (Vg, E;(x0))" = 0.
Assim, obtemos Vg E; = (Vg E;)". Como (n,n) = 1, escrevemos Vg E; =
(Vg E;,n)n, e conseqiientemente temos

(VEE;, Ven = (VeE,nn Vemn)
= (VeEi,n)n,Ven)
= (Vg Li,n)Ey (_(77,277>) = 0. (2.13)
Utilizando (2.13) em (2.12), obtemos

i=1
Vamos relacionar a expressao (2.14) com o tensor de curvatura de G. Observe
que em g vale [Ey, E;| = ([Ek, EZ])T = (VEkEi — VEiEk)T =0, de onde decorre

(Ve Ve Ei,n) = (Ve,VeE —Vg Vg E+ Vg g Ei,n + (Ve Ve Ei,n)
= (—R(Ey, E)E;,n) +(VE Vg Ei,n).

Assim, podemos reescrever a equagao (2.14) como

Ey(nH) = Zfi((inkaEum — (R(Ex, Ey) E;, 77>) (2.15)

i=1
Agora, como R é um tensor e, em xy temos F;(xg) = Z;(x0), n(x0) = Zni1(xo),
segue que

Ey(nH) = Z&((VEiVEkEMD —(R(Zk, Zi) Zi, Ziny1)

=1
= > &(VeVeEin) + ) &(R(Zy, Zi) Znr, Zi)
=1 =1
= Y _&(VE Ve Eyn) + nRic(Zy, Zos)- (2.16)
=1
Vamos mostrar agora que, em xq, vale que

(VENVEExn) = (Ve VEEin). (2.17)



Primeiramente, escrevemos Vg E, = Vg E; + [E;, Ex]. Com isso, temos
Vi Ve E, =Vg Vg E + Vg E;, E]. Agora, observe que

(Vg |Ei, Ex],n) = E([E;, Ex],n) — ([Ei, Ex], VD),

mas em Iy vale que [E;, Ex] = 0, como observado anteriormente, e ainda mais, em
M temos que [E;, E)] é um campo de vetores tangente, portanto ([E;, Ex],n) = 0.
Com isso, temos que, em

<VE'Z [Ely Ek]? 7]> = 07

demonstrando a equagao (2.17). Substituindo tal igualdade em (2.16), obtemos

Ew(nH) = &(VE V5B, n) + nRic(Zg, Z,i1). (2.18)

=1

Podemos utilizar o mesmo método da equagao (2.13) para demonstrar que vale
a identidade (Vg, Ex, Vg,n) = 0, e portanto

<VEZVELE]€,77> = <VEZVELEI¢>77> + <VEZEI<:, VEZ’I]>
= Ei(VgE,n)
= Ei(Ei(Ek,n) — (Ek, VEM))
= —E(Ey, Vgn).

Aqui utilizamos que, como k < n, (Ey, n) = 0. Com isso, podemos seguir adiante
e obter

(VEVEEKn) = —E(VEn, E).

Utilizando a expressao acima na equagao (2.18), obtemos a seguinte expressao:

En(nH) ==Y &(VEVin, Ey) + nRic(Zy, Zni),
=1

e conseqiientemente temos

Zfi<inin77, Ey) = nRic(Zy, Zni1) — Ex(nH),

i=1

provando a relagao (2.11).



Vamos encontrar uma expressao mais adequada para a parcela

n+l n

DD &EI()(VE 2, Zk)

j=1 i=1

da equagcao (2.10).
De (2.8), tiramos que
n+1
Vin =Y (Bi(a;)Z; + ;Y5 7).

j=1

Assim, utilizando que a;(z9) = 0se j < n e ay41(xg) = 1, segue que

n+1

Ven(zo) =Y Ei(0;)Z; + Vi Zusa,

j=1
de onde obtemos

(Ven(zo), Zj(20)) = i Eiay) + (VE Zns1, Zj)-

E portanto vale

§iEi(a;) = (Ve n(xo), Zj(x0)) — (Ve Znia(0), Zj(0))- (2.20)

Lembre que os vetores F;(x() eram autovetores da segunda forma fundamental,
portanto existem \; € R tais que A, (E;(xg)) = A Ei(zo), assim

(Ven(xo))" = =XiEi(xo). (2.21)
Para j < n, temos:
(Ven(wo), Zi(xo)) = (Vem)', Zi(x0)) = —N(Bilwo), Zy(x0)) = =N
Agora, se j = n + 1, temos que
(Ven(20), Znt1(z0)) = (VE1(20),1(30)) = O,

e assim mostramos que F;(a,11)(x0) = —(VE,Zni1, Zns1) = 0, 0 que nos leva a
seguinte equacao:

FE-(a: — _Aidijgi - <VEZ~Zn+1,Zj>, se 7 <n;
& Eia;) () = { 0, el

Assim, podemos escrever, em x,

(2.22)



n+l n

YD GE )N VEZ; 2k =) Y &Ea) (Ve 25, Z)).

j=1 i=1 j=1 i=1
Lembrando que G é um grupo de Lie com uma métrica bi-invariante e que os
campos Z; sao invariantes a esquerda, temos que vale Vg, Z;(zo) = Vz,Z;(xy) = 0.
Dai, decorre a seguinte identidade:

n+l n n
SN GE(a)(VEZi, Zk) =Y &Ei(a;)(V i, Zj, Z).
j=1 i=1 i

Usando (2.22), chegamos a conclusao que, em x,

—ii&ﬂ(%)(v&zjﬂw = gﬁi(&&jfzﬁj+é}‘(VEiZnH,Zj))(VEZ.Zj,ZQ
= i§i€j<inZn+1,Zj><inZj7Zk>
i#]
= g §i§i(V 2. 2011, Z;)(V 2,25, Zy,)
i#]
= %1igigjqzi,Zn+1]7Zj><[Zi;Zj]7Zk>; (2.23)

onde a ultima igualdade se deve a invariancia a esquerda dos Z;. Agora, segue do
Lema 5 que

([Zis Znaal, Z5) = (Zis | Znyr, Z5)) € ([ Ziy Z5)s Zi) = (Zi, [ 25, Zi))-

Mais ainda, como {Z;(x¢)}i=12...nt1 ¢ uma base ortonormal de T,,,G, vale que

n+1

[Zn+1,Zj] = Z§i<[Zn+1,Zj],Zz’>Zi
i=1

= Z§i<[Zn+1vzj]7Zi>Zi>
i=1

pois ([Zn+1, Zj), Zyp+1) = 0.



Com tais equagdes, reescrevemos (2.23) como

n+l n n n
_ Z Z&Ei(ajNVEiZj, Zx) = %Z Z§i§j<zia (Zns1, Zi))(Zi, |25, Z))

j=1 i=1 j*1 =1
) W RAR P IRAYS

7j=1 =1

= %Z£j<[ Zk Zgz n-l—lv 7 Z>ZZ>
= _Zgj TL+17Z]>

n+1

- —Zf] s, 7). (2.24)

Note que, dos Lemas 2 e 6 e da Proposu;ao 3,
((Z, Zk]; [Znsa, Z5]) ([Zk. Z3), 125 n+1]>

= (Z, (2,12}, Znn]])
([[Zn+1, ']7 ] k)

(4

= (4R(Zn+1, Z;) 2, Z)
= —(4R(Zn11,Z;) 2k, Z;). (2.25)
Assim, utilizando tal expressao na equacao (2.24), segue que
n+l n n+1
=YD GE(a) (Ve Z Z) = —ny Zni1, Z5) Zn,y Zj)
j=1 i=1

= —anc(Zk, Zns1),

e consequentemente

n+l n

>N GEi(a)(VEZj, Zk) = nRic(Zy, Zuta), para k € {1,2,..,n+1}. (2.26)

=1 i=1

Agora precisamos encontrar uma expressao conveniente para o ultimo termo
da equagao (2.10). Vamos mostrar que vale

> &V V5 Znwr, Z) = —nRic(Zyi, Zy). (2.27)

=1



n+1
Escreva E; = Zbiij. Primeiro, pela definicao dos campos Z;, temos que
j=1
b;j(x¢) = d;5. Entdo, pela Proposicao 2,

n+1 n+1 n

1 1
inZnJrl = Z biijj Zn+1 = 5 Z bij [Zj7 ZnJrl] = 5 Z bij [Zja Zn+1]>
Jj=1 j=1 j=1
e portanto
1 n
VEVEZi = 5 > (Eibij)Zj, Zoa) + b5V 5, Zj, Znsa])-
j=1

Assim, em xy, temos que

n

1 1
VENEZn(10) = 5 > Eibi)Z), Zna] + 5 VEilZis Zoal. (2.28)

J=1

Agora, vamos mostrar que vale E;(b;;) = 0 se j < n. De fato, temos, por um lado,

que (Vg Ei(z0))" =0, ja que o conjunto {Ey, Es, ..., E,} é um referencial de M
geodésico em xg. Por outro, temos que
n+1 n+1
Ve Ei(ro) = Y Eilbi)Zi(xe) + Y bV, Z;(x0)
j=1 j=1

= Z Ei(bij) Zj(wo) + Ei(bint1) Znia(z0) + Vi, Zi(20)
= Z Ei(bij>Zj(xO> + Ei(bint1)n(20) + Vz,Zi(20)
= Z Ei(bij) Zj(x0) + Ei(bins1)n(0).

Portanto 0 = ZEi(bij)Zj(xo), de onde segue que E;(b;;)(xo) = 0 para j < n.
j=1
Com isso, a equagao (2.28) se torna

1
Ve VEZn(rg) = §VEZ- (Ziy Zins1](20).
Mas note que temos, em x,

1
Vi Zi, Zna] = Vg Zi, Zya] = §[Zi, (Zi, Znl] = 2R(Zy 41, Zi) Z;



e portanto

Ve Ve Zni(20) = R(Znia, Z3) Z;.

Finalmente, escrevemos

Z€Z<szszZn+1vzk> = Z£1<R(Zn+17Z1)Zqu>
i=1 i=1
= —nRic(Z,11, Zi),

provando valida a equagao (2.27).
Substituindo as expressoes (2.11), (2.26) e (2.27) na equagcao (2.10), obtemos
ExAay, = nRic(Zy, Zny1) — Ex(nH) — 2nRic(Zy, Zni1) + nRic(Zy, Zni1)
de onde decorre que, para k < n,

Aay = =& Ey(nH),

provando a validade da equagao (2.3). O

Agora, mostremos que vale a Afirmacao 2, que dizia que, para j = n + 1,
tinhamos a seguinte expressao:

Adapi1(z0) = = Bl = nRic(1()), (2.29)

onde || B|| denota a norma da segunda forma fundamental de M e Ric(n(z)) denota
a curvatura de Ricci na direcao normal a M.

Demonstracao. Da hipétese (n, n) = 1, segue que a, 11 = (1, Z,11), € portanto

Ei(Ei(an11)) = Ei((Ven, Znia) + (0, Ve Znir))
<szszn7 Zn+1> + 2<VE1777 inZn+1> + <777 vElvEZZn+1>

Assim, podemos escrever
Zfz‘Ez’(Ei(anH)) = Z§i<ininn7 Znt1) +2 Z§i<in’r/7 Vi, Znt1)
i=1 i=1 i=1

=1



Agora, observe que temos (Vg,n,n) = 0, portanto Vg,n = (VEin)T e assim

= (Ve (Ven)")

Tiramos dai que vale

n

Zfi(VEivEmam(fo) =—||B|* (2.31)

i=1
Ainda temos que

n+1

(Ve Vi Zon) = (Ve Y a; 25,V Z0i)

n+1 n+1
= > ai(VEZ;, Ve Zu) + > Eila)(Z5, Ve Znia)
j=1 j=1
n+1 n+1
= Y aj(V5Z;, Vi, Zn) Z Ei(a;)(VE,Zj; Znia)-
j=1
n n+l
Pela equagao (2.26), temos que Z Z &iEi(a;) (Vi Zj, Zyt1) = nRic(Z,41), logo,
i=1 j=1

em oo,

> &lVen Ve Zu) =Y (Ve Zui1, Vi Zus1) — nRic(Zy ). (2.32)
=1

=1

Mas temos que E;(z¢) = Z;(x), portanto Vg, Z,11 = Vg, Zpy1 = %[Zi,ZnH].
Assim, ficamos com

n n 1
Y &lVeZui, Ve Zun) = ZZﬁz‘([Zz’,ZnH],[Zi,ZnH])

i=1

= Z fz n+1> n+1] Z)

= Z& n+17 z n—l—le>
= anc(ZnH). (2.33)



Juntando as equagdes (2.32) e (2.33), chegamos a conclusao que

> Ve Vi Zu) = 0. (2.34)
=1

Com as equagoes (2.30), (2.31) e (2.34), obtemos
Aanyi(w9) = Y GE(Ei(anir)) = =|IBI* + ) &0, Vi,V Zns).
i=1 i=1
Mas a equagao (2.27) nos da que

Z€Z<777 szszZn+1> = _"Rlc(n($0)>,

=1

demonstrando a Afirmacao 2. O



Capitulo 3

O Laplaciano da aplicacao de
Gauss em G/H

Neste capitulo, generalizaremos a formula obtida no Teorema 1 para uma hipersu-
perficie imersa em um quociente de um grupo de Lie por um subgrupo compacto.
Comecaremos demonstrando alguns lemas que relacionam termos de curvatura
de G com de G/H, e apresentando propriedades de fungées e campos de vetores
relacionados pela projecao .

3.1 Lemas Auxiliares

Seja G um grupo de Lie de dimensao n+k-+1 munido de uma métrica bi-invariante
pseudo-Riemanniana. Seja ainda H* C G um subgrupo de Lie compacto e seja
M™ C G/H uma hipersuperficie orientdvel orientada segundo 1 um campo de
vetores unitario normal a M, novamente satisfazendo (n, n) = 1.

O proposito do trabalho é calcular o Laplaciano da Aplicacao de Gauss de M.
Como o Teorema 1 resolve este problema para o caso do espaco ambiente ser um
grupo de Lie, é natural a idéia de transportar o problema de volta para o grupo
G, por meio da projecao .

Defina M := 7 }(M) C G. Temos que, como 7 é uma submersiao pseudo-
Riemanniana, M serd uma hipersuperficie de G. O Teorema 1 nos da, portanto,
uma expressao para o Laplaciano da aplicagao de Gauss de M. Na seqiiéncia deste
capitulo relacionaremos os termos de curvatura de M com os de M, a fim de obter
uma expressao para o Laplaciano da aplicagao de Gauss de M.

Primeiramente, vamos fixar um referencial ortonormal de G a partir de um
referencial ortonormal de G/H. Seja {Ey, Es, ..., E,} um referencial ortonormal
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de M e seja n como acima. Defina os campos

Ei(z) = (;'(E;(n(z))), para i < n.
Vamos mostrar que de fato tais campos sao tangentes a M. Dgﬁna 0 campo
n(z) =, (n(w(x))). Como n é normal a M, segue da definicio de M e de ¢, que
7 é normal a M. Assim, vale que

mostrando que o campo EZ é de fato tangente a M. B

Agora, observe que, como foram definidos, os campos E; sao todos campos
horizontais, e portanto nao formam ainda um referencial de G. Fixemos, para
i=n+1,n+2, .., nt+k, {e;} uma base ortonormal de H = T.H. Defina E; como
o campo de vetores invariante a esquerda tal que Ei(e) = ¢;. Como ja mostrado
anteriormente segue que 0s campos E sao verticais para n +1 < i < n + k.
Com isso o conjunto {Ei}i€{1,2, ..,n+k} se torna um referencial ortonormal de M e
juntamente com o campo 7 forma um referencial ortonormal de G.

Denotaremos no que segue E, = (El, E) e novamente §; = (F;, E;). Parai <n
temos a identidade & = &;.

Observagao 18. A conclusdo acima nos leva a observar que mesmo que 0 grupo
de Lie G seja uma variedade pseudo-Riemanniana, podemos vir a ter que a métrica
em G/H seja Riemanniana, para tanto bastando que a componente nao Rieman-
niana da métrica de G esteja no espaco tangente ao subgrupo H.

Fixada a notacao que sera utilizada até o final do trabalho, podemos passar
aos enunciados dos lemas que utilizaremos para demonstrar o teorema principal
deste trabalho.

Lema 7. Sejam G, H, M e M definidos como anteriormente. Seja ainda f :
M — R uma funcao diferencidvel. Definindo f : M — R por f(z) = f(n(x)),
vale a sequinte relagdo: Agrf = (A f)om.

Demonstracao. Fixemos zo € M. Seja {Ey, Es, ..., E,} um referencial ortonor-
mal de M, geodésico em xy. Defina os campos F; como acima. Como o conjunto
{E1, Es, ..., E,y} é um referencial de M, podemos escrever

n+k

AMJ?(ZUO) = Zg<€§igradf, EZ> (3.1)
=1



Vamos calcular gradf. Note que
E(f)() = Ei(fom)(x)=d(fon),Eix)
= df (e dma( l(x))

Entdo, se i < n, temos Ej(z) = (- E;(n(z)), logo d?Tm(Ez x)) = E;j(m(x)). Ainda,
se i > n, temos Ej(z) € T,(Hz), portanto dr,(E;(z)) = 0, como ja observado
anteriormente. Portanto, segue que

n+k

gradf(a) = 3 &E(T)(x)Eiw)
= > &t Eir(@) Bia)

= Z&Ei(f)(ﬂ(x))é;l(Ei(ﬂf))'

Como £, ¢ linear, segue que gradf(z) = ¢! (gradf(n(x))) € (T,(Hz))*.
Agora, para i > n, temos que os campos £; sao invariantes a esquerda, e em
conseqiiencia da Proposicao 2 VE.Ei = 0, onde V denota a conexao de Levi-Civita

de G. Mais ainda, E; € T, (Hz), portanto (gradf, EQ = 0. Assim, para i > n vale
<€Egradf, Ez> = Ei(gradf, EZ> — (gradf, 6550 =0,

e portanto a equagao (3.1) se torna

Az flwo) = Zgz (Vzgradf, E). (3.2)

=1

Ora, para ¢ < n, temos que Ez = (;'F;. Ainda mais, provamos que vale
gradf = £, (gradf). Com tais condi¢oes, podemos utilizar a proposigao 4 e obter

Vpeadf = £ (Vegrad f(n(a)) + ¢ [Boaradf] (),

onde V é a conexao de Levi-Civita de G/H. Substituindo a expressao acima em
(3.2), decorre a identidade desejada:

A f(z) = ZEM;(} (Vggradf (m(x0))), Ei(x0))

= Z&(VEigradf(W(wo))aEi(ﬂ(xo)»
= A f(m(x0)).



]

Em seguida demonstraremos um lema que relaciona a curvatura média de M
com a curvatura média de M, a saber:

Lema 8. Seja M C G/H uma hipersuperficie orientdvel e seja n um campo de ve-
tores normal a M com (n, n) = 1. Defina M = 71 (M) e ) = {;'(n). Denotando
por H (H) a curvatura média de M (M) com respeito a n (1), temos:

i. H(z)=-2H(z),Vz € M, Vo € (z);

n+k

ii. grad H(z) = 207 (grad H(z)).

n+k T

Demonstragdo. Seja z € M,z € 7 '(z). Sejam E;, E; como no lema anterior.
Primeiramente, por definicao temos que

H(z) = %Z@<VE1EZ(Z)’77(Z)>

Vamos, portanto, analisar as parcelas que estao sendo somadas no calculo de H.
Primeiro, se ¢ > n, temos que F; é invariante a esquerda, e portanto V E = 0.
Ficamos com

() = — > & Eio). i)

1
ST CALICRIC)
= n:l_kH(z), 0 que prova i.

Agora, precisamos encontrar uma expressao para orad H que a relacione com
grad H. A idéia é provar que Vo € M, Vu € T, M temos

(6 (grad H(2)), ),

n -+

dH, (1) =




pois o resultado segue pela unicidade do campo grad H.

Fixemos, portantox € M e € T, M. Escrevau = u"+u*. Como u* € T, (Hx),
temos que dm,(u’) = 0, e portanto dm, (i) = £,(u"). Defina u = dr,(u) e w = u°.
Assim, temos que u" = ¢;*(u), e podemos escrever

u=0"(u) +w, comw € T,(Hr), u € T,M,
de onde segue que

( gradH(2), @) = (6 (gradH(2)), £ (u)
= (gradH(z),u)
— dH.(u)
= dHydr,(u)
= d(H o), (u)
n+k  ~

I
=
3
8
5
=)

mostrando o resultado desejado. O]

A seguir vamos analisar a expressao encontrada para o Laplaciano da aplicacao
de Gauss de M, definida como N. O Teorema 1 nos diz que:

AN(z) = —(n+k)d(Ly-1)o (grad H(z))— <H§y|2 +(n+ k)Ric(ﬁ(x))) N(z). (3.3)

Note que dos termos a direita da equagao falta apenas relacionarmos a norma
da segunda forma fundamental de M com a de M. Para tanto, introduziremos
uma nova aplicacao, denotada aqui por B*. Tal aplicacao foi definida com a
nomenclatura de B* em [1]. Dado 2z € M, definimos:

B :T.M — THCT.G

Y B:(u):%d(Lrl)m([Exl(u),gxl(n)]v),

onde z € G é tal que 7(z) = z.

Observagao 19. A aplicacao B} serd utilizada no Lema 9, como uma ferramenta
para relacionar a norma da sequnda forma fundamental de M com a norma da
sequnda forma fundamental de M. FEla transporta informacgoes de M diretamente
para o espacgo tangente a H no elemento neutro e, dependendo apenas da estrutura
de variedade homogénea de G/H.

Propriedade 5. B} estd bem definida.



Demonstragao. Primeiramente, note que, pela Conseqiiéncia 1 da Propriedade 3,
temos que dado w € T, M, vale que d (L,—1), (w") = (d(Ly-1),(w))". Assim, temos
que de fato B} (u) € T.H, para todo u € T, M.

Mostremos agora que a aplicacio B; independe da escolha de z € 771(2). Seja,
portanto, u € T, M e sejam x,y € 7 '(z). Entao existe h € H tal que y = Ly (z).
Mostremos que, dado v € T,H vale:

(d(Lo=1)all; (w), £ ()], v) = {d(Ly=1)y[C, " (), £, ()], v).

Primeiramente, note que pelas propriedades demonstradas na sessao 1.3.1, vale
que £, ' (u) = d(Lp)2(£; " (u)). Agora, estenda v a V um campo de vetores invariante
a esquerda. Temos que

(d(szl)m[Ql(u)a551(77)]’@ = <d(Lm*1)w[£;1(u 7ﬁ($)],V(6)>

= ([t (u),7(2)], V(z))
= {d(Ln)a[t;" (u), 7(2)], V(y)).

Mas do Lema 3 segue que d(Ly)o[(;" (w), 7(2)] = [d(Ln)o (€5 (w)), d(Ln)x (7(2))], €
portanto temos

<d(Lx*1)x w;l (u)> €;1 (77)]7 U> =

&
= <d(Ly‘1)y

mostrando que a aplicacao B} esta bem definida. O

Agora, lembremos que {F:(z), Ey(z), ..., By (x)} é uma base ortogonal de T, M
e que {Enﬂ(e), E,Hrg(e), ey En+k(e) é uma base ortogonal de T,H. Assim, escre-

vemos a norma de B} como

n  ntk

1B = > > (BiE
i=1 j=n+1
n  ntk

=SS d(Le), (G (B, A )) L B2

i=1 j=n+1

N}

n n+k

= > Z [E;, 7", E;) (3.5)

=1 j= n+1



Assim, obtemos uma expressao para a norma de B}, que sera utilizada na demons-
tracao do préximo lema:

Lema 9. Sejam G, H, M ¢ M como anteriormente. Denotando por || B| (||B||)

a norma da sequnda forma fundamental de M (]T]), defina B como acima. Vale
que

IBI* = IBI* + 1 B:11* (3.6)
Demonstracao. Primeiramente vamos escrever
n+k
IBI* = > (Vi Ej) (3.7)
by

n n+k n+k n n+k n+k

_ 2

=1 03) 55 55 SR S5 I Db 9 KL 40
=1 j=1 =1 j=n+1 i=n+1 j=1 i=n+1 j=n+1

A idéia sera computar cada uma das quatro somas acima. Para comegar, vamos
observar que, se i,j < n, temos E; = (;*(E;), E; = (;'(E}), logo ficamos com

n " o~ n B 1 o~ ) -
SRR = DG e + Sl B G (E))?
ij=1 ij=1

= G (Ten) B

ij=1
n

= > (Ven E)*=|BI (3.8)
ij=1
Note que na primeira identidade utilizamos a proposicao 4, na segunda utilizamos
que [7, Bi]” € T,(Hz) e que £ Y(E;) € T,(Hz)*, e por dltimo utilizamos o fato de
{, ser uma isometria.
Observemos a seguir que, se i, > n, temos que E; e E; sao campos invariantes
a esquerda, com F;(z), E; i(z) € T,(Hz), Vo € G. Assim, temos que:

(Vi E;) = Ei,E;) — (i, Vg E;)
pois [EZ,EJ] € T,(Hz) e §j € T,M* > T,(Hz)*. Finalmente, vamos analisar as

parcelas mistas da soma anterior. Se temos ¢ < n, 7 > n, vamos ficar com:

- _ L~ o, =
(VaiE) = (& (Ve + 5B By

= (BB



E, dessa forma, obtemos que

n  ntk n  ntk _ 1
S S WEREP =YY Gl EY = B (3.10)
i=1 j=n+1 i=1 j=n+1

Finalmente, se for ¢« > n, j < n, vamos ter que

(Vi Ej) = Ei(i,Ej) — (i, Vg E)

Assim, podemos calcular a tdltima parcela restante na soma utilizando o obtido
na equagao (3.10):

n+k n ntk n

NS VR E? = 3 S (Vi B

i=n+1 j=1 i=n41 j=1
n  ntk 1
= Y Y (VERE?=3IBE (1)
i=1 j+n+1

Substituindo as expressoes (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11) na expressao (3.7), ob-
temos o resultado esperado. O]

3.2 Teorema 2

Finalmente, temos todas as ferramentas necessarias para enunciar e demonstrar
uma generalizagao do Teorema 1, no caso de M ser uma hipersuperficie imersa em
um quociente de um grupo de Lie por um subgrupo compacto.

Teorema 2. Sejam G um grupo de Lie com uma métrica pseudo-Riemanniana
bi-invariante e seja H um subgrupo compacto. Considere M™ uma hipersuperficie
orientdvel de G/H, sejan um campo de vetores normal a M satisfazendo (n, n) =1
e seja N : M — S}”k a aplicagao de Gauss de M. Entao vale, para todo z € M e
para todo x € m1(2), que:

AN (z) = —nI.(gradH (2)) — (I BII* + | BZ ||+ (n+ k) Ric(£,* (n(2)))) N (2). (3.12)



Demonstragio. Defina novamente M = 7Y (M) en=1L'(n). Seja N a aplicacio

de Gauss de M, definida por

N: M- $7cg
v N(z) = d(L).(i(x)).

Primeiramente, note que se z = 7(z), pelas definigoes 16 e 18, temos que
N(z) =T2(n(2)) = d(Ly-1)o (£ (1(2))) = d(Ly-1)a(7(2)) = N(2),

ou seja, temos que N = N o .
Vamos agora escrever as aplicagoes em coordenadas. Seja {Ji}ie{1727._,,n+k+1}
uma base ortonormal de G. Escreva

n+k+1

N(z) = Z Ni(2)J; e

n+k+1

Entao vale que

Ni = Nz o, (313)
portanto pelo lema (7), temos AM]VZ- = A/ N; o, e, conseqlientemente,
AyN(z) = AN (), (3.14)

onde x € m1(2). Agora, segue do Teorema 1 que

AgN(@) = =(n+ k)d(Le ) (grad H(z)) = (| BI? + (n + k)Ric(i(2)) ) N(2).
(3.15)
Assim, substituindo na expressao acima as expressoes obtidas nos lemas 8 e 9,
assim como as equagoes (3.13) e (3.14), obtemos

AN(z) = —(n+k)d(Ly1)s (nLMf;(gradH(z)))

= (I1BII” + IBZII* + (n + k)Ric(€; " (1(2)))) N(2)

= —nl.(gradH(z)) = (|B|” + | B|I* + (n + k)Ric(Z," (n(2)))) N(2).

]



Provado o Teorema 2, torna-se direta a demonstragao do seguinte corolario,
obtido em [2]:

Coroldrio 2. Seja M uma hipersuperficie orientdvel de G/H orientada sequndo
n um campo de vetores normal satisfazendo (n, n) = 1. Seja N : M — S?+k a
aplicacao de Gauss de M. Entao as sequintes alternativas sao equivalentes:

i M tem curvatura média constante;
ii O Laplaciano da aplicagao de Gauss tem apenas componente normal a S?*k;
iii N satisfaz a equacdo

AN(z) = =(IBII* + 1 B]I* + (n + k) Ric(£; " (n(2)))) N ().

A demonstracao de tal coroldrio é andloga a demonstracao apresentada para o
Corolério 1.



Apeéendice

Utilizaremos esta sessao para dar uma demonstracao da proposi¢ao 4. Com a
notacao da sessao 1.3, enunciamos novamente o resultado desejado:

Proposicao 4. Sejam X,Y campos de vetores de G/H. Defina )?,37 campos de
vetores de G por

X(x) = ¢
Y(z) = ¢
Entao vale a sequinte relacdao, para x € G:

-~ 1 ~ ~

VY (2) = 67 (VY (7(@) + 51X, Y] (r(2)), (3.16)
onde V denota a conexao de Levi-Civita de G/H.

Demonstracao. Fixemos x € G. Para provar a validade da expressao, basta provar
que para todo u € T,G temos

(T V0 = (6 (VaY), ) + %q)?,f/]v,a). (3.17)

Primeiro, vamos supor que u seja um vetor vertical. Estenda u a U um campo de
vetores invariante a esquerda. A equagao de Levi Civita nos da

!

!

!
—

(VY. U) = ~(Y(X,U)+X({U,Y)-U({Y,X)
—([Y,X],0) —([X,0],Y) = (YV,U],X)).  (3.18)

\)

Agora, como U é vertical e X,Y sio horizontais, segue que <(N], §7> = ((NJ,)NQ =
0. Mais ainda, temos que U(X,Y) = 0. De fato, defina f : G/H — R por
f(z) = (X,Y) e defina ainda f : G — R por f(z) = (X,Y). Entao temos que

f(z) = (f om) (x), e portanto
U(X.Y) = Uf(@)
af+(U)
d(f o m)(U)
df (e dreo(U)
= 0, (3.19)



pois, como U é vertical, d7r$l7 =0.
Assim, a equacdo (3.18) fica:

(X, U] Y)
(X, T]"),Y)
= (dm([X,0)),Y)
[dr, X, dr,U],Y)

<[X7U]7Y> = <
(

{
= 0.
A quarta igualdade decorre do Lema 3 e a ultima do fato que dry(U) = 0. Ana-
logamente ([Y, U], X) = 0, e assim obtemos que
-~ 1 ~ ~ ~
1 o~ ~  ~

Antes de utilizarmos tal expressao, vamos ver o que acontece com (3.17) no caso

de u ser um vetor horizontal. Defina, portanto, W como a extensao de u invariante
a esquerda. A identidade de Levi-Civita nos da, novamente, que

TV = %(37<)Z,W>+)~(<W,17> WY, X)
=V, XL W) = (X, WLY) — (VW] X)), (3.22)
Defina W como o campo de vetores de G/H dado por W (z) = £,(W(z)), onde

r € 7 (z). A propriedade 3 nos da que tal campo estd bem definido, pois W é

invariante a esquerda. Assim, chegamos que X ~r X, Y ~.Y e W ~ ~ W. Pelo
lema 3, temos que

(X,Y] ~r [X, Y], (X, W] ~op [ X, W, Y, W]~y [V, W),

Utilizando raciocinio andlogo ao da demonstracao do lema 4, chegamos a conclusao
das seguintes identidades:

W(X(@), V(@) = W(X(r(), Y (w(o),
X(F (@), W (@) = X{¥ (@), W (m(a),
V(R (@), W) = Y (X (@), W (o),



e ainda

<[):<(x),}7v(w)]ﬂ~/(w)> = (X(w(2)), Y (r(2))], W(x(x)))
([(X(@), W), Y (@) = ([X(7(2)), W(r(@))], Y (r(2)))
(Y (2), W(2)], X(2)) = ([Y(n(2)), W(r(x))], X (x(x)))

Assim, chegamos a conclusao que

Y(X, W)+ X(W,Y) = W({,X)— (Y, X],W) — (X, W],Y) — (Y, W], X)
=YX, W)+ X(W,Y) — WY, X) — ([Y, X], W) — (X, W], Y) — ([Y, W], X).

Com isso, podemos utilizar o Teorema de Levi-Civita e obter que, para W
horizontal vale

ViV, W) = (VxY, W)
= (LN(VxY), (W)

NV XY), W), (3.23)

Agora vamos juntar as expressoes obtidas para provar a proposicao. Seja u € T,G.
Escreva @ = u" + 4°. A equagao (3.21) nos dé que

Ts7.) = (X7
= SR (3.24)
e, da equagao (3.23) segue que
(VY i) = (61 (VxY), ")
= (;'(VxY),q). (3.25)
Somando as equagoes (3.24) e (3.25), obtemos

(¥ V0 = (7 (YY), ) + %([}?,f/]h,m. (3.26)

Como a equagao (3.26) é valida para qualquer u € T,G, segue o resultado esperado:

~ 1 ~ ~
VY =0 (VxY) + 5[X, Y. (3.27)

]



Observagao 20. A proposicao aqui apresentada € um caso particular de um teo-
rema mais geral. Vale a sequinte identidade:

V(@) = TV () + 5 [X. V] (F(a),

onde f: M — N ¢ uma submersao pseudo-Riemanniana, M e N sao variedades
pseudo-Riemannianas, ¥V € a conexdo de Levi-Civita de M e ¥V € a conexdo de
Levi-Civita de N. Os campos X,Y ,VxY sdo, respectivamente, as levantadas de
X, Y eVxY por f. Aqui apresentamos a demonstracao no caso em que M = G,
N =G/H e f = w. A demonstrag¢io deste caso mais geral pode ser encontrada
em [9].
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