UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONALIZANTE EM ENSINO DE MATEMATICA

ANDREA MARIA RITTER

A VISUALIZACAO NO ENSINO DE GEOMETRIA ESPACIAL: POSSIBILIDADES

COM O SOFTWARE CALQUES 3D

PORTO ALEGRE
2011



ANDREA MARIA RITTER

A VISUALIZACAO NO ENSINO DE GEOMETRIA ESPACIAL: POSSIBILIDADES
COM O SOFTWARE CALQUES 3D

Dissertacdo de Mestrado elaborada junto ao
Programa de Pos-Graduacdo em Ensino de
Matematica, como requisito parcial para a
obtencdo do titulo de Mestre em Ensino de
Matematica, pelo Programa de Pds-Graduacgédo
em Ensino de Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul.

Orientadora: Profé. Dr2. Maria Alice Gravina

PORTO ALEGRE
2011



ANDREA MARIA RITTER

A VISUALIZACAO NO ENSINO DE GEOMETRIA ESPACIAL: POSSIBILIDADES
COM O SOFTWARE CALQUES 3D

Dissertacdo de Mestrado elaborada junto ao
Programa de POs-Graduacdo em Ensino de
Matematica, como requisito parcial para a
obtencdo do titulo de Mestre em Ensino de
Matematica, pelo Programa de Pds-Graduagédo
em Ensino de Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul.

Orientadora: Prof2. Dr2. Maria Alice Gravina

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Rogério Ricardo Steffenon — UNISINOS

Prof, Dré. Luisa Rodriguez Doering — PPGEMAT — IM — UFRGS

Profd. Dr2. Marilaine de Fraga Sant'Ana — PPGEMAT - IM — UFGRS

PORTO ALEGRE, julho de 2011.



AGRADECIMENTOS

Ao concluir esta dissertacdo de Mestrado tenho muitos agradecimentos a fazer. Em
especial, a0 meu esposo Evandro Alberto Schuler pela sua paciéncia nos diversos momentos
de auséncia, tanto no decorrer das disciplinas, quanto na elaboragdo da dissertagdo. Também o
agradeco pelas diversas sugestdes dadas na redagédo desta dissertacéo.

A Profé. Dra. Maria Alice Gravina, orientadora desta dissertacdo, por todo empenho,
sabedoria, compreensdo, exigéncia e, acima de tudo, sugestdes que fizeram com que
concluisse este trabalho.

A todos os professores do Programa de Pos-Graduagdo em Ensino de Matematica da
UFRGS, pela oportunidade de aprendizado, crescimento, realizacdo profissional e pessoal e
pela confianga em mim depositada.

Aos meus familiares que sempre demonstraram amor, compreensao e forga, valorizando
meus potenciais.

A todos os meus colegas de mestrado, amigos e amigas que estiveram presentes me
aconselhando e incentivando com carinho e dedicacdo durante esta trajetoria.

A escola em que trabalho e aos meus queridos alunos que muito colaboraram para a
realizacdo deste trabalho.

A todas as pessoas que, direta ou indiretamente, contribuiram para a execucio dessa

Dissertacdo de Mestrado.



RESUMO

Este trabalho apresenta uma proposta para o ensino de Geometria Espacial com a utilizacao
do software de Geometria dindmica Calques 3D. A proposta tem como foco o
desenvolvimento de habilidades para visualizar objetos 3D a partir de suas representacdes no
plano. Faz parte da proposta uma sequéncia didatica com atividades em crescente exigéncia
quanto a visualizagdo: no Calques 3D, inicialmente, os alunos construiram solidos a partir de
informac0Oes dadas através de desenhos em perspectiva, depois através de planificacbes e por
altimo usando apenas a descrigdo dos sélidos. Como metodologia de pesquisa foi utilizada a
Engenharia Didatica e através das analises a posteriori foi possivel observar o progresso dos
alunos quanto ao desenvolvimento de habilidades para visualizagdo espacial.

PALAVRAS-CHAVE: Geometria Espacial - representacdo - visualizagdo — estratégias —
resolugéo de problemas



ABSTRACT

This work presents a proposal for the teaching of spatial geometry with the use of dynamic
geometry software Calques 3D. The objective of this proposal is to develop the visualization
of spatial objects and the understanding of their bidimensional representations. It was
designed a sequence of activities that called for the construction of various geometric solids in
the software Calques 3D using the designs of perspective representation, the designs of
planification and the written description of the characteristics of the solids. The research
methodology was the Didactical Engineering and the posteriori analysis showed the students’s
progress related to visualization abilities.

KEYWORDS: spatial geometry - representation - visualization - strategies - problem solving
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1 INTRODUCAO

Este trabalho apresenta uma proposta de ensino de Geometria Espacial, voltada para
aspectos relativos a visualizacdo espacial. Foi desenvolvida numa turma de 3° ano do Ensino
Médio de uma escola privada de Novo Hamburgo, RS, no ano de 2010, e utilizou-se do
software de Geometria dindmica Calques 3D como ferramenta para o desenvolvimento de
habilidades necessarias a visualizacdo espacial.

A escolha do tema baseia-se no meu interesse pelo ensino de Geometria e pela
observacao das dificuldades apresentadas pelos alunos na resolugédo de problemas envolvendo
Geometria Espacial. Leciono ha 20 anos e vejo que as dificuldades no ensino de Geometria
Espacial iniciam com conceitos de Geometria Plana e se complicam na visualizacdo dos
objetos tridimensionais dados através de representacGes no plano, e isto restringe o sucesso
dos alunos na resolucdo dos classicos problemas de Geometria Espacial que envolvem,
especialmente, calculo de &reas, volumes e relagBes entre os elementos (faces, arestas,
vértices, altura, ap6tema) dos solidos estudados no Ensino Médio.

Mas é fato que o interesse do homem por problemas envolvendo Geometria mostra-se
presente desde a antiguidade, como a medi¢do das piramides por Tales ou a fascinagdo de
Kepler pela harmonia das esferas. Esse interesse do homem pelos assuntos que envolvem
contagens, figuras, medidas, ajudaram a construir o conhecimento matematico dos dias atuais.
Em 1988, o ensino de Geometria, foi apontado pela associacdo americana The Nacional
Council of Supervisors of Mathematics— NCSM, como uma das doze areas de competéncia
necessarias para o desenvolvimento dos aluno do século XXI, para que se tornem “adultos
responsaveis” (LORENZATO e VILA, 1993, p. 42). Alguns pesquisadores na &rea de
Educacao e Ensino de Matemaética tais como Pavanello (1989, 1993), Pirola (2005), Viana
(2000, 2005), abordam em seus trabalhos de pesquisa o abandono do ensino de Geometria na
escola, o que vem comprometendo o desenvolvimento dos alunos quanto as habilidades para
raciocinar no contexto da Geometria.

Atualmente, busca-se o resgate do ensino da Geometria no ensino basico, apoiado
pelos Parametros Curriculares Nacionais de Matematica. Diversos estudos realizados no pais,
tais como os Buratto (2006), Almouloud & Mello (2000), Silva & Menezes (2007) e
Mandarino, et al.(2008) apontam as escolhas da didatica e pratica pedagogica dos professores

como motivo do fraco desempenho de alunos em Geometria.
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A Geometria trabalhada na escola pode ser considerada como a parte da Matematica
mais intuitiva, concreta e real. Pode ser tomada como um instrumento auxiliar na
compreensdo, descricdo e interacdo com o0 mundo em que vivemos. Mas no ensino de
Geometria, desde a educagdo infantil, muitos dos conceitos ainda sdo apresentados
descontextualizados, sem exemplos praticos que ilustrem a sua importancia. Para uma melhor
compreensdo dos conceitos da Geometria € interessante que haja uma maior integragdo entre a
aprendizagem escolar e as aplicacdes em situacdes do dia a dia, dos conhecimentos entdo
adquiridos.

Também é importante que os alunos se tornem sujeitos ativos da construcdo de seu
conhecimento e para isto a utilizagdo de diferentes metodologias de trabalho se faz necessaria.
Em especial, temos a disposicdo diversos softwares de Geometria dindmica, bem como
objetos de aprendizagem. Uma metodologia que faz uso destas ferramentas pode ajudar na
superacdo das dificuldades de aprendizagem, pois, com elas, os alunos poderdo fazer muitas
experiéncias com as figuras dindmicas e, assim, observar melhor suas caracteristicas e
desenvolver raciocinios 16gicos através de construcdes geométricas planas e espaciais. Como
exemplos de softwares de Geometria dindmica mencionamos Cabri Géométre®, Geogebra?,
Régua e Compasso®, Calques 3D*, Archimedes Geo3D>.

O trabalho que aqui apresento vem ao Encontro de minhas angustias frente as
dificuldades apresentadas pelos alunos. Nele apresento uma sequéncia didatica que exige o
uso do software Calques 3D, com as atividades tendo crescente exigéncia quanto a
visualizacdo: inicialmente trata-se da construcdo de solidos a partir de informacdo dada
através de desenhos em perspectiva, depois através de planificacdes e, por ultimo,usando a
descricdo escrita dos sdlidos. Vale mencionar que o Calques 3D é software de licenca livre, 0
que significa que pode ser usado nos laboratorios das escolas, e assim o0s professores
interessados no produto didatico, que faz parte da dissertacdo, poderdo facilmente adapta-lo e

usa-lo com seus alunos.

! Cabri Géometré é uma ferramenta para o estudo de Geometria, nas versdes 2D e 3D, que permite criar e
explorar figuras geométricas de forma interativa através da construcdo de pontos, retas, triangulos, poligonos,
circulos, cones esferas, poliedros e outros objetos.

2 Geogebra é um software de Matemética dindmica gratuito e multi-plataforma para todos os niveis de ensino,
que combina Geometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e calculo em um Unico sistema.

® Régua e Compasso é um software de Geometria dinamica plana gratuito, escrito na linguagem Java, com
cédigo aberto e que roda em qualquer plataforma (Microsoft Windows®©, Linux, Macintosh®©, etc).

* Calques 3D é um software de Geometria dindmica espacial gratuito, que roda na plataforma Microsoft
Windows®©.

> Archimedes Geo3D é um software de Geometria dinimica espacial, que roda na plataforma Microsoft
Windows®©, Linux e Macintosh®©.
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A dissertacdo é composta de cinco capitulos, incluindo a introdugdo. O capitulo 2 esta
organizado em trés secBes: a primeira que sintetiza as leituras realizadas em relagéo a histéria
do desenvolvimento da Geometria como disciplina escolar no Brasil; a segunda trata do
processo de construcdo do pensamento geométrico; e a terceira discute o potencial da
tecnologia no ensino de Geometria Espacial e apresenta o software Calques 3D.

No capitulo 3 é apresentado o processo de construgdo da proposta, no qual se utilizou
a Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa. Nele tem-se o detalhamento da
sequéncia didatica que foi usada na experiéncia, acompanhada de analise a priori. Neste
capitulo também apresento as caracteristicas dos alunos da turma que participou do
experimento didatico.

O capitulo 4 aborda o relato da experiéncia e uma analise a posteriori baseada na
producdo e nas atitudes dos alunos. Neste capitulo também faco reflexfes sobre a producéo
dos alunos, a luz das consideracdes tedricas feitas anteriormente.

No capitulo 5 apresento as minhas reflexdes finais sobre a experiéncia realizada e

também faco algumas consideracdes sobre minha trajetoria de professora.
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2 CONSIDERACOES TEORICAS

Durante os anos de pratica no ensino de Geometria Espacial, tenho constatado a
dificuldade dos alunos com os conceitos de Geometria. Conforme mencionado na Introducéo,
um dos aspectos que pode explicar esta dificuldade ¢ o abandono do ensino dos conceitos
basicos de Geometria Plana, especialmente no ensino fundamental. Alguns autores tais como
Pavanello (1989, 1993), Pirola (2005), Viana (2000, 2005), indicam que este abandono esta
refletido nas dificuldades dos alunos com Geometria, especialmente na dificuldade quanto ao
reconhecimento e caracterizagdo das figuras geométricas tanto planas quanto espaciais.

Buscando entender o quadro de dificuldades, minhas leituras se direcionaram,
inicialmente, para a historia do ensino de Geometria no Brasil, dos jesuitas até a época atual,
através dos trabalhos de pesquisa de autores tais como Pavanello (1989, 1993), Valente (1999,
2004), Roxo (2004), Alvarez (2004), Meneses (2007), entre outros. Estas leituras tiveram
como objetivo tentar compreender o abandono do ensino de Geometria no pais, e é disto que
trato na secdo 1 deste capitulo.

Existem dificuldades que sdo naturais no processo de aprendizagem da Geometria
Espacial. Assim tratei de estudar teorias que discutem 0S processos cognitivos que se
apresentam durante a aprendizagem. Concentrei-me nos trabalhos desenvolvidos por Duval
(1995, 1998), Gutiérrez (1992, 2004) e Van Hiele (1986). Quanto as dificuldades relativas a
representacdo bidimensional de solidos, encontrei sugestdes de propostas de ensino tais como
0 ensino de técnicas de perspectiva (Gutiérrez, 1998); ou a utilizacdo de maquetes
tridimensionais juntamente com as técnicas de perspectiva (Parsysz, 1989); ou ainda, a
utilizacdo de softwares para a construcdo de representacdes (Jahn, 2006; Kodama, 2006).
Estas diferentes questdes sdo tratadas na secdo 2 deste capitulo.

Na secdo 3 me concentro no potencial da tecnologia no ensino da Matematica, em
especial na Geometria Espacial, como uma ferramenta para producdo de conhecimento
matematico. Com o objetivo de estudar teorias que discutem o papel da tecnologia como
alternativa inovadora de desenvolver o pensamento matematico dediquei-me aos trabalhos de
Kaput (1992, 1999, 2007), Moreno-Armella et al (2008), Gravina (1998,2001); Borba e
Villarreal (2005) e Shaffer e Clinton (2006). Nesta secdo também apresento o software

Calques 3D e algumas de suas possibilidades de utilizacéo.
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2.1 Aspectos historicos do ensino de Geometria no Brasil

A Geometria € uma das partes integrantes do saber matematico que exige linguagem e
procedimentos apropriados para que conceitos e propriedades sejam compreendidos. A
maneira pela qual ela é aprendida traz reflexos no raciocinio logico e também na capacidade
de abstragéo e generalizagdo. Por estes motivos a Geometria passou a ocupar lugar no sistema
escolar do Brasil e do mundo no século XIX.

O ensino no Brasil foi dominado pelos jesuitas por um periodo de aproximadamente
duzentos anos. Porém, a Matemaética ndo recebia lugar de destaque entre 0s ensinamentos
proporcionados pelos jesuitas, primeiramente por ndo possuirem professores capacitados para
lecionar a disciplina e também por ndo reconhecerem a Matematica como conteldo
importante na formagdo do homem. Segundo Valente (1999), a primeira forma de pratica
pedagogica para o ensino de Geometria registrada no Brasil esta atrelada as necessidades de
guerra. Para melhorar as defesas e o desenvolvimento militar foram criadas as aulas de
Artilharia e Fortificacdo, em que a Geometria Espacial era utilizada na fabricacdo de bombas,
lancamento de projéteis, cursos de engenharia, bombeiros. Apesar das aulas de Fortificacdo
serem criadas em 1699, somente em 1738 tornaram-se obrigatorias a todo militar que
desejasse ser um oficial. Nesta época, o profissional do exército responsavel pelos ataques,
defesas e fortificacdo de pragas passa a ser denominado de engenheiro, tendo a Geometria
como um dos seus objetos de conhecimento. A Geometria pratica ensinada nessa época estava
baseada nos livros de Alpoim, O exame dos Artilheiros e O exame dos Bombeiros.

Valente (1999) relata que para fortalecer o exército brasileiro, em 1782 foi criado o
curso da Academia Real dos Guardas Marinha, tendo Bézout°como autor dos livros adotados.
Ja em 1810, o futuro rei D. Jodo VI, cria na Academia Real Militar um curso de Matematica
que ndo se destina apenas a oficiais de engenharia e artilharia. Destina-se também a
topdgrafos e gedgrafos que posteriormente trabalhariam em minas, estradas, portos, canais,
pontes, fontes e calcadas. O autor das obras utilizadas neste curso é Legendre’. Em ambos 0s

cursos, a Geometria tem lugar de destague.

®Bézout: Matematico francés da escola de Méziéres nascido em Nemours, Seine-et-Marne, consagrado pela
publicacdo da colecdo Cours de mathématique, em seis volumes. Estes volumes se dedicavam desde a
Matematica elementar até a Matematica de alto nivel conhecida na época, com énfase na mecénica e na
navegacao (1764-1769), sendo reeditados diversas vezes, com verses em outras linguas.

Legendre: Matematico francés cujas investigacOes envolveram estatistica, teoria dos nimeros, algebra abstrata e
analise matematica. Em 1794 publicou Eléments géométrie onde reorganizou e simplificou muitas das
proposicdes de Euclides (Elementos) na tentativa de criar um manual mais eficaz para esta obra, em grande parte
da Europa e também nos Estados Unidos, tornando-se, mais tarde, num prototipo de textos de geometria.
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Quanto a Geometria ensinada nos cursos da Academia Real dos Guardas Marinha,
Meneses (2007) relata:

A Geometria de Bézout utilizada nos cursos em questao buscava explorar a intuicao
dos alunos e regeu o ensino brasileiro durante um longo tempo. Porém a ascenséao de
Vilela Barbosa, tanto em Portugal como no Brasil, gradativamente a obra de
Geometria de Bézout, foi sendo substituida pela Geometria do brasileiro Vilela
Barbosa. (MENESES, 2007, p. 38)

Com a gradativa substituicdo dos manuais de Bézout pelos livros Vilela Barbosa, a
Geometria deixa de possuir um carater pratico e passa a ser uma Geometria teorica e formal,
organizada através de axiomas e teoremas que se encadeiam. Os livros utilizados na
Academia Real Militar primeiramente sio os de Legendre e posteriormente de Lacroix®. Os
livros de Legendre baseavam-se principalmente na obra de Euclides, acompanhando o
movimento na Inglaterra de retomada & Geometria euclidiana e o movimento francés de
substituicdo da obra de Bézout. Sobre os livros de Lacroix, que vieram a substituir a obra de
Legendre, Valente (1999) relata:

Lacroix, diferentemente de Legendre, ndo escreve uma Geometria inovadora no seio
da ciéncia matemdtica. Lacroix retoma, de certo modo, a tradicdo da Geometria
francesa e escreve seu livro fazendo um sutil equilibrio e a aceitacdo de verdades
“evidentes”. (LAMANDE apud VALENTE, 1999, p. 102)

Esses dois cursos, o da Academia Real dos Guardas Marinha, de nivel secundario, e 0
da Academia Real Militar, de nivel superior, serviram de modelo para o inicio do sistema de
ensino no Brasil, tanto nos programas a serem seguidos quanto na estrutura dos contetdos a
serem ensinados.

Em 1827 quando se criam as escolas primarias, inicia-se a discussdo de quais
conteddos deveriam fazer parte da formacéo geral. A Geometria aparece como uma sugestao
de conteudo, principalmente através da resolucdo pratica de problemas de medi¢do, mas
segundo Valente (1999):

As tentativas de incluir na escolarizagdo fundamental, nocGes de Geometria como
outro contelido das Matematicas, além das quatro operagbes fundamentais, foram
infrutiferas do ponto de vista do que ocorreu de fato no ensino primario do Império.
Apesar do texto de lei, 0 ensino de nocbes de Geometria ndo se tornou matematica

8Lacroix: Matematico francés, membro da Academia Francesa de Ciéncias, que realizou especialmente estudos
sobre célculo diferencial e integral. Estabeleceu uma definicdo rigorosa das integrais definidas e indefinidas. Em
seu trabalho destacam-se o Tratado Elementar da aritmética, Elementos de Algebra e o Tratado de célculo
diferencial e calculo integral, reeditados vérias vezes até 1881.
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escolar nas primeiras letras. De inicio por ndo haver professores primarios
habilitados e depois, em razdo de ndo ser um conhecimento escolar solicitado para
ingresso em nenhuma instituicdo de ensino secundario. (VALENTE, 1999, p. 113)

Assim, o debate da implantacdo da Geometria na escola primaria, foi deixado de lado
neste momento, pelos motivos apresentados acima. A Geometria volta a aparecer nos debates
sobre 0s conteudos a serem exigidos, agora na formacéo dos ingressantes do ensino superior.
Os primeiros cursos a solicitar a Geometria como contetdo obrigatorio de formacao foram os
Cursos Juridicos das Academias de S&o Paulo e Olinda (1827). Valente (1999) cita Lino

Coelho que ressalta:

O estudo da Geometria, por que tanto clamo, é unicamente para exercitar a razéo
ainda inexperta do rapaz, sem o que ele ndo podera avancar nos estudos, da mesma
maneira que o homem ndo podera caminhar sem ter bem exercitados 0s seus
membros. (VALENTE, 1999, p. 116)

Estas discussdes levaram a Geometria a ser instituida nos conhecimentos minimos a
serem exigidos dos estudantes que almejassem primeiramente vagas para os Cursos Juridicos,
ja mencionados, e a partir de 1832, para as Academias Médicas Cirurgicas do Rio de Janeiro e
da Bahia.

A valorizacdo da Matematica, especialmente da Geometria para 0 ingresso aos cursos
superiores deu impulso a essa disciplina no ensino secundario dando-lhe um carater de cultura
geral escolar para a formacdo humana. Para 0 ensino secundario, surgem primeiramente
alguns liceus provinciais tais como o Ateneu do Rio Grande do Norte (1825), os Liceus da
Bahia e da Paraiba (1836) e logo apds a primeira escola de ensino secundario do pais, 0
Imperial Colégio de D. Pedro Il (1837) na Corte (Rio de Janeiro), cujo objetivo era a
preparacdo para 0 ingresso ao ensino superior. O programa de ensino do Colégio serd tomado
como referéncia da Matematica escolar secundéria.

Durante a segunda metade do século XIX, os livros adotados para o ensino de
Geometria sdo de Cristiano Benedito Ottoni, tanto na Academia Militar quanto no Colégio D.
Pedro Il e outras escolas preparatorias. Essa obra é mais voltada para a Geometria formal,
preocupada mais com o rigor e menos com as aplicacfes. A obra foi largamente utilizada na
época e foi tomada como referéncia para os programas escolares e exames de ingresso para 0s
CUrsos superiores.

Novos autores passaram a surgir no final do século XIX e seus livros apresentaram

uma novidade — os exercicios. Isto mudou a metodologia de ensino, pois 0s alunos ndo apenas
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copiavam o0s contetdos, mas também deviam mostrar seus conhecimentos resolvendo
exercicios, e esta atitude estreitou as relacoes entre professor e alunos.

Durante este periodo, no final do século XIX e inicio do século XX a Matematica era
composta por trés disciplinas separadas - a Aritmética, a Algebra e a Geometria. Existiam,
neste periodo, os tradicionais exames finais nos quais a aprovacdo do aluno dependia,
sobretudo, de sua capacidade de memorizar e ndo tanto da sua compreensao, pois as provas,
especialmente de Geometria, analisadas por Santos (2002) em sua dissertacdo de mestrado,
baseavam-se na reproducéo de contetdos abordados em aula. Esses conteddos dependiam dos
pontos (assuntos) publicados no Diario Oficial e que posteriormente seriam exigidos nas

provas. Sobre eles Valente (2004) comenta:

A matematica escolar do tempo dos preparatérios, como se viu, pautava-se pelos
pontos. Com a lista deles, o candidato preparava-se para as provas escritas e orais. A
preparacdo lancava méo das apostilas elaboradas a partir dos pontos. Saber cada um
deles de cor era 0 modo de ser bem sucedido no ingresso ao ensino superior.
(VALENTE, 2004, p.28)

No final do século XIX e inicio do século XX, em varios paises, ocorreram diversas
discussdes sobre as dificuldades do ensino de Matematica. Estas discussdes resultaram em
nova proposta curricular e diferentes abordagens de contetidos. As discussfes tratavam de
novas maneiras de ensinar Matematica, privilegiando a intuicdo e as aplicacBes da
Matematica, nisso considerando as dificuldades apresentadas pelas criangas e adolescentes

quanto ao desenvolvimento do raciocinio légico. Roxo (2004) destaca:

Tal mudanca, decorrente do crescimento monstruoso da indistria e do comércio, nao
¢, porém, uma simples adaptacdo de carater utilitarista, mas visa antes — o0 que é, a
nosso ver, fundamental — trazer para o ensino as modernas tendéncias e concepcoes
do pensamento matematico, o qual deixou de ser exclusivamente sintetista para
adquirir uma feigdo intuicionista. (ROXO, 2004, p. 153)

A reforma Francisco Campos, a partir de 1931, visava a uniformizacdo do ensino no
pais. Quanto ao ensino de Matematica, a reforma encabecada por Euclides Roxo propunha
que o desenvolvimento dos contelidos deveria observar a maturidade dos alunos e também
estar inter-relacionado com outras disciplinas, buscando-se aplicagfes préaticas e preparando o
aluno para a vida. Porém, a anélise feita por Alvarez (2004) em cadernos de um aluno de 1935

a 1938 mostra que esta mudanca, na pratica, ndo estava ocorrendo:
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Contrariando a proposta da Reforma, que orientava o estudo da Geometria a ser
realizado por discussdes intuitivas e experimentacfes, no Ginasio do Estado, o
professor Alves Cruz ensinava as nog¢des através do desenvolvimento dedutivo das
demonstracdes de propriedades e teoremas. (ALVAREZ, 2004, p. 131)

O objetivo das reformas propostas era fundir os diferentes ramos da Matematica — a
Aritmética, a Algebra e a Geometria — chamando-a apenas de Matematica. A Geometria perde
o formato de disciplina e torna-se uma fonte de aplicagdo dentro dessa nova proposta
denominada Matematica. A no¢do de funcdo tornou-se muito importante nesta nova
disciplina, por interligar varios assuntos da escola secundaria. Porém a sugestdo de utilizar a

noc¢do de funcdo como conteudo nao é verificada por Alvarez (2004) nos cadernos em analise:

Porém somente a partir da terceira série é que este contetdo foi introduzido. Desta
maneira, parece-nos que funcdo é um tema a ser abordado em um determinado
momento do curso. E um ponto do conteido matematico a ser estudado e sua
abordagem temporal ndo o caracteriza como 0 eixo integrador do ensino de
Matemadtica, conforme previam os ideais da Reforma (ALVAREZ, 2004, p. 132).

A ideia de unificar os trés ramos da Matematica, presente na obra de Euclides Roxo,
ndo se mostra presente em obras de outros autores. Em sua analise das obras da época

Meneses (2007) expde:

Os livros analisados mostram que a ideia de integrar os ramos da Matematica -
Algebra, Aritmética e Geometria -, ndo se efetivou conforme a proposta de reforma
Campos. Os autores procuraram atender algumas exigéncias da reforma para poder
se enquadrar, no entanto os ramos que deviam integrar-se continuavam sendo
trabalhados de forma separada. Além disso, o carater experimental e intuitivo e
também a aplicagdo do método heuristico ndo condiziam com a proposta do manual
de Roxo. (MENESES, 2007, p. 132)

Em consequéncia da ndo efetivacdo das reformas propostas, o0 movimento de
modernizacdo da Matematica proposto por Roxo ndo se difundiu da forma esperada. Porém a
vontade de modificar o ensino de Matematica continuou presente. A partir dos Congressos
Nacionais de Ensino de Matemética no Curso Secundario de 1955, 1957 e 1959 o movimento
de modernizacdo da Matematica mostrava-se cada vez mais articulado. Em Séo Paulo, varias
iniciativas tais como Encontros entre professores, cursos de férias e cursos promovidos pelas
editoras provocavam discussdes e trocas de informacdes sobre o curriculo e propostas para
renovacdo. A partir da criacdo do Grupo de Estudos de Ensino de Matemética (GEEM), em
1961, o professor Osvaldo Sangiorgi, iniciou a divulgacdo da proposta de reformulacdo que

estava sendo desenvolvida nos Estados Unidos. Para difundir a proposta, foram realizados
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Varios cursos para professores, tendo o apoio da Secretaria de Educacdo de Sdo Paulo, que
liberava professores das atividades escolares que até recebiam “bolsa de sustenta¢do”. O
GEEM foi se tornando um agente na transformacéo do ensino, através da divulgacao de ideias
de modificacdo do ensino de Matematica e da publicacdo de livros e reportagens em jornais,
inicialmente em S&o Paulo e depois se proliferando para os outros estados.

Benedito Castrucci, um dos autores de livros desta época, pode ser considerado como
um dos responsaveis pela difusdo do ensino de Geometria. Em seus livros de Geometria,
Silva (2008) observa a inclusdo de NocgOes de Logica e de Elementos da Teoria dos
Conjuntos, assuntos caracteristicos do momento. As ideias do Movimento da Matematica
Moderna tinham como propostas a unificacdo dos trés ramos da Matematica através dos
elementos da teoria dos conjuntos, das estruturas algébricas e relacdes para a construcdo da
I6gica Matematica. Conforme Silva (2008) essas ideias estavam centradas “no rigor, na
abstracdo e no formalismo”. Para Castrucci a incorporagao da Geometria a0 modelo das
estruturas algébricas apresentava duas possibilidades, uma vetorial e a outra pelas
transformacgOes (rotacdes, reflexdes e translagdes). Nos cursos ministrados por ele, o0s
professores envolvidos ndo obtiveram boas notas, demonstrando despreparo para abordar a
Geometria segundo as duas possibilidades por ele apontadas. Esse despreparo ocasionou, por
parte dos professores, o abandono dos conteddos geométricos, e énfase nos contetudos de
algebra, aritmética e teoria dos conjuntos.

Diversos trabalhos, desde a década de 1980, tais como o de Pavanello (1989), buscam
uma justificativa para o abandono do ensino de Geometria. Em sua dissertacdo de mestrado
desenvolvido segundo a metodologia da pesquisa bibliogréfica, Pavanello (1989) apresenta a
situacdo de abandono do ensino de Geometria na época, segundo suas anélises. Ela parte de
sua experiéncia como docente, pois constata que o conhecimento de seus alunos em
Geometria € cada vez menor, tanto em relacdo a conceitos elementares quanto as aplicacdes
da Geometria em problemas. Durante sua pesquisa, verifica a exclusdo total ou descaso com
0s conteldos de Geometria dentre os temas abordados em aula sendo que 0s motivos
elencados para tal fato vao desde a falta de tempo até o “despreparo confesso dos professores”
(PAVANELLO, 1989, p.8) para o tema. Buscando explicacBes para esse descaso, as causas de
tal situacao e os possiveis prejuizos de aprendizagem decorrentes deste abandono, ela relata e
discute as explicagdes de matematicos sobre suas objecdes em relacdo a Geometria e seu
ensino. Considerando que as explicacBes possam ser discutiveis, ela recorre a eventos

histdricos, politicos, sociais e pedagdgicos que ocorreram em diversas partes do mundo, como
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na Inglaterra, na Franca, nos Estados Unidos e também no Brasil para entender a evolugdo do
conhecimento do homem desde os seus primdrdios bem como seu ensino nos Gltimos dois
séculos, verificando sempre a influéncia da Geometria nestes fatos.

Pavanello (1989) conclui que, com a andlise feita através dos fatos relatados, o
problema com o ensino de Geometria surge e cresce com 0 aumento do nimero de escolas de
nivel médio e consequente aumento do numero de alunos vindos de classes menos
favorecidas. Por outro lado, em suas analises, ela destaca que o estudo da Geometria passa a
se desenvolver de uma forma mais formal, a partir da Matemética Moderna.

Atualmente, a tese de Pavanello (1989) é questionada por trabalhos mais recentes
como o de Leme da Silva (2009) que, em seu trabalho, busca uma nova representagéo para o
ensino de Geometria desenvolvido na cultura escolar no periodo do MMM (Movimento da

Matematica Moderna) e faz as seguintes consideracdes:

Talvez ainda seja cedo demais para a producdo de novos fatos histéricos sobre o
ensino de Geometria e 0 MMM, mas certamente ele ndo pode estar somente atrelado
a presenca das transformacfes geométricas ao rol de conteldos de uma proposta
curricular. Tudo indica que o conceito transformagdes geométricas foi tratado em
experiéncias isoladas, mas ndo penetrou nas aulas de Matemética, a menos em
contextos muito particulares,como € o caso da Bahia. Criticar o ensino de Geometria
ao tempo do MMM considerando como ponto central a proposta das transformacoes
geométricas € uma critica ao idedrio do MMM, mas ndo propriamente as praticas
pedagdgicas que o ensino de Geometria incorporou. (LEME DA SILVA, 2009, p.
23)

Apesar da grande proliferacdo das ideias da Matemética Moderna, 0 movimento

comecou a perder a sua forga nos anos de 1970, como comenta Pinto (2005):

Para além de toda a expectativa que se alastrou no Brasil, em torno da modernizagdo
do ensino de Matematica, com a criacdo em varios estados de Grupos de Estudos
voltados para o estudo e difusdo da Matematica Moderna, a nova abordagem passou
a ser fortemente criticada no Brasil na década de 70, momento em que ocorria o
esvaziamento do movimento em outros paises. Uma das mais acirradas criticas que
também influenciou os educadores brasileiros encontra-se em Morris Kline, obra
amplamente divulgada no Brasil e que apresenta argumentos incisivos contra as
imperfeicdes de um ensino onde “os alunos absorvem uma por¢do de idéias
complicadas, porém ndo aprendem a somar”. (PINTO, 2005, p.12).

Mesmo esvaziando-se, este movimento deixou efeitos que aparecem até hoje nos

curriculos atuais como os citados por Buarigo (2010):

[...] o ensino das fungBes desde o ensino fundamental e, especialmente, desde o
inicio do ensino médio; a organizacdo do estudo dos nimeros segundo 0s conjuntos
dos naturais, as fragBes, 0s nimeros inteiros, racionais, e reais; a preservagdo de
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razdes e proporgdes” como um topico a parte, mas “vizinho” ao dos niimeros
racionais. (BURIGO, 2010, p.16)

A partir de 1980, a busca de uma melhor aprendizagem na Matematica abriu novas
possibilidades para as discussdes curriculares através da compreensdo de aspectos sociais,
linguisticos e cognitivos dos alunos. Surgem as préaticas pedagdgicas direcionadas a resolucao
de problemas que ganham espa¢o no mundo inteiro. Porém, os alunos apresentam ainda muita
dificuldade em Geometria, indicando um trabalho intenso para resgatar o espaco da
Geometria na escola bem como uma melhoria nas condi¢des de trabalho do professor.

O interesse e 0s questionamentos sobre o0 ensino de Geometria continuam presentes até
os dias atuais, pois se percebe que tanto a exclusdo quanto a forma inadequada do trabalho
com Geometria, faz com que os alunos tenham pouca capacidade de percepcdo espacial,
importante na compreensdo e aplicacdo em diversas atividades profissionais. EXiste a
necessidade de cultivar tanto o pensamento visual quanto o sequencial nos alunos, e a

prioridade dada a algebra “acabou por desenvolver somente um tipo de pensamento. E

necessario, portanto restabelecer o equilibrio” (PAVANELLO, 1989, p.182).
2.2 A construcdo do pensamento geométrico espacial

Para compreender as dificuldades apresentadas pelos alunos, no processo de
aprendizagem da Geometria, consultei os trabalhos Duval (1996, 2003), Gutiérrez (1992,
1998, 2004) e Van Hiele (1986), e neles percebe-se que a visualizacdo € uma questdo que esta
constantemente presente.

Uma das etapas necessarias para compreender as dificuldades apresentadas pelos
alunos € entender como 0s processos cognitivos se apresentam durante a aprendizagem
Matematica, em especial a Geometria Espacial. Para tal, apresento alguns apontamentos de
trabalho realizados por Raymond Duval®.

Em seu trabalho, Duval (2003) propde uma abordagem cognitiva'® para compreender
as dificuldades dos alunos na compreensdo da Matematica e a natureza dessas dificuldades.
Para analisar as condicOes e os problemas de aprendizagem em Matematica, segundo Duval,

precisamos compreender 0s sistemas cognitivos necessarios para aceder aos objetos

® Raymond Duval: é filésofo e psicélogo de formagdo. Seus estudos relativos & psicologia cognitiva,
desenvolvidos no Instituto de Pesquisa em Educacdo Matematica (IREM) de Estrasburgo (Franca), tém
contribuido fortemente para as pesquisas em Educacdo Matematica.

10 Abordagem cognitiva: processo que busca descrever o funcionamento cognitivo que possibilita a um aluno
compreender, efetuar e controlar a diversidade dos processos matematicos que lhe sdo propostos.
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matematicos e efetuar as maultiplas transformacgdes que constituem o0s tratamentos
matematicos. As atividades cognitivas requeridas pela Matematica, diferente de outras areas,
necessitam considerar a importancia primordial de suas representagdes semiéticas'!, bem
como a sua grande variedade. Para compreender este aspecto, podemos considerar como
exemplo as diversas formas de representar um cubo: representacdo em perspectiva (conica,
cavaleira, isométrica) e também representacdo de sua planificacdo. Em minha experiéncia de
sala de aula verifiquei que os alunos apresentam dificuldades tanto na compreensdo destas
representacdes quanto nas suas diversas transformacoes.

Em seus trabalhos, Duval (2003) destaca que o objeto matematico ndo deve ser
confundido com sua representacdo semiética’® e nos chama a atencdo que, no entanto, as
atividades sobre o objeto dela dependem. Por este motivo, Duval (1996) discute a
importancia, bem como a variedade das representacfes semioticas utilizadas em Matematica.

Durante a aprendizagem em Matematica é muito comum existir confusdo entre um
objeto matematico e a sua representacdo, porém para sua compreensdo € muito importante
que esta distincdo seja estabelecida. Segundo Duval (1993), trés atividades cognitivas
fundamentais sdo ligadas as representagcfes semioticas:

v A formacdo de uma representacdo identificavel: trata-se de um enunciado
compreensivel em uma determinada lingua natural, composi¢do de um texto, desenhos
de uma figura geométrica, a escrita de uma férmula, de um grafico, etc.

v O tratamento de uma representagdo: é a transformacao de uma representagdo em outra
representacdo dentro de um mesmo registro*®. Por exemplo: Representacéo da forma
planificada de cubo e sua representacdo em perspectiva.

v' A conversdao de uma representacdo: trata-se da transformacdo de um registro para

outro registro, conservando a totalidade ou uma parte do objeto matematico em

11 Semidtica: ciéncia com origem na Unido Soviética, Europa Ocidental e EUA. Teoria légica, filoséfica e
cientifica da linguagem. E uma ciéncia que investiga as linguagens existentes, examinando os fendmenos em seu
significado e sentido, ou seja, tenta desvendar sua existéncia enquanto linguagem, sua acdo de signo.

12 Representacio semidtica: A capacidade que o sujeito tem de gerar imagens mentais de objetos ou agdes e por
meio dela chegar a representacéo (da acdo ou do objeto) é conhecida como fungdo semidtica. A funcdo semidtica
comeca pela manipulacdo imitativa do objeto prosseguindo para uma imitacdo interior ou diferida, na auséncia
do objeto.

3 Registros de representagéo:

- Multifuncionais: sdo aqueles que ndo conseguimos representar através de um algoritmo sendo sua
representacdo discursiva através da lingua natural e sua representacdo ndo discursiva através de figuras
geométricas planas ou em perspectiva.

- Monofuncionais: sdo aqueles que conseguimos representar em forma de algoritmo sendo sua representacdo
discursiva através dos sistemas de escritas numéricas, algébricas e simbolicas e sua representacdo nao discursiva
através de gréficos cartesianos.
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questdo. Por exemplo: Seja dado um prisma hexagonal regular de aresta da base a e

aresta lateral h. (Registro através de representacdo textual na lingua natural)

(Registro atraves da representacdo em perspectiva)

Ainda segundo Duval s6 é possivel aprender Matematica através da utilizacdo das
representacfes semioticas do objeto matematico. Para ele, as representacdes semidticas
cumprem varias fungdes, tais como:

v’ a comunicacao: responsavel por tornar as representacdes mentais visiveis e acessiveis;

v' 0 desenvolvimento das representacdes mentais: dependem da interiorizacdo das
representacfes semidticas;

v' a producdo de conhecimento, pois existe grande variedade de representacOes
semidticas, de um mesmo objeto matematico.

Na resolucdo de um dado problema, o sujeito precisa saber operar com diferentes
sistemas de representacdo. Isto porque a escolha da representacdo pode significar ndo so
maior clareza, mas também uma economia cognitiva** no processo de resolucéo.

Duval (2003, p. 14) coloca que “a originalidade™ da atividade Matematica esta na
mobilizacdo simultanea de ao menos dois registros de representacdo ao mesmo tempo, ou na
possibilidade de trocar a todo o momento de registro de representa¢do”. Cada registro possuli
limitacdo representativa especifica surgindo a necessidade de se utilizar outros sistemas de
expressdo e de representacdo, além da linguagem natural e das imagens (sistemas de escrita
para 0s numeros, notacGes simbolicas para 0s objetos, escrita algébrica, escrita 16gica, figuras
geométricas, representacGes em perspectiva, graficos cartesianos, redes, diagramas,
esquemas). Desta forma, Duval destaca que as nocBes de tratamento'® e conversdo®’ sdo
operagdes cognitivas diretamente envolvidas na constru¢gdo dos conceitos (apreensédo do

conhecimento matematico).

4 Economia cognitiva: E o processo pelo qual uma pessoa repete um procedimento com tanta frequéncia que
este Ultimo deixa de ser altamente consciente e trabalhoso para ser automatico e facil.

15 A originalidade se refere as diferentes formas de representacdo para um mesmo objeto de estudo na
Matematica.

18 Tratamento: transformacéo da representacdo utilizando-se apenas um sé tipo de registro de representagao.

17 Conversgo: transformagao de uma dada representacdo em outra, em outro sistema semidtico, de modo que haja
conservacdo da totalidade ou parte da representacdo inicial, sendo necessaria a coordenacdo pelo sujeito que a
efetua.
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Duval (1996) destaca que 0 processo cognitivo é constituido por trés fases: a
visualizacdo (presente na representacdo espacial), a construcdo (quando se utiliza
ferramentas) e o raciocinio (comprovacdo e demonstracao). Essas trés fases estdo interligadas
e sdo necessarias ao processo cognitivo para a aprendizagem da Geometria. Para resolvermos
problemas em Geometria Espacial, ha necessidade de fazer interpretacdes da situacdo. Para
essas interpretactes, Duval descreve e distingue alguns tipos de apreensdo do conhecimento.
Por exemplo, quando realizamos tarefas de construcdo de descricdo em que o objetivo é a
reproducdo de uma figura estamos exercitando a apreensdo sequencial; quando realizamos
interpretacdo das formas das figuras em uma situagdo geométrica exploramos a apreensdo
perceptiva e quando interpretamos os elementos de uma figura geométrica, com articulagdo
dos enunciados e compreensdo das propriedades do objeto estamos exercendo a apreensdo
discursiva e finalmente quando nossas ac¢des estdo centradas nas modificagdes possiveis de
uma figura inicial e na percepgédo da reorganizacdo sugerida por estas modificagdes temos a
apreensao operatoria.

Na resolucédo de problemas de Geometria, que apresentam originalidade em relacéo a
outras tarefas de Matematica, cada situacdo exige um tipo de raciocinio, que depende da
conscientizagcdo e da distincdo das formas de apreensdo de uma determinada figura. Na
apreensdo operatoria dependemos das modificacbes que a figura possa sofrer. As
modifica¢Bes possiveis sdo classificadas por Duval (1996) da seguinte maneira:

v" Mereologico: a figura pode separar-se em partes, que podem fracionar-se e reagrupar-
se, temos assim uma relacdo da parte e do todo;

v Otica: a figura transforma-se em outra chamada de sua imagem;

v" Posicional: é o deslocamento da figura em relacdo a um referencial inicial.

Essas modificacBes podem realizar-se psiquicamente, graficamente e mentalmente.
Duval (1996) classifica os problemas de Geometria em trés niveis:

v Nivel 1: ha congruéncia operatoria da figura e um tratamento matematico, neste caso
uma apreensao discursiva explicita ndo é necesséria.

v Nivel 2: a apreensdo discursiva € necessaria, porque ndo ha mais congruéncia da figura
ou porque é explicitamente pedido como justificativa.

v Nivel 3: exigem mais que uma apreensao discursiva, 0 recurso aos esquemas formais
l6gicos especificos tais como o raciocinio disjuntivo, o raciocinio por contraposicao.

Para Duval (1996), a pratica sistemética dos problemas de nivel 1, a distingdo entre

apreensdo perceptiva e discursiva, a representacdo de uma rede de propriedades formando



23

uma rede semantica de todos os conhecimentos solicitados na demonstracdo e a compreensao
da diferenca entre uma argumentacdo no quadro da pratica natural do discurso e articulacdo
dedutiva sdo algumas das condicdes auxiliares para a aprendizagem em Geometria.

Com a frase “A compreensao (integral) de um conteudo conceitual repousa sobre a
coordenacgdo de ao menos dois registros de representacao, e esta coordenacdo se manifesta
pela rapidez e a espontaneidade da atividade cognitiva de conversdo.”, Duval (1993, p. 57)
nos faz perceber a dependéncia da Matematica das representacBes que utilizamos para
compreendé-la, proporcionando assim um ponto de partida para o trabalho pedagdgico do
professor na busca de estratégias especificas para o trabalho com essa disciplina.

Outros dois autores preocupados com o ensino Geometria sdo os holandeses Dina
van Hiele Geldof e Pierre van Hiele. O objetivo inicial do trabalho proposto por Dina e Pierre
Van Hiele era ajudar os estudantes a desenvolver insight'® em Geometria.

Eles publicaram seus primeiros trabalhos em 1959; com a morte de Dina, logo apés a
publicacdo dos primeiros resultados, foi Pierre que deu continuidade ao trabalho,
reformulando-o e desenvolvendo a teoria. A divulgacao da sua teoria aumentou quando Hans
Freudenthal (Holanda), no seu livro “Mathematics as an Educational Task” (1973) chamou
atencéo para 0 modelo de pensamento geométrico por ele discutido.

Durante seu trabalho, Van Hiele percebeu uma grande falta de harmonia entre o ensino
e o aprendizado em Matematica, pois as tarefas e problemas apresentados aos alunos
necessitam de vocabulario, conceitos e conhecimento de propriedades bem além dos seus
niveis de pensamento. Assim, construiu um modelo de desenvolvimento de pensamento que
serve como guia para ensino e para avaliacdo das habilidades desenvolvidas pelos alunos no
processo de aprendizagem da Geometria. Para Van Hiele, o crescimento cronoldgico das
idades ndo produz, automaticamente, um crescimento nos niveis de pensamento. Visando
descrever as caracteristicas do processo de amadurecimento do pensamento, o modelo
descreve cinco niveis de compreensao:

v" Nivel 0 - Visualizagcdo ou Reconhecimento: Os alunos identificam, comparam e
nomeiam figuras geométricas baseados em sua aparéncia global. O raciocinio dos
alunos se da por meio de consideracdes visuais. Ele é capaz de aprender o vocabuléario
geomeétrico, identificar formas especificas e reproduzir figuras dadas.

v Nivel 1- Anélise: O raciocinio dos alunos se da através da andlise informal dos

'8 Insight: uma pessoa mostra insight quando é capaz de desempenhar uma situagdo ndo usual, desenvolve
corretamente e adequadamente as acfes que a situagdo requer, resolvendo a situacdo através de um método
consciente e preciso.
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componentes de uma figura geométrica, reconhecimento de suas propriedades e uso

dessas propriedades. Porém, ainda ndo conseguem explicitar inter-relacdes entre

figuras ou propriedades.

v Nivel 2 - Deducéo Informal ou Ordenacao: Neste nivel, os alunos conseguem formar
definicGes abstratas, conseguindo estabelecer inter-relagbes das propriedades das
figuras e entre figuras. Percebem a necessidade de uma definicdo precisa, e de que
uma propriedade pode decorrer de outra. Possuem argumentacdo logica informal e
reconhecem a ordenacao de classes de figuras geométricas. Conseguem acompanhar
provas formais, mas ndo conseguem construir uma prova, partindo de premissas
diferentes.

v Nivel 3 - Deducdo Formal: O aluno é capaz de construir demonstracdes e ndo s
memoriza-las. Ele enxerga a possibilidade de desenvolver uma demonstracdo de
diferentes formas, reconhecendo as condi¢des necessérias e suficientes para a prova.

v Nivel 4 - Rigor: O estabelecimento de teoremas em diversos sistemas e a comparagao
dos mesmos caracteriza o aluno neste nivel. E neste nivel que as Geometrias n3o-
euclidianas sdo compreendidas.

As diferencas nas formas de compreensdo dos alunos, durante a minha experiéncia
com Geometria, sdo muito evidentes. Os diferentes niveis apontados por Van Hiele
apresentam-se dentro de uma mesma sala de aula, dificultando o trabalho, pois todas as
dificuldades necessitam ser exploradas e minimizadas. Existe diferenca no nivel de
pensamento dos alunos entre si e entre professor e alunos. Para Freudenthal (1973), quando o
ensinamento ocorre num nivel acima ao do aluno, os conceitos desenvolvidos ndo sdo bem
assimilados e ndo ficam retidos na memdria por muito tempo. Com as informacdes e
concepcdes erradas, quando aprendidas, acontece o inverso, ou seja, persistem na memoria.
Para que os ensinamentos sejam assimilados adequadamente necessita-se, em primeiro lugar,
conhecer o pensamento do aluno, sendo que o trabalho de Van Hiele nos fornece subsidios
para dar inicio a tal reconhecimento.

No que segue considero alguns dos trabalhos de Gutiérrez® (1992, 1998, 2004) e
Parzysz?® (1988, 1989 e 1991) os quais apontam condic8es necessarias e possibilidades para o

ensino de Geometria, em especial a Geometria Espacial.

19 Angel Gutiérrez, ¢ professor e pesquisador do departamento de Didatica da Matematica, na Universidade de
Valéncia, Espanha.

%0 Bernard Parzysz é professor e pesquisador na Universidade de Orléans e na Universidade de Paris Diderot,
Franca.
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Segundo Gutiérrez (1992), para prepararmos o aluno para uma educacdo visual,
primeiramente, precisamos entender como ela se processa. Ele descreve como “o elemento do
nucleo central, em todas as concepcgdes da percepcéo visual, sdo imagens mentais, ou seja,
representacdes mentais que as pessoas podem fazer de objetos fisicos, relagdes, conceitos,
etc.” (GUTIERREZ, 1992, p.44).

Sobre a aprendizagem da Geometria Espacial, Gutiérrez (1992) destaca que alguns
processos e habilidades visuais tém uma relacdo mais estreita com o contexto de
aprendizagem da Geometria Espacial, tais como as imagens pictéricas®, cinéticas® e
dinamicas®, os processos VP* e IFI® e as habilidades de identificacdo visual®®, o
reconhecimento de posicdes®’ ou relacdes espaciais® e discriminago visual®.

Gutierrez tem diversos artigos relacionados ao ensino e aprendizagem de Geometria,
disponibilizados em sua pagina pessoal, que relatam as dificuldades dos alunos verificadas em
trabalhos com Geometria Espacial. Dois deles seréo aqui descritos.

No primeiro trabalho®, Gutiérrez (1998) apresenta algumas reflexdes importantes
sobre a utilizacdo de representacGes planas de objetos tridimensionais adequadas a idade dos
alunos. Ele traz uma andlise das formas mais usuais de representacdo plana dos objetos
tridimensionais e com base nos resultados de diversos trabalhos anteriores descreve as
dificuldades dos alunos para representar objetos tridimensionais ou interpretar suas
representacdes, e também procura trazer recomendacdes para o professor quanto as condi¢des
gue podem favorecer a aprendizagem da Geometria Espacial. Nas investigacdes comentadas

neste trabalho, os sélidos utilizados sdo os habituais da Geometria Espacial escolar (cubo,

2 1magens pictoricas: imagens figurativas de objetos fisicos.

2 |magens cinéticas: trata-se de imagens em parte fisicas e em parte mentais, nas quais, por exemplo, o
movimento das maos, cabeca, entre outros, tém papel importante.

% Imagens dindmicas: sd0 imagens mentais em que os objetos ou alguns dos seus elementos apresentam
deslocamento.

2 Processamento visual (VP). Este é o processo de conversio de informagdes abstratas ou ndo-figurativas em
imagens visuais e o processo de transformacdo de imagens visuais ja formadas em outras.

% Interpretagdo figurativa de informacgBes (IFI): Este é o processo de compreensdo e interpretacdo das
representagdes visuais para extrair as informagdes que eles contém. Portanto, esse processo pode ser visto como
0 inverso do acima.

% |dentificacdo visual: é a habilidade de reconhecer uma figura isolando-a de seu contexto. E utilizada em
situagBes em que uma figura é formada por vérias partes ou quando existem vérias figuras sobrepostas.

" Reconhecimento de posicdes: é a capacidade de relacionar a posicdo de um objeto com o mesmo (0
observador) ou com outro objeto, que atua como um ponto de referéncia.

%8 Reconhecimento de relacdes espaciais: é a habilidade que permite identificar corretamente as caracteristicas
das relacGes entre diversos objetos situados no espaco. Podemos tomar como exemplo o0s objetos que sdo girados
apresentando-os em diversas posicdes, ou sdo perpendiculares, simétricos, etc.

# |dentificacéio visual: ¢ a habilidade de que permite comparar vérios objetos identificando suas semelhancas e
diferencas visuais.

%0 | as representaciones planas de cuerpos 3-dimensionales en la ensefianza de la geometria
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prisma, piramide, cilindro, etc.) e os médulos multicubos®.. E quanto as representacées planas

dos objetos tridimensionais ele se utiliza de algumas técnicas de representacao tais como as

representaces por niveis® e as projecdes em perspectiva®, paralela® (cavaleira), isométrica®

I*® e ortogonal codificada®’. A Figura 1 nos mostra estes tipos de representacéo plana

ortogona
para um modulo multicubo (a representacdo ortogonal é igual a codificada, porém sem o0s

numeros).

Figura 1 — Representacdes planas de um médulo multicubo

Projecédo Projecéo Projecédo
em perspectiva paralela isométrica
Representacéo por niveis Projecdo ortogonal codificada
a1 |4 —

1 BHHARE
1]1] |2 1

1
1

Inferior  Central  Superior

pr
1 2
3

3

vl =]

Frente Superior Direita

Os numeros indicam quantos cubos ha
em cada linha perpendicular ao observador.

Fonte: GUTIERREZ, 1998, p. 196

Sobre o inicio do trabalho com as representacdes planas de objetos tridimensionais,

Gutiérrez (1998) comenta:

Como em muitas outras areas da Matematica antes de iniciar a aprendizagem
formal das representagBes planas, os alunos tém de adquirir uma experiéncia
extracurricular que os professores ndo devem ignorar. Esta experiéncia é, em geral,
0 desenvolvimento da capacidade de desenho livre, que na sua fase final de
perfeicdo, torna-se a projecdo em perspectiva. No entanto, 0s estudos que
observaram o comportamento espontaneo (antes de todas as instrugdes) dos alunos
com as tarefas de representagdo de solidos tém encontrado varios tipos de

1 Médulos multicubos s&o sélidos formados por varios cubos iguais sobrepostos face a face.

%2 A representagdo por niveis consiste em fazer varios cortes paralelos aos sélidos, por pontos importantes, sendo
neste caso, cada plano de cubos.
% A projecdo em perspectiva representa nossa visao real dos cubos, na qual as arestas mais distantes s&0 menores
e as linhas paralelas, a medida que se distanciam, convergem.
% A projecdo paralela é anéloga a perspectiva, porém as linhas paralelas representadas conservam-se paralelas,
independente de sua dire¢do, distorcendo a imagem real dos solidos.
% A projecéo isométrica é um caso particular de paralela, na qual os cubos se situam de forma que as trés arestas
que saem de um determinado vértice sdo desenhadas com o mesmo comprimento e formam angulos de 120°.
% A projecéo ortogonal (ou vista) consiste nas projeces dos sélidos em trés planos ortogonais.

” A projecdo ortogonal codificada é uma projecéo ortogonal na qual é adicionado um cédigo que fornece
informagdes adicionais , sendo neste caso, a quantidade de cubos de cada fila.
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representacdo, que geralmente tém uma estreita relagdo com o contexto descrito na
atividade. (GUTIERREZ, 1998, p. 199).

Num dos experimentos relatados neste trabalho, no qual os alunos ndo tinham
nenhuma experiéncia escolar anterior (tanto do primario quanto do secundario), Gutiérrez
investiga as diferentes formas para instruir os alunos nos diferentes métodos de representacao
dos objetos tridimensionais. O experimento se utiliza de mdédulos multicubos e antes de
iniciar a instrucdo propriamente dita sdo propostas trés atividades de descricdo dos médulos.
Em cada uma destas atividades, um aluno passava instrugcdes para a construcdo dos modulos a
seus colegas sendo que apenas ele estava vendo estes mddulos. Na primeira atividade um
aluno fazia a descrigdo e dava as instrucdes verbalmente a seus colegas enquanto assistia
através de um monitor de TV o que seus colegas faziam. Os alunos podiam conversar entre si
durante a atividade. A segunda atividade se diferenciava da primeira por ndo haver monitor de
TV. Na terceira, os alunos deviam traduzir as instru¢es para construir um moédulo numa
folha de papel.

A producéo dos alunos mostrou uma grande variedade de formas de representagfes de
solidos que, mesmo independentes de correcdo e validade, passam de totalmente graficas até
as completamente verbais, sendo também consideravel o grupo de representacfes mistas com
desenhos e textos. A caracteristica principal apresentada nestas descricdes é que elas se
basearam nas relag@es de posi¢do entre os cubos que formavam o maédulo.

Ao analisar diversos trabalhos® com representacées planas de objetos tridimensionais,
o autor identificou algumas dificuldades dos alunos classificando-as em conceituais, que
dizem respeito as caracteristicas (regras) da representacao, e técnicas, que dizem respeito a
estratégias de desenhar ou construir um objeto geométrico. Para as dificuldades conceituais
podemos considerar como exemplo a representacdo em perspectiva isométrica. Durante a
representacdo, Gutiérrez cita a necessidade dos alunos de manipular o sélido para vé-lo em
uma posicao parecida com a da representacao. Para as dificuldades técnicas Gutiérrez conclui,
apos as analises dos trabalhos citados anteriormente, que as representagdes por niveis sdo as
mais faceis tanto para desenhar quanto para construir e que construir a partir de
representacfes ortogonais € mais dificil do que a partir de representacGes isométricas. Por
outro lado, desenhar representacdes isométricas é mais dificil do que desenhar representactes

ortogonais. Num dos trabalhos analisados, no qual os alunos deveriam representar um modulo

% Alguns trabalhos comentados por Gutiérrez: Mitchelmore (1976 1980); Gaulin (1985); Ben-Chaim, Lappan y
Houang (1989); Woodrow (1991); y Guillén et al. (1992); Clements y Battista (1992) y Hershkowitz (1990);
Cooper y Sweller (1989), Gutiérrez (1996a), Izard (1990), Winter et al. (1986) y Young (1982).
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multicubo sobre grades pontuais (malha pontilhada parecendo a representacdo de um
geoplano), sem nenhuma instrucdo técnica inicial, ele conclui que alguns segmentos podem
atuar como distratores (no sentido de confundir) de outros e que algumas direcdes sdo mais
faceis de representar do que outras (vertical e horizontal).

Outro aspecto considerado neste trabalho por Guitiérrez é a influéncia de fatores
culturais nas habilidades do desenho em perspectiva, que ndo sdo privilégio da Geometria
Espacial, pois podem acontecer também em outros ramos da Geometria. Ao analisar
trabalhos®® de diferentes regides, essas influéncias podem ocorrer devido as origens e
tradicBes sobre a forma de interpretar determinados simbolos ou desenhos. Ter conhecimento
desses fatores culturais pode ser importante para a compreenséo das representacdes planas dos
objetos tridimensionais.

No final do trabalho o autor destaca a necessidade dos alunos aprenderem a desenhar e
ler as representacdes planas mais usuais dos objetos tridimensionais. Para ele, os professores
devem considerar que quando os alunos apresentam dificuldade para desenhar representagdes
planas, um caminho pertinente pode ser evitar as exigéncias de desenhos para que ndo haja
acumulo de dificuldades quanto aos raciocinios que sdo exigidos na Geometria Espacial. Ele
também destaca a necessidade dos professores aumentarem as atividades que tratem da
melhoria na capacidade de visualizacdo espacial.

Gutiérrez (2004), em outro trabalho® de pesquisa, com alunos da escola secundaria®,
no qual solicita, através de dois problemas, que eles comprovem certas caracteristicas dos
prismas, se utiliza de trés elementos tedricos (explorados também em trabalhos anteriores):

1. O conceito de prisma, utilizado nos problemas a serem resolvidos pelos alunos.

2. O modelo de Van Hiele, utilizado para identificar os raciocinios apresentados pelos
alunos na resolucdo dos problemas.

3. Algumas categorias de provas matematicas para classificar os tipos de provas
produzidas pelos alunos.

Quanto a resolucdo dos problemas com prismas, Gutiérrez destaca 0s principais
conceitos e propriedades que considera necessarios, a saber, que:

v' um prisma é um poliedro com duas faces congruentes paralelas ligadas por faces

laterais formadas por paralelogramos. Os prismas podem ser retos e obliquos.

% Alguns trabalhos analisados por Gutiérrez: Mitchelmore (1976, 1983) y Hershkowitz (1990) relativo a paises
da Africa, Asia e América; Mukhopadhyay (1987) relativo a india

“ Characterization of students’ reasoning and proof abilities in 3-dimensional geometry(2004)

- Alunos de trés escolas secundérias de uma localidade rural na cidade de New South Wales (Austrélia), com
idades de 12 a 17 anos.
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em qualquer prisma, em todas as faces, os lados paralelos s&o congruentes. Em um
prisma reto, todas as faces sdo retangulares e perpendiculares as bases. Em um prisma
obliguo nenhuma das faces é perpendicular as bases.

uma diagonal é um segmento que une dois vértices ndo consecutivos de um poliedro,
podendo ser diagonais de face ou diagonais espaciais (estdo no interior do prisma).

um prisma de base com n-lados tem n + 2 faces, 2.n vértices, 3.n arestas, 2n . (n-2)
diagonais, sendo n . (n-1) diagonais nas faces e n . (n-3) diagonais espaciais.

Gutiérrez também descreve as principais caracteristicas dos niveis de Van Hiele,

referente ao estudo de prismas e diagonais, importantes para analisar as respostas dos alunos e

para identificar os niveis de raciocinio. Sdo elas:

v

v

Nivel 1: Os estudantes sdo capazes de descrever algumas diagonais e ndo sdo capazes
de estabelecer relacGes gerais entre as diagonais.

Nivel 2: Ap6s desenhar e contar as diagonais de alguns (poucos) prismas, 0s alunos
conseguem encontrar a formula que calcula o nimero de suas diagonais. Eles
justificam a formula pela sintese dos dados coletados. Eles conseguem usar a formula
obtida para calcular o nimero de diagonais ou faces de outros prismas. Também sdo
capazes de concluir se uma conjectura € verdadeira ou falsa e, através de desenhos,
comprovarem este valor légico. Suas justificativas sdo apenas descrigdes do que
desenharam.

Nivel 3: Os alunos, de forma indutiva, determinam a férmula para o nimero de
diagonais de um prisma com base de n-lados, assim como os alunos que estdo no
nivel 2, mas ja conseguem utilizar argumentos dedutivos informais que explicam a
férmula, mas muitas das vezes ainda baseando-se em um prisma particular.

Nivel 4: Os alunos de forma indutiva apresentam a férmula para o numero de
diagonais de um prisma com base de n-lados, desenhando primeiramente alguns
exemplos especificos e entdo apresentam uma explicacdo geral, que ndo depende de
um prisma particular. Neste nivel as provas apresentam argumentos dedutivos
abstratos formais que relacionam os dados com a conjectura.

As duas categorias de provas* utilizadas por Gutiérrez, neste trabalho s&o:

*2 As categorias adotadas neste trabalho integram e expandem as definidas por Balacheff (1988) e Harel, Sowder
(1998) no trabalho intitulado Proofs produced by secondary school students learning geometry in a dynamic
computer environment publicado na revista Educational Studies in Mathematics no ano de 2000.
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v Provas empiricas: os exemplos sdo o argumento de certeza (convic¢do), e dependendo
do modo como os alunos selecionam os exemplos, podem ser agrupadas em trés sub-

categorias:

[...] o empirismo ingénuo (a conjectura é provada mostrando-se que ela € verdadeira
em um ou mais exemplos selecionados aleatoriamente), experimento decisivo
(crucial) (a conjectura é provada mostrando-se que é verdade num exemplo
cuidadosamente selecionado) e exemplo genérico (a prova € baseada em um
exemplo especifico, visto como um representante de sua classe, e isso uma
justificativa abstrata explicita.(GUTIERREZ, 2004, p. 513)

v" Provas dedutivas: consistem em usar argumentos dedutivos abstratos. Sdo duas as sub-

categorias de provas dedutivas, dependendo do uso ou ndo de um exemplo:

“[..] no experimento mental um Exemplo especifico é usado para ajudar a
organizar a prova. Uma prova formal é baseada em operacfes mentais
construidas sem a ajuda de um exemplo” (GUTIERREZ, 2004, p. 513).

Para obter informacdes sobre os niveis de raciocinio e das habilidades de prova dos
alunos do ensino secundario foi projetada uma experiéncia que se utilizava de um teste com
papel e lapis que tinha o objetivo de avaliar o comportamento e o conhecimento dos alunos
em conteldos das diversas areas da Geometria Espacial. Este teste envolvia sete itens que sao:
identificacdo, descricdo e caracterizacdo de sélidos e suas partes (faces, arestas,vértices,
diagonais); classificacdo dos sélidos; secbes transversais de solidos, redes de solidos;
conjecturar e provar propriedades de sélidos.

Neste trabalho, Gutiérrez analisa especialmente a resposta dos alunos a dois itens nos quais
pede para obter e provar conjecturas sobre prismas:

v" Item A: questiona os alunos sobre o nimero de diagonais de um prisma solicitando a
justificativa ou prova. Para responder a questdo, inicialmente é dado o conceito de
diagonal, inclusive com desenhos explicativos. Para levar a conclusdo do numero de
diagonais de um prisma qualquer, as perguntas sugerem prismas de bases poligonais
com numero de lados cada vez maior, cujo desenho também é apresentado.

v Item B: solicita que os alunos respondam se uma afirmacdo é verdadeira ou falsa,
justificando a resposta. A questdo a ser respondida e justificada é: “Se todas as arestas
laterais de um prisma sdo perpendiculares a base, entdo todas as suas faces laterais sdo

retangulos.”
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Neste trabalho Gutiérrez verifica uma quantidade consideravel de respostas nos niveis
de Van Hiele 1 a 3 e apenas algumas respostas no nivel 4, que seriam esperadas para alunos
de nivel secundéario, confirmando que muitos alunos ndo apresentam o nivel de
amadurecimento em Geometria, adequado as questdes que serdo abordadas no secundario.

Na linha de pesquisa que trata de representacdo plana de objetos 3D tem-se o trabalho
de Parzysz (1988), que leva em consideragéo as dificuldades dos alunos no reconhecimento e
na caracterizacdo dos objetos representados. Parzysz chama a atencdo de que a representacao
bidimensional de um objeto tridimensional, diferentemente da representacdo de objetos
bidimensionais, sempre perde informagdo e tal fato é responsavel por algumas das
dificuldades apresentadas pelos alunos.

Ele investigou as representacdes sob diversas formas, tais como a perspectiva paralela
e perspectiva central, bem como a interpretacdo (leitura) dessas representagcdes planas de
objetos tridimensionais. Na perspectiva paralela o observador esta de frente para o objeto,
como o ponto de visdo a sua frente, na linha do horizonte. Um dos lados do objeto estd
paralelo a esta linha. Existe um s6 ponto de fuga. Ja na perspectiva central ha uma
representacdo realistica do espaco fisico, na qual linhas verticais e horizontais frontais séo
combinadas com linhas convergentes a um unico ponto, criando um centro focal. Parzysz
(1988), em seu trabalho, toma como principios que:

1. Existe uma dialética entre a aquisic¢do (ou reforgo) de conhecimento em Geometria do
espaco e o dominio das representagdes planas de objetos 3D.

2. Antes do trabalho com representacdo plana € preciso passar por uma fase de utilizacao
de uma representagdo em 3D (modelo tipo maquete), mesmo com alunos de ensino
médio, para que as imagens mentais melhor se consolidem.

3. E preciso explicitar as regras de desenho de representacdes, isto porque este tipo de
representacdo ndo decorre de convengdes mais ou menos obscuras, mas de
propriedades geométricas projetivas.

Parzysz emprega na sua investigacdo as expressdes ‘“visto” (aquilo que se Vé€) e
“sabido” (aquilo que se sabe do objeto). Com tais expressfes interpreta os desenhos
realizados pelos alunos do ensino médio e observa que as escolhas feitas pelos alunos
privilegiam o “saber” ou o “ver”. Em seus experimentos o autor analisa a influéncia do
“visto” sobre 0 “sabido” e a influéncia do “sabido” sobre 0 “visto”, concluindo que 0 ensino
de Geometria Espacial e os seus efeitos estdo relacionados com os diferentes tipos de

perspectivas e as propriedades preservadas e perdidas.
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A representacdo plana do objeto espacial ndo consegue conservar todas as suas
caracteristicas (fisicas ou geométricas e aspecto apresentado a visualizacdo). Parzysz
diferencia dois niveis de representacdes: proximas e distantes.

v Nivel 01 (representacfes proximas): nessas representacdes ha semelhanca as figuras
geométricas, ou ainda, é a prépria figura na forma concreta. Em geral podem ser
bidimensionais (2D), sendo representada por um desenho quando a figura esta inserida
na Geometria Plana; tridimensionais (3D) sendo representadas por maquetes quando a
figura pertence & Geometria Espacial.

v' Nivel 02 (representacfes distantes): nessas representacbes a dimensdo da
representacéo é inferior a dimens&o da figura a ser estudada.

No Quadro 1 apresentado a seguir, o autor considera o nivel 00 como sendo uma
representacdo imaginaria para todos os tipos de objetos geométricos (no plano ou no espaco).

Por considerar que nenhuma forma de representacdo é perfeita pelas perdas de
informacg6es na passagem do nivel de representacdo imaginaria (00) para os demais niveis, 0
autor exple dois problemas presentes numa comunicacdo grafica: a codificacdo e a
decodificacdo de objetos geométricos, causados pela impossibilidade de resultar uma
representacdo proxima e a consequente perda de informagbes adicionais do objeto

geomeétrico.

Quadro 1 — Relacdes entre figuras e suas representacdes

GEOMETRIA
2D (Plano) 3D (Espaco)
Nivel 00 Figuras
Representagdes Proximas Nivel 01 Desenhos Magquetes
Representagdes Distantes Nivel 02 Desenhos

Fonte: PARZYSZ, 1988, p.80.

Parzysz (1988) apresenta algumas recomendacOes para que 0S processos de
codificacdo e decodificacdo de objetos geométricos ndo tenham prejuizo na interpretacdo de
dados das representacdes fornecidas aos alunos durante as atividades propostas. Estas
recomendacOes foram elaboradas a partir do seu trabalho de observacdo dos alunos. Na
codificacdo, recomenda que o0s seguintes aspectos devem ser evidenciados: o tipo de
representacdo (Sse € uma representacdo em perspectiva ou uma representacdo da Geometria

descritiva); a escolha dos elementos de projecdes (se a opgdo € pela perspectiva paralela a
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escolha deve ser entre cavaleira ou isométrica); a escolha dos parametros dessas
representacdes (o coeficiente de reducdo na perspectiva paralela isométrica ou o ponto de fuga
na perspectiva central) e a perda de informacdes na passagem para duas dimensdes através
das projec¢des. Na decodificacdo dos objetos geométricos o autor apresenta trés etapas para se
desenvolver com os alunos: primeiramente eles necessitam aperceber-se diante de um objeto
geomeétrico, em seguida reconhecer as possibilidades de codificagéo e, por ultimo, fazer uso
adequado da decodificacdo correspondente.

Os estudos realizados por Duval, Gutiérrez e Parzysz, sdo um forte auxilio na busca de
caminhos para a melhoria da aprendizagem em Geometria Espacial. As recomendacdes de
Duval nos auxiliam na compreensdo dos processos cognitivos necessarios a aprendizagem na
Geometria Espacial; o trabalho de Van Hiele nos fornece subsidios para reconhecer o nivel
de compreensdo dos alunos e os trabalhos de Gutiérrez e Parzysz, nos auxiliam a entender as
dificuldades enfrentadas pelos alunos na interpretacdo das representagdes planas de objetos

tridimensionais, nos fornecendo recomendag0es para o trabalho com estas representacdes.

2.3 A tecnologia e a Geometria Espacial

Atualmente, vivemos numa época de mudancas de costumes, tecnologia, entre outras,
e com ritmo cada vez mais acelerado. Inovagdes tecnoldgicas invadem a nossa vida,
possibilitando agilidade na realizagdo de tarefas antes cansativas e demoradas. Isto acontece
da mesma forma, na educagdo. Os computadores, os softwares e animacgdes cada vez mais
elaborados, a Internet, os sites de ensino a distancia estio, todos, cada vez mais ao alcance
daqueles que se interessam e se dispdem a utiliza-los. Nos diz Gongalves (2004) que:

Na dimensdo educacional, a tecnologia ndo consiste apenas em mais um recurso
para os professores motivarem as suas aulas, mas também um recurso que também
propicia a inclusdo social e leva o aluno a cidadania. Os professores que trabalham
em sala de aula devem refletir sobre o cenario tecnolégico atual, sugerindo e
pesquisando novas maneiras do uso do computador para as aulas de Matematica,
propiciando ao aluno a adequacdo ao mercado de trabalho da atualidade.
(GONGALVES, 2004, p.2)

Apesar do grande numero de estudos quanto a utilizacdo bem sucedida de novas
tecnologias na aprendizagem da Matemaética, ainda podemos observar resisténcia dos

professores para utilizar estas ferramentas em suas aulas. Tomamos consciéncia desta
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realidade através de leituras que dizem que a evolucdo das tecnologias ndo esta causando as
esperadas mudancas na préatica docente.

As resisténcias e alegacGes dos professores aparecem em diversos trabalhos de
pesquisa realizados no Brasil tais como o de Kawasaki (2008) que busca motivos para esta
resisténcia e propde mudangas na formacdo de professores. Estas resisténcias vém de algum
tempo, pois em 1999, numa pesquisa realizada por Gongalves (2004), no estado de S&o Paulo,
na disciplina de Metodologia do Ensino Fundamental, ja se evidenciava que os professores
achavam ndo existir outros instrumentos tdo eficazes quanto giz e lousa. Dullius e Quartieri
(2005) em trabalho de pesquisa na Regido do Vale do Taquari constataram que 0s professores
utilizam o computador para digitar textos, correio eletronico e fazer suas pesquisas. As
escolas em que lecionam, em sua maioria, possuem laboratério de informatica, no entanto eles
ndo utilizam os recursos por acomodacdo e/ou falta de conhecimento, tanto dos softwares,
quanto das estratégias de ensino que poderiam ser utilizadas em ambientes informatizados.

Ha alguns anos, diferentes autores vém discutindo sobre o uso da tecnologia na
melhoria do ensino de Matematica (Kaput (1992, 1999, 2007), Gravina (1998, 2001), Borba e
Villarreal (2005), Shaffer e Clinton (2006), Moreno-Armella et al (2008), Roschelle et al.,
(2000)). Estes autores, de uma forma geral, consideram que o conhecimento se da a partir das
percepgdes e acdes do sujeito, as quais sdo mediadas por estruturas mentais ja existentes ou
em construcdo ou que ainda serdo construidas ao longo do processo de aprendizagem. E para
que isto aconteca sdo necessarias a¢es coordenadas, que podem ser de carater concreto ou
abstrato, e nisso, 0s autores mencionados, mostram que 0s ambientes informatizados se
apresentam como interessante suporte. Em Gravina (2001, p.19) tem-se um determinado
posicionamento quanto ao uso da tecnologia : “Os recursos informdaticos hoje disponiveis
estimulam a busca de estratégias favoraveis a construcdo do conhecimento em Geometria,
para além do que vem fazendo a escola”. Durante seu trabalho de pesquisa, Gravina (2001)
exige um funcionamento cognitivo ativo dos alunos, pois coloca sob sua responsabilidade as
acoes, formulacdes e validagOes das atividades, levando-os a se concentrar na busca de
explicacbes para suas constatagbes empiricas. Em consequéncia disto, conseguiram
apresentar autonomia na producdo das demonstracGes solicitadas. Este posicionamento ativo
dos alunos na busca de solucdes se diferencia da atitude exigida na escola tradicional, na qual
ele é um receptor de conhecimento.

Pensando nos problemas de aprendizagem relacionados ao sistema de ensino

tradicional, no qual os alunos sdo meros receptores, Kaput (1992), um dos grandes
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pesquisadores da influéncia tecnoldgica na aprendizagem, ja vislumbrava novas alternativas
para o curriculo escolar, especialmente da Matematica. Kaput preconiza que a tecnologia nao
seria simplesmente utilizada para dar apoio ao ensino da Matematica tradicional, mas também
para desenvolver maneiras completamente inovadoras de pensar em Matematica. Moreno-
Armella et al (2008, p. 103), pesquisadores que prosseguiram com as ideias de Kaput
(falecido em 2005) registram que “a natureza dos simbolos matematicos tém evoluido nos
Gltimos anos de estaticos, de inscri¢des inertes para objetos dindmicos, ou diagramas que sao
construidos, manipulados e interativos”. A aprendizagem em Matematica depende de acdes
que levam ao experimentar, interpretar, visualizar, induzir, conjeturar e abstrair. Com a
utilizacdo da tecnologia, como por exemplo, programas de Geometria dindmica, podemos
através de uma Unica construcdo, efetuar um grande numero de observacGes e testes com esta
construcdo, 0 que seria praticamente impossivel através das construgdes tradicionais com
régua e compasso. A utilizacdo da tecnologia amplia a capacidade investigativa, dando
condigOes para que os alunos verifiquem particularidades que, da forma tradicional, talvez
ndo conseguissem observa-las.

Borba e Villarreal (2005), em seu livro*®, propdem a teoria dos seres-humanos-com-
midias defendendo que o conhecimento é produzido por uma coletividade que se constitui de
seres humanos que trazem consigo as tecnologias que estdo a nossa disposicao, dentre elas as
midias digitais. Com esta perspectiva tedrica, 0s autores acreditam que as midias que
veiculam de forma dinamica som, escrita e imagem, reorganizam o pensamento humano, pois
quando se busca resolver um problema matematico elas enriquecem as ac¢des do usuario. Os
autores alertam para que ndo se considere a tecnologia como um mero acessorio, mas sim
como um componente que se agrega a nossa forma de pensar. E o que eles chama de
moldagem reciproca - por um lado a midia influencia a forma de desenvolver determinadas
acoes, mas por outro lado € o usuario que toma as decisdes de uso da midia.

Shaffer e Clinton (2006) também introduzem um novo conceito — as
“ferramentasparaopensamento” com a qual procuram abarcar a ‘“relagdo reciproca entre
ferramentas e pensamentos, entre pessoas e objetos” (Shaffer e Clinton, 2006, p. 291). Esta
forte inter-relagdo entre pessoas e objetos caracteriza uma “teoria da mente distribuida”, que
busca entender os efeitos criados e reforcados na interacdo social proporcionada pelas

“ferramentasparaopensamento”. Shaffer e Clinton (2006) enfatizam que :

** Humans-with-media and reorganization of mathematical thinking: information and communication
technologies, modeling, experimentation and visualization (2005).
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Nesta perspectiva, a razdo para a introducdo de novas tecnologias em sala de aula
ndo é recriar atividades existentes, mas sim para permitir possibilidades mais
interessantes que novas ferramentasparaopensamento fornecem. Como ndo existem
pensamentos independentes de instrumentos (ou ferramentas desprovida de
pensamento), a inteligéncia é sempre a colaboracéo de
ferramentasparaopensamento. (SHAFFER e CLINTON, 2006, p. 294)

Quanto a aprendizagem da Geometria, existem muitos recursos tecnoldgicos. Alguns
softwares disponiveis sdo o Cabri Géometre, Wingeometric, Shapari, Régua e Compasso, Dr.
Geo, Geogebra, Calques 3D, entre outros. Diversos videos, que fazem parte do TV Escola,
tratando deste assunto, também estdo disponiveis no site de dominio publico do MEC, e
alguns titulos sdo “Mao na forma”, “Forma que se transforma” e “Arte e Matematica”. Outros
sites disponibilizam acesso a bibliotecas digitais, nos quais existem muitos trabalhos com
Matematica, em particular com Geometria. Neste universo, cabe aos professores uma busca
minuciosa, bem como o estudo e analise dos recursos para que haja um bom aproveitamento
em sala de aula.

No ambito da aprendizagem da Geometria Espacial , o software Calques 3D pode ser
uma interessante ‘ferramentaparaopensamento”. Ele pode propiciar a ampliacdo da
capacidade de visualizacdo dos s6lidos geométricos. Na proxima secdo apresentamos uma

breve analise dos recursos deste software.

2.3.1 O Calques 3D

O Calgues 3D ¢é um software de Geometria dindmica que pode auxiliar na
aprendizagem da Geometria Espacial. Ele foi desenvolvido por Nicolas Van Labeke** e esté

disponivel para download em http://www.calques3d.org/download.html. E software que roda

na plataforma Windows e tem a grande vantagem de ser gratuito.

O software foi concebido para realizar construcdes no espaco tridimensional. Nele, o
usuario consegue modificar o sistema de referéncia espacial, escolher a perspectiva e
modificar o ponto de vista, e assim pode observar e explorar formas geométricas espaciais. As

construcdes sdo dinamicas® o que significa que podem ser alteradas no tamanho e posic&o

* 0 software faz parte de sua tese de doutorado intitulada Prise en compte de I'usager enseignant dans la
conception des EIAO. Illustration dans Calques 3D, realizada na Universidade Henri Poincaré, Nantes | no ano
de 1999.

* O termo Geometria dinamica foi utilizado inicialmente por Nick Jakiw e Steve Rasmussen da Key Curriculum
Press, Inc. para diferenciar os tipos de softwares destinados ao trabalho com Geometria. Os softwares
envolvidos com na Geometria Dindmica permitem a criacdo e manipulacdo de figuras geométricas que tomam
como ponto de partida suas propriedades.


http://www.calques3d.org/download.html
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espacial através do ‘“arrastar” pontos (movimentar a construgdo sem modificar suas
caracteristicas) , criando-se as condi¢Ges para descobrir propriedades que estdo no solido
construido. Van Labeke (1998) descreve trés objetivos que nortearam a concepcao do Calques
3D:

v' Observacdo: permite que se possa ver e entender a terceira dimensdo através de
modificacBes no sistema de referéncia espacial (construgdes com 0s eixos cartesianos,
construcdes apenas sobre um plano, etc) ou na escolha do tipo de perspectiva
(cavaleira ou obliqua); permite também alterar o ponto de vista do observador e o
modo de exibicdo visual (open GL 3D), bem como escrever comentérios sobre 0s
objetos em estudo.

v/ Construcdo: permite uma construcdo dinamica de so6lidos usando elementos
geométricos basicos (pontos, linhas, planos, intersecdo, paralelas, perpendiculares,
etc.)

v Exploragdo: permite que se possa explorar e descobrir as propriedades geométricas
dos sélidos (arrastando pontos-base, mudando o ponto de vista do observador, etc.)

No que segue apresento algumas das ferramentas disponiveis no software. As
construcdes fazem uso de conceitos geométricos basicos. A interface do software é simples e
oferece um conjunto de ferramentas para a constru¢do de objetos tridimensionais tais como
pontos, retas, planos, circulos, poligonos, cubos, cilindros e esferas.

O seu conjunto de ferramentas também apresenta a possibilidade de marcar (construir)
a intersecdo entre dos objetos citados e realizar e construcbes que envolvam
perpendicularidade e paralelismo. Ao construir uma figura podemos mudar o angulo de
visualizacdo e também configurar o sistema de referéncia (Figura 2), ferramentas que

proporcionam uma melhor percepcao tridimensional do objeto.
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Figura 2 — Diferentes referenciais e pontos de vista no Calques 3D

Fonte: Elaborada pela autora

Para acompanhar os passos de construgdo existem duas maneiras: uma janela que
descreve o histdrico da construcdo e uma janela que esboca um Diagrama de arvore que
estabelece uma relacdo de dependéncia entre os objetos. Com estas janelas pode-se também
posteriormente analisar 0s passos realizados em cada constru¢ao. Outro recurso disponivel e
interessante é a janela Mathpad, na qual é possivel exibir as coordenadas e equacOes
cartesianas dos objetos. Também sédo oferecidas ferramentas para animagéo, macros e rastros
de objetos. Para aprender a usa-las, além de tutoriais disponiveis na internet existem videos de
demonstracGes de algumas ferramentas e construgdes realizadas no software em péginas do
you tube*®,

As ferramentas disponibilizadas no Calques 3D estabelecem um elo intermediario
entre uma representacdo bidimensional, que € apresentada nos livros didaticos e o objeto (ou
modelo) real. Ao realizar uma construcdo no Calques 3D o aluno tem condic¢des de modificar
seu ponto de vista auxiliando-o0 na sua compreensdo e resolucgdo de davidas.

Podemos tomar como exemplo a construcdo de um octaedro inscrito em um cubo. Para
esta construcdo, o aluno inicia pelo cubo. Para construi-lo no software basta marcar dois
pontos e em seguida, utilizar a ferramenta cubo. Ao construir o octaedro o aluno deve

imaginar o cubo (tridimensional) e a posicdo na qual devera construir o octaedro. Este

% Alguns tutoriais sobre o Calques 3D:
http://mais.uol.com.br/view/i54gm6ahdxbb/calques-3d--ponto-livre-dar-nome-e-suprimir 0402356CD0913326?types=A&
http://mais.uol.com.br/view/i54gm6ahdxbb/calques-3d--paralelas-e-perpendiculares-0402316 AD4913326 2types=A&
http://mais.uol.com.br/view/i54gm6ahdxbb/calques-3d--polgonos-circunferncias-e-arcos-0402306 CD49133262types=A&
http://www.youtube.com/watch?v=2ZCAeHPvjnk
http://mais.uol.com.br/view/i54gm6ahdxbb/calques-3d--paralelas-e-perpendiculares-0402316 AD49133262types=A



http://mais.uol.com.br/view/i54gm6ahdxbb/calques-3d--ponto-livre-dar-nome-e-suprimir%200402356CD0913326?types=A&
http://mais.uol.com.br/view/i54gm6ahdxbb/calques-3d--paralelas-e-perpendiculares-0402316AD4913326?types=A&
http://mais.uol.com.br/view/i54gm6ahdxbb/calques-3d--polgonos-circunferncias-e-arcos-0402306CD4913326?types=A&
http://www.youtube.com/watch?v=2ZCAeHPvjnk
http://mais.uol.com.br/view/i54gm6ahdxbb/calques-3d--paralelas-e-perpendiculares-0402316AD4913326?types=A
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raciocinio € dificil para o aluno, pois este tipo de construcdo dificilmente € realizado com
material concreto. O software nos permite realizar experiéncias na construgcdo, encontrando a
melhor posicao para construir o octaedro. Na Figura 3, temos 0s passos para a construcdo, que
se inicia pelo cubo, em seguida a construcdo dos pontos centrais de cada face (através do

ponto médio da diagonal de cada face) e ap6s a construgdo das arestas do octaedro.

Figura 3 — Construcdo de um octaedro inscrito num cubo.

Fonte: Elaborada pela autora

Os professores que ja conhecem softwares de Geometria dinamica bidimensionais
como Régua e Compasso ou Geogebra, vao sentir, de imediato, que no Calques 3D ndo temos
a disposicdo a ferramenta compasso — aquela que constréi um circulo dado seu centro e raio.
Isto dificulta, por exemplo, a construcdo de poligonos regulares com os meétodos de
construcdo com régua e compasso. Mas a principal finalidade do software Calques 3D € a
realizacdo de construcdes, observacdo e exploracdo figuras geométricas espaciais, e isto se
consegue realizar com relativa facilidade através dos principais conceitos de Geometria.

No proximo capitulo trato da construcdo de uma proposta didatica que inclui o uso do

software Calques 3D como uma ferramentaparaopensamento. Busca-se através da interacdo
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entre alunos e software desenvolver a capacidade de visualizacdo e observagdo e, assim
desenvolver habilidades para reconhecer as propriedades e relacbes que se apresentam nos
objetos espaciais, mesmo quando representados de forma estatica no papel e portanto

exigindo o uso da imaginacao visual.
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3 ACONSTRUCAO DE UMA PROPOSTA DIDATICA

A escolha do tema desta proposta de trabalho baseia-se, principalmente, na minha
experiéncia no ensino de Geometria Espacial, nos ultimos dez anos, que mesmo buscando a
aplicacéo de novas metodologias, identifica dificuldades dos alunos no momento da resolugao
de exercicios que exigem a aplicacdo de conceitos j& apresentados em sala de aula.

Durante estes anos de experiéncia constatei a importancia de desenvolver os conceitos
de Geometria Espacial de forma significativa e atrativa, através de conexdes do contelido com
a realidade, visando suas aplicagdes nas mais diversas situagdes-problema apresentadas em
exercicios de aula e livros, concursos diversos e vestibulares ou ainda em situacGes cotidianas.

Ao longo dos meus anos de pratica, diversas tentativas de metodologias foram testadas,
dentre elas as técnicas de perspectiva e 0 uso de maquetes tridimensionais. Porém, quando
apresentadas situacdes-problema envolvendo sélidos geométricos mais elaborados, os alunos
apresentam dificuldade.

As tentativas ja realizadas durante estes anos de pratica e 0s novos conhecimentos
desenvolvidos durante o0 Mestrado em Ensino de Matematica me remetem a algumas questdes
motivadoras para este trabalho de pesquisa:

v Como auxiliar os alunos na melhoria de sua capacidade de visualizacdo?
v’ Seria o trabalho com software de Geometria dindmica uma experiéncia valida?

O trabalho usa os pressupostos da Engenharia Didatica. A Engenharia Didatica é uma
metodologia de pesquisa que se constitui na formulacao, realizagdo, observacéo e analise de
uma sequéncia de ensino projetada por um professor-engenheiro (Douady, 1995). O professor
realiza uma analise a priori desta sequéncia de ensino e durante sua aplicacdo vai adaptando-
a a sua realidade (ao seu grupo de alunos). Através da Engenharia Didatica o professor passa
a refletir e avaliar sua acdo pedagdgica, buscando redirecionar sua pratica, pois durante sua
reflexdo ele busca entender as dificuldades encontradas pelos alunos, o que influenciaré sua
acdo pedagogica. Cabe ao professor criar condi¢cdes para que os alunos se apropriem do
conhecimento proposto em cada uma de suas atividades. A Engenharia didatica prevé quatro
fases e que neste trabalho assim se constituem: analises prévias e € disto que trata o capitulo
2; a concepcdo de uma sequéncia didatica acompanhada de uma anélise a priori,
detalhamento a ser feito neste capitulo 3; a experimentacdo e andlise a posteriori, aspectos
que serdo abordados no capitulo 4.
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Como parte inicial da pesquisa, além das fases das analise prévias e da concepcédo da
sequéncia didatica acompanhada de andlise a priori, tem-se:
v" uma avaliacdo inicial dos alunos da turma que participa da pesquisa, tanto em relacédo
a sua linguagem geométrica quanto ao conhecimento de propriedades geomeétricas, e
isto sera feito através de um pré-teste que envolve algumas questes do proprio teste
de Van Hiele e outras que exploram a visualizagdo de sélidos geométricos;
v' uma retomada, pelo professor, de alguns contetdos de Geometria Plana (antes de
iniciar-se a sequéncia didatica projetada) nos quais os alunos serdo avaliados.
Apos a fase de implementacdo da sequéncia didatica acompanhada de andlise a
posteriori , tem-se também como parte final da pesquisa:
v" em sala de aula serdo desenvolvidos os contetidos tradicionais relativos aos sélidos
geométricos prismas e cilindros, e serdo resolvidos correspondentes exercicios;
v' 0s alunos serdo avaliados quanto aos contetdos desenvolvidos na sequéncia didatica
com o Calques 3D e em sala de aula.
No que segue, na secdo 3.1 passo a detalhar a parte inicial da pesquisa, que trata do
perfil da turma que participa da pesquisa. Na secdo 3.2 apresento a concep¢do da sequéncia

didatica acompanhada de analise a priori (segunda fase da Engenharia Didatica).

3.1 Conhecendo os alunos

Este trabalho de pesquisa é realizado com uma das quatro turmas de 3° ano do Ensino
Médio de uma escola privada de Novo Hamburgo — RS, no ano de 2010. Esta turma sera
sempre referida como “Turma Especial”.

Esta Turma Especial tem 32 alunos, com idades variando de 16 a 18 anos. A maioria
da turma, 21 alunos, estuda na escola desde o Ensino Fundamental; os outros 11 alunos
ingressaram na escola apenas no Ensino Médio. Destes 11 alunos, apenas uma aluna, iniciou
seus estudos na escola no 2° ano do Ensino Médio e os demais ingressaram no 1° ano.

Como fui professora da turma também no 2° ano do Ensino Médio conhe¢o algumas
particularidades da turma. A turma é bastante agitada, porém bastante questionadora e
participativa. Dois alunos desta turma séo considerados de inclusdo neuroldgica (cognitiva)
através de laudos médicos e sdo avaliados atraves de parecer descritivo. Outra particularidade

da turma é que eles antes do 2° ano eles ndo estavam acostumados a utilizar softwares na aula
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de Matemaética. Eu, como professora deles utilizei o software Geogebra e alguns objetos de

aprendizagem sobre trigonometria quando estavam no 2° ano.

Para avaliar o conhecimento prévio da turma, em Geometria, realizei um pré-teste

(APENDICE A) contendo questdes do Teste de Van Hiele relativas a conceitos iniciais da

Geometria Plana tais como as posi¢des entre retas (paralelas e perpendiculares) e sobre

poligonos (triangulos, quadrados e retangulos). As outras questbes envolvem raciocinio

espacial, como por exemplo, fornecer a planificacdo de um sélido e identifica-lo “montado”,

imaginar a composi¢do de um sélido oriundo de outros.

Analisando as respostas dos alunos, os seguintes resultados foram obtidos:

Quadro 2 — Anélise das respostas dos alunos ao pré-teste.

Todas

alternativas

Falta de alguma

das alternativas

Uma alternativa

errada (as outras

Todas erradas

(mesmo sendo

corretas corretas (sem corretas) apenas uma
erros) marcada)
Questéo 1 25 7 - -
Questéo 2 30 - 2 -
Questdo 3 24 3 5 -
Questéo 4 12 1 9 10
Questdo 5 17 4 9 2
Questéo 6 15 17 - -
Questéo 7 27 - - 5
Questdo 8 6 12 12 2
Questdo 9 15 - 17 -
Questdo 10 20 - 1 11
Questdo 11 19 - - 13
Questéo 12 25 - - 7

Fonte: Elaborado pela prépria autora

Ao analisar o pre-teste percebe-se que os alunos ainda apresentam dificuldades com os

conceitos e propriedades iniciais da Geometria Plana. Os percentuais de erros mostram isto:

1. No reconhecimento das figuras planas: tridngulos (22%), quadrados (6%), retangulos e

paralelogramos(25%).
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2. No conceito de retas paralelas e, como consequéncia, de retas perpendiculares e

concorrentes (47%).

3. Caracteristicas dos retangulos (53%).

Nas questdes envolvendo Geometria Espacial, percebe-se que os alunos apresentam as
seguintes dificuldades:

1. Visualizacdo de um solido, conhecendo a sua planificagdo: questdo 7 (16%), questdo

10 ( 38 %), questdo 11 (41%).

2. Visualizacao das semelhancas e/ou diferencas entre os sélidos: questédo 9 (53%).
3. Visualizacdo da sobreposicdo de dois sdlidos para formacdo de um novo sdélido:

questdo 8 (81%).

4. Visualizacdo das caracteristicas da representacdo plana de um sélido geométrico:

questdo 12 (22%).

Esta avaliagdo mostrou que os conteddos de Geometria Plana precisavam ser
retomados pelo professor, antes de dar inicio ao estudo da Geometria Espacial. Analisando as
respostas apresentadas no pré-teste pode-se considerar que os alunos se encontram
distribuidos, no maximo, até o nivel 3, dos niveis de Van Hiele. Como no pré-teste ndo foi
solicitada nenhuma demonstracdo, porém 4 alunos acertaram todas as questdes, considero
possivel que estejam habilitados até o nivel 3 da classificacdo de Van Hiele.

Assim, os seguintes conteldos de Geometria Plana foram retomados com o0s alunos:
Teorema de Tales; semelhanca de figuras planas (especialmente os triangulos); escalas;
Teorema de Pitagoras; areas das figuras planas. A retomada destes conteudos, durante trés
semanas (9h/a), foi através de aulas expositivas e utilizacdo do livro-texto®’ adotado pela
escola. Apos a retomada de cada assunto, 0s alunos realizaram os exercicios do livro e outros
devidamente reproduzidos em folhas de exercicios.

Apos estas aulas, uma avaliagdo inicial (APENDICE B) sobre os contelidos listados
acima foi realizada com a Turma Especial e também com as demais turmas do 3° ano do
Ensino Médio e as notas médias, por turma, foram:

v" Turma Especial: 5,88
v' Turma A: 5,64
v’ TurmaB:7,74
v' Turma C: 5,64

*" Livro-texto: Matematica — construgéo e significado. Autor: José L. P. Mello. Editora Moderna.
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O Quadro 3 permite comparar os resultados obtidos pelas turmas de 3° ano da escola, e

mostra que a Turma Especial ndo é a que apresenta o melhor rendimento.

Quadro 3 — Notas obtidas na avaliacdo de Geometria Plana

Notas entre 5,0 e 7,0
Notas inferiores a 5,0 Notas superiores a 7,0
b=x=7
Turma Especial 12 (37,5%) 8 (25%) 12 (37,5%)
Turma A 13 (45%) 3 (10%) 13 (45%)
Turma B 6 (21%) 2 (7%) 20 (72%)
Turma C 10 (37%) 8 (30%) 9 (33%)

Fonte: Elaborado pela propria autora

Ao analisar a resolucédo das questdes, duas delas chamam a atencdo pela sua forma: a

questdo 1 e a questédo 6b.

1. SeOE=16,TO=4¢e AE =20, calcule AR.

A

R O E

Na resolucdo da questdo 1, a utilizacdo de semelhanca de triangulos se faz necessaria,
porém, por se tratar de tridngulos retdngulos os alunos buscam a solucdo através do Teorema

de Pitagoras, cometendo erros, ilustrados nas diferentes resolugcfes dadas na Figura 4.
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Figura 4 — Recortes da avaliagdo dos alunos. Resolucdo da Questéo 1.

A

1. Se OE = 16, TO = 4 e AE = 20, calcule
AR.

1. Se OE = 16, TO = 4 e AE = 20, calcule A
AR.

Fonte: Material dos alunos

Um numero consideravel de alunos (15) tentou a solucdo através do Teorema de
Pitagoras. Os alunos demonstraram conhecimento do teorema porém ele ndo € necessario para
a resolucdo da questdo. Eles associaram, de forma automatica, o tridngulo retangulo ao
Teorema de Pitadgoras, sem avaliar outras propriedades - nesta questdo ha necessidade de
visualizar triangulos semelhantes. A questdo foi debatida apds a devolucdo das avaliagdes,

com destaque para este fato.

6. Calcule a &rea pintada, de cada figura.

b)
10 cm

¥ LI %

14 cm
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Na questdo 6b, uma das resolugdes que considero mais simples é: calcular a &rea do
trapézio e diminuir o tridangulo de cor branca. Porém, poucos alunos (4) utilizaram esta

estratégia, buscando outras estratégias conforme a Figura 5.

Figura 5 — Recortes da avaliacdo dos alunos. Resolug¢des da Questdo 6b — 12 parte

A B

b) J
b) Avun tdnd
\_\_“’ /-.\ LS QACm

10em

\ AN @
- .
B £

14 cm

XxXcm

Fonte: Material dos alunos

Na resolugdo apresentada na Figura 5A, o aluno separou a figura num retangulo e um
triangulo. O aluno considerou o triangulo branco como metade do retangulo, calculando a
area de cada um somando-as em seguida. Na resolucdo da figura 5B, o aluno realizou a
resolucéo sugerida anteriormente.

Apobs a devolugdo das provas foram realizados questionamentos sobre essa questdo
tentando minimizar as duvidas.

Nas duas solucbes, apresentadas na Figura 6 (A e B) os alunos consideraram o
tridngulo do lado direito, como isdsceles e sua altura dividindo-o ao meio. Porém esta
informac&o néo foi fornecida, mas a figura induz a esta conclusdo. Por esta informagédo néo
ser fornecida de forma clara, este tridngulo poderia ser escaleno, mas com uma diferenca
pouco visivel, podendo levar os alunos ao erro. Esta questdo indica um cuidado a ser
considerado na elaboracdo de questfes deste tipo, pois deve estar destacado na figura, ou no
texto, quando o tridngulo considerado € do tipo escaleno como mostra, por exemplo, a Figura
6C.
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Figura 6 — Recortes da avaliagdo dos alunos. Resolucdes da Questdo 6b — 22 parte
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Fonte: Material dos alunos

A utilizacdo do Teorema de Pitagoras na resolucdo da questdo 6b, mesmo nem sempre
correta ou necessaria, mostra novamente que este conteldo esta muito presente para 0sS
alunos. Porém, muitos dos alunos ndo conseguiram avaliar adequadamente quando a sua
utilizacdo se fazia necesséria.

Apos a aplicacdo do pré-teste, a revisdo de conteddos e avaliacdo individual verificou-
se as principais dificuldades dos alunos, que vdo desde o reconhecimento das figuras,
aplicacdo de conceitos e dificuldades de calculo. Os contetdos revisados foram importantes
para a continuidade da proposta de trabalho, pois os alunos necessitam especialmente
reconhecer as figuras planas que formam as faces dos objetos tridimensionais que serdo
estudados, bem como a relacdo de seus elementos, que se utilizam do Teorema de Pitagoras e

proporcionalidade.

3.2 A proposta didatica

Na construcdo desta proposta, a metodologia de pesquisa utilizada é a Engenharia
Didatica, conforme descri¢do na pagina 41. Para dar inicio ao relato da proposta, cabe aqui
frisar que nenhum trabalho relativo as nomenclaturas especificas de Geometria Espacial foi
realizado com os alunos da turma de aplicacdo. Antes de dar inicio as atividades da sequéncia

e, portanto ndo fazendo parte da sequéncia didatica, apenas 0s principais conceitos da
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Geometria de posicdo foram desenvolvidos por serem necessarios para a utilizacdo do
software Calques 3D nas construcfes propostas. Considerando estas observagdes expostas,
passo a tratar da proposta de sequéncia didatica a ser testada na turma de 3° ano escolhida.

A sequéncia didatica consiste em um conjunto de atividades distribuidas em cinco
Encontros, num total de 8 horas/aula e trata da construcdo de sélidos geométricos no software
Calques 3D (o software foi apresentado no capitulo 2).

As atividades propostas serdo fornecidas aos alunos em folhas que contém as figuras
(em perspectiva ou planificadas) ou a sua descricdo. Cada conjunto de atividades, tem

objetivos diferentes, como indica o Quadro 4.

Quadro 4 — Planejamento para aplicacdo da sequéncia didatica

Obijetivos
12 atividade Realizar as construgdes, no Calques 3D, a
Encontro 1 (1 h/a) part_ir_da representacdo em p(_erspectiva. _
22 atividade Verificar e aplicar os conceitos da Geometria
de posicdo desenvolvidos.
12 atividade Realizar a construgdo dos solidos a partir da
sua representagdo em perspectiva.
Encontro 2 (2 h/a) 22 atividade Realizar a construgdo dos solidos a partir de
sua planificacéo.
32 gtividade Descrever as caracteristicas dos solidos
construidos.
o Realizar a constru¢do dos sélidos presentes
1% atividade em questdes do livro, observando as
Encontro 3 (1 h/a) caracteristicas fornecidas em cada questio.
22 atividade Descrever as caracteristicas dos solidos
construidos.
Encontro 4 (2 h/a) Construir o sélido proposto e suas subdivisdes
Encontro 5 (2 h/a) Realizar as construgcbes dos  solidos
observando as descri¢Oes textuais fornecidas.

Fonte: Elaborado pela propria autora

Em cada Encontro os alunos recebem a folha contendo as atividades do dia para realizar
em duplas no laboratério de informaética da escola. As folhas de atividades encontram-se, na
integra, no Apéndice E.

Para a organizacdo dos trabalhos no laboratério de informatica os seguintes
procedimentos, para os alunos, estao previstos:

v" Salvar os arquivos contendo as construgdes realizadas, mesmo que incompletas, na

pasta especifica da turma.
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v Enviar os arquivos contendo as atividades para o e-mail da professora , ao final de
cada Encontro, mesmo que com atividade incompleta.
v Iniciar uma nova atividade apenas ap6s o término das atividades anteriores.

A seguir apresento a anélise a priori da sequéncia didatica. Estas analises, conforme o0s
principios da Engenharia Didatica registram minhas expectativas quanto a aprendizagem dos
alunos. A analise vai se concentrar nas atividades que mais refletem o propdsito de cada
Encontro, o qual estd sempre relacionado com o desenvolvimento de habilidades para
visualizagdo espacial. As construgbes a serem feitas ao longo dos diferentes Encontros
apresentam diferentes graus de dificuldade, dependendo do tipo de informac&o que é dada ao
aluno: se representacdo espacial em perspectiva ou se planificagdo ou se apenas uma

descricdo textual. A sequéncia didatica, na integra, esta no Apéndice E.
3.2.1 Encontro 1

As construcdes a serem feitas, com representacdo em perspectiva de cada solido, tém
como objetivo a aplicagdo dos conceitos da Geometria de posicdo tais como: posicOes
relativas entre planos, dadas nas faces de um sélido; posicdes relativas entre retas, dadas nas
arestas do solido.

Na construcdo proposta na Atividade 1 - um paralelepipedo®® com representacdo em

perspectiva - € exigida esta visualizacdo espacial de posicoes.

1. Construa um paralelepipedo, nomeie seus vértices por A, B, C, D, E, F, G e H,
conforme figura abaixo:

Considerando esse paralelepipedo e os planos determinados pelas faces,
resolva as questdes:

a) Marque de verde todos os planos que contém a reta DEe sdo
perpendiculares ao plano EFGH.

b) Marque de azul o plano diagonal ACFH. Ele é perpendicular ao plano
EFGH? Por qué?

c) A reta CF é perpendicular ao plano EFGH. Qual é a posicdo dos planos
CDEF, ACFH, BCFG ao plano EFGH?

d) Marque de vermelho uma reta e um plano que sdo perpendiculares ao plano
ABGH, de tal forma que a reta considerada esteja contida no plano marcado.

* O paralelepipedo aqui considerado é o paralelepipedo reto-retangulo, ja conhecido pelos alunos de anos
anteriores.
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e) Marque de amarelo, se houver a interseccdo dos planos ADEH E EFGH.

f) Qual é o plano perpendicular ao plano ABCD e que contém a reta GH ?
Marque-o de marrom.

Para a realizar a construcdo, os alunos devem usar os conceitos de paralelismo e
perpendicularismo, tanto entre retas, como entre retas e planos ou ainda entre planos. Para que
sua construcdo fique bem feita, estas relagfes devem ser constantemente observadas. Por
exemplo, na construcdo da face (base) inferior do paralelepipedo — um retangulo - os
conceitos de retas paralelas, perpendiculares e interseccdo entre retas se fazem necessarios,

conforme mostra Figura 7.

Figura 7 — Exemplo da construcdo de um retangulo.

Fonte: Elaborada pela autora

J& na construcdo das faces laterais é usado o conceito de reta perpendicular a um
plano. A Figura 8 da uma ideia do procedimento de construcéo a ser feito e procura ilustrar o
grau de exigéncia de visualizacdo espacial. O s6lido em questdo € bastante simples, pois

envolve posicdes relativas com perpendicularidade e paralelismo .

Figura 8 — Passos para a construcdo do paralelepipedo da Atividade 1 — Encontro 1

Py

23 G

Fonte: Elaborada pela autora

Na segunda atividade, os alunos seguem trabalhando com as posicGes relativas entre
retas e planos. Uma ideia do procedimento de construcdo estd na Figura 9. A partir do

paralelepipedo construido para a parte inferior, primeiramente pode-se encontrar 0 ponto



52

médio de suas arestas superiores (anterior e posterior) para estabelecer a posi¢do em que sera
colocada a aresta superior deste sélido (cumeeira). Em seguida constréi-se duas retas normais
passando por estes pontos médios. Numa destas retas normais, marca-se um ponto sobre ela,
que servird para construir a aresta superior (cumeeira). Para concluir a construcdo utiliza-se,
por exemplo, uma reta perpendicular passando por este ponto e interseccdo entre a reta
normal (posterior) e esta perpendicular, podendo agora concluir a construcdo. Para a parte
superior da construcdo, os alunos devem sentir dificuldades, pois a construcdo do prisma

triangular exige estratégias que eles ndo estdo acostumados.

Figura 9 — Passos para construcdo do prisma da Atividade 2 — Encontro 1

Fonte: Elaborada pela autora

Outra observagdo importante é sobre a constru¢do dos poligonos que representam as
faces. Estes poligonos somente podem ser construidos se os Vértices, de cada face, estdo no
mesmo plano, ou seja eles ndo podem ser construidos com pontos quaisquer. Para construi-los
necessita-se utilizar retas normais que passam pelos vértices da base (para as arestas) e

colocé-los sobre elas.
3.2.2 Encontro 2

Neste Encontro sdo propostas construcdes de solidos a partir de representacdes em
perspectiva (Atividade 1) ou de planificacdo (Atividade 2).
Nesta Atividade 1, os solidos sdo mais complexos do que aqueles explorados no

primeiro Encontro. Eles sdo compostos por cubos e paralelepipedos:

1. Construa as pecas representadas abaixo, constituidas por cubos e
paralelepipedos retos:
a) b)
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Na primeira figura, ha uma sobreposi¢cdo de cubos. Como existe, no Calques 3D, uma
ferramenta para construcdo de cubos, a construcdo deve ser facilmente executada pelos
alunos. Eles devem ter apenas cuidado na sobreposicdo do cubo menor, para que ele se
posicione sobre a face superior.

Na segunda figura, deve ser construido um cubo e posteriormente um paralelepipedo
interno, e aqui critérios de construcdo para os vértices deste paralelepipedo precisam ser
estabelecidos. Acredito que ap6s as construcdes anteriores, do Encontro 1, os alunos vao ter
cuidados para construir o poligono da base do sélido observando o paralelismo e
perpendicularismo e para construir as retas normais que véao originar as faces.

Com as construcGes da Atividade 1, espera-se que os alunos observem a sobreposicéo
de faces e que também entendam sobre o aparecimento de novas faces quando se retira
solidos do interior de outro solido. Quando este tipo de situagdo surge em exercicios de areas
e volumes, os alunos apresentam dificuldade na determinacdo das faces que devem ser
consideradas no calculo de areas (a sobreposi¢do resulta em exclusdo de faces e os “furos”
resultam em aumento de faces) e no calculo de volume os alunos apresentam dificuldades de
compreender que esta peca sera retirada e também de definir os elementos necessarios para o
calculo do volume desta peca.

Provavelmente os alunos vao apresentar maiores dificuldade na constru¢do do segundo

solido. A construgdo esta esquematizada na Figura 10.

Figura 10 — Passos para a construcdo do prisma b) da Atividade 1- Encontro 2

Fonte: Elaborada pela autora
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Na Atividade 2 do Encontro 2 sdo dadas as planificacbes de alguns solidos. As
construcdes devem se aproximar, o maximo possivel do solido gerado pela planificagdo.
Geralmente os alunos apresentam dificuldade em exercicios que exigem célculos de volume a
partir da planificagdo de um solido. Nesta atividade eles necessitam visualizar o objeto
tridimensional, para passar para sua representacéo no software. Na realizagéo desta atividade,
é permitida a utilizacdo de papel, 1apis, régua, tesoura e cola para a construcdo efetiva dos
solidos. Isto pode ser necessario, para que bem visualizem o sélido e entdo implementem a

construgdo no Calques 3D.

2. Construa os sélidos resultantes das planificacdes abaixo:
a) b) ©)

L]

Acredito que o sélido com maior grau de dificuldade, tanto de visualizacdo quanto
de construcdo € o dado pela planificacdo c). A necessidade de construcdo de uma maquete
tridimensional deve ser apresentada, pelo menos, nesta figura. Uma maneira de construir o
solido, no Calques 3D, esta representada na Figura 12, porém outras estratégias podem ser
apresentadas pelos alunos. A construcdo deste sélido, pode ser iniciada pela escolha do
quadrado como base. Para a construcdo dos trapézios laterais, primeiramente constroi-se o
ponto médio de dois lados do quadrado, conforme mostra a Figura 11. Em seguida, constréi-
se retas normais passando por eles. Sobre uma dessas retas normais, coloca-se um ponto (que
servira de altura do trapézio). Por esse ponto, constrdi-se uma reta paralela a base, na qual
serdo marcados os veértices do trapézio (podem ser marcados com o icone ponto simétrico
para que figuem a mesma distdncia das retas normais). Apds a constru¢do de todos 0s

vértices, a figura pode ser construida, conforme a Figura 11.
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Figura 11 — Construgdo do solido c) da Atividade 2 — Encontro 2

Fonte: Elaborada pela autora

Ainda no Encontro 2, apds a realizagdo das construcdes os alunos devem fazer, na
Atividade 3, breves descri¢des das caracteristicas dos sélidos construidos. Com esta atividade
posso observar e analisar 0s conceitos e relacGes que os alunos ja possuem sobre os sélidos

em questéo.

3.2.3 Encontro 3

Neste Encontro os alunos se familiarizam com solidos geométricos envolvidos nas
questdes do livro texto adotado na escola, para isto realizando suas construcées. Estes solidos
possuem caracteristicas semelhantes aos sélidos dos Encontros anteriores. Para construi-los
adequadamente, os alunos devem observar as caracteristicas fornecidas pelas questdes do
livro, tanto nas figuras quanto nas descrices. Se necessario, podem fazer uso recortes e
dobraduras para a visualiza¢ao dos solidos propostos.

Agora, usando representacdes de solidos que sdo apresentadas nos livros didaticos,
busca-se observar a desenvoltura dos alunos quanto a visualizacdo espacial de tais solidos,
isto através das construcbes a serem feitas no Calques 3D. Também se quer observar as
possiveis evolugdes dos alunos em relagdo as construcdes feitas nas aulas anteriores.

Acredito que os alunos véo apresentar maior dificuldade na construcdo dos itens a) e
d) da Atividade 1 proposta neste Encontro. No item a), pela dificuldade em visualizar sélido



56
que estd no interior do cubo, sua centralizacdo e construcdo; no item d) por serem

planificacdes de sélidos irregulares e portanto de dificil visualizagéo.

1. Construa os solidos representados nas seguintes questdes do livro Matematica-
construcéo e significado:

a) 34 da pégina 465; a) d) |
b) 89 da pagina 476, ] AN

) pagi ! o %
c) 11 da pagina 682; 6. ‘7'?1'2“ .

d) 13 da pagina 683.

Na Figura 12, estdo indicados alguns passos para a construcdo dos solidos

correspondentes aos itens a) e d).

Figura 12 — Construgdes dos solidos os itens a) e d) — Encontro 3

Fonte: Elaborada pela autora

Apos a realizagdo das construgdes novamente os alunos devem fazer, na Atividade 2
deste terceiro Encontro, breves descricdes das caracteristicas dos solidos construidos, nas
quais devem ter dificuldade de expressdo. Estas descricdes servem inclusive para analise e

comparagdo com a atividade do Encontro anterior.
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3.2.4 Encontro 4

Neste Encontro os alunos entram em contato com a decomposicdo de um soélido
geométrico em outros e também precisam visualizar esta decomposicdo. Inicialmente eles
constroem, no Calques 3D, um prisma triangular reto. Apds, dentro dele, devem construir
trés piramides, conforme as figuras dadas na folha das atividades. Esta construgdo sera

utilizada, posteriormente, para demonstrar a formula do volume de uma piramide.

Construa um prisma triangular reto. Apos, dentro deste prisma, construa a
sequéncia de pirdmides indicadas nas figuras abaixo.

10 20 30 40
< i e

Para construir a primeira piramide basta que ligue os vértices da base inferior (ABC)
ao vertice D; para a segunda o procedimento é similar ligando-se os vertices da base
superior (DEF) ao Vértice A; quanto a terceira liga-se o veértice A aos vértices C, D e E, e
finalmente o vértice C aos veértices D e E. Para o célculo volume, a visualizacdo de que a
terceira piramide possui 0 mesmo volume das anteriores é problematico, pois devera ser
comprovada a equivaléncia dos triangulos ABC e ACD, que sera feita posteriormente. Nesta
atividade o objetivo é realizar a construgdo que auxiliard na comprovagdo de que estas trés
piramides (que compdem o prisma triangular) possuem volumes iguais.

Quanto a construcdo propriamente, acredito que nesta atividade os alunos nao
enfrentem dificuldade, pois ja realizaram diversas constru¢des com maior grau de dificuldade
nas atividades anteriores. Nas atividades deste Encontro, quer-se observar a interpretacdo que
os alunos fazem das questbes, as suas dificuldades e davidas. Tais aspectos vao estar

refletidos nos seus processos de construcdo dos solidos no Calques 3D.
3.2.5 Encontro 5
Neste Encontro os alunos ndo tém mais figuras para orientar suas construgdes no

Calques 3D. Na folha de atividades é apresentada apenas uma descri¢ao dos solidos, a qual

serve de orientacdo para a construcdo. Nas atividades deste Encontro se quer observar a
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interpretacdo que os alunos fazem das questdes, as suas dificuldades e duvidas. Tais aspectos

vao estar refletidos nos seus processos de construcdo dos sélidos no Calques 3D.

1. Construa um cubo C; .

a) Construa um segundo cubo C, cuja aresta é metade da aresta de anterior C;.
b) Construa um terceiro cubo Cs, cuja aresta é o dobro de C;.

2. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH. Trace a diagonal da base inferior e
da base superior em dire¢Bes diferentes. Ligue as extremidades da diagonal superior
as extremidades da diagonal inferior. Descreva o sélido formado no interior do cubo.

3. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH.

a) Marque os pontos médios das trés arestas que se originam no vértice A.
Nomeie-os de M, N e P. Construa o sélido P, de vértices A, M, N e P. Que
solido vocé obteve?

b) Faga 0 mesmo procedimento nos outros vértices do cubo.

c) Pinte de vermelho o sélido obtido quando retiramos do cubo os sélidos obtidos
nos itens a e b. Descreva o solido que vocé esta vendo.

Como as questdes apresentam apenas um texto descritivo, os alunos sdo levados a
formar uma ideia do solido antes de construi-lo no Calques 3D. Dificuldades e comentarios
dos alunos ao longo dos procedimentos de construcao estardo sob atencdo. Na Atividade 1,
provavelmente os alunos véo hesitar para estabelecer a ordem de constru¢do dos cubos. Por
exemplo, se os alunos iniciarem a construcdo pelo cubo maior, basta utilizar a ferramenta
ponto medio para construir 0os cubos menores. Se iniciarem pela construgdo do cubo C;, eles
terdo necessidade de utilizar a ferramenta ponto simétrico. Algumas possibilidades de
construcdo estdo representadas na Figura 13 a seguir.

Figura 13 — Possibilidades de construcdo da Atividade 1 — Encontro 5

3 /_

Fonte: Elaborada pela autora

Nas outras duas atividades acredito que os alunos sintam dificuldades especialmente
na interpretacdo da descricdo textual apresentada, pois as constru¢des em si ndo sao dificeis

de realizar. Na segunda atividade os alunos sdo instruidos para fazer a construgdo de um
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tetraedro dentro de um cubo e na terceira sdo orientados para fazer o truncamento do cubo,

conforme ilustra a Figura 14.

Figura 14 — Truncamento do cubo

Fonte: Elaborada pela autora

Apos esta analise a priori da sequéncia didatica proposta, espero ter ilustrado que as
atividades apresentadas, estdo de fato elaboradas de forma a estabelecer um gradativo
crescimento no seu grau de exigéncia de visualizacdo, conforme havia anunciado
anteriormente. As exigéncias colocadas visam a superacao das dificuldades que sempre vi nos
meus alunos, durante os muitos anos de pratica com o ensino de Geometria Espacial,
principalmente durante a resolugdo dos exercicios que sdo propostos nos livros didaticos.
Assim é gue as atividades foram pensadas, sobretudo, para auxiliar os alunos numa melhoria
na capacidade de visualizacao de solidos e, conseqlientemente, de interpretacdo e resolucao de
situacBes-problema.

O proximo capitulo traz a implementagdo da sequéncia didatica que foi aqui concebida
e analisada, com as andlises a posteriori que registram as atitudes e desenvolvimento dos

alunos.
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4 A IMPLEMENTACAO DA PROPOSTA DIDATICA

Este capitulo relata a aplicacdo da sequéncia didatica e apresenta a analise a posteriori da
producdo dos alunos. Também apresenta observagdes sobre as atitudes dos alunos ao longo do
experimento, levando em consideracdo as reflexdes tedricas que foram feitas na se¢édo 2.2 do
Capitulo 2.

Apés a realizacdo do pré-teste, relatada no capitulo anterior, identificamos as
dificuldades dos alunos, nos contetdos de Geometria Plana e também no raciocinio espacial.
E ciente destas dificuldades que se inicia o trabalho com contelidos de Geometria Espacial,
que sdo parte do curriculo da minha escola. O trabalho usa a sequéncia didatica analisada no
capitulo 3.

A sequéncia exige dos alunos a construcao de sdlidos com o software Calques 3D, sendo
crescente o grau de complexidade das atividades. O objetivo das atividades € ampliar as
habilidades para visualizar os solidos e entdo construi-los virtualmente, usando raciocinios
geométricos; para realizar as construcdes os alunos precisam visualizar mentalmente os
objetos 3D.

4.1 Momentos de sensibilizacéo

Antes de dar inicio a implementacdo da sequéncia didatica, foi desenvolvido um
trabalho de sensibilizagdo com os alunos quanto ao entendimento de representagfes planas de
objetos 3D. Assim, ao observar a imagem da Figura 15, projetada no quadro, os alunos foram
desafiados a responder a seguinte questao:

v" Todos os pontos indicados na figura abaixo se encontram num mesmo plano? Caso

identifique pontos que pertencem ao mesmo plano, justifique a sua resposta.

Figura 15 — Pontos dispostos em planos diversos

Fonte: Elaborada pela autora
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O objetivo desta questdo é a conscientizagdo dos alunos para as dificuldades (naturais)
gue encontramos na visualizacdo de objetos geométricos 3D, quando representados em duas
dimensGes (plano). Por exemplo, na Figura 15, pode-se pensar que o ponto C esta no plano
X0Z* (coordenada y=0): no entanto ele pode ser um ponto que esta fora deste plano e para
determinar isto precisamos de mais informacg6es (coordenadas do ponto, novo ponto de vista
do observador).

ApoOs esta conversa inicial, foram apresentadas as noc¢des basicas relativas a Geometria
de posicao, tanto plana quanto espacial, para entdo se dar inicio a proposta de trabalho com a
sequéncia didatica. Foram trabalhadas as no¢cfes de posicdo relativa de ponto e reta, duas
retas, reta e plano e dois planos.

No Laboratério de Informatica os alunos se familiarizaram com o software Calques 3D,
realizando atividades exploratorias. Para a realizacdo das tarefas, os alunos se dividiram em
quatorze duplas, um trio e também um aluno que trabalhou individualmente, por sua propria
escolha, por ndo gostar de trabalhar com os colegas. Para esta exploracdo das ferramentas do
software foram necessarias trés horas-aula, distribuidas em dois dias.

No primeiro dia, o objetivo foi conhecer, explorar o software e as ferramentas
necessarias ao desenvolvimento da proposta: os alunos exploraram a construcdo de pontos e
como dar nomes a eles; construiram retas, segmentos de retas, poligonos, pontos sobre retas,
interseccéo de retas, retas paralelas e perpendiculares, planos e retas perpendiculares a planos;
também construiram um cubo utilizando a ferramenta que o constroi automaticamente.

Apos a exploracéo inicial do software os alunos foram desafiados a construir um sélido
qualquer, tipo uma caixa. Ao final da atividade as duplas enviaram a producéo para o email da
professora.

Somente no segundo dia de familiarizacdo com o software que os alunos conseguem
concluir o desafio e tambeém exploraram outras ferramentas tais como a interseccéo entre reta
e plano, entre dois planos, ponto médio e ponto simétrico.

Na proxima secdo apresento o desenrolar da sequéncia didatica, organizada em cinco

Encontros, e as andlises a posteriori.

* No Calques 3D n#o estdo nomeados os eixos, somente foi utilizado o plano XOZ para localizacéo do leitor.
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4.2 O desenrolar dos cinco Encontros e as analises a posteriori

Nos Encontros no Laboratdério de Informatica, a turma manteve a organizacdo de

quatorze duplas, um trio e um aluno que vamos referir como sendo o aluno A.

v

Sobre a rotina de trabalho esclarego que:

no inicio de cada Encontro foi entregue a “Folha de Atividades” com orientagdes, na
forma de texto e figuras, sobre as construcdes a serem feitas no Calques 3D;

foi acertado com os alunos que deveriam sempre salvar os arquivos contendo as
construcdes realizadas, mesmo que incompletas, na pasta especifica da turma; e
também que ao final de cada Encontro deveriam enviar 0s arquivos das construcdes
para 0 e-mail da professora®* , mesmo que com atividade incompleta;

os alunos entregaram atividades escritas nos diferentes Encontros;

foi recomendado aos alunos que iniciassem uma nova atividade apenas ap6s 0 término
da atividade anterior;

foram realizadas filmagens e fotos da experiéncia, previamente autorizadas pelos pais,
conforme modelo no Anexo A, para registrar as atitudes, procedimentos e
comentarios apresentados pelos alunos ao longo das construcdes;

A professora/pesquisadora auxiliava os alunos nas duvidas relativas aos

procedimentos e ferramentas do software 3D, dando também sugestBes para a realizacdo das

construcdes solicitadas, quando necessario.

Os arquivos com as producBes dos alunos, bem como as atividades escritas,

constituem parte do material utilizado na andlise a posteriori. As filmagens foram utilizadas

para relembrar os momentos que foram considerados como importantes na andlise a

posteriori. No término da experiéncia foi aplicado um questionario final no qual os alunos se

manifestaram, individualmente, sobre as dificuldades encontradas ao longo da experiéncia e

parte destas “falas” estdo transcritas na analise a posteriori. Para facilitar a leitura, no que

segue, inserimos no texto (novamente) as atividades que estdo sendo analisadas e que ja

haviam sido apresentadas no capitulo 3.

%0 As “ Folhas de Atividades” que compdem a sequéncia didética estéo , na integra , no APENDICE E

> Mesmo tendo salvo os arquivos na pasta da turma, a solicitagdo do envio do material por e-mail visou garantir
a producdo dos alunos, sem modificacdes, para avaliar com a maior fidelidade possivel a evolugdo nas

aprendizagens.
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4.2.1 Anélise a posteriori do Encontro 1

Na primeira “Folha de Atividades” os alunos tiveram como primeira atividade a
construcdo de um paralelepipedo e como segunda atividade a constru¢do composta por dois
solidos, sendo-lhes fornecidas as suas representacfes em perspectiva.

1. Construa um paralelepipedo reto, nomeie seus vértices por A, B, C, D, E, F,Ge
H, conforme figura abaixo.

Considerando esse paralelepipedo e os planos determinados pelas faces,
resolva as questdes:

a) Marque de verde todos os planos que contém a reta DE e séo perpendiculares
ao plano EFGH.

b) Marque de azul o plano diagonal ACFH. Ele é perpendicular ao plano EFGH?
Por qué?

2. Construa a figura abaixo. Observando-a indique:

a) de rosa, duas retas concorrentes.
b) de amarelo, duas retas paralelas.

Os alunos ainda ndo estavam completamente ambientados com o software e
apresentaram dificuldades na realiza¢do das construcgdes. Ao realizar as construcGes, os alunos
apresentaram, em primeiro lugar, dificuldades de memorizacdo ndo lembrando algumas das
ferramentas do Calques 3D, trabalhadas nas aulas de exploragcdo do software, tais como reta

normal®

, ponto sobre reta, poligono.
Sobre estas dificuldades iniciais, 0s alunos se manifestaram claramente no

questionario final da experiéncia:

No inicio, lembrar onde era cada fun¢do no programa foi uma das maiores
dificuldades, mas depois de algumas aulas praticando, acabamos pegando o jeito de
montar cada figura, as vezes com certas ddvidas, as vezes ndo. (aluna da dupla 8)

%?Reta normal é um reta perpendicular a um plano.
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Minha maior dificuldade no inicio foi a memorizagédo das ferramentas que deveria
usar, mas com a pratica eu memorizei. (aluna da dupla 2)

Tivemos dificuldades com o software em si, demoramos muito para aprender as
fungdes do programa. (aluno da dupla 6)

Algumas dificuldades observadas na construcdo do paralelepipedo da Atividade 1
foram: a primeira é quanto a enxergar e construir o retangulo da base. Num primeiro
momento, algumas duplas (6) pensaram que a base é um paralelogramo qualquer,
especialmente por ndo lembrarem do conceito de paralelepipedo trabalhado nos anos
anteriores, o paralelepipedo reto-retangulo. A construcdo do retangulo exige que se tracem
retas paralelas e perpendiculares, marcando seus pontos de interseccdo para obter os vértices
necessarios ao poligono da base inferior (retdngulo). Uma dupla e o aluno A, néo
conseguiram sair desta fase.

A segunda dificuldade foi lembrar-se de usar reta normal para construir as arestas
laterais, retas paralelas para construir a base superior e marcar os pontos de intersec¢do para
fecha-la posteriormente. Quando concluida esta parte, eles obtiveram os oito vértices do
paralelepipedo. Apos os alunos necessitaram construir poligonos para completar as faces. Se
na construgdo eles ndo tomaram o0s cuidados necessarios com paralelismo e
perpendicularismo entre as arestas, a construcdo das faces nao foi possivel, pois o0s veértices ou
as retas podiam estar em planos diferentes. Estes erros sdo indicados pelo Calques 3D como
registra a Figura 16, o que foi muito importante para a compreensao das caracteristicas de um

prisma reto.

Figura 16 — Erro comum na construgéo de face de poligono.

p

B
A

Fonte: Elaborada pela autora

Uma aluna, de dupla que ndo concluiu a Atividade 1, fez o seguinte comentario no

questionario final:
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Uma das principais dificuldades encontradas na realizacéo da atividade foi fazer as
figuras, pois na hora de fecha-las, o programa mostrava aquela janela de erro que
dizia que os pontos ndo estavam no mesmo plano.

Com as dificuldades apresentadas no primeiro Encontro, somente duas duplas
finalizaram a Atividade 1, respondendo os diversos itens relativos a construcdo feita; cinco
duplas e o trio concluiram somente a construcdo do paralelepipedo e as demais duplas (7),
bem como o aluno A, ndo conseguiram finalizar a construcdo solicitada. Com isto, a
Atividade 2 prevista na “Folha de Atividades” foi realizada no Encontro 2. Na Figura 17 estéo

algumas das construgdes feitas pelos alunos no Encontro 1.

Figura 17 — Construgdes realizadas no Encontro 1

T

Construcéo da dupla 7 Construgdo da dupla 16

Fonte: Material dos alunos

Pode-se verificar na andlise a posteriori, que as dificuldades expostas na analise a
priori do Encontro 1, quanto aos problemas de visualizacdo e construcdes se apresentaram
para um namero significativo de alunos. Aliadas a estas dificuldades também se apresentaram

problemas (naturais) de adaptacdo ao software.

Nesta atividade os alunos exercitaram as caracteristicas principais de um prisma reto,
bem como suas figuras e elementos, necessarias a apreensdo sequencial e perceptiva, citadas
por Duval (1996).
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Resumindo: Os grupos de trabalho ndo concluiram as atividades previstas para o Encontro 1.
Apenas duas duplas finalizaram integralmente a Atividade 1. Nesta atividade os alunos
exploraram 0s conceitos da Geometria de posicdo, necessarios a construcdo de solidos
geomeétricos. As principais dividas manifestadas pelos alunos foram: quanto as ferramentas
do software; quanto as propriedades geométricas do solido a ser construido.

4.2.2 Andlise a posteriori do Encontro 2

Neste Encontro, antes de iniciar o trabalho da segunda “Folha de Atividades”, os
alunos retomaram as construcgdes incompletas do Encontro anterior.

E interessante observar que boa parte das duplas que apresentaram atraso na
concluséo das tarefas do primeiro dia, no inicio deste Encontro, relataram que ja haviam
instalado o Calques 3D nos computadores de suas casas, para trabalhar nas atividades
atrasadas. Uma dupla, que finalizou as atividades, também fez 0 mesmo e avancou na
exploracéo do software.

Para construir o “telhado” do solido da Atividade 2 do Encontro 1, os alunos
solicitaram ajuda para centralizar a aresta superior. Para resolver este problema, por exemplo,
lembramos da necessidade de marcar o ponto médio tanto da parte da “frente” da casinha
quanto dos “fundos”. Por estes pontos devemos levantar retas normais, marcar um ponto
numa delas (que servird de altura da cumeeira), nele construir uma reta perpendicular a
normal e para finalizar, encontrar a interseccao entre esta reta perpendicular e a outra reta
normal.

Quanto aos itens que solicitam a marcacéo das posi¢des relativas, os alunos também
pediram ajuda. Na Atividade 1, eles apresentaram dificuldade para marcar o plano diagonal e
verificar seu perpendicularismo com o plano EFGH. Na Atividade 2, a divida surgiu no item
que solicita marcar retas reversas. Para marcar o solicitado, os alunos mudaram de posigéo os
solidos construidos, diversas vezes, na tentativa de visualizar as posi¢fes das retas reversas. O
recurso do Calques 3D que muda o sélido de posicdo possibilita aos alunos adequar a
perspectiva de visdo para melhor identificar o elemento geomeétrico solicitado.

Na Figura 18, estdo representadas as construcfes de algumas duplas referentes as

atividade que estavam previstas para Encontro 1.
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Figura 18 — Algumas construcgbes da 12 e 22 atividades — Encontro 1

Construgdo da dupla 8 Construgdo da dupla 5

Fonte: Material dos alunos

Na “Folha de Atividades” do Encontro 2, na primeira atividade, as seguintes
construcdes foram propostas: a) dois cubos (um maior e outro menor) sobrepostos e b) um
cubo com um paralelepipedo interno. Para ambas construcdes foram fornecidas as suas

representacdes em perspectiva.

1. Construa as pecas representadas abaixo,constituidas por cubos e paralelepipedos
retos:

Os alunos ndo apresentaram maior dificuldade na construcdo do item a), pois
utilizaram a ferramenta cubo. Para fazer o cubo menor, os alunos necessitaram colocar um
ponto sobre a aresta do cubo maior. Para isto, solicitaram uma pequena ajuda. A sugestéo foi
de que utilizassem ponto médio da aresta ou simplesmente um ponto sobre a aresta. Outra
dificuldade que surgiu foi quanto a acertar o posicionamento do cubo menor, pois isto

depende de usar com entendimento e controle a ferramenta cubo®®.

%% A construcdo de um cubo no Calques 3D é assim feita: dois pontos iniciais determinam a sua primeira aresta e
um terceiro ponto determina a sua primeira face; construida esta face no espaco, o cubo é automaticamente
construido.
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A producéo dos alunos registrada na Figura 19, apresenta situacdes de controle no uso

da ferramenta bem como situacdes em que o cubo menor ndo se apodia na face do cubo maior.

Figura 19 — Construcdes do item a) da Atividade 1 — Encontro 2

Construcéo da dupla 2 Construcéo da dupla 8

Fonte: Material dos alunos

Na construcdo do item b), inicialmente surgiu a dificuldade de centralizar o
paralelepipedo interno e a construcdo da face superior deste paralelepipedo, pois 0s alunos
ndo lembraram da necessidade de realizar uma intersecgéo entre reta e plano para determinar
os Vvértices superiores do paralelepipedo interior. Na Figura 20 tem-se duas construcGes
relativas ao item b). Na primeira construcdo, vé-se que a dupla ndo centraliza o paralelepipedo
interno e também ndo considera a perpendicularidade das arestas laterais. J& a segunda
construcdo atende o solicitado na atividade, a constru¢cdo de um paralelepipedo reto no

interior de um cubo.

Figura 20 — Construcdes realizadas no item b) da Atividade 1 — Encontro 2

P

-

Construcdo da dupla 8 Construgdo da dupla 10

Fonte: Material dos alunos
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Na Atividade 2 os alunos receberam a planificacdo dos sélidos e conforme possivel
dificuldade apontada na analise a priori, verificada neste Encontro, eles necessitaram da
confeccdo de maquetes, pois para a construcdo dos sélidos mais complicados ndo lhes basta
imagina-los “montados”. Neste momento sugeri aos grupos que apresentaram dificuldade,
recortar a planificacdo e montar o solido. Para a construcdo da piramide do item a) e da
“casa” do item b) somente duas duplas fizeram as maquetes, j& para a construgdo do item c¢) a
grande maioria dos alunos precisou do apoio da maquete. Apenas uma dupla finalizou a

construcdo dos sélidos sem a necessidade das maquetes.

2. Construa os sélidos resultantes das planificacdes abaixo:

a) b) c)

No questionario final, os alunos comentaram sobre a necessidade de construir 0s

solidos a partir das planificacdes dadas na “Folha de Atividades™:

“Sim, foram necessdrias as montagens dos solidos. Os que eu recortei e montei
foram 2a, 2b, 2c¢ da segunda folha...” (dupla 8)

“Sim, foram necessarias algumas montagens como. na 2° folha, o exercicio 2,a,b,c
tivemos que montar todos para sabermos como ficaria ...” (dupla 11)

“Sim, segunda folha, solido c e terceira, folha, solidos d.” (dupla 3)

As dificuldades na realizacdo das construcdes desta Atividade 2 ndo se resumem a sua
visualizacao. Elas também sdo decorrentes das ferramentas disponiveis no Calques 3D e € isto
que aconteceu nas construgdes do item a) e do item c¢). No item a), a dificuldade foi construir
0 hexagono regular, porque o Calques 3D nédo tem a ferramenta compasso. Como o objetivo
da atividade ndo era descobrir estratégias para construir figuras planas regulares, sugeri a
construcdo de um hexagono qualquer e que entdo fosse colocado na forma muito proxima de
um regular, usando para isso 0 movimento nos vértices.

Outro problema vivenciado, pelos alunos, foi a construgcdo do vértice da piramide. A

sugestdo dada foi: encontrar o centro da base, e passando por ele construir uma reta normal a
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base e depois construir nesta reta o vértice, na altura desejada. Na Figura 21, temos algumas

das construgdes das piramides feitas.

Figura 21 — Construgdes do item a) da Atividade 2 — Encontro 2

Construcdo da dupla 5 Construcdo da dupla 2

Construgéo da dupla 11 Construgéo da dupla 14

Fonte: Material dos alunos
Na Atividade 2, item b) a maioria dos alunos ndo apresentaram dificuldade pois
identificaram imediatamente o sélido planificado e j& haviam realizado construcdes

semelhantes anteriormente. Algumas das construcdes feitas estdo na Figura 22.

Figura 22 — Construcdes do item b) da Atividade 2 — Encontro 2

Construgdo da dupla 3 Construgdo da dupla 7

Fonte: Material dos alunos

A construcdo do item c¢) da Atividade 2, apresentou maiores dificuldades. As fotos

abaixo registram 0 momento de montagem da maquete.
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Fotografia 1 — Diferentes duplas em momento de montagem das maquetes.

Fonte: Elaborada pela autora

Ap06s a montagem em papel do sélido, eles escolheram a melhor posicdo para realizar
a construcdo, ou seja, decidiram a “melhor base”. A maioria optou pelo quadrado como base,
mas alguns escolheram o trapézio.

Na Figura 23, temos algumas das producGes das duplas. A dupla 5 escolhe como

“base” o quadrado e a dupla 13 escolhe um trapézio.

Figura 23 — Construcdes do item c) da Atividade 2 — Encontro 2

L]
=

Construcdo da dupla 5 Construgéo da dupla 13

Fonte: Material dos alunos
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Nas construcbes cujo quadrado foi escolhido como base, para centralizar a aresta
superior, algumas duplas tiveram o seguinte procedimento: marcaram o ponto médio de dois
lados paralelos do quadrado; construiram retas normais nestes pontos; marcaram um ponto
sobre uma delas e passando por ele construiram uma reta perpendicular; marcaram a
interseccdo desta reta com a outra reta normal. Em seguida construiram um dos vértices
superiores do trapézio sobre a reta perpendicular. Para que o trapézio fosse isdsceles os alunos
tomaram o cuidado de utilizar a ferramenta ponto simétrico para construir 0 outro Vértice.
Apo6s fecharam a figura, verificando a existéncia dos tridngulos. Na construcdo da dupla 13,
na qual foi escolhido o trapézio como base, os alunos usaram pontos quaisquer para construir
tanto a base quanto as outras faces. Por este motivo, a face que deveria ser um quadrado,
aparece como retangulo.

A Atividade 3 solicita a descri¢ao das caracteristicas dos sélidos construidos. Nestas
descricdes observa-se uma confusdo entre a nomenclatura de figuras planas e espaciais, que
em principio eles ja conhecem de anos anteriores. Por exemplo, escreveram “Um quadrado
com retangulo dentro”(dupla 14) e “Um cubo dentro de outro cubo* (dupla 5) para se referir
a um paralelepipedo dentro de um cubo. Percebe-se também a confusdo com os conceitos de
lados e faces de um solido quando escreveram Cubo grande: 4 lados iguais. Cubo pequeno: 4
lados iguais, estd em cima do cubo maior. (trio 9), para descrever as faces iguais dos cubos do
item a); Cubo com 4 lados iguais e dentro tem um retangulo com o mesmo comprimento do
cubo de fora. (dupla 3), para descrever o cubo de faces iguais e o paralelepipedo interno do
item b).

Quanto a descri¢do das pirdmides construidas na Atividade 2, em que sdo fornecidas
as suas planificagdes, os alunos apresentaram uma linguagem distante da linguagem da

Geometria:

A base é um hexagono onde, acima de cada um de seus lados, estdo triangulos.
(Item a) da 2@ atividade da dupla 8).

Sua base é um poligono regular de 6 lados. As laterais do cone sdo 6. Elas sdo
tridngulos isosceles, que se encontram em um determinado ponto. (Item a) da 22
atividade do trio 9).

Neste Encontro 2 observei um forte entrosamento e espirito de colaboragdo nas duplas
e entre as duplas. Seis duplas e o0 aluno A, ndo conseguiram concluir as construgdes previstas

para o Encontro e os demais concluiram satisfatoriamente as atividades.
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As dificuldades apontadas na analise a priori quanto as dificuldades de construir o
solido do item b) da Atividade 1 e da dificuldade de visualizacdo do item c¢) da Atividade 2,

bem como sua construcéo foram todas evidenciadas em diferentes duplas.

Nestas atividades além de demonstrar a necessidade de constru¢do de maquetes para
visualizacdo dos sélidos, conforme se refere Parzysz (1988) e a verificacdo de todos os tipos

de apreensédo do conhecimento, citadas por Duval (1996).

Resumindo: Nas atividades realizadas, os alunos indicaram crescimento nas habilidades para
usar o Calques 3D, pois ndo apresentaram tantas ddvidas durante as construgdes. Os alunos
mostraram necessidade de construir as maquetes dos solidos propostos na Atividade 2,
evidenciando dificuldades de visualizacdo de solidos que ainda ndo Ihes sdo familiares. Esta
dificuldade pode ser considerada natural e o Calques 3D é um recurso que pode ajudar muito
no desenvolvimento de habilidades para visualizar objetos 3D. As descri¢fes apresentadas na
Atividade 3 comprovam o desconhecimento (ou esquecimento) dos alunos quanto a

nomenclatura envolvida no estudo de sélidos geométricos.
4.2.3 Analise a posteriori dos Encontros 3 e 4

Em virtude das atividades propostas para 0 Encontro 3 ndo serem concluidas durante o
mesmo, avangando no Encontro 4, a andlise a posteriori desta sessdo trata dos dois
Encontros.

No Encontro 3, a “Folha de Atividades” propds a construcdo de sélidos que estdo
representados em exercicios do livro-texto adotado na escola. Nos trés primeiros itens foram
apresentadas as representacdes em perspectiva dos sélidos compostos por cubos com outros
solidos em seu interior. Para o item d) foram fornecidas as planificacdes de dois sélidos

irregulares: um prisma e um piramide.

1. Construa os sélidos representados nas questdes do livro Matematica-construcéo e
significado: a) 34 da pagina 465; b) 89 da pagina 476; c) 11 da pagina 682; d) 13da
pagina 683.

a) b) C) d)

N

2. Descreva as caracteristicas de cada solido construido.
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Apesar da “Folha de Atividades” apresentar as representacdes dos sélidos, alguns
alunos também consultaram o livro para esclarecer davidas em relacdo as construgfes. Em
certas duplas, as construcdes foram iniciadas no Calques3D sem maiores preocupacdes com
os detalhes fornecidos pelo livro.

Como neste dia tinhamos apenas um periodo de aula, nenhum dos grupos concluiu as
atividades, e também porque se dedicaram a finalizar as atividades da aula anterior. Apenas
uma dupla, conseguiu avangar até o item c) da Atividade.

A construgdo do item a) exige cuidados, pois ao observar somente a figura que consta
na “Folha de Atividades” algumas davidas em relagdo a forma e ao posicionamento d0S
solidos no interior do cubo séo evidenciadas.

Na Figura 24, estdo representadas as construcdes realizadas pelas duas duplas mais
adiantadas. Para construir o item a) percebi, através do histérico da construcdo, que eles
iniciaram pelo cubo (externo). Considerando este procedimento, apés eles centralizaram o
poliedro interno. Para centralizar este poliedro uma alternativa sugerida durante o0s
questionamentos destas duplas foi de utilizar sucessivamente a ferramenta ponto médio (de
duas arestas perpendiculares da base do cubo). Depois, atraves da construcdo de retas
paralelas (ou perpendiculares) relativas as arestas do cubo, eles passaram a construir o
quadrado central. Para construir o prisma quadrangular vertical, eles deveriam adotar o0s
mesmos procedimentos dos paralelepipedos construidos anteriormente. Para a construgdo do
prisma quadrangular horizontal (centralizado), deveriam adotar 0 mesmo procedimento da

construcdo do vertical, porém usando as faces laterais para dar inicio a sua construcao.

Figura 24 — Construcdes do item a) da Atividade 1- Encontro 3

Construgdo da dupla 2 Construgdo da dupla 10

Fonte: Material dos alunos
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Percebe-se na construcdo da dupla 2 o cuidado de centralizar o poliedro interno,
conforme registra a Figura 24 (a) , pois ao verificar a atividade realizada consegui construir a
face frontal do cubo ao centro da figura, destacada de vermelho. J& na construcdo da dupla 10,
percebe-se a falta deste cuidado, pois ao tentar construir esta mesma face do cubo ao centro da
figura, o programa acusa que as retas ndo estdo em um mesmo plano indicando que a
construcdo desta face & impossivel. Solicitei a reconstru¢do da figura com os devidos
cuidados necessarios.

Durante o Encontro 4, outras duplas (4) também realizaram a construcao do item a) de
forma equivocada tendo que refazé-la (principalmente as duplas que estdo sem livro),
conforme a Figura 25. Para refazer as figuras, eles consultaram o livro, sendo que duas duplas
usaram o livro emprestado. Quando solicitada, auxiliei na utilizacdo das ferramentas do

software e com sugestdes para a construgao.

Figura 25 — Construcdes erradas do item a) — Encontro 3

Construgdo da dupla 11 Construgdo da dupla 8

Fonte: Material dos alunos

Observa-se na Figura 25 que a dupla 11 considerou apenas cubos, ndo centralizou o
poliedro interno e ndo observou a proporcionalidade em relacdo a figura fornecida. A dupla 8
procurou centralizar o poliedro, porém ndo observou a proporcionalidade em relacdo a figura
fornecida utilizando apenas cubos para a sua construgao.

A cada nova construcdo, os alunos mostravam-se mais seguros. As duvidas iniciais,
em relacdo ao software foram desaparecendo e, gradativamente, modificagdes na aparéncia
das construgdes eram realizadas, mesmo sem solicitacao.

Ao identificar erros nas construgdes, eu solicitava a sua reconstru¢do. Algumas duplas

(3) refizeram as construcBGes em casa, para que nao se atrasassem mais.
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Na Figura 26, estdo reproduzidas algumas constru¢des dos outros itens da Atividade.
Para a construcdo dos itens b) e c), primeiramente construiram o cubo e depois 0s outros

elementos exigidos.

Figura 26 — Construcdes dos itens b), c) e d) da Atividade 1 — Encontro 3

Construcdes do aluno A (b e )

Construcao da dupla 10 (dA) Construgdo da dupla 2 (dB) Construgdo da dupla 1 (dA)

Construgdo da dupla 1 (dB) Construco da dupla 8 (dB) | Construcéo da dupla 3 (dB)

Fonte: Material dos alunos

Na “Folha de Atividades” do Encontro 3, os sélidos que exigem maiores cuidados sdo
as do exercicio d), pois estdo planificados e séo irregulares, exigindo maiores habilidades para
entendé-los. Para visualizar os sélidos, somente duas duplas ndo necessitaram realizar a
construcdo de maquetes. Na Fotografia 2 sdo apresentadas algumas maquetes realizadas pelos

alunos para a visualizacdo dos solidos.
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Fotografia 2 — Maquetes realizadas para o item d) do Encontro 3

Fonte: Elaborada pela autora

Quanto a parte b) da atividade , solicitando a descricdo dos soélidos, os alunos
apresentaram progressos em relacdo as suas produgfes no Encontro 2. Eles utilizaram
corretamente as nomenclaturas de cubo e piramide e descreveram os poligonos que formam as

faces, conforme as seguintes descricdes:

Um cubo com piramide dentro. (Item b) da Atividade 1 — dupla 1)

Um cubo formando uma pirdmide em que a ponta da piramide fica p/fora. (Item c)
da Atividade 1 — dupla 3)

Um cubo com uma pirémide irregular em cima. (Item c) da Atividade 1 — dupla 5)
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A base é um reténgulo. Nas duas laterais se faz um quadrado e um triangulo
formando um trapézio. Atras é um quadrado, na frente € um retangulo inclinado e o
teto € um quadrado. (Item dA) da Atividade 1 — dupla 1)

Espécie de piramide, com a base, triangulos (lados )que se encontram num ponto
s0. O chdo seria um trapézio e as paredes seriam tridngulos(4) sendo dois bem
parecidos. O ponto que se encontram é um dos cantos da base maior do trapézio.
(Item dB) da Atividade 1 — dupla 8)

Apos a realizacdo das construcGes previstas para o Encontro 3, os alunos iniciaram a atividade
do Encontro 4. No Encontro 4, a “Folha de Atividades” exige construgdes mais simples do
que as anteriores. Trata-se da construcdo de um prisma triangular e de sua decomposicdo em

trés piramides.

1. Construa um prisma triangular. Apos, dentro deste prisma, construa a sequéncia
de pirdmides indicadas nas figuras abaixo.

10 20 30

Esta construcdo foi utilizada posteriormente, no estudo do volume de pirdmides. Os
alunos nao apresentaram dificuldade na realizacdo desta tarefa, conforme previsdo apontada
na andlise a priori do Encontro 4. Sete duplas e o trio conseguiram concluir a atividade no
mesmo dia, sendo algumas delas representadas na Figura 27. Somente uma das duplas
realizou a construgdo das trés piramides dentro do mesmo prisma. As outras duplas se

orientaram através das representagdes que estavam na “Folha de Atividades”.
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Figura 27 — Construcdes da Atividade do Encontro 4

Construgdo da dupla 3

Construcdo da dupla 2: trés pirdmides dentro do mesmo prisma.

Fonte: Material dos alunos

Neste dia, sete duplas e o aluno A ndo concluiram as tarefas do dia, apesar da grande
colaboracgéo existente entre 0s grupos no auxilio da execucéo das tarefas.
Resumindo: Na atividade de construgdo de solidos representados nos exercicios do livro-
didatico solicitada na “Folha de Atividades” do Encontro 3, os alunos mostraram as
dificuldades que haviam sido apontadas na analise a priori, relativas a visualizacéo,
construcdes e centralizacdo do poliedro interno do item a) e também quanto a visualizacdo
dos sélidos planificados do item d), sendo necessaria a construcao de maquetes. As descricbes
realizadas na Atividade 2 da “Folha de Atividades” do Encontro 3 apresentam crescimento
guanto a nomenclatura das figuras e solidos envolvidos nas construcgdes.

As construgdes propostas na “Folha de Atividades” do Encontro 4, foram realizadas
com facilidade pelos alunos, que continuaram completamente envolvidos nas atividades,
mesmo realizando apenas construcdes e sem resolver os habituais calculos presentes nas aulas

de Matematica.
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4.2.4 Anélise a posteriori do Encontro 5

Neste Encontro, com duas horas-aula, a “Folha de Atividades” apresentou uma nova
informacdo: contém apenas a descri¢do textual dos sélidos que serdo construidos. Os alunos

além de imaginar a situacdo descrita, irdo executa-la no software Calques3D .

1. Construa um cubo C, .

a. Construa um segundo cubo C , cuja aresta € metade da aresta de anterior C, .

b. Construa um terceiro cubo C,, cuja aresta € o dobro de C, .

2. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH. Trace a diagonal da base inferior e da

base superior em dire¢des diferentes. Ligue as extremidades da diagonal superior as
extremidades da diagonal inferior. Descreva o sélido formado no interior do cubo?

3. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH.

a. Marque os pontos médios das trés arestas que se originam no vértice A. Nomeie-os de
M, N e P. Construa o sélido P1 de vértices A, M, N e P. Que s6lido vocé obteve?

b. Faga 0 mesmo procedimento nos outros vértices do cubo.

c. Pinte de vermelho o solido obtido quando retiramos do cubo os sdlidos obtidos nos
itens a e b. Descreva o s6lido que vocé esta vendo.

Na Atividade 1, os alunos usaram diferentes estratégias na construgdo dos cubos
solicitados. Algumas duplas, ao ler o problema, comecaram a construcdo pelo cubo maior e
usaram a ferramenta “ponto medio” para construir a aresta dos cubos menores. Outras duplas
usaram a ferramenta “ponto simétrico” para dobrar as arestas e outras ainda utilizaram a rede

quadriculada da interface do software, conforme mostra a Figura 28.
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Figura 28 — Construcdes da Atividade 1— Encontro 5

B C1 € um ponto livre

- Pt#2 € um ponto livre

- (1 € o cubo definido por o ponto Pt#2 e o ponto C1

- Pt#23 € o ponto médio entre o ponto Pt#7 e o ponto Pt#8
- (2 € o cubo definido por o ponto P27 e o ponto Pt#23

- Pt#d4 € um ponto livre

- Pt#45 & um ponto livre

- Pt#46 € um ponto livre

- Pt#47 € um ponto livre

-~ (3 € o cubo definido por o ponto Pt#46 e o ponto P47

Construcéao da dupla 8

P44

3 Pt#1 & um pontoe livre

- Pt#2 € um ponto livre
- Cub#3 € o cubo definide por o pontoe Pt#1 e o ponto Pt£2
- PH#23 € o ponto médio entre o ponto P21 e o ponto Pt&2
- Cub®24 € o cubo definido por o ponto Pt#1 e o ponto P23
- Pt#44 € o ponto simétrico de o ponte Pt¥1 com relagde a o ponto Pt£2
- Cub®45 € o cubo definido por o ponto Pt#1 e o ponto P24

Construcao da dupla 7

----- - Pt#l € um ponto livre

----- - PtE2 € um ponto livre S

- Cub®3 € o cubo definido por o ponto P21 e o ponte P22 ]

----- - Pt#23 € o ponto médio entre o ponto PH¥1 e o ponto PtE2 =

- Cub®24 & o cube definide por o ponto P21 e o ponto PtE23 “reun //‘ i

----- - Pt#d4 € o ponto simétrico de o ponto PH¥6 com relagdo a o ponto Pt£1 = 3=l2r

g Cub®45 é o cubo definido por o ponto Pt#44 e o ponto Pt#6 T

Construgdo da dupla 14

----- Pt#2 € um ponte livre
- Cub®3 é o cubo definido por o ponto Pt22 e o ponto Pt21
..... Pt#23 € o ponto médio entre o ponto P22 e o ponto Pt#1
- Pt#24 & o ponto médio entre o ponto Pt#2 e o ponto Pt#6
..... Pt#25 € o ponto médio entre o ponta PE#6 e o ponto PS5
----- - Pt#26 € o ponto médio entre o ponto Pt#23 e o ponto Pt#25
- Cub®27 é o cubo definide por o ponto Pt¥23 e o ponto Pt£26
----- Pt#47 & o ponto médic entre o ponto Pt#23 e o ponto Pt#2
- P48 ¢ o ponto médio entre o ponto P24 e o ponto P26
..... Pt#49 € o ponto médio entre o ponto PE#47 € o ponte Pt243
- Cub®50) & o cubo definide por o ponto Pt#47 & o ponto Pt#49

Construcao da dupla 6

Fonte: Material dos alunos
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A dupla 8 usou ponto médio para construir o cubo menor. Para a construgdo do cubo
maior utilizou-se dos quadrinhos (do software) para duplicar a aresta, pois 0s pontos que
determinam seus Vvértices inferiores sdo pontos livres, conforme se verifica no histérico da
construcdo. As duplas 7 e 14 utilizaram ponto médio e ponto simétrico para realizar a
construcdo, e a dupla 6 apenas ponto médio.

Para verificar o caminho tomado por cada dupla para realizar a sua construcéo,
podemos utilizar o recurso histérico do software. Este recurso nos permite verificar todas as
construcdes realizadas em cada arquivo salvo. Através dele consegue-se verificar as principais
diferencas de cada construgéo.

Na Atividade 2 os alunos apresentaram dificuldade na interpretacédo das frases: Trace
a diagonal da base inferior e da base superior em direcGes diferentes. Ligue as extremidades
da diagonal superior as extremidades da diagonal inferior. Para auxilia-los, questionei sobre
o significado de direcédo e sobre as diferentes posi¢Oes das diagonais (inferiores e superiores),
0 gue se mostrou suficiente para que compreendessem o que deveriam fazer.

Percebe-se, na Figura 29, que as duplas 5 e 1 néo se utilizaram da ferramenta cubo
para a realizar a construcdo e as duplas 14 e 8, assim como as demais duplas, realizaram a

construcdo iniciando com esta ferramenta.

Figura 29 — Construgdes da Atividade 2 — Encontro 5

Construcdo da dupla 14 Construcdo da dupla 8

Fonte: Material dos alunos
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Na Atividade 3, os alunos apresentaram dificuldade no item c) que solicita pintar de

vermelho a construcdo realizada, pois, ao destacar o solido criado, eles acabaram se

confundindo com os varios segmentos construidos, conforme indica a Figura 30.

Figura 30 — Construgdes da Atividade 3 — Encontro 5

py

H

Construcédo da dupla 7

Construgdo da dupla 1

Construcdo da dupla 4

N

M

Construcdo da dupla 13

Construcéo da dupla 2

Fonte: Material dos alunos

As descrigdes solicitadas na Atividade 2 apresentaram algumas caracteristicas

interessantes. Enquanto alguns grupos, como a dupla 5, mostraram avanco nas nomenclaturas
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’

pois descreveram que “Trata-se de um tetraedro”, outros grupos, como o trio 9,
apresentaram dificuldades. Este trio, assim descreveu o soélido: “Uma figura com quatro
lados iguais, formada a partir das diagonais.”, quando deveriam descrever como sendo um
solido com quatro faces iguais.

Nas descrigdes da Atividade 3 pode-se perceber a dificuldade de alguns grupos para

expressar o solido construido em confronto com o avango de outros:

Um triangulo. (Iltem a) E um cubo com um quadrado em cada face, onde seus
vértices sdo um ponto médio nas arestas do cubo. E todos os quadrados se
encontram. (Item c)(Dupla 1)

Uma pirdmide. (Item a) Um poliedro com 6 faces de quadrados e 8 faces
triangulares distribuidas uniformemente. (Item c)(Dupla 14)

Para minha surpresa, 0s grupos nao apresentaram dificuldade de estabelecer
estratégias para as construgdes desta “Folha de Atividades”, apontada na andlise a priori, pois
conseguiram realizar as instru¢des dadas no texto escrito. Eles apresentaram apenas alguns
problemas de redacdo ao fazerem a descricao dos sélidos.

Como diferentes estratégias para a construcdo da Atividade 1 foram adotadas, na
concluséo das atividades elas foram discutidas posteriormente, e cada dupla expds suas ideias
adotadas na construcao.

Nos exercicios de construcao propostos nas atividades do Encontro 5, todos os tipos de
apreensdo do conhecimento descritos por Duval (1996) sdo exercitados, bem como todas as
modificacBes possiveis de uma figura propostas por ele e apresentadas na pagina 22.
Resumindo: Neste Encontro 5, além do desafio de constru¢do, os alunos precisavam
imaginar os sélidos propostos, pois na Folha de Atividades ndo havia figuras ilustrativas.
Neste momento, os alunos ja estavam acostumados a nomenclatura dos solidos e as
ferramentas para construcdo disponiveis no Calques 3D. Para minha surpresa, as duplas
expressaram pouquissimas dificuldades durante as construgdes, sendo que a maior dificuldade
foi na descricdo dos sélidos construidos. Apenas uma dupla e o aluno A ndo conseguiram
concluir as atividades.

Com o Encontro 5 concluiu-se a sequéncia didatica proposta para ser realizada com o
suporte do software Calques3D. Esta sequéncia didatica foi projetada, analisada a priori e a
posteriori, no que diz respeito ao uso do software Calques 3D como auxiliar no
desenvolvimento de habilidades para visualizacdo de figuras tridimensionais.
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A continuidade do trabalho de ensino e aprendizagem da Geometria Espacial

aconteceu na sala de aula, e é isto que trata a proxima se¢do do capitulo.
4.2.5 Continuidade em sala de aula

Esta se¢do tem por objetivo:

v' relatar parte do prosseguimento do trabalho em sala de aula;

v’ apresentar os resultados da avaliacdo feita na turma de alunos que participou da
experimentacdo da proposta didatica — que vamos referir no que segue como sendo a
“Turma Especial”. A avaliagdo foi sobre conteudos que foram trabalhados, na fase de
continuidade em sala de aula, e os resultados da Turma Especial s&o comparados com
os obtidos pelas outras trés turmas de 3° ano da escola.

Vale aqui relembrar que a proposta didatica, apresentada no Capitulo 3 e analisada
neste Capitulo, foi aplicada em apenas uma das quatro turmas de 3° ano da escola. Nas outras
turmas, todas sob a minha responsabilidade, o estudo da Geometria Espacial se realizou de
forma tradicional: apresentacdo dos sélidos, através de imagens projetadas e também em
material concreto acrilico; construgdo de esqueletos com varetas (maquetes tridimensionais);
descricdo de suas caracteristicas e realizacdo de exercicios com diferentes graus de
dificuldade.

Para todas as turmas foram propostos 0os mesmos exercicios do livro texto e outros
apresentados em folhas de xerox. Na Turma Especial, depois das cinco aulas realizadas no
laboratério de informatica (8 horas-aula), foram retomados os exercicios que ja haviam sido
resolvidos pelas demais turmas. Nos exercicios iniciais, os alunos avancaram rapidamente,
pois eram exercicios que tratavam da Geometria de posicdo e as construc@es realizadas no
Calques 3D ajudaram na visualizagdo e na resolucéo. Para realizar estes exercicios 0s alunos
se organizaram em grupos e em todos estes grupos surgiram comentérios do tipo: “Nestes
exercicios ndo forma nenhum plano, como na situacdo da constru¢do do Calques 3D onde
ndo conseguiamos fechar a face”.

A Turma Especial apresentou grande disposicdo e relativa facilidade na resolucdo dos
exercicios propostos sobre prismas e cilindro. Durante a resolucdo dos exercicios, os alunos
da Turma Especial mostraram seguranca na interpretacdo dos enunciados, apresentando
dificuldade quando as questdes exigiam equacionamento da situacdo problema™, sendo que

> Exemplos de situacdo problema que exige equacionamento:
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venho constatando com frequéncia, nestes anos de trabalho com Geometria Espacial, falta
desta habilidade. Mas observei que na Turma Especial, 0s alunos apresentaram também um
avango nas questbes com equacionamento durante a realizacdo dos exercicios propostos. O
trabalho com a visualizagdo de figuras tridimensionais, no qual visualizaram as figuras planas
componentes das mesmas e a relacdo entre seus elementos componentes, foram exploradas
durante as atividades propostas na sequéncia didatica, facilitando a compreensdo dos mais
diversos enunciados.

Considerando que a utilizagdo do Calques 3D deve ajudar os alunos a desenvolverem
habilidades para visualizar objetos tridimensionais quando representados em duas dimensdes,
nos parece coerente que a Turma Especial ndo tenha apresentado dificuldades na interpretacéo
e visualizacéo dos problemas propostos.

A avaliacio final (APENDICE C) foi aplicada quando as quatro turmas ja se
encontravam, todas, trabalhando o mesmo contetdo relativo a prismas e cilindros e ja tendo
elas resolvido diversos exercicios sobre o assunto.

O Quadro 5 indica a distribuicéo de notas dos alunos, por turma, na avaliacao final que

envolveu exercicios sobre prismas e cilindros.

Quadro 5 — Desempenho das turmas na avaliacdo final de prismas e cilindros.

Notas inferiores | Notas entre 5,0 e | Notas superiores Notas

Turma | Desempenho a5,0 7,0 a’7,0 de 50a
G=x=7) 10,0
Turma Especial 8 (25%) 13 (41%) 11 (34%) 75%
Turma A 19 (66%) 5 (17%) 5 (17%) 34%
Turma B 15 (54%) 4 (14%) 9 (32%) 46%
Turma C 12 (44%) 10 (37%) 5 (19%) 56%

Fonte: Elaborado pela autora

O quadro indica um melhor percentual de desempenho na Turma Especial,
principalmente quanto ao percentual de alunos com nota maior ou igual a 5,0. Desta forma,
parece que as observacBes feitas nos momentos de resolucdo dos exercicios (apresentadas
acima), que antecederam o momento de avaliacéo, se refletem nos percentuais que estdo no

quadro.

v" Num paralelepipedo retangulo, a érea total é de 582 cm2. As dimens0es desse paralelepipedo estdo em
PA de razdo 3. Determine as dimensdes do paralelepipedo.

v' A area lateral de um prisma regular de base triangular é de 36 cm2. A altura do prisma é o triplo da
aresta da base. Calcule o volume do prisma.
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Nas provas dos alunos da Turma Especial observei que:

v’ Para resolver as questdes com descricdo apenas textual, eles representaram através de
desenho o solido presente no enunciado. Da turma com 32 alunos apenas 4 alunos ndo
fizeram nenhuma representacao.

As Figuras 31 e 32 ilustram o observado:

Figura 31 — Resolucdo de aluno: Questdo 1

1. Um caminh&o pipa cujo reservatério € um prisma hexagonal regular de lado .- _ _
da base medindO\[g m e de 2 m de altura é descarregado, transportando-se e
’ ~ o o\~
seu conteudo em latas que sdo prismas retos de base quadrada, com 0,5 m Oﬂ, An>
de lado e 1 m de altura. Qual o nimero de latas necessarias para
descarregar totalmente o caminhdo? (use \/g =1,73 / /";,»‘ Vg ’5’7 1y L0953
e e ; A- 2.1 oV oo JoE ]
Q VG ... ViAR -5 %0 \ (,/“L/,_—,
YL 2 : Vv-4c27. 9 e 1475
I s SR Lk - . G 17 el
‘ \ oo N T TG A e lala
= 1= 2044 Az 3 ) S50l TP =BT 0T

Fonte: Material dos alunos

Figura 32— Resolugdo de aluno: Questéo 4

4. A garagem subterrdnea de um edificio tem 18 boxes retangulares, cada um
com 3,5m de largura e 6m de comprimento. O piso da garagem é de
concreto e tem 20cm de espessura. Calcule o volume dé concreto utilizado
para o piso da garagem. - .

Fonte: Material dos alunos

v As questdes que apresentaram maior nimero de erros S30 as que exigem

equacionamento para encontrar dados necessarios: 9 alunos acertam a questdo 2; 6
alunos acertam a questéo 5; 23 alunos acertam a quest&o 6.
As questbes 2 e 5 envolvem situagfes problema com prismas e a questdo 6 com
cilindros. Na questdo 6 os alunos apresentaram maior nimero de acertos do que nas
questdes 2 e 5. Geralmente, os alunos apresentam maior dificuldade nas questdes que
envolvem equacionamento com prismas em comparacdo com aquelas que envolvem
cilindros. Nos prismas, as possibilidades de poligonos que podem formar suas bases
causam maiores dificuldades quanto aos calculos de area. Ja no cilindro, a base é um
circulo, o que facilita o céalculo da area.

As Figuras 33, 34 e 35 ilustram o observado:
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Figura 33— Resolucdo de aluno: Questdo 2

2. 0O volume de um prisma hexagonal regular é 81+/3 cm3. Calcular a S;a o
\(A =/ LN S

altura, sabendo que ela é o dobro da aresta da base. VL .
0UTS - f24

S 3 O 2
V=843 h=9 L AR -
4 ; = i ;— 3 23 = N | / : k“‘ a3 }
C__;} : / AN = L J—T. vl Nal A // j\O: +
{ A ‘,‘L = - Cn

e a7 1A 2
S MRS TR S e

Fonte: Material dos alunos

Figura 34— Resolugdo de aluno: Questdo 5

5. Calcule a area total de um prisma triangular regular cujas arestas sdo todas
0 congruentes entre si e cujo volume é 324“{_cm3 — A =54J3! -2+ 3 24l

2 e = 0 i3
,> i 7 A e Y L A
/7\

=3 A«J/] 7"
v = 324037 = ¢
© L
/,\ \ ﬂAL U2 32(4»’!-V'
) L =2 1z9' =6J6 cm
17 : = = .}? S &
: > o6 E_)___ Ve L
S (‘{ El == :
A 4 SRR :

Fonte: Material dos alunos

Figura 35— Resolugéo de aluno: Questéo 6

6. Em um cilindro eqildtero(h=2r), a &rea da base é 2897 c¢m’. Calcule o

volume deste cilindro. - = -2 £t T
Q desgirsx V- T.h
= e “:" 3y A7 v T A7 3y

d.fg> >

Fonte: Material dos alunos

v' As questdes que apresentaram maior acerto foram as questdes 3 e 10, nas quais
apenas 3 alunos (em cada uma) resolvem errado. A questdo 3 apresenta a planificacéo
de um prisma hexagonal regular e a questdo 10 apenas a descri¢do de um cilindro,
sendo fornecido o diametro e a altura em unidades de medida diferentes.

As Figuras 36 e 37 ilustram resolucdes destas duas questdes.



Figura 36 — Resolucéo de aluno: Questéo 3

3. A figura abaixo representa a planificacdo de um sélido. Calcule seu volume.

\/ -

> = Al h

A~/ 03
A B Y

Fonte: Material dos alunos

Figura 37 — Resolugdo de aluno: Questdo 10

1vvi

10.Quantos litros comporta uma caixa d’ &gua
didmetro e 60 cm de altura?

f [ [’,(j(""' - O“bp\

oo L

N

' x

cilindrica com 2 metros de

(00 c

Fonte: Material dos alunos

89

v' Erros que evidenciam falta de atencdo ao resolver as questdes. Alguns alunos

mostraram conhecimento para resolver o exercicio, mas cometeram erros nas

multiplicacdes, fatoracdes, ou utilizacao dos dados fornecidos.

Nas Figuras 38, 39, 40 e 41 estdo registrados alguns erros basicos cometidos na

resolugédo de algumas das questdes.

Figura 38 — Resolucao de aluno: Questdo 2 que apresenta erros de multiplicacdo, fatoracao e divisdo

2. O volume de um prisma hexagonal regular é 24+/3 cm3. Calcular a sua
altura, sabendo que ela é o dobro da aresta da base.

V = N N g e > U3 P o= A2
= ==1J&% | A\
MR 2003 20 % e
o gt ay e
27T HIelT D s
J 4 O — S .
Lo = Li{ A=) T i 5 J 9.(9103 }\’L%‘_f@m
’Hu’j’ = RDPRIS 7»

Fonte: Material dos alunos
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Figura 39 — Resolucéo de aluno: Questdo 5 que apresenta erro na figura adotada como base

5. Calcule a area total de um prisma triangular regular cujas arestas s&o todas
congruentes entre si e cujo volume é 128 <3 cms3.

venp. b, Semagomol

o AB = 3.23.
7O
& :
ﬁ;;;a
3
Aa8B=3-0543
)

A&-‘;Q‘:’)'s
Q9 az =%
P
AaR]a .a = N3

AL= <€D.13 . 5,3.’;\' 5
Q‘_—)(oj-'j = 3@_2'
2

2
Ap = A2*>,33 ™
2
AL= 255,55 m

AS56 . D,

AT= %\/"’ G
3
Fonte: Material dos alunos

Figura 40 — Resolucdo de aluno: Questdo 7 que apresenta erro de potenciacao.

7. Um galdo de gasolina de forma

cilindrica tem o didmetro da base iguala 9 m
e sua altura é 4m. Durante o dia vazou 20%

de seu volume total. Qual é a
quantidade de gasolina existente, em litros, no galdo? ¢ = 4.2
AR = T.c°

Nco 7»
V= As. h 226070 =
L L0%e
T o 77 A L o
APD"T"H-(DQ d‘kv\(‘,’&z‘: Yo
5= _— N\ = 22 o8 i+=—b &&,@O(?O)\_
As :@r ,\ (
AQ,_: 5(0,53' )

Ng o8 @400 =100

o =A8S¥4 L

Fonte: Material dos alunos

Figura 41 — Resolugdo de aluno: Questdo 8 que apresenta erro de dados no Teorema de Pitagoras

/"'/I/IV' ‘.l‘/ ’ . A
Na figura ao lado, tem-se um prisma reto cuja base é um tridangulo

retdngulo. Se AB = 17 cm, AE = 8 cm e ED = 14 cm. Calcule a area total e o
seu volume do prisma. /= §52£n-»
AT < S :
| £ X% £
S &
2
9 =9 % R 18,23 = 472+ 2
= ‘ 279,05 2 :

Fonte: Material dos alunos

Também observei que na continuidade do trabalho com solidos, em sala de aula, na

Turma Especial os alunos se mostraram mais receptivos. Eles realizaram todas as atividades
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com empenho e dedicagdo, apresentando duvidas apenas nos exercicios mais dificeis. Sempre

aproveitaram a aula para esclarecer suas davidas.

4.2.6 Reflexdes sobre a teoria e pratica: a validagao da proposta didatica

Nesta secdo passo a apresentar uma analise dos resultados obtidos durante o processo
de aplicacdo da proposta didatica, que engloba os procedimentos adotados pela professora e
pelos alunos, antes, durante e depois da aplicacdo. A partir dessa analise apresento sugestdes
de modificacBes na proposta para viabiliza-la em outros contextos de sala de aula.

Analisando o desempenho dos alunos na sala de aula convencional e no laboratério de
informética, percebe-se que desde o inicio dos trabalhos houve um progresso na
aprendizagem. O pré-teste envolvendo questdes do teste de Van Hiele e as questbes
envolvendo raciocinio espacial mostraram dificuldades dos alunos em relagdo aos conteudos
de Geometria Plana e também quanto ao raciocinio espacial. O pré-teste mostrou que 0s
niveis de desenvolvimento, conforme Van Hiele, estdo distribuidos até no méximo 3, sendo
este raro para os alunos (4 no total).

ApOs o pré-teste, realizou-se uma revisdo de conteudos de Geometria Plana, assuntos
trabalhados no Ensino Fundamental. Apés esta revisdo, utilizando-se aulas expositivas e 0
livro-texto, os alunos fizeram uma avalia¢do individual e a média da turma ficou em 5,88,
sendo que 12 alunos ficaram com nota inferior a 5,0 e 8 alunos ficaram com notas entre 5,0 e
7,0. Como a escola exige nota 7,0 para aprovacao, foi realizada uma prova de recuperagéo e
entdo apenas dois alunos ficaram com notas inferiores a média 7,0.

Antes de dar inicio a experimentacdo da proposta didatica com o Calques 3D, 0s
principais conceitos da Geometria de posicdo foram discutidos. Apds iniciaram-se 0s
trabalhos no laboratério de informatica. Nas atividades do primeiro dia, em que as
construcbes 3D deveriam ser feitas a partir de representacdo em perspectiva dos sélidos, foi
possivel perceber a dificuldade dos alunos na identificacdo dos diferentes elementos.

Neste momento, minha intervencdo sobre a representacdo de solidos se mostrou
necessaria. Como diz Parzysz (1988), é preciso esclarecer que certas regras sdo obrigatdrias e
devem ser explicitadas, pois dizem respeito a propriedades geométricas projetivas. Para que
os alunos compreendessem essas regras de representacdo em perspectiva, utilizei um exemplo

no Calques 3D e fiz movimentos que ilustrassem a representacdo sob diferentes pontos de
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vista, conforme ilustra a Figura 42. Este exemplo também foi utilizado para mostrar o

paralelismo e perpendicularismo das arestas do paralelepipedo.

Figura 42 — Modificacdes das vistas de um paralelepipedo

VN
/ X
/

i

Modifica(;'éo da vista superior e inferior

Fonte: Elaborada pela autora

Ao construir as primeiras figuras no software, os alunos ndo tomaram cuidados quanto
as condicGes de perpendicularidade e paralelismo entre arestas e faces e entdo ndo
conseguiram “encaixar” as faces de modo a “fechar” o solido. Este cuidado pode passar
desapercebido nos desenhos em perspectiva feito com lapis e papel e também nas maquetes
tridimensionais. O trabalho no Calques 3D exige que os alunos identifiquem estas relacfes de
perpendicularidade e paralelismo, principalmente nas construgdes de prismas, pois para
construir os poligonos “faces” os seus pontos vértices devem estar todos no mesmo plano e
isto deve ser considerado no procedimento de construcdo. Esta exigéncia de cuidados na
construcdo é uma vantagem da utilizacdo do software, em relacdo a utilizacdo de
representaces em desenho no papel ou maquetes tridimensionais, pois além de realizarem as
construcdes, os alunos estdo aplicando conceitos que sdo essenciais para produzir o sélido. A
Figura 43 apresenta uma construcdo em que 0s necessarios cuidados de construcdo ndo foram
atendidos e o proprio Calques 3D informa da incoeréncia do procedimento que quer-se
implementar, a saber, a construcdo de um poligono usando como Vértices pontos que ndo sao

coplanares.
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Figura 43 — Tentativa de construcdo de poligono usando pontos que ndo coplanares.

Calques 30 ‘ o)

4 v  Este ponto ndo estd no plano definide pelos pontos anteriores,
\ ' Por favor, escolha cutro ponto.

Fonte: Elaborada pela autora

Os cuidados a serem tomados na construcdo caracterizam a apreensdo que envolve o
conhecimento sequencial, descrito por Duval (1996). Segundo este autor, este é um
conhecimento que se faz presente nas tarefas de construcdo que tem como objetivo reproduzir
uma figura, neste caso , usando o software Calques 3D.

No decorrer da aplicagdo da proposta didatica e também ao longo das atividades
posteriores, verificou-se a apreensdo do conhecimento dos tipos perceptiva, discursiva e
operatoria, descritas pelo mesmo Duval (1996). Durante as atividades, os alunos interpretaram
as figuras dadas e os elementos de cada figura, e articularam este entendimento com 0s
enunciados. A apreensao operatoria, manifesta-se nas construc@es do quinto encontro, em que
0s problemas proposto tem apenas uma descrigdo textual. Podemos tomar como exemplo a
Atividade 1, na qual, a partir de um cubo inicial, diferentes foram as estratégias escolhidas:
alguns alunos construiram o segundo cubo com aresta igual a metade da aresta do cubo
inicial; outros alunos trabalharam com cubo tendo aresta igual ao dobro da aresta do cubo
inicial.

Percebe-se também durante o trabalho, as modificaces de tratamento que séo das as
figuras para que , conforme Duval (1996), se estabeleca a apreensdo operatoria: é a
modificacdo mereoldgica que relaciona o parte/todo); a modificacdo otica que transforma uma
figura em outra com as mesma propriedades mas com desenho diferente; a modificacdo
posicional que desloca a figura em relacdo ao referencial inicial. Durante as construcdes

realizadas, estas modificages se manifestaram na identificagdo dos diferentes componentes
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de um solido ou nas transformacdes de planificagdes ou descri¢des textuais em representacoes
em perspectiva no Calques 3D.

Ao resolver exercicios em sala de aula, ap6s as construcdes feitas no laboratorio de
informatica, envolvendo problemas de geometria dos trés niveis (Nivel 1, 2 e 3) classificados
por Duval (1996), os alunos conseguiram mostrar 0 quanto a comunicacdo de idéias em
Matematica depende das representacdes utilizadas. Na Turma Especial se manifestou, de
forma mais intensa, o uso de representacbes em desenho para uma melhor compreensédo do
problema. Estas representacdes feitas pelos alunos refletem as representagdes mentais que
eles fizeram das situagdes apresentadas e indicam que “0 elemento do nucleo central em todas
as concepgodes da percepgdo visual sao as imagens mentais”’(Gutiérrez, 1992, p. 44).

Também merece destaque, no experimento realizado, a iniciativa voluntaria dos alunos
de construcdo de maquetes tridimensionais para visualizar os sélidos que haviam sido
apresentados através de planificacdo. Parzysz (1988, p.79) identifica esta necessidade de
“passar por uma fase de utiliza¢do de uma representacdo em 3D (modelo), mesmo em nivel
do ensino médio”. Isto foi bem evidenciado no experimento realizado, 0o que comprova que
ndo se pode descartar esta etapa de trabalho com os objetos tridimensionais.

Assim como expde Duval (1993), o trabalho com a Matemaética nos mostra que as
representacfes semidticas dos objetos, sejam elas utilizadas para compreensdo ou analise, nos
ddo um ponto de partida para o trabalho pedagdgico que busca estratégias que auxiliem os
alunos nas suas dificuldades. Através das representacdes Compreendendo a forma de pensar
dos alunos o professor conseguira elaborar estratégias para o real crescimento cognitivo dos
mesmos.

A partir da sequéncia didéatica tratando da visualizacdo de objetos tridimensionais e do
desempenho dos alunos no prosseguimento do trabalho em sala de aula, consigo dizer que,
guanto os niveis propostos por Van Hiele, os alunos avancaram em relacéo aqueles em que se
encontravam no pré-teste realizado antes da aplicacdo da sequéncia didatica. No pré-teste
avaliei que quatro alunos poderiam se apresentar no nivel 3 de Van Hiele e agora, apo6s a
aplicacdo da proposta e dos exercicios realizados em sala de aula avalio que outros sete
também se encontram neste nivel. Quanto aos demais alunos, diria que se encontram pelo
menos no nivel 2, pois identifiquei neles atitudes que sdo caracteristicas deste nivel. As
caracteristicas relativas ao nivel 4, ndo foram objeto de investigacdo na experiéncia realizada.

Quanto a proposta didatica implementada, alguns pontos merecem ser reavaliados:
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v" Mesmo tendo sido produtiva a realizacdo das duas atividades do Encontro 1, momento
em que os alunos realizaram as construcdes de solidos indicados através de
representacbes em perspectiva, a quantidade de construcBes solicitadas merece ser
reconsiderada. Para uma futura aplicacdo da proposta se prop0e a realizagdo de apenas
uma das atividades do primeiro Encontro, incluindo-se nele reformulagdes. Uma

possibilidade seria:

Construa o solido representado na
figura ao lado. Indique na
construcéo:

a. de rosa, duas retas concorrentes.

b. de amarelo, duas retas paralelas.

c. de marrom, duas retas
perpendiculares.

d. de laranja, duas retas reversas.

e. de azul, um segmento que
determine a distancia da parede da
frente a parede dos fundos da casa.

f. de vermelho, a distancia entre as
paredes laterais.

g. de verde, a disténcia da cumeeira
ao piso (ponto A ao plano GHIJ).

h. de roxo todos os planos que

contem a reta DHe sdo
perpendiculares ao plano GHIJ.

i. areta IJ é perpendicular ao plano
EFJG. Qual é a posicao dos planos
CRJI, GHIJ, DEGH ao plano
EFIG?

v E importante que os alunos explorem bem as atividades iniciais para que se
ambientem com o software e bem apliqguem os conceitos da Geometria de posicao,
pois eles auxiliam na compreenséo de futuras situagdes problema.

v As atividades do segundo e terceiro Encontros podem ser reduzidas, mesclando-se as
questdes elaboradas com as questdes do livro texto de forma a ter-se um Encontro de

trabalho. Uma possibilidade seria:
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1. Construa as pegas representadas abaixo:
a) b) c)

=

1.
e “;\ s __u_:': ...... e
— ; .

(Consultar .éxercicio 34 da (Consultar exercicio 11 da
pagina 465) pagina 682)

2. Construa os solidos resultantes das planificaces abaixo:
a) b) c)

(Consultar exercicio 13 da péagina
683)

v Dependendo da quantidade de aulas que se pode dispor no laboratério de informatica,
do calendario escolar e do laboratorio, as constru¢des realizadas no quarto Encontro
podem ser feitas no momento de estudo do volume de uma piramide.

v' Para realizar as atividades do quinto Encontro, os alunos ja deveriam estar
ambientados com o software, para bem realizarem as atividades sem perda de tempo
na aprendizagem das ferramentas do software.

v Inlmeras outras situacGes de construcbes podem ser propostas. O importante é
selecionar atividades que explorem diferentes situacbes de aprendizagem. As
atividades propostas neste trabalho exploraram as construcfes dos solidos, a partir de
representacdo em perspectiva, de planificacéo e de descrigéo textual.

Ao iniciar o trabalho, os alunos apresentaram muitas dificuldades para se adaptar ao
software Calques 3D, pois eles entendiam que as construgdes poderiam ser realizadas de
qualquer maneira. Ao verificar a impossibilidade de “fechar” os solidos, se frustravam por ter
que reiniciar a construcdo. Neste momento passaram a compreender que para realizar
construcdes de objetos geométricos, cuidados precisam ser tomados.

Apos a realizacdo do experimento através resultados obtidos pela Turma Especial,
tanto durante o0 momento de resolucdo dos exercicios propostos, quanto no momento de
avaliacdo final, posso afirmar que as construcdes realizadas no Calques 3D muito auxiliaram

no crescimento das habilidades para a visualizacdo de objetos tridimensionais, e também na
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compreensdo e elaboracdo de estratégias para solucionar problemas que envolvem estes
objetos. Esta sequéncia didatica foi aplicada em apenas uma das turmas de 3° ano da escola, e
apesar do grande crescimento da Turma Especial, ndo posso garantir que 0 mesmo ocorreria
com as demais, pois cada turma tem suas caracteristicas proprias e comportamentos singulares
diante das propostas apresentadas pelo professor.

O trabalho também foi socializado com colegas da area da Matematica na escola.

Considerando as analises e consideracdes apresentadas, relativas ao desempenho da
Turma Especial, considero que a proposta didatica pode ser validada. E julgo que ficaram
respondidas as duas perguntas colocadas no Capitulo 3.



98

5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao pensar sobre a escolha de um tema para esta dissertacao, ja sabia da minha vontade
de desenvolver uma proposta para o ensino de Geometria. Nas minhas primeiras ideias pensei
em desenvolver um trabalho com Geometria Plana no Ensino Fundamental, nisso também
fazendo uso de algum software.

Por que o meu interesse em Geometria? Desde que iniciei meu trabalho como
professora, observo a resisténcia dos alunos frente aos contetdos de Geometria,
principalmente nas séries finais do Ensino Médio. J& tendo desenvolvido trabalho de
Geometria em diversas séries, explorando diversas formas de construir o caminho da pratica
até a formalizacdo de teoremas, ndo encontrei nas séries do Ensino Fundamental maiores
resisténcias e nem dificuldades significativas. O mesmo também me ocorreu ministrando
aulas de desenho geométrico no Ensino Médio, a ndo ser quanto algumas manifestacGes de
pouco interesse por parte dos alunos, sob a alegagdo de néo terem o gosto de desenhar. Porém,
ao lecionar Geometria Espacial no Ensino Médio, me deparei com muitas dificuldades por
parte dos alunos, especialmente quanto ao estabelecer relagbes entre as figuras de
representacfes em perspectiva ou de planificagdes dos solidos com os enunciados dos
problemas que sdo classicos nos livros escolares. Na Figura 44 temos alguns exemplos de

problemas.

Figura 44 — Exemplos de problemas encontrados na internet e livros

No cubo representado na figura Determine a area total de um prisma triangular
regular cujas arestas sdo todas congruentes entre si
&
e cujo volume é 54 "E cm3.
/ !
/ 7
A 1 B

a area do tridngulo ABC &

a) 42
B) 8v2
C) 43
D) 83
E) 8

Fonte: Vestibular PUC — RS — 2008; Questdo adaptada do Vestibular Mackenzie — SP.

Como nos ultimos cinco anos tenho tido dedicagdo exclusiva ao Ensino Médio, resolvi

aceitar o desafio de conceber e implementar uma sequéncia didatica com foco no ensino de
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Geometria Espacial para esse ciclo educacional. Durante os anos de trabalho com esse
conteddo, utilizei diversos métodos para auxiliar os alunos. Por exemplo, técnicas de
representacdo em perspectiva e montagens de maquetes tridimensionais. Verifiquei que
alguns alunos conseguiram melhorar seu desempenho ao fazer uso destas técnicas e mesmo
atingindo niveis considerados satisfatorios, era evidente para mim que esses niveis podiam ser
melhorados.

Influenciada por esta insatisfacdo e motivada pelos desafios propostos pelo Mestrado
em Ensino de Matematica, somadas as possibilidades do uso de tecnologia informéatica em
sala de aula, busquei um software para auxiliar, em primeiro lugar, aquilo que sempre me
angustiou em relacdo as dificuldades dos alunos: a visualizacdo e interpretagdo dos solidos
envolvidos nas diversas situacdes-problema apresentadas em livros, vestibulares, concursos,
etc. Realizar as leituras necessarias para compreender 0 processo da construcdo de
conhecimento em Geometria abordado por Van Hiele e Duval, bem como alguns trabalhos
realizados com as técnicas de perspectivas utilizadas por Gutiérrez e Parzysz, e as maquetes
tridimensionais destacadas por Parzysz, dos quais ja fazia uso em minhas aulas, foram muito
importantes para conseguir analisar as dificuldades encontradas pelos alunos durante a
resolugédo dos problemas e também na concepc¢éo da sequéncia didatica.

Para esse trabalho, escolhi a Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa
principalmente pela sua forma de organizar a pesquisa a partir da uma analise preliminar do
problema a ser investigado, passando a criacdo de uma sequéncia de aulas planejadas para
obter informacgbes sobre o fendmeno investigado. Na concep¢do da sequéncia didatica
apoiada no uso de um software de Geometria dindmica — o Calques3D, criei expectativas em
relacdo ao desempenho dos alunos. Previ dificuldades, pois as construgdes exigiam
visualizacao e conhecimento dos conceitos da Geometria de posi¢do, bem como desenvoltura
no uso das ferramentas do Calques 3D. Minhas expectativas quanto as dificuldades foram
realidade até o segundo Encontro.

A partir do terceiro Encontro, conhecendo e sabendo utilizar as ferramentas
disponiveis, os alunos deixaram de mostrar maiores dificuldades quanto aos procedimentos
que tinham que usar, apresentando agilidade e rapidez. Uma dupla (4) se autodenominou
“pais do Calques”, como forma de expressar Sseus sentimentos em niveis de compreensdo e
rapidez na execugédo das tarefas. Esta rapidez se deve ao fato de eles terem instalado o
software em seus computadores pessoais e assim avancaram nas suas exploracdes do

software, por iniciativa propria. O interessante € que estes alunos ndo podem ser considerados
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“fas” de Matemaética, pois nas aulas convencionais nem sempre realizavam as atividades
propostas, além de serem sempre muito inquietos. No laboratério de informatica eles se
interessaram pela proposta de trabalho e demonstraram um grande entusiasmo.

Vale destacar que o espirito de colaboracgdo foi construido por iniciativa da turma e de
forma espontanea o que provocou movimentagdes e conversas constantes entre eles. Essa
situacdo pode causar estranhamento numa perspectiva mais tradicional do ensino de
Matematica que pressupde a centralizacdo no saber do professor e no siléncio dos alunos.
Outro fato relevante é de que o auxilio prestado por alguns alunos foram caracterizados por
indicativos de caminhos para chegar a solucdo de suas dificuldades gerando diferentes
possibilidades de resolucdo, que foram discutidas posteriormente em sala de aula.

A turma apresentou satisfacdo em relacdo aos trabalhos na sala de informaética e o
mesmo espirito de desafio continuou presente na sala de aula tradicional, nos momentos de
realizar os exercicios usuais da Geometria Espacial. Isto ficou evidente a partir das constantes
relagBes estabelecidas entre os exercicios convencionais e as construgdes realizadas com o
Calques 3D. Os alunos aprenderam a fazer uso dessa nova ferramenta e a ela recorreram
muitas vezes durante os estudos dos solidos geométricos, nos momentos de duvidas. Sendo
assim considero que o Calques 3D foi uma ferramentaparaopensamento, para esta turma de
3° ano do Ensino Médio, no sentido que dado por Shaffer e Clinton (2006).

Sinto-me muito satisfeita com os resultados obtidos quanto a aprendizagem dos meus
alunos. Observei uma melhora significativa na visualizacdo dos solidos envolvidos nos
exercicios que foram resolvidos apds a sequéncia didatica realizada na sala de informatica e,
como consequéncia, nas avaliagdes posteriores os erros dos alunos tiveram origem, sobretudo,
na falta de atencéo, nos célculos basicos e principalmente no equacionamento dos problemas.

Acredito que o aumento nas habilidades de visualizacdo se deve ao fato de ter sido
utilizado o software Calques 3D. Mas novas ferramentas e propostas ndo excluem a
utilizacdo de outros procedimentos didaticos relacionados ao ensino de Geometria. Em outras
palavras, os recursos tradicionais, tais como construcdo de maquetes, e 0s recursos inovadores
sdo complementares na elaboracéo das estratégias que ajudam a aprendizagem dos alunos.

Outro dado importante a ser considerado pelo professor € a constante observacdo das
dificuldades apresentadas pelos alunos e também a necessidade de permanente estudo de
trabalhos relacionados a estas dificuldades. E hoje em dia, com a internet, podemos entrar em

contato com propostas realizadas nas mais variadas culturas e institui¢cdes educacionais.
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Como produto final dessa experiéncia didatica apresento no APENDICE D, um
pequeno tutorial para utilizacgdo do Calques 3D e no APENDICE E, além da sequéncia
didatica original, a sequéncia reelaborada a partir das andlises realizadas durante e apos a
aplicacdo da proposta de trabalho.

Por fim faz-se necessario destacar, mais uma vez, que o trabalho do professor esta
diretamente ligado ao sucesso da aprendizagem dos alunos. Enquanto educadores é
imperativo a manutencdo do nosso espirito de pesquisador em busca de novas ferramentas e
referéncias teoricas para elaboracdo de solucbes de dificuldades de aprendizagem que o0s
alunos apresentam, em diferentes momentos.

Os trabalhos realizados nas instituicbes de ensino espalhadas pelo Brasil, como esse
aqui apresentado, precisam chegar ao alcance dos professores que estdo em sala de aula para
que aconteca realmente melhoria na qualidade da aprendizagem dos alunos. Para que isso
ocorra faz-se necessaria a participacao efetiva das comunidades, instituicbes governamentais
na elaboracdo de projetos pedagdgicos e de politicas publicas que possibilitem a ampliacdo do

acesso a educacdo irrestrita e a construcao dos saberes.
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APENDICE A - PRE-TESTE

1- Assinale o(s) triangulo(s):

A AN

2- Assinale o(s) quadrado(s):

i s m <>
3- Assinale o(s) retangulos(s):

. @T\B

4- Assinale o(s) paralelogramo(s):

OFZRNR WA

5- Assinale os pares de retas paralelas:

6- No retangulo ABCD, as linhas AD e BC sdo chamadas de diagonais. Assinale
a(s) afirmativas(s). verdadeira(s) para todos os retangulosy B
a) Tém 4 angulos retos.

b) Tém lados opostos paralelos.

c) Tém diagonais de mesmo comprimento.
d) Tém os 4 angulos iguais.

e) todas sdo verdadeiras C D
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7. Qual dos solidos abaixo pode ser feito a partir dessa forma plana?

ki
' ~~
/WS -

(sl :l" W ()

8. Uma grande forma positiva e uma pequena forma negativa interagem deixando uma
terceira forma. Escolha entre estas as que forem possiveis.

4y
Aﬁl

“) W)

/

9. Descubra a figura que nada tenha a ver com as outras.

W
g

10. Qual dos s6lidos abaixo pode ser feito a partir dessa forma plana?

"‘.' "y X’

() i (3] i




Gabarito:
1.b,c,e 2.¢ 3.a,c 4.a,d 5.ac 6.e 7.b,c

e
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11. Qual dos sélidos abaixo pode ser feito a partir dessa forma plana sem sobreposicao?

12.

A _A
\ A 4

WI9

d

Representar objetos tridimensionais
em uma folha de papel nem sempre €
tarefa fécil. O artista holandés Escher
(1898-1972) explorou essa dificulda-
de criando vérias figuras planas im-
possiveis de serem construidas como
objetos tridimensionais, a exemplo
da litografia Belvedere, reproduzida
ao lado.

Considere que um marceneiro tenha
encontrado algumas figuras suposta-
mente desenhadas por Escher e de-

seje construir uma delas com ripas rigidas de madeira que tenham o
mesmo tamanho. Qual dos desenhos a seguir ele poderia reproduzir

em um modelo tridimensional real?

9)

8.a,b,d 9.¢ 10.b,d 11.c,d

12.
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APENDICE B - EXEMPLO DE AVALIACAO INICIAL (Geometria Plana)

1. Se OE =16, TO = 4 e AE = 20, calcule A
AR. R:5

=]
R O 'E

2. Um prédio tem sombra, pela luz solar, projetada no solo horizontal com 70 metros.
Simultaneamente um poste de 8m de altura localizado nas proximidades deste prédio
tem sua sombra do
mesmo tipo com 14 A
m. Calcule a altura
do prédio. R: 40 m

1]

X

70 m B i H#m [ E

3. O mapa mostra quatro estradas paralelas que séo cortadas por trés vias transversais.
Algumas das distancias entre os cruzamentos dessas vias e estradas estdo indicadas no
mapa (em km), mas as outras precisam ser calculadas.Complete o mapa com as
distancias que faltam.

RaTI YR WK
ASCEc_

4. Qual é a distancia percorrida pela .9
bolinha? R: 2,65 m
SOCI;\'I

=—25 cm—»} 2 m—
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5. A figura representa um barco a vela.

a) Determina, de acordo com os dados da figura, 0s
valores de x e y. R: x=3,36m; y=1,6m

b) Quanto se gastaria para fazer uma vela cujo preco
do m? de tecido é de R$ 124,00? R: R$ 1410,62

[

BN —x—s
<9
%

V& 3 42 m \

6. Calcule a area pintada, de cada figura.

a) b)
10 cm
o
X 5 ¥ O Cs,
L I 6 14 cm
«—
8 cm
R:21cm?

O pentéagono € regular.

R: 108 cm?
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APENDICE C - EXEMPLO DE AVALIACAO FINAL (prismas e cilindros)

Um caminhdo pipa cujo reservatorio € um prisma hexagonal regular de lado da base

medindo+/3m e de 2 m de altura é descarregado, transportando-se seu conteldo em
latas que s@o prismas retos de base quadrada, com 0,5 m de lado e 1 m de altura. Qual

0 numero de latas necessarias para descarregar totalmente o caminhdo? (use V3 =1,73)
R: 63 latas

O volume de um prisma hexagonal regular é 81 /3 cme. Calcular a sua altura, sabendo
que ela é o dobro da aresta da base. R: 6 cm
A figura abaixo representa a planificacdo de um so6lido. Calcule seu volume.

I =
—4 R: 240+/3

A garagem subterranea de um edificio tem 18 boxes retangulares, cada um com 3,5m
de largura e 5m de comprimento. O piso da garagem é de concreto e tem 20 cm de
espessura. Calcule o volume de concreto utilizado para o piso da garagem. R: 63 m3

Calcule a area total de um prisma triangular regular cujas arestas sdo todas

congruentes entre si e cujo volume é 54*E cmé. R: 18(\/5 +6) cm3

Em um cilindro equilatero (h=2r), a &rea da base é 900 7 cm*. Calcule o volume deste
cilindro. R: 54000 7 cm?

Um galdo de gasolina de forma cilindrica tem o didmetro da base igual a 7 m e sua
altura é 4m. Durante o dia vazou 20% de seu volume total. Qual é a quantidade de
gasolina existente, em litros, no galdo? R: 123088 L

Na figura ao lado, tem-se um prisma reto cuja base é um triangulo retangulo. Se AB =
17 cm, AE =8 cm e ED =14 cm. Calcule a area total e 0 seu volume do prisma.

~C R:680cm2e 840cm?

A B

Calcule o volume de um cilindro reto inscrito num cubo de 8 cm de aresta.

\

\f 8cm

Quantos litros comportam uma caixa d’agua cilindrica com 2 metros de diametro e 70
cm de altura? R: 2198 L

R: 1287 cm?3
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APENDICE D - INSTRUCOES INICIAIS PARA O CALQUES 3D

A seguir serdo apresentadas algumas ferramentas e construcdes possiveis com o
Calques 3D, que serdo utilizadas nesta proposta de trabalho. Estas ferramentas seréo
especialmente utilizadas na introducdo de conceitos necessarios a Geometria Espacial que
serdo construidos durante a realizacdo das tarefas propostas.

[#] mauwo Edtar Ver Viualzaio Objeto Construclo Exploracio Macros Femamentas Janela  Ajuda
aY=A" | B @28

A-B- S &S LKt S
@ - 0

~
&=
=

Atrbutos 2 x

B 24

B estrutura

< Tarefa padrdo : Trocar as propriedades de visualzagéo (aparéncia dos objetos, ponto de vista do observador, etc.) lcap|um|[scr o)

Interface inicial

Ao abrir o software, nem todas as ferramentas estdo disponiveis. Elas somente poderao
ser utilizadas quando existirem as condi¢Oes necessarias impostas pelo programa. Desde o
inicio pode-se optar pelo sistema de coordenadas entre as opcGes: nenhum, eixos, solo ou
paredes (como se apresenta ao abrir o programa).
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r ’El ;Q B : - .
B T
g
[ L-EB- 1% &[] 40 Sy B M
A
] ) o Depois de construir o primeiro ponto
Ao abrir a interface inicial, o

primeiro icone disponivel para dar inicio a

construcdo é o ponto livre.

livre, para dar continuidade a construgdo,
outro ponto deve ser construido para que se

abram outros icones.

g 3 3
k- B 1% &L 4N A 58 Sl R
A & g Vemlacio Objeto Construgio Ewploraglo Macros  Femar uda
Deg-d 2l 9 BRI TN un
<= B-1v& I A <] LR
At
|21
Sy
/"// \"\_
< e
e T
4 Atrbutos | 73 u

Para Aluda, pressone FI

a Mo

Ao construir o segundo ponto
abrem-se 0s icones: segmento, reta, semi-

reta, cubo, esfera e ponto medio.

Estes icones aparecem em destaque, na

cor azul.
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] L- &% &) AR g

&

Sy B

| 2 [ Tarefa Padrio (Esc) |
r

B}

&rouvo  Egtar Ver Vsualzacio QObjeto Construcdo Pobragio Macos  femamentas
9-0- @R TRk

SRUEIIANA 8.8

o -

D"

A
€ A
Q-

Janea

|

Auda

rum
Bl RV

et 420 S

= ki | D ‘

E possivel nomear cada construgdo
como, por exemplo, ponto, segmento, cubo...
Para nomear, primeiramente seleciona-se o
icone tarefa padrdo na barra de tarefas. Apos
“clica-se” duas vezes sobre o objeto que sera
nomeado. Em seguida, aparecera uma janela
de propriedades do objeto na qual ele serd

nomeado.

Nesta mesma janela pode-se modificar
a cor e a forma do objeto escolhido. Para que
0 nome do objeto torne-se visivel, necessita-
se selecionar na barra de tarefas o icone
exploracdo e em seguida rétulo. Apos realizar
esta tarefa, deve-se dar um “clique” no objeto

Cujo nome deve aparecer.

(A arauwo  Edesr ver yrs:_&miu Qv)ua: Lmﬁl% E‘D\msi}
DE-d Q- -zl 7K | T Mover
Bl AL-B-1Y&KidldnhA

Q-

=
kS

R 8 Sy 1A

Ao construir um segmento (ou reta), abrem-se 0s icones: ponto sobre reta, reta

paralela, reta perpendicular e plano perpendicular.
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] Brouio  Edtar Ve Yeualtacio Qbjeto Construcio Exloragio  Macros
)@l i > & a X2
[

2 PRI ANA cOROIBASSH

<

1 Pana Ajuda, pressone F1

Tk RIS ANALAICOLLI DS L w2, 4, MITRYEY
’ =T =T
Ao construir trés pontos, abrem-se 0s O icone poligono convexo serd muito

de

circunferéncia, plano,

icones: arco circunferéncia,
poligono convexo,

cilindro e cone.

utilizado na construgcdo das faces dos

solidos.

Outros icones utilizados com

frequéncia  sdo  retas  paralelas e

perpendiculares. Para sua construgcdo s&o
necessarios  primeiramente  uma  reta
(construida com dois pontos) e um ponto fora

desta reta.

Primeiramente clica-se sobre a reta
(ou segmento) e apos larga-se a reta no
ponto (fora da reta) sobre a qual ela devera

ficar.

As construcdes ndo apresentam as coordenadas dos pontos construidos, ou seja, ndo é

visivel a posi¢do dos pontos (em relacdo ao sistema de eixos) como em outros softwares de

Geometria dindmica. Para conhecé-las precisamos utilizar uma ferramenta do software

chamada Mathpad. Através desta ferramenta podem ser calculadas distancias, areas, volumes,

conhecer equacdes de lugares geométricos entre outros recursos. Porém neste trabalho, estes
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itens ndo foram utilizados, pois o interesse no software esta centrado nas construgdes de

objetos tridimensionais.

Para a construcdo de um poligono, primeiramente devera ser construido o nimero de
pontos correspondente ao nimero de vértices do poligono e selecionar o icone poligono
convexo. Em seguida, “clica-se” num ponto e nos pontos seguintes até voltar ao ponto

inicial, fechando o poligono.

%

T L B-YRILANA CORD BSS L L B
2- 7

Apos a construcdo de um poligono Para construir uma reta normal, “clica-
abre o icone reto normal, que serd muito | se” no poligono ¢ apds larga-se a reta num dos
utilizado para a construcdo das arestas | vértices. Apds, 0 mesmo procedimento €

laterais de prismas. realizado nos outros vértices.
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O software também permite mudar a posicdo do solido arrastando-se a barra de

rolagem superior ou lateral, para buscar uma melhor visualizag&o da construgao.

5

2 - {}

L
= E\
Para construir a face superior, Em seguida, seleciona-se a reta onde o

deve-se construir um ponto sobre reta | ponto serd construido, largando-o sobre ela, na
numa das arestas laterais. Para esta | altura desejada.
construgdo primeiramente “clica-se” no

icone ponto sobre reta.

[ Aauvo Ediar Ver Veualzaso Objeto Construcio Exploraso Macros Feramentas Janel  Auda

DE-HE £ 9- Ealew o 7 UB
T L-RBYR AN T BC0L R L rAgE B a U
o -

Ponto sobre Reta |

aretaLn#10 |
///
/ |
=" c
: A l
| c
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Para que se construa a face superior paralela a base, deverd ser construida
primeiramente uma reta perpendicular a uma aresta lateral (ndo pode ser a que contém o

ponto) e apos larga-la no ponto construido sobre a aresta lateral.

4] Arquivo Edier Ver Vsuslzacio Objefo Construcio Exploragio Macros Ferramentas Janela  Ajuda

DE-H G CRECRAR-NERIN 4 u ZUB
T L RPN ANANCODOITSE L o ek e ia mdm
g - ;

[ Reta perpendicular

& reta Ln#11

o ponto P14 }

///B //;S ,—/"///\l

Para a construgdo dos

outros pontos (vértices

Superior‘es do prisma) eles @ Arquvo Editar Ver Visualzagio Objeto Construcdo Exploracio Macros Ferramentas Janela Ajuda
A=A | G Lo &Lz 8 u fZuem
x 1 T LB YEiIIAMATOLLASOL I G S S Y%
deverdo ser construidos o .1.

através do icone
interseccdo Reta/Reta,
para que todos os pontos

figuem na mesma altura

do  primeiro  vertice 7 .-
_ _ S R
superior. Para construir as </i

demais arestas e vértices

superiores 0  mMesmo
procedimento devera ser

adotado.
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Com os pontos (vértices) superiores

construidos, agora podemos
construir os poligonos necessarios

para cada face lateral e superior.

Para concluir a construgdo, pode-se ocultar cada reta que agora ndo é mais necessaria,

destacando apenas o prisma construido. Para isso “clica-se” no icone tarefa padrao e apos

“clica-se” em uma reta qualquer, preferencialmente numa posi¢ao exterior ao solido. Se o

“clique” for sobre algum dos poligonos, aparecera uma janela de ambiguidade, e entdo

devera ser selecionada a reta. A seguir, ao “clicar-se” duas vezes sobre a reta, aparece a

janela propriedades do objeto, onde devera ser marcado o icone oculto. Ao “clicar” em OK,

a reta ndo estara mais visivel. Este procedimento devera ser adotado em todas as retas que se

quiser ocultar.

T |1
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N

O software também permite visualizar o histérico da construcdo e a figura
tridimensional construida, mas com suas faces “fechadas”. Estas ferramentas nos permite

verificar se as construgOes foram realizadas adequadamente.

er | eiamag_Qnets (onemugio poomgo Naons fermentss [nes ALS

rum I Pt#1 & um ponto livre]
T TR e

- Pt¥2 € um ponto livre

o
m - Pt23 é um ponto livre

- Pt#4 & um ponto livre

PI£5 € 0 poligono definido pelos pontos PtL, P22, Pte3, Pted

Ln#6 ¢ a reta passando por o ponte Pt#1 e perpendicular a o poligono PI£5
Ln#7 & a reta passando por o ponto Pt#4 & perpendicular a o poligono PI#5
o poligono PI=5
© poligono PI#5

~ . Ln#11 ¢ a reta passando por o ponto Pt#10 < perpendicular a 2 reta Ln#d
PE£12 € o ponto de interseg3o de a reta Ln#1l e reta L9
PR Ln#13 ¢ a reta passando por o ponto Pt#12 e perpendicular a  reta Ln#8
i e Pt#14 & o ponta de intersecio de a reta Ln#13 e a reta Ln#h
e ) ~__ w & Ln#15 & a reta passando por o ponto P10 e perpendicular a a reta Ln7
- I > - PEE16 € o ponto de intersegio de a rets Ln#15 e a rets Ln#7
= T ~ PI17 & o poligono definido pelos portos PES16, P10, PE12, Pis1d
- PI#18 ¢ o poligene definido pelos pontos PEE12, P2, Pte3, P14
PI#19 & o poligeno definide pelos pentes PEAL0, PE412, PEe2, Ptel
PI#20 ¢ 0 poligono definido pelos pontos P10, P16, Pred, Prel
PI#21 ¢ o poligono definido pelos pontos PEEL6, Péd, PEs3, Pretd

Mostrar a fanal Hitirco.

Para visualizar o historico da construgdo “clica-se” no icone Ver e em seguida

Historico, aparecendo a janela contendo os passos da construcao.

naicho e ou fammntas s Auta
D@-d 2 } A-zuB
Bl m | DBOOL WKL VABEID G LN
frs 3 y At
ol
P
¥
s
)
 aerts

Para visualizar o s6lido construido e suas faces, clica-se no icone Ver e em seguida
Open GL 3D. Nesta janela pode-se mexer na posi¢cdo do sélido, adequando-o para uma

melhor visiualizacgéo.
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Estes sdo os principais icones que serdo utilizados durante a proposta de trabalho, cujo
enfoque € a construcdo de objetos tridimensionais. O software permite muitas outras opgdes
de construces e inclusive de animacéo, que podem facilmente ser utilizadas. Para aprender a

usa-las, existem videos de demonstracGes do software no you tube.
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APENCICE E - O PRODUTO DIDATICO

Sequéncia didatica original
Encontro 1

1. Construa um paralelepipedo reto, nomeie seus vertices por A, B, C, D, E, F, G e H,
conforme figura abaixo:

Considerando esse paralelepipedo e os planos determinados pelas faces, resolva as questes:

—

a. Marque de verde todos os planos que contém a reta DE e s&o perpendiculares ao
plano EFGH.

b. Marque de azul o plano diagonal ACFH. Ele é perpendicular ao plano EFGH? Por
qué?

c. Areta CF ¢é perpendicular ao plano EFGH. Qual é a posi¢do dos planos CDEF,
ACFH, BCFG ao plano EFGH?

d. Marque de vermelho uma reta e um plano que sdo perpendiculares ao plano
ABGH, de tal forma que a reta considerada esteja contida no plano marcado.

e. Marque de amarelo, se houver a interseccéo dos planos ADEH E EFGH.

—

f.  Qual € o plano perpendicular ao plano ABCD e que contém a reta GH ? Marque-o
de marrom.
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2. Construa a figura abaixo. Observando-a indique:

a) de rosa, duas retas concorrentes.

b) de amarelo, duas retas paralelas.

¢) de marrom, duas retas perpendiculares.

d) de laranja, duas retas reversas.

e) de azul, um segmento que determine a distancia da parede da frente a parede
dos fundos da casa.

f) de vermelho, a distancia entre as paredes laterais.

g) de verde, a distancia da cumeeira ao piso (ponto A ao plano GHIJ).
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Encontro 2

1. Construa as pecas representadas abaixo constituidas por cubos e paralelepipedos retos:

<
g [

A

2. Construa os sélidos resultantes das planificacGes abaixo:

a) b)

ENEN

]

3. ApoOs a construgdo dos solidos indicados nas atividades 1 e 2, descreva as
caracteristicas de cada um.
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Encontro 3

1. Construa os solidos representados nas seguintes questdes do livro Matematica-
construcao e significado:

s

34 da pagina 465; a)

o

89 da pagina 476;

o

11 da pagina 682;

~

13 da péagina 683.

b)

2. Descreva as caracteristicas de cada sélido construido.
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Encontro 4

Construa um prisma triangular. Apos, dentro deste prisma, construa a sequéncia de piramides
indicadas nas figuras abaixo.

75

7]
N

/

1° 2°

[N\
N

30 40




128

Encontro 5

. Construa um cubo Ct.

a. Construa um segundo cubo C, cuja aresta € metade da aresta de anterior C, .
b. Construa um terceiro cubo C,, cuja aresta € o dobro de C; .

. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH. Trace a diagonal da base inferior e da
base superior em direcdes diferentes. Ligue as extremidades da diagonal superior as
extremidades da diagonal inferior. Descreva o sélido formado no interior do cubo?

Construa um cubo de vértices ABCDEFGH.

a. Marque os pontos médios das trés arestas que se originam no vértice A.
Nomeie-os de M, N e P. Construa o s6lido P1 de vértices A, M, N e P. Que
solido vocé obteve?

b. Faca o mesmo procedimento nos outros veértices do cubo.

c. Pinte de vermelho o sélido obtido quando retiramos do cubo os solidos obtidos
nos itens a e b. Descreva o s6lido que vocé estéd vendo.
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Sequéncia didatica reformulada

Encontro 1:

Construa a figura abaixo. Observando-a indique:
de rosa, duas retas concorrentes.

de amarelo, duas retas paralelas.

de marrom, duas retas perpendiculares.

de laranja, duas retas reversas.

de azul, um segmento que determine a distancia da parede da frente a parede dos fundos da casa.
de vermelho, a distancia entre as paredes laterais.

de verde , a distancia da cumeeira ao piso (ponto A ao plano GHIJ).

de roxo todos os planos que contém a reta DH e sdo perpendiculares ao plano GHIJ.
areta 1J ¢ perpendicular ao plano EFJG. Qual é a posicao dos planos CFJI, GHIJ, DEGH ao plano EFJG?

Encontro 2:

1. Construa as pecas representadas abaixo:

a) b) c)

(Consultar exercicio 34 (Consultar exercicio 11 da
da pagina 465) pagina 682)

2. Construa os sdlidos resultantes das planificacfes abaixo:
a) b) c)

(Consultar exercicio 13 da pagina
683)
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Encontro 3:

Construa um prisma triangular. Apos, dentro deste prisma, construa a sequéncia de piramides indicadas
nas figuras abaixo.

1° 20 30 40

Il N s
| 4 LN

Construa um cubo C; .
a. Construa um segundo cubo C, cuja aresta é metade da aresta de anterior C, .

b. Construa um terceiro cubo C,, cuja aresta € o dobro de C; .

Construa um cubo de vértices ABCDEFGH. Trace a diagonal da base inferior e da base superior
em diregdes diferentes. Ligue as extremidades da diagonal superior as extremidades da diagonal
inferior. Descreva o sdlido formado no interior do cubo?

Construa um cubo de vértices ABCDEFGH.
a. Marque os pontos médios das trés arestas que se originam no vértice A. Nomeie-os de M, N e
P. Construa o sélido P1 de vértices A, M, N e P. Que so6lido vocé obteve?
b. Faga 0 mesmo procedimento nos outros veértices do cubo.
c. Pinte de vermelho o s6lido obtido quando retiramos do cubo os s6lidos obtidos nos itens a e b.
Descreva o sélido que vocé esta vendo.
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ANEXO A - TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO

Eu, : R.G. :
responsavel pelo(a) aluno(a) , da turma

, declaro, por meio deste termo, que concordei em que o(a) aluno(a) participe
do trabalho de pesquisa intitulado A visualizacdo no ensino de Geometria Espacial:
possibilidades como uso do software Calques 3D, desenvolvido pela pesquisadora Andréa
Maria Ritter, a que poderei contatar a qualquer momento através do telefone (051)9292-8466.

Tenho ciéncia de que a participagdo do(a) aluno(a) ndo envolve nenhuma forma de incentivo
financeiro, sendo a Unica finalidade desta participacdo a contribuicdo para o0 sucesso da
pesquisa. Fui informado(a) dos objetivos estritamente académicos do estudo, que, em linhas
gerais, sdo desenvolver estratégias de ensino que buscam minimizar as dificuldades de
visualizacao de solidos geométricos, através do software Calques 3D, tendo como finalidade a
resolucéo de problemas de Geometria Espacial.

Fui também esclarecido(a) de que o(s) uso(s) das informacGes oferecidas pelo(a) aluno(a) serd
apenas em situacOes académicas (artigos cientificos, palestras, seminarios etc.), identificadas
apenas pela inicial de seu nome e pela idade.

A colaboracdo do(a) aluno(a) se fard por meio de entrevista/questionario escrito etc., bem
como da participacdo em oficina/aula/Encontro/palestra, em que ele(ela) sera observado(a) e
sua producédo analisada. No caso de fotos, obtidas durante a participacdo do(a) aluno(a),
autorizo que sejam utilizadas em atividades académicas, tais como artigos cientificos,
palestras, semindrios etc., sem identificacdo. A colaboracdo do(a) aluno(a) se iniciara apenas a
partir da entrega desse documento por mim assinado.

Fui ainda informado(a) de que o(a) aluno(a) pode se retirar dessa pesquisa a qualquer
momento, sem sofrer quaisquer sangfes ou constrangimentos.

Novo Hamburgo, de de 2010.

Assinatura do Responsavel:

Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do Orientador da pesquisa:




ANEXO B - TRABALHOS ESCRITOS PELA DUPLA 1

1. Construa os sélidos representados nas seguintes questdes do
livio Matemética-construgéo e significado:

a) 34 da pégina 465; a)
b) 89 da pagina 476,

CUhn com ol
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c) 11 da pagina 682;
d) 13 da pégina 683.
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2_Descreva as caracteristicas de cada sélido construido.

1. Construa um cubo C,.
a) Construa um segundo cubo C,cujaareataéme‘ade da aresta de
anterior C,.
b) Construa um terceiro cubo C,, cuja aresta & o dobro de C,.

2. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH. Trace a diagonal da base inferior e
da base superior em diregdes diferentes. Ligue as extremidades da diagonal
superior as extremidades da diagonal inferior. Descreva o sélido formado no
interior do cubo? (, ¢ Cubg 2 TRi Anbuion EN Que A

PMoe £ © SeamenTo EG bemado © vERIE COF e U™
© Ponte B = o cWTRO PONTOC | E NAVG L TRIA NG iy,
EN QUE A PBAbe E © SEaMENTD BoL =O VENTECE i

32 Conatiie Ui clibo de vertices ABCDEFGH. v 5. ©, PRBIS 8 2 o0” o Roe "
a) Marque os pontos médios das trés arestas que se ong o0 Wbriics TR,
A. Nomeie-os de M, N e P. Construa o sélido P1 de vértices A, M, N e
P. Que sdlido vocé obteve?un T A NGuLlo
b) Faga o mesmo procedimento nos outros veértices do cubo.
¢) Pinte de vermelho o sélido obtido quando retiramos do cubo os sélidos
obtidos nos itens a e b. Descreva o sélido que vocé esta vendo.
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ANEXO C - TRABALHOS ESCRITOS PELA DUPLA 2
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ANEXO D - TRABALHOS ESCRITOS PELA DUPLA 3

' . 1. Construa as pecas representadas abaixo:

3. Apbsa dos sélidos nas 1e2,
as caracteristicas de cada um.
1. Construa os solidos nas do
livro Matemética-construgéo e significado:
a) 34 da pagina 465; a) 4

b) 89 da pagina 476,
¢) 11 da pagina 682;
d) 13 da pégina 683.

b)

€ AWg

d)

2. Descreva as caracteristicas de cada sélido construido.




ANEXO E - TRABALHOS ESCRITOS PELA DUPLA 5

1. Construa as pegas representadas abaixo:

cuder
7 a/:%,u»atb
-

1”'&

L Conno

3. Apbs a construgdo dos sélidos nas atividades 1 e 2,
as caracteristicas de cada um.
1. Construa os sdlidos i q do

livro Mmmlﬂca—conmplo e slgnmndo
a) 34 da pagina 465; :
b) 89 da pagina 476,
c) 11 da pagina 682;
d) 13 da pégina 683.

:
(22277
2. Di W

de cada sélido

1. Construa um cubo C,.
a) Construa um segundo cubo C, cuja aresta é metade da aresta de
anterior C,.
b) Construa um terceiro cubo C,, cuja aresta & o dobro de C,

2. Construa um cubo de vértlces ABCDEFGH. Trace a diagonal da bau inferior e
da base superior em e Ligue as

superior as inferior. D o sdlid 'ormudono
itorordo oba? Yrao pe e Lo Mosdies

3. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH.
a) Marque os pontos médios das trés arestas que se originam no vértice
A. Nomeie-os de M, N e P. Construa o sélido P1 de vértices A, M, N e
P. Que sélido vocé obteve?
b) Faga o mesmo procedimento nos outros vértices do cubo.
c) Pinte de vermelho o sélido obtido quando retiramos do cubo os solidos
obtidos nos itens a e b. Descreva o sélido que vocé esta vendo.
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ANEXO F - TRABALHOS ESCRITOS PELA DUPLA 6
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ANEXO G - TRABALHOS ESCRITOS PELA DUPLA 8
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ANEXO H - TRABALHOS ESCRITOS PELO TRIO 9
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2. Construa os sélidos “b‘ das planificagbes abaixo:
)

A
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3. Apés a construgdo dos sélidos ir dos nas atividades 1 e 2, d
as caracteristicas de cada um.

Y dnovaler ( cade s v |

1. Construa um cubo C,.
a) Construa um segundo cubo C,cuja aresta & metade da aresta de

anterior C,.
b) Construa um terceiro cubo C;, cuja aresta & o dobrode C,.

2. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH. Trace a diagonal da base inferior e
da base superior em diregdes diferentes. Ligue as extremidades da diagonal
superior as extremidades da diagonal inferior. Descreva o sélido formado no

interior do cubo? _cna Figua Caon GUaH2 " = =8 »qu(«v'.j E
bm&&" o paikir 92 OGS REQUNAS.

3. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH.
a) Marque os pontos médios das trés arestas que se originam no veértice
A. Nomeie-os de M, N e P. Construa o sélido P1 de veértices A, M, N e
P. Que sblido vocé obteve? Lina D1 O%
b) Faga o mesmo procedimento nos outros vértices do cubo.
¢) Pinte de vermelho o sélido obtido quando retiramos do cubo os sélidos
obtidos nos itens a e b. Descreva o sélido que vocé esta vendo.
Tirands 06 Sdligo) ob¥iIos hes iees G € )
e G AUCOTados Ave, WS, tekmam
um cobo

138



ANEXO | - TRABALHOS ESCRITOS PELA DUPLA 10

1. Construa as pegas representadas abaixo:

2. Construa os sélidos resultantes das planificagdes abaixo:
a) b

m

]
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onc womn \ados Wan-
%J\Q\'e'g q‘,,e \'\%C\n‘vi
eyy CiMo,
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3. Apés a construgdo dos sélidos indicados nas atividades 1 e 2, descreva
as caracteristicas de cada um.
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ANEXO J - TRABALHOS ESCRITOS PELA DUPLA 11
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ANEXO K - TRABALHOS ESCRITOS PELA DUPLA 12

1. Construa as pecgas representadas abaixo:

Um by gromds s |
gube whs Menn %Qlé‘m%uﬁs olemhs

: ra ‘ﬁh\ olh wm wube
) L

2. Construa os sélidos resultantes das planificagdes abaixo:
a) b)

U “ohelins"

Feqwa oM (;(lmnm\,u(@
e Napeapldol ¢ PY -
ooy pYN WM Wufb

3. Apos a construgéo dos sélidos indicados nas atividades 1 e 2, descreva
as caracteristicas de cada um.




ANEXO L - TRABALHOS ESCRITOS PELA DUPLA 14

1. Construa as pegas representadas abaixo:

f

N
/1 o, ,_U{",‘l}(, 1s fe.. 0, Y {fx (R, Lo 714!.34‘:(,/{'4 (7, o

2. Construa os soélidos resultantes das planificagdes abaixo:
a) b)
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3. Apos a construgéo dos sdlidos indicados nas atividades 1 e 2, descreva
as caracteristicas de cada um.

1. Construa um cubo C .

a) Construa um segundo cubo C , cuja aresta é metade da aresta de
anterior C, .

b) Construa um terceiro cubo C,, cuja aresta € o dobrode C,.

2. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH. Trace a diagonal da base inferior e
da base superior em diregdes diferentes. Ligue as extremidades da diagonal
superior as extremidades da diagonal inferior. Descreva o sélido formado no
interior do cubo? '/ twum.'\u \o €qui latro P

3. Construa um cubo de vértices ABCDEFGH.
a) Marque os pontos médios das trés arestas que se originam no veértice
A. Nomeie-os de M, N e P. Construa o sélido P1 de vértices A, M, N e
P. Que sdlido vocé obteve? Y mM 4 y\cnAu (0
b) Faga o mesmo procedimento nos outros vértices do cubo.
c) Pinte de vermelho o sdlido obtido quando retiramos do cubo os sélidos
obtidos nos itens a e b. Descreva o sélido que vocé esta vendo. « :
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