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Resumo

No presente trabalho, estudamos a absor¢ao e amplificagao de ondas eletromagnéticas
que se propagam em plasmas com densidade e temperatura fracamente inomogéneas, imersos
em um campo magnético também inomogéneo, tendo como base a teoria cinética, dentro
do contexto da aproximacao local. Esse estudo se da efetivamente a partir da obtencao do
tensor dielétrico do plasma, que deve ser empregado na relacao de dispersao.

Iniciamos com uma revisao dos conceitos basicos sobre plasmas homogéneos e inomogeé-
neos. Os fundamentos da teoria cinética também foram abordados.

Apresentamos uma revisao de trabalhos anteriores que enfocam o mesmo tema, embora
descrevendo separadamente os dois tipos de inomogeneidades. A partir desses trabalhos,
obtivemos um tensor dielétrico geral, que descreve de forma simultanea as inomogeneidades
do campo magnético de equilibrio e da funcao distribuicao de equilibrio.Tal tensor foi obtido
a partir de um sélido desenvolvimento tedrico, que garante a correta descricao da troca de
energia entre as ondas e as particulas do plasma.

Abordamos os aspectos gerais das instabilidades de deriva, direcionando o estudo a
faixa de freqiiéncia das ondas hibridas inferiores, e as instabilidades LHDI e MTSI (IWI).
Utilizamos perfis lineares de inomogeneidades de campo magnético ambiente e densidade
para modelar a regiao da magnetosfera conhecida como neutral sheet. Particularizamos o
tensor dielétrico para o estudo especifico das instabilidades LHDI e MTSI (IWI), para o
tipo de perfil citado acima.

Apresentamos uma nova relacao de dispersao para plasmas inomogéneos, que incorpora
explicitamente as derivadas espaciais do tensor dielétrico do plasma. Usamos o tensor
que unifica os tratamentos das inomogeneidades do campo e densidade nessa relagao de

dispersao, e obtivemos uma descrigao unificada das instabilidades LHDI e MTSI (IWTI).



Abstract

In the present work, we study the absorption and amplification of electromagnetic waves
that propagate in a plasma with weakly inhomogeneous density and temperature profiles,
immersed in a also weakly inhomogeneous magnetic field, using the kinetic theory in the
context of the local approximation. The study starts with the derivation of the dieletric
tensor of the plasma, which is used in the dispersion relation.

We begin with a review of basic concepts on homogeneous and inhomogeneous plasmas,
and also present a review on fundamental features of the kinetic theory.

We present a review of previous works dealing with the same theme, although describing
separately the two types of inhomogeneities. Starting from these works, we obtained a
general form of the dielectric tensor, describing simultaneously the inhomogeneities in the
equilibrium magnetic field and in the equilibrium distribution function. This tensor was
based on a consistent theoretical development, aiming to guarantee the correct description
of the energy exchange between waves and plasma particles.

We also discuss general features of the drift instabilities, aiming the study to the range
of frequency of the lower hybrid waves, and to the instabilities LHDI and MTSI (IWI). We
use linear profiles to describe the inhomogeneities of density and ambient magnetic field,
in order to model the region of the magnetosphere well-known as the neutral sheet. We
particularize the dielectric tensor for the specific study of the instabilities LHDI and MTSI
(IWT), for the type of profiles mentioned above.

We present a new dispersion relation for inhomogeneous plasmas, taking into account
explicitly the space derivatives of the dielectric tensor. We use the dielectric tensor which
unifies the treatments of inhomogeneities of magnetic field and density into this dispersion

relation, and obtain a unified description of the LHDI and MTSI (IWI) instabilities.
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1. Introducao

O estudo da propagacao de ondas eletromagnéticas em plasmas é uma das areas mais
intensamente investigadas na fisica de plasmas, cobrindo uma grande gama de aplicabilidade
em plasmas de laboratério e naturais.

Ondas de radio frequiéncia sao utilizadas para aquecer e gerar correntes para sustentacao
de plasmas de laboratério. Ondas nessa faixa de freqiiéncias também estao envolvidas em
técnicas para controle de pressao, de corrente, e de fluxos de particulas, para a otimizacao
da performance do plasma em equipamentos de fusao. Medidas de importantes quantidades
relacionadas com o equilibrio, tais como densidade do plasma, temperatura dos elétrons
e ions e campos magnéticos, podem ser indiretamente medidas a partir da utilizagao de
ondas. Em linhas gerais, aplicagoes desse tipo envolvem a emissao de ondas no plasma, a
propagacao no interior de um plasma com uma complexa geometria magnética, propriedades
da interacao onda-particulas (absor¢ao e amplificagdo de ondas) e efeitos nao lineares que
perturbam o plasma e alteram as caracteristicas das ondas.

Na magnetosfera é observada uma enorme gama de tipos de ondas, geradas espon-
taneamente pela complexa dinamica dessa regiao. Muitas delas permanecem aprisionadas
enquanto outras, tal como as ondas whistler, viajam grandes distancias até as camadas mais
internas da ionosfera, podendo chegar até o solo terrestre nas regioes aurorais. Plasmas as-
trofisicos, como por exemplo os jatos de plasma produzidos por nicleos ativos de galaxias,
plasmas em aglomerados de galdxias e a atmosfera do Sol, sao fortes emissores de ondas
eletromagnéticas, que possibilitam aos pesquisadores desta area estimar as caracteristicas
bésicas destes distantes objetos celestes.

Os semicondutores, apesar de possuirem uma estrutura de sélido, podem ser tratados
como um plasma na investigacao da propagacao de ondas em seu interior. Sao materiais

bastante sensiveis a aplicacao de potenciais elétricos e, dependendo das condicoes, o sinal
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resultante nao corresponde ao esperado. Tendo como caracteristica uma grande quanti-
dade de elétrons livres e lacunas, adotou-se a abordagem de plasma para estudar as ondas
propagantes em seu interior e as suas interferéncias nos sinais obtidos experimentalmente.

Ao se propagarem no plasma, as ondas interagem com as particulas, podendo ser ab-
sorvidas pelo plasma (estabilidade), provocando uma elevagdo da sua temperatura, ou ser
amplificadas (instabilidade), produzindo no plasma perturbagdes que podem evoluir no tem-
po. A amplificacao da amplitude das ondas pode ocasionar em plasmas de fusao magnética
um efeito destrutivo do mesmo. A situacao de instabilidade também pode gerar turbuléncias
e conseqiiente difusao resistiva andémala (instabilidades resistivas), que pode ser 1til para o
aquecimento do plasma ou prejudicial para o seu confinamento.

Instabilidades em plasmas de equipamentos de fusao podem gerar processos que impedem
o confinamento magnético. Sao instabilidades macroscopicas que movem a coluna de plasma
de tal forma a conduzi-lo a situacoes irreversiveis de perda do confinamento. Instabilidades
desse tipo sao melhor descritas em uma abordagem de fluido tnico, que nao distingue
as contribuigoes dos elétrons e fons. A vantagem desta abordagem, além da descri¢ao
acurada de instabilidades macroscopicas, estd na possibilidade de trabalhar com geometrias
magnéticas complicadas, fundamentais para o confinamento de plasmas termonucleares em
laboratérios. Este é o dominio da chamada magnetohidrodinamica (MHD). As principais
instabilidades MHD sao do tipo interchange (movimento oscilatério da se¢ao transversal
da coluna de plasma), pinch (acarreta o “estrangulamento” do plasma) e kink (gera uma
deformagao na coluna de plasma em forma de joelho), para uma situagao nao dissipativa, e
resistive tearing (perturbagao alongada ao longo das linhas de campo) para uma configuracao
em que os efeitos resistivos sdo importantes [1-4].

Na magnetosfera terrestre ocorre uma grande variedade de instabilidades, geradas con-
forme as caracteristicas dos plasmas das diferentes regices que a compdem [5]. Os principais
tipos sao instabilidades de ciclotron (geradas pelo movimento de ciclotron dos elétrons e
fons) [6,7] e instabilidades de corrente (streaming instabilities). Estas tltimas sdo geradas
basicamente por quatro diferentes fontes relacionadas com o deslocamento de particulas:
correntes de fons (current driven instability) [8], feixes de elétrons (beam instability) [9],

feixes de elétrons em diregdes opostas (two stream instability) [8-10] e derivas decorrentes
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de inomogeneidades em densidade e campo magnético (drift wave instability)' [8,10].

Em estrelas com campo magnético e gés interestelar de galaxias, a matéria é muitas vezes
contida pelos gradientes de campo, enquanto em objetos celestes que estao se expandindo,
como supernovas, os gases sao acelerados por tais gradientes. Este cendrio é propicio para
o surgimento de instabilidades MHD. Nas radio-estrelas, correntes de matéria de altas ve-
locidades sao produzidas, e instabilidades do tipo two stream podem ocorrer. Na atmosfera
solar, uma complexa topologia magnética gerada pelo movimento do fluido pode acarretar
instabilidades resistivas. As particulas de raios césmicos, presentes em galaxias e outras
fontes de radio, fazem surgir instabilidades associadas com a anisotropia das particulas
relativisticas [11].

Apesar das instabilidades terem sido separadas por tipos de plasmas, apenas para salien-
tar as mais importantes para cada caso, determinadas instabilidades podem existir em mais
de um tipo de plasma. E comum, por exemplo, a presenca de streaming instabilities em
tokamaks e de instabilidades do tipo kink em determinadas regioes da magnetosfera.

As instabilidades citadas, a menos das instabilidades MHD, sao decorrentes de processos
que se dao em nivel de alteracao da distribuicao estatistica microscépica das particulas e,
por isso, sao chamadas de microinstabilidades. Este é o dominio da teoria cinética [12].
Nesta forma de abordagem, diferentemente do que ocorre na MHD, ¢ dificil trabalhar com
geometrias magnéticas complexas, que resultam em problemas matematicos e computa-
cionais de enorme magnitude. Assim sendo, estudos centrados na interacao de plasmas com
complicadas configuragoes de campo nao sao adequados ao uso da teoria cinética. Para
evitar este tipo de problema, é muito comum utilizar este formalismo onde o plasma pode
ser considerado infinito, nao necessitando, assim, uma descricao de problemas de contorno.
Embora pareca restritiva, essa forma de abordagem se justifica porque microinstabilidades
podem surgir em microregioes especificas, por exemplo em regioes internas de equipamen-
tos de fusao, onde os campos possuem uma forma aproximada tratavel. Coisa semelhante

também ocorre em certas regioes da magnetosfera terrestre, como por exemplo, na cauda

L As caracteristicas gerais da two stream instability e da drift wave instability encontram-se no capitulo 4

da presente tese.
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magnética®? (magnetotail).

A interacao onda-particulas acarreta mudancas na funcao distribuicao das particulas,
que vao desde pequenas alteracoes em regioes do espaco de velocidade cujas particulas mais
interagem com as ondas (resultado da interagao linear), até situagoes em que processos
nao lineares tornam-se importantes e a dependéncia temporal da funcao distribuicao nao
pode ser desprezada (intera¢ao nao linear em instabilidades). Mesmo que uma instabilidade
conduza a situagao em que os efeitos nao lineares tornam-se importantes, é possivel trabalhar
sob o contexto da interacao linear. Isso porque os processos lineares sao os mais relevantes
no inicio da instabilidade e, portanto, é possivel prever a existéncia de modos instdaveis sem
a necessidade de incluir efeitos nao lineares.

O enfoque principal desta tese é justamente o estudo da interagao microscépica onda-
particulas em um plasma, permitindo identificar as caracteristicas e o perfil dos tipos de
ondas que podem se propagar em um plasma com determinada configuracao de parametros
e constituicao fisica, ou seja, identificar quais ondas sao estaveis e quais sao instaveis para
um determinado plasma, com caracteristicas conhecidas.

Os plasmas homogéneos foram os primeiros que tiveram um estudo sistematizado das
suas propriedades na presenca de ondas. Muitas variantes de configuracoes de parametros de
plasma foram investigadas. Plasmas magnetizados e nao magnetizados, plasmas frios e plas-
mas que incluem os efeitos térmicos das particulas, e diversas distribuicoes de velocidades
foram exaustivamente estudados desde os primordios da pesquisa em fisica dos plasmas.
Uma enorme variedade de instabilidades, tanto eletrostaticas como eletromagnéticas, foi
sendo descoberta com o avanco dos estudos (a referéncia [9] contém um estudo sistemético
deste assunto).

As ondas ao se propagarem em plasmas com parametros inomogéneos (densidade e
temperatura) e/ou imersos em um campo magnético inomogéneo, tém suas caracteristicas
alteradas, em comparacao a uma situacao totalmente homogénea. Modos instaveis indepen-
dentes na situacao homogeénea podem ser acoplados, dando origem a novas instabilidades,
ou ondas estaveis podem tornar-se instaveis e vice-versa; as taxas de crescimento das ondas

também podem ser afetadas pela inomogeneidade do meio. Ha dois tratamentos bésicos

2 Mais detalhes sobre essa regido podem ser encontrados na subsecdo 4.6 da presente tese.
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para trabalhar teoricamente em plasmas inomogéneos: o local e o nao local.

O tratamento nao local leva em conta a variacao espacial dos campos, resultando em uma
equacao diferencial que determina a variacao da amplitude das ondas com a posigao [13,14].
Normalmente este tratamento ¢é elaborado com base na teoria de dois fluidos [15,16], devido
as grandes complicagoes matemaéticas e conseqiientes longos tempos de computagao que a
teoria cinética impoe neste tipo de abordagem.

O tratamento local considera o plasma como se fosse homogéneo ponto a ponto, manten-
do inomogéneos os parametros e os campos. Em um tipo de enfoque (tratamento localmente
inomogéneo) os efeitos da inomogeneidade sao incluidos ponto a ponto. Enquanto em outro
enfoque (tratamento localmente homogéneo) os parametros se alteram ponto a ponto, mas
os efeitos da inomogeneidade nao sao levados em conta. Apesar de ter sido afirmado que
os campos sao trabalhados como inomogéneos, a situacao nao é trivial. Ao considerar-se a
dependéncia espacial da amplitude da onda, a aproximacao de onda plana, usada em plasma
homogéneos, nao pode ser mais utilizada. Um outro método de aproximagao de onda tunica,
conhecido como WKB, foi desenvolvido justamente para o estudo de meios nao uniformes.
A esséncia do tratamento local e da aproximacao WKB sera discutida ainda neste capitulo
introdutorio.

Em suma, esta tese é direcionada ao estudo da interacao microscépica onda-particulas,
em um tratamento linearizado, de plasmas infinitos completamente ionizados, fracamente
inomogeéneos em densidade, imersos em um campo magnético ambiente também fracamente
inomogéneo, onde o tratamento localmente inomogéneo serd empregado, sob a validade da
aproximagao WKB. Apés a explanacao sobre a estrutura da tese, o formalismo tedrico que
lhe d& suporte comegara a ser desenvolvido.

Os principais resultados obtidos na presente tese podem ser encontrados, de maneira

resumida, nas referéncias [17] e [18].

1.1 Estrutura da tese

Este capitulo introdutoério serve para contextualizar, com relativo detalhe, todo o fer-

ramental tedrico que sera empregado nesta tese. A interacdo onda-particulas é discutida
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brevemente, com enfoque na relacao entre as flutuagoes do campo oscilante com o con-
seqiiente surgimento de correntes, como uma resposta do plasma a perturbacao de seu
estado de equilibrio. Cada tipo de plasma responde conforme suas respectivas configuragoes
(homogéneo, inomogéneo, campo magnético externo) e parametros (densidade, temperatu-
ra), com propriedades que podem ser resumidas matematicamente no denominado tensor
dielétrico. A troca de energia entre o plasma e a onda é garantida pela parte anti-hermiteana
deste tensor.

Uma introducao ao estudo de plasmas homogéneos foi inserida, com o intuito de apre-
sentar os mecanismos tradicionais para a obtencao dos modos normais de oscilagao de um
plasma. A metodologia de trabalhar nao no espago real de posicao e tempo, mas sim no
espaco de vetor de onda e freqiiéncia, através da transformada de Fourier, é apresentada.
Como resultado, decorre a relagao, chamada de relacao de dispersao, que permite deter-
minar os tipos de oscilagoes possiveis em um plasma e os seus coeficientes de absorcao e
amplificacao.

O estudo de plasmas inomogéneos é abordado, salientando-se as suas dificuldades in-
trinsecas em comparacao aos plasmas homogéneos. Este tipo de plasma requer um trata-
mento diferenciado, necessitando de aproximacoes para que seja descrito analiticamente. As
aproximacoes localmente homogeénea, localmente inomogénea e WKB sao apresentadas.

A interacdo do plasma com os campos é completamente descrita pelo conjunto de
equacoes, nao lineares e fortemente acopladas, conhecido como Vlasov-Maxwell. Para que
o tratamento se desenvolva analiticamente, é usual lineariza-lo. Este processo todo de li-
nearizacao é descrito neste capitulo introdutoério, culminando numa expressao geral para
a transformada de Fourier do tensor dielétrico. No entanto, serd visto que este tensor,
para um plasma inomogéneo, nao possui as caracteristicas adequadas. Apesar disso, este
tensor é a base a partir da qual se determina o tensor que é a transformada de Fourier
do tensor dielétrico, chamado de tensor dielétrico efetivo, que é fundamental para todo o
desenvolvimento tedrico desta tese.

No capitulo 2 sao avaliadas as caracteristicas do tensor dielétrico efetivo, e a maneira
formal com que ele é obtido é exposta brevemente. Além disso, consta neste capitulo toda

a problematica de tratar um plasma inomogéneo em densidade e/ou temperatura, imerso
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em um campo magnético homogeéneo, desde o calculo das orbitas das particulas até a forma
final do tensor dielétrico efetivo. Outra configuracao estudada é a de um plasma homogéneo
imerso em um campo magnético inomogéneo. Este tipo de configuracao apresenta grandes
dificuldades ja no cédlculo das 6rbitas. Por este mesmo motivo, a obtengao do tensor dielétrico
efetivo ¢é diferenciada com relagao a configuracao anterior. A maneira como estas dificuldades
foram superadas consta na revisao deste assunto.

O terceiro capitulo é dedicado a unificagao dos dois tipos de configuracoes apresentadas
no capitulo 2. O plasma tratado é inomogéneo em parametros e imerso em campo magnético
também inomogéneo. A unificacao se dard, na pratica, no tensor dielétrico efetivo, que deve
ser capaz de descrever simultaneamente as duas inomogeneidades.

O capitulo 4 contém uma revisao sobre instabilidades de deriva, incluindo os mecanis-
mos fisicos que geram as derivas em um plasma inomogéneo. Um histérico é apresentado
dos estudos j4 realizados especificamente sobre as instabilidades de deriva LHDI (lower hy-
brid drift instability - instabilidade de deriva hibrida inferior), MTSI (modified two-stream
instability - instabilidade de duas correntes modificada) e IWI (ion Weibel instability - insta-
bilidade de Weibel dos fons). A titulo de complemento de informacao, uma descrigao geral
da magnetosfera terrestre é feita no final do capitulo.

No capitulo 5, todo o formalismo teérico apresentado nos capitulos anteriores é emprega-
do para descrever as instabilidades LHDI e MTSI (IWI), com parametros de plasma encon-
trados na cauda magnética da Terra. A forma geral do tensor dielétrico efetivo é particulari-
zada para regides de freqiiéncias proximas a freqiiéncia hibrida inferior (freqiiéncia tipica da
LHDI e MTSI (IWI)), e restrita a propagacoes perpendiculares a diregao dos gradientes. A
aplicacao do formalismo nesta regiao de freqiiéncia, tem como objetivo principal descrever
as duas instabilidades de uma sé maneira, ou seja, verificar se o formalismo desenvolvido
nesta tese pode ser empregado para descrever simultaneamente as duas instabilidades, uma
vez que até o momento nao ha uma formulagao unificada.

O ultimo capitulo ¢é dedicado as conclusoes gerais da tese e as possibilidades de trabalhos

futuros.
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1.2 A interacao onda-particulas

A propagacao de ondas eletromagnéticas em um plasma induz a formacao de correntes
elétricas em seu interior, alterando a sua situacao de equilibrio. A presenca de um campo
elétrico oscilante propagante E(r,t), ao interagir com as particulas, gera uma densidade de
corrente J(r,t), que depende das caracteristicas da onda e das propriedades do plasma. A

relagao constitutiva entre estas grandezas é

t
J(r,t) = /dBr’/ dt' o (v, t,t") - E(r', 1) (1.1)

e significa que a densidade de corrente gerada em um ponto r no instante ¢ depende da
interacao da onda com o plasma em todos os pontos r’ e em todos os tempos t’ anteriores
a t. Em outras palavras, o plasma responde, em um ponto r e instante ¢, a perturbacao
ocorrida em um ponto r’ no instante ¢’. Todas as informacoes sobre as propriedades do
meio, tais como a inomogeneidade, a densidade e temperatura, sao carregadas pelo tensor
condutividade o (r,r',t,t'). Teoricamente obtém-se este tensor a partir de um modelamento
para o plasma, que inclui a fungao distribuicao de equilibrio e a forma das inomogeneidades
em densidade e campo magnético externo, além de parametros mais especificos tais como a
ordem de grandeza da densidade, temperatura e intensidade do campo magnético externo.

A corrente induzida, por sua vez, gera campos que interagem com as ondas eletro-
magnéticas propagantes, formando um sistema auto-interativo. A evolugao espago-temporal

deste sistema campo-plasma-corrente é governada pelas equagoes de Maxwell,

V- E(r.1) = dmp(r, 1) (1.20)
V x B(r, ) = —%% (1.2D)
V-B(r,f) = 0 (1.2¢)
V x B(r, 1) = %% + %J(r,t) , (1.24)

onde p(r,t) é a densidade de carga elétrica do plasma, E(r,t) e B(r,t) sdo respectivamente

o campo elétrico e o campo magnético. A equagao (1.2a) é conhecida como lei de Gauss e
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a equagao (1.2d) como lei de Ampére-Mazwell, ou simplesmente como lei de Ampere.
Com uma pequena manipulacao algébrica das equagoes de Maxwell, obtém-se a equacao
para os campos que podem se propagar em um plasma:

1PE(r,t)  4mdJ(r,1)

. - 2 — a0
V[V E(I‘,t)] \Y E(I‘,t) + 2 o2 c2 ot

(1.3)

As ondas que podem se propagar dependem das propriedades do plasma, cuja conexao
se d4 através da densidade de corrente, via equacgao (1.1). As ondas que satisfazem a
equacao da onda acima para um determinado plasma, cujas propriedades sao dadas pelo
tensor condutividade o (r,r’,t,t"), caracterizam os modos de propagagao possiveis para uma
determinada configuracao de parametros de plasma. Embora sendo a equacao da onda, tal
como descrita em (1.3), de dificil resolugao, mesmo com os avangos na area computacional,
é possivel determinar os modos de propagagao de ondas sem resolvé-la diretamente (para
um tratamento local), a partir da chamada relagdo de dispersao. A obtengao da relacao
de dispersao requer um tratamento diferenciado para plasmas homogeéneos e inomogeéneos,

conforme as diferencas na maneira de tratar os campos.

1.3 Plasma homogéneo

A forma geral do tensor condutividade pode ser bastante simplificada para um plasma
homogéneo. Por ser homogéneo, a perturbagao ocorrida em um ponto r nao depende da
interacao da onda ocorrida em um ponto r’ em especial, mas sim apenas da posicao relativa
entre estes pontos. Assim, a dependéncia em r,r’ é na forma r — r’.

E bastante usual e razodvel supor os parametros do plasma, como densidade, tempe-
ratura e campo magnético externo, independentes do tempo. Esta é a hipotese de plasma
estaciondrio. O tensor condutividade carrega consigo a informacao do tempo ¢’ em que
ocorreu uma determinada perturbacao e, como os parametros sao constantes no tempo, nao
importa qual é o valor especifico deste tempo, mas sim apenas quanto tempo trancorreu até
a perturbacao presente t. Portanto, a dependéncia em t, ¢’ é na forma t — ¢'.

Para um plasma homogéneo e estacionario, a relacao constitutiva entre o campo e a
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densidade de corrente (1.1) serd escrita como
t «—
e t) = /d%'/ QT (-1t —t) B 1) . (1.4)

O tensor condutividade o (r —r/,t —t') possui as dependéncias adequadas para um plasma
homogéneo e estacionario.

Para tornar a equagao da onda (1.3) tratdvel, é conveniente escrever J(r,t) e os campos
E(r,t) e B(r,t), representados por A(r,t), em termos da suas respectivas transformadas de

Fourier (decomposigao em ondas planas)

Ak, w) —/ dt/d%A(r,t)ei(k'r“’t) : (1.5)

Substituindo a transformada de Fourier inversa

A(r,t) = (2;)4/ dw/d%.A(k, w)eiler=wt) (1.6)

na equagao (1.3) e realizando as devidas operagoes diferenciais, a equacao da onda fica em

uma simples forma algébrica no espago dos k (vetor de onda) e w (freqiiéncia):

2

FE(k,w) — k- E(k,w)]k — ‘c"—QE(k,w) - @'47%.1(1(, W), (1.7)

onde E(k,w) e J(k,w) sao as transformadas de Fourier do campo elétrico e densidade de
corrente, respectivamente.

Uma atencao especial deve ser dada para a transformada de Fourier da densidade de
corrente. Ao ser aplicada a transformada de Fourier, designada por F, em J(r,t) expressa

pela equagao (1.4), obtém-se

J(k,w) = F{I(r,t)} :}“{/d?’r’ /_; dt' o (r—r’,t—t’)-E(r’,t’)} .

Numa andlise de Fourier mais detalhada, nota-se que o lado direito de (1.4) representa a
convolugio das funcoes o (r,t) e E(r,t) [19]. Convém ressaltar que s6 é possivel afirmar

isso por causa da particular dependéncia espacial e temporal de um plasma homogéneo
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e estacionario. Pelo teorema da convolucao, que mostra que a transformada de Fourier
da convolucao de duas funcoes é o produto das transformadas de Fourier destas funcoes,

podemos escrever
J(kw) =0 (k,w) Bk,w) . (1.8)
Usando a igualdade (1.8) em (1.7), chegamos a seguinte equacao no espaco dos k e w

2
Z Z [kzkj — k25ij + %eij(k,w) Ej(k,w) e; = 0 s (19)
i

. ’ I . ~ . A
onde e; (i = x,y,z) é o vetor unitario na dire¢ao i em coordenadas retangulares e € (k,w)

é a tranformada de Fourier do tensor dielétrico
€ (k,w)=1+i— o (k,w) . (1.10)
w

Este tensor resume a resposta do plasma na presenca de campos elétricos, e suas pro-
priedades dependem basicamente da densidade e temperatura do plasma e intensidade e
configuragao dos campos de equilibrio.

Costuma-se definir também o tensor suscetibilidade elétrica, relacionado com a pola-
rizagdo do plasma [20], cuja transformada de Fourier X (k,w) se relaciona com o tensor

dielétrico da seguinte forma:
€ (kw) =1+ X (kw) . (1.11)

A equagao vetorial (1.9) resulta em um conjunto de trés equagoes escalares, uma para
cada 7, formando um sistema linear e homogéneo nas variaveis £, (k,w) , B, (k,w) e E,(k,w).
Este sistema sé terd solucao nao trivial se o seu determinante principal for nulo. Isso

determina a relagao de dispersao para um plasma homogeéneo e estacionario:

2

det l{?zl{ij — I{?Q(;ij + w—QEZ‘j(k,W) =0. (112)
&

A relacao de dispersao acima determina os modos normais de oscilacao e os coeficientes
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de absorcao e amplificacao das ondas para um plasma homogéneo. Ao ser resolvida, esta
equacao fornece os k em funcao de w, ou vice-versa, que sao suportados pelo plasma. Ela
substitui a resolugao da equagao da onda (1.3), para um tratamento local, quando o obje-
tivo é investigar os modos estaveis e instaveis possiveis e seus coeficientes de absorgao ou
amplificacao.

Como se observa explicitamente, o tensor dielétrico é fundamental para que os coefi-
cientes de absor¢ao ou amplificacao sejam determinados corretamente. Muito se fez, e vem
sido feito, para determinar o tensor dielétrico correto para uma determinada configuracao e
parametros de plasma, focando-se a atencao em tipos de ondas eletromagnéticas especificas.
Cada estudo, seja de novas configuragoes, parametros ou tipos de ondas, apresenta desafios
renovados para a obtencao do correto tensor dielétrico, mesmo em se tratando de plasmas
homogéneos. Tratando-se de plasmas inomogéneos, a situacao fica ainda mais complicada,
pois muitas das facilidades de uma configuragdo homogénea nao sao aplicaveis em uma

plasma inomogéneo.

1.3.1 Troca de energia onda-particulas

A questao da absorcao ou amplificacao de ondas pode ser facilmente vista a partir da
transformada de Fourier inversa (1.6). Supondo o vetor de onda real® , o que serd sempre
feito nesta tese, e a freqliéncia possuindo uma parte imaginéria w;, tal que w = w, + iw;, a

transformada de Fourier inversa pode ser reescrita como segue:

A(r,t) = ﬁ / dw / PEA(k, w)ev teller—ert) (1.13)

Nota-se claramente que o sinal de w; é quem determina se a onda sera absorvida ou
amplificada. Se w; < 0 nota-se, a partir da primeira exponencial de (1.13), que a amplitude
da onda decai exponencialmente com o tempo. Neste caso, a onda transfere energia para
as particulas, podendo ocorrer um aquecimanto do plasma. E comumente dito que a onda

¢é absorvida pelo plasma, e ondas com essa caracteristica sao chamadas de ondas estdveis.

3 Um estudo detalhado das conseqiiéncias de k real e w complexo e k complexo e w real na absorcao e

amplificagdo de ondas encontra-se ra referéncia [21].
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Se w; > 0 a amplitude da onda aumenta exponencialmente com o tempo. Ondas com essa
caracteristica sao chamadas de ondas instdveis ou simplesmente de instabilidades. Nessa
situacao a onda ganha energia das particulas, e sua propagacao pode acarretar conseqiiéncias
danosas para a manutencao da estabilidade do plasma, como pode ocorrer, por exemplo,
em equipamentos de fusao termonuclear. Os valores de w;, denominados taxas de absorcao
e amplificacao conforme o caso, sao determinados com a resolucao da relacao de dispersao.
Convém salientar que a abordagem linear nao descreve a evolucao temporal da amplitude,
deixando isso a cargo da abordagem quase-linear ou também da abordagem nao linear. No
entanto, a determinacao das taxas de absorcao e amplificagao ja é suficiente para indicar
a existéncia de ondas estaveis e instabilidades. Porém, a interagao nao linear pode ser
decisiva, podendo causar a rapida supressao de instabilidades, ou ainda ser responsavel pelo
surgimento de novos tipos de instabilidades, nao previstas pela teoria linear.

A importancia direta do tensor dielétrico na absorcao e amplificacao de ondas, esta
fundamentada teoricamente a partir da relagao de troca de energia entre onda e particulas.
Este processo é descrito pelo teorema de Poynting [20], que regula a conservacao de energia

em um plasma na troca de energia entre correntes e campos:

1
v.s+ -2 EB.E4+B-B) - -J.E, (1.14)
&1 Ot

onde S = (¢/4m)(E x B) é o vetor de Poynting.
Os campos acima sao supostos terem a forma

A(r,t) L /oo dwA(r,w)e ™" | (1.15)

:27T

—0o0

o que leva, no desenvolvimento dos célculos, ao desaparecimento das derivadas temporais
das amplitudes A(r,w).

O tensor dielétrico é incluido na lei de conservacao de energia com o uso da relacao
constitutiva (1.1). Apés um complicado cdlculo, que foi minuciosamente feito na referéncia
[22], inclusive para amplitude variando lentamente no tempo, chega-se a lei de conservagao

de energia que relaciona as propriedades do meio, através do tensor dielétrico, com os campos
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oscilantes:
V- S=——E"¢ ‘E, (1.16)
onde
§=(ExB +E xB) - =V (E*-Z’H E) .

O simbolo * indica o complexo conjugado e os sobreescritos “H” e “aH” se referem as partes

hermiteana e anti-hermiteana do tensor dielétrico, definidas como segue,

5= (5 +€) (1.17a)
ol
ij

(65 —€5) (1.17b)

§|,_L\')I>—‘

de modo que os componentes do tensor dielétrico podem ser escritos como €;; = eiHj —i—ie?jH. E
conveniente notar que na equagao de conservagao de energia, (1.16), ndo foi feita nenhuma
restricao quanto a dependéncia espacial. Isso a torna valida tanto para plasmas homogéneos
como para inomogeneos.

O lado direito de (1.16) faz o papel de fonte ou sumidouro de energia e, portanto, a
troca de energia entre os campos e o plasma ¢é descrita através da parte anti-hermiteana do
tensor dielétrico. Logo, é esperado que a parte anti-hermiteana contenha apenas termos de
interacao onda-particulas, os quais se manifestam em forma de termos ressonantes. Sao as
propriedades destes termos que regulam as taxas de absorcao ou amplificacao das ondas. A
forma correta de e?jH é essencial para manter exatas as relagoes de troca de energia, dadas

pelo teorema de Poynting.

1.4 Plasma inomogéneo

Em um plasma inomogéneo a primeira dificuldade que surge estd relacionada com a
. ) - . ) S
dependéncia funcional em posicao. Devido a inomogeneidade, a posicao r’ em que ocorre

a perturbacao deve ser considerada e nao apenas a sua posigao relativa com relagao a r e,
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portanto, a dependéncia r — r’, no tensor condutividade, ndo é mais vélida. Isso implica
numa séria conseqiiéncia na transformada de Fourier da densidade de corrente, uma vez que

o teorema da convolug¢ao nao pode ser aplicado:
t
J(k,w) = F{I(r,t)} = ]—“{ / a3 / dt' o (v,x' t —t') - E(r/,t’)} +0 (k,w) - Bk, w) .

Portanto, para um plasma inomogéneo o tensor o (k,w) nao é a transformada de Fourier
do tensor condutividade o (r,t). Nota-se que a hipétese de plasma estacionério foi mantida.

Muitos autores nao levam em conta esta importante questao, e utilizam o (k,w) cor-
rentemente como sendo a transformada de Fourier do tensor condutividade. Decorrem dai
alguns resultados questionaveis, principalmente no que diz respeito a troca de energia entre
as ondas e o plasma. Beskin, Gurevich e Istomin, trabalharam justamente no sentido de
corrigir as inconsisténcias do uso de o (k,w), e suas conseqiiéncias na relagao de troca de
energia. Em 1987 esses autores publicaram um artigo [23]| descrevendo uma possivel solugao
para este problema: a denominada transformacdo BGI. Como resultado, a transformacao
BGI fornece a transformada de Fourier do tensor condutividade, de forma a manter valida a
equagao de conservagao de energia (teorema de Poynting). Mais detalhes serao apresentados
nas secoes seguintes e principalmente na secao 2.2.

Um outro problema inerente a inomogeneidade estd na solucao da equacao da onda
(1.3), uma vez que a solugao do tipo onda plana (1.5) nao é solugao desta equacao para um
plasma inomogéneo. Nao sera mais possivel desconsiderar a variacao espacial da amplitude
das ondas e do vetor de onda k. A aproximagao WKB entra neste ponto justamente para
incorporar consistentemente as variagoes espaciais em um tratamento local geral. Além da
WKB mais duas aproximacoes serao brevemente revisadas: a localmente homogénea e a

localmente inomogénea.

1.4.1 Aproximacao WKB

Para um plasma onde os parametros variam lentamente com a posigao, dentro da escala
tipica de comprimento de onda, espera-se que localmente (num ponto especifico), o plasma

se comporte como sendo homogéneo. No entanto, os efeitos da variagao da amplitude da
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onda devem ser considerados localmente e, em razao disso, a decomposi¢ao em ondas planas
deve ser substituida por uma solucao mais geral. Esta é a idéia basica da aproximagao WKB,
desenvolvida por Wentzel, Kramers e Brillouin para resolu¢ao de problemas em mecanica
quantica [6].

Ao ser feita a transformada de Fourier da equacao (1.3), apenas na variavel ¢, conforme

(1.15), a equagao da onda serd reescrita em termos de r e w da seguinte forma:

B w) = T 5w | (1.18)

c? c?

V[V - E(r,w)] — V’E(r,w) —

As transformadas nas varidveis espaciais nao foram realizadas por causa das dificuldades
que resultam deste procedimento, para um plasma inomogéneo, conforme ja foi comentado.
Neste momento é conveniente introduzir a aproximacao WKB*.

Fundamentalmente, esta aproximagao usa como solugao para as quantidades perturbadas

(campos e fungao distribui¢ao) uma forma eikonal’,
A(r,w) = a(r,w)e® (1.19)

A quantidade 9 (r) é conhecida como a eikonal da teoria WKB [7], e a(r,w) é a amplitude da
onda, que varia espacialmente muito lentamente em relacao a variacao da eikonal, seguindo
a relacao

1
|a(r, w)]

da(r,w)
8@-

>>

‘ O(r)
8:@-

L )

onde z; é coordenada e L é a medida da variacao espacial tipica da amplitude da onda.
Para um plasma homogéneo 1 (r) = k - r, que resulta num campo com a tradicional forma
de onda plana.

Uma das condicoes de validade desta aproximacao requer que os comprimentos de onda

caracteristicos A sejam bem menores que a escala tipica de comprimento da variacao espacial

4 A referéncia [7] apresenta um estudo mais detalhado a respeito do emprego e restricoes da WKB em

fisica dos plasmas.
50 termo eikonal provém da palavra grega ewk@v que significa imagem, e refere-se a uma quantidade

fundamental na ética geométrica [24].
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da amplitude dos campos. Esta é a condicao de plasma fracamente inomogéneo. A outra
condicao impoe que as taxas de amortecimento ou amplificacao sejam bem menores que
a contribuicao oscilante. Isso implica que a parte anti-hermiteana do tensor dielétrico,
responsavel pelo amortecimento ou amplificagdo das ondas (troca de energia onda-plasma),
seja bem menor que a parte hermiteana. Resumindo, as duas condigoes de validade da

WKB sao:

A< L (1.20a)

e < |eij] - (1.20b)

1.4.2 Aproximacoes locais

Na subsecao anterior vimos como as perturbacoes nos campos e na func¢ao distribuicao
podem ser tratadas para incluir os efeitos da inomogeneidade. Nesta subsecao, veremos
outras duas maneiras de abordar este problema para uma formulagao geral de plasma ino-
mogeneo.

6 consiste basicamente em considerar a dependéncia

A aproximacao localmente homogénea
espacial dos parametros apenas de uma forma paramétrica. Os valores dos parametros se
alteram espacialmente mas, ponto a ponto, os efeitos dos gradientes nao sao levados em
conta. Isso é valido se o comprimento de onda A é muito menor que o comprimento tipico L
da variacao espacial dos parametros. Nesta abordagem, portanto, ponto a ponto o plasma
pode ser considerado homogéneo. Tanto as ondas como a fungao distribuicao perturba-
da (perturbagao da fungao distribuigdo de equilibrio) podem ser consideradas como ondas
planas.

A aproximagao localmente homogénea propicia que todo tratamento adotado para um
plasma homogéneo possa ser empregado. O tensor dielétrico obtido possui caracteristicas de
plasma homogéneo e a dependéncia espacial dos parametros aparece implicitamente dentro
do tensor. Em cada ponto a relacao de dispersao de um plasma homogéneo pode ser usada.

A aproximacao localmente inomogénea difere da localmente homogénea por incluir os

efeitos dos gradientes dos parametros, sendo assim uma abordagem mais acurada.

6 Mais detalhes desta aproximagio e suas referéncias basicas encontram-se na referéncia [25].
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A primeira e a mais cldssica maneira de abordar plasmas inomogéneos com efeitos local-
mente inomogéneos é aquela desenvolvida por Mikhailovskii na referéncia [26]. O método”
baseia-se essencialmente em considerar rigorosamente valida a desigualdade A < L, a tal
ponto de poder tratar os campos e a funcao distribuicao perturbada como ondas planas
(equagao 1.6). Assumindo-se esta hipétese, todo o procedimento para um plasma ho-
mogeneo pode ser usado. O tensor dielétrico é obtido pelo procedimento tradicional, e
escrito em termos da funcao distribuicao de equilibrio. A grande diferenca do método
ocorre com a incorporacgao dos efeitos dos gradientes, os quais aparecem explicitamente no
tensor dielétrico. Sao termos de gradientes até primeira ordem oriundos de uma expansao
da funcao distribuicao de equilibrio em torno da posicao do seu centro guia®. Os modos
de oscilagao do plasma podem ser entao obtidos a partir da relagao de dispersao de plasma
homogéneo (1.12), substituindo o tensor € (k,w) por € (r,k,w),

O principal problema desse tratamento surge quando é utilizada a igualdade (1.8) para
tratar plasmas inomogneos. Para plasmas com essa caracteristica, tal igualdade é uma
aproximagao, que tem conseqiiéncias sobre as propriedades de simetria do tensor dielétrico
(simetria de Omnsager, 1931) e sobre as relagoes de troca de energia entre as ondas e o
plasma. No entanto, usando-se a aproximagcao (1.8), mantém-se o procedimento de plasma
homogéneo, que resulta na relagao de dispersao (1.12). Assim, esse tratamento conduz ao
uso da mesma relagao de dispersao obtida para um plasma homogéneo, mesmo para uma
configuracao inomogenea.

As principais caracteristicas da abordagem localmente inomogénea podem ser suma-

rizadas como segue:
e 0s campos e a funcao distribuicao perturbada sao tratados como ondas planas;
e a relacdo entre os campos e a corrente, (1.8), é mantida valida;

e a relacdo de dispersao para um plasma homogéneo, (1.12), pode ser utilizada;

" Mais detalhes desse método estdo apresentados no capitulo seguinte, na subsecio 2.3.1. Uma andlise

bastante completa desse assunto encontra-se em [27].
8 Centro guia é a posicio do centro da drbita circular que uma particula carregada descreve na presenca

de campo magnético (ver capitulo 4).
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e o tensor dielétrico (a) possui explicitamente os efeitos da inomogeneidade da funcao
distribuicao de equilibrio; (b) apresenta termos nao ressonantes na parte anti-hermi-

teana, (c) nao satisfaz a simetria de Onsager.

Perante as conseqiiéncias da utilizacao da relagao (1.8) em um plasma inomogéneo, se
faz necessario o uso de um outro método para tratar plasmas com esta caracteristica. E
fundamental que o problema da variacao espacial das perturbacoes seja encarado consis-
tentemente. A solucao em ondas planas deve ser deixada de lado, e ser substituida por
uma solugao que leve em conta a variacao espacial. Esta foi a idéia essencial que resultou
na transformacao BGI, desenvolvida tendo como base a aproximacao WKB. No proximo

capitulo esse assunto sera retomado com mais detalhes.

1.5 O sistema de equacoes Vlasov-Maxwell

Para uma descricao geral, o plasma em estudo é completamente ionizado? e composto
por diferentes espécies de particulas, denotadas pelo subscrito «, com carga elétrica ¢, e
massa m,. Cada espécie de particula é descrita microscopicamente pela sua correspondente
fungao distribuicao f,(r,p,t). A diferencial f,(r,p,t)drdp pode ser interpretada como a
probabilidade de encontrar uma particula da espécie o, no instante ¢, no volume dr ao redor
de r, com um momento entre p e p+dp. A funcao distribuicao fornece uma ampla descri¢ao
do sistema e, a partir dela, pode-se deduzir todas as quantidades do plasma com interesse
fisico (sao os chamados momentos da funcao distribuicdo, relacionados com quantidades
fisicas de interesse [15,16]).

A evolugao espago-temporal da f,(r,p,t) é governada pela equagao de Boltzmann!®

Ofa(r,p,t)

at +v- vfa(r>p7t) + 4o [E(I',t) + % X B(I‘,t) . foa(r,pﬂf) — |:5f04<r7p7t):| :
col

5t
(1.21)

9 Um plasma é completamente ionizado quando ndo hé particulas neutras e a carga elétrica total dos fons

é igual a dos elétrons.
10 Detalhes da deducdo da equacdo de Boltzmann e referéncias a respeito deste assunto, podem ser en-

contrados em [21]. Em [28] consta uma dedugao totalmente estatistica bastante detalhada.
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onde v = p/ym,, com v = /1 + p?/m2c?, ficando implicito que 7 depende da espécie
de particula, e E(r,t) e B(r,t) sdo as médias macroscdpicas dos campos microscpicos aos
quais estao submetidas as particulas do plasma. Somente interagoes eletromagnéticas foram
consideradas (for¢a de Lorentz). O termo do lado direito representa a variagao temporal
da funcao distribuicao devido as colisoes entre as particulas. Estatisticamente, é um termo
que contém as correlacoes entre as particulas que constituem o plasma, a fim de contemplar
a interacao eletromagnética existente entre elas. E possivel escrever este termo como uma

fungao distribuigao de duas particulas [12],
fa,@(r7 rla P, p/7 t) = fa(r7 P, t)fﬁ(rla p/7 t) + gaﬁ<r7 rla P, p/7 t) ’

cuja diferencial f.g(r,r’, p,p’,t)drdr’'dpdp’ pode ser interpretada como a probabilidade de
encontrar uma particula da espécie «, no instante £, no volume dr ao redor de r, com um
momento entre p e p + dp, estando a particula da espécie 3, no instante ¢, no volume dr’
ao redor de r’/, com um momento entre p’ ¢ p’ + dp’. A fungao g.s(r,r’,p,p’,t) fornece
a correlacao estatistica entre as particulas das espécies a e (3, e também entre particulas
da mesma espécie (f = «). Esta funcao distribuigdo de duas particulas é também gover-
nada pela equagao de Boltzmann, fazendo surgir do lado direito da mesma uma funcao
distribuicao de trés particulas. Para esta, por sua vez, ocorre o mesmo, e a medida que
se aprimora mais as correlagoes (ordens maiores), uma cadeia de N equagoes é formada,
sendo N o numero total de particulas constituintes do plasma. Na pratica, é um problema
insoltivel. E necessario, entao, cortar esta cadeia de equagoes fazendo-se um modelo para o
plasma.

As funcgoes correlacao entre particulas podem ser ordenadas em termos do parametro de

plasma

1
g_nﬂ)\?b’

onde ngy é a densidade de particulas e Ap é o comprimento de Debye. A argumentacao
para tal ordenamento é a seguinte. Para que a interagao entre as particulas resulte num

comportamento coletivo, é necessario que haja muitas delas no interior da esfera de Debye
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[15], implicando que ngA% > 1 = g < 1. Portanto, supoe-se que a correlagao entre duas
particulas seja da ordem de g, que a menos significativa interagao entre trés particulas seja
da ordem de g2, e assim sucessivamente. A funcao distribuicao de uma espécie de particula
¢ atribuida ordem 1. Os valores tipicos do parametro ¢ sao da ordem de 10~7 para plasmas
de equipamentos de fusao e 10™* para plasmas espaciais [25]. Portanto, é possivel desprezar
o termo de correlagao no termo colisional da equacgao de Boltzmann.

Um outro contexto em que a interacao entre as particulas pode ser desprezada, diz res-
peito a freqiiéncia tipica das ondas a qual se esta interessado em estudar. A medida que
uma onda se propaga no plasma, a funcao distribuicao das particulas se altera, no entanto,
a tendéncia do equilibrio termodinamico conduz a funcao distribui¢cao novamente ao estado
de equilibrio (processo conhecido como relaxagao), que pode ser diferente do original devido
as interagoes onda-particula. Este novo estado de equilibrio é alcancado pelas colisoes, que
possuem uma freqiiéncia tipica média v, correspondendo a um tempo médio entre colisoes
designado por t.y, que depende dos tipos de particulas e parametros do plasma. Se o es-
tudo for realizado para ondas com freqiiéncias consideravelmente altas, tal que o periodo
de oscilagao T,n4q (com w = 27/T,,44) seja bem menor que o tempo minimo médio entre

colisdes tmin

m, significa que a onda provoca alteracoes no estado de equilibrio significativa-

mente durante um tempo em que as colisoes nao sao importantes. Desta forma, portanto,

os efeitos colisionais podem ser desprezados, se as ondas em consideragao cumprirem

Tonda < T = > 2mp™e ,

col

max

onde v ¢é a freqiiéncia tipica média maxima entre colisoes. Esta condi¢ao é cumprida

com folga para plasmas de fusdao em laboratério, onde ™"

col
onde " /T pga ~ 2 x 10* [25].

ol

Tonda ~ 6 x 10%, e espaciais,

Ao serem desprezadas as correlagoes entre duas ou mais particulas, se estd propondo
um modelo para o plasma que possibilite a interrupgao da cadeia infinita de equagoes. Este

modelo propoe que a funcao distribuicao de uma espécie de particula nao é afetada pela
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correlacao entre particulas; formalmente significa

{Ha(r, pﬂf)] ~0

ot o

A equagao de Boltzmann (1.21) se reduz a chamada equagdo de Viasov para este mode-
lamento, e serd esta equacao a usada para descrever a evolugao espaco-temporal da funcao
distribuicao f.(r,p,1t). E uma equacao que acopla os campos com a funcao distribuicao e,
portanto, nao pode ser usada sozinha para uma descricao completa do sistema. As equagoes
de Maxwell também devem ser satisfeitas, e igualmente acoplam os campos com a funcao
distribuicdo através da densidade de corrente J(r,?) e da densidade de carga p(r,t). Este

conjunto de equacoes é chamado de sistema Vlasov-Maxwell, explicitamente escrito abaixo

W +v- Vfoz(r, P,t) + o [E(I‘,t) + % X B(I‘,t)] . foa(r’ p,t) =0 (122&)

V. E(r —47Tan/d3pfa r,p,t) (1.22D)
_10B(x,t)

VX E(r ) = - (1.22)
V- B(r,t) =0 (1.22d)
VB = 1 IS [y (1.220)

A densidade de corrente e a densidade de carga, expressas em termos da funcao distribuicao,

sao dadas respectivamente por

an/d?’pfa r,p,t) (1.23a)
- an/dprfa(r,p,t) , (1.23b)

sendo o somatorio em « realizado sobre todas as espécies de particulas que constituem o
plasma.

O sistema Vlasov-Maxwell é fortemente acoplado e nao linear, e todas as equagoes devem
ser satisfeitas simultaneamente. Determinar a partir dele quais sao as flutuagoes possiveis

dos campos e da funcao distribuicao, para um determinado plasma com caracteristicas co-
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nhecidas, é uma tarefa impossivel dentro das atuais limitacoes algébricas e computacionais
(exceto em algumas situagoes simplificadas). No entanto, é possivel resolvé-lo se as flu-
tuacoes forem consideradas pequenas perturbacoes em torno da situacao de equilibrio do
plasma. Este processo é conhecido como linearizacao, e serd empregado no sistema Vlasov-

Maxwell.

1.5.1 Linearizacao do sistema Vlasov-Maxwell

Com a linearizacao do sistema Vlasov-Maxwell sera possivel expressar a funcao dis-
tribuicao perturbada em termos dos campos perturbados e da funcao distribuicao de equili-
brio. Isso permitird encontrar uma expressao geral para o tensor dielétrico, que sera escrito
em termos das érbitas nao perturbadas das particulas e da fungao distribuicao de equilibrio.

As flutuagoes do sistema que serao estudadas, sao pequenas perturbacoes em torno da

situacao de equilibrio, sendo, entao, possivel escrever

fa(r;p,t) = fao(r,P) + far(r, P, 1) (1.24a)
B(r,t) = Bo(r) + By (r, t) (1.24Db)
E(r,t) = E/(r, 1) . (1.24c)

As quantidades com indice inferior “0” se referem ao equilibrio (sem propagagao de ondas)
e as quantidades com indice inferior “1” indicam uma perturbagao de pequena amplitude
(presenga de ondas) com relagao a situacao de equilibrio, de tal forma que se cumpram as
desigualdades fuo1(r,p,t) < fao(r,p) € |Bi(r,t)| < |Bo(r)|. O campo magnético externo é
representado por By(r). O plasma é considerado neutro globalmente e localmente no seu
estado de equilibrio sendo, portanto, E¢(r) = 0. Nota-se que as quantidades de equilibrio
sao supostas estaciondrias, ou seja, independentes do tempo.

Substituindo (1.24) em (1.22), o sistema Vlasov-Maxwell tera a seguinte forma em ordem
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Zero:

V- Vfao(r,p) + 22 [v x Bo(r)] - Vpfao(r,p) = 0 (1.25a)
V x By(r) 47T an/d DV fao(r, P) (1.25b)
V By(r)=0. (1.25¢)

Este sistema resume as informagcoes sobre o plasma na situacao de equilibrio. Ele estabelece

a relacao que deve ser satisfeita entre a microscopia do meio, através da funcao distribuicao

de equilibrio inomogénea, e o campo magnético de equilibrio, também inomogéneo.
Desprezando-se os termos nao lineares, compostos por produtos de quantidades pertur-

badas, obtém-se o seguinte sistema Vlasov-Maxwell de ordem um:

W + v Vfaul(r,p,t)+ [ X By(r, t)} -Vpfar(r,p,t) =

. [El E x Bl(r,t)] Vo faol(t, ) (1.26a)
V x Ey(r,f) = iﬁBg:’t) (1.26D)
V x By(r, 1) = iaEla—(t) %an/d?)pvfal(r,p,t) (1.26¢)
V-Ei(r 47Tan/d Dfor(r,p,t) (1.26d)
vV Bi(r,t)=0, (1.26¢)

sendo

an/d pfar(r,p, 1) (1.27)
= an/d?’pvfal(r,p,t) (1.28)

a densidade de carga e a densidade de corrente perturbadas.
Uma vez obtido o sistema de ordem um, é necessario encontrar a solugao para a f,1(r, p, t)

em termos dos campos perturbados. Para isso, utilizar-se-4 um método muito empregado
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em fisica dos plasmas, conhecido como método das caracteristicas’ [29]. De uma maneira
geral, o método consiste em resolver uma dada equacao diferencial parcial sobre uma deter-
minada curva, chamada de curva caracteristica, que a torne uma equacao diferencial total,
que pode ser integrada. A seguir, o método serd aplicado para a obtencao de f,i(r,p,1t),
sem um detalhamento algébrico.

A derivada total da f,(r,p,t) é

dfal (I'/, p', t,) 8fa1 (I‘,, p/7 t/) dr’ dp/
o = o = Va0 ) + 22 Ve fa (0,9 8) - (1.29)

onde r’, p’ e t/ sdo as coordenadas de uma curva caracteristica arbitraria. Se, no entanto,
esta curva caracteristica for exatamente a trajetoria das particulas na situagao de equilibrio
(6rbitas nao perturbadas) é possivel integrar a equagao (1.29).

As oOrbitas nao perturbadas sao as solugoes das equagoes correntes para a trajetéria de

particulas carregadas na presenca de campo magnético:

dr' (t')

— T —
T =V () = o (1.30a)
dp’ G
% frd ’y/m C[p/ X BO(I‘I)] . (130b)

Ao substituir as érbitas (1.30) na derivada total (1.29), pode-se comparar a equagao resul-
tante com a equacao de Vlasov (1.26a). Facilmente encontra-se a equagao para a derivada
total de fu1(r',p’, 1)

/

da /7 I,t/
G, 0N E) [El(r/,t/) + X B1<rct/>] Vi fao(r' D)

dat’

que pode ser integrada, resultando

t'=—00

fal (rlu p/7 t/) t’—t_fal (rla p/7 t,)
/

! / !4l v T / /
—qa/ dt |:E1<I',t>+;><B1(I',t):|'Vp/fao(r,p).

—00

Se as condigoes de contorno forem tais que fq1(r'(t' — —o0),p/'(t’ — —00),t’ — —00) — 0,

1'Um bom resumo deste método encontra-se em [22].
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(' =t)=r(t) ep'(t' =t) = p(t), a forma final para a fungao distribui¢do perturbada sera

t /

far(r,p,t) = —qa/ dt [El(r',t’) +V? X Bi(r',t)| - Vo fao(r', P') , (1.31)

—00

com a integral calculada sobre as érbitas nao perturbadas das particulas.

A foo(r,p,t) é uma funcdo determinada a partir de um modelamento do equilibrio
do plasma. O método das caracteristicas, aplicado a equacao de Vlasov de ordem zero,
fornece uma condicao que deve ser cumprida na situacao de equilibrio. Ou seja, a fungao
distribuicao de equilibrio, regida pela equagao de Vlasov (1.25a), deve obedecer sobre as
orbitas nao perturbadas a seguinte equacao diferencial,

dfa()(rla p/7 t/)

- =0. (1.32)

Isso significa que a f,o(r’, p’, ') é constante sobre as érbitas nao perturbadas (1.30), devendo
ser, portanto, funcao das constantes de movimento!? das mesmas. Como nota-se na equacao
(1.31), a fao(r’, p’, ') é fundamental para a determinacao da fungao distribuigao perturbada.
Assim, é necessario a determinacao das constantes de movimento, tarefa essa reservada para
o proximo capitulo.

A equagdo para fu(r,p,t), por si prépria, ndo conduz a resultados préticos, pois os
campos nao sao conhecidos. Mas, com uma simples andlise da equagao (1.28) e lembrando
da relagao constitutiva (1.1), é possivel usar (1.31) para determinar o tensor condutividade
e, conseqiientemente, o tensor dielétrico. A secao seguinte sera dedicada a isso.

0

1.5.2 Determinagao da forma geral do tensor ¢ (r k,w)

Sendo J;(k,w) a transformada de Fourier espago-temporal da densidade de corrente

Ji(r,t), a sua transformada inversa em w (equacao (1.6) sem a integral em w) é

1

Ji(r,w) = o)

/ BrJy(k,w)e*T (1.33)

12 Na secdo 2.3 serd retomado o assunto referente & dependéncia que a funcio distribuicao de equilibrio

possui das constantes de movimento.
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A transformada de Fourier temporal pode também ser escrita em termos da transformada

de Fourier temporal da fungao distribuigao perturbada, a partir de (1.28):

[ e =S a [ @y [ ae e

0

Iew) = Yo [ dpviaep) (1.34)
A linearizacao da relagao constitutiva (1.1) resulta em
t «—
Ji(r,t) = /d3r’/ dt' oo (v,r',t,t) - E (¢, 1), (1.35)

onde o (r,r',t,t') é o tensor condutividade do equilibrio.

O procedimento que segue é crucial para as propriedades do tensor condutividade de
equilibrio. Para um plasma fracamente inomogéneo, considera-se que o tensor condutivi-
dade varia suavemente em torno de cada ponto, de forma que a dependéncia r — r’ seja
aproximadamente valida. Assim, o teorema da convolucao pode ser aplicado, resultando
em uma rela¢ao do tipo (1.8), que é aproximadamente vélida para um plasma inomogéneo.
Nesse caso, o tensor condutividade possuira uma dependéncia paramétrica da posicao. Ba-
sicamente, o procedimento descrito ¢ o mesmo que é usado em um plasma homogéneo, onde
as flutuagoes sao tratadas como ondas planas, (1.6), e o teorema da convolugao é aplicado.

Assim, a transformada de Fourier de J;(r,¢) em termos do tensor condutividade resulta

0

Jik,w) =0 (rkw) Ei(kw). (1.36)

O indice inferior “0” do tensor condutividade de equilibrio foi omitido. No entanto, adotou-
se o indice superior “0” para indicar que este tensor, acima mostrado, foi derivado com o uso
da aproximacao de onda plana e da aplicacao do teorema da convolucao, mesmo o plasma
sendo inomogéneo. Representa, portanto, uma aproximagao se o plasma for inomogéneo.
Além disso, o referido tensor nao corresponde a transformada de Fourier correta do tensor
condutividade. A dependéncia em r é mantida para caracterizar a inomogeneidade do

plasma.
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Substituindo (1.36) em (1.33) encontra-se a transformada de Fourier temporal em termos

-0
do tensor o (r,k,w),

Ji(r,w) = /d3k 7 (r,k,w)-Ei(k,w)e® . (1.37)

(27)?

Na expressao para fq1(r,p,t), dada pela equacao (1.31), os campos serao escritos em

termos de suas transformadas de Fourier!3, tal como (1.6), resultando

for(r,p,t) = — / dw' /d3

/ dt’ {El(k,w )+ ¥ % Bi(k,w )} iker' =) g, fao(d’,p') ,  (1.38)

lembrando que v/ = v/(¢'), r' = r/(t') e p’ = p’(t'). Tomando apenas a transformada de

Fourier temporal (equagao (1.5) sem a integral em d®r) da equagdo acima tem-se

/ oD )6 = 5 / " / o / m

/ At |:E1 (k, w ) + RV Bl(k W >:| ei(k.r/_w/t/)eiwt . vp’fa[)(r,; pl) '

O lado esquerdo é a transformada de Fourier temporal da funcao distribuicao perturbada.
Multiplicando o lado direito por exp(—iw't) exp(iw't) = 1 e rearranjando as exponenciais,

encontra-se

fotovp =~ [ /dg [

/ dt’ {El(k,w )+~ x By (k,w )} Vi fao(r', p/ )l =" (=01 (1 .39)

Fazendo a substituicao de variaveis 7 = t' — t = dr = dt’, com —oo < 7 < 0, as variaveis
r’, p’ e v/ passam a depender de 7. No limite superior de integragao r'(t = 0) = r(¢) e
p'(r = 0) = p(t). A integral em ¢’ é substituida por uma integral em 7, respeitando-se os

novos limites de integragao, e a quantidade w’'(t’ — t) torna-se w't, o que permite calcular

13 Os detalhes deste procedimento foram extrafdos da referéncia [25].
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facilmente a integral em ¢

/ dte'“ = = o9nf(w — W)

[e.9]

Sendo calculada a integral em ¢, a integral em w’ é realizavel usando o resultado acima, o
que leva a W' — w, devido a delta de Dirac. Apds o cédlculo destas integrais, a equacao

(1.39) resulta

1 0 v/ -
fal(r7p7w) = ~Ga (27T)3 /d3k/ dr |:E1(ka w) + ? X Bl(k, w) . Vp/fao(r,7p/)ez(k'r —wr) .

—0o0

E possivel ainda melhorar a forma da equagao acima. Usando a transformada espago-
temporal da lei de Ampere, (1.26b), para escrever as amplitudes das flutuagoes magnéticas

em termos das amplitudes do campo elétrico, obtém-se

1 3
fal(r7p7 ) —lda75 3 (271_) /d k

0 1 = . | |
/ i { |:(1 o V/> 1 +_V/k:| : El (k7 W)} . vp’fao(r/, p/)el(kr —wT) )
— 650 W w

Substituindo a equagao acima em (1.34), e inserindo o produto exp(—ik - r)exp(ik -r) =1

a fim de comparar com (1.37), encontra-se

1 -
Ji(r,w) = _(27r)3 /d3/€e1k Zqi/dgpv
0 1 - 1 o
/ ar { {(1 B ;k . V,) 1 +;V/k} ’ E1<kaw)} : Vp/fao(r,, p/)el[k'(l‘ —r)—wr] . (1.40)

—00

O passo final é comparar a equagao (1.40) com (1.37) e, assim, determinar a forma geral

<0
do tensor ¢ (r,k,w):

30 (r,k,w) E qa/d?’pv
‘ 1 T 1 / 1N ik (2 —r)—wT)
dr |(1— ;k-v 1 —l—;vk -V fao(r', p')e’ @t (1.41)

—0o0
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onde p’ = p'(7) (v = Vv/(7)) e ' = 1/(7) s@o as drbitas nao perturbadas das particulas,
.y
cumprindo-se as condigoes v/(1 = 0) = v(t) e r'(7 = 0) = r(¢). O tensor € (r,k,w) serd

definido a partir da relagao (1.10):

4 <0

0

e (r,k,w)=1 +i (r.k,w) . (1.42)

— 0
w
-0

A forma geral do tensor 0 (r,k,w) impde que sejam determinadas as érbitas nao per-
turbadas das particulas. Isso pode nao ser uma tarefa simples. Se o campo magnético de
equilibrio é homogéneo, com razoavel simplicidade se pode determiné-las. Todavia, se o
campo externo apresenta gradientes, as integrais das érbitas em (1.30) podem ser bastante
complicadas, dificultando em demasia a obtencao de uma forma analitica exata das érbitas
das particulas. O capitulo seguinte apresentard essa discussao, embora sem maiores de-
talhes. Nota-se também a necessidade de modelar o equilibrio termodinamico do plasma,
especificando-se a forma da funcao distribui¢ao de equilibrio f,o(r’, p’).

Apesar do tensor ?0 (r,k,w) nao ser a transformada de Fourier do tensor dielétrico,
ele é fundamental. Através deste tensor é que se chegara no tensor dielétrico e (r,k,w),
que descreve corretamente as propriedades do plasma na presenca de flutuacoes de campo.
Este novo tensor, que é a transformada de Fourier do tensor dielétrico, é chamado de
tensor dielétrico efetivo, e sua consecugao ¢ feita com a aplicacao da transformagao BGI em

—0

e (r,k,w). No préximo capitulo este assunto sera retomado.



2. O Tensor Dielétrico Efetivo

2.1 Introducao

O presente capitulo tem como finalidade principal revisar, nao de uma forma detalha-
da, as principais questoes relacionadas com o chamado tensor dielétrico efetivo, desde sua
obtencao até a andlise de suas propriedades. A segunda segao é destinada ao desenvolvi-
mento dos principais procedimentos para se chegar na chamada transformacao BGI, a qual
¢é aplicada no tensor ?0 (r,k,w). S@o apresentadas a sua forma matematica aproximada e
a sua forma completa. A aplicacao da transformacao BGI resulta no denominado tensor
dielétrico efetivo. Nas segOes seguintes, estao presentes revisoes dos trabalhos de Caldela [27]
e Gaelzer [25]. O primeiro dedicou seu estudo a absor¢ao e amplificagdo de ondas em um
plasma com densidade e/ou temperatura inomogéneas, imerso em um campo magnético de
equilibrio homogéneo. Gaelzer estudou a absorcao e amplificagao de ondas em um plasma
com densidade e temperatura homogéneas imerso em um campo inomogéneo. As carac-
teristicas basicas de cada um destes estudos sao brevemente apresentadas, dando énfase
na obtencao do tensor dielétrico efetivo, e suas principais caracteristicas. A ultima secao
deste capitulo foi reservada para um resumo das principais propriedades do tensor dielétrico

efetivo.

2.2 A transformacao BGI

Um dos pontos positivos da transformacao BGI estd no fato de que ela foi capaz de

. . 7 . ~ <_)0 . 7 .
corrigir as caracteristicas nao adequadas do tensor € (r,k,w), citadas no capitulo anterior.
Fundamentalmente ela consiste em considerar uma forma mais geral para a solucao da

equagao da onda, ao invés de uma onda plana. Esta forma mais geral é a chamada forma
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etkonal, e foi apresentada no capitulo anterior na equagao (1.19).
A transformada de Fourier temporal da densidade de corrente perturbada, supondo-se

o plasma estaciondrio, pode ser obtida da relagao constitutiva (1.35),
Ji(r,w) = /d?’r’ o (r,r,w) B (r,w) . (2.1)

Neste momento nao é possivel realizar a transformada de Fourier espacial da densidade
de corrente, devido a dependéncia nao homogénea do tensor condutividade de equilibrio.

Entretanto, supoe-se véalida a seguinte igualdade

1
(27)?

«—

o (r,r,w) =

/ B o (r,k, w)e® =) (2.2)

onde 0 & (r,k,w) foi definido em (1.36) e nao corresponde a transformada de Fourier do
tensor condutividade, para um plasma inomogéneo. A hipotese de considerar valida uma
relagdo do tipo (2.2), mesmo que o tensor (go (r,k,w) ndo seja a transformada de Fouri-
er do tensor condutividade, é aceitavel somente para um plasma fracamente inomogéneo.
Nesse caso, a dependéncia espacial do tensor condutividade é praticamente a mesma de
um plasma homogéneo, embora dependa fracamente da posicao, tal que se possa aproximar
o (r,r',w) ~o (r,r — 1’ w).

Relembrando o que foi visto no capitulo anterior, a abordagem adotada por Mikhailovskii
na referéncia [26] também supoe véalida a igualdade (2.2), entretanto mantém toda sua abor-
dagem considerando que go (r,k,w) é a transformada de Fourier do tensor condutividade,
de forma a manter inalterada a relagao (1.36). Uma relagdo com a forma da igualdade
(1.36) é necessdria, para que os modos de oscilagdo possam ser determinados a partir da
relacdo de dispersao. Mas, para que a troca de energia entre onda e particulas, (1.16), seja
consistentemente satisfeita, é indispensavel que o tensor go (r,k,w) seja substituido pelo
tensor o (r,k,w), que é a transformada de Fourier do tensor condutividade. Beskin, Gure-
vich e Istomin [23] desenvolveram um método, chamado de transformacao BGI, que permite
determinar o o (r,k,w) a partir de go (r,k,w). Os principais pontos desta transformagao
serao expostos a seguir. O desenvolvimento completo, que aparece no classico trabalho de

Beskin, Gurevich e Istomin, pode ser também encontrado na referéncia [27].
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Substituindo (2.2) em (2.1) obtém-se

1 o - /
Ji(r,w) = CE /d3k/d3r’ v (r,k,w) - Ey(r,w)eET) (2.3)

Este ¢ o momento em que nao mais utilizar-se-4 ondas planas como solugao para os
campos, mas sim a forma eikonal. O grande ganho deste procedimento ¢é levar em conta a
variagao espacial das amplitudes das ondas. Assim, introduzindo a forma eikonal (1.19) do

campo elétrico perturbado em (2.3), resulta

1
(27)?

Ji(r,w) = /dgk/d?’r’ v (r,k,w) - By (r, w)elV ) +k =] (2.4)

(o “chapéu” indica a amplitude da solucao eikonal).

Mantendo-se a hipotese de plasma fracamente inomogéneo, é possivel expandir em série
de Taylor a eikonal 1(r'), em torno de r. Em seguida, depois de substituida a expansao
em (2.4), nota-se que a contribuicao significativa para a integral ocorre para valores de k

proximos a Vi(r). Define-se, entdo, a quantidade
ko(r) = Vi(r) . (2.5)

-0
O desenvolvimento tem prosseguimento expandindo-se o tensor ¢ (r,k,w) em torno da
quantidade k — kg. A equagdo da onda (1.18) é escrita em termos dos seus componentes,

escrevendo-se o campo elétrico perturbado na forma eikonal
Ey(r,w) = Ey(r,w)e®™ (2.6)

Como nesse tipo de solucao a amplitude dos campos depende da posicao, todas as
derivadas da equacao da onda devem ser realizadas.
Considerando que os valores tipicos de comprimento de onda sdo da ordem de 1/ky,

reescreve-se as condigoes de validade da WKB, dadas por (1.20), em termos dos parametros
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Depois de efetuadas as derivadas de (2.6) contidas no lado esquerdo da equacao da onda,

os componentes do campo sao expandidos em poténcias do parametro p, como segue:
By = B + ' By + " B + -

O processo tem continuidade ordenando-se rigorosamente todos os termos do lado es-
querdo da equacao da onda, segundo a ordem de grandeza em p.

O lado direito da equacao da onda (1.18) é substituido por (2.3), e um tratamento
semelhante ao do lado esquerdo é empregado. As diferencas ficam por conta do uso da
condi¢ao de pequena absorcao p < 1, e a necessidade de célculo de varias integrais.

Depois que a equacao da onda estd completamente ordenada em poténcias de u, verifica-
se que em ordem zero, u — 0 (plasma homogéneo), a equagao que deve ser satisfeita para
os componentes do campo é exatamente a relacao de dispersao para um plasma homogéneo,
dada por (1.12). Nota-se que neste caso a transformada de Fourier do tensor dielétrico é o
préprio tensor definido em (1.42), para o caso homogéneo.

Levando em conta os termos até ordem pu, é possivel mostrar que estes termos podem
ser colocados na forma da lei de conservagao de energia (1.16), que regula a troca de energia
entre a onda e as particulas do plasma. Entretanto, e este é o diferencial do ja citado
trabalho de Beskin, Gurevich e Istomin, a parte anti-hermiteana do tensor ?0 (r,k,w) nao
aparece sozinha como em (1.16). Somada a parte anti-hermiteana tradicionalmente obtida

surge uma correcao, abaixo mostrada:

V-S= -2 & (K w) Z C M k)| E (2.7)

81@89@

J

Corre(;ao

onde k; e z; sao os componentes do vetor de onda e do vetor posicao, respectivamente.
Evidentemente, para um plasma homogéneo a correcao se anula, e (2.7) recai em (1.16). O
que Beskin, Gurevich e Istomin concluiram foi que, para um plasma inomogéneo, a parte

anti-hermiteana que descreve a correta troca de energia entre onda e particulas nao é a do
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-0
tensor € (r,k,w), mas sim a do denominado tensor dielétrico efetivo, dado por
rkew) =2 (rew) + 230 -0 kw) 2:5)
€ (rk,w)=¢€¢ (rkw)+ - —e€ (r,k,w) . .
) Y ) ) 8 ) Y

Portanto, para um plasma inomogéneo, é o tensor dielétrico efetivo que deve ser utilizado
na relagao de dispersao (1.12), para que os modos de oscila¢ao e suas respectivas taxas de
absor¢ao e amplificacao sejam corretamente determinados. A medida que mais ordens de
grandeza do parametro p sao consideradas, derivadas de mais alta ordem estarao presentes,
sendo possivel a descrigao de inomogeneidades mais acentuadas. A forma do tensor dielétrico

efetivo apresentada acima ¢, na realidade, uma aproximacao da sua forma completa®,

—

€ (r,k,w) & [ din e (r+n/2, K, w)ek-0m (2.9)

que inclui internamente todas as derivadas em k; e x; existentes. Essa transformacao é
conhecida como transformacao BGI, e fornece a transformada de Fourier espago-temporal
do tensor dielétrico.

Uma expansao de I (r +mn/2,k',w) em série de Taylor em torno do ponto r, conduz
a seguinte forma para o tensor dielétrico efetivo, explicitamente escrito em termos das

derivadas

o ok 0
€ (rk,w) = ( ) E p Ty o e (rikw). (2.10)
0"

n=

Facilmente percebe-se que os dois primeiros termos da expansao (2.10) resultam no tensor
obtido em (2.8).

Até o presente momento muito se tem falado da importancia de obter um tensor que
seja a transformada de Fourier do tensor dielétrico, e verificou-se que este tensor é o tensor
dielétrico efetivo. No entanto, o tensor ?0 (r,k,w), definido em (1.42), ndo perde a sua
importancia. E a partir dele que se obtém o tensor dielétrico efetivo. Portanto, o cdlculo

-0
tradicional de o (r,k,w), que resultou na expressao (1.41), é indispensavel. Nas duas

L' A deducdo da forma completa do tensor dielétrico efetivo e também da sua forma expandida em série

de Taylor pode ser encontrada na referéncia [25].
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secoes seguintes serda apresentado, em linhas gerais, o cdlculo deste tensor e a subseqiiente
aplicacao da transformacao BGI, para o caso de plasmas inomogéneos imersos em campo
magnético homogeéneo e, depois, para plasmas homogéneos imersos em campo magnético

inomogéeneo.

2.3 O tensor dielétrico efetivo para plasmas
inomogéneos imersos em campo magnético
homogéneo

Esta secao ¢ dedicada a revisao do trabalho sobre plasmas inomogéneos imersos em
campo magnético homogéneo, desenvolvido por Rafael Caldela, e apresentado em 1990
[27]. Outras referéncias correlacionadas com este trabalho sdo as referéncias [22, 30-32].
Os resultados numéricos nao serao discutidos e a énfase serd dada exclusivamente para a
obtencao do tensor dielétrico efetivo.

A geometria usada no referido trabalho pode ser vista na figura 2.1. Os gradientes da

A

7z Bo=cte

Fig. 2.1: Geometria adotada no trabalho de Caldela [27].
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densidade Vn(z) e da temperatura V7' (z) estao na diregao do eixo z. O vetor de onda k e
o momento das particulas p sao decompostos em componentes perpendiculares, k, e p,, e
paralelas, k| e p|, sempre em relacao ao campo magnético ambiente By. Para um plasma
homogéneo, normalmente a geometria é construida de forma a colocar o vetor de onda k
no plano que contém o campo magnético By e um dos eixos perpendiculares. Nao ha perda
de generalidade neste procedimento, uma vez que as dire¢oes perpendiculares ao campo
magnético possuem as mesmas caracteristicas. Entretanto, para um plasma inomogéneo, em
virtude da existéncia de gradientes, estas dire¢oes nao apresentam as mesmas caracteristicas.
E necessério portanto, sob pena de perder a generalidade do tratamento, que k esteja
orientado arbitrariamente, como mostrado na figura. Na figura 2.1, @ é o angulo entre o
vetor k| e os gradientes da densidade e de temperatura, e ¢ é o angulo entre p, e esses
gradientes.

Para chegar no tensor dielétrico efetivo é preciso primeiro obter o tensor go (r,k,w),
cuja expressao geral é dada por (1.41). A fungao distribuicao de equilibrio fuo(r’, p’) con-
terd implicitamente as inomogeneidades do plasma. Isso torna valido o tratamento para
inomogeneidades fracas que se apresentam na funcao distribuicao de equilibrio, tais como
inomogeneidade de densidade, temperatura e velocidade de deriva diamagnética?. Tendo
em mente que a funcao distribuicao de equilibrio é fungao das constantes de movimento das
érbitas nao perturbadas, conforme visto em (1.32), é conveniente primeiro determinar essas

0
constantes. Outros ingredientes igualmente importantes para o célculo de o (r, k,w), séo
as Orbitas nao perturbadas r’ e p'. E a partir delas que as constantes de movimento sao

determinadas.

2.3.1 A inclusao dos efeitos da inomogeneidade na funcgao
distribuicao de equilibrio
Na subsecao 1.4.2, foi comentada genericamente a a inclusao dos efeitos da inomogenei-

dade. Tratou-se ali da chamada aproximacao localmente inomogénea, dando énfase ao

trabalho [26] desenvolvido por Mikhailovskii. Mais especificamente, esta aproximagao con-

2 A velocidade de deriva diamagnética é descrita no capitulo 4.
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siste em incluir os efeitos da inomogeneidade na funcao distribuicao de equilibrio, a partir de
uma expansao da mesma. Normalmente, e inclusive para plasmas homogéneos, determina-
se a dependéncia funcional da f,o(r’,p’), tal que satisfaca a condigao (1.32), a qual impoe
que a funcao distribuicao de equilibrio seja constante sobre as 6rbitas nao perturbadas das
particulas. Isso implica, como ja foi comentado no capitulo anterior, que ela seja uma funcao
das constantes de movimento das equagoes das 6rbitas (1.30). Para o caso de plasmas ino-
mogeéneos, a dependéncia funcional sera 1til para escolher adequadamente o parametro de
expansao da funcao distribuicao de equilibrio inomogénea.

As érbitas sao calculadas a partir das equagoes vetoriais, dadas por (1.30), que descrevem
o movimento das particulas na situacao de equilibrio. As equacoes para cada um dos

componentes do momento podem ser obtidas a partir da equagao (1.30b), resultando em

dpl,

= (2.11a)
dp! Q.

d /

d% =0. (2.11c)

Nas equagoes acima foi usada a forma explicita do campo magnético ambiente, conforme a
figura 2.1, ou seja, By = Bpe,. A quantidade §2, é conhecida como frequéncia angular de
ciclotron e é definida como €0, = g, By/m.c. Esta é a freqiiéncia com que as particulas giram
em torno do seu centro guia, descrevendo uma trajetéria circular, cujo raio é conhecido como
raio de Larmor, dado por r, = p1/ma|Q0a).

Com uma pequena &lgebra diferencial nos componentes da equa¢ao do momento (2.11),
’ ’ : / /2 12 o5 1
¢ possivel mostrar que as quantidades p’, e p/° + p,” sao constantes de movimento. Portanto,

olhando a figura 2.1, conclui-se que [22,27]
p.=pj=p =cte e pl4pl=p2=pi =cte.

Isso torna possivel afirmar que 7' também é uma quantidade constante e, assim, a igualdade
v/ = ~ é valida. Trabalhando conjuntamente as equagoes (2.11a) e (2.11b), e usando as

equacoes das coordenadas x’ e y/, extraidas dos componentes da equacao vetorial da posi¢ao
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(1.30a), integradas no intervalo 0 <t <t,onde2'(t' =t) =z, ¢y (t' =t) =y, pL.(t' =t) = p,
e p;(t’ =t) = p,, ¢ possivel expressar as coordenadas das particulas em termos do momento,

Ccomo segue

Py

Tr = — cte
MaSla *
y = Po | cte .
mOc (0%

As duas constantes que aparecem nas equacoes acima sao as outras constantes de movimen-

to, e serao definidas da seguinte forma:

Xy =a+ PLZRY — cte (2.12a)
mOé «
P1COSp
=y — cte 2.12b
Vomy L ke (2.12b)

onde foi usada, de acordo com a figura 2.1, a definicao do angulo ¢. As quantidades X, e
YV, sao na realidade as coordenadas do centro guia das particulas da espécie «, no plano
perpendicular a By. O movimento que as particulas descrevem no plano x — y, segundo a

figura 2.1, é descrito pela equacdo de uma circunferéncia®, dada abaixo
(2" — Xa>2 +(y — ya)2 = T%a . (2.13)

Portanto, as particulas descrevem uma trajetoria circular no plano x — y (perpendicular a
By), com raio rp_, e centrada no ponto (X,,V.). Observa-se facilmente, pelas equagoes
(2.12), que o movimento das particulas no plano = — y, na situagao de equilibrio, dista do
movimento do centro guia por uma quantidade da ordem do raio de Larmor. J& o centro
guia é fixo no plano x — y. Da equacao (2.11c), conclui-se que o movimento descrito pelas
particulas na direcao e,, é retilineo e uniforme. O movimento total resultante é em forma
helicoidal, com raio constante r_, e velocidade constante na dire¢ao do campo magnético
ambiente.

Depois de determinadas as constantes de movimento, é possivel explicitar a dependéncia

3 Na referéncia [22] consta em detalhe a dedugdo desta equacdo.
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funcional da funcao distribuicao de equilibrio como segue:

fCMO(r/ap,) = Faﬁ(pang?Xa?ya) .

No entanto, se os gradientes estao apenas na direcao e,, a equacao de Vlasov para a fungao

distribui¢ao de equilibrio, dada por (1.25a), pode ser escrita como segue

p; 8foz0<rla p/) + % p/ afa()(rlu p/) _p;afo@(rla p/) —0.
MoV O Yo Y O op,,

A equagao acima mostra que a solucao para fuo(r’,p’) possui uma dependéncia espacial
apenas da coordenada ’. Isso implica que a dependéncia funcional da funcao distribuicao

de equilibrio seja, finalmente, a seguinte

fao(r', D) = Fao(p?,p), Xa) - (2.14)

O movimento das particulas nao se restringe ao deslocamento exatamente sobre uma
linha de campo magnético. Elas descrevem uma trajetéria helicoidal em torno das linhas
do campo magnético de equilibrio. A medida que as particulas seguem essa trajetoria
helicoidal, elas passam por regides cujos parametros de plasma sao diferentes, devido a
inomogeneidade. A projecao da trajetoria no plano perpendicular ao campo magnético é
uma circunferéncia, descrita pela equagao (2.13), cujo raio é o raio de Larmor (rz, ). A
funcao distribuicao em um dado ponto pode ser escrita como uma expansao em série de
Taylor em torno da posi¢ao do centro da trajetéria (X, = constante), de modo que no caso
de plasma fracamente inomogéneo, tal que L > r_ (L: distancia tipica da inomogeneidade),
pode-se manter apenas os dois primeiros termos da série.

A expansao em série de Taylor da Fuo(p?, pj, Xa) em torno de X, = z, é como segue

+(X, — x) 0

Foo (piapHaXa) =Fuo (piapﬂa‘)(a) Xazz a—)(a [FaO (piapHaXa)} +.o.0.

a=T

Para um plasma fracamente inomogéneo mantém-se apenas os dois primeiros termos, resul-
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tando em

piseny 0

m.S., Oz [fao (1 py52)] - (2.15)

F. (pi,pH,Xa) = faO (piapHax) +

A aproximagao localmente homogénea é caracterizada pela retencao apenas do primeiro
termo da expansao acima. O efeito crucial da abordagem da referéncia [26], na aproximagao
localmente inomogénea, ¢ manter até o segundo termo da expansao e, dessa forma, conside-
rar ponto a ponto os efeitos da inomogeneidade. Nota-se que o segundo termo é da ordem do
raio de Larmor. Essa série é interrompida no segundo termo, por ser o plasma fracamente
inomogéneo. A medida que se desejar estudar inomogeneidades mais intensas, os termos
seguintes devem ser levados em conta. E interessante notar que inomogeneidades presentes
na fungao distribuicao, tais como inomogeneidades em densidade e/ou temperatura, causam
uma deriva liquida em forma de corrente* na direcdo simultaneamente perpendicular aos
gradientes e ao campo magnético ambiente (dire¢ao y conforme a figura 2.1), mas nao afetam
as orbitas microscépicas das particulas, como é mostrado na subsecao seguinte.

A expansao que consta em (2.15), é a forma com que as inomogeneidades dos parametros
foram consideradas no trabalho de Caldela [27]. Na presente tese o plasma também é suposto
fracamente inomogéneo, e as inomogeneidades dos parametros da funcao distribuicao de

equilibrio serao tratadas tal como no referido trabalho.

2.3.2 As orbitas nao perturbadas das particulas

-0
A forma geral de 0 (r,k,w), dada em (1.41), deixa explicita a necessidade da obtencao
de r'(1) —r e Vv/(7) = p/(7)/ym,. Portanto, é necessario que as érbitas nao perturbadas
r'(7) e v/(7) sejam determinadas.

Para expressar r’ e v/ em funcao de 7, as equagoes das érbitas (1.30) devem ser colocadas

4 A deriva resultante da inomogeneidade em densidade e/ou temperatura, estd melhor apresentada no

capitulo 4 da presente tese.
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em termos de 7 = t’ — ¢, ficando na forma

dr’ / dr’' / du’ / dz’ /
) gy PO v dy by A P (2.16a)
dr VMg, dr  ymg dr  ymyg dr  ymg
dpy, Qo dpy, Qo dp]
B It R Y 2 =0: 2.16b
dr v Py ar vy Pvs ar ’ ( )

com as condigoes iniciais r'(7 = 0) = r e p’(7 = 0) = p. Resolvendo as equagoes diferenciais

dos componentes do momento, (2.16b), resulta em

py(7) = picos (90 - %T) (2.17a)
p,(T) = pisen (so - %7) (2.17b)
py(T) =D - (2.17¢)

Substituindo os componentes do momento, dados acima, nas equagoes das coordenadas
das particulas, (2.16a), e depois integrando em 7, encontra-se as equagoes para a posi¢ao

das particulas, que sao

Q2
o [sen (gp — —7’) — sengo] (2.18a)
Mafla Ya
y —y=—L2 |cos 0 — &7’ — Ccosyp (2.18b)
maQa (03
Mz = %7’ , (2.18¢)

onde foi feito o uso explicito de r'(7 = 0) = r. Nota-se claramente que as 6rbitas (2.17) e
(2.18) satisfazem as condigoes iniciais. Além disso, fica evidente que elas nao dependem da

inomogeneidade dos parametros do plasma.

2.3.3 Determinacao do tensor dielétrico efetivo

-0

Seguindo o procedimento adotado por Mikhailovskii para a obtencao do tensor o
(r,k,w), dado por (1.41), todos os ingredientes necessérios para tal tarefa ja estao disponiveis.
O termo k- (r' —r) = ky (2’ —x) + k(v —y) + k. (2’ — z) que consta na exponencial, pode ser

agora escrito em termos da variavel de integracao 7, a partir das equagoes que descrevem a
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posigao das particulas na situagao de equilibrio, (2.18). J& os componentes de v’ sao obtidos
a partir dos componentes do momento (2.17).

O calculo de go (r,k,w) nado é nada trivial. Para esse fim, um pesado célculo é inevi-
tavelmente necessario, que foi desenvolvido em detalhe por Caldela. Foge do objetivo da
presente tese tal desenvolvimento, no entanto, alguns comentarios gerais serao feitos.

Caldela escreveu o tensor 7 (r,k,w), dado por (1.41), utilizando o momento ao invés

da velocidade v = p/ym,, de maneira que
<—>0 q p
o (r,k,w) = [ dp
=S e

0 1 o 1
/ dT[(l— k-p’) 1+ } Vi fao(r, p/ )t =)=l (2 19)
MW Moy’

—0o0

=0
Usando a forma acima, o tensor € (r,k,w), dado por (1.42), foi escrito tal como consta

abaixo
0 — X p
k,w)=1 —i E = [ &*p=A, 2.20
e (rk,w)=1 —iw a na/ P,Y ) ( )
com
w2, 4mnaq2 12
Xa = w—pQ ) wpa = (Ta) , (221)

sendo wy, a conhecida fregiiéncia (angular) de plasma, e
0 o
A, = / dr@, ekt -t (2.22)

onde

k-p
®,= (1 — p > vp/ 0 (pi’p”, Xa) + |: k- vp/ a0 (pi,pu, Xa) p/ . (223)

Mo YW Mo YW

Da integral em d3p da diddica pA,, que consta em (2.20), determina-se os nove com-
0 ,
ponentes do tensor € (r,k,w). E justamente a partir dai que o cdlculo torna-se compli-

cado. Normalmente, para o calculo das integrais em momento, decompde-se 0 momento
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das érbitas nao perturbadas p’, em componentes perpendicular e paralela, de forma que
p'(7) = p'L(7) +pje.. As integrais em dp também sdo reescritas dessa forma (coordenadas

cilindricas), como segue

00 0o [e's) [e's) 00 2w
/ dpx/ dpy/ dp, e/ dp”/ pldpL/ do . (2.24)
—00 —00 —00 —00 0 0

Com a utilizacao da regra da cadeia, é possivel expressar o gradiente em p’ em termos

das constantes de movimento, ou seja, em termos das variaveis p, resultando

_pPi(n) 9
pL Opi

0
a0 (p2L7p||7 Xa) +e.——Fu (pivpllv Xa) . (2'25)

2
Vo Fao (02,9, Xa) ap)

No célculo da integral em 7, que consta na defini¢do de A, dada em (2.22), observa-se
que na exponencial sao necessarias as érbitas nao perturbadas das particulas, dadas por
(2.18). Essas orbitas dependem de senos e cossenos e, quando substituidas em A, resul-
tam em integrais complicadas que possuem senos e cossenos no argumento da exponencial.
Além disso, a quantidade ©,, dada por (2.23), depende dos componentes do momento,
dados por (2.17), seja diretamente ou indiretamente através do gradiente em p’, (2.25). Os
componentes de p’ (2.17), por sua vez, também possuem fungoes trigonométricas. Para
que o calculo analitico dessas integrais seja feito, as exponenciais que possuem fungoes

trigonométricas no argumento sao substituidas por identidades do tipo [33]

ptiasend _ Z Jn(a)e:tz’nﬁ (2.26&)
senfle™ @5l — 4 Z J! (a)e*im? (2.26Db)
4 tiasend __ ﬁJn +ino 2.26
cosbe THZOO " (a)e ) (2.26¢)

onde J,(a) é a fungdo de Bessel e J!(a) é a derivada da fun¢ao de Bessel em relacao
ao argumento. Identidades semelhantes também existem para cosseno no argumento da
exponencial.

Depois que essas identidades sao substituidas em A,, a integral em 7 fica bastante
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simplificada. Seguindo o desenvolvimento de Caldela, é possivel ver que em cada um dos

componentes desse vetor aparece a seguinte integral:

0 (EIPL_y n00
/ dre’<w o) , (2.27)
—0o0

onde o vetor de onda foi escrito em termos de seus componentes paralelo e perpendicular:
k =k, + kje,, sendo k; = k,cosye, + kysenpe,. A integral acima pode ser resolvida,

resultando em

0 L i
/ dre Pre™ = (2.28)

onde

= ki nfy
w————".

Dy = (2.29)
meY Y

Assim, todos os componentes do vetor A, contém o fator D,,, no denominador.

Depois de calculados, os componentes de A, sdo introduzidos em (2.20), onde nota-se
que as integrais em d®p ainda devem ser resolvidas. Entretanto, como o vetor A, depende
da funcdo distribuicao de equilibrio, através de @, as integrais em d>p nao poderao ser
calculadas antes que a forma de f,q (pi,pu,x) seja especificada. Uma outra conclusao se
pode ter a respeito das integrais do momento. Os cdlculos das integrais em dpj e dp.
apresentam uma peculiaridade. Nota-se na definicao de D,,, que essa quantidade depende
de pj e p1 (essa tltima através de 7). Como ja foi dito, D, apresenta-se no denominador,
tornando as integrais em dp| e dp, integrais com singularidades no caminho de integracao
(pélos) pois, para determinados valores de p e p1, o denominador D, se anula.

Para uma situacao tal que D, se anule, a equacio D,, = 0 determina a condicio que
deve ser cumprida para que uma onda com determinados k| e w, entre em ressonancia com
particulas que possuem momento p| e p;. Essa equagao ¢ conhecida como condigio de
ressonancia. Cada onda, com determinada freqiiéncia e direcao de propagacao, entra em
ressonancia com uma certa populacao de particulas, que possui momento tal que satisfaca

a condicao de ressonancia. Nota-se que essa condi¢cao nao depende da inomogeneidade dos
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parametros do plasma, uma vez que as orbitas microscopicas das particulas nao sao afetadas
por esse tipo de inomogeneidade. Portanto, a referida condicao é a mesma que ocorre em um
plasma homogéneo. Um estudo bastante minucioso desse assunto foi realizado por Gaelzer,
na referéncia [21].

Até o presente momento, a expansao (2.15) nao foi utilizada. O vetor A,, através de
0., depende do gradiente do momento da funcao distribuigao de equilibrio, dado por (2.25).
Quando a expansao (2.15) é substituida em (2.25), é possivel separar o gradiente do momen-
to em uma parte que contenha apenas os efeitos localmente homogéneos, representados por
fao0 (pi, Dl x), e outra parte que contém os efeitos localmente inomogéneos, caracterizada
pela derivada espacial da fungao distribuicao de equilibrio, e representada pelo termo da
expansao que contém explicitamente a derivada em z. Esse procedimento foi adotado por
Caldela, que separou o vetor A, da seguinte forma: A, = Al + A onde os sfmbolos
“h” e “nh” indicam as partes localmente homogénea e localmente inomogénea, respectiva-
mente. Depois disso feito, nota-se que o tensor ?O (r,k,w), dado por (2.20), também serd
decomposto em integrais do momento dessas partes “h” e “nh”.

Nesse ponto, ja foram adquiridos todos os ingredientes necessarios para a obtencao da
forma genérica do tensor ?0 (r,k,w). A integral em 7 ji foi calculada, a dependéncia da
funcao distribuicao inomogénea foi explicitada, a contribuicao dos efeitos da inomogenei-
dade foi incorporada, e os efeitos localmente homogéneo e localmente inomogéneo foram
separados. Restam as integrais em momento, mas, como o interesse ¢ a determinagao de
uma forma genérica do tensor ?0 (r,k,w), ou seja, uma forma tal que a fungao distribuigao
de equilibrio nao seja especificada, essas integrais nao poderao ser calculadas. Depois de
um trabalho bastante laborioso, Caldela obteve a forma genérica do tensor e (r,k,w) (que
nao serd reproduzido na presente tese), fundamental para a obtengao do tensor dielétrico
efetivo.

O dltimo passo é justamente a obtencao do tensor dielétrico efetivo. E interessante
ter em mente que os efeitos da inomogeneidade do plasma foram considerados apenas de
uma forma perturbativa, caracterizada pela expansao da funcao distribuicao de equilibrio
(2.15). Esse fato torna desnecesséria a aplicagao da transformacao BGI completa, dada por

(2.9), sendo suficiente a sua forma aproximada, dada por (2.8). Essa foi a forma utilizada
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por Caldela. Assim, depois de aplicar a transformacao BGI (2.8) (com [ = z) no tensor
<0
€

(r,k,w), Caldela encontrou os seguintes componentes para o tensor dielétrico efetivo
€ (r,k,w):

€ij = €;; H oy jeatl

. (2.30)
onde

el 5.6 Z / fa pll
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com

) 0fa 0fa
=== L(f)) =p=— —p—,
fa 5 (fa) =y op, Pt o

SO()(g)E@gJr k) ( g p&q)
IpL MaYaw 8p|| Yop, )

(2.33)

onde g pode ser f, ou f!, e, por conveniéncia, foi definida uma nova forma para a condigao

de ressonancia,

k Qu
Dy =y — 8L _ T (2.34)
Mow w

de modo que

Dyo =

EIQ

Dy (2.35)

As integrais nas varidveis pj e pperp, jd comentadas anteriormente, nao podem ser cal-
culadas da maneira tradicional, por apresentarem polos dentro da faixa de integracao. E
necessario, portanto, usar a férmula de Plemelj [12], que é amplamente usada no tratamento
cinético de plasmas

lim h duﬂ = P/OO du flw) im /00 duf(u)d(u—a) , (2.36)

e—0+ u—a—+1e uU—a

—00 [e.9] o0

onde

P =[]

O simbolo P [ significa o valor principal de Cauchy da integral, e é calculado sobre todos os
valores de u excluindo o pélo u = a. A contribuicao do pdlo para a integral estd contida no
termo que possui a delta de Dirac. Esse procedimento foi adotado por Caldela, e o resultado
da aplicacdo da férmula de Plemelj nota-se nas partes hermiteana e anti-hermiteana do
tensor dielétrico efetivo.

As quantidades R;; e S;; dependem do tipo de particula, mas a dependéncia em «a serd
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omitida, por simplicidade:
R _ 12 2 n’ o, )
R, = J, 4+ cos™ ¢ b_QJ" - J,
Rl =0
R n? 2 2 :
Ry, = b_QJ" — J,7 | siny cosy
R, = bﬁjnj,g
RE = bﬁJn2 cos Y
R = J,J sine
R_T 2 p Mo,
R, = b_QJ" +cos” [ J)Z— b_QJ” (2.37)
I
R, =0
RE — bﬁjg sin ¢

R = —J,J) cost
RR — J2

n

Rl =0,
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com R} = Rf, e R}, = — R},
In
SE — bﬁsim/; {Jg (J,g - b—) - g}

St —= ——J2 1—”—2 Py
w:E_COSl/J b3 n b2 n n+b n +7]

!
Sf;=bﬁcosw[(2b—ﬂ§ ‘]b‘] - J{E)+§}

—sm¢ {( Jnd! — b—g(]g) ]

/
SE = sin) cos 1 [Qb—QJfL J? — ZJZ—;I"]

S;ZZ(bJJ’——ﬁ)HosW(z J?—2— JJ’)

B2 2o %,
n In ),
S;i: Ecosw {(bQ J2+ o —2J7’12) _1_4
2 2
S;x—sinw{(‘]a ZQJJ’) 1

n . Ind),
Sﬁjzasmw [(bQJg . )—i—f}

g2
S;y:COS’(ﬂ l(2b3 Jg—b—QJ J/ _E> _n:|

Ind; I
SJ’;:(bQJfL b ”)+cos w( 2b2JfL+2 ; ) (2.38)

S’IZ = sin cosy (262 J? —2b J, J’)

= smz/JCOS@ZJ( —J?

b2 n n
st —_ g
zZx b n
SZ = b_QJZ + cos? 1) (J’2 — b—2J2>
I
Sl =0

SH — bﬁJﬁ sin ¢

ST = —J,J! cosp
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onde

2 )
) n . e
1 = cos” Y <2bg g, — JInd, —2 b. )

2
£ = —cos?y) (22—2J§ Sy - 2J,’3>

O argumento das funcoes de Bessel é o mesmo para todas as quantidades definidas acima,

eé dado por

kipy
mO( QO(

ba

= k'J_rLa . (239)

Para propagagao perpendicular as inomogeneidades (1) = 7/2) é possivel mostrar que o
tensor dielétrico efetivo se reduz ao tensor ?0 (r,k,w). Todavia, importantes conseqiiéncias
podem ser destacadas para o tensor dielétrico efetivo obtido por Caldela, para propagacoes
em direcoes diferentes desta. A primeira se refere a simetria de Onsager [34,35]. Onsager
propos que o decaimento de flutuagdes microscopicas lineares, em torno da situagao de
equilibrio do sistema, deve obedecer as mesmas relagoes a que obedecem as perturbagoes
macroscopicas, relacionadas a processos irreversiveis e dissipativos. Estas, por sua vez,
decorrem da invariancia das equacgoes cinéticas microscopicas frente a operacao de reversao
temporal. Portanto, as flutuagoes lineares de pequena amplitude que ocorrem em um plas-
ma devem ser tais que obedecam a invariancia das equagoes cinéticas microscépicas frente a
operacao de reversao temporal, ou seja, os coeficientes que regulam essas flutuacoes devem
possuir a simetria de Onsager. Na referéncia [25] Gaelzer fez um resumo bastante apropri-
ado da simetria de Onsager, dando énfase nas conseqiiéncias dessa simetria geral quando
particularizada para o tensor dielétrico. Para plasmas no equilibrio termodinamico e fora

dele, a simetria de Onsager impoe ao tensor dielétrico a seguinte simetria:
€ij (k7 w; B07 FaO(paija Xa)) = €ji (_ka w; _B07 FaO(pia _p||7 _X&)) . (240)

Caldela mostrou que o tensor dielétrico efetivo, dado por (2.30), cumpre perfeitamente essa

0
. . . . s, A ~ . 7 .
simetria. E interessante notar que j& o tensor € (r,k,w) ndo possui as caracteristicas

’

apropriadas para que a simetria de Onsager seja obedecida. Logo, fica evidenciado que o
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tensor que possui as propriedades adequadas, segundo a idéia de Onsager, para descrever

corretamente as flutuacoes lineares de um plasma, é o tensor dielétrico efetivo e nao o tensor

0

e (r,kw).

Outra caracteristica importante do tensor dielétrico diz respeito a sua parte anti-hermi-
teana, dada por (2.32). Nota-se que essa parte é constituida apenas por termos ressonantes,
caracterizados pela delta de Dirac. Como foi visto na subsegao 1.3.1, a parte anti-hermiteana
¢é a responsavel pela interagao de troca de energia entre a onda e as particulas do plasma
(absorgao e amplificagao). Essa interacdo se da essencialmente por particulas que entram
em ressonancia com a onda, satisfazendo a condicao de ressonancia D,, = 0. Desse modo,
se espera que a parte anti-hermiteana contenha apenas termos ressonantes, o que é verdade
para o tensor dielétrico efetivo obtido por Caldela. O tensor ?0 (r,k,w) contém termos
com integrais principais na sua parte anti-hermiteana, como mostrou Caldela. Isso acarreta
sérias complicacoes para justificar fisicamente os processos de amplificagao ou absorcao das
ondas. Outro ponto a comentar com relagao a esse assunto, é que o tensor ?0 (r,k,w) possui
termos ressonantes na sua parte hermiteana, o que nao acontece com a parte hermiteana
do tensor dielétrico efetivo, dada por (2.31).

Somado a essas importantes e positivas propriedades do tensor i (r,k,w), estd o fato
que o referido tensor ¢é a transformada de Fourier do tensor dielétrico (quando escrito na

forma simetrizada), como mostraram Beskin, Gurevich e Istomin [23].

2.4 O tensor dielétrico efetivo para plasmas
homogéneos imersos em campo magnético
inomogéneo

Outro trabalho de igual relevancia para a presente tese foi desenvolvido por Rudi Ga-
elzer, e apresentado em 1995 [25]. Também na linha deste trabalho encontram-se as re-
feréncias [36,37]. O seu estudo foi direcionado a investigagao das propriedades de absorgao
e amplificacao de ondas em um plasma homogéneo (densidade e temperatura) imerso em um

campo magnético inomogéneo. Mais uma vez, nao hé interesse para o presente trabalho em
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fazer uma analise dos resultados numéricos. Nessa secao, o principal objetivo é a obtencao
do tensor dielétrico efetivo encontrado por Gaelzer, no trabalho citado, sem a especificacao
da forma da funcao distribuicao de equilibrio.

A geometria adotada no referido trabalho pode ser vista na figura 2.2. O mddulo do

A

7 n = cte
k”“w..‘ T = cte

Fig. 2.2: Geometria adotada no trabalho de Gaelzer [25].

campo magnético ambiente depende da coordenada z, portanto By = By(z). O campo
magnético ambiente By(z) tem direcao e sentido constantes, e a mesma orientagao que o
vetor unitario e,. O gradiente do campo magnético aponta na diregao e sentido de e,. As
configuragoes do vetor de onda k e do momento p sao idénticas as adotadas por Caldela, e
suas descrigoes ja foram comentadas na se¢ao anterior.

Os procedimentos para a obtencao do tensor ;0 (r,k,w), em linhas gerais, sdo muito
parecidos com os procedimentos adotados por Caldela. Em suma, a forma genérica do
tensor . (r,k,w), dado por (1.41), é a mesma; é necessario determinar as dérbitas néao
perturbadas das particulas; a forma funcional da funcao distribuicao de equilibrio deve
ser explicitada; a transformacao BGI deve ser aplicada. Esses sao os passos gerais. No
entanto, a inomogeneidade do campo magnético ambiente conduz a um desenvolvimento

diferenciado, com relagao ao trabalho de Caldela, no que diz respeito aos detalhes desses
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passos gerais. Novas dificuldades apareceram no desenvolvimento do trabalho de Gaelzer.
A primeira delas aparece ja no calculo das 6rbitas nao perturbadas das particulas, como
se pode ver na subsecao seguinte. A aplicagao da transformacao BGI também requer uma

atencao especial.

2.4.1 As oOrbitas nao perturbadas das particulas na presenca de
campo magnético inomogéneo

As orbitas nao perturbadas das particulas sao as solugoes do sistema de equacoes de
movimento (1.30). Com razoavel facilidade pode-se obter essas solugdes para uma situagao
de campo magnético homogéneo, como as solugoes encontradas por Caldela, dadas por (2.17)
e (2.18). Entretanto, o problema se complica enormemente com a existéncia de um campo
magnético ambiente nao uniforme. Para o caso estudado por Gaelzer, a inomogeneidade
ocorre apenas no médulo do campo magnético, e depende apenas da posicao x.

Para que as equagoes de movimento (1.30) sejam integradas, é necessario que a de-
pendéncia em x seja especificada. Supondo um campo magnético ambiente fracamente
inomogeéneo, é possivel expandir By(z) em série de poténcias em torno de um determinado
ponto, que foi escolhido como x = 0, e manter apenas os dois primeiros termos da expansao,

COmo segue:

Bo(z) = By(0)(1 + epx)e, , (2.41)
onde
= 1
s By(z) dx x=o<<

¢ a medida da inomogeneidade do campo.
Nas equagoes dos componentes do momento p’(¢'), (2.11), fica evidente que é necessario

também expandir a freqiiéncia de ciclotron, que para o caso de campo magnético inomogéneo
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passa a depender de z’. A aproximacao serd feita em torno do ponto z' = x, como segue:

_ 9aBo(7') _ qaBo(z)

My C My C

Qo (2" 1+ ep(x' —2)] = Q)1 + ep(a’ — )] . (2.42)

Como se verifica no trabalho de Gaelzer, além das constantes de movimento ph =p|e
p'2 = p?, ja determinadas por Caldela, surge uma outra, decorrente da inomogeneidade do

campo:

1‘2

Ea

Qo

Pra=py+ 2 | diBu(#) = p, + %‘“BO(O):U + EB%BO(O) (2.43)

onde, para o calculo da integral, foi usada a expansao de By(z), dada em (2.41). Para o caso
de campo homogeéneo, nota-se que Py, = myfloX,, onde X, é uma das constantes de movi-
mento determinadas por Caldela. Assim, a dependéncia funcional da funcao distribuicao de

equilibrio pode ser explicitada:
fao(t',P') = Foo (P, 9y Pya) - (2.44)

Seguindo o procedimento de Gaelzer, as equagoes dos componentes do momento p/, e
py, dadas por (2.11a) e (2.11b) respectivamente, podem ser trabalhadas conjuntamente,
resultando em uma equagao exclusiva para p/, (ou para p;, conforme a escolha). Esta
equagao é nao linear e possui termos que dependem de 2,(z’) e de sua derivada. Por sua
vez, esses termos podem ser aproximados até primeira ordem em ep, conforme (2.42). A

equacao resultante é

d?p’ € dp,. Q% (x
P n e (@)
at'2  ymg " dt! ~2

1+ 2ep(z" —2)]pl, =0, (2.45)

ainda mantendo seu carater nao linear.
Para um plasma fracamente inomogeéneo, é possivel propor uma expansao perturbativa
como sendo uma solucao aproximada da equacao diferencial acima. A expansao usada por

Gaelzer teve como parametro a quantidade e, como pode ser visto abaixo

a%ao—l—eBal—i-E%ag%—... N (246)
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onde a pode ser r'(t'), p'(t') ou Q,(x). Assim, o componente p/,, descrito pela equacdo
(2.45), serd escrito em termos de suas quantidades perturbadas até primeira ordem em eg

da seguinte forma:
Pe = Pao + €8P - (2.47)

Embora & primeira vista o procedimento de substituir a expansao (2.46) em (2.45) seja
simples, um cuidado especial deve ser tomado. Esse tipo de solucao aproximada perturbativa
pode inserir termos seculares nos componentes p}, como por exemplo termos que dependem
linearmente do tempo, que fazem p, — oo com t — 00, 0 que nao possui significado fisico.

Substituindo as expansoes de r'(t'), p'(t') e Q,(x) na equagao diferencial para pl, e
desprezando termo da ordem de €% ou maiores, Gaelzer encontrou um sistema de duas
equagoes diferenciais acopladas, uma para pl, (termo em ordem zero da expansao de p’,) e
outra para p’; (termo em ordem um da expansao de p’,), que depende de p’. E importante
notar que a equagao para p., ¢ semelhante a do caso de solu¢ao nao perturbativa. Entre-
tanto, a freqiiéncia de oscilagao do sistema nao é {2, mas sim €2,o, que é o termo de ordem
zero da expansao de §2,(x), dada por (2.46). Portanto, as particulas oscilam, para um caso

de campo inomogéneo, com uma freqiiéncia aproximadamente igual a (2,9, tal que
Quo(z) = Qu(x) — €001 () (2.48)

onde Q,(z) é a freqiiéncia de ciclotron inomogénea, definida em (2.42).

Para resolver o sistema de equagdes diferenciais para p’ e pl,, foi necessario determinar
as condicoes iniciais para as quantidades de ordem zero e ordem um da expansao perturba-
tiva. Depois de resolvido o sistema, como ja era previsto, apareceram termos seculares na
solugdo para a quantidade perturbada p’,. Para que estes termos fossem anulados, Gaelzer

determinou o valor de €2,; adequado para tal objetivo:

O = 2P (2.49)

Ma

Portanto, substituindo (2.49) em (2.48), determina-se a freqiiéncia de ciclotron inomogénea
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até primeira ordem da inomogeneidade do campo magnético ambiente,

PLYTL _ 00(0) + Qa(0)epa + ep2202 (2.50)

Me Mq

Quo(z) = Qu(z) + €5

onde observa-se claramente a correcao, em relagao ao caso homogeéneo, devida a inomo-
geneidade e a condigao inicial do momento da particula (termo com p ) na direcao do eixo
Y.

Depois de determinadas as expressoes de pl,, € pl, e usando (2.47), a solugao perturbativa
para o componente p/ é facilmente obtida. Procedimentos semelhantes foram usados para
p,- J& o componente p/, é trivialmente obtido de (2.11c). As coordenadas das particulas sao
obtidas da integragao dos componentes do momento. Gaelzer obteve as seguintes expressoes

para as 6rbitas nao perturbadas:

2
€BP

PL(T) = preos(p — waT) + ST [2cospsen(p — waT) — sen(2¢ — 2w, T)] (2.51a)
ma «
2
P, (T) = prsen(p — war) + ;Bpé [1 — 2cospcos(p — waT) + cos(2¢ — 2w,T)]  (2.51D)
mO[ (03
pL(T) =p| (2.51c)
(1) =z+ O [senp — sen(p — wu7)]
Lol ( ) L eos(2 — %) — ~cos2p — 1 (2.51d)
2m2G2 CO8CO8(p — wWaT) — 5€08(2p — 2waT) — 082 .
"(T)=y+ [cos(¢ — waT) — oS ]—l—ﬂr
Y Y M a0 P W 4 2ym2Q,
PP o osgsen ) — Ssen( ) — Ssen? (2.51)
cospsen (¢ — w,T) — =se — WaT) — =se ble
m2G2 psen(p — wa) = gsen2(p —wat) — gsen2y
/ D
= 2.51f
2r)=z+ VmaT : ( )

onde wy(z) = Quo(x) /v e 7 =t — t. Quando comparamos as 6rbitas acima com as érbitas
obtidas na situacao de campo homogéneo, dadas por (2.17) e (2.18), fica evidente a com-
plexidade introduzida pela inomogeneidade de campo. Nota-se também que para eg = 0,
as orbitas acima, obtidas para campo inomogéneo, recaem nas orbitas para o campo ho-
mogéneo. Convém ressaltar que o termo proporcional a 7, contido em 7', embora pareca

um termo secular nao o é. Este termo representa o deslocamento na dire¢ao do eixo y cau-
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sado pela velocidade de deriva gerada pela inomogeneidade do campo magnético ambiente,
denominada de deriva de gradiente de B®.

Um ponto interessante notado por Gaelzer, foi o fato que os termos de ordem zero
(termos que nao dependem explicitamente de €g) contém termos nao lineares de todas as
ordens (ordem €% ou superior), devido a presenga do termo w,(x) = Quo(x) /v no argumento
do seno e do cosseno. Uma expansao destas duas fungoes trigonométricas ja é suficiente
para perceber isso. Entretanto, Gaelzer mostrou que se as funcoes seno e cosseno forem
expandidas, no resultado constarao termos seculares em primeira ordem de €g, que devem
ser evitados. Esses termos seculares sao gerados justamente pela correcao introduzida na
freqiiéncia de ciclotron, devida a condicao inicial do momento. Assim, mesmo que o cam-
po magnético possa ser expandido até primeira ordem da inomogeneidade, as orbitas nao
poderao ser expandidas, devendo ser mantidas as suas formas completas, com as fungoes
seno e cosseno “fechadas”.

Convém lembrar que as expressoes (2.51) sao aquelas que deverdo ser substituidas em
k-(r'—r) = k(¢ — )+ ky(y —y) + k(2 — 2), termo esse contido no argumento da
exponencial do tensor condutividade 5 (r,k,w), dado por (1.41). Os componentes de
p’(7) sdo usados no integrando deste mesmo tensor. Nota-se, portanto, que a manutengao
da forma completa das orbitas, mesmo que aproximadas por uma solucao perturbativa,
ainda é demasiada complexa para o cédlculo de go (r,k,w). Entretanto, numa analise mais
detalhada dos termos de ordem zero e ordem um das expansoes perturbativas de p;, pj,
x' ey, e que dao forma as solugoes (2.51a)-(2.51d), conclui-se que a razao dos termos de
ordem zero pelo correspondente de ordem um é da ordem de p; /ym,$2,(0), que é o raio de
Larmor 7. Ou seja, |ag/a1| ~ O(rp,) = a ~ ag + egO(rr,)ag. Com essa constatagao, e

para um campo fracamente inomogeéneo, tal que egry, < 1, Gaelzer desprezou os termos

5 Uma descricao mais aprimorada da origem da deriva de gradiente de B pode ser encontrada no capitulo

4 da presente tese.
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de ordem um nas drbitas (2.51), de forma que a = ay, resultando

Py(T) = preos(p — wat) (2.52a)
P, (1) = prsen(p — waT) (2.52b)
p.(T) =p| (2.52¢)
(1) =x+ mfgao [senp — sen(p — w,7)] (2.52d)
V(1) =g+ L fecos(p — war) — cosg] + — L (2.520)
Mailao 29m2 Qa0
/ 1l

= 2.52f

2'(7) Z+’7mo¢7—, (2.52f)

O termo proporcional a 7 que aparece em y’ deve ser mantido, pois ele representa a
deriva de gradiente de B. E bom que se reafirme nesse ponto que, mesmo que os termos
de ordem um tenham sido desprezados, os termos de ordem zero possuem implicitamente
todas as ordens da inomogeneidade.

Apesar do forte argumento acima para desprezar os termos de ordem um em relagao aos
termos de ordem zero, Gaelzer comparou numericamente trés diferentes solugoes para as
érbitas ndo perturbadas, com a evolugdo de 7: a) solugao (2.51), que é a mais completa; b)
solugao (2.52), onde os termos de ordem um sao desprezados; ¢) solugao (2.52), desprezan-
do a corregao da freqiiéncia de ciclotron, (2.50), devida a condigao inicial do momento.
Verificou-se que a solucao ¢ diverge rapidamente com o aumento de 7, quando comparada
com a solucao mais precisa a. Ja a solucao b se mantém bastante préxima a solucao a,
corroborando a aproximagao que resultou nas drbitas (2.52). Estas, portanto, foram as

orbitas nao perturbadas escolhidas por Gaelzer para o desenvolvimento do célculo do tensor

—0

e (r,kw).

2.4.2 Determinacao do tensor dielétrico efetivo

Estando as drbitas ja determinadas, falta agora verificar como Gaelzer tratou a de-
pendéncia funcional da fungao distribuigao de equilibrio, dada por (2.44).
Com o intuito de separar os efeitos da inomogeneidade do plasma, analisados por

Caldela [27], dos efeitos da inomogeneidade do campo magnético ambiente, convém manter
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a dependéncia funcional da funcao distribuicao de equilibrio apenas nas constantes de movi-
mento pj e p7, como no caso de plasma homogéneo. Assim, a forma funcional da funcao

distribuicao de equilibrio pode ser escrita como

FaO (piaplbpya) = faO (pinp\l) ) (253)

que representa uma distribuicao para um plasma homogéneo em seus parametros. No
entanto, essa imposicao requer um certo cuidado. Para a situacao de equilibrio que esta
sendo descrita, de campo magnético na direcao do eixo z e gradiente apenas na direcao z, da
lei de Ampere de ordem zero, (1.25b), ainda mantendo-se a forma funcional mais completa
da funcao distribuicao de equilibrio, obtém-se

dx

4m
= ? an/dgpvaao(pi;p”,Pya) — ?Jy(x’) .

Isso significa que o gradiente do campo magnético de equilibrio requer uma corrente
na direcao do eixo y, que depende da posicao x. A contribuicdo dos diferentes tipos de
particulas, para essa corrente, esta contemplada no somatorio em «, que pode ser separado

da seguinte maneira

dBy(z aT uv
- C?( ) —qe/d?’pvaeo(pi,p”,Pye)+—ZQg/d3pvago(pi,p,Pyg) ,
X C C e

onde o« = e ¢ a contribuicao dos elétrons e o segundo termo é a contribuicao das outras
particulas do plasma, como por exemplo, os fons.Mas, se for suposta a forma funcional
da funcao distribuicdo de equilibrio conforme (2.53), os elétrons nao contribuirao para a
referida corrente, pois a dependéncia em p, serd par, resultando um integrando impar em
Dy, cuja integral se anula.

A conclusao importante que se chega é que quem “carrega” a corrente, inerente a esse
tipo de equilibrio proposto, sao os fons. Gaelzer estava interessado no estudo da absorgao
e amplificacao de ondas de ciclotron eletronica, que interagem significativamente com os
elétrons, com os ions tendo apenas a participagao para o equilibrio de carga elétrica do

plasma. Portanto, os ions nao contribuem para o tensor dielétrico. Aparentemente isso viola
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a situacao de equilibrio. Contudo, se o sistema de coordenadas for colocado em repouso, na
direcao do eixo y, em relagao aos elétrons, o problema é contornado. Se assim for feito, os
fons, cuja distribuicao depende de P, geram sozinhos a corrente J,(x), de forma a garantir
que a situacao de equilibrio seja satisfeita. Conclui-se, entao, que o tensor dielétrico efetivo
obtido por Gaelzer nao pode ser empregado simultaneamente para fons e elétrons, o que
impede o estudo de ondas hibridas. Como consta no capitulo 5 da presente tese, para uma
descricao das ondas hibridas é necessario uma outra abordagem para o tensor dielétrico
para os ions, que inclua a corrente na direcao do eixo y. Essa corrente entrara formalmente
no desenvolvimento do modelo como sendo uma deriva dos ions na direcao do eixo y.

O procedimento basico para a obtencao do tensor ?0 (r,k,w) é semelhante ao adotado
por Caldela. As diferencas fundamentais sdo a funcao distribuicao de equilibrio, que na
abordagem de Gaelzer é homogénea, e o argumento da exponencial do tensor go (r,k,w),
(1.41), que para o caso de campo magnético de equilibrio conterd corregdes devido ao gra-
diente de campo €p, oriundas da freqiiéncia de ciclotron, (2.50), e da deriva de gradiente de
B contida na coordenada y'(7), (2.52¢).

Quanto a distribuicao homogénea, o resultado imediato sera a nao existéncia de termos
que dependam da derivada da funcao distribuicao, diferentemente do que ocorreu na abor-
dagem de Caldela, onde apareceram os termos chamados “nao homogéneos” (nh). No caso
das correcoes acima citadas, o resultado é relevante. Depois que as orbitas sao substituidas
em go (r,k,w), a integral em 7 serd semelhante a encontrada por Caldela, como represen-
tada em (2.27). Contudo, a condigao de ressonancia serd afetada pela inomogeneidade do

campo ambiente, resultando

k kip]
1 ) n e~ Py s

Dyo = yw

onde Q, = 2,(0) = ¢, By(0)/m, c. Nota-se que para eg = 0, a condi¢ao de ressonancia
acima recai na condigdo de ressonancia obtida por Caldela, dada por (2.29), segundo a
relaciao Dyo(ep = 0) = vD,,. Nota-se que a integral em d®p, quando colocada em termos

de coordenadas cilindricas (como visto em (2.24)), possui uma integral em ¢. Para que essa
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integral seja calculada, convém separar a condicao de ressonancia como segue

€BPL

Dyo = Dpaleg) —n seny . (2.55)

(67

Nota-se claramente que
Dyo(ep =0) =wDy, (2.56)

onde D,, é a condigdo de ressonancia definida por Caldela, dada por (2.34). A relagao
entre estas duas condigoes de ressonancia possui um papel importante no assunto tratado
no proximo capitulo.

Gaelzer adotou um procedimento diferente para tratar a integral em 7, com relacao a
Caldela. Enquanto Caldela separou a integral em 7 em partes principal e ressonante, Gaelzer
a manteve fechada, até que a forma da funcao distribuicao de equilibrio fosse especificada.
O grande ganho deste procedimento é o fato que os componentes do tensor dielétrico efetivo
podem ser escritos em termos de fungoes cujas propriedades sao conhecidas. Para o caso
de plasmas nao relativisticos, tal que v ~ 1, a funcao que aparece é a conhecida funcao
de Fried & Conte [38], Z(z). Para plasmas fracamente relativisticos, tal que v ~ 1 +
(1/2)(p% /m2c*) + (1) 2)(pﬁ /m2c?), as fungoes que aparecem sio as fungoes de Dnestrovskii,
F,(2), e de Shkarofsky, F,,.(x,a)%. Para a presente tese, como consta no capitulo 5, o
plasma estudado possui os parametros do plasma da cauda magnética terrestre, que pode
ser considerado nao relativistico. Assim sendo, a funcao relevante para esse estudo é a
funcao de Fried & Conte, Z(z2).

Depois de um pesado desenvolvimento algébrico, que inclui simples defini¢oes, definigoes

de operadores diferenciais, aplicacao de identidades do tipo (2.26), e o uso de relagoes de

6 As propriedades fundamentais destas trés funcdes podem ser encontradas resumidamente no apéndice

B do trabalho de Gaelzer [25].
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recorréncia das fungoes de Bessel, Gaelzer obteve o seguinte tensor dielétrico efetivo:

R L N iDa(en)r SERTINE 9 § BN
T TR S [ [ dtuune(fun(ad ) [ ()1 e
dmq? u
ey M / P V”L( Faole ) (2.57)
onde
Tpar (W
M5, =t [ (VG5 () + 20 2 sen | e
inpar (WE
i Il (7965 (1) 5 L) 22 o £ K,
+ A I (W EL(ne.
Uuj

WE (t) = /b2 £ 2b, cos YK, 7 + K272 (2.58)

GE (1) = i ICoT F bacosth + iSpbesenyy [ GE.G. = —1 _
ned N Kt & bocosty + iS,basent) Fﬁc/foLa = —(KuT F by costh +iS,basent))

Nyu U
L(fa0) = Ou, fao — == L(fa0) L<fao)=u—jawfao—au“fao :
p ke Niuy kip. ckiug
= : N=— ; = = = 2.
v MmeC w ba Y., Moy, Qn (2.59)

Sn = sgn(n) ; lCn:geBcuL poy(u) =vVI1i4+u? .

A condicao de ressonancia, na nova variavel u definida acima, é reescrita como segue:

ki u? c?

2Q,

Dpo(€g) = yw — ckjuy — nfo(1 + €pr) — €p sen . (2.60)

O tensor dielétrico efetivo mostrado acima nao é exatamente o mesmo obtido por Gaelzer
m [25]. Optou-se em adotar esta forma alternativa, que consta no trabalho de Gaelzer et
al [36], por ser mais adequada para os propésitos da presente tese. As referidas formas do

tensor dielétrico diferem apenas por uma ou outra definicao usada.
O tensor dielétrico efetivo obtido por Gaelzer, nao foi originado da forma aproximada

da transformacao BGI, (2.8), diferindo, portanto, do procedimento adotado por Caldela.
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A razao disso reside no fato que as érbitas para campo inomogéneo, (2.52), possuem im-
plicitamente no seno e no cosseno, todas as ordens da inomogeneidade eg. Assim sendo,
para que o tensor dielétrico efetivo tenha as propriedades adequadas, foi necessario incluir
todas as correcoes introduzidas pela transformacao BGI, o que levou Gaelzer a utilizar a
transformagao BGI completa, dada por (2.9). Como complemento, Gaelzer mostrou que o
uso da forma aproximada da BGI acarretaria um tensor dielétrico efetivo sem a simetria de

Onsager.

2.5 Resumo das caracteristicas da transformacao BGI

Para finalizar o presente capitulo, destinado ao estudo do tensor dielétrico efetivo,
convém fazer um resumo das caracteristicas da transformacao BGI, a titulo de comparacao
com a aproximagao localmente inomogénea, estudada na subsegao 1.4.2.

As principais caracteristicas da transformacao BGI e suas conseqiiéncias para o tensor

dielétrico podem ser sumarizadas como segue:

e a transformacao BGI é valida sob as mesmas condi¢oes de validade da aproximagao

WKB - a) inomogeneidade fraca, b) pequeno amortecimento;

e 0s campos tém a forma eikonal e suas amplitudes variam com a posicao;

a relagao entre os campos e a corrente, (1.8), pode ser usada,

a relagao de dispersao para um plasma homogéneo, (1.12), pode ser utilizada;

o tensor dielétrico efetivo obtido

— possui explicitamente os efeitos da inomogeneidade da funcao distribuicao de
equilibrio;
— ¢ a transformada de Fourier do tensor dielétrico;

— a parte anti-hermiteana s6 apresenta termos ressonantes - descreve corretamente

a troca de energia entre onda e particulas, (1.16);

satisfaz a simetria de Onsager.
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As caracteristicas evidentemente positivas apresentadas acima, dao crédito ao uso do
tensor dielétrico efetivo, seja para plasmas com densidade e/ou temperatura inomogéneas e
campo homogéneo (Caldela) ou para plasmas com densidade e temperatura uniformes e com
campo inomogéneo (Gaelzer). Contudo, como foi visto no presente capitulo, os trabalhos de
Caldela e Gaelzer sao excludentes, no sentido que eles tratam, cada um, exclusivamente um
tipo de inomogeneidade, impedindo que seja descrita uma situagao em que estejam presentes
simultaneamente as duas inomogeneidades. Mas, uma vez tendo em maos os tensores para
cada tipo de inomogeneidade, é possivel unificar os dois tratamentos, obtendo um tensor
dielétrico efetivo unificado, que contenha em si os efeitos de temperatura e/ou densidade
inomogéneas e também efeitos de campo de equilibrio inomogéneo. Essa unificagao dos dois
tratamentos resultou no trabalho elaborado por Gaelzer, Ziebell e Silveira, de 1999 [17].

Esta unificagao do tensor dielétrico efetivo é apresentada no préximo capitulo.



3. Plasmas Inomogéneos Imersos em Campo

Magnético Inomogéneo

3.1 Introducao

No capitulo presente, consta todo o desenvolvimento no sentido de unificar em uma
s6 abordagem os dois tipos de inomogeneidades, cujas abordagens independentes foram
apresentadas no capitulo 2. Os resultados desse trabalho, a serem utilizados na descri¢ao
de propriedades dielétricas em meios inomogéneos em densidade, temperatura e campo
magnético, podem ser encontrados na referéncia [17].

O primeiro problema que deve ser resolvido, antes da pretendida unificacao, diz respeito
ao ajuste do formalismo. Para que os dois tipos de inomogeneidades sejam incorporados a
um unico tensor dielétrico efetivo, ambos devem ser descritos formalmente de uma maneira
unica. Assim sendo, optou-se por escrever o tensor encontrado por Caldela de uma forma
semelhante ao tensor obtido por Gaelzer. O trabalho para chegar nesta forma desejada estéa
apresentado no presente capitulo. Como conseqiiéncia dessa adaptagao do formalismo, pode-
se escrever o tensor dielétrico efetivo que descreve simultaneamente e consistentemente as
duas inomogeneidades. Um vez obtido esse tensor, serd feito o uso especifico de uma funcao
distribuicao de equilibrio maxwelliana isotropica, com perfil linear de inomogeneidade da
densidade. Depois disso, todo o esforco é dado para se chegar no tensor unificado, para tal

perfil de distribui¢ao de velocidades.
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3.2 A unificacao do formalismo

No desenvolvimento do capitulo anterior, verificou-se que os formalismos adotados para
a descricao dos dois tipos de inomogeneidades nao estao em conformidade. Para plasmas
inomogéneos em densidade e/ou temperatura, imersos em campo magnético de equilibrio
homogéneo, o tensor dielétrico efetivo é o obtido por Caldela em [27], e apresentado aqui
na equacao (2.30). Para plasmas com temperatura e densidade uniformes, imersos em um
campo magnético de equilibrio inomogéneo, o tensor dielétrico efetivo é o obtido por Gaelzer
et al em [36], e apresentado aqui na equagao (2.57).

Quando os dois tensores sao comparados, verifica-se que em (2.30), Caldela separou o
tensor em partes hermiteana e anti-hermiteana e resolveu a integral em 7, o que resultou
no chamado denominador ressonante. Isso fez com que ele separasse as integrais em d®p
em partes principal e ressonante. Tal procedimento nao foi adotado por Gaelzer. Na
sua forma de abordar, o tensor nao foi separado em partes hermiteana e anti-hermitena
e a integral em 7 nao foi calculada, nao sendo necessario, portanto, separar as integrais
em d®p em partes principal e ressonante. Estas sdo as principais diferencas entre os dois
formalismos. Com menos importancia, ocorrem também diferencas em certas definigoes de
algumas quantidades.

Para que haja a desejada unificagao do tratamento das duas inomogeneidades, é necessario
que se opte por um dos dois formalismos, para que o escolhido seja a forma padrao com que
o tensor dielétrico efetivo unificado seja escrito.

Numa analise mais acurada dos referidos tensores, percebe-se que o tensor obtido por
Caldela carrega em si, de forma evidentemente separada, as contribuigdes homogénea (ou lo-
calmente homogénea), designada por “h”, e inomogénea (que contém a derivada da fungao
distribui¢do de equilibrio), designada por “nh”. No tensor obtido por Gaelzer essa dis-
tincao nao é possivel, devido a natureza da inomogeneidade. A inomogeneidade do campo
de equilibrio faz com que a forma do tensor seja tal que fica impraticavel separar as con-
tribuicoes homogénea e inomogénea. Como nao é possivel um tensor unificado que contenha
duplamente a contribuicao homogénea, apenas um dos dois tensores devera fornecer as in-

formagoes referentes a esta contribuicao. Portanto, em face da dificuldade de separar as
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contribui¢oes homogénea e inomogénea no tensor obtido por Gaelzer, sera ele que fornecera
a contribuicao homogénea para o tensor unificado. Além disso, o formalismo adotado por
Gaelzer foi elaborado de forma que o tensor dielétrico efetivo, quando aplicado a uma dis-
tribuicao de equilibrio maxwelliana, fica expresso em termos de funcoes conhecidas, como
a funcao de Fried & Conte. O formalismo elaborado por Caldela nao possui essa carac-
teristica, embora, como sera mostrado, o tensor dielétrico efetivo obtido por ele também
possa ser escrito em termos da fungao de Fried & Conte. Por essas justificativas, o tensor

que serd adaptado serd o tensor dielétrico efetivo, obtido por Caldela, dado por (2.30).

3.2.1 Adaptacao do tensor dielétrico efetivo obtido por Caldela

Para a adaptagao do tensor dielétrico efetivo obtido por Caldela, dado por (2.30), serao
necessarios quatro passos principais: a) juntar novamente as partes principal e ressonante
das integrais em d®p, em uma sé integral; b) reescrever o tensor sem distingiiir as con-
tribuigbes hermiteana e anti-hermiteana; c¢) recuperar a integral em 7, cuja resolugdo deu
origem a condicao de ressonancia D,,,; d) escrever o tensor em termos de vetores auxiliares
relacionados com aqueles utilizados no formalismo desenvolvido por Gaelzer. Paralelamente
a esses importantes passos, se faz necessaria a introducao de novas variaveis, também com
o intuito de uniformizar o formalismo. Nota-se que, procedendo assim, o tensor dielétrico
efetivo obtido por Caldela terd um formato semelhante aquele obtido por Gaelzer, (2.57),
que ¢é justamente o que se deseja.

Esta adaptacao nao é nada trivial, principalmente o procedimento para se obter uma
forma que possibilite que o tensor seja escrito em termos de vetores auxiliares. Para chegar
a essa forma, é conveniente retroceder a formas intermediarias do tensor dielétrico efetivo
(2.30). E necessdrio voltar aos passos usados por Caldela para a obten¢ao do tensor ?O,
o qual, depois de aplicada a transformacao BGI, resulta no tensor dielétrico efetivo (2.30).
Mais precisamente, o ponto de partida serd a equagao (I11.70) da referéncia [27], reproduzida

abaixo

e?j = 0;5 — W Z n—a /dpL dp| dp ;pL Pilaj , (3.1)
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onde A,; é o componente j do vetor A, definido em (2.22). Para que se possa “enxergar” as
quantidades adequadas a serem definidas, conduzindo aos vetores auxiliares, deve-se calcular

0
— . ~
todos os componentes de € . Para ilustrar, apenas componentes €, serao calculados, para

0

yz» €m particular, seja determinado. Usando

que, em um momento adequado, o componente €

a expressao acima, obtém-se

' Xa 0o e ) 21 1
O = by — w3y e / dpLp. / dp, / Aol pida, | (3.2)
= TNa Jo —c0 0 Y
onde
Aax — 0490[:1: 9 (3 3)
com
ap = ot +a™ (3.4)
sendo
1 9f, k ki Ofa
pL Opy meYw ) mayw Op)
oyt = aly + aggseny
onde
k,seny P
nh _ 1 / nh _ is hy pr
lo = mfao Wy = maQa%(faO) -
A quantidade I, é uma integral em 7, definida como segue:
0 o
[x — / dTp;ez[k-(r —r)—wT| , (35)

onde o p!, é o componente x do momento nao perturbado p’, cujos componentes sao dados
por (2.17), e r’ é a posigao nao perturbada das particulas, cujos componentes sao dados por

(2.18), para uma situagao de plasma imerso em campo magnético de equilibrio homogéneo.
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O resultado desta integral foi obtido por Caldela, e consta na equagao (II1.49) de [27],

reproduzida aqui:

+oo
. 1
I, =i Z py eilbasen(p—v)—nlp—v)] 5 cosv,bbﬁJn(ba) — isen)J) (ba)| - (3.6)

n=—oo

Substituindo (3.4) e (3.6) em (3.3), e esta em (3.2), nota-se que as integrais em ¢,
contidas nos componentes €;,, podem ser calculadas. Caldela reescreveu (3.2), deixando

explicitas essas integrais, como segue

X +oo 00 +o00
0 [ed 2 h nh nh
o = Oix — d dp) F, Inty; Inty; Inty;|
(3.7)
onde
1 n , ,
F,, = —=—|costp—J,(by) — isenypJ; (by) (3.8a)
’)/Dna ba
2m
Inty; :/ piei[basen(w—lb)—nw—w)]dgp (3.8b)
0
2m )
Inty; = / pisenge’lbasen(e=v)=nle=v)l g, (3.8¢)
0

Os resultados das integrais acima, para ¢ = z, ¥, z, foram obtidos por Caldela, e sao

Int, = 2mp, [cos @ZzbEJn + iseang] ; (3.9a)
Inty, = 27p, [—i cosJ) + senwbﬁJn] ; (3.9b)
Inty, = 2mpyJy ; (3.9¢)
_ n In n’J, J.  Jn
Inty, = 27py [—z 008(21&)@ (J,/L — E) + sen(2¢)) ( il 7)} ; (3.9d)
Jo . n (J, n? 1 J!,
Inty, = 2mp, {7 + zsen(21/1)g (E - Jfl) — cos(2¢) {(b—Q - 5) In — E} } ; (3.9e)
Inty, = 2mp <—i cosJ!, + senwbﬁJn) , (3.9f)

deixando claro que os argumentos das fungoes de Bessel e suas derivadas sao todos iguais
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a by. A expressdo de Inty, difere levemente de (II1.85) presente em [27], apenas pelo fato

que na presente tese o cos? 1) foi substituido por uma identidade trigonométrica.

0

A partir de agora, o cdlculo serd particularizado para e,,,

e a expressao para este com-

ponente, obtida de (3.7), é a seguinte:
+oo
= wz - Z_ / dprL/oo dp|F,, [agfntly +a Inty, + aselnts,] ,  (3.10)

Os termos entre colchetes podem ser agora escritos em termos dos resultados das integrais

expressas em (3.9). Portanto

k k
alInty, = 2m { [?ﬁao {1 i } + 2L afao} [—i cosJ) + senwbﬁJn] }

pL mayw ) mayw Op)
k
=27 { [afao + H (pL Ofeo =P 3]‘@)] {—2’ cosJ), + senwﬂJn] } :
Opr  Mmayw Ip| opy ba

Os resultados encontrados para os trés termos sao os que seguem

alInty, = 2700 fao) [—i cos ., + semﬁbﬁ(]n} ; (3.11a)

Lmifao {—z cospJ), +sen@/) J, } ; (3.11Db)

« Oé

ot Inty, = 27b,

In
s Inty, = 2 pQ wo(fro) { I + zsen(Qw) (b_ — J;)

~ cos(20) KZ_; - ;) I, — Z—a” | (3.11¢)

onde o operador diferencial ¢, jé fora definido em (2.33).

Substituindo (3.11) e (3.8a) em (3.10), resulta em

{cos wbﬁJn - z'senwjfl}

no

+o0
1
o wX2 3 [t [ s
senw

X {27rg00(fa0) {—z’ cospJ! + senw—Jn} + 27tbe———f1 {—@ cospJ! + senw J}
w OC

I C Ly,
ton pQ wo(fly) { Jp + isen(2¢)) — b <E - Jn) — cos(2¢) {(Z/_i - 5) In — E} }} )

(3.12)

o
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Depois que todos os componentes sao escritos de forma semelhante ao componente egx,
é possivel, neste ponto do céalculo, notar que certas quantidades se repetem em diversos
componentes. Essas quantidades serao sintetizadas em novas definigoes, o que possibilita

compactar a notacao. Por exemplo, o componente ng pode ser escrito da seguinte maneira

€ ZWZ& f /Oodmp2 /mdp L[W ]
" (e} na n=—oo 0 * — 00 ||'7Dncx e

seny

X {2#900(fa0) [W:my} + 27b, foo [W;ay]

Mo YW

DL 1 .
et (e} v

onde as quantidades

n .
Tnaz = COS wb—Jn —isenpJ)
(0%

*

n
Tay = — 108, + senwb—Jn :

* . n (J, n2 1 J
Py = zsen(2¢)a <E — J,Q) — cos(29) [(g — 5) J. — E} 7

foram obtidas comparando-se linha a linha as equagoes (3.12) e (3.13).

As integrais do momento de (3.13) podem ser reagrupadas, e as contribui¢oes de cada

termo podem ser separadas como segue

+o0o
ng—wz% Z /dgppi_ ! [T o]

S~ YD
X {@O(faO) [Wnay} + bamﬁ;o |:7rnay:|

«

DL 1 .
+maQa 900(f¢;0> {ijn + (I)nay}} ’
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o que resulta em

900 (faO) nayﬂ-nax

+oo
_wz - Z /d3ppl

“+oo
seny) .
P00 N [ b s
+o0 N
028 3 [ gLl 3+ B

Usando a defini¢ao de D,,, dada em (2.34), ainda é possivel melhorar a forma da ex-

pressao acima, da seguinte maneira

XOC +OO (o4 *
TEE [

+oo
3 faOb Sen¢
+ —ma Z /d Wnayﬂnax (314)
3 *
D n_zm [ [ o+ By T

E interessante agora, comparar (3.14) com e obtido por Caldela, abaixo reproduzido:

+00
=X Y [ S (i)

n——

+oo
fa b semb .
Zn—amaw Z / d’pp1 = (R +iR),) (3.15)

d*pp S +isl) .
PE e X [ ) (s )
Fica evidente que valem as seguintes igualdades
R 57 B
Ry, +iR,, = 7)., Thox (3.16a)
R ol *
Sy T 15, = { In + @nay} Thnae - (3.16Db)

Depois de adotado um procedimento semelhante para os demais componentes, pode-se
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escrever uma forma generalizada para os componentes e?j, tal como consta abaixo

Xa <= QD fOé *
S=sr e Y [ et n,

n=—oo

Xo [ 3 L(fao) (P
“Wzn—a/“f m
E o E /d3 Mﬂ-nazﬂ-naj (3.17)
— N Maw

TLCY
n=—0oo

3,2 900 ) 1 *
" Zoc: No maQ Z /d b1 Dna |:§Jn6iyﬂ-"w‘] - CDHOMW"O‘J

X, 1 C/Y
"’ ((szy(sjz "’ 51253y) Z - /d3ppf 0,

N Moo ¥

onde as defini¢bes dos operadores constam em (2.33), e a condigao de ressonancia é dada
por (2.34). Foi sobre uma forma equivalente a esse tensor (equagao (II1.87) de [27]) que
Caldela aplicou a transformacao BGI. Entretanto, mais tarde ele separou as partes principal
e ressonante, e dividiu o tensor em partes hermiteana e anti-hermiteana. Nao é isso que se
deseja na presente tese. A forma fechada, como consta acima, serd mantida. Falta ainda
escrever o tensor em termos de vetores auxiliares, e foi nesse sentido que foram definidas as
quantidades m,q; € Pra;-

A expressao de €}, na forma apresentada em (3.17), estd escrita de tal maneira que

2]7

é possivel “enxergar” a forma tensorial desse tensor, escrita em termos de diddicas. Essa



3. Plasmas Inomogéneos Imersos em Campo Magnético Inomogéneo 75

forma ¢é a seguinte

faO (pn)
—e,e, dp —
Z / 2
o3 flobaseny
Zn_m " Z /d3 7@ T Tna (3.18)
+Z Z Py 2 EJM @
Ng maQ PL Dm gy nana

Y. 1 /
+ (eye. +ese,) > —F—— /d3pp”—fo,

N Moo ¥

onde, os vetores auxiliares acima sao definidos como segue

oo = (nJZ(ba) cos — iJ) (ba) sin2/1> e

n (nJZ(ba) sin?ﬂ + ZJT,L(boc) CcoS w) e, + _J (ba>ez , (319&)

a

{58 g
- { KZ—; - %) T (ba) — %ﬁa)} cos(2¢) + i {%Jn(ba) - %iba)} sm(w)} e,

+ :j’i [bﬁjn(ba) sin + i.J" (ba) cos 74 e, . (3.19b)
1 a

Fica claro que as quantidades 7,,; € Ppai, usadas em (3.17), sdo, respectivamente, os
componentes dos vetores 7m,, € ®,q.

O dltimo passo necessario para a uniformizagao do formalismo, antes da aplicacao da
transformacao BGI, é a recuperacao da integral em 7. A condi¢ao de ressonancia D,
aparece no denominador exatamente como resultado do calculo dessa integral. Esse proce-

dimento serd invertido da seguinte maneira

1 o0 ,
— —i/ dreiPreT
Dna 0
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Mas, usando (2.56), a igualdade acima resulta em

1 w 0 .
— _4 d ZDncv(eB:O)T . 320
Dnoc - Dna(EB - O) ZW/O e ( )

Portanto, a forma (3.18) do tensor sera reescrita com a integral em 7, como segue

<0 e Xa S - i eg=0)T *
‘o _sza:n—a Z /d3ppi/0 dTe D”a(B 0) on(fao)ﬂ'naﬂ'na

X L
— €,e, Z -2 / d3p7(fa0> (p—>
— 1, v \po
X, 1 < o v [ oba
— W Z — /dgppL / dTeZD""(EB_O)TMﬂ;‘Mﬂm (3.21)
« Mo MaW n=-—00 0 v
. Xa 1 = 3, 2 > iDpa(ep=0)T / 1 *
— W ; RN nzz_oo d°pp? i dre o foo) EJneyﬂ'na + @ T
Xo 1 / Pifao
+ (e e, +e.e | @#p2

0
A forma do tensor € (r,k,w) apresentada em (3.21), serd a forma utilizada para a

aplicacao da transformacao BGI, seguindo os passos de Caldela.

O tensor dielétrico efetivo

0
~ Va . g 7 .

A transformacdo BGI que serd aplicada em € serd a forma aproximada (2.8), repro-
duzida abaixo em termos dos componentes, no caso de gradientes apenas na direcao do eixo

X

(3.22)

Ao ser aplicada a (3.22) em (3.21), nota-se que a derivada em z serd aplicada em termos
que possuem a foo (0s dois primeiros termos) e f/, (os trés ultimos termos). A derivagao
destes tultimos termos, em relagao a z, resultara em derivadas segundas da f,o. Entretando,
se mantemos a hipotese de fraca inomogeneidade, estes trés ultimos termos podem ser
desprezados, quando derivados. Além do mais, se a dependéncia em x da f,q for linear,

como ¢ o caso usado na presente tese, como sera visto logo a seguir, a derivada segunda ¢é
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rigorosamente nula. J4 o segundo termo, nota-se que ele depende de x via f,9, mas nao
depende de k,, tornando-o nulo quando aplicada a derivada em k,. O primeiro termo é o
tnico que depende simultaneamente de z, via fq0, € de k;, via o produto 7, ,;Tnq;. Portanto,
o tensor dielétrico efetivo, apds aplicada a transformagao BGI, (3.22), em e?j, (3.21), sera

determinado a partir do célculo das derivadas em z e k,, como consta abaixo

; Xa o - i ep= Ti 82 *
€ij =€ —iw Y ™ > /dgpm/o dre!Pre(r=0) §ak$ax900(fa0)7rnai7rnaj (3.23)

« n=—oo

. / —

A derivada em x atua somente em ¢g(fao), gerando ¢o(fl,). Como k, = k) cos®, e
como as quantidades 7, € T,,; dependem de £, e cos), é conveniente escrever a derivada
em k,, como segue

O_GkLﬁ_'_@wi_ PL oo i_senwi
Oky Ok, Oki  Oky 0¥ maQa Ob, by OV

(3.24)

E necessério calcular (i/2)(0/0k,) (7 ;Tna;) Para cada i, j = x,y, z. O célculo é simples,
pois envolve apenas derivadas e relagoes de recorréncia das fungoes de Bessel, mas bastante

laborioso, por isso sera omitido. Pode-se mostrar que

aH

) 1
i ey + T | (3.25)

7: *
2 Bk, mailned maSla |2

onde “aH” indica a parte anti-hermiteana da soma entre colchetes, definida em (1.17b).
Ao introduzir (3.25) e os componentes de (3.21) em (3.23), percebe-se que o termo novo,
introduzido pela transformagao BGI, pode ser agrupado com o quarto termo de (3.21),

produzindo um termo que contém a soma

1 1 aH
|:§ Jnéiyﬂmj + ®2aiﬂnaj1 —1 |:§ Jnéiyﬂmj + (I)Zaiﬂnaj} y (326)
que resulta em
1 H
|:§ Jndigﬂrnaj -+ q);aiﬂ_naj] . (327)

O “H” indica a parte hermiteana, definida em (1.17a). Este resultado, contendo a parte her-
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miteana dos termos entre colchetes, era relativamente previsivel, visto que Caldela mostrou

contida em €}, resulta em (1/2)[(Sf + iS];) + (S + iS};)*] (=

R I
que a soma S;; + i5] i

ij>
(Sfj%- + ZSZI]) ), contido em ¢;;, dado em (2.30), apés a transformacao BGI.

Tendo em mente este resultado e usando as defini¢oes de X, e u = p/m,f,, final-
mente o tensor dielétrico efetivo para plasmas inomogéneos imersos em campo magnético
de equilibrio homogéneo, obtido por Caldela, dado em (2.30), pode ser escrito de uma for-
ma adequada para a unificacao do formalismo, tendo como base o formalismo usado por

Gaelzer, que resultou no tensor dielétrico efetido encontrado em (2.57). Portanto, a forma

final desse tensor sera a seguinte:

Ep=1+Qu +Qp . (3.28)

Mow? v
) 47rqi <= N D .
! Z meyw Z dT d UULE fﬂ‘o na( Trnaﬂ-na (3.29&)
=- 2 dr | d3uePraOry Ja0TaP 7V s o
@p=—i Z Moww Z / T / ue UL 5 T
47Tqa C oo 3 Do (0)7_ ) , Jn i H
_ZZ m (.UQ Z 0 dr d ue U'L‘C(focO) Eeyﬂ-na +(pno¢ﬂ—noc
Amg, ¢ ) fho

2 2 o __— [ By 1220 399

+ (eye. +e.ey) Za: T O / . ( )

Os operadores £ e L ja foram definidos em (2.59). O indice “P”, em € p, indica que
o tensor dielétrico efetivo em questao foi determinado para um plasma inomogéneo nos
parametros temperatura e densidade, imerso em um campo magnético de equilibrio ho-
mogéneo (Caldela, [27]). O termo Z?zh é a parte deste tensor originada da contribuicao lo-
calmente homogénea (ou homogénea, se a funcao distribuigao de equilibrio for homogénea);
o termo Eg p € a contribuicao devida aos efeitos da inomogeneidade dos parametros, ou seja,

devida aos efeitos da inomogeneidade da fungao distribuigao (¢ um termo nulo para um
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plasma homogéneo). Tal divisdo do tensor dielétrico efetivo é conveniente para a desejada

unificacao das inomogeneidades, como serd visto logo a seguir.

3.3 O tensor dielétrico efetivo para plasmas
inomogéneos, imersos em campo magnético
inomogéneo

Para o estudo de absorcao e amplificagao de ondas em plasmas com parametros ino-
mogeéneos, imersos em campo magnético de equilibrio inomogéneo, é essencial que o tensor
dielétrico efetivo contenha os efeitos destas duas inomogeneidades. Nesta secao o esforgo
serd dado no sentido de unificar os tensores efetivos que descrevem separadamente a inomo-
geneidade dos parametros que aparecem na fungao distribui¢do, apresentado em (3.28), e a
inomogeneidade no campo magnético de equilibrio, dado por (2.57).

Como ja foi dito anteriormente, o formalismo base que serd usado no tensor dielétrico
efetivo, que contera os efeitos das duas inomogeneidades, é o formalismo adotado por Gaelzer
em [25]. Na pratica, isso se dara substituindo a forma funcional (2.53), pela expansao (2.15),
no tratamento de Gaelzer, estudado na presente tese na secao 2.4. Nao é dificil ver que
este procedimento dara como resultado apenas termos a mais no tensor dado por (2.57), e
justamente termos que contém os efeitos do gradiente da func¢ao distribuicao. Assim sendo,

pode-se escrever

— 4 2
e=1 — ZZT:(JS Z / dT/dUUJ_,C fao(ul,uu, z))ePralen)T

n——0oo

| o I

Ea (I Gy W)l ezeZZM% / du UHL (fao(ul, uy, z))  (3.30)

X

+ Q [en, o2, uy, 7)) -

O tensor unitario e os dois termos seguintes da expressao acima sao justamente os termos
que aparecem em (2.57), originados do tratamento de um plasma homogéneo (ou localmente

homogéneo), imerso em um campo magnético inomogéneo e, portanto, depende da inomo-
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geneidade do campo eg. O ultimo termo ¢ originado pelo gradiente da f,9, que consta na
expansao (2.15). E um termo que depende simultaneamente da inomogeneidade do campo,
via €g, que aparece nas orbitas nao perturbadas das particulas na presenca de um campo
magnético fracamente inomogéneo, conforme o trabalho de Gaelzer; e depende também da
inomogeneidade da temperatura e/ou densidade, via f,, conforme o trabalho de Caldela.
Na hipétese de inomogeneidades fracas, pode-se fazer ez — 0 em Z} len, flo(ul, uy, z)],
mantendo assim os efeitos da inomogeneidade dos parametros da funcao distribuicao de
equilibrio. O tensor unitério, juntamente com os dois termos seguintes de (3.30), s@o os
termos que formam o tensor dielétrico efetivo obtido por Gaelzer, e, portanto, nao possuem
efeitos dos gradientes dos parametros, mas sim exclusivamente efeitos do gradiente do cam-
po magnético de equilibrio. Sao estes termos que restam em uma situagao completamente
homogeénea.

Recordando o que foi visto na secao 2.3, Caldela ja fez o trabalho de determinar a
contribuicao dos efeitos dos gradientes dos parametros, para uma situagao de campo ho-
mogéneo, que é precisamente o presente caso, em que g — 0 no ultimo termo de (3.30). Os
termos do tensor dielétrico efetivo obtido por Caldela, que fazem o “papel” de eg — O e f.,
nao nula, sdo aqueles que aparecem em (2.31) e (2.32), que contém f/,. Contudo, a forma
adequada para estes termos foi sintetizada no tensor Z) p, definido em (3.29b). Portanto,

formalmente

Q les — 0. flo(u? up, 2)] =Qp [fl(u?, )] (3.31)

Finalmente, o tensor dielétrico efetivo para plasmas com inomogeneidades nos parametros
da funcao distribuicao, imersos em campo magnético de equilibrio inomogéneo, sera dado

por (3.30), usando-se a igualdade acima [17]:

€=1+Qp +Qp. (3.32)
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onde
o g s e (nt-1) oL,
= _’2@;%/ 7 [ @£l ()
4
—ezezznqu/d?’ UHL (fa0) ; (3.33)

= 47rqa ; . L obasiny

dmq? ¢ o0 ; B g ) H
—1 za: o O n;m/o dr /d3ue Dra@792 £(#1) < ©yMna + P T
4q? uy f!
e L v

Estd implicito que foo = fao(u?,uj,z). Todas as quantidades que constam na expressao
acima foram definidas anteriormente. Nota-se claramente neste tensor que as duas inomo-
geneidades estao separadas. O tensor Z) p contém exclusivamente os efeitos do gradiente
do campo ambiente, com a funcao distribuicao entrando apenas com efeitos localmente
homogéneos. No limite de campo homogéneo, esse tensor corresponde a bem conhecida
expressao para o tensor suscetibilidade de um plasma homogéneo. O tensor Z) p Dossui
unicamente os efeitos do gradiente dos parametros da fungao distribuicao, tais como a den-
sidade e a temperatura. Para este tensor, convém chamar a atengao que Q, = €2,(0) = cte,
de forma que a notacao esteja unificada.

O tensor dielétrico efetivo, apresentado em (3.32), é formalmente geral, de modo que nao
se pode obter resultados numéricos, justamente pela nao especificagao da funcao distribuicao
de equilibrio. Para o estudo da absor¢ao e amplificacao de ondas em um determinado
plasma, é necessario que haja um modelamento das caracteristicas destes plasma na situacao
de equilibrio. Este modelamento ocorre na fungao distribuigao de equilibrio, que fornece as
informagoes sobre a distribuicao no espaco de velocidades das particulas, sobre a tempera-
tura, a densidade e, se for o caso, sobre as velocidades de deriva. A se¢ao seguinte tem a
finalidade de empregar o formalismo geral desenvolvido até aqui, para o caso de uma fungao

distribuicao de equilibrio especifica.
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3.4 A aplicacao do formalismo para uma distribuicao
maxwelliana

A partir de agora, serd assumido um modelo para a fungao distribuicao de equilibrio,
que sera uma maxwelliana no espaco de velocidades com um perfil de densidade linearmente
variavel com a posicao x. Para um plasma fracamente inomogéneo, a fungao distribuicao

de equilibrio pode ser escrita como segue

Iu3/2 M3/2
2 _ o —pau?/2 __ o o —pau? /2
fa(u vy, z) = n(z) (27r)3/2e 2 = (1 — €,2)ng (271-)3/26 p
= (1 — €a)nogalu?, uy), (3.34)
onde
2
M C
o = 25 (3.35)

o= — <1 (3.36)

¢ a medida da inomogeneidade da densidade. Por simplicidade a temperatura foi consi-
derada uniforme e isotrépica. A aplicagdo dos operadores £ e L, definidos em (2.59), na

fa(u?, u, x), resulta em

u u

L(fa) = —Haulfa - au”fa = _,U/auJ_—Hfa +/jlau||fa = 07
Uy Uy

NHUJL

E(fa) == aulfa - L(fa) == _ﬂauj_foz = _<1 - EQx)HanOUJ_gaa

fc/y: — €aNoGa L(fé):()>

Nyu ,
LYY = Ou [l = 2 L(fL) = —ptaus fly = pa€aniotis go -
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Substituindo os resultados acima em (3.33a) e (3.33b), resulta em

53 — Z(l — €, awﬂa Z / dT/d3UU o eana(és)T
ni— HTLOCH:;OC
X [Fnoz(T)](l =1 (W_W—i_)‘nl ; (337)
e o b sin 1)
Qp = i ZeaX w— Z / dr /d?’ueZD"O‘OTul gaaiﬂ';aﬂ'na
n——oo ’705
7 Jn * "
— ZG&M@X WQ nzoo/ dT /dgueDm ui Ga 7ey7rna+q)na7rna
— (eye. +ezey)zeaxm— / d%“'ﬁ'yﬁ . (3.38)

«

O dltimo termo de )p é nulo, visto que o integrando ¢ fmpar em w, conforme pode-se
concluir pela dependéncia em u que apresenta a funcao distribuicao maxwelliana gq, (3.34).
Nota-se que @) pode ser separado em duas parcelas, devido ao fator (1 — e z) =

1 1

(2 — €lz), onde €2 e €k

o sao os termos de ordem zero e ordem um, respectivamente, da

expansao da inomogeneidade da densidade. No entanto, como este tensor possui os efeitos
do gradiente do campo magnético de equilibrio €, a parcela originada do termo €.z conterd
termos quadraticos com efeitos simultaneos das inomogeneidades do campo magnético e da
densidade. Para eliminar estes termos quadraticos, optou-se fazer eg = 0 no termo que

contém €., resultando

I 11
E E ( 3 iDna(eB)T (Inl=1) _22na”Zna
QB—Z Xao W,uan_) OO/ dT/d u 19a€ o [Fna(T)] (W{WJ)M
I, 11
B 3 iDna(ep)T (In|-1)
i E cat X, w,uan_% OO/ dT/d UULga{ BT [ Fra(T)] (W- W*)"} o

(3.39)

Com uma algebra simples, mas bastante trabalhosa, é possivel mostrar que

na| o ot na

— 2 -t _ 72 - 17+ _ 12
=by , WoW[| _=b; , T IN|  = b

eg=0
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resultando em

= i PnaOTpx . (3.40)

- 7
{eiDna(eB)T [Fna(T)](\M—l) HnaHna }

(W wih)n

Substituindo (3.40) em (3.39), obtém-se a forma desejada de 63 B, tal que ndo contenha

termos onde estejam presentes simultaneamente as duas inomogeneidades:

QB—Z ZXaw,ua Z / dT/d3uu ga€PraleB) [F (7))l UW

n——oo

—mZea Wil Z / dT/dgu u? goe g Pnal )w;aﬂ'm. (3.41)

n——0oo

Usando os resultados obtidos em (3.41) e (3.38), na forma geral do tensor dielétrico
efetivo, dada por (3.32), é possivel unir todos os termos contendo o gradiente da densidade,
€4, €m um tensor definido por }?p. A parte que contém os efeitos do gradiente do campo
magnético de equilibrio, eg, serd definida pelo tensor X - Assim sendo, o tensor dielétrico

efetivo terd a seguinte forma [17]:

€ (r.k,w) —1+4 X5+ Xp, (3.42)
onde
3. iDpa(0)T ¢ by siny
Xp—ZZEan Z dT d>ue”m Ty, go | — — U X | T T
A H
— 1 ZEQ/LQX wQ n;@/ dr /d?’u eana UJ_ Ga |: 9 €y T na + (I) ﬂna:| )
(3.43)

n I, 11t
XB—l ZXaw,ua Z / dT/d3u uj_ga 2Dna (eB)T [Fna( )](‘ [-1) (W W—i—)\ i (344)

n——0o0

A condigao de ressonancia D, (€eg) é extraida de (2.54) e (2.55), e, com o uso da quan-
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tidade adimensional u = p/(m,c), é dada por

eBk:Luicz

Dyo(ep) = yw — ckjuy — nQa(1 + epz) — 50

seny (3.45)
sendo
Dpa(0) = yw — ckjuy — nfly . (3.46)

A soma dos tensores <>_<>p e (9_53 forma o tensor suscetibilidade elétrica %, definido em
(1.11).

Devido & dependéncia funcional da distribuicao g, = ga(u?,u), fica evidente que
€ (rkw) =1+ Xp+ Xp=¢ (r, K wiep)+ Xp, (3.47)

onde € (r,k,w;ep) é o tensor obtido por Gaelzer et al em [25,36], o qual foi obtido com o
uso de uma distribuigao homogénea nos parametros e fungao de u? e .

A dependéncia funcional da distribuigdo maxwelliana g,, dada em (3.34), permite que
as integrais em velocidade (du| e du ) sejam calculadas analiticamente. As duas sub-se¢oes
que seguem sao destinadas ao célculo destas integrais e também das integrais do tempo (7),

sendo os tensores }_()P e ;B tratados independentemente.

3.4.1 Calculo das integrais em velocidade e tempo que constam

«—

em Xp

O formalismo desenvolvido por Gaelzer et al, em [25,36], foi usado para uma distribuicao
de nao equilibrio termodinamico, que também depende de u? e u), modelada por Dory,
Guest e Harris [39], que inclui diferentes temperaturas para as diregdes paralela e perpendi-
cular. Convém comentar que a fungao de nao equilibrio citada, com parametros adequados,
recai em uma funcao maxwelliana. Entretanto, na presente tese o estudo sera realizado
apenas para uma distribuicio maxwelliana, como a fungao g, (u?, u)|), j& apresentada.

Nos trabalhos acima citados, Gaelzer et al também estudaram a absorcao e amplificacao

de ondas para uma distribuicao maxwelliana. Semelhantemente ao que ocorre na presente
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tese, as integrais em velocidade e no tempo puderam ser calculadas analiticamente. Sendo
assim, esse trabalho ja fora realizado, de modo que é desnecessario repeti-lo.
O calculo das integrais em velocidade que aparecem em ;B pode ser analiticamente
realizado nos limites fracamente relativistico e nao relativistico. Depois de calculadas essas
-
integrais, os componentes de X g podem ser escritos em termos da func¢ao de dispersao de
plasma inomogéneo', G, , pm1, como foi mostrado nas referéncias [25,36]. Esta fungiao pode
ser relacionada com outras funcgoes de dispersao de plasma bem conhecidas, que aparecem
no caso de plasma homogéneo, como por exemplo as fungoes de Fried & Conte Z(z), para
o limite néo relativistico, e de Shkarofskii F, (2, a) para o limite fracamente relativistico.
Para uma distribuicao maxwelliana isotrépica, no limite fracamente relativistico, Gaelzer

et al encontraram o seguinte tensor dielétrico efetivo

- — > —R
€ (r7k7w;63> =1 _Z,U/aXa Z Tna s (348)

n——0o0o

de modo que, segundo a igualdade (3.47), o tensor ;B é dado por

Xp=—3 paXa > T (3.49)

n——oo

R
>
onde os componentes do tensor 7, sao escritos em termos da funcao de dispersao de plasma

inomogeéneo para o limite fracamente relativistico, caracterizada pelo super-indice R.
A funcao de dispersao de plasma inomogéneo para uma distribuicao maxwelliana isotrépica,
e para o limite fracamente relativistico, ¢ dada por
oo (it)reizte—BtQ/(l—it)
gr, R ,m,l(z ﬁ Oa, Vo Xna) =—1 dt . A
o e o (1—it)9(1 —io,t)P

(242 12) ) (1—ioat) [Hnoc(t)]m] Spa(t)
xe GO N\ T iont) (3.50)

! As propriedades desta funcdo sdo investigadas na referéncia [25]. Este estudo inclui as aproximagdes

relativistica e nao relativistica, o limite para plasma homogéneo, propagacoes paralela e perpendicular a

inomogeneidade e angulos arbitrarios de propagagao.
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onde

Hyo(t) = V2 — 028,00 SIN X pat — X2t (3.51a)

Sna(t) = /Ut — 202 cos X2 12 + XA 1, (3.51b)

sendo introduzidas as seguintes definigoes:

w ,uaNHQ
t=—7T, 2= labna, Opna=1—nY,(14+e€px), = 5 (3.52a)
Ha
NpN| si NpN| si
Yo = 120, aazl_%slmﬁ’ na:%smwzl_% (3.52b)
Qy N k kive N.
Yo=—, Uy= 1/; = l/éc _ Y , pn:n B oo NB:%. (3.52¢)
w el XY pel Q. Q. 2 w

I,,(z) é a fungao de Bessel modificada de primeiro tipo de ordem n. Nota-se que a integral
no tempo nao é calculada, mas sim definida como sendo a funcao de dispersao de plas-
ma inomogéneo G, ,, . Essa integral, como estd apresentada principalmente no capitulo
5 da presente tese, é fundamental para o surgimento de fungoes cujas propriedades sao
amplamente conhecidas na literatura.

Para o limite nao relativistico (v ~ 1), a fungao de dispersao de plasma inomogéneo

pode ser obtida a partir de (3.50), fazendo it — 0 e io, — —in,, resultando em

[ (it)ete P
7,p,M s Moy oy Yaoy Ana = - dt—
Grpm (2 0 T Vs Xne Z/O (1 + ingt)P

— (242 t?)/(1+inat) [Hm(t)]m] Snal(t)
X e S ()] ! T+int) (3.53)

sendo, portanto, desnecessario o indice q. Esta serd a forma da funcao de dispersao de
plasma inomogéneo que serd efetivamente usada na presente tese, visto que aqui o estudo é
restrito a uma distribuicao maxwelliana isotrépica, para o limite nao relativistico. Portanto,

para esse limite, de acordo com (3.49), o tensor y g serd dado por

Xp= = taXa Y Tua (3.54)

n——oo
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onde os componentes do tensor ’? na SA0
(Tna)zs = 7°Go1 jnl—1,n| + 2006 Xna (G1.2nj—1,n] + G1.2,jnl,jn+1)
+ 2v2sen*y (Go .l nl — |12 Go.2,n|—1,/n|
_V2g0,3,|n|,\n|+1 + Xiag2,3,|n\,|n|+1) (3.55a)
(Tna)yy = 7*Go,1nl—1jn — 20Vase0®Xna (Gr2ni—1in = G12nlini+1)
+ 205 c08” ¥ (Goulnl — [l Go2nl-1n
~12Go 3 nln+1 + X2aGo3 jnljnl 1)
+ 2Xna (G2l + 1G22, 011,
—12G23 nlinl+1 + XoaGa3 nlnl+1) (3.55b)
(Tna)z= = Govjnljn| + HaN{ G2, . nl (3.55¢)
(Tna) (20) = £ 82vasentXna (G13 il nl = VaGrsnlini+1 + XnaGss.inlni+1)
£ in [[n|Go,1nl—1n = Vi (Gozlnl—1Jnl = Go2nlnl+1)
+ Xna (G22ni-1jnl + G2 nljnl+1)] — 20V €08 YXnaG1,2)nl-1,jn]
— vasen2y (Go pulnl = [71Go.2,ni-1,jn)
—v2Go s nlinl+1 + XoaG2,3 nlnl+1) (3.55d)
(Ta) (z2) = & iNjg/* [0 (Xna G ol ol & 0™ G 1 g1 )
+ vasent) (Gl nl — VaGi 2l nl-+1
+i204 €08 YXnaG2,2,n|,nl+1 + Xiag3,2,‘n‘,|n|+1)} (3.55¢)
(Ta) (v2) = Nt (7] (XnaG,1ni1nt % Ve Gt 1)
+ vz €08 20X na G2, nl ol +1 + Xna (G2.2,jn)nl + XnaGa2fnlnl+1)
F (o o8y (Gi2jnlin — VaGrfnlinl+1 = XnaG3.2lnllnl+1)] (3.55f)

O tensor ; p para o limite nao relativistico, dado por (3.54), foi diretamente extraido

da referéncia [25]. Todavia, é possivel chegar a este tensor a partir de um tensor obtido

com o uso da funcao distribuicao modelada por Dory, Guest e Harris, como fora acima

citado. Essa distribui¢do mais geral, que pode ser encontrada no trabalho [36], recai em
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uma maxwelliana isotropica para £, = 0 € fi14 = pjo, sendo £, conhecido como indice de
cone de perda. Portanto, com esta configuracao de parametros, o tensor suscetibilidade
elétrica ;B mais geral, obtido a partir da referéncia [36], para o limite nao relativistico,
recai no tensor X B, dado por (3.54). Com isso, convém notar que o formalismo descrito na
presente tese, pelo menos para o caso da inomogeneidade de campo magnético de equilibrio,
também pode ser aplicado para uma distribuicao mais geral que a maxwelliana, e nao
isotrépica.

Se o interesse for a andlise de um plasma fracamente relativistico, os componentes do

<R o
tensor 7, serdo idénticos aos componentes do tensor 7,4, dados por (3.55a)-(3.55f), com
a diferenca que as funcoes de dispersao de plasma inomogéneo conterao o indice ¢ a mais,
segundo a fungao apresentada em (3.50).

A relagao entre a funcao de dispersao de plasma inomogéneo e as funcoes de plasma
para plasmas homogeéneos, conhecidas na literatura, é particularmente 1til para o calculo
computacional, visto que as propriedades analiticas destas funcoes foram bem estudadas, e
muitas relagbes matematicas tteis podem ser encontradas na literatura. A maneira com que
a funcao G, ,; pode ser escrita em termos destas funcoes consta no capitulo 5 da presente

tese.

3.4.2 Calculo das integrais em velocidade e tempo que constam
<
em Xp
As integrais em velocidade do tensor X p podem ser analiticamente resolvidas e, tal como
ocorre para }? B, as integrais no tempo ficam indicadas, podendo ser escritas em termos da
funcao de Fried & Conte, para o limite nao relativistico.

Para facilitar o desenvolvimento, é conveniente separar as integrais em velocidade con-

tidas no tensor Xp, (3.43), como segue:

+oo o0 . Q C C/{ZJ_ (1)
Z / dr ez(wfn «(0))T |:(__ siny — ,uafli) I (7')
o w )

e
n=—oo

gy (7(2) D+ T (T)>] , (3.56)

;P: ) Z eaXaw

[0}
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onde
<) 3, —ick 2 *
I (T> - /d ue e Hu”TU/J_ gOé ﬂnaﬂna 9 (357&)
—(2) . J, H
I (7‘) — /d3u e—zck\lul\Tu:i Ja [?ezﬁna] , (357b)
(3 3, —ick 3 % H
I (T) = /d ue ¢ HUHTUJ_ Ja [(I)naﬂ-na] . (357C)

Para chegar na forma apresentada em (3.56), foi usada a condigao de ressonancia dada em
(3.46), para v = 1. Como o interesse no momento é o cdlculo das integrais em velocidade, o
fator exp (—ickju)7) foi inserido nas integrais ?(1), 7(2) e ?(3), ficando separadas as integrais
em 7.

z >
E possivel ainda reescrever o tensor X p de uma forma mais compacta, como segue:

ck —(1) =(2) <)
XP—ZZEa oW Z [(E—Lsmw T ) J —,uaﬂi (J + J )] , (3.58)

sendo
=0 _ /°° 7 citena)r 7V (7) | (3.59)
0
7(2): /°° dr /@12 ()7 ](2) (r) (3.59b)
0
=) _ /°° dr e 7Yy (3.59¢)
0

Optou-se por este tltimo modo para ser a forma definitiva a ser usada para o calculo das

<
integrais contidas no tensor Xp. Esta é uma forma particularmente conveniente, pois as

=(0)
integrais em velocidade ficam evidenciadas na definicao das integrais | , e as integrais no
=(0)
tempo na definicao das integrais J , onde £ =1,2,3.

—(0)
O célculo das integrais sera iniciado pelas integrais J , por motivo 6bvio. Cada conjunto

<(0)
de integrais /| ¢ composto por um total de 9 integrais, sendo caracterizadas por I, © com

'lj ?
¢ =1,2,3ei,j = x,9,2 e cada uma contendo duas integrais, uma em duj e outra em
u;, uma vez que a integral em ¢ ¢é trivialmente resolvida, resultando em 27. Portanto,

um total de 27 integrais duplas devem ser calculadas. Apds os calculos, os resultados
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devem ser inseridos em (3.59), para que as integrais no tempo, .J. @) sejam calculadas. Ao

g
todo sdao mais 27 integrais. Assim, sao no total 54 integrais, que podem ser calculadas
analiticamente. Apesar destas integrais nao serem complicadas, envolvendo céalculo integral
bésico e integrais tabeladas, o caminho para obter o resultado é bastante laborioso, por serem
muitas e, também, pelo préprio célculo em si. Como exemplo, serd mostrado unicamente
o desenvolvimento para a obtencao do resultado das integrais Iﬁ,) e Ja(i,), sendo apenas

apresentados os resultados finais referentes as outras integrais.

<(1)
A partir da defini¢ao de ]  (7), obtém-se
[.7(:]3-/) — /d3u e—iCk’Hu”Tui ga ﬂ_;ioéxﬂ_nay ’

onde, usando (3.19a), com uma pequena algebra chega-se a

nd,

ba

2J2
oy, = <nb2” - Jf) siny cos ) +i—J), .

O argumento das fungoes de Bessel e suas derivadas é b,. Por conveniéncia, serd omitida
—(0)
a dependéncia funcional (7) das integrais J  (7), e também os indices na do vetor 7.
A continuagao do desenvolvimento conduz a

2002 72 /
1 3 ickiunr. 2 n°Q: J: 5\ . 1y S
Ig(gy) :/d we Ty g, {(C%i _Ui —J,'L>sun,bcosiﬂszckL |

onde usou-se b, = ckju, /Qy.

Fazendo uso da forma explicita da funcao distribuicao,

3/2 ‘ 2002 2 Q JJ
= Ha / By e ikIUITy2 g mHat? /2 K” atn Jf) $in o cos 1 + i 20n "]

(27)3/2 2k u? ck; uy
3/2 20)2
JIs n<€) . . 18y
— e L%i siny cos I, —sin cosp Ly + i L 1'3:| , (3.60)



3. Plasmas Inomogéneos Imersos em Campo Magnético Inomogéneo 92

onde

_ 3 —ickju|T ,—pau?/2 72
Il—/due ”He"/Jn,
—3 _ 2
IZ _ /d3ue zck“uHTe Lol /QUiJg,
i _ 2
I = /dgue ek T rat® /2y, T

Apenas o cdlculo da integral Z; serd apresentado em detalhe?.

Separando as integrais da integral tripla Z;, resulta em

—00

I, = 27r/ du| e icky g ~Havl/2 / duy e P2 2 (cky /Q0)uy] . (3.61)
0

Utilizando integrais tabeladas que envolvem funcoes de Bessel® e suas derivadas, é

possivel encontrar o resultado da integragao em du :

* 1
/ duy uy e P2 2 [(cky Qo uy] = —e L, (1), (3.62)
0 «

onde I,(v?) é a fungao de Bessel modificada de ordem n, e v, ¢ a quantidade definida em

(3.52¢)

27.2 2.2

2= ki _ kivg

o - 9
S22 Q2

«

(3.63)

lembrando que v2 = T, /mq € fia = Mac?/Ty.
Substituindo (3.62) em (3.61), resulta em

2 ; ot
I, = —ﬂe_l’gln(yi)/ duy e~ RIHTe T e 2.
Lo .

oo

A soma dos expoentes da integral acima pode ser reescrita como segue

)

o ckir\2  AkIT?
_Mauﬁ/Q — ZCk?”uHT — _'u_ (u” + 1 l ) . I
2 /’La 2”04

2 Os resultados das integrais restantes, incluindo as integrais ndo explicitadas aqui, podem ser encontrados

no apéndice A.
3 No apéndice A constam também algumas integrais tabeladas tteis envolvendo funcdes de Bessel.
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resultando em

o0 _ba (g, i Ck“T 2 3/2
T, = 2_WeV2]n(V2)eCQkf72/(2ua)/ duje ° < 17 e ) _ (27;)/2 e’”ifn(yi)e*gkﬁﬂ/@“a).
:ua —00 ,UO(
Definindo agora uma funcao auxiliar
Ho(v2) = e L(12) (3.64)

o resultado final da integral Z;, juntamente com os resultados finais das integrais Zs e Zs,

obtidos com passos semelhantes, fica dado por

2 3/2

IR i
Mo
) 3/2 2

I2 = ( 712/2 n_QHn(Vi) - 2”27_[;1(1/2) e_CZkﬁTQ (2ue) ) (365b)
pat ™ La
2 3/2 k _

7, - 7;)/2 KL gt (2)em K7 20 (3.65¢)
pel > La

A fungao M, (v2) indica a derivada de H,,(v2) com relagdo ao seu argumento 2.
Substituindo os resultados (3.65) em (3.60), obtém-se a forma final do resultado da

integral [g,), reproduzido abaixo

1 _
18) = — [2v2 siny cos + in] H,(v2) e SR/ (2pa) (3.66)
1

ry
«

()
Resultado das integrais [

Com procedimentos semelhantes aos adotados para o calculo da integral L,%), chega-se

—(£)
aos resultados de todas as integrais | , os quais foram abaixo reproduzidos:

1 2 9 )

o [LV2

Yy
«

1 — k27
M= — [2V§ sin cos 1) + m] H (V) e *Kj7*/ (2pia) ,
L
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k Q, I
Ig(g? = Cﬂi (z Zlﬁ cos ) H,(v2) — sine ;—SH;(VO%)) ok 2/(2ua)’
1
IO = — [202 sincosy) —in | H,(v2) e T/
Ha
I, = = HH_QH (va) — 2v2H, <V2>} (1 —sin*v) + Sin2¢n—27‘£ (VQ):| o C kT (2pa)
vy Lo Vgé n\"« a’'n\Ya ]/2 U ,
(3.67)
k Q, L .
o\ CRL 16 a
k Q.
]iglc) = _C,u—T (z ij_ cos ) Hn(v )+Sm¢u 5 M. (v )) ok (2}1,(1)7
k Q k 2 2 2
Iéi) — i 1 _ k;HT Hn(lji)e_CQkQ 2/(2/—’4&) 7
/"LOZ ,LLa
1 Q
2 « 9
Iagy) BTN (Clﬁ_ cost [Hn(v2) + vaH,(v2)]
2
vising S {122 1,02+ (- 1) M) ) o,
a®fa v
1 Q
2 o )
Isz) YR <clﬁ cost [H,(v3) + viH,(v])]
. cky 9,2 1 (2 n_2 . 2 — k272 ) (2p10)
i sin O (1—2v2) H,(v2) + S — 1) M (v2) ¢ ) et ’
Hadia Vs
1) =" g [Ha(12) + V2 H (12)] e Hi @) (3.68)
W CkJ_ o, M\Ta a’ AT o ) .
o1 C]C”T 2k2 )
fﬁ) =l [Hn(yi) + ViH;(yi)} oK/ ua)
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1% =0,

zr

1 C/{”T
20 fla

I — _

2

[Hn(Vi) + ViHln(Vi)} o 2k 2/(2Ha)

12 =0,

zz

I = smpEI {cos? ¢ [—2H,(V2) + 202 H,, (V2)]

2

n 7C2k2 2 2 o
I5H,02) = (14 222) H;(@} oK )

10, 1

1) = SR {n costp (4cos®h — 3) [Ha(v3) — viH,(v2)]

2
i [ (<225 2 W) + (an o7+ 2) 102 fe
14

«

1 ckyt 1 1
(G ) Il 2 L 2N a2 1 9 A
]mz 2,ua lla {n [2 COS w (Vg Hn(l/a) Hn(]/a) ) 1/2 H”(Va) + QHH(VQ):|

[0}

: 2 2
—i2 [(% - 1) Ha(v2) —H, (v )} smwcosw} Kfr?/(2na)

yxr

1
po o {m cosv (heos® v —3) [H(2) — V2, (02)]

2
i |22 =t 02 Hal2) (0 02 2) 1 02)] e
v

«

Q. /
1§y = sin 22 f cost o [2H,02) - 202, 02)]

2 222
# (15 1) o) = 02 1) 0 b,

V2

(3) - 1 Ck'HT

" S {[VQH (v2) —nH’n(l/i)] 2sin ) cos 1

2
4 l(_Q% + 1) H,(v2) + (V2 + 1HL(1V2)

(3.69)
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+2 cos Qb <|:V—2 — 11 H ( 2) _ H;(Vi)>:| } echkz 72/(2pa) :

«

1 ckyt 1 1
3) _ | 2 2 1,2 2 (2
19 = S L 2ot (2 HA02) = HL02) ) o H02) + 27,02

. {(?”L_Q ) 2 12 ] } ki /(2pa)
—i2 — 1) H,(v) —H,(v)| siny cos ¢ :

2

L kT

_ ﬁ 2\ ! 2 .
Y Ma{ [ Ho(vy) an(ua)}Qsmwcosd)

2
Va

2

+2 cos @/J <|:V—2 — 1} H ( 2) _ H;(V§>>:| } efc2k2 72/ (210) 7

«

K23+Qﬁm®ﬂﬁMﬁHHm@

2L272
Iz(g) =sinYn &i R Hn(yg)e ckjjm?/(2pa)
CR1 Mo Mo

<«
Para que o tensor X p seja definitivamente determinado, os resultados das integrais no

—(0)
tempo J , dadas por (3.59), devem ser encontrados. Apenas os detalhes da integral J;%)

sao apresentados, enquanto os resultados das outras integrais aparecem apenas na sua forma

final.
A partir de (3.59a), usando (3.66),

Yy

Jo — /00 dr eiw—190(0 ))T]:,S;)
0

1 00
= — [21/§ sin ) cos Y + m} H. (V) / dr i@ =190 0)7 ,—K{T/ (2pa)
0

«

E conveniente, neste ponto, definir as seguintes integrais

7% — /00 dr i@ =nQ0(0)7 =K/ (2p1a) (3.70a)
0

T — /Oo dr 7 i@ (0)7 —k{T/(20a) (3.70b)
0

T = / dr 72 i Ra )7k Cna) (3.70¢)
0
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onde, portanto,

1
JO = — 202 sin ¢ cos ) + in] H,, (v2) 7 (3.71)
L

Yy
«

As integrais 7 (TO), I e ) s30 as integrais no tempo que aparecem em Jl-(f). Apenas
o caleulo de T serd mostrado em detalhe.
Com uma simples mudanga de varidvel, é possivel escrever as integrais (3.70) em termos

da funcdo de Fried & Conte, Z(z), e suas derivadas de ordem n, Z(™(z), sendo

Z(z) =i / dy e=v=v*/4) (3.72)
0

ZM(z) = z/ dy (iy)"el#v=v* /1) (3.73)
0

Ao comparar as integrais Z(" com Z(z) e Z(™(z), conclui-se que a substituicio de

variavel adequada é

kT2 2 12 1 12 1
oy _ <Na> _ <Ma>
Q/La 4 g 2 CkHy ’ 2 CkH Y
Logo,
(w—nQ(0)T = 2y,
onde foi definida a quantidade
_ Ma)l/Q (w — nf2(0))
n=—= —_— 3.74
: < 2 C/{?H ( )
Portanto,
T _ / " g (i@ (0)r KT Cria) _ (&) VL / " iy elenvv/

Comparando a integral em y acima com a definigdo da fungao Z(z), dada por (3.72),
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chega-se ao resultado definitivo para a integral Z(™) e, com passos semelhantes, chega-se

também aos resultados das integrais 7 (™) e ().

172 1
70 = i (B2) T 2z, (3.75a)
< 2 > CkH
Tt luOé ]'
) = — 5 WZ“)(ZH) (3.75b)
H
a3 1
7 )22(7) 527 (), (3.75¢)

onde ZW(z,) e Z?)(z,) sdo as derivadas primeira e segunda, respectivamente, da funcao
Z(z,) com relagao ao argumento z,.

Substituindo (3.75a) em (3.71), obtém-se

1\ /2
Jz(;) = — <2N—a> EH (202 sinvp cos v + in] H,(v2) Z(z)

sendo esta a forma definitiva para o resultado da integral J;,(;Zl,).

(0)
Resultado das integrais J

Utilizando os resultados (3.75), é possivel obter o resultado de todas as integrais Ji(f),

expressas em (3.59):

1\Y* 1 [n2
JS;) = — ( ) Jll {—Hn(yi) — 21/27'{;(1/2) sin? @ Z(zn),

2la V2
Jn — L v L [21/2 sin ¢ cos Y + m} H, (V2> Z(zn)
zy 2l cky - e .

N\ 10
D= (2] =—=2 (i 2y _ 2 g "(12)) ZzMV
J{ <2> cky ck (in cos g Ha(vg) —vg sind M, (1)) 2% (20)

1\ 12
Jz%:) =— (%) oy (202 sintp cos v — in] H,,(V2) Z(zn)

1\ 1 [n?
1 _ _; L 2\ o 2040 (1 2\ 2
Jyy i ( ) o [ H,(vy) — 2viH, (vs) cos® | Z(z,), (3.76)

2Ua v2
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1y 1 Q, )
JY = (5) ok chy (in sing H, (v2) + v2 cosyp M, (v2)) ZW(z,),

1y 1 Q
V() _ - "t 2 . %1 /2 Z(l)
J (2) ok oy (in costp H,(V2) + siny v2H,, (7)) (2n)

1N\ 19,
JZ(;) = (5) Eu% ( n sinp H,, (12) — cos v ViH;(ug)) Z(l)(zn),

(1) . 1 12 1 2 1 (2)
Jy, = —i ( ) I”Hn(ya) |:Z<Zn) + §Z (Z”) )

i
J2 =0,
11 0, / 1\
N a 2 2 2
=g (gn) (e buod el

risingr (-2 102 + (5 1) 02| 26,

2
Va

J2 =0,

Tz

11 Q, (1\Y?
(2) gyl =t & 2 294/ 2
Sy 15 oy ot (QMa) {n cost [H,(12) + vaH, (1V2)]

—i sinty 2 {(1 —22)H,(V2) + (:—z — 1) Hn(uf,)} } Z(2n)

[0}

52 =~ g () L 02 + 02 00)] 2(22) (3.77)
2,U/a Ck|| n\"« a’'n\"« mnjo .

(2) — 1 1\ 1" 2 2 2] 7(1)
y n + ! nj)»
Jyz ¢ 2 (Q,UQ) Ckf” <2Ma> [H (Va> VaHn<Vo¢):| <Z )

(2) 1 1\ 1\ 2 2 2 (1)
=iz ’ Z
Jzy ¢ 2 (Z,Ua) Ck” <2ﬂa> [Hn(l/a) + Voan<Vo¢):| (Zn) )
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1)1/2 1 Q,

Jgg?;):—insinw(— A
CR|| CRL

- {{cos? v — 2 (u2) + 20274, 02)|

2

R 02) ~ (L 22) Hy02) } Z()

2
Va

JB) — _il — UZLQ—{n cos 1 (4cos P — 3) [H (v3) — V2H, (V2)}
xy 2 \ 2tq cky cky come

2
+i sin 1 K—z % —n®+ ug) H,o(V2) + (2n° + 12 + 20,) H;L(yg)} } Z(2,)

1 1 1 1
10 = o o 2ot (02 - 102) ) = M) + 202))

dpie ck P

+i2[(:—§—1)7{( ) —H(v )1smwcosw}z(”<zn),

[0}

@ 11\ 1, 9\ _ 944 2
1 ==i5 () oo eosw (deosto = 3) [ae) - 29,02

—i sin1) {(—22—2—n2+ui) H,o(v3) + (2n° + 12 + 20,) Ho( )}}Z(zn),
1\ 1 Q,
J® = _in siny <%> - Ch{cos w[zH (v )—2y§H;L(y§)]

# (%= 1) M) 02+ D02) | 206), (375)

11 n
@_ L 1 [ [n o
Sy 4pu cky { LQH (v2) —nH,(v )} 2sin 1 cos )

«

. [(_z”_ ; 1) Ha(02) + (V2 + 1M, (12)

«

+2 cos® ¢ ({Z—z — 1] H,(v2) — H;(ug))] } ZW(z,),

[0}

1 1 1 1
19 = i {n 2ot (AR = H,02) ) = 23 Ha(02) + 274,02

o

2
Va

+¢2[(”_2_1)H< %) (v >}smwcos¢}z<”<zn>,
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JS}) — i% { [V%Hn(yi) — nH;(yi)} 2sin cos
n2
—i| (2% ) P02+ 024 D02

+2cos® ¢ ({Z—j - 1] Ha(v3) — H;L(ug))] } ZW(z,)
1\ 1 1
I = —ising (ﬂ) " Ml >[ <zn>+—z<2>(zn)] .

Os componentes do tensor Xp

Escrevendo o tensor <>_(> p, dado por (3.58), em termos de seus componentes, resulta em

e}
n=—oo

i cck, . c
Xpij =1 ZeaX w Z {(——L sin) — ,uax) Ji(jl) ~ Hagy- (Ji(j?) + Jg’)ﬂ ) (3.79)

Substituindo os resultados das integrais JZ(] , expressos em (3.76)-(3.78), nos compo-

nentes x pi;, € depois de uma algebra nada dificil, mas bastante trabalhosa, chega-se a uma

<
forma, ainda nao definitiva, para os componentes do tensor X p:

AT ()l 5 [ - izt
sin ¢ ——— — €o— —H, (v) —2v =) sin
XPrz = k|| w . 2#04 Ya et Vg « a’'n\Fa

«
a

i {2 sinzw[H (2) — V2H. (v )] - H (v2) — H%(Vi)—QHn(VQ)H Z(2)

—Z.CITE Ha€a aw E x:ca

1 ck, 1\ X, ,
pry:k_jzo;(%) oy nz_:oo[smw[Qu sin ¢ cos ¥ + in| H, (v 2)
_Yiayig{n cos [Hn(l/i) — 2sin? ¢ [Hn(yi) — I/iH;L(VC%)} ]

2

+i sin [— %Hn(u2) + (n*+v2) H,, (1/2)} }] —ix ZuaeaX w Z

&7

n=—oo



3. Plasmas Inomogéneos Imersos em Campo Magnético Inomogéneo 102

XPys = 2 k” Z Z {sme —n cost Hy,(1V2) — i v2 sin Hy (12)]

n=—oo

1
+in [cos.2 P (ﬁ

«

H2) = H02) ) = 5 Hl0) 4 HL02)|

+Kn—2—1>H( 2) = H (v )}sdeCOW} Y(2)

Vi
+o0
_Z ZeaXoew Z (:uaw)‘];g')7
1 ck 1 1/2 Xa +o0
e = ; ij_ Z (%) ea?g Z [sirmb (202 sintp cos ) — in] H,, (12)
~ oz cosu [M02) — 20000 [1,02) — 127,02
2
—i sin [— Z—an(ui) + (n* 4+ v2) Hi, (v )]H — i ZuaeaX w _Z: J;}c),
1 ck 1 < n /
Xpyy Slnw k_” TJ_ ; (%) ; |:—2 — 2V2H ( )COSQ'QD
1 , /
i {2 costuHalv) - L0 + 02 —m@i)}] 2(2
—ix Z,uaeaX w Z Jy(; , (3.80)
XPy: = ( ) B Zea Z [Y sin 1) _—n siny H, (V2) +iv? cosd)H;@(uﬁ)}

n=—oo

H02) - 02 — oo [ (= 1) 1a02) 02)

2
o 14

+1 |:—Hn<l/§) — H;(l/i) n sin cos 14 ZW(2)

—sz fha€aX oW E yz,

n=—oo

+oo
11 Ea% 3 {siwya [—n costh Hp(12) + i v2 singp H., (12)]

n=—oo

XPoy = 2 k'_”
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cin oost o (5 M) = Ho02) ) 5o Hal02) + 4, 02) |
. K”— - 1) Ha(v2) - H;@i)] sinwcosw} Z0(2)

2
+oo
i X 3 ()

o

XPay = < > P Zea Z [Y smw —nsinyH,(vV2) —iv? cosz/JH;(yi)}
I n=—o0
nQ'H(Q 17‘(/ 2) . [(7° 1) Ho(12) — H. (12
+V_2 nl]oa)_§ n(ya _COS¢ ﬁ_ (a)_ nI/oz)
—i L%Hn(l/g) — H;(VO%) n Sin@bcosw} ZW(z)

—iT Z,uaeaX w Z Jé; ,

1k, 1\ X, <& 1 n ) 1,
XPzz = Slm/fk—nj ; (%) Ea?an;oo 1- ?av_i Ha(vy) | Z(2) + §Z (2)
SIS S

3.4.3 A forma final do tensor dielétrico efetivo

Para facilitar calculos futuros, e por estarem espalhados neste capitulos os resultados im-
portantes, convém expressar de uma s6 vez a forma completa e definitiva do tensor dielétrico
efetivo. Assim, o tensor dielétrico efetivo para plasmas fracamente inomogéneos em densi-
dade, cujos equilibrios sao descritos por uma distribuicao maxwelliana isotropica, imersos
em campo magnético de equilibrio fracamente inomogéneo, no limite nao relativistico, é

dado por

€ (rkw) =1+ Xp (r.k,w)+ Xp (r,kw), (3.81)
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onde os componentes xp,;, extraidos de (3.54) e (3.55), sao

o0

XByz = — ZuaXa Z {n*Go1ni-1n + 2nasentXna (Gi2mi—1jnl + G12.jnlinl+1)

n——0oo

+2u2sen’t) (Go g i, n) — 7Go2ni—1,1n — VeGo3 nlnl+1 + XoaG23mlini+1) b (3.82a)

o0
2
XByy = — ZuaXa Z {n*Go 1 jnl-1,nl — 2nasentXpa (G120~ 1,jn] — G1.2,/nl,jnl+1)
o

n——0o0

2 2 2 2
+205 co8” ¥ (Gog nlnl — |11 Go,2, i1 Inl = VaGo s nlnl+1 + XnaGas nlinl+1)

+2X20 (ol + 111G22,n1— 10l — VaG23nlnl+1 + XaaGasinlin+1) } (3.82D)

XBz: = — ZHaXa Z {Go1jnln + uaN||292,1,|n|,|n|} (3.82c¢)
o0
XB(mw) = — D taXa Y {Fi20a8entXna (Gr3nln — VaGLA I n 1 + Xra G35 ni nl1)

. 2
+in [|n]Go1 -1 — Y (Go2,ni—1,nl — Go2,nlin+1)
2
+Xno (92,2,\n\—1,|n\ + g272,|n|,|n|+1)} — 2ny, cos ¢Xnag1,2,\n|—17|n\

—v55en2¢) (Gojnlnl — [7|Go2nl-11n) — VaGos nlnl+1 + XnaG23nlnl+1) } (3.82d)

XB(y = = D taXa D AFiIN [0 (XnaGa 1 it & Vo€ Gr 1 jni-1jnl)
e

n——oo
2
+v,seny (g1,2,|n|,|n| — V3912, |nl,In|+1

+i20, €08 YXnaG2.2nnl+1 + XaaTs2.nlini+1)] | (3.82e)
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e os componentes X p,;, em uma forma mais compacta que os obtidos em (3.80), sao
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sendo G, ;. @ fungao de dispersao de plasma inomogéneo, para o limite nao relativistico,
dada por (3.53), e z, o argumento da fungao de Fried & Conte, dado por (3.74).

Convém destacar que os componentes do tensor <>_(>p acima descritos foram obtidos a
partir de (3.80), supondo = 0. Nao ha perda de generalidade nesta hipdtese, visto que os
perfis das inomogeneidades sao lineares. Além disso, ponto a ponto, os efeitos dos gradientes
sao considerados (abordagem localmente nao homogénea) e, portanto, no ponto = 0 esses
efeitos sao levados em conta.

A funcao de dispersao de plasma inomogéneo, apesar da sua forma complicada, pode
ser escrita em termos da funcao de Fried & Conte, para propagacao de onda perpendicular
a inomogeneidade, ou seja, para 1) = m/2. Os passos principais para se chegar nesta forma
desejada constam no capitulo 5 da presente tese.

A forma do tensor dielétrico efetivo apresentada em (3.81) é a forma escolhida como
definitiva. E a partir dela que se consolidard a aplicacao da abordagem proposta no presente
capitulo, no estudo das instabilidades de deriva LHDI e MTSI (IWI). O capitulo que segue
serve exatamente para dar um apanhado amplo das caracteristicas dessas instabilidades,
antes da aplicacao efetiva dos resultados aqui apresentados. Esse direcionamento ao estudo

das instabilidades citadas consta no capitulo 5.



4. As Instabilidades de Deriva LHDI e MTSI
(IWI)

4.1 Introducao

Este capitulo sera dedicado principalmente ao estudo das instabilidades de deriva LHDI
(lower hybrid drift instability) e MTSI (modified two-stream instability). Seréd feita uma
breve descricao dos principais mecanismos de origem de derivas em plasmas, tais como a in-
omogeneidade em densidade, que gera a deriva diamagnética, e a inomogeneidade do campo
magnético externo, que gera a deriva de gradiente de B. As caracteristicas fundamentais
destas instabilidades serao delineadas em um resumo, sob um contexto histérico, realcando
trabalhos mais relacionados com a presente tese. A tentativa de obtencao de um formalis-
mo que unifique a descricao das duas instabilidades também estara presente neste capitulo.
Sendo o ambiente da magnetosfera fundamental para a escolha dos parametros que serao us-
ados na aplicacao do formalismo descrito nos capitulos anteriores, e a titulo de complemento
das informacgoes, sera efetuada uma sucinta explanacao sobre a magnetosfera, enfocando a

nomenclatura bésica e algumas caracteristicas, sem dar énfase a modelos pormenorizados.

4.2 Velocidade de deriva

Em um plasma homogéneo imerso em campo magnético e elétrico também homogéneos,
as particulas se movimentam obedecendo as equacoes de movimento regidas pela forca de
Lorentz [40].

Na auséncia de campo elétrico os fons e os elétrons seguem trajetérias espiraladas em

torno das linhas de campo magnético. Neste caso, o centro guia desloca-se com velocidade
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constante paralelamente ao campo magnético. No plano perpendicular ao campo magnético
as particulas descrevem um movimento circular uniforme, cuja freqiiéncia é a conhecida e ja
mencionada freqiiencia de ciclotron Q. = qoBo/meac. O raio da circunferéncia é o chamado
raio de Larmor rp, = v, /||, onde v é a velocidade da particula no plano perpendicular
ao campo magnético. O raio de Larmor dos fons é bem maior que o dos elétrons, devido a
sua grande massa. O sentido de rotacao depende da carga da particula.

Ao considerarmos a presenca de campo elétrico e magnético simultaneos, além do movi-
mento descrito acima, aparece uma velocidade de deriva perpendicular a estes dois campos,
vep = E x Bg/B2. Portanto o centro guia nao mais descreve uma trajetéria paralela ao
campo magnético, mas apresenta também um componente perpendicular.

Para um plasma inomogéneo em densidade imerso em um campo magnético também
inomogéneo, superpondo-se aos movimentos ja descritos, surgem velocidades de deriva oca-
sionadas exclusivamente pelas inomogeneidades. Visando facilitar a anélise das origens
destas derivas, vamos considerar um campo magnético apenas na dire¢ao do eixo z, com
gradiente apenas na diregao do eixo x, ou seja, Bo(x) = By(z)e,. A densidade inomogénea
tera gradiente apenas na direc@o e sentido de —e,, ou seja, Vn(zr) = —|dn(z)/dz|e,. Tais
configuragoes, para ambas inomogeneidades, serao uteis para aplicacao futura nessa tese.

Vamos analisar as duas inomogeneidades separadamente. Com o auxilio da figura 4.1

podemos entender a origem da deriva para o caso de campo inomogeéneo.

Elétrons v |§0| I 8,

Fig. 4.1: Deriva devida ao gradiente de By.

A linha mais grossa representa a projecao do movimento de um elétron no plano per-
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pendicular (plano x — y) a diregdo de um campo magnético homogéneo. Se o campo é
inomogéneo o raio de Larmor tende a aumentar na parte inferior da circunferéncia, por
causa do decréscimo do valor de By. Quando o elétron retorna a parte superior da circun-
feréncia, ocorre o contrario: o raio de Larmor tende a diminuir devido ao aumento de Bj.
Este movimento é representado pela linha tracejada. Depois de completada uma volta o
movimento se repete, e estd representado pela linha fina. Desta forma o centro guia do
elétron passa a apresentar uma velocidade de deriva vyp = —vypge,, chamada de deriva de
gradiente de B. Para os fons a deriva esta no sentido contrario. Se a variacao do campo com
xr é pequena, a linha tracejada diferird levemente de uma circunferéncia e, como efeito, a
deriva de gradiente de B serad pequena. Para um caso mais geral, em que o gradiente esteja

em diregao arbitraria, a expressao para a deriva de gradiente de B é dada por [41]

1 o? B
Vyp = LAY (BO X v 0> , (4.1)

2B, Q. By

onde a quantidade |V By|/By representa a ordem de grandeza da inomogeneidade do campo
magnético de equilibrio, e seu inverso ¢é interpretado como a escala caracteristica da variagao
espacial de By. O sinal que indica o sentido da deriva, para ions e elétrons, estd contido na
freqtiéncia de ciclotron.

Quando comparamos uma situagao sem campo com uma situagao com campo magnético
homogéneo, o médulo da velocidade das particulas nao é afetado, visto que a forga magnética
serve apenas para mudar a direcao da velocidade. Com a inomogeneidade de campo, em
cada ponto do plano perpendicular ao campo magnético (plano z-y da figura 4.1), a diregao
de v, se altera quando comparada com a situacao de campo homogéneo, porém o seu
modulo permanece constante. Como v também nao se altera devido a forga magnética, o
modulo total da velocidade permanece constante.

A deriva decorrente da inomogeneidade em densidade pode ser entendida a partir da
figura 4.2. Cada circunferéncia representa o movimento perpendicular dos elétrons, imersos
em campo magnético homogéneo. A parte da figura com mais elétrons corresponde a maior
densidade.

Vemos que na parte inferior do retangulo (maior densidade) ha muitos elétrons com
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Fig. 4.2: Deriva devida a inomogeneidade da densidade.

velocidade na direcdo e,, quando comparamos com a parte superior (menor densidade),
onde os elétrons possuem velocidade na direcao —e,. Esta diferenca estd representada pelas
setas maior e menor, respectivamente. Desta forma podemos observar claramente que ha
uma velocidade liquida de deriva, vp,, na direcao e,. Para os fons o sentido ¢ contrario.
O que ocorre é que a velocidade média dos elétrons nao é mais nula, como no caso de uma
distribuicao Maxwelliana com densidade uniforme, mas possui um movimento preferencial
na direcao e,. A funcao distribuigao deve conter esta informacao e também a dependéncia
explicita da densidade com a posi¢ao. Para um caso mais geral a expressao para a deriva

diamagnética é dada por

cT,Vn x By

o , 4.2

valida tanto para elétrons como para fons'. O sentido de deslocamento estd embutido
na carga ¢,. A quantidade |Vn|/n representa a ordem de grandeza da inomogeneidade em

densidade, e seu inverso ¢ interpretado como a escala caracteristica da variacao espacial de n.

! Este tipo de deriva é conhecido como deriva diamagnética devido ao cardter diamagnético do plasma,
decorrente do movimento de ciclotron das particulas, que gera um campo magnético de sentido oposto ao

do campo aplicado.
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Esta expressao ¢ originada de uma mais geral encontrada em [40], vp, = —Vp, xBo/q.nBs,
que incorpora os efeitos de temperatura inomogénea. Convém ressaltar que ao transpor essa

equagao para a tese passou-se do sistema MKSA para o Gaussiano.

4.3 Instabilidades de deriva

Duas das caracteristicas muito comuns dos plasmas, tanto de laboratério como espaciais,
sao a inomogeneidade em densidade e a presenca de campo magnético de equilibrio também
inomogéneo. Isso d4 uma importancia especial para as derivas diamagnética e de gradiente
de B. Situacoes onde devem ser consideradas a forca gravitacional, a curvatura das linhas
de campo, ou ainda a existéncia de campo elétrico externo, também necessitam de um
tratamento que inclua as derivas correspondentes a cada uma destas caracteristicas.

A existéncia de movimentos de deriva conduz a modificagoes das propriedades das ondas,
quando comparadas com ondas que se propagam em um plasma homogéneo e sem derivas,
surgindo novos modos de propagagao, ocasionados exclusivamente pela existéncia de derivas.
Sao os chamados modos de deriva [2], e incluem modos modificados das ondas de Alfvén,
ondas fon-acusticas e de ciclotron de ions e também ondas hibridas inferiores (lower hybrid
waves). Este dltimo tipo de onda possui um papel relevante para essa tese, como veremos
posteriormente.

Em certas condigoes pode ocorrer, tanto em plasmas homogéneos como inomogéneos,
que, com a variacao de parametros do plasma, diferentes solucoes da relacao de dispersao se
combinem entre si, fenomeno conhecido como acoplamento de modos. Se os modos possuem
diferentes energias, pode haver transferéncia de energia do modo com mais energia para o
que possui menos [42], além da troca de energia existente na interacdo entre as ondas e
o plasma. Isso torna possivel o surgimento de instabilidades, e modos que eram estaveis
tornam-se instaveis em decorréncia desta troca de energia com algum outro modo. Os
plasmas inomogéneos, pela presenca de ondas de deriva, sao um bom exemplo de meio
onde ocorrem estes acoplamentos. Por exemplo, a existéncia de uma deriva diamagnética e,
consistentemente, de uma deriva de gradiente de B, potencializa a existéncia de ondas de

deriva que, em determinadas circunstancias, podem ser acopladas com ondas do tipo hibrida
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inferior, gerando um novo modo de propagacao que pode ser instavel. A esta instabilidade,
resultante do acoplamento entre ondas hibridas inferiores com ondas de deriva, déd-se o nome
de instabilidade de deriva hibrida inferior, LHDI (Lower Hybrid Drift Instability). Esta é
uma instabilidade que ocorre na faixa de freqiiéncia da ordem de w ~ wry = (4|Q])/?,
que ¢ a freqiiencia das ondas hibridas inferiores.

Num plasma homogéneo, a existéncia de uma velocidade de deriva relativa entre ions e
elétrons, se deslocando perpendicularmente ao campo magnético de equilibrio, possibilita o
surgimento de ondas de deriva, que podem ser acopladas com ondas hibridas inferiores. Este
acoplamento pode resultar em uma instabilidade chamada de instabilidade de duas correntes
modificada, MTSI (Modified Two-Stream Instability). Todavia, em um plasma inomogéneo
coexistem as derivas diamagnéticas dos fons e elétrons. O moddulo e o sentido diferem,
conforme vemos na equagao (4.2), resultando uma deriva diamagnética total nao nula que,
somada com a deriva de gradiente de B dos elétrons (normalmente os fons sao considerados
nao magnetizados?), fornece subsidios suficientes para que o meio seja favoravel a existéncia
simultanea da LHDI e MTSI. Se fazemos o limite de plasma homogéneo e mantemos a forca
a deriva dos fons, restara apenas a MTSI.

Todo o formalismo apresentado nos capitulos anteriores serd utilizado para o estudo

destas duas instabilidades, e por isso dispensa-se a elas uma atencao especial. A préxima

secao ¢ destinada a realizar um breve histérico da LHDI e MTSI, dando énfase a primeira.

4.4 Breve historico da LHDI e MTSI

O estudo da LHDI pode ser iniciado com o analise do trabalho classico de Krall e
Liewer [43]. Este trabalho, assim como os trabalhos de Mikhailovskii, apresentados na segao
2.2 da referéncia [10], e o de Davidson e Gladd [44], faz parte de um conjunto pioneiro na
descri¢ao da LHDI. O tratamento adotado em [43] foi o tratamento cinético para um plasma
magnetizado. Apenas ondas eletrostaticas foram consideradas (aproximagao eletrostética),

em um plasma com gradientes fracos em densidade, campo magnético e temperatura, na

2 Os termos “fons magnetizados” e “elétrons magnetizados” significam aqui que o campo magnético afeta

o movimento de tais particulas. O “nao magnetizado” significa que o efeito do campo nao é significativo.
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presenca de um campo elétrico externo perpendicular ao campo magnético ambiente. Os
ions foram considerados com distribuicao homogénea formando apenas o fundo de equilibrio
de cargas do plasma. A hipotese de gradientes fracos possibilita a utilizacao da aproximacao
local, procedimento muito usado no estudo de plasmas inomogéneos. Estas inomogeneidades
geram velocidades de deriva no plasma que sao fundamentais para o surgimento da LHDI,
diferentemente da M'TSI, que é gerada por uma deriva relativa entre ions e elétrons, que pode
existir sem a necessidade de inomogeneidades. A deriva gerada pelo campo elétrico externo
foi considerada relevante apenas para os elétrons, em virtude da escala de tempo tipica da
instabilidade ser pequena quando comparada com a resposta dos fons. Foi suposto também
que o raio de Larmor dos ions é bem maior que o comprimento de onda tipico da instabilidade
(krp; > 1, com rp; = V;/Q;), ou seja, durante o tempo de crescimento da instabilidade
os fons praticamente descrevem uma linha reta, podendo, portanto, ser considerados nao
magnetizados. No entanto, os elétrons sao considerados fortemente magnetizados, com o
raio de Larmor da ordem do comprimento de onda tipico (krp. ~ 1).

A geometria adotada é do tipo “lamina”, onde o plasma é considerado infinito, uniforme
no plano y — z, todos os gradientes estao na direcao do eixo x e o campo magnético ex-
terno aponta na direcao z. Esta é a geometria basica considerada em todos os trabalhos
subseqiientes citados.

Krall e Liewer analisaram a LHDI para o caso de propagacao estritamente perpendicular
(k. = k) = 0). Eles mostraram, na prépria relacdo de dispersao, o acoplamento entre os
gradientes e dois tipos de ondas estaveis: (a) ondas geradas pela deriva devida ao campo
elétrico externo; (b) ondas na faixa de freqiiéncia de plasma dos fons ou na freqiiéncia das
ondas hibridas inferiores, dependendo da densidade e do campo magnético. E justamente a
presenca dos gradientes, através do acoplamento, que pode tornar os modos instaveis.

Os resultados obtidos indicam que a LHDI persiste mesmo para temperatura dos fons
bem maior que a dos elétrons (T, < T;), e que a gama de valores de nimero de onda k, su-
jeitos a instabilidade, diminui com o decréscimo da razao T,/T;. Um parametro importante
para medir a taxa de crescimento da instabilidade é a razao v4/V;, onde v, é a velocidade
de deriva e V; ¢é a velocidade térmica dos fons. Krall e Liewer mostraram que o maximo

da taxa de crescimento aumenta com o aumento da razao vg/V; e torna-se insignificante
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para vy/V; < 1. Outro resultado importante deste trabalho foi a constatagao de que com o
aumento do beta dos elétrons (f.), a taxa de crescimento méaximo da instabilidade (méximo
valor da parte imagindria da freqiiéncia) decresce.

A LHDI foi igualmente estudada detalhadamente por Davidson e Gladd [44], também
para oscilacao eletrostatica e propagacao estritamente perpendicular, na analise das pro-
priedades de transporte anomalo associadas com esta instabilidade. O transporte anomalo
esta relacionado com o fenomeno de dissipagao resistiva do modelo magnetohidrodinamico
(MHD) [1] do plasma. Ao considerar os efeitos de resistividade na abordagem MHD, além
da necessaria generalizacao da lei de Ohm, os efeitos colisionais da interacao onda-particula
devem ser incluidos. Estes efeitos se dao em microturbuléncias no plasma e conduzem aos
chamados coeficientes de transporte anomalos, calculados a partir da teoria cinética (in-
cluindo os efeitos colisionais da equacdo de Boltzmann), e reutilizados na teoria MHD [2].

O resultado mais importante obtido por Davidson e Gladd demonstra que a LHDI pode
resultar em uma consideravel resistividade e aquecimento do plasma mesmo para o regime
de baixa velocidade de deriva vy < V;. Em adigdo a este novo resultado eles mostraram
que o aquecimento também é significativo para grandes velocidades de deriva, vg > Vi,
corroborando o que foi previamente discutido por Liewer e Krall [45].

Os primeiros a considerar os efeitos eletromagnéticos foram Gladd [46] e Davidson el
al [47]. Gladd utilizou essencialmente o modelo usado por Krall e Liewer [43], incluindo os
efeitos eletromagnéticos, embora desprezando o componente do campo elétrico perturbado
na direcao da inomogeneidade, sendo, portanto, um tratamento incompleto.

Em um primeiro momento apenas a M'TSI foi analisada, ou seja, foram considerados nu-
los os gradientes de densidade e temperatura dos elétrons e o gradiente de campo magnético.
Nota-se que o valor maximo da instabilidade ocorre para uma propagacao obliqua, ou seja,
para um determinado valor de k/k,, que depende dos parametros do plasma. Os resulta-
dos mostram também que a MTSI é estavel para k| = 0. Estas sao caracteristicas tipicas
da MTSI, conforme ji mostrado por McBride et al [48]. Aos poucos Gladd incluiu as i-
nomogeneidades uma a uma independentemente. Um pequeno gradiente de densidade ja
¢ suficiente para o surgimento da LHDI (instabilidade em kj = 0). Com o aumento do

gradiente, o pico maximo da instabilidade vai deixando de ocorrer na regiao de propagacao



4. As Instabilidades de Deriva LHDI e MTSI (IWI) 115

obliqua e se concentrando na regiao de kj = 0. Este mesmo resultado ocorre quando apenas
o gradiente de campo é considerado. Para o gradiente de temperatura nao ocorre o mesmo,
o méximo da instabilidade se dd para um determinado valor de kj/k,, embora estando a
LHDI presente. Os resultados mais importantes mostram que com a inclusao dos gradientes
e com o aumento de 3. a regiao mais instavel acontece em kj = 0, ou seja, a LHDI é mais
instavel que a MTSI.

Davidson el al [47] investigaram os efeitos de beta finito na LHDI, considerando os efeitos
eletromagnéticos, porém restringiram-se apenas a propagacao estritamente na direcao y
(k = ky — k) = 0), simultaneamente perpendicular ao campo magnético externo (direcao
z) e a diregao da inomogeneidade (dire¢ao ). De uma maneira geral, embora dependente dos
parametros do plasma, o efeito de beta finito é reduzir a taxa de crescimento da instabilidade.
Para um regime de elétrons frios (T, < T;) e baixa velocidade de deriva (Vg < V;, onde Vg
é a velocidade de deriva devida ao campo elétrico externo) o efeito eletromagnético de beta
finito é desestabilizante para pequeno k e estabilizante para grande k. No entanto o gradiente
do campo magnético externo tem um efeito estabilizante para pequeno k e desestabilizante
para grande k. Todavia, o resultado liquido é a reducao da taxa de crescimento maxima
da instabilidade. Para um regime onde T, ~ T; e Vg &= V; o efeito eletromagnético de beta
finito é desestabilizante para todo k, enquanto o efeito de gradiente do campo magnético é
estabilizante. Da mesma forma o resultado final é a reducao da taxa de crescimento maxima.
Para o limite de temperatura eletronica nula existe um valor critico de beta para o qual a
LHDI é completamente estabilizada.

O trabalho de Davidson el al [47] foi generalizado por Hsia [49] et al, que propuse-
ram um formalismo para descrever simultaneamente a LHDI e a M'TSI. Além dos efeitos
eletromagnéticos dos elétrons, ja estudados por Davidson et al, eles inclufram k) finito,
possibilitando propagacao obliqua, velocidade de deriva relativa entre elétrons e fons (U),
gradiente de densidade dos elétrons (e¢,) e gradiente de campo magnético externo (eg).
Assim, para pequenos valores de kj e U — 0 obtém-se a LHDI, e para eg = 0, ¢, =
0eU >V, tem-se a MTSI. Eles sugeriram que as duas instabilidades sao dois casos
limites da chamada instabilidade de deriva hibrida inferior generalizada (generalized lower-

hybrid-drift instability - GLHDI), que inclui ao mesmo tempo a deriva entre os elétrons
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e ions e os gradientes, bem como a componente paralela do vetor de onda. Apesar da
generaliza¢do, o modelo teérico usado por Hsia el al [49] nao inclui a contribuicdo dos
ions para o campo magnético perturbado, ou seja, os fons sao tratados eletrostaticamente.
Outro ponto importante refere-se ao tensor dielétrico utilizado: ele nao possui a simetria
de Omsager [34, 35|, necessaria para a descri¢ao correta do decaimento das quantidades
perturbadas (flutuagoes) do plasma, como ja foi discutido em capitulos anteriores.

As caracteristicas fisicas das regioes de contato entre o campo magnético interplanetario
e o terreste, tornam o ambiente da bow shock (arco de choque) potencialmente propicio para
o surgimento da LHDI e MTSI. Zhou et al [50] estudaram o efeito do gradiente de tempera-
tura eletronica na GLHDI, para beta finito, para uma geometria e parametros tipicos da bow
shock terrestre, direcionando o estudo as ondas geradas pelo choque quase perpendicular
(particulas provenientes do vento solar que penetram na bow shock com fluxo perpendicular
ao campo magnético presente [6]). A andlise também inclui o efeito dos fons refletidos na
bow shock (fons de baixa velocidade, originados do vento solar, refletidos pela barreira de
potencial presente na frente da bow shock [6]), que é um fenémeno importante e fonte de ins-
tabilidades como a MTSI. O tratamento tedrico geral, a geometria e a notagao sao similares
as usadas no trabalho de Hsia el al [49] e, portanto, os fons sao tratados eletrostaticamente
e o tensor dielétrico mantém os problemas de simetria. Zhou et al mostraram que na
regiao da bow shock o gradiente de temperatura é crucial para o surgimento da LHDI. Para
gradiente nulo, e7r7; = 0 (onde 7 é a medida espacial da inomogeneidade em temperatura
e rp; = V;/€Q;), a LHDI é estabilizada. Apenas para grandes gradientes de temperatura,
errr; > 1, a instabilidade comeca a aparecer e tende a aumentar com o aumento de er ry;.
O méximo da taxa de crescimento ocorre para temperatura dos elétrons aproximadamente
igual a dos fons, T,/T; ~ 1, e decresce para T, /T; > 1.

Um interessante ponto salientado no trabalho de Zhou et al se refere ao argumento da
fungao de dispersao de plasma de Fried & Conte Z(z,), onde z, se refere aos argumentos para
os elétrons e fons. A andlise mostra que para regides de predominancia da MTSI (propagagao
nao paralela), temos |z.| < 1 e |z & 1, e para a LHDI (propagacao quase paralela) temos
|zil > 1 e |z.] > 1. O argumento da fungdo Z relaciona caracteristicas da onda com

as caracteristicas do meio, através da condigao de ressonancia. Sendo |z.| = |w/kjV¢],
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vemos que as ondas geradas pela deriva relativa entre elétrons e fons (MTSI) interagem de
forma ressonante com particulas que possuem velocidade proxima a velocidade térmica dos
elétrons. Isso provoca um forte aquecimento dos elétrons, podendo causar um aplanamento
da funcao distribuicao eletronica na regiao de velocidades préximas a velocidade térmica
dos elétrons.

As ondas originadas pelos gradientes (LHDI), principalmente o gradiente de tempera-
tura para a regiao da bow shock, interagem com elétrons que estao na cauda da funcao
distribuicao. Essa interagao ressonante se dard com particulas com alto valor de velocidade
paralela (v) ao campo magnético externo. Foi sugerido por Wu et al [51] que este tipo de
onda pode ser um mecanismo para acelerar os elétrons paralelamente ao campo magnético
ambiente, até altas energias. Elétrons de alta energia sao freqiientemente observados na
regiao da foreshock (anterior ao choque), formando uma corrente ao longo das linhas de
campo que se conecta com a por¢ao perpendicular da bow shock [52,53].

Em um trabalho posterior ao de Zhou et al, Wu et al [54] confirmaram que para choques
perpendiculares a LHDI ¢ estabilizada para k = 0, na auséncia de gradientes de tempe-
ratura. Para propagacao obliqua (k| # 0) a LHDI existe para # < 80°, onde 6 é o angulo
entre o campo magnético externo e o vetor de onda. Com o aumento do gradiente de
temperatura a taxa maxima da instabilidade também aumenta, atingindo um pico para
§ ~ 85°, e instabilidade nao nula para # = 90° (kj = 0). Nesta regiao da bow shock
basicamente as fontes de energia da LHDI sao as derivas relativas entre os elétrons e os ions
refletidos e transmitidos, juntamente com os gradientes dos parametros dos elétrons e do
campo magnético.

A neutral sheet (lamina neutra) é tipicamente uma regiao da magnetosfera terrestre
com baixa atividade de ondas, ao contrario da bow shock. Todavia, durante os periodos
de distirbios geomagnéticos, tais como os periodos das sub-tempestades magnetosféricas,
sao observadas atividades transientes de particulas aceleradas a energias de MeV e tur-
buléncias eletromagnéticas de grandes amplitudes [55]. Instabilidades geradas por correntes
de deriva, tais como a MTSI e a LHDI, sao candidatas a ser o mecanismo de “gatilho” para
as correntes de ruptura (sub-tempestades magnéticas) observadas regularmente na cauda

magnética terrestre. A LHDI foi investigada sob esta 6tica no trabalho desenvolvido por
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Yoon et al [113].

A abordagem tedrica do referido trabalho inclui os efeitos eletromagnéticos completos
dos fons, que é o principal diferencial com relagao aos artigos precedentes, e dos elétrons,
para uma propagacao obliqua, incluindo os limites ki = 0 e k1 = 0. Os gradientes de
densidade eletronica e de campo magnético externo, bem como deriva relativa entre elétrons
e fons, foram simultaneamente considerados, com o objetivo principal de unificar, de forma
consistente, a LHDI e MTSI. O tensor dielétrico encontrado por Yoon et al apresenta a
simetria correta, todavia os resultados nao demonstram a esperada unificacao das duas
instabilidades. A andlise numérica mostra a influéncia estabilizante para altos valores de
beta dos elétrons, concordando com o trabalho de Huba e Papadopoulos [56]. No entanto
ela nao é totalmente estabilizada quando sao usados parametros de plasma da neutral sheet,
imediatamente antes do inicio das sub-tempestades geomagnéticas, sugerindo que a LHDI
pode ter um importante papel na dinamica da cauda magnética da Terra. FKEste artigo
possui caracteristicas importantes no contexto desta tese, e por isso a secao 4.5 é dedicada
exclusivamente ao seu detalhamento.

Além dos gradientes ja mencionados, a curvatura das linhas de campo magnético ex-
terno também é um mecanismo que pode contribuir para o processo ressonante da LHDI.
Porém, o calculo analitico para a obtencao da solugao, baseado na teoria cinética, é bastante
complicado. Em virtude disso, a curvatura do campo foi estudada primeiramente substi-
tuindo a “forga centrifuga” por uma forca gravitacional virtual [57]. Desta forma a deriva
ocasionada por esta forca gravitacional simula a deriva causada pela curvatura de campo.
No entanto, como apontaram Huba e Drake [58], esta “simulacao” do efeito de curvatura
nao é equivalente ao efeito real. Eles mostraram que os elétrons ganham energia devido a
curvatura e, assim, a taxa de crescimento da LHDI é reduzida. Como o trabalho de Huba
e Drake foi direcionado a importancia fisica da curvatura das linhas de campo, o gradiente
da intensidade do campo magnético nao foi incluido na sua anélise.

Um método alternativo ao método das caracteristicas® foi desenvolvido por Nakamura
[59], e pode ser aplicado em problemas cujo método tradicional nao é vidvel ou é complicado

de ser implementado. A grande vantagem deste novo método estda no fato de que nao é

3 0 método das caracteristicas foi discutido no capitulo introdutério.
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necessario integrar o campo ao longo das orbitas precisas das particulas. Como exemplo
deste método, Nakamura o aplicou para a relacao de dispersao da LHDI. A dificuldade
encontrada por este autor é repassada para as integrais de velocidade, que nao podem
ser expressas por funcoes analiticas conhecidas. Para resolver esta questao, Nakamura e
Shinohara [60] aproximaram a fungdo Gaussiana dos integrandos por fungoes racionais na
forma de um polinomio. Assim, eles encontraram uma relagao de dispersao para a LHDI
que inclui a contribuigao da curvatura das linhas de campo (nao os gradientes), embora sem
os efeitos eletromagnéticos.

A reconexao magnética é um importante processo que ocorre em plasmas, tanto de
laboratério como espaciais, que possui um fundamental papel no aquecimento e aceleracao
de particulas, bem como na alteracao da topologia magnética. Basicamente, a reconexao
é um processo que ocorre em plasmas quando regioes de campos magnéticos de sentidos
opostos aproximam-se, levando a formacao de gradientes abruptos e ao aparecimento de
fortes correntes, chamadas de current sheets. Estes gradientes ocorrem em escalas de tempo
onde a dissipagao resistiva torna-se importante [61]. O processo de reconexao se completa
quando os campos se conectam, formando uma nova topologia. As intensas correntes e
gradientes de densidades encontrados na current sheet podem gerar microinstabilidades que,
por sua vez, podem proporcionar resistividade anomala e turbuléncias. Tais instabilidades
devem fornecer subsidios suficientes para explicar como a difusao resistiva pode conduzir
a tao rapida mudanga de topologia do campo magnético, como observado em plasmas de
laboratério e espaciais. Varias instabilidades foram estudadas sob este contexto, e dentre
elas encontra-se a LHDI, como sugeriram Huba et al [62].

Carter et al [61,63] apresentaram detalhadas medidas experimentais da flutuacao do
potencial na regiao da current sheet encontradas em experimentos de reconexao magnética
(MRX - magnetic reconnection experiment). Foi a primeira constatagdo experimental da
LHDI em current sheet de laboratorio e a primeira oportunidade de fazer um estudo de-
talhado do papel desta instabilidade em reconexao magnética. As medidas das flutuagoes
apresentam caracteristicas que sao consistentes com os modelos tedricos preditos para a
LHDI. No entanto, as observacoes sugerem que a turbuléncia gerada pela LHDI nao pode

sozinha explicar a rapida reconexao observada em MRX.
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Um dos mais recentes estudos tedricos realizados a respeito de aceleragao de particulas
na cauda magnética terrestre foi feito por Spicer et al [64]. Eles mostraram que a LHDI
pode gerar relativamente grande amplitude de ondas hibridas inferiores na current sheet da
cauda magnética. Estas ondas sao capazes de acelerar elétrons e aquecer os ions na cauda
magnética durante o processo de reconexao.

O carater nao local da LHDI foi avaliado por Hamasaki et al [65], no estudo da configu-
ragdo de campo reverso (field reversed configurations - FRC: aparelho compacto de fusao
termonuclear [66]). Neste trabalho é examinado o quanto os efeitos néo locais lineares pode-
riam alterar o predito pela teoria local, no que diz respeito aos coeficientes de transporte
anomalos. Foi concluido que os resultados obtidos pela teoria nao local nao alteram signi-
ficativamente os ja obtidos pela teoria local. O comentario dos autores, com relacao a esta
conclusao, é positivo quando se analisa sob a 6tica dos sucessos alcancados pelos trabalhos
anteriores que usaram a teoria local. No entanto, é negativo no sentido que se esperava
que a teoria nao local pudesse fornecer um melhor entendimento da teoria de transporte,
aprofundando a compreensao fisica até o ponto de ser possivel influenciar nas perdas de
fluxos e de energia. Este resultado é semelhante ao obtido anteriormente por Batchelor e
Davidson [67], na andlise nao local da LHDI em aparelhos de fusao do tipo theta-pinch [1].
Os autores compararam os resultados da teoria local calculados ponto a ponto radialmente
com os resultados da teoria nao local. Verificaram que o maximo da taxa de crescimento da
LHDI, bem como sua correspondente posicao radial, obtidos em ambas teorias, concordam
perfeitamente.

Estudos feitos a partir de simulagoes numéricas, investigaram os efeitos nao lineares da
LHDI. Um artigo recentemente publicado nesta linha foi elaborado por Lapenta e Brack-
bill [68]. Eles usaram o equilibrio de lamina de corrente proposto por Harris [69], que
basicamente consiste em uma distribuicao maxwelliana inomogénea com deriva perpendicu-
lar & direcao do campo magnético externo, para elétrons e ions. O campo magnético externo
possui um perfil diretamente proporcional a tangente hiperbdlica e a densidade um perfil
inversamente proporcional ao quadrado do cosseno hiperbdlico, ambos com gradientes na
mesma dire¢ao, perpendicular ao campo magnético externo. As ondas estudadas propagam-

se perpendicularmente (kj = 0). O foco principal deste trabalho é a interacao nao linear da
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LHDI com os modos kink (instabilidade macroscépica tratada pela MHD [1]).

Ja foi comentado anteriormente que a LHDI seria uma possivel fonte de resistividade
anomala. Todavia, resultados experimentais mostram que a turbuléncia gerada por esta
instabilidade é insuficiente para explicar a resistividade anoémala [61,63,70]. Os resultados
apresentados por Lapenta e Brackbill demonstram que os efeitos das microinstabilidades
geradas por ondas hibridas inferiores nao estao diretamente relacionados com a resistividade
anomala. A LHDI nao influencia diretamente, mas cria condi¢bes para o surgimento de
instabilidades macroscépicas do tipo KHI (Kelvin-Helmholz instability [2]) e modos kink
(KM). A principal conclusao deste trabalho esta especialmente relacionada com os modos
kink. Resultados anteriores preditos pela teoria linear da LHDI, indicavam que os modos
kink possuem uma irrelevante taxa de crescimento para valores realistas da razao das massas
dos elétrons e fons. No entanto, e esse é o diferencial do trabalho de Lapenta e Brackbill, a
evolucao nao linear do sistema, para razao realista entre massas, mostra que os modos kink
estao bastante presentes, e sao vinculados nao linearmente com a LHDI. Como conseqiiéncia
desta conclusao, pode-se esperar que os modos kink estejam presentes na cauda magnética
terrestre e que a LHDI cause importantes modificagoes nas current sheets, podendo afetar
a evolugao macroscépica do sistema.

Vérias consideracoes foram feitas até o momento a respeito da LHDI, desde suas princi-
pais caracteristicas, priorizando a teoria local e linear, até exemplos de trabalhos focando a
nao localidade da instabilidade, os seus efeitos nao lineares e resultados experimentais. Um
ponto em comum de todos os trabalhos da linha local e linear, que em geral passa desaperce-
bido frente ao complexo ferramental fisico-matemaético, diz respeito ao uso da lei de Gauss
(também conhecida como equagdo de Poisson, no caso eletrostdtico, em que V-E — —V?2¢,
onde ¢ é o potencial elétrico). Todos os trabalhos que abordam o problema eletrostatica-
mente, por razao Obvia, utilizam esta equacao para a obtencao dos modos de propagacao.
O curioso é que mesmo os trabalhos que levam em conta os efeitos eletromagnéticos u-
sam a lei de Gauss para a obtencao da instabilidade, mesmo que, a principio, a relacao de
dispersao nao requeira o uso explicito da mesma. No préximo capitulo esta questao serd
retomada, e serd visto que na realidade a lei de Gauss é crucial para a obtencao da LHDI.

Cabe ressaltar que para a MTSI tal procedimento ¢ irrelevante, como também veremos no
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capitulo seguinte.

Para finalizar os comentarios pertinentes a LHDI, a seguir sera inserida uma traducao do
excelente resumo feito por Gladd et al em [71]. A idéia deste resumo nao ¢ dar informagoes
das caracteristicas fisicas da instabilidade, com esta sendo feito na presente secao, mas sim
expor, em linhas gerais, as referéncias basicas das tantas abordagens ja empregadas para a
sua compreensao, complementando as informagoes e a bibliografia a respeito da LHDI.

“Na éarea da teoria linear, estudos locais e nao locais tém sido feitos. Variantes da geo-
metria magnética tais como gradientes de campo [72], curvatura [57] e shear [73] foram
considerados. Os efeitos eletromagnéticos foram tratados em [47]. Outras andlises incluem
os efeitos de gradientes de temperatura [74] e sua generalizacao [49]. Em adigao a estes
estudos, varias analises das propriedades da LHDI foram feitas em especificas configuragoes
de plasma. Uma lista parcial destes estudos incluem theta-pinch [75], a cauda magnética
terrestre [62], espelhos magnéticos [76], cispide magnética [77], a ionosfera [78], a magne-
topause [79], configuragoes de campo reverso [80] e bumpy tori [81].

Um consideravel nimero de andlises tedricas do comportamento nao linear da LHDI
também foram feitas. Os primeiros trabalhos foram centrados em estimativas de trans-
porte anoémalo no limite termodinamico [44] (saturagao da energia de flutuagao do campo -
método de Fowler [82]). Os mecanismos de saturagao considerados incluem o alargamento
da condi¢do de ressonancia dos elétrons devido a nao linearidade [56], relaxacdo quase-
linear [83,84], acoplamento de modos [85], modificagao da érbita dos fons [86] e combinagao
de efeitos nao locais e nao lineares [87]. O aprisionamento de fons pelas ondas foi muito usa-
do como mecanismo de saturagao em simulagoes [89]. A importancia dos efeitos nao locais
e efeitos bi-dimensionais nos modelos de saturagao também foram estudados [85,87,89].

As simulacoes sao importantes fontes de informagoes a respeito da LHDI. O equilibrio
quase estatico foi simulado em um modelamento para o comportamento do tempo de retardo
da configuracio theta-pinch [89,90]. Outros métodos de simulagao foram empregados, como
por exemplo os das referéncias [88,91]. Trabalhos também focaram a simulacao da atividade
de ondas hibridas inferiores de deriva (LHD) em configuragoes de campo reverso, que é uma
importante configuracao tanto para a fisica dos aparelhos de confinamento magnético como

para a astrofisica [91-93].
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Muitas aplicacoes da teoria da LHDI e simulagoes para geometrias de plasma especificas
envolvem o uso do assim chamado calculo numérico de fluido. Estes codigos modelam o
plasma como um fluido e, portanto, sao capazes de conter muito mais tipos de geometrias
que a teoria cinética. A teoria cinética entra nestes calculos na forma de coeficientes de
transportes heuristicos que controlam a evolucao das quantidades de fluidos macroscopicas
na presenga da LHDI (ou outras instabilidades). Esta metodologia foi introduzida por
Liewer e Krall [45] e foi bastante usada em uma variedade de aplicagoes. Algumas das
aplicagoes do calculo numérico de fluido que envolvem especificamente a LHDI podem ser
encontrados nas referéncias [94-97].

As observacoes experimentais da LHDI incluem observacoes diretas da flutuacao do
plasma durante a implosao de experimentos theta-pinch [98,99], que podem ser associadas a
esta instabilidade, e inferéncias sobre o papel dela no comportamento do tempo de retardo
da configuragdo theta-pinch [100]. Finalmente, informagdes obtidas de satélites sugerem
fortemente que turbuléncias associadas com a LHDI estao presentes em regioes distantes da
cauda magnética terrestre.”

Com a finalizacao do resumo e dos comentarios gerais a respeito da LHDI, o histérico tera
prosseguimento enfocando outra instabilidade importante para esta tese, a MTSI (IWI). Os
primeiros estudos relacionados com esta instabilidade foram feitos por Buneman [101,102].
Nos referidos trabalhos o plasma é nao magnetizado, homogéneo e composto de ions e
elétrons frios (aproximagao hidrodinamica), e apenas oscilagao eletrostatica é considerada.
O tipo de instabilidade investigada é semelhante a instabilidade de duas correntes (Two-
Stream Instability), para o caso em que ha um feixe de elétrons com densidade bem menor
que a distribuigao eletronica de fundo [9]. A diferenga do trabalho de Buneman, é que
o feixe é constituido pelos elétrons, que possuem uma corrente de deriva em relagao a
distribuicao ionica de fundo, e a instabilidade recebe o nome de instabilidade de Buneman
(Buneman Instability). O critério bésico para desprezar os efeitos térmicos dos elétrons é
que a velocidade de fase da onda seja muito maior que a velocidade térmica dos elétrons
(Ve). O maximo de crescimento da instabilidade ocorre para k-v4 ~ w,, que juntamente com
o critério acima citado, implica na condigao para que a instabilidade de Buneman ocorra:

vg > V., onde vy é a velocidade de deriva dos elétrons [2].
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Mais tarde, em [103], Buneman incluiu campo magnético de equilibrio e concluiu que a
instabilidade nao é suprimida por isso, embora a taxa de crescimento seja reduzida. Também
nota-se que a taxa de crescimento independe da velocidade de deriva quando ela é muito
maior que a velocidade térmica do elétrons.

A medida que considera-se o aumento do efeito térmico dos elétrons, ou seja, aumento de
V., mais critico fica para que a condicao de existéncia da instabilidade se cumpra. Portanto,
dependendo da temperatura dos elétrons, a instabilidade deixa de existir [2]. Verifica-se
também que, quando os efeitos térmicos dos fons sao incluidos, o maximo da instabili-
dade depende fortemente da razao entre as temperaturas dos fons e elétrons T./T; [9].
Para plasmas com T; ~ T, apenas instabilidade hidrodinamica pode aparecer, recaindo na
instabilidade de Buneman.

Uma extensao da instabilidade de duas correntes foi estudada por McBride et al em [48].
Efeitos cinéticos foram considerados na abordagem eletrostatica, e o plasma foi tratado
magnetizado. Elétrons e ions possuem uma velocidade de deriva relativa perpendicular ao
campo magnético de equilibrio. Este tipo de instabilidade enfocada por McBride et al recai
na instabilidade de duas correntes encontrada por Buneman (instabilidade de Buneman) no
limite hidrodinamico e, em virtude disso, recebeu o nome de Modified Two-Stream Insta-
bility (MTSI). Uma das principais diferengas desta instabilidade em relagao a instabilidade
de Buneman ocorre no valor limite da velocidade de deriva, necessario para que a instabili-
dade se desenvolva. McBride et al mostraram que, devido a presenca do campo magnético
externo, a MTSI pode surgir com vy = Vi, em contraste com vy = V., como é o caso da
instabilidade de Buneman. Uma importante caracteristica da MTSI ¢é a sua estabilizacao
para propagacao estritamente perpendicular (kj = 0).

Em [104], McBride e Ott consideraram os efeitos eletromagnéticos, porém trataram o
plasma no modelo hidrodinamico, para temperatura eletronica finita. A principal conclusao
deste trabalho foi que os efeitos eletromagnéticos possuem contribuicao estabilizante com o
aumento de .. Os efeitos eletromagnéticos causam a estabilizagdo da MTSI se vy = V4 (1+
3.)Y2, onde V4 = By/(4mnm;)/? é a velocidade de Alfvén. Com o aumento da temperatura,
mais restritiva se torna a condigao de existéncia da instabilidade. Convém ressaltar que

essa condicao foi obtida para angulos de propagacao da onda quase paralelos a By, onde
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essa instabilidade é mais acentuada. Duas conseqiiéncias importantes deste resultado dizem
respeito a experimentos relacionados com ondas de choque e aquecimento dos ions em
aparelhos de fusao. E possivel obter uma estimativa da velocidade de deriva relativa entre
elétrons e fons na frente de onda da onda de choque. Eles apontaram a possibilidade de
utilizar a MTSI para o aquecimento dos fons, a partir do mecanismo de aquecimento por
turbuléncia, induzindo no plasma uma velocidade de deriva adequada (vy = V;). Este
processo ¢ eficiente para aquecer os ions, principalmente na direcao perpendicular a By, a
temperaturas comparaveis as obtidas pelos elétrons paralelamente a By, em um tempo da
ordem de w;}l.

As principais caracteristicas da MTSI sao: (1) a freqiiéncia tipica e a taxa de crescimento
sao na ordem da freqiiéncia hibrida inferior; (2) diferentemente de muitas instabilidades que
aquecem principalmente os elétrons, como o caso da instabilidade de duas correntes, a
MTSI propicia um aquecimento comparavel entre elétrons e fons; (3) é uma instabilidade
que depende fracamente da razao T,/T;, possibilitando que ela opere em situagoes em que
outras instabilidades nao podem.

Um estudo mais completo do efeito eletromagnético na MTSI foi feito por Lemons e
Gary [105]. Tanto essa instabilidade quanto a LHDI possuem tipicamente longos com-
primentos de onda, necessitando assim a inclusao dos efeitos eletromagnéticos para uma
descricao mais acurada de suas propriedades. Antes disso, outros trabalhos, que incluiam a
descricao de plasma inomogéneo, mantiveram apenas parte da contribuicao eletromagnética
ou propagacao estritamente paralela & velocidade de deriva (propagagao perpendicular ao
campo magnético ambiente) [44,46,47].

Lemons e Gary derivaram uma relacao de dispersao para ondas em um plasma ho-
mogeéneo, com ions nao magnetizados e elétrons magnetizados com uma deriva v, perpen-
dicular ao campo magnético de equilibrio, originada pela presenca de um campo elétrico de
equilibrio: vq4 = Eq x Bg/B2. Nao foi considerada a inomogeneidade de campo magnético
e, portanto, o tratamento nao é adequado para a LHDI. Este trabalho foi o primeiro a con-
siderar os efeitos eletromagnéticos completos na relacao de dispersao, tanto para elétrons
como para fons, para um angulo arbitrario de propagacao de onda, com relacao ao campo

magnético de equilibrio (propagagao no plano formado por By e v;). No entanto a andlise
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ficou restrita a angulos entre 75° e 90° (kj = 0). Lemons e Gary mostraram que para
pequenos valores de beta de plasma dos elétrons (8. = 8mn.T./BZ), como por exemplo
B. = 0,01, os efeitos eletromagéticos sao insignificantes, resultando em uma curva para
a instabilidade praticamente idéntica a obtida no tratamento eletrostatico. Porém, para
B. = 1 o efeito é significativo, causando uma diminuicao na taxa de crescimento maxima.
Este é um caso particular do resultado geral obtido numericamente, indicando que o efeito
eletromagnético é significativo apenas para altos valores de .. Também verificou-se que a
MTSI é estavel para propagacao quase perpendicular (k) = 0), para ambos valores de (3.

A generalizagao do trabalho de McBride e Ott [104] foi feita por Wu et al (1983) em [106],
na investigagao da chamada kinetic cross-field streaming instability. Eles derivaram uma
relacao de dispersao que, além de incluir os efeitos eletromagnéticos e térmicos, usando a
teoria cinética, também considerava angulos de propagacao arbitrarios. Na analise para alto
valor de beta de plasma (8. = 3; = 1), constatou-se que o tratamento eletromagnético con-
duz a resultados bastante discrepantes dos obtidos na aproximacao eletrostatica. Algumas
conclusoes podem ser obtidas: (1) os efeitos eletromagnéticos sao estabilizantes para propa-
gacao quase-perpendicular, § ~ 90°, e desestabilizantes para 6 < 90°, onde cos@ = k) /k;
(2) a regiao de instabilidade abrange maior gama de valores de 6, se comparada com a apro-
ximagao eletrostdtica; (3) para uma dada razao v,/V4 o maximo da taxa de crescimento é
mais baixo quando sao incluidos os efeitos eletromagnéticos, comparado com a aproximacao
eletrostatica; (4) o maximo da taxa de crescimento aumenta com o aumento da razao vg/Va,
e tende a se “mover” na direcao do aumento de 6. Para este regime de beta, o efeito cinético
é crucial, e a instabilidade é altamente cinética.

Wu et al (1983) [106] constataram também que para baixos valores de beta do plasma,
Be = B; = 0,01, o aumento da razao vy/V,4 causa resultados bastante divergentes para
o tratamento eletromagnético comparado com a aproximacao eletrostatica. Ao considerar
apenas valores pequenos de vg/Vy4, os dois tratamentos conduzem praticamente ao mesmo
resultado. Para este regime de beta os efeitos cinéticos nao sao importantes para propagagao
quase perpendicular (6 ~ 90°) sendo, portanto, um resultado essencialmente hidrodinamico,
como o obtido por McBride e Ott, na MTSI usual [104].

Para ambos os regimes de beta, Wu et al (1983) [106] mostraram que a instabilidade
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nao é suprimida para grandes valores de vg/V4, como previam McBride e Ott [104]. E
justamente para o limite de baixo beta e propagacao quase perpendicular que, para vqy > Vjy,
a instabilidade pode ser suprimida pelos efeitos eletromagnéticos, resultado este obtido por
McBride e Ott.

A MTSI, da mesma forma que a LHDI, também foi estudada no ambito da magnetosfera
terrestre. Wu et al (1984) [54] estudaram vdrias instabilidades na regiao da bow shock, entre
elas a kinetic cross-field streaming instability, que é generalizacao da MTSI incluindo os
efeitos cinéticos, e a LHDI. Os parametros da anélise foram extraidos de medicoes feitas
por satélites, durante a passagem pela bow shock. O estudo foi restrito a instabilidades
associadas com choques quase perpendiculares. A corrente relativa entre ions refletidos na
bow shock e os elétrons, ambos vindos do vento solar, é uma fonte em potencial da MTSI,
para ondas se propagando desde a dire¢ao paralela a perpendicular (0° < 6 < 90°). Os fons
transmitidos na bow shock formam uma corrente relativa aos elétrons presentes, e também
proporcionam condi¢ao para o surgimento da MTSI, para propagacao quase perpendicular.

O importante fendmeno conhecido como substorm (sub-tempestade), que ocorre na mag-
netosfera terrestre, possui varias propostas de mecanismos visando a explicar o que leva ao
inicio de tal fenomeno. Dentre eles esta a presenca de instabilidades cinéticas na magne-
totail (cauda magnética) [107], que potencialmente poderia desencadear um processo mi-
croscopico, como se fora um gatilho da substorm, resultando em um distirbio macroscopico,
que seria a substorm propriamente dita [108]. Evidéncias foram apresentadas por Huba et
al [62] de que a LHDI é responsavel por grande parte do ruido eletrostatico detectado na
fronteira da plasma sheet (lamina de plasma). Porém verificou-se que esta instabilidade é
estabilizada em regides proximas a neutral sheet para altos valores de beta [56]. Todavia, a
instabilidade do tipo kinetic cross-field streaming instability pode ser excitada no ambiente
da neutral sheet, como verificaram Lui et al (1990) [109]. Uma caracteristica desta regiao
é que o conjunto de parametros torna relevantes os efeitos eletromagnéticos dos ions, que
conduzem a um aumento na taxa de crescimento da instabilidade [111]. Levando em conta
este fato e adicionando o efeito de amortecimento dos harmonicos da freqiiéncia de ciclotron
dos elétrons, Lui et al (1991) [108] fizeram uma extensao do trabalho [109]. Uma estima-

tiva, a partir de dados obtidos na neutral sheet, indica que a velocidade de deriva relativa
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imediatamente antes do inicio da substorm é suficiente para gerar instabilidades do tipo
cross-field current instability, tais como a MTSI, a LHDI e a IWI* (ion Weibel instability).
Lui et al (1991) concluiram que, embora as instabilidades possuam naturezas diferentes,
as suas taxas de crescimento sao da ordem de grandeza da escala de tempo do inicio da
expansao da substorm, reforcando a idéia de “gatilho”.

Como fora comentado anteriormente, a MTSI é uma das instabilidades aceitas como
possivel desencadeadora das sub-tempestades magnéticas ocorridas na cauda magnética
terrestre. O trabalho desenvolvido por Yoon et al [110] investiga a MTSI para parametros
de plasma encontrados na neutral sheet imediatamente antes do inicio das sub-tempestades,
e para um segundo ambiente com parametros encontrados na bow shock. A abordagem
tedrica usada consiste em um tratamento eletromagnético, tanto para elétrons como para
fons (nao magnetizados), no contexto das teorias linear e nao linear.

Na teoria linear foram consideradas propagacoes obliquas, incluindo os limites de propa-
gacao estritamente paralela e perpendicular, possibilitando a obtencao da instabilidade ba-
tizada por IWI.

Yoon et al verificaram que na regiao da neutral sheet a IWI é a instabilidade dominante
frente & MTSI. A teoria nao linear mostrou que a MTSI (IWI) pode levar, com o passar do
tempo (€;t ~ 10), a um aquecimento significativo dos elétrons e ifons na direcao paralela
ao campo magnético ambiente. Para a regiao da bow shock os elétrons sao aquecidos sig-
nificativamente na direcao paralela, enquanto os ions sao aquecidos perpendicularmente e
esfriados na direcao paralela.

A IWI é uma instabilidade relacionada com a MTSI, puramente crescente (néo os-

cilatéria, ou seja, w 0), descrita por Chang et al em [111]. A primeira anélise foi feita

real —
na abordagem hidrodinamica, para ions e elétrons frios, efeitos eletromagnéticos considera-
dos para ambas espécies de particulas, e apenas os elétrons magnetizados. Os ions possuem
uma deriva em relagao aos elétrons na direcao perpendicular ao campo magnético ambiente,
e a freqiiéncia se restringe entre €; < w < ||, da ordem de wy g, como a MTSI. A deriva dos

ions causa uma temperatura perpendicular efetiva, levando a uma anisotropia térmica. Este

tipo de instabilidade, causada por uma anisotropia na temperatura, foi primeiro estudada

4 Instabilidade relacionada com a MTSI, cuja descricdo mais detalhada encontra-se no final desta secdo.
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por Weibel [112]. Ele estudou o efeito de temperatura anisotrépica na fungao distribuigao
eletronica, em um plasma nao magnetizado. A anisotropia é caracterizada pela existéncia
de um eixo hipotético no plasma, com os elétrons possuindo temperatura nula na direcao
do eixo (elétrons frios), e uma distribui¢do térmica Maxwelliana na diregdo perpendicular
ao eixo. A direcao de propagacao da onda considerada foi estritamente paralela ao eixo, e
a instabilidade encontrada recebeu o nome de Wezibel instability.

Chang et al mostraram que os efeitos eletromagnéticos dos ions sao cruciais para o
aparecimento dessa nova nova instabilidade, que pode ser excitada mesmo para propagacao
paralela ao campo magnético externo (o que nao ocorre com a MTSI). Devido as semelhan-
cas com a instabilidade de Weibel, esta nova instabilidade recebeu o nome de ion Weibel
instability (IWI). A distingdo basica entre a classica instabilidade de Weibel e a IWI é que
a primeira é gerada por um excesso de energia na direcao perpendicular a propagacao da
onda, e a segunda ¢ gerada pelo movimento de deriva dos ions na direcao perpendicular ao
campo magnético ambiente. Mesmo que nao haja uma corrente liquida no modelo fisico
da instabilidade de Weibel, diferentemente da situacao da IWI onde ha uma corrente, as
duas instabilidades possuem essencialmente a mesma origem, que é um excesso de energia
na direcao perpendicular a propagacao da onda.

Ao considerar os efeitos térmicos, tanto dos ions como dos elétrons, Chang et al veri-
ficaram que a IWI é uma instabilidade fortemente resistente ao aumento de (3;, persistindo
mesmo para 3; = 20.

Anteriormente ao trabalho de Chang et al, Lemons e Gary [105] haviam considerado os
efeitos eletromagnéticos dos fons, porém falharam em encontrar a IWI por nao focarem a
atencao na propagacao paralela.

Finalizando este histérico, podemos ver na tabela (4.1) uma descrigao esquematica de al-
gumas das caracteristicas mais bésicas das instabilidades LHDI e MTSI (IWI), onde convém
ressaltar o forte carater inomogéneo da LHDI, a presenca simultanea da LHDI e MTSI para
propagacao obliqua e a existéncia de instabilidades nas propagagoes estritamente perpen-

dicular (LHDI) e estritamente paralela (IWT).
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Instabilidade k=0 k; =0 Angulo B Grande | Plasma Plasma
Obliquo homogéneo | inomogéneo

com deriva
LHDI Operante | Estabilizada | Operante | Estabilizada | Nao Existe Operante
MTSI Estabilizada l Operante | Estabilizada| Operante Operante
IWI Operante Operante

Tab. 4.1: Caracteristicas basicas da LHDI e MTSI (IWI).

4.5 Tentativa de descricao unificada das

instabilidades LHDI e MTSI (IWI)

Esta secao ¢ dedicada exclusivamente ao trabalho desenvolvido por Yoon et al, referéncia
[113], cujo desenvolvimento e resultados possuem um importante papel nesta tese, como sera
visto no préximo capitulo.

Motivados por estudos que indicavam que a LHDI seria um possivel mecanismo para
o inicio das correntes de ruptura na cauda magnética terrestre, Yoon et al desenvolveram
um formalismo completo para a descricao da instabilidade, onde os efeitos eletromagnéticos
tanto dos elétrons como dos ions foram considerados.

Ao considerar os efeitos eletromagnéticos dos fons, surge naturalmente a seguinte questao:
teriam estes efeitos alguma importancia na LHDI, semelhantemente ao que ocorre na MTSI,
com o surgimento da IWI? Esta pergunta foi colocada por Yoon et al e, para que fosse
respondida, foi necessario nao somente uma descricao que generalizasse as teorias sobre
a LHDI, mas também que corrigisse as inconsisténcias encontradas em pesquisas anteri-
ores [49,50].

Em linhas gerais, o modelo tedrico linear e local compreende os efeitos eletromagnéticos
completos, efeitos cinéticos, deriva relativa entre fons e elétrons (MTSI (IWI)), gradientes
de densidade dos elétrons e de campo magnético externo (LHDI), propagacao de ondas
perpendiculares aos gradientes, com angulo arbitrario com relacao ao campo magnético
externo.

A geometria adotada é do tipo “lamina”, na qual a densidade e o campo magnético
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variam no espago de forma gradual na diregao z (ver figura 4.3):

1dn
n(x) =ng(l —e,x), €, = 0
1dB
B(I) = Bo(l +epr)e,, ep= Bdr

onde €, e €g sao as medidas espaciais das inomogeneidades, e estao relacionadas através da

equacao eg = %(66 + Bi)én-
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\ n(x)=no(l —E,X)
| B {x}l
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B{I}=En[1+EBI]Ez

Fig. 4.3: Geometria adotada na referéncia [113].

Na figura 4.3 podemos ver um esquema das velocidades de deriva diamagnética dos fons
(vpi) e dos elétrons (vpe) e a velocidade de deriva de gradiente de B dos elétrons (vypg).
O raio de Larmor dos fons (rz;) é bem maior que o comprimento de onda tipico da LHDI
(krp; > 1), por isso os fons sdo tratados como nao magnetizados e, portanto, nao ha
deriva de gradiente de B dos ions. Convém salientar que Yoon et al relacionaram a deriva
diamagnética dos fons com a inomogeneidade do plasma, a partir da equagao vp; = €,v2 /28,

obtida da relagao (4.2), onde v; é a velocidade térmica do fons. Isso possibilita escrever as
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derivas diamagnética e de gradiente de B dos elétrons em termos de vp;. No entanto, a fim
de estudar exclusivamente a MTSI, podemos desconsiderar os gradientes e, mesmo assim,
manter uma deriva dos fons (deriva relativa entre fons e elétrons), necesséria para a obtengao

dessa instabilidade. As funcoes distribuicao de equilibrio apresentam explicitamente as

1 20Devy v?
Fe“):m(” 2 >6Xp<_ﬁ)’

€ €

1 V2 + (vy +vp;)? 4 V2
Fi(v) = 372y OXP (— 2 ,

derivas diamagnéticas:

onde observamos que a pequena deriva diamagnética dos elétrons, comparada com a veloci-
dade térmica, tornou possivel a expansao da exponencial da distribuicao eletronica, o que
nao pode ocorrer na distribuicao ionica.

A relacao de dispersao foi obtida da maneira tradicional, como foi apresentada em
capitulos anteriores. O tensor suscetibilidade dos ions usado por Yoon et al foi o tensor
logrado por Wong e Goldstein [114], no qual os efeitos eletromagnéticos sao considerados.
Para os elétrons, o tensor suscetibilidade foi derivado de uma forma hibrida, no proéprio
artigo em estudo. Os componentes x;; para ¢ # y, foram obtidas da forma comumente

usada, a partir da lei de Ampere:
ol 4mi
> X5k, w)oE; (k,w) = ——0Ji(k,w) , (4.3)

onde o simbolo ¢ indica grandeza perturbada. Os componentes x,; foram encontrados a

partir do uso da lei de Gauss, resultando na seguinte relacao:

4
erl (k, )0 E; (k, w) ———Z oL (k, w) 5E(kw)—kﬂ(5p(kw). (4.4)
y
Na pratica, os autores substituiram a segunda linha do sistema linear homogéneo obtido a
partir da lei de Ampere pela igualdade acima, onde a lei de Gauss foi usada. A justificativa de

tal procedimento, conforme Yoon et al, seria evitar produtos do componente v, da velocidade

microscopica dos elétrons, uma vez que este componente contém aproximacoes devido a
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alteragao das drbitas decorrentes da inomogeneidade de campo magnético. O uso da lei de
Ampere levaria necessariamente a estes produtos, no caso dos componentes x,;, € que sao
evitados com o uso da lei de Gauss, segundo a equagao (4.4).

Em comparagao com trabalhos anteriores, no limite de k£, = 0 os resultados obtidos por
Yoon et al recaem nos resultados encontrados nas referéncias [47,49,50]. No entanto, os
resultados para k, finito (propagagao obliqua) diferem de [49,50] (a referéncia [47] contém
estudo exclusivamente com propagacao perpendicular, k, = 0). A principal diferenga esta
no fato que Yoon et al encontraram a simetria esperada para o tensor suscetibilidade dos
elétrons, nao obtida em [49,50].

Um importante ponto cabe ser ressaltado neste momento. Com a inclusao dos efeitos
eletromagnéticos dos ions, é esperado que no limite apropriado a IWI seja encontrada. To-
davia, o componente x,, diverge para k, = 0, tornando o formalismo inadequado para a
obtencao da IWI e, em decorréncia, nao descreve corretamente a MTSI. Como a LHDI é
estabilizada para este limite de propagacao, o formalismo pode ser usado para descreveé-la.
Os autores salientam que, se fosse utilizado o procedimento usual para encontrar o tensor
suscetibilidade dos elétrons, ou seja, se a equagao (4.3) fosse usada para todos componentes
do tensor, a divergéncia seria evitada. No entanto, resultados numéricos indicam que tal
procedimento nao apresenta a existéncia da LHDI, mas descreve plenamente a MTSI (IWTI).
Este é um exemplo tipico de que somente com o uso da lei de Gauss a LHDI é encontra-
da. Yoon et al argumentam que a LHDI e a MTSI (IWI) sdo dois ramos distintos da
relacao de dispersao, e podem ser encontrados usando o correspondente formalismo acima
citado. Assim, espera-se que um formalismo adequado seja desenvolvido para que as duas
instabilidades sejam descritas de forma unificada.

Os primeiros resultados numeéricos, reproduzidos aqui na figura 4.4, foram obtidos para
beta de plasma dos elétrons nulo (5. = 0 - temperatura eletronica nula), e beta dos fons
variando, (; = 1,5,10,25,50. Os parametros usados em todos os graficos subseqiientes

desta secao, a saber,

Qe Upi
:Ol, = 5i:>UDi:’Uia
Wpe VA
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sao condizentes com observagoes de satélites feitas na regiao da neutral sheet, imediatamente
antes do comego das sub-tempestades [56]. A quantidade w/wpy representa a parte real
da freqiiéncia normalizada a freqiiéncia hibrida inferior, wyy, e 7v/wry é a parte imaginaria
normalizada. ck,/wpe € ck,/wy. sdo, respectivamente, os numeros de onda perpendicular e
paralelo normalizados. A figura mostra os dados para propagacao estritamente perpendi-
cular e observa-se que com o aumento de (3; a LHDI tende a ser estabilizada. Nota-se que,

no entanto, altos valores de [3; ainda mantém a instabilidade.

4 T T T 0.6
real frequency

Fig. 4.4: Propagagao perpendicular (k, = 0); 8. = 0; 3; = 1,5,10,25,50. [113]

O grafico 4.5 mostra resultados para a propagacao obliqua para o modo LHDI, tal como
se referiu Yoon et al. Destaca-se aqui que o formalismo desenvolvido nao conduz natural-
mente a MTSI (IWI) se as inomogeneidades forem suprimidas. Por isso, os autores consid-
eram o modo presente nas propagagoes obliquas, como vemos nas figuras 4.5 e 4.7, como
sendo exclusivamente a LHDI. Vemos, no grafico 4.5, que a taxa de crescimento da LHDI
diminui bastante a medida que a curva se afasta da propagagao exatamente perpendicular,
adquirindo o valor maximo exatamente nessa direcao.

Facilmente vemos que na propagacao exatamente paralela nao aparece a IWI, como de-
veriamos esperar, em virtude da inclusao dos efeitos eletromagnéticos dos ions. A conclusao
a que chegaram os autores indica que estes efeitos nao desempenham um papel importante

na LHDI, como ocorreu para a MTSI.
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Fig. 4.5: Propagacio obliqua; 3. = 0; 8; = 5; (a) parte real; (b) parte imaginaria. [113]

Os efeitos de temperatura foram considerados, e os resultados foram reproduzidos aqui
na figura 4.6. Nota-se que para temperatura 3. = 0.02 a curva obtida nao se diferencia
muito da obtida para elétrons frios. A medida que [, aumenta, verifica-se uma reducao na
taxa de crescimento da instabilidade e, simultaneamente, uma reducao na gama de valores
de niimeros de onda instaveis. Este é um resultado bem conhecido na literatura. Todavia, é
importante enfatizar que para 3, = 1.25, que é um valor realista observado na neutral sheet,
a LHDI permanece excitada, mesmo que com uma taxa bem inferior quando comparada
com (3, = 0.

Para uma compreensao melhor da estrutura da superficie da taxa de crescimento da
LHDI, os autores tracaram o grafico para propagacao obliqua, reproduzido na figura 4.7.
Quatro diferentes temperaturas para os elétrons foram usadas, 3. = 0.02, 0.2, 0.75, 1.25,
com (3; = 5. Nota-se que, com o aumento da temperatura eletronica, a superficie da taxa
de crescimento vai diminuindo e se concentrando na regiao de £, e k, pequenos, mantendo-
se excitada mesmo para (3, = 1.25. Outro ponto interessante de ser comentado, é a nao
presenca da IWI na propagacao estritamente paralela, confirmando o resultado obtido para
elétrons frios.

Como vimos, Yoon et al em [113] nao descreveram as instabilidades LHDI e MTSI
(IWI) a partir de um tratamento tedérico unificado. No capitulo 3 da presente tese, foi

apresentado o trabalho desenvolvido por Gaelzer, Ziebell e Silveira, de 1999 [17], onde foi
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Fig. 4.6: Propagacio perpendicular; partes real e imagindria da LHDI para @ =

0.02, 0.2, 0.5, 0.75, 1, 1.25 com f3; = 5. [113]

obtido o tensor dielétrico efetivo que incorpora simultaneamente os efeitos dos gradientes da
densidade e do campo magnético de equilibrio, a partir de uma sélida argumentacgao teorica.
As caracteristicas positivas ja enfatizadas desse tensor, torna o seu emprego adequado em
uma tentativa de descricao unificada das referidas instabilidades. A particularizacao do
tensor dielétrico efetivo obtido na referéncia [17] para o estudo dessas instabilidades, foi o
foco principal do trabalho desenvolvido por Silveira, Ziebell, Gaelzer e Yoon, de 2002 [18].
Neste trabalho, no entanto, notamos que além do uso do tensor obtido em [17] foi necessério
repensar a relacao de dispersao para um plasma inomogéneo. No préximo capitulo esse

assunto sera apresentado.

4.6 A magnetosfera terrestre

O campo magnético do Sol domina o espaco interplanetério do sistema solar® . Este
campo é reforgado pelo campo gerado devido ao fluxo de particulas originadas das camadas
mais externas do Sol, chamado de vento solar, que se deslocam pelo espago interplanetério.

O vento solar é composto essencialmente por prétons e elétrons, com aproximadamente mes-

® As referéncias adotadas nesta se¢do incluem textos basicos [115-119] e aprofundados [21,120,121].
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(b)

Fig. 4.7: Propagacio obliqua para diferentes temperaturas eletronicas, com 3; = 5; 3. = (a) 0.02; (b)

0.2; () 0.75; (d) 1.25. [113]

ma densidade. Os valores médios de parametros como velocidade, densidade e intensidade
de campo magnético sao da ordem de 468 km /s (velocidade supersonica), 8.7 prétons/cm?,
e 6.6 n'T, respectivamente.

O campo magnético interplanetario do Sol interage com o campo magnético terrestre,
gerando uma complexa configuracao de campo em torno da Terra, que se estende por varios
raios terrestres. A figura 4.8, extraida da referéncia [120], mostra qualitativamente uma
topologia regular desta complexa configuracao, onde basicamente pode-se identificar quatro
regioes distintas. A regiao I compreende as linhas de campo que emergem do Sol e retornam
a ele em algum outro ponto. Na regiao Il constam as linhas de campo que ligam o campo
magnético solar com o terrestre. A regiao III mostra as linhas de campo originadas pela
Terra e que a interceptam em dois pontos distintos. Na regiao IV as linhas de campo
estao totalmente imersas no plasma; nao estao em contato com o campo solar e nem com
o campo terrestre. E uma regiao que possui caracteristica transitéria, podendo deixar
momentaneamente de existir ou ocorrer a formacgao de duas ou mais regioes deste tipo.

Pode-se identificar outras trés regioes (A, B e C), separadas convenientemente nao pelas
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Fig. 4.8: Interacdo das linhas de campo interplanetérias com o campo terrestre. [120]

caracteristicas de campo mas sim por caracteristicas de plasma. A regiao A é o préprio
plasma de vento solar nao perturbado e supersonico. Por possuir baixa densidade e quase
completa ionizagao, o plasma do vento solar tem caracteristicas semelhantes as de um bom
condutor. Uma delas, é a dificuldade que campos magnéticos externos encontram para
penetrar em materiais deste tipo. Assim sendo, o vento solar ao se aproximar do campo
magnético terrestre, tende a comprimi-lo na regiao diurna e estende-lo na regiao noturna. A
topologia magnética resultante é representada pela cléssica figura da magnetosfera terrestre,
apresentada aqui na figura 4.9, onde vemos a compressao das linhas de campo na regiao
diurna e a formacao da chamada cauda magnética (magnetotail) na regiao noturna.

O vento solar nao entra livremente nos dominios do campo magnético terrestre. A
interacao do campo magnético do vento solar com o terrestre (lado diurno), devido a com-
pressao, gera um efeito de freamento das particulas supersonicas levando-as a velocidades
subsonicas, causando compressao e aquecimento do plasma do vento solar e intensa ativi-
dade de ondas. A regiao do espaco em que ocorre este evento é chamada de bow shock e

encontra-se a uma distancia média da Terra de 15 raios terrestres, variando de 12 a 20 raios
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Fig. 4.9: Magnetosfera Terrestre. [116]

terrestres, conforme os parametros de plasma do vento solar. As figuras 4.8 e 4.9 mostram
essa regiao.

A direcdo com que as particulas penetram na bow shock é dividida na literatura em
dois tipos: choques quase perpendicular e quase paralelo. O choque quase perpendicular é
caracterizado quando as particulas se “chocam” com a bow shock com uma dire¢ao de veloci-
dade formando um angulo maior que 45° com o campo magnético interplanetario; o choque
quase paralelo ocorre quando o angulo é menor que 45°. Muitas particulas sao refletidas
neste processo e outras sao transmitidas para além da bow shock. As particulas refletidas
povoam a regiao a frente da bow shock, conhecida com o nome de foreshock. As particulas
transmitidas ocupam uma regiao chamada de magnetosheath (bainha magnética) (figura 4.9
e regiao B da figura 4.8) que, portanto, é composta inicialmente por um plasma subsonico,
comprimido e algumas vezes turbulento, com valores tipicos de energia de 1 keV para os
fons e 100 eV para os elétrons, e densidade de 20 particulas/cm?. Subseqiientemente, esse
plasma é acelerado e expandido, podendo romper o limite da magnetosheath, contribuindo
para a formacao do plasma que ocupa a chamada neutral sheet. O recém citado limite da

magnetosheath é a regiao onde ocorre o contato do campo interplanetario com o campo
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terrestre, e possui a denominacdo de magnetopause (pausa magnética) (figuras 4.9 e 4.8).
Nas figuras fica claro que a magnetosheath é limitada pela bow shock e pela magnetopause.

A magnetosfera terrestre propriamente dita, é a regiao onde a influéncia do campo
magnético terrestre possui uma contribuicao relevante para os processos dinamicos do plas-
ma presente (regiao C da figura 4.8 e figura 4.9). No final da década de 50 e década de
60 do século passado, com o inicio da era espacial, comecaram os estudos observacionais
da magnetosfera da Terra. Sondas espaciais mostraram que a existéncia de regioes deste
tipo nao é exclusividade da Terra, e que os outros planetas, a menos de Vénus e Marte,
também possuem magnetosfera, com suas respectivas caracteristicas. Apesar disso, o termo
“magnetosfera” serd empregado aqui exclusivamente para designar a magnetosfera terrestre.

A magnetosfera contém varias regides de larga escala, que variam em termos da com-
posicao, energia e densidade dos plasmas que as ocupam. Fundamentalmente, estes plasmas
sao originados do vento solar e da ionosfera terrestre. Em termos de dimensao espacial, a
magnetosfera compreende uma distancia em torno de 10 raios terrestres no lado diurno e
centenas no lado noturno, que constitui a magnetotail.

A magnetotail tem a forma aproximadamente cilindrica, com raio em torno de 25 raios
terrestres. Na regiao central da magnetotail, em virtude das diregoes opostas das linhas
de campo (ver figura 4.9), forma-se uma drea em que o campo magnético é praticamente
nulo, denominada de neutral sheet. Esta regiao é povoada por um plasma quente, de e-
nergias da ordem de keV, em que os fons possuem temperaturas em torno de sete vezes a
temperatura eletronica, cuja densidade varia lentamente com o tempo numa gama de 0.4 -
2 particulas/cm?. Esta regiao de plasma é conhecida como plasma sheet. Mais especifica-
mente, a neutral sheet ¢ uma camada isenta de campo magnético que separa equatorialmente
a plasma sheet em duas partes, chamadas de l6bulo do norte e 16bulo do sul.

A substorm (sub-tempestade magnética) é um importante processo que ocorre na magne-
totail, originado pela reconfiguracao da topologia do campo magnético nesta regiao, decor-
rente das constantes mudancas de direcao do campo magnético interplanetario. Este pro-
cesso € mais eficiente quando o campo magnético interplanetério esta orientado no sentido
norte-sul da Terra, permitindo que ele se una ao campo magnético terrestre na magnetopause

e, provavelmente via reconexao entre estes campos, promova a transferéncia de energia do



4. As Instabilidades de Deriva LHDI e MTSI (IWI) 141

vento solar para a magnetosfera. O armazenamento desta energia ocorre na magnetotail e
constitui a primeira fase da substorm, chamada de “fase de crescimento” (ver figura 4.10(a)).
Durante a segunda fase, denominada de “fase de expansao da substorm” (figura 4.10(b)),
as linhas de campo mais internas da magnetotail comecam a relaxar de seu elongamento,
ocasionado na primeira fase, retornando com o passar do tempo a forma tradicional bipo-
lar. Este processo, conhecido como “bipolarizagao”, resulta na energizacao das particulas
carregadas da plasma sheet, levando-as a serem intensamente injetadas nas camadas mais
internas da magnetosfera, em direcao as regioes aurorais da Terra. Embora haja perma-
nentemente uma aurora fraca, é nos periodos das substorm que ocorrem o0s arcos aurorais
mais intensos. O mecanismo que serve de “gatilho” para o inicio da substorm ainda é desco-
nhecido, todavia acredita-se que instabilidades macroscépicas e/ou microscépicas, tal como
a LHDI, poderiam desempenhar este papel. A terceira fase é a “fase de recuperagao”, na
qual a configuragdo de campo da magnetosfera retorna ao seu estado de calma (ver figura
4.10(c)). Cada substorm é um processo que se desenvolve num intervalo de 2 a 3 horas e,

em média, ocorrem seis em um dia.
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Fig. 4.10: As fases da substorm: (a) fase de crescimento; (b) fase de expansdo; (c) fase de recuperagao.

[119]
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Em um contexto mais geral dos estudos da magnetosfera terrestre, identificou-se que
ela é a fonte principal das radiacoes quilométricas aurorais e de particulas relativisticas;
verificou-se que regioes de campos elétricos internas da magnetosfera possuem um papel
fundamental na aceleracao de particulas nas auroras; descobriu-se grandes fluxos de fons
aprisionados de grandes energias. Alguns efeitos dos complexos fendomenos que ocorrem
na magnetosfera afetam diretamente o homem, interferindo, por exemplo, no sistema de
comunicagoes e poténcia de transmissao de sinais, nas 6rbitas de satélites e, até mesmo, no

clima do planeta.



5. A Aplicacao do Formalismo no Estudo da

LHDI e MTSI (IWI)

5.1 Introducao

Todo o formalismo desenvolvido nos trés primeiros capitulos serd aplicado agora ao es-
tudo das instabilidades de deriva LHDI e MTSI (IWI). Primeiramente, um modelo para a
regiao de inomogeneidade serd elaborado tendo como base o equilibrio de Harris, direciona-
do ao modelamento da regiao da neutral sheet. Um perfil linear para as inomogeneidades
da densidade e do campo magnético ambiente, baseado no equilibrio de Harris, sera usado.
Os ions serao considerados nao magnetizados, e com uma deriva diamagnética perpendicu-
lar aos gradientes. Os elétrons serao considerados fortemente magnetizados, apresentando
derivas diamagnética e de gradiente de B, perpendiculares aos gradientes de inomogenei-
dade. O tensor suscetibilidade obtido no capitulo 3, sera particularizado para o caso de
propagacao de ondas perpendicularmente aos gradientes, e para freqiiéncias proximas a
freqiiéncia das ondas hibridas inferiores (w ~ 4/|Q|€;). Uma nova relacao de dispersao,
que inclui explicitamente a derivada espacial do tensor suscetibilidade, sera desenvolvida.
Como conseqiiéncia, as derivadas dos componentes do tensor suscetibilidade serao calcu-
ladas. As solugoes da nova relacao de dispersao serao obtidas para o limite de temperatura
eletronica nula. Os resultados numéricos da parte imaginéria (taxa de crescimento da insta-
bilidade) e da parte real da freqiiéncia, em funcao de kj e k, , serdo apresentados em graficos
3D e 2D. Os principais resultados apresentados nesse capitulo, bem como um sumario dos

desenvolvimentos tedricos utilizados, podem ser encontrados na referéncia [18].
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5.2 Modelo para a regiao de inomogeneidade

No capitulo precedente, foi visto que muitos trabalhos tiveram como foco principal o
estudo da LHDI em regioes da magnetosfera terrestre. O formalismo geral apresentado nos
trés primeiros capitulos serda agora aplicado especificamente ao estudo das instabilidades
de deriva LHDI e MTSI (IWI), sendo dado énfase a primeira, para parametros de plasma
da regiao da magnetotail. Assim, é imprescindivel que seja feito um modelo tedrico para
a regiao de inomogeneidade, que esteja em conformidade com o conhecimento prévio da
configuracao da magnetotail.

A figura 5.1(a), extraida da figura 4.9, é 1til para compreender o modelo tedrico que serd
empregado. Nela consta em destaque a regiao da magnetotail e a presenca da plasma sheet.
Nota-se que a regiao de plasma é bastante concentrada na regiao equatorial da magnetosfera,
o que sugere que a densidade varia na direcao x, considerando os eixos que aparecem na
figura. Fora dessa regiao a densidade do plasma é praticamente nula, enquanto préximo
a regiao central, que é a regiao da plasma sheet propriamente dita, a densidade aumenta
rapidamente. Quanto ao campo magnético, a parte norte da magnetosfera, segundo a
figura 5.1(a), nas proximidades da origem do sistema de coordenadas, possui um campo
magnético praticamente paralelo ao eixo z e orientado no sentido noite-dia. Este campo
tende a diminuir de intensidade na direcao x, no sentido norte-sul, até se anular na regiao
chamada de neutral sheet. Ja na parte sul da magnetosfera, todavia, o campo magnético
aumenta de intensidade gradualmente na direcao = e sentido norte-sul, com sentido do
campo oposto ao sentido do campo na parte norte. Um perfil bastante adequado a essa
situagao foi descrito por Harris, em 1962 [69]. De acordo com esse perfil, a densidade e o

campo magnético sao inomogéneos e variam respectivamente de acordo com

o

n(z') = B(x') = Bytanh ' |

~ cosh® 2/
onde ng e By sao constantes e ' = x/L, sendo = a coordenada e L a distancia tipica
da variagao significativa das inomogeneidades do meio. O perfil descrito estd representado
graficamente na figura 5.1(b), que é essencialmente a figura 1 da referéncia [69]. Observa-se

que na regiao central ocorre o maximo da densidade, e fora dessa regiao a densidade diminui
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Fig. 5.1: (a) Sistema de eixos adequado para o modelo da regido de inomogeneidade [116]; (b) Perfil de

Harris para a densidade e campo magnético de equilibrio.

rapidamente e simetricamente. Este comportamento da densidade é bastante apropriado
para descrever a situacao observada na magnetotail, apresentada na figura 5.1(a). O campo
magnético é assumido arbitrariamente como positivo para x’ positivo, diminuindo préximo
a origem e tornando-se negativo para x’ negativo. E uma configuracao de campo bastante
conveniente para descrever a regiao da magnetotail que, segundo a figura 5.1(a), possui um
campo que diminui de intensidade na regiao norte, tornando-se nulo na regiao equatorial,
chamada neutral sheet, e tem sentido invertido na regiao sul.

Um ponto importante que deve ser colocado nesse momento, diz respeito aos tratamentos
independentes usados para os ions e elétrons. O interesse, a partir de agora, é examinar as
caracteristicas das instabilidades de deriva LHDI e MTSI (IWI) no ambito da magnetotail.
Deste modo, a gama de freqiiéncias w das ondas de interesse esta na faixa de freqiiéncia das
ondas hibridas inferiores /|€2[€2; e, assim sendo, Q; < w < [§2|. Portanto, para a faixa
de freqiiéncia de interesse, a freqiiencia de ciclotron dos ions §2; pode ser deprezada, isto
é, os efeitos do campo magnético ambiente sao efetivamente irrelevantes para o movimento
dos ions. Durante o tempo de um periodo de oscilagao da onda, os ions descrevem uma

trajetoria praticamente linear, de forma que r;, > A, sendo A o comprimento de onda da
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oscilacao. E como se a onda “enxergasse” os efeitos dos fons como se eles estivessem em
uma regiao sem campo magnético ambiente. J& os elétrons sao fortemente magnetizados,
com w K Q] e r,, < A Isso significa que para um periodo de oscilagdo da onda, os
elétrons descrevem varios giros de ciclotron, enquanto os fons praticamente descrevem uma
trajetoria linear. O resultado formal dessa diferenca entre os comportamentos dos elétrons
e dos fons se reflete na condigao de validade A < L, da aproximacao WKB, dada por
(1.20a). Como L, > r., o que nao pode ser afirmado para o raio de Larmor dos fons rp,
os elétrons cumprem a condicao de validade da aproximacao WKB, no entanto os ions nao.
Como consequiéncia dessa situacao, a aproximacao WKB nao pode ser aplicada para os ions
e, portanto, o tensor dielétrico efetivo, obtido em (3.81), serd usado apenas para os elétrons.
Para os ions, o tensor dielétrico usado sera o tensor que foi obtido primeiramente por Wong
e Goldstein em [114]. Mais detalhes deste tensor serao apresentados logo a seguir.

Embora os ions sejam tratados como nao magnetizados, a sua deriva diamagnética vp;,
(4.2), serd mantida, em concordancia com a situagao de equilibrio inomogéneo do plasma.
No entanto, a sua deriva de gradiente de B sera desprezada.

Esse tipo de abordagem para o tratamento dos fons e elétrons é o mesmo adotado no
trabalho de Yoon et al, referéncia [113], discutido na segao 4.5. Assim, no presente capitulo,
todo o formalismo apresentado nos capitulos anteriores serd empregado para a obtencao de
resultados numéricos, que poderao ser comparados com os resultados obtidos na referéncia
citada.

O formalismo descrito nos trés primeiros capitulos da presente tese admite perfis lineares
de inomogeneidade da densidade de equilibrio e da intensidade de campo magnético de

equilibrio, com gradientes na direcao e,, e campo apontando na direcao e,, tal que

n(z) =no(l —e,z), (5.1a)

B(z) = By(l1+e€px)e,, (5.1b)

onde n(x) é a densidade e B(x) é o campo magnético ambiente, ambos varidveis com a
posicao =, e €, = 1/L, e eg = 1/Lp sdo o inverso das escalas de comprimento que caracte-

rizam as inomogeneidades da densidade e do campo magnético, respectivamente. Tal perfil
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¢é bastante apropriado para descrever aproximadamente a regiao indicada por um retangulo
tracejado da figura 5.1(b), que pode representar um determinado segmento da magnetotail,
como ja fora anteriormente discutido. A figura 5.2 é uma representacao dos perfis lineares
das inomogeneidades do campo magnético e densidade, dados por (5.1), cujos gradientes sao
perpendiculares ao campo magnético ambiente. Também consta nessa figura a orientagao
das derivas diamagnéticas dos fons (vp;) e dos elétrons (vp.), e a deriva de gradiente de B

dos elétrons (vyp).

B(x)
[B(x)| 0

n(x) VDi /
X VDe
V
VB

Fig. 5.2: Representacio esquemética dos perfis lineares das inomogeneidades de campo magnético e

densidade de equilibrio.

As inomogeneidades, cujas magnitudes sao aqui representadas por €, e €, nao sao
independentes entre si. E possivel mostrar, a partir das equacoes da conservacao da massa,
da conservacao do momento (equagoes de fluido) e da lei de Ampere que, para a situagao
de equilibrio descrita no capitulo introdutoério, com perfis de campo e densidade expressos
em (5.1), as inomogeneidades sao acopladas de acordo com a relagao

 dng(T, + To)

B €n - (5.2)

€B

Nesta configuragao de inomogeneidades, a funcao de distribuicao eletronica depende da

velocidade microscépica v dos elétrons e da posicao x do centro guia da orbita de ciclotron
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dos elétrons, expressa por x. = x — v,/|Q|. Essas quantidades sao as constantes de movi-
mento, ja descritas com mais detalhes no capitulo 2 da presente tese. Supondo o meio
fracamente inomogéneo, tal que L, > ry_, onde quantidade r,, = v./|Q| aqui representa
o raio de Larmor dos elétrons com velocidade térmica, sendo v, = \/T./m., a velocidade
térmica dos elétrons e T, a temperatura® dos elétrons, a aproximagao (2.15) é valida e, assim

vy Ofe
Q2| Ox

F.(v,X.) ~ fe(v,z) —

(v,z) .

Para uma distribuicao de velocidades inomogénea descrita por uma maxwelliana isotropica,

resulta

Fo(v, &) = (1 + ﬁ“Devy) fo(v,z) (5.3)

onde

€nv?

e
UDe = y VDe = UpDe€y , (54)
V2 |Q|
é a velocidade de deriva diamagnética dos elétrons, obtida da equacao mais geral (4.2).
Os ions, sendo nao magnetizados, podem ser simplesmente descritos microscopicamente
por uma funcao distribui¢ao semelhante a uma maxwelliana, com o componente v, acrescido

de uma deriva diamagnética,

2 2 2
i n(z) e vt (v + ZDl) + 0] | (5.5)
(27)3/2 v; 20
onde v; = y/T;/m; é a velocidade térmica, T; é a temperatura e
2
€nU;
Upi = \/§QZ y VDi= —Upi€y , (5-6)

1 As temperaturas aqui citadas estdo em unidades de energia, sendo, portanto T = 7, onde & é a

constante de Boltzmann e 7 é a temperatura real em Kelvin.
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¢é a velocidade de deriva diamagnética, sendo todas estas quantidades referentes aos ions. A
funcao distribuicao acima colocada, nao descreve apenas uma situagao de ions inomogéneos.
E possivel utiliza-la para descrever uma simples situagao de plasma com elétrons e ions
ambos homogéneos (e, = 0 = n(z) = ng), mas com os fons possuindo uma velocidade
de deriva vp; = —vp, e,, perpendicular ao campo magnético ambiente, conforme a figura
5.2. Para essa situacao, a velocidade de deriva dos fons nao tem origem no gradiente de
densidade, ao contrario do caso tratado presentemente. Este cendrio, de plasma homogéneo
e deriva dos ions, propicia o surgimento da instabilidade MTSI, cuja fonte é justamente a
deriva mencionada.

Depois de descrito o modelo para a regiao de inomogeneidade, é necessario particularizar
o tensor dielétrico efetivo (3.81) para as caracteristicas da onda de interesse. Portanto, o
tensor dielétrico efetivo sera adequado para uma faixa de freqiiéncias proximas a freqiiéncia
das ondas hibridas inferiores. A dire¢ao de propagagao das ondas (vetor k) que serd exa-
minada, ficara restrita as ondas que se propagam perpendicularmente aos gradientes. A

proxima secao ¢ destinada a esse assunto.

5.3 O tensor dielétrico efetivo adaptado para ondas
hibridas inferiores

A forma do tensor dielétrico efetivo encontrado na subsegao 3.4.3 é demasiadamente
geral para a obtencao de resultados numéricos. O estudo agora, sera particularizado para
ondas com freqiiéncias proximas a freqiiéncia das ondas hibridas inferiores w ~ \/m e
com propagacao perpendicular aos gradientes, de maneira que ¢ = 7/2 =k =k, e, + kje..
Portanto, de acordo com a figura 5.2, as ondas se propagam no plano y —z, com k, = ksenf
e k= k cosfl, com 6 definido como sendo o angulo de propagagao. Para uma propagacao
obliqua, § = tan™' k, /kj.

A base da teoria fundamentada nos capitulos anteriores supoe o plasma completamente
ionizado e, em adi¢do, supde-se que ele é constituido por prétons (fons) e elétrons. Os

valores dos parametros de plasma usados para a aquisicao de resultados numeéricos, foram
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extraidos do trabalho de Yoon et al [113], que originalmente os retirou de dados registrados
por satélites imediatamente antes do inicio de uma substorm, em regiao da neutral sheet
préoxima a Terra.

Deixando explicitas as contribuicoes dos fons e elétrons, o tensor (3.81) pode ser reescrito

CoImo segue

“1T+X +X . (5.7)

«—€ 1

onde X e X sao os tensores suscetibilidade elétrica para os elétrons e fons, respectivamente.
«—€ — <~ — “—
No caso dos elétrons, X =Xp + Xp, com Xp dado por (3.82) e Xp dado por (3.83), com

ambos os tensores calculados exclusivamente considerando o = e.

5.3.1 O tensor suscetibilidade )?

O tensor suscetibilidade dos ions foi calculado pela primeira vez por Wong e Gold-
stein em 1988 [114]. O principal objetivo do referido artigo foi estudar a possibilidade da
distribuicao dos prétons, com deriva perpendicular ao campo magnético ambiente e tem-
peratura anisotropica, ser capaz de gerar propagacao obliqua de ondas do tipo whistler, na
regiao da foreshock. Esse tipo de onda, assim como as ondas hibridas inferiores, possuem
uma freqiiéncia bem maior que a freqiiéncia de ciclotron dos prétons. Por tal motivo, os
autores consideraram os fons (prétons, neste caso) também nao magnetizados. Mais tarde,
em 1991, Lui et al [108], usaram o tensor obtido por Wong e Goldstein, mas adaptado para
temperatura isotropica, como sendo a contribuicao dos ions para o tensor dielétrico, no
estudo da MTSI e IWI, direcionado a regiao da neutral sheet. Yoon e Lui, em 1993 [110],
deduziram novamente o tensor citado, utilizando-o na investigagao da MTSI e IWI, para
propagacao obliqua e com parametros fisicos da regiao da neutral sheet. Finalmente, Yoon
et al [113)%, 1994, utilizaram uma forma muito semelhante a do tensor usado por Lui et
al (apenas o sinal da deriva dos fons é diferente), para a contribui¢do dos fons ao tensor
dielétrico completo. Todavia, nesse artigo, diferentemente dos outros citados, os autores

consideraram um plasma inomogéneo em densidade e campo mag