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RESUMNDO

Usamos as tecnicas de redugao na representacao de Dirac
para provar que a formulacido da teoria quantica de campos em termos
da metriz S @ equivalente & formulagdo da teoria em termos do princi
pio variacional.

Este metodo ¢ empregado para mostrar que a matriz S po~
de sempre ser posta em termos do lagrangeano de interagao mesmo no
caso de scoplamentos derivativos, desde que todos os limites que a-

parecem na teoria sejam tomados apos a solucao da mesma.



111

IV

Vi

Vii

VIil

ITNDECE

Introdugao

Formulagao varfacional e equacoes de Euler-Lagrange

I11-1. introducio

11-2. Equagdes de Euler-Lagrange

11-3. Campos livres - Relacoes de comutacio e funcoes
- de Green

Matriz S

I11-1. Introdugio

[11-2. Formulacao Hamiltoniana

111-3. Hamiltoniano de Interacao

111-4, Formulagao Lagrangeana

Equivalencia das formulagoes: Eletrodinamica Quantica

Equivalencfa das formulacOes: Lagrangeanos de fnteragao

sem derivadas

Equivalencia da formulagao lagrangeana da matriz S com

as equacoes de Euler-Lagrange

Equivalenctia da formulagao hamiltoniana da matriz S

cor as equacoes de Euler-Lagrange

Conclusao

Apendices

Referencias

w O o »

13
18
18
19
24
28
32

39
44
49
56

58
63



I -~ Introdugeo

E fato conhecido que a solugdao perturbativa de proble-
mas em teoria quantica de campos, usando o principio variacional, da
resultados fguais aos obtidos a partir do formalismo da matriz S. Es
te equivalencia, no entanto, s0 @ demonstrada para termos de orden
finits nas expansoes, e para casos particulares como, por exemplo, &

]. e a 'interacao meson-nucleonz’3,

etletrodinamica quantica

Alem disto, existem diversos modos de encontrar a ma-
triz S. Podemos partir de analogia com a equacido de Schrbdinger ou
de principios fisicos bastante gerais, resultando em formas para S
que envolvem respectivamente o hamiltoniano ou o lagrangeano de inte
racao, além de prescricoes diferentes de como tratar produtos ordena
dos de campos. No caso de intera¢8os com derivadas as duas formas pa
ra a matriz S sao bastante diferentes e a prova de que elas sao e-

quivalentes tambem € restrita a casos particulares4

tas de perturba;ios.

ou a ordens fini

Com 1sto surge o péobiena‘de que o uso da forma lagran
geana, mais facil de iratar, nao e justificavel nos casos de intera-
¢0es mais complexas & nao ser que possamos demonstirar que ela e e-
quivalente a algum formalismo conhecldo.

Hosso objetivo & mostrar que o formalismo variacional 2
equivaiente em todas as ordens de perturbagao as frrzaiismo da  ma-
triz S nas duas formas acima referides.

Por outre iade, as condigOes que sao fmpostas na foramu-
lag@o Lagrangeang do Renoliubov para a matriz S, determinam na reali

dade apenas sua forma, mas nao o funcicnal de campos que aparece no



expoente. Este & encontrado no caso da eletrodinimica por analogis
com o metodo quasi-classico, sendo da7 extrapolado para as demais
fnteracoes. Usando as tacnicas empregadas no presente trabalho para
demonstrar a equivalancifa, podemos encontrar a relacio entre éste ex
poente e o lagrangeano de intaragao, simplesmente impondo que os for
malismos sejam equivalentes.

Iniciaimente, estudamos no cap¥tulo Il a formulagao da
teorfa de campos atravas do principio varfacional, mostrando como po
demos resolve-la por métodos {terativos.

Ro capftulo I1! s3o resumidos os metodos para obter a
matriz S. Damos enfase &8 formulacdo lagrangeanma de Bogoliubov e Nis-
hijima, na qual temos particular interasse devido aos trabaihos de
pesquisa es andamento naste Instituto32.

No capituio 1V @ mostrada a equivaiencia entre os forma
1iemos para o caso da eletrodinamica, onde todas as formas obtidas
para a matriz S coincidenm.

A técnica de formulas de reducdo a¥ introduzida e gene-
ralizada no capitulo V para interagao sem derivadas, & obtemos a e-
quivalencia para este caso.

No caso destas derivadas existirem, as duas formulagoes
da matriz S nos di3o formas diferentes, ¢ os capftulos VI e V11 wmos-
tram a equivalencia das formas lagrangeana e hamiltoniana, respecti-
vamente, com as equacoes de Euler-Lagrange.

As demonstragcdes apresentadas s80 para lagrangeanos de
fnteracio que ervolvam a dertvada primeira em forma linear.

No caso tratado no capftulo VI, ests demonstracac pode



ser imediatamente extendida para derivadas lineares de quaiquer or-
dem e tipo de campo. A demonstragaoc do capftulo VII no entanto so
pods ser generalizada facilmente para derivadas de ordem superior
que nao envolvam campos de fermions, em cujo caso a demonstracio en-

freata alguns problemas.

ii{ -~ Formulagao Yartacional e Equagoes de Euler-Lagrange

- %
ii=1. Introdugao

A teoris quantica de campos pode ser construida 2 par-
tir de esnalogta com a teoria cliassica de campos, ou com a mecanica
aventica quande o sistema ndo possul andlogo classico.

Um exempio de campo classico € o eletromagnetico, Qque
ohedece 3s equagdes de Maxwell, ao passo que no caso de fermions, pa
ra os quals hio ha equagao cliassica, o ponto de partida ¢ a equagao

de Dirac ds mecanica quantice.

c wsiaeie Pt

ilzaremas as denominacoss isgrangeano e hamiltoniano para designar

=
a “dansidade de Tagrungeana” e & "densidade de hamiltoniano”

respactivamente. A relagioc entre o lagrangeano propriamente dito e

sua densidude ¢ dada por l_,}Lf;(&- . Para o hamiltoniano temos

He [ wdX



Iniclalmente, tomamos em teoria quantica de campos as
fungoes ¢(a¢) » que descrevem os campos (classicos ou quanto-mecani

cos), como operadores depeandentes de posicio, de mesma forma que as

varfiveis dinimicas X e P tornam-se operadores na mecanica quan-
tica usual. O estado & descrito por um vetor no espaco de Hilbert,
\ Q? . Supomos gque o sistema possa ser descrito por um lagrangeano
..é de onde podemos obter um hamiltoniano, sendo que com ajuda do
primeiro estabelecemos relagoes de comutagao entre os campos e seus

momenta conjugados:
~ P |
CTex ), gex,t)Je = ¢ Sex~x") (2.1)

LT, Tl = Dexu, guxiv]-0

TAB), = AB2BA

Notacao: A (Tndice re;pet'ldo-son)
rPs £
e:t: i
X (¥,i1) Ryz idos it A% aar

o= HyjJo+ Hpyp * Hygs = Xofo
t L&&' xicd‘l &0 fv-— ‘d‘

Ot e ;,?—z %} ’Q,rfm- %é__{l ?‘ﬂw.%;



0s operadores Plx) e W ) podem ser expandidos em
series de Fourier, sendo os coeficientes interpretados como operado-
res de absorcao e criagao de particulas, cujas relacoes de comutagao
s30 obtidas a partir da (2.1). Esta interpretacdo da ao metodo possi
bflidade de descrever sistemas de muitas particulas, inclusive com o
sparecimento e anfquilagao de qualquer numero delas, o que n3c era
possTvel em mecanica quantica.

A evolugao do sistema pode ser descrita por meio de uma
equacao de Schrbédinger

(7w, o)1 P> = i%l@) (2.2)

onde os operadores contidos no hamiltonfano nao possuem debeadincia
no tempo, estando toda ela contida no vetor estado. Esta representa-
cao nos leva so formatismo da matriz 5, que ¢ o assunto do proximo
capituio.

Uma alternativa @ supor o vetor estado constante ¢ 03
operadores dependentes do tempo. Estes seriam obtidos de manefra ana

loga a teoria classica, isto &, supondo que a acdo do sistema e um

extromo,

(2.3)

fjfu) d'e =0

de onde obteremos as equacgoes de Euler-Lagrange
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que, resolvidas, nos déo a dependencia espd;o-tenporal dos operado-
res campo. Neste capitulo trataremos desta Ultima formulacdo, chama-
da variacional. As equagoes de campo resultantes so podem atualmente
ser resolvidas por {teracao em termos de campos livres. Para isto, €
necessario conhecer as regras de comutagao ¢ as fungdes de Green pa-
ra as equacoes destes campos. Mostraremos como encontra-las em ge-
rat peio metodo de Peferls,apresentando sliguns exemplos de interesse.
Ho caso da eletrodinamica e interacao vetorial meson-nucleon mostra-
@wos tambem as equacdes a serem resoividas para.encontrarmos as for-

uas dos campos interagentes.

11-2. Equacgoes de Euler-Lagrange

A descricao de um sistema interageate de particulas e
dada em termos de um Lagrangeano‘lf » que pode ser dacomposto em uma

parte correspondente aos campos livres e outra referente a intera-

coes:

jz,’i(¢)+.{f(¢) (#:3

0 principio da m¥nima acdo nos leva as equagdes de Eu-
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1.»-Lagrunges

’Dﬂéﬁ)f;( ,“} 0(%%90-0 (2.6)

onde & func¢do de e de suas derfvadas ate a ordem . Devi

do a eq. (2.5} podemos escrever a (2.6) na forma

0ls 5 1.2 ¥ 0L . 24 2L D
7Y +Z.'k ) W'" = <=L 'fg (foy (J@&ﬂv}

0 primeirc membro desta ultima equacao pode ser escriteo

ok notagadc condensads

qu $ O[g__. =
D gz( )O(Q’ﬂfw)) R gy 2.9

Este expressao quando igualada a zero nos da a equacao de campo 1i-
vre, A jnclusao de intersgdes faz com que a equecao de campo  passe

e

K ey g =0 (2.9)

pare

D¢ ok ,
& e

Ky @) = ‘;L

l}h/Lg
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Em geral, nos problemas fisicos, esta equagcao nao pode
ser resolvida exatamante.
Por exemplo, na eletrodinamica quantica (EDQ), o lagran

gesno € dado por

<£= fo (% &, h + d" A)‘ r:d c‘:.E'E;t](z.n)

No caso de campos livres, L= ¢ . a5 equagoes de campo

sav
~ (d;ggﬁ*%) Yw=o

02(&)&4 -m Pz O { 2.12)
Q¥

G A= o
/M
Quando incluimes a fnteracgio, obtemos

b -Q-' -+ ‘'m q/(& =
(»@xﬂ )Y = (e J};‘f’ue)/}‘w) -

VE (» - Pit)e — o &
7525;-1@\ P -e wwa;nfw

O Al = - p W
ou ainda, em notegdo anatogs & da eq. (2.10)

D Wi = (1 &, ¥l w0
D w Pz -t Py {@.w) ( 2.18)
0 () ﬁ}ulx) = —jn



lzl

Para solucionar qualquer problema em EDQ, bastaria re-
solver as equagoes (2.13). No entanto, nao sabemos como faze-lo exa-
tamente. Estas equacoes diferencials podem ser transformadas em equa
¢oes integrafs, bastando para isto saber apenas as funcoes de Green

a
des equagoes { 2.12), 5&, S5, e Dz respectivalente7:

Wi = ¥ T - c(_jd,“x' Xy 8, ¥ A/)“ut’)

— ~— A . o~ A 2.15
P = @ () -~ 2 fd."x’ P (e) g‘ &(«‘} S5ce-¥Y) ( )

A, 0 = e;”‘w) + f A% 0fee-wy §p )
05 zempos _g:: s20 solugoes das equegoes homogeneas (2.12) e portan
to sattsfezem a equacoes de campos livres., Usando o metodo de {tera-
cac. a {2.15) poda ser resolvida por sucessivas aproximagees, rosui-
tar¢C numa expansao infinits em potencias da constante de acoplamen-
80
No caso geral de interagtes com derivadas & solugao for

wms! o6& aquageo (2.10) & dada pors“8

D2 P ug +s’°j {(._ ) Clx- 3}} )‘(‘2}15)

onde ¢‘M e G satisfazem s equacoes

K G ¢‘-“(w=o {2.17)
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K Ger-a)= - 5‘{3.“») (2.18)

Como exemplo, temos o caso da interacio vetorial meson

nucleon, onde o Tagrangeano de interacgao e

o/ - W 2% (2.19)
I é}* ;5'4;,’\

A equacao de campo para @

K gay - - d,,u) (2.20)

tem COmMO shlucio
Dy "W -rfd,g' Q__C_ﬂf,.ﬂd Lat) (2.21)
78, a

Resta apenas encontrar as TungOes de Greem ¢ as  rela-
cbes de comutacio dos campos que obedecem a equegado (2.17). Um meto-

do geral para isto e dado a seguir.

11-3. Campos livres: relagdes de comutacdo e funcdes de Green

Um método para encontrar os comutadores e fungoes de

9

Green de campos livres € dado por Peferls”, que parte das fungoes co

nhecidas pars campos escalares sem spin, e as obtem para qualquer ou
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tro tipo de campo, mediante a unfca suposicao de que qualquer compo-
nentes destes tambem satisfaz a equag2o de Klein-Gordon.

Vamos primeiro estudar as propriedades dos campos esca-
jares e apos usar o formalismo de Peierls.

Um campo escalar livre sem spin e descrito por um Ta-

grangeano

- 2
o(/): - ZLL ('%%) + we gt (2.22)

cuja equagac de movimento ¢ a de Kiein-Gordon
( 0@ ~mm¢) )= O (2.23)

Uima solugdo arbitraria de {2 23) pode ser expendida en

tzime: de ondas planas

¢w)~:2 7-1:-‘ {.ef F"a(fn) -+ e*"P'*Qj(P,} (2.28)
TN

+ - -
onde A e A sio operadores absorgao e criagao.
Sabende a sclugao em qualquer tempo, podemos escrever as

)
relacbes de comutagao para Tyt

Cow Ju)hT=

X (

¢ P (e -3e')
=

2n

¢ = g_!;‘ J’dqp £ Bilpoy - B(-pwd Jip>m?)e

. i Lo>0
2 Ald-uY 8(449);{0 %o <0
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Como para X, =p
L)z © ¢ VbW . _ 53 2 26
OR * (2-26)

vemos que a (2.25) concorda com as relacgoes de comutacgao obtidas por
analogia com o formalismo classico.

Definindo as funcgoes

Ay = — By AW

(2.27)

A
A )z Bl-%) AW

- tp!
Ar(x R)E <O\T‘{¢(¢)¢w')}(o>

podermos mostrar7 que
R.A

(U(a)"%.&) A (X) = - 5 (¥ (2028)
( a YA (f-wt = § (x-wY

() = M ” #/ = ““,« (2.29)

ou saeja, AQ , AA e OF sao fungoes de Ereen das equagdes de cam

pos livres, cada qual com diferente condigao de contorno.

Ro caso ¢a campos compiexos, o lagrangeano

= =-r %% +m @ g ] (2.30)
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tambem nos da a equacao de Klein-Gordon para cada componente. Neste

caso as relagoes de comutagao e o propagador ZSF tem a forma

C guwo, Blw)]= ¢ OCw-u)

(2.31)
Aew)

L)

- B (&) A(w AA(JJ_:_G(-&,) ey

Be¥-w) = Lo 17 { @0 Bl Ho>
sendo validas tambem neste caso as relagoes (2.28) e (2.29).
Partindo destes resultados, Peferls nos ensina as re-
gras de como encontrar os comutadores e as fungoes de Green para cam
nas l4vyres de qualquer spin. Dada 2 equacgans de Euler-Lagrange, cada

comnonente do campo satisfaz & ums equacZo do tipo

K_‘P(u) ¢Puo -0 (2.32)
Deste fato decorre que deve existir um operador ‘amr
Yal cusg
_ _ 2
Faciimente podemos ver que 2 solugao para a equagao
QA . y '
KO(P(A() Af’“ (K~2) = - é‘—a‘ (f (o - ae) (2.34)
s dads por
?»Q O.A .



17.

ou seja, as fungoes Ai(p . A“P

quivalentes para campos escalares, mediante a aplicagac sobre estas

do operador C).((_w, .

Exempios:

e ¢3F¥p podem ser obtidas das e-

Particuias de spin 1, M #p

© ¢ oY -
fa«ep( * Q¥ )= ™= .(\;@ 9 (2-36)
= | Ok
= A:‘P( D=~ DY, D¥;

De {2.33) temos que

e, _ / ks ,
or (g -2 ) e

corm 0 que

(&

R, A
1 02
o(p; d ﬁp) ( 'Ml G, )(A Q AF) (2.38)

Particulas de spin 1/2

K«P(a) WP(aJ : - (¢ & 4w ) Y=o @3

Logo

O = — 3}-9- —m) (2.40)



‘83

e
(. « )5' 5 )s - (a‘ .@- -"W\) (A 9'“ (2";]*)
P .(P ’ (4 M . )6 ; 0 ) ,

Des ta maneira, obtemos as func¢oes de Green e as rela-
goes de comutacao para & equacao de campo livre real ou compiexo, de
spin arbitrario, o que nos permitem resolver por iteracao os proble-
mas em teorta quSntica de cempos. Todo formalismo parte entao de um
lagrangeano, de onde sao obtidas as equagoes de campo cuja solugao
exata em geral nao conhecemos. Partimos para uma solucae por itera -
¢2o, 0 que e possivel pois as fungoes de Green e 0s comutedores ja
sa¢ conhecidos para o caso livre. Obtemos deste modo uma solugzo a-
proiimads em termos de potenclas sucessivas da constante de acoplia-

manto.

I11{ - Hatriz S
i1I-1. Introdugao

Ao resolvermos qualquer problema em teoria quantica de
cempos, estamos mais interessados em discutir processos de espalha-
mento do que medidas do campos ¢ . Isto porque o que medimos na
realidade s2o seccoes de choque obtidas apos haver cessado a intera-

cao e nao os campos interagintes.

Para este fim, usamos o formalismo da matriz S, a qual
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conecta o estado inicial do sistema, no qual as particulas nao inte-
ragem entre si, e o estado final, que corresponde as particulas espa
lThadas e novamente sem interacoes entre si.

Se |L> € o vetor estado que descreve o sistema no tem
po L= -—00 entdo S{i> nos d3d o comportamento assintdotico do siste

ma no tempo €=: 4 0. Desta forma
< f Vsl (3.1)
nos da a ampliiude de transiceo de um estado {L> em €= -p0 para um
estado D em €=+ 00.
111-2. Fermulacgao hamiltoniana da matriz S

Como Je mencionamos em I¥-1, a evolucao temporal de um
<!5isna pode sov descrita 48 varias maneiras,

Na representagao de Schrddinger a evolugao temporal es-

2§ inteirsmente contida no vetor estado que obedece 2 equagao de
Schr8dinger
AL w> - °;5—t:‘§“)> (3.2)

s
onde H e o operador hamiltoniano

A S P Y

Podemos passar para nova representacao, na qual o vetor

estado & independante do tempo, por meio da transformacgao canonica'?
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L % > - [‘“ l <j”> (3.4)

para o vetor estado e

. :
Feo = 2 Flue (3.48)

nara 0% operadores.
R H
Da (3.4) e factl notiar que os operadores F  nesta re-

presentacso (Heisenberg) obedecem a4 equacgao
NFEY
L3 = [FL K] (3.5)

pr seje, 8 Tormutegao variacional corresponde a resoiver a teoria nea
rapresentacao de Haisenber97,
Ums terceira representacaoc utilizada € a de interacgao,

¢sabem chamads de Dirac, que € ligada & dn SchrBdinger por

t ”of S -//‘it

et § 0> Flu=e™ F (3.6)

10> = 2

La? obtemos que a evoiucao temporal de um operador na
roprasentaceo de Birsc e de mesma forma cue a de um campo livre. 0
. o, , -
awvpdo | @ (V7 satisfezr a equagzo

',_D_E_. (oS - }/ i §n> (3.7)

D
snda F& € a parte de interscao do ham!ltoniano, escrito na repre-

sentagse de Dirac.
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Bastante importante, em nosso trabalho, € a relagao en
tre as representacoes de Heisenberg e de Dirac. A primeira e aquela
na qual e desenvolvida a formulagao varfacional e a segunda ¢ a da

matriz S. Supondo que a evolugao de | P°()>sesa dada por

[ 370> = VUt to) | $%Ua > (3.8)

podemos provar & relacéo]g
H -t P
Ft) = Uttty F(b Uit ts) (3.9)
va equaceo (3.7) segue que ¢ dinamica do operador e
S3% G
DU L) P .
e LMORVISAN Ui te)={ (3.10)

P
Tomando Loz -00 , o estado | @ (f0)D corresponde a0 es

tada L> 6s (3.1) e @ facil notar que 2 matriz S @ dada por

{5 =13 (o> 51> = (% >

(3.11)
oo Line Lun Ot ts)
t 2060 to—2-00
. ., - 10,11
A zolugao da equagac (3.10) e dads por
Ut 1, =
{3.12)

A < ¢

o° A
- 8 o ity [t T{ M2 KO }
I3 {c
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ou ainda

~}?° r 1
5= ULOO,-oO):T_e_“-%IJ d

(3.13)
onde 7— e o operador ordensgao temporal, que faz com que 0S Ccampos
ziuer ER srdem iemporal crecscente.

Sendo insatisfatoria, no entantio, a maneira cowo foi en
contraia e (3.i3§, ja que a equagao infcial {3.10) nao € covariante,
goi3 ¢ tempo desempenha um pape: ciferente das demais variaveis e is
to nos obriga 2 tomar um sistema de referencia particular, e intrody
7140 o conceito de superficie “space~like* <§ , sendo 2 unica condi-
¢an s0bre 2ta imposta a de que a normal ’nr em qualiquer ponto sa-
2 a W}h ﬁ,~f>0. Podemos visualizar isto dizendec que nao ha
407y pontcos sobve G‘ que possam ser iigades por um sinal de fuz.
fom 6 objetiveo de encontrar ume versao covariante da eguagao de
s¢nodginaer, Schuingeriz procura um operador L}(d) tai que F:?a)

ssvisfaga ®» equagoes de zampos tivres,

D , H ~1
F Qo = U 6) Flawu (6.6 (3.14)

Desta forma a evolucado do estado e dada por

130> « e | §%6C0)> 13.15"

9 -~
A tim <e cue F () dependz apenas do ponto & e nao
is pariticular superficte & , a forms de Uld) deve ser restringida ,

de ®modo que



23

)
[l [ govio, g0 o

-~
Isto sera satisfeito se -é%%é;() (d) for uma fungao

invariante dos operadoras no ponto &' . Alem disto, o carater unita

rio de ¢/ requer que

- VW U |
¢ (d) :
{ Qv (3.17)

cseja hermitiano.

Esta ulitima condigao poda ser escrita na forma

(' %2(2__(6_,)2 = d{xp(a) U(d) ( 8.18)
(&

que @ a analogs covariante da equacao de Schrddinger, e @ chamada e-

13’;2. Ela nos da para a matriz S 2 mes-

quacac de Tomonaga-Schwinger
D
pa Torwma antariormente encontrada, desde que &fr sejs interpretado

como 2 densidade de hamiltoniano de interacao.

14 faz uso

Partindo da equagao de Schrddinger, Tomonaga
do conceito de superficies space-like e obtem de outra maneira a mes
ma equagao (3.i8). Para que esta tenha solucao ele mostra que & pre-

ciso que sejs satisfeita a condigcao de integrabilidade

6 . .0 . €% - D e (3.18a)
" " - ¢ ) I¥)_+ ¢ Jf:(df/.;o :
[MI( ),3(,(«)] ‘ D <) (¥

Cle-o2 >0

que & uma maneira de expressar o principifo da causalidade.
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111-3. Hawiltontano de interagio]s

0 requisito para calcularmos os elementos de matriz do
operador S @ conhecermos a forma exata de _&Qf .

Historicamente a primeira meneira de encontrar é{;’ foft
baseada em consideracoes de correspondencia com o hamiltoniano da e-
quagao de Schrbdinger‘a’ls, Quando Jez nzoc contem derivadas de cam-
pos consiste simplesmente em substituir os campos na representagao
de Heisenberg por campos na representacao de Dirac.

V7 quando o lagrangeano

Surgem no entanto dificuldades

de interacao contem derivadas de campos. Tomado da maneira acima,

é{f nao satisfaz a condicdo de integrabilidade, que € 2 condi-
¢80 necessarfa para a existencia de ¢, Go) 18,

Pars resolver estes problemas usa-se o formelismo cano-
ntco]g‘zo. 0 lagrangeano @ considerado como funcional de gﬁ e de
zuas derivedas de ordem M no maximo. Devido as relagOes de comuta-
cao entre as variaveis canonicamente conjugadas, podemos dizer que

estes pares conjugados, nas representagoes de Heisenberg e de Dirac,

estao 1igados por transformagGes unitarias

DB (4 DB ((t,¢
Bl = Uty LB Ot

n:014,2.-..,M-1

¥ - 0 (3.19
Tower = o7t T Ut to) )

7. 2Liey 7 odo(g?
* TR (TE)) rz(%5)




0 Tndice ) varfa de O até m-; devido ao fato de

Mo
rg_—g nao ter mowmentum conjugado (.’E;\H,o ) - Desta forma, se
X M g
(D ,{contiver @_._.Q. » pode-se mostrar que6
x ol

a5 -4 )]
L2 4 U %{—(‘?\— Ut t,) (3.20)

e a mudancga de representacio podera ser obtida substituindo /Q;'gt“
por ;5‘)_}?) para 1 SM-1 , mas nao para A=m , Este @ltimo
termo contera um fator extra, que sera responsavel pela mudanga de
forma que ocorre na passagem de uma representagao para outra.
Para maior clareza, vejamos como se comporta M (g"):
= Hol@¥)¢ H(#%) frente a uma mudanca de representacao. Por
}v’(¢"};)l°(¢y) 2 }II(¢') estamos indicando uma forma especifica do fun -
¢cional. Se escrevemos //oMo} enienderemos isto como um funcional
de igual forma mas expresso em termos de campos ¢D .
0 lagrangeano o/i, dos campos livres contem o termo em
M . Frente a uma mudanca de representacao, este termo passa
pard:d€ @;%gﬁ A(®P) onde A & um funcional de campos, ou se-
ja,d(%}-’aé(%%o.,n) que ndo € a parte de caompos livres pa-
ra os campos de Dirac. Entao, da mesma forma, /4/0(4;:‘ ¢”) passara p&-
ra //o((Q:‘¢°+ A) . Como o expoente da matriz S & a parte de inte-
ragio de todo hamiltoniano na nova representagao, //o(¢”) contribui
ra para /J; , @ assiw concliuimos que n2o podemos encontrar /“; sim
plesmente substituindo ¢”-*¢‘D em //I“ .
Vemos exemplificar o estabelecido acima para o caso de

[(¢”) snvolver no maximo derivadas primeiras de ¢” , Um cam-
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po escalar sem spin
6{(¢’;0f‘¢.):‘[)°(¢”//9.-¢”/‘*¢01(¢',g,¢9 (3.21)

¥
0 momentum conjugado a ¢ e dado por

H
Mo = RE . e | 2b
@ £ og” (3.22)

s ogh e R CBY B Y
oL

Ao par canonicamente conjugado L¢’f ") correspondera

o par (¢€ 7% . Entao

¢H(A0: U™, te) B0 O (4 o)

(3.23)
H -
T o= 07t 6) Mo Uttt
onde D '
77, (x) = fof (¢ )
(3.28)
) p’f’
Dests forma, obtemos usando a (3.22) e a (3.23)
Ugurs u(TY- .?!;L”)u" -
op (3.25)
- &° L - D
- - —_ +« A Q)
& sys Y = ¢ (¢

Rosso objetivo € encontrar o hamiltoniano de {interacgao

na representagao de Dirac. Lembrando a definigao da densidade de ha-
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miltoniano, podemcs mostrar que (ver Apendice A)

>}
e L (0,09 « L (VG pt  (8)
ng"
ou seja, o hamiltonfano de interacao na representacao de Dirac pode
ser escrito como o lagrangeano de interagao com os cawpos nesta nova
representacao, a menos de sinal, juntamenie com outro termo prove-
niente da{ 3.25).
No caso da eletrodinzmica, o lagrangeano de interagao
nao envolve derivadas. Com isto, o uitimo térmo da (3.26) e nulo. Te
mos entao

M: N -.f;( #% < ——d,,? A/AD (3.27)

isto @, basta substituir os campos Qﬁy por campos 950

Nas interscoes (pseudo) vetortais entre mesons e ny-
cieons o lagrangesno de interagséo envolve derivadas de campo (mats
especificamente, envolve a derivadz de maior ordem contida em .f))sa

Neste caso, usando a (2.19) e 2 (3.26) obtemos

D D L 0
= - VL. o+ L
H = N Se 2 ((J)‘ é‘;f) (3.28)

que, posto numa forma covariante, fics

P Iv] D
i VD M
HI, a,ﬁ YA + 2 ((};‘"),) - {3.29)
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Nesta ultima parte, 'V\» € normal 2 superficie & ,cor
respondendo este termo a uma interagao do tipo df.

Hostramos assim que a formulagcao hamiltoniana da ma-
triz S @ obtida a partir da equagdo de Schrddinger{ ou da de Tomona-
ga-Schwinger) atraves de uma troca conveniente de representacao. Is-
to nos permite calcular os elementos de matriz que aparecem em ter-
mos dos novos campos, cuja evolugao @ a de campos iivres, que ja e

conhecida. 0 expoente desta matriz S e dado pela parte de interacao

do hamiltoniano total (Heisenberg) transformado para a nova represen-

tacao. Ele constara a menos de sinal do Vagrangeano de interagao es-
crito em termos de campos de Dirac, acrescido de um termo dependente
da normal a superficie d no caso de oZ; conter a derivada de

mais alta ordem. Como isto nao ocorre com a eletrodinamica, temos

0
M: z -.[;(¢°/ (3.30)

8

de onde a matriz S neste caso & dada por

b Is)
5. 7 JH Y 4

111-4. Formulagao Lagrangeano da matriz §

Usa formulagao diferente para a matriz S e dada por Bo-
goliuboVZ‘. que encontra uma forma para & mesma sem fazer referencis

a0 formalismo hamiltoniano ou a equacao de Schrddinger. Em seu lugar
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@le impGe que ela deve obedecer a certas condigdes fisicas bastante
gerais.

Iniciaimente supoe que o lagrangeano de interacao e da-
do por .2?@3)3(&) onde é(x) e 2 intensidade com a qual a intera-
cao esta "ligada*. Este parametro pode variar entre 0 e l, sendo ze-
ro o valor no passado e futuro remotos. '

A matriz S e dada por

| o> = | @(ab = 6(3') { @ (-000> (3.32)

de onde segue que a primeiras condigéo, 2 conservagao da norma, nos

leva a

<gegd <§(8>> = < Q00| l-e0> (3 33

ou seja,

f3 fs+:, 1 {3.332)

que expressazz & conservagao de probabilidade.

Outra condigao que deve ser satisfeita pela matriz S @&
a da invarianca relativistica, segundo & qual, frente a uma transfor

macao de Lorentz Z. .

®— 2'- Ly
(3.34)

cfw)——ngw = gu"a)
ldita» — | Q’(LJJ) = 41 o>
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de onde segue que

5(43): Y 5(3}()[ | (3.34a)

Quereéos ainda que seja satisfeito o principio da causa
lidade, de acordo com o qual, qualquer evento que ocorre no sistema
devera influencia-lo somente no futuro. Posto em forma matematica te

mos

§ [ $3@ s*tg)]: o (ae,geg) (3.35)

Usando estas condigoes, Bogoliubov encontra uma forma
para a matriz S e, atraves de correspondencia com a teoria quase-clas

sfca, ele obtem

5= T,e"f'éwa) “q (3.3

ou seja, eia @ posta em termos do lagrangeano <42 interacao escrito
com 0s campos na representacao de Dirac.

No caso de o 1 nao conter derivadas de campos, esta for
ma coincide com a hamiltoniana. Porem, nos casos de eli-envolver de-
rivadas de campos, aparentemente surge uma contradicac, pois as duas
formas nos darao diferentes eiementos de matriz para um mesmo proces

so (ver formula (3.26)).

23

Matthews®", ao estudar a watriz S para espalhamento me-

son-nucleon, observou que aparecem elementos de matriz do tipo
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o
Lol T{@—Q
(D*; ’QJU

o
le> = Q7 DpCuy ‘7;‘70 Stbe-J; (3.37)

’ngng

e que o ultimo termo da (3.37) cancela exatamente a contribuicao do
ultimo termo da (3.29). Deste forma, podemos, na pratica, tomar como

expoente da matriz, ,Zi (¢f), e usar a prescrig'a'o24

4;"&8 J
<OIT{@%- }lo>fg- ki (3.38)
D Q
A Jb ’Oﬁﬁa)au
dada por Bogoliubov.
Uma justificativa deste procedimento @ dada por Nishiji

maﬁ. Para tanto, ele define a matriz S como

. D L/
¥£¢ff;(¢°,@¢ %

(3.39)

5- T

*
onde o operador 7~ prescreve que, se houver processos de Timite
na teoria estes devem ser tomados apos a ordenacac temporal. Des ta

forma, os elementos de matriz do tipo (3.37) ficam

}RB DS _

Q;M« <O\T{ Ble+6) - Be-g0 ¢l¥+a,ﬁ gé(;-g,,)} g3 .40)
€40 ‘2'€M 24,

£, =0

¢
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que concorda com a (3.38).

ConcluTmos, entao, que a matriz S pode sempre ser obtf-
ds em forma lagrangeana a partir de principios gerais, desde que o
operador de ordenacao temporal seja definido cufdadosamente. Um pro-
blema interessante a ser analizado € o da possibilidade de obtencao
de T'* da propria formulacao da teoria, eliminando-se assim a ne-

cessidade de uma prescriciaoc “ad hoc".

IV - Eguivalencia das Formulagoes: Eletrodinamica

A interagac antre eletrons e fotons pode ser  descrita

sOr ul tagrengeano

Lo T L T

(4.1)

/‘ H — W N AW
T b 3" - x/‘,‘f/?/,

do qual podemos obter as equagoes de movimento atravas do principic

variacional’
(€ D ) ¥ = Dy ¥ = ‘e 4 Y £y
foxr /

# ., T "
Ly FiEP e - 2
DRTIY (4 ¥ (w d'p A a)

O G A w)~-«dr“*1

* 0s campos com o sTmbolo B astao na rcpresentacao de Heisenberg en

quanto que 0s sem o sinal estao na de Dirac



A solugao por itteracgao & possivei dadas as relagoes de

comutécao de campos livres

. - me S g AN
{“(u,, YL ; 7 L ¥'Co ‘V(M)]‘"

C 4.3)
3. f aﬂ,t :’(‘i g v~.\ " \ X - ' (
.\/‘ , \,\&J] &:O‘A( 4(}(;0
¢ { A e - .
LW LA 'i\d’),_r PR 6&(‘ (o - 3/ [/?w} @ﬂ!g ijlwaww
A (D tl t t,,uv

biendo o farmelisimo da mairiz S, & peossivel resclver o
wrmis DTODIRMES F3 L3S0 G 4®sefarmoy compertamenicr assistoticos.

{otnmie ae maictr 5 @ & maswme, quer scla formulade em Eormos ae ¥ ov

}c‘
-~

v

557 4 'aGreagesdnt Ce INLeresCac nau Cconiam deriva-
ce:  Gwtte 835 &mbas as dpfimigoes de cpevadocss “timz-osrdering”

- *‘ . -
cpntasn, 1T e ¢ metyiz e dads pov

POER I

o
o»
-

p .

e
oy

Consewm ssziieniar aue o funcionai de cempos que aparece
no papoente da (4. 41 tem a mesme forme que -f;(. ¢ ¥ EA%) mas  os
cunpcs wstal &% represcntacdo diferente.

€ Facsit vertiicar atraves de uma simpies expansaoc es po
Gus 0y eismwentos de maliriz para um precesse, tanto
shiido de {4 1) cuanto obiido da solugao da {4.2) nos dao ‘deamticos
cwsultados. Desejzmes, ao antanto, provar que isto e verdsdeiro em

todes a; ovdans de Derturbagdo, ou seja, gue ambos os formalismos sao



tompietamente equivaientes. Para isto, vomos mostrar gue, sartinde

das expressoes
T{Yus st  Tl¥wst o T(Aﬂms} (4.5)

podemcs obter, apiicando sobre elas os operadores D(Jl) s D(H} e
Jte) definidos na {2.14). s% eguagdes corretss de movimento  pars

£ GovEPSNE CANPOS, dexde ous S tenha a fowrma dada peiz (4 .4). CLasc

htn o nnds veglmEnls pozseovel, B573 mostvada 1 equivaleacia entre of
L o3 i ;'&3!05

Inicieimentie, vamos eSLUGAr a expressac 7’{44}0 5} .
ileendn o aperédaor "time-ordering" & & rejvacgso 3.%, #iz pode ser pos-

P ont Voven

k-‘

HEEY 4 U0, Xo) YW e, -0y} s

A

f-%‘l:)}

A}

T : c o g -4 T ”
Lo At | LG Ra meod Ui -0 1 ¢ “UU(HO,' = O Y¥iw

\p:iconde o cpsarador D(st) a0 Uitimo membro desta ex-

Dy {i': ‘f"’(wj» = 5 Dyl (4.7)

Pars ohre= o resultado da aplicacio de DGV a0 pri-
meiro membro da eg. (4 6), partimos inictaimente de um produto orde-

nado

T { s OLJ)} O(J) = OE¢(J)] (4.8)



onde Ot a? * ur produto de - opersdores campo ng ponto aa . contends
um numero par de campos de férmions e nenhuma derivads. A (4.8) pode

sor escritea

T\ i DIt (%, »20;. Y () Otl} + G(go-&,; O(a} Yo (5. 3)

\
A2 TRzermos etusv D(x) sours 3 {€.3) gevemss ie@brar
{},’“,f_;
‘ ' ;
idy Yidl sy G (He - goi: 1- G(go“é"o}(q,w)
g unUe ySgu®
;‘f{1',-g“("l’.\’|
O 1) ; ‘\‘i(\#} u“i)k:

A\

Ec

N

'vz (T\.-é, . L ~ 2

Ao U Bl Mg ¥ O ¥ 08w, - » (& i3

- N';‘:.:[“O _,\::\? (&) L (‘é) -+ (yq ?( o o) O(%) VUI):
r ‘ngp 4

4y D do - ! ¥ ilw oLy 1 & §ivo- © O(ﬁ) bUE

S 5(&’0-:{0) T ¥, 0ly]
Lomb © PAgranczsnd de interscdo da T00 seguisfezr  todas

s3 constgaes ‘mpostir sobrs <>53) . pademos tomar na formuia (4.11)

I}(&)T{Wiwﬁf = - &y {(V'-o-"éo} L4, 63 13 312,

) v/

Gsando » weyvrix S dada ne {3 12) ¢ : Forme axplifcits

(Y

»

acdo obicremos no Z¢ membro de (4 1Z) uma so

2

v
e d
(]
3

‘gyrangoeun 48 In

®32 d& i parceias do tipo



LYw), &r( r} Arn@] C}P“"\ A,‘“‘L) ‘HNM“,)?\!&JLH)

C
Cu sejat
Diw T’(‘Hm%}» 2’: " ’o(” d" d‘* X
J TR Semm A A Ay

s | — (4.14)
# ' - ) ¢ ~Yo ] q” (
U CITRR 1Y S, Y y LW, v (3)9%3) A,ﬁ“‘&’j X

X K\SP‘ ‘&i) A/J ey | .. 6}4 (if,,‘_a) Af‘(um-i) }

[
Devida & 0 \xu-—ig) que aparece junto o conmutedor,

v te 30 sore difcrante de rero parea tempos igwatls, Usando a (4.3) ob

LB
dy 0 tite - o T %, Tep 491 AT = (4.15)
= g*” Ap“&’ CF(J; 5"(«-;})

© A N et L8 mn asemen e s et

{ste mesmo resultado poderty ser obiido partindo da (¢ 8) dtrets-

L2

mente com b & usande a {3.12) parg esia. £ no entarto ume mansire

baestante mals iongs. Nossa forma de obter a {4.i4) ﬁé'baseada em

Hishijima { vef. 7, cap. ¥il) e Salam (ref;zsl.
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ou seja

Dy T{¥wst =

N ) A giu
= T{ (e 8 Yo Ao 2 farea Gty A SMENCR TS

- e T LA o) S
e TL ¥ g Ay uwo s }
Procedendo de forme ansaloga & utilizada na equacic {4.6), a eq.acime

roide sar egccrits

Dy TH4wosks (a5, ¢ ¥ra) @j‘m (4.17)

Reunindo a{ 4.6}, (4.7) ¢ & (4.17) obtemos

H . "
D¥ ) = (x W Ta) %}j’m) (4,18;

K
Gue 9 & SOKESA0 4u CampPO pava (¢ (s) . lgsta Tarma provamds Que,par

b

¥

o

czda gels {4 &) ortemo: a equacsc de wmovimento pa-

Wiy e da matr
(K

s o cewpe Y (g

2 tacnice consiste entao =m wmostrar que, partindo da re-

Pnoae

T{Y sy = 5 F%w0

-

e &pi’'candc & ambos o: membros ¢ operador D(#)  obtemos do segundo
membve & paria homogunas da eqUagic para 4’” 2 do primeivo membro,
a parte nap homogenca desta mesma eQuUAGA0.

Caso tniciemos & expressio 7'§‘¢140 ) j} . a unfca
diferenca serd o operedor a ser aplicado, D («) e nas formulas cor

respondentes a (4.14) & (4.15), pois
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K;,f d (3°~ao) L ‘?(&), CF(J) 0:“ ‘fl&) Aﬂ(a)] = (e19)

= - ﬁ(a) 8}4 ﬂf(a; cf"ucoa)

Esta troca de sinal faz com que as equacoes para 9V” e
¥ tenham partes de interacao com sinais diferentes.
fara compietar a prova da equivalencia, precisamos mos-
var que, £om o zuziito da form: dads pare ¢ matriz S, @ possTvel of
o0 @ 2qUSCEn de campo pary Az;"”
0 aparecimento agova de derivada de segunds ordem em re
TeCAG L0 lempo & ortgem & expressces co tipo

-

- m Iy AL OUI }

ki

~
L

£
C = L G- o) Ade O+ Q(Ho- o) DAY (é.20;
- = v ¢ , { o] 0{}—.\ : !
! / b a R \

j ¥ 4

C &
S

(&g = [ o) t [V Vg , Yo e A .

— O (Hg \i (3{d} ‘\),(M).;@(dc o) O(J,K(DDE«;}

- _ 2 7 - Yy .
, o, 4 0 (Ho d )[f/),(u))O(J)] T{g_fé&’.av}]

Devido ac fato de Of(7) n¥o conter derivadas de 9~ ,
o comusador l:%y,i>3 sert aulc pers tempos fguais, resultanco, as -

»im.

BEES! T{ A () O(i)} T - & (Ho- do)[ IOtJ‘]( 4.21)
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Novamente o lagrangeano de interagao da eletrodinamica

satisfaz as condicoes fmpostas a ()(3) . Obtemos entao

DG T{a st =5 0w Ar“m:

o .
i ALM d“q 0(‘{&( e dl!x T{¢1 -
mso (M- S ¢ ! et {(\ e 30) ‘?4'22)

» F A ‘
I W , dr (&) A/‘(&\]ﬂ d}a(ﬂ’t,’ R/v,(*ﬂ) .- a}*m&.—a) 6«“%-;)]9

- 5 1"
ar

Gl ¢ & BHUALZO 4O cawpo [»f{xj

{este Torma, provamos cuz o formaiismo dg matriz S @ e-
Lirrarefte @s eawvacoes de fuler-Lagrange pard a eletrodingmica, des
G: € & MaLSiy S tenha ums forms bewm determinaca. Podzmos ver que e
» meyriz 5 fosse dada por outra expresszo que n3o 2 (4 4), nio obte -

rYsmos ¢ {2.!8) ou a (4.22) e os dois formalismos nos dartam resut-

tados drferantes.

¥V - Yourtvalencia das formulacbes: Lagrangeanos de interacas sem deri-

ve8an

Como foi visto no capTtulo 111, no caso de o lagrangea-
no de ‘nteragac nto conter derivadas de campos, o expcente da matriz

S & escritec com a wesma forma que a parte de interacao do lagrangeano
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do princTpio variacfonal. A diferenca entre ambos & a representagio
na qual estao os campos.

Neste capftulo vamos mostrar que os dois formalismos sao
equivalentes, atraves de uma generalizaciao do que foi mostrado para a
eletrodinamica. Uma alternativa para obter as equagOes basicas wusa-
das ser& dada, partindo do teorema de Wick.

Seja ﬁﬁLX) um campo qualguer, cuja equacao de movimen-

to & dada por

Ht)y s =0 (5.1)

Suporemos Gue a equagao de movimento de ¢” tenha sido reescrita
de forma tal que o coeficiente da derivadaz temporal seja um. Se a ma~

triz § @ dada por

4. T L( ffx(cé)d%

{(5.2)
enteo &s formulas (4.14) e (4.22) podem ser generalizadas, resultan-

do enm

Hie) T { ey s} =

;%? - Y y v (5.3)
= L idy d .--
Mo (m-.):f J &% A ¥r
.7
Tite -y [ 28, LipJ Ly .. L )}
onde M e a ordem naxi-a da derivada temporal contida na equacgio de

campo livre.

Basta agora mostrar que o segundo membro da (5.3) nos
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leva a parte da equacao para p" dependente da interacao
n2o conter derivadas do campo & , pode-

Como L3
mos escrever ¢ comutador que aparece ne (5.3) sob a forme

§ ¥ - e, [ o '¢‘“’ fpaaj .
Y

cho o) (D ,(Zﬁur; 1S
1 [ ’ Q’J Nﬁ (5.4)

st (‘ J‘ZM-\&) (DII(:S)
. ] 95(3)

o

Mestes formula usamos o fato de que se 2 ordem da devivg
e M, entdo & vzlide & relagao de

da temporzl gue aparece am K (¥)

comuiacso
. 3
¢ J(K—Y} (5.2%2)

L.,J
il

. (\M 1¢(-.K/
- ) (4)
L e 2, Yoo g

Colocando esta Torma na (5. 3)
y
Ko Td g s = Mo T jdgd 2
T{- 4" D )
> { (O a) Fbﬁ o@(é{l_)',,j;(&fm,,)}:
I ATIEN
Ny 3}

- - T Of Cu
4 7 PR

(5.5)
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Yamos agora usar o operador e ordenar 0s dois membros da (5.5)
S Ko $le = ~ SUTWYG o) 2AE Uiy o~
) Y % W(s.s)
= - Vb (av - 5 L g
Sutipu D BP %)

que @ 2 equagao de movimento de ﬁ" obtida do principio variacional.

Dois pontos devem ser agora ressaltados. 0 primeiro de-
jas & que a passagem dos operadores .! e /7 para dentro ds derivada
ng (6.6) s0 &€ possTvel nos casos em que todos os termos envolvidos
nresta sejam campos independentes. No caso de aﬁ; envolver a derive

éa 41 . por exemplo, isto nao sera mats possivel, pois nos levaria

& rasultados errados. Exempiificando
¢

& H
2 20 DL
%’é—@ U 8Lt

. o ]
@uqﬁyu‘, _ L F+ A _ A 4o
U@y 0 & N4

0 segundo ponto & quanto ao sinal da parte de interagao

(5.7)

—

¢s equagdo (5.6). No caso de termos VL e (/ , estes sinais siao di-

ferentes. Isto aparece devido a regraz6

WABC. .. @A g
= LA gc... —f4 QBc.- v - (58
Qo ¥, D6, 0B (5.8)

onde 81. A, 3 , & ... s3o campos de fermions. Outrs regra pa-
re os sinals levarta a contradigdes.

A formula b3sica (5.5) para mostrarmos a equivalencia
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pode ser obtids também a partir do teorema de wick?7.28,

Dado um produto ordenado de campos

T @est) AQry) Bty ... 1} ([ 5.9)

podewmos expandi-lo como scmas sobre todas as possTveis contragoes
dos oparedores num produto normal. Ao aplicarmos K(s) sobre 2 (5.9)
o resultado serz nulo, & menos que Q&A{} esteja contra¥do com al-

qus operador &(¥;) . Quando 1sto ocorrer, devido a
i) <orT{ B SW)HIod=(§ -4
ob Lerenos

Ky T4 @) Aty Bean - )= ¢ ngq’ D THAG-} (5 10
’()ﬂj) (5. 10}

29

qus ¢ chamada formula de radugao na representacao da Dirac™". El& po
de ser ascrite como
W) T{Bree) 5} =
{(5.11}

-0 T4 {d% &g 1
{) D B d Ge "3

= - T{0%4w o9

que reproduz & formula {5.5). B W)
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V1l - Equivalencia da formulagio lagrangeana da matriz S com as equa-

9695 de Euler-Lagrange

Mos tramos no capitulo III que a matriz S pode ser escri
ta em tarmos de um funcional de campos com a mesma forma que o la-
grangeano de interacao. Esta formulacao e devida a Bogoliubov e a
Nishijima‘. Se analisamos a maneira como eles a obtiveram, vemos que
Bogoliubov identifica os termos através de analogfia com a teoria qua
si-classica no caso da eletrodinamica; no caso de interacoes com de-
rivadas, a forma e as prescrigoes sobre como calcular valores espera
dos no vacuo sao obtidas por analogfa com os trabalhos de Matthews
{ver formulas {3.37) e (3.38)), o qual trata apenas de interagao me-
son-nucleon. Nishijtma, por sua vez, define a matriz S na forma la-
grangeana cowm o aux¥lio do operador T'*, ¢ mostra em casos bastante
especTficos que ela e equivalente a hamiltoniana.

Neste capftulo, vamos provar que a matriz S dada por

NV ACRIES
b Tt g EFPY

(6.1)

& equivalente as equagOes de campo, qualquer que seja a ordem das de
rivadas que aparecam em .f; . A demonstracao sera valida para qual-
quer tipo de campo g# ., cuja derivada est2 contida no lagrangeano de
interacao. A linha de demonstragdo & semeihante a usada no capitulo

KV
anterfor, com excegao do uso de T . Para simplicidade nos restrin-

giremos neste trabalho a lagrangeanos que contenham apenas derivadas

primeiras em forma linear de qualquer dos campos.
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Infcialmente, vamos encontrar a formula de redugiio para
0 caso de um produto de campos onde houver uma derivada de campo. Da

do um produto

= 0 = !
0‘3) = 5—?— P(U’ 'P((Ib 'PEGScU)J (6.2)

onde 1>(Q> nao contém derivadas, nosso ponto de partida & a aplica-
¢ao do operador M (&) sdbre T “(¢M OI:I’} A existéncia de 7  faz
COBt que possSamos separar esta expressao numa diferenca de dois ter-

moS que nao contem derfvadas:

T* ¢wJPta)}5 T"{ Bl @_ p(a,} -
g;;"‘;o 'é%/u[ T { @ (0 Qﬁ(a:r eﬂ)?‘d)}" (6.3)
— T{gw Big-5Pp 1 |

0 proximo passo consiste em separar cada produto 7] Z¢Pf

em soma de produtos ordenados envolvendo apenas dois fatores.Obtendo
cada parcela na forma T{¢ ¢j ou T{¢P] » 3 aplicagao do opera-
dor M (&) nos dard resultados Ji conhecidos dos capitulos anterfo-

res. Podemos provar (ver Apendice 2) que a( 6.3) pode ser transforma

d3 em

T‘v{ Bra oy Y=

ét:o él;[T{stw) ¢(d49,)}53(3)-P(q_)7{¢w)¢(a_9)}+(s.4;
+ ¢(a4 €1 T4 B Pl - T{®ww P‘J’-} ¢{3'€/‘) +

+ ?(a) B ¢la-€,) - 251(7“&,.) ¢(w§>(a)]
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Resta agora aplicar o operador Kix) sobre a  (6.4),
lembrando antes que aplicado nos dofs ultimos temos da resultado nu
10, ¢ que aplicado em T{ ¢ ¢l3*€r)}nos da ¢ 5 (e~ 3-76;0

K T {6 Ou&)} =

(6.5)

&f;; -fai 5(«-3-6,,)?(3) - c‘\é'v(&—z-rs,)?(su

+ - e
¢(a¢€ )« 5(& hL ’%Pél;) - ¢(3 €/,) ¢ d Cx L ’%%%2)}
Yomando agora os iimites, pols j2 houve ordenagao no
tampo, obtemos
Ky T ¢f8’10(3)}:
| (6.6)

:(5(»! ) 752’_ @P()_,_c (k-)P(
R » Qﬁ(dl ?'05 P
Lembrando quc ﬁ%fl e & sio variaveis independen -
tes, podemos, no segundo membro da (6.6), colocar %35;_ dentro da
darivada. Por outro lado ;%3, pode ser escrito como a darivada de
0(3) em relacdo & %%; . Colocando isto na( 6.6), obtemos a for
mula de redugo desejada, que pode ser extendida para quaiquer tipo

‘e derivadas, de ordem superior ou de diversos campos

Kt T7{ g w opt=

§ e-q QO 98 (-9 70Oy (6.7)
d (—5—9‘;(3%4-“__3&_;‘7_, "‘@‘g}‘
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Para provar a equivalencia desejada, basta colocar S da
do pela (6.1) no lugar de (NJ) . Supomos que o lagrangeano de inte-
racao @ l1inear nas derivadas, as quais aparecem em primeira ordem no

maximo. Com isto obtemos

K T¥{ FwsS}=

T é.{ Q)S» ) V.. , ’ < ]
, t &) 3) ' ——(g\‘;: a (5-’(;):3(3) z
= - v @5"(&11) L () ijé’,d"; (6.8)
T { S fb;lr qu;;ﬂy )-E cﬂ§.} -~
— T‘* r() SV(X-— [ ¢ jI q _
() 2w 2ha o ay)

4'{‘ Q>l%§§,§2&, ¢9.} ;ZL T {~

g

Este Gltimo termo deve ser tratado cuidadosamente na
passagem de (6.7) para a (6.8). Primeiramente a derivada de fungac
J. faz com que apareca através de uma integragao por partes um ter
mo de superficie, que e desprexado. Em segundo lugar, a derivada em
relacao 2 AU“ deve ser colocada fors do produtc crdunado 7, o
que pode ser visto se trabalharmos com a expansso da matriz S. Elz
nao atus sobre S!
Provar que a {6.8) & a equagio de movimento para @

& facil., Basta lembrar que
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T*{ 4 (B9 2 #) S} - 5‘ .GEU(OO,«Q)ng)U(&,-ao)}

.zJZ { Vo0, its4 €, B x+€) U(h,+€,)—00) —
» (6.9)

— U, sto = 6) B -6,) Uio- €, , -0} ] -

Q‘”‘“‘ 5L [ B ) 7€, { Pl g - pla-60} ] - 5/}[¢’j@¢l}
ou seja. a2 mudanga de representagao que aparece na (6.8} e e essen-
cial a nossa demonstracao, nao altera a forma dos funcionais eam jogo.
Isto @ devido ao fato de termos 'TJ¥e nso T o que faz vaitda tam-
baw aqui o que Fof sfirmado entre as egquacoes (5.6) a {(£.7). Com is-

+0 Obteros

5 K ¢H(J(}:

{6.10)
. -5 24 (?5 DB 4+ 5 O DL(plgpy
O Gy @45,. @@u¢;{#/

o que demonstra a equivalencie desejada.

0 mesmo problema pode ser andlisado de outre ponts de
vigta. Supondo que a matriz S seja construida a2 "1a Bogoliubov®, is-
to @, partiado de principios bastante gerais, nosso objetivo € saber
qual a relagac entre seu expoenie ¢ 0 lagrangaano de interacao. Para

1sto, supomos que a forma de matriz S e dada por

. qu l'ijagﬁzd'g (6. 14"
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onde W @ um funcional de campos. Impondo agora a condigcao de que a

formulagado atraves da matriz S seja equivalente 3 formulagao varfacio

nal, chegaremos 8o resultado que

~Tv{ 0 wW 5} . N T‘V{ ow 5} (6.12)

D Brae) 0
@ 45%# ()@L;#aﬁ
deve ser igual a
£ Qg oY+
-0 = - = I (6.13)
0 & tse) O 00, gwy

Para que stc seje satisfetio, € necessaric que
;iﬁ{@}ﬁﬂfa» W cenhem & mesma forme. Em nosca opinido, esta &
manslrs mats coprets de ldentificar 0 expoente da matriz S de Bego-
Tivbu:. Rests apenas Justificar o aparecimewio de 7d*’b ¢ que deva-
ria gcontecer no desenvolvimento da teoria. Este ponte serz futura-

wefive estudedo por nds.

Vi1 ~ Equivalancia da formulagao hamiitoniana

Pars finaitzar ¢ trabsiho, vamos mostrar que & Tormuia-

cic hswiltontana da matriz S @ tambew equivalente 3s equagoes de cam
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poe. Neste caso, vamos novamante supor a linearidade ds derivada de
" - - - ~

um dos campos , que nao e de fermions. A extensao para casos mais

gerals @ possivel, mas nao tio imediata quanto nas outras formulagoes.

Dads a matriz S na forms

5: T2 (7.1)

p
com éﬁ; dado na (3.26), @ possfvel mostrar que a formula de redu-
¢ao (6.7) & valida weswo se iniciarmos cod 2 expressao 7-{¢%u)5}' R
— 3
]

ou seja, com o operador ‘T @ nao com o . Isto se deve ao fa-

to de que a correto escrever

T{ P @_ﬁﬁ—}' O T( @ e @'(‘7)} (7.2)

Q)Jf}A
Isto nao e vaiido no caso de ﬁ5 ser um campo de fermjons. {(Outra
ferwe 4o obler 2 weswa foemula de redugac seris usar o teorems ds

A nova formuia de reducdo tem entao &z forma

K (W) T{ @S}y = S K ¢"(x):

(7.3)

-

s - T } -r{
<
{fasﬁlw /‘ (09‘95( J

o
No nosso caso, campo de mesen de spin zero.
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Vamos mostrar que a (7.3) nos leva a equagao de movimen

to de ﬂﬁ’ . Antes, porem, vamos encontrar a relagzo entre

DL Cg*, 9. 84 U7 e UL WU

Como fot visto ns (3.25), u¢“u"4— ¢ . 0 que faz com
que &S duas expressoes na’ &.4) sejam diferentes, Vistoc de outra ma-

0 -
neirz, so tomermos U ;;B;E U7 , estamos derivando em relacic  a
v
P . R derivada de @,Sﬁ” ew refacao & esta variavel & nuls, pois
UL U
L=, estamos
QU ghy
prinyire mudsi:do de repiresentagac, e {stvo fara aparecer anm I alew

sao independentes. Poer ocutro ladc, 20 tomarmos

ix dopendéncia direta em @ , uma outra dependencia straves a(3.75)

O pfur = ¢g- ag) (7.5)

E togtco que as duas Tuncoes na (7.4) serao diferentes,
Provamos no Apendice C que a relagao entre as duas @ da

gr Lop

U L (o vt -
w GF :

-—
-

(7.6)
. P VX (s et U
n vefv
_ Wy (B 087, (LD g
% "%”gﬂ’ U 76(/9;5"0*'1

E visto faciimente que o ultimo termo subtrai a depen-
~ -1 - -
dencia extrs gue aparece em tluﬁ;(J . Esta formula e semelhante 2

gue aparace no calcuio diferencial ao tratarmas de funciao de fungoes.
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Existe algume relagdo entre a( 7.6) ¢ algum termo que a-
parece na (7.3)7 Para mostrar que sim fazemos uso da relacao mostra-

da no Apendice A

A 4 L %
I 1(¢,"%¢’/*.f(ulo-;§,(/}=

(7.7)

P -ULLalge s 4 (24 )]0

Lembrando que
PV ") _ D (g - U%{}HUJJ_
o g oy 17.8)
_ _ v 250
Ca4

vomos reunir a (7.7) e a (7.8) e obtier

T{ %_ég.s} =

{(7.9)
=~ 7{ UL pliagtvy _
=Y
£y, YV QBT
- u%ﬁu. (v %usy )5}

Ordenando o segundo membro da (7.9) nc tempo e compa-

rando com & (7.6) obtemos

Mgk -5 ogas v

Resumindo temos que, no segundo membro da (7.3), a deri



53.

vada do lagrangeano em relagao 2 ¢ passara para uma derivada enm
relacgao a 96’ de um funcional que consta de duas partes, uma da mes
ma forma que o lagrangeano e uma outra parte extra. Esta ultima, no
entanto, & cancelada pela derivada do termo dependente da normal a

d que aparece en JGf’. e obtemos desta forma o resultado espera-
do, que e a (7.10).

Resta agora provar que o ultimo fator da (7.3) nos leva
também a uma parte das equacoes de movimento. Podemos, para isto, fa2
zer uso da condigao ‘mposta sobre 'z’;,(¢‘f @ﬂ‘], qual seja, a linea
ridade da derivada primeira de qé” . Com isto, a expressao

ng CB*, Qg (7.11)
¥

0 @

ndo depende de O ¢” . mas somente de campos independentes. Assia

/M
sendo, & possivel ascrever

U-’ 04@; (?, QAWU - O‘é (¢{Qlf’(7.]2)
0 Ougp D éZ.ﬁga'

Outra consequencia da suposicgao da linearidade & que o

@ltimo termo da (7.7)

Dy 2,1
2 Yz Y (7.13)
nao depemsde de ?;Lif » CORM O qu:?
' o LN ‘
RUsEHY .10

0 Qg
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Desta forma, reunindo a (7.7), (7.12) e (7.14)

&P )
T{f;ag,; 5)= =5 Q»@Hﬂ, Qg (1.5)

Coletando todas as partes (7.3), (7.10) e (7.15), obte-

oS
61’\’(4:) B =
(7.18)
s -5 D& oY Oﬂ¢ﬁ/+ 5 2 faf.rw”o,.w
R 14 D ¢ 0 o SF

vue mosira 2 eaufvalancia entrea o formalismo hewiltoniano da matrix
S ¢ &3 equagoes de Euler-Lagrange.

A principel diferenga entre & prova gque est2 sendo este
bulscida ¢ as dos capitulos anteriores e o uso de oparador "tina-
grdaring”.

Kos cesos anieriores, com 0 uso de .fo’ todas as quan-
t.dades sio desenvoividas como somas de campos independentes. Com is
to, a mudanca de representacac e fmedfata. Mo caso aqui tratado, as
derivedas, por exemplo, sao tratadas como tal, e frente a uma mudan-
ca de representacdo a forma nao se conserva. Do ponto de vista de a-
plicsgao da matriz S, a diferenca entre os dois operadores aparece

20 tomarmos eiementos de matriz do tipo

*){ 0 0 }lo> (7.17)

¢
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- _
onde 6 uso de T ow de T resultou om

R8r , W (7.18)
28,0y,
ou
lAg
(7.19)
Oyﬂ'aa\,

E@ pequenas ordens des perturbacao pode-se mostrar gque 0 terme W(<S)
e cenceiado pala contribuicao proventiente d2 parts de é{;>dependente
da 'd .

A axtensao da demonstracao faita acima para o caso de
lagrengesncs ds interagao que envolvem derivadas de campo ew  forma
nac-tinear nao & cde modo algum imediata. Hc caso de haver um produ-
to de Aerijvadas dos campos Gé‘ e éz . 0S momenta conjugados serac¢

darips per

¥ ,
H 3
moe RLd) o pr, °4
- ‘" .H
Qgﬁ 02 (7.20)
~ ¥ oy
o= P, - -
7 - 2 Y]
0 &,
Ap tentarmos passar para & representacac de Dirac c

problema que se apresents & o aparecimento de b’ééﬂJ‘J s L’égﬂﬁ’ﬂl

£ies pessarao pars

W o . .
U@ uv'. & - v @Qﬁ—w U .
U éé:{L}.A = 9%; - U j%y%f%'£1-l

9



56.

mas os Ultimos termos vao envolver U ﬁg”(l-‘e v é&“c}" , que faz
com que o sistema seja de dificil solucao. Este & um dos motivos pe-
tos quafs o formalismo lagrangeano da matriz S € mais conveniente pa

ra calculos praticos.

¥Yill - Conclusao

Neste trabalho foi mostrado que o formalismo da matriz
S nos d8 resultados identicos 2o0s obtidos a partir do formaiismo va-
riscfonal.

A demonstracao foi felta sem utflizar & teoria de per-
turbsgiao ¢, embors tenhamos considerado por simplicidade intcragoe:
gue envoivem Jinaarmente & derivada de primeira ordem, a extensao
para qualquer tipo de intera¢ao e imediata no caso de tratarmos com
a formz lagrangeana da matriz S.

Foi mostrado que a principal diference entre as  duas
formulacoes est2 no tratamento dado aos limites que aparecem na teo-
ria. Enquanto que na formulac3o hamiltonians os limites sao tomados
o 1nTcio da teoria, na lagrangeans éles s& séo tomados apds esta
ser resolvida,

Raciprocaments, a equivalgncta das duas formulagoes po-
de ser postulada, determinando-se 8 partir dela s forma do funcional
de campos que aparece como expoante na matriz S,

Este processo constitui ums alternstiva a srgumentos de
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corvespondencia para determinacio do expoente, com a vantagem de ser
aplicivel & casos em que nao se dispoe de tafs argumentos.

Foram desprezados em nosso estudo os problemas que sur-
- gem na definicao da matriz s CORMO por exemplo o de sua cxistincia3°.

e 08 problemas relacionados com termos adicionais devidos a interva-

los finftos de tonposi.
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Qsz (j ( TT"QZ‘V.._’Zp( 55”) )(}
(A.6)
= T 99 0(?'95 gﬂ - l- ( Zzéi; L)-/
OF &4
ou sejla
J’C‘D: MOD“’ &ﬂ}D
(A.7)

2 devido a (A.3)
wD 3
} f (¢l’ ") ¢}f/*_,_(@ ,,)J(/" (A.8)

Deve ser notado que as formulas (A.7) e (A.8) s2o dife-

rentes devido a sinais e as representacoes dos operadores.

Apéndice B - Produto ordemado de trés fatdres

Yamos mostrar que um produto ordenado no tempo de 3 fa-
tores pode ser posto como uma soma de produtos de um deles pelos ou-

tros dois ordenados no tewmpo.

Partimos de
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T g ¢(a+e) ?(3)} =
(8.1)
- 6 («\(o'ac—e) B laes ¢l34 6)?La) +8(ao—ﬁo) dla-*c) Pla)?’m)-r

+ L B¢ ?oﬂffé -~ &) - S(ao-ao,)j da-re)d(w?ta)
Visto graficamente, cada termo corresponde a ruma

das regioes dadas abaixo

o % %
8 c' '\ + " 4 -5-—-—-—-1-0
Jo Ja'*G J () J o€ (70 Jo'*f

rembrendo que

G(a'x)-: 1- 6w (8.

o6 Gitimo termo de (8.1) pode ser escrito

L & 3*& ~8) — S(J'«)] ¢(J+e)¢(a';P(J)a

{ 8.3)
- Z&(J-&G-’JJ - 41 + B(&-(‘]) 3 ¢(a,& €) DBl P(G)
com 0 que obiemos & forma desejeda
T{ & w ¢(<]4 € F?J)}.:
| (8.4)

- 74 ¢(3~f€) @'(J)}?Id) + g(a-fe) T{;Zlu)P(J/}

- ¢(;}+e) Q5C 3t) Pf@)
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Apéndice C - Relagdo entre RUFy” o« ¢ 24 v
ov "y oY

Vamos novaments supor que Ly (@4 Q@) & linear enw

'?j". Com esta suposicao podemos escrever

Yo gz D gl R4 (o
Infciamos com

U’«){;_(_P’f@ﬂﬂ')u* QL Pg" ’D'G(Q'fa,g”/"

‘1);6” Kol ’C>€},55V' i’ (c.2)
P e 2| REER Ty
# 0 Q. g

Como /9, ¢"l e & sio independentes entre si, o pri-
geiro tarmo na (C.2) & nulo. Devido & condigic de )linearidads,
9‘{3/’0@}.5” nge contem 9,.¢" . 0 que psrmite gscrever
VRO AT AL
oY ol (c.3)

Por outro lade

AY L4, 090 _
Qugrv

. R Y ufr)f}(ﬁ”,g;”/‘/-; e
- Q)(,"”(/-I '

| -1 O i)rfo i Dy,
L 0B o fu Sy

Como u¢ﬂu~':), + podemos subtrair o (C.4) da . C.3)

e obter, apos usar s (A.2),
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y 2Ltk ag, -

#
g (C.5)
. RULC " Qe , 4 (U L j-)°
/Z>¢§ < O H /

0 segundo membro da (C.5) pode ser posto em forma dife-

rence, usando

AR Y AR AT PR T
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