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RESUMO

A resistividade elétrica de ligas CoFe, onde a concen
tragao de ferro varia de 0 a 10 at%, foi medida no intervalo de
temperatura entre 4°k e 300°K. Os resultados permitiram separar
as ligas em diluidas e concentradas. Para as ligas diluidas in-
terpretou-se os desvios da regra de Matthiessen em termos de um
modelo de condugao por duas bandas acopladas. Nas amostras con-
centradas, os efeitos de transigoes de fase estruturais tornam a
resistividade elétrica em fungao complicada da temperatura e da

concentracao.

ABSTRACT

The electric resistivity measurements on CoFe alloys
have been performed as a function of temperature in the interval
4 < T < 300°K, and iron concentration 0 < ¢ < 10 at%. The
deviations from Matthiessen's rule for up to 4 at% Fe was possible
to interpret in terms of a coupled two band conduction model. The
electric resistivity of the high iron concentration alloys
(c > 4 at$ Fe) has been proved to be an involved function of the

temperature and concentration, due to phase transition effects.
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INTRODUGAO

O estudo da resistividade elétrica em ligas binarias
substitucionais de metais de transicao, especialmente os ferro-
magneticos, € um assunto atual.

Nas ligas diluidas, os trabalhos publicados estao lica
dos, principalmente, a modelos de condugao por duas bandas aco-
pladas, ac passo que medidas em ligas concentradas interessam ao
cdesenvolvimento de teorias recentes, que visam explicar as pro-
priedades eletrdnicas destes materiais.

Neste trabalho estuda-se o sistema cobalto-ferro, no
intervalo de concentracao de Fe entre 0 e 10 atomos%. Esta liga
foi medida, em trabalhos anteriores, apenas no limite diluido,
até a concentragao maxima de 1 atomo% de Fe. No entanto, o siste
ma apresenta transicao de fase estrutural na regiao de concentra
cao de ferro estudada e isto acarreta, naturalmente, o surgimen
to de dificuldades tanto de ordem experimental qguanto tedrica.

A variedade de fendOmenos conectados com a resistivida
de elétrica do CoFe produziu, como consequéncia, uma valorizagao
dos capitulos iniciais desta dissertagéo, tornando~os, quase,tam
bém em objeto do trabalho.

Assim, no capitulo I apresenta-se uma revisao da  teo
ria do transporte fundamentada na equacao de Boltzmann, sempre
mantendo o enfoque na resistividade.

No capitulo II discute-se o0s principais mecanismos de
espalhamento dos elétrons de condugao em solidos, ao mesmo tempo
em que se esboca algumas teorias, ja classicas, sobre a resistég

~ria elétrica nos metais e ligas, especialmente de transigao.



O capitulo III trata do desvio da regra de Matthiessen
num modelo de espalhamento anisotrOopico em duas bandas de condu
cac. Ressalta-se o modelo de duas correntes de Campbell [19].

O capitulo IV descreve o procedimento experimental e,
finalmente, o capItulo V contém a discussao a respeito dos resul

tados obtidos, tanto nas ligas dilvidas como nas concentradas.



I - A TEORIA DO TRANSPORTE

1. Introducao

Consideraveis esforgos tedricos tém sido envidados nos
{1ltimos anos visando a formulagao de uma teoria quantica de
transporte. No entanto, a teoria semiclassica baseada na equagéo
¢e transporte de Boltzmann constitui uma excelente aproximacgao
e & ainda largamente utilizada pelos investigadores que traba-
lham no campo dos fenomenos de condugao. Ademais, a teoria semi-
classica possui a grande virtude de levar a interpretagoes fisi-
cas diretas e vividas.

Neste capitulo, primeiramente, deriva-se a equagao de
Foltzmann e, depois, supondo varias circunstdncias simplificado-
ras, obtém-se fOrmulas para a condutividade elétrica,

A condutividade elétrica o & uma caracteristica de um
material que conecta a densidade de corrente elétrica J com o

camnc elédtrico aplicado E (lei de Ohm)

J = o (1.1)

Da mesma maneira, a condutividade té&rmica A relaciona
a densidade de corrente de calor Q com a variagao de temperatura,

ou snja

3 = -a VT (1.2)

Em lugar da condutividade, muitas vezes, usa-se O seu



reziproco: a resistividade.

Numa visao microscdpica, a corrente elétrica & produzi
da pelo movimento de particulas carregadas num campo externo, e
a corrente de calor pelo deslocamento da energia portada pelas
particulas. Num caso tem-se transporte de carga e, noutro, trans
rcrte de energia.

Cada particula contribui para a corrente elétrica to
tal com ¢ produto de sua carga q e velocidade V. A densidade de
corrente total & obtida multiplicando-se esta contribuigao pelo
niimero de particulas por unidade de volume, n(¥) d3v, que  pos-

. > . .
suzem a velccidade v e integrando-se em todas as velocidades:

3 =J an ) adv (1.3)

Em sdlidos, os portadores de carga sao os elétrons e,
neste caso, seus movimentos sao governados de um lado pelo campo
externo e, de outro, pelo campo cristalino. No sentido de aproxi
macao adi=batica, o campo cristalino provém do potencial periédi
cn das particulas da rede em repouso e do efeito das vibragoes
de rede. Sao as perturbagoes & periodicidade do sistema que cau
sam resisténcia ao movimento eletrdnico.

Os elétrons de valéncia em alguns sdlidos comportam-se
de modo algo similar a elétrons livres. O tratamento de elétrons
quase-livres permite nao somente obter-se muitas propriedades de
aquilibrio mas encontra-se também que, mesmo sob a influéncia de
camnos externcs, ele fornece hons resultados. Pode-se demonstrar

. - . - > ' ~
que a velocidade do eletron no cristal € vy = 1 de e a razao de

¢ 5k

A



>

.~ - dk - .
variagao do momentum e A g+ onde e € a energia.

Entao, os elétrons quase-livres sao visualizados como
um gas de particulas que satisfazem a estatistica de Fermi e no
qual as colisoes entre particulas podem ser desprezadas até um
alto grau de aproximagao. Pode-se assim, usar os métodos da teo-
ria cinética dos gases para estudar os processos de condugao. A
principal diferenca, além do uso de estatistica guantica, reside
no fato de gue os processos de espalhamento que levam ao estado
estacionario, originam-se principalmente do movimento ou irregu
laridades da rede e nao, como num gas, das colisoes entre as par
ticulas.

Descreve-se o0 conjunto de elétrons de condugao por
meio de uma funcdo de distribuicdo £(K, ¥, t) definida de tal mo
do que o numero de elétrons num elemento hexadimensional de volu-

me dk dr num tempo t seja dado por

No equilibrio, £f(k, ¥, t) depende somente da energia e
reduz-se a distribuigao de Fermi f _(e).

Em principio, as propriedades eletronicas de um condu-
tor ficam completamente especificadas sendo f(i, f, t) conheci-
da. Por exemplo, um elétron no estado kK contribui para a corren-

te elétrica de uma quantidade que & o produto da carga eletronica

. > » . ' - .
por sua velocidade VK. Assim, a densidade de corrente eletrica

fica dada por

J(F, t) = e[% £k, ¥, t) dk (1.4)



Forma.mente, entao, o problema central é o de  encon-
trar & fungao de distribuigao correta sob certas  condigoes de
€ -
contorno especificas.
A funcionalidade de f com o numero de onda e com a po-

sicao parcce contraditdria, ja que os estados de Bloch que des-

crevem o 2latron no condutor nao sao localizados e, portanto,
nao se pode determinar a posicao da particula se o numero de on-
da & conhecido exatamente. £ necessario, entao, sacrificar-se al
.- . ~ >
guma precisao na determinacao de k.
Convém ainda lembrar que as relacoes (1.1) e (1.2) sao
validas somente em meios uniformes e isotrdpicos nos quais a cor
rente e o campo externo tem a mesma diregao. Nos sdOlidos, em ge-

ral, este nac & o caso devido a anisotropia cristalina. Em lugar

de (1.1) tem-se a relagao tensorial
3
J, = I o0,. E, (1.5)

entre as componentes de J e ﬁ, onde a condutividade & descrita
p>lo tensor 044 Em geral, ignora-se esta complicag¢dao, até mesmo
pelo fato de que na maicr parte das vezes trata-se com cristais
cibicos cujo comportamento & muito similar ao de um meio isotro-
pico @ para g gquais pode~se mostrar, invocando argumentos de si

metria, que

15 Gij (1.6)

il
3}

o

I preciso também ressaltar que a relagao linear entre

corrente e campo (lei de Ohm) nao & Obvia. Na verdade, ela se ve



rifica apenas se a energia eletrdnica ou o campo externo nao fo-

rem muito grandes,

2. A Equacao de Boltzmann

Passa-se entao a estudar a fungdo de distribuigao
£k, £, t) que mede a concentrag¢ao local de elétrons no estado
K na vizinhanga do ponto T no espacgo.

' 0s el&trons que, num determinado tempo t, estao no ele
mento de volume dk dr podem deix3-lo por trés tipos de efeito.

(I) Um elétron pode deixar a regiao T em virtude de
sua velocidade v (k). Num intervalo t, os elétrons no estado k mo
vem-se numa distdncia tv(K). De acordo com o teorema de Liouvil-
le no espaco de fases, © nimeroc de portadores na vizinhanga de T
no tempo t & igual ao nuamero deles na vizinhanga de r - tv(k) no

tempo t = 0:

- tv(k), 0) (2.1)

H
=
H
rf
I
h
4
R4

Isto significa que a razao de variagac de f devido a

difusao é

> >
Jof(k, r, t) (2.2)

(k)
ar

<+

3f (k, T, t)} _
ot dif

A variacdo espacial de f pode ser atribuida somente a

variacao em temperatura, o que fornece

+h

= 8% yp (2.3)

aT

d
d

|

MY



(II) O elétron pode deixar o elemento dk centrado em k
_).

devido a sua aceleracaoc M g% causada por um campo de forca apli

cado externamente. Pode-se tomar g% como a velocidade do elétron

no espago-f e assim, por analogia com (2.1), tem-se

~4

t, ¥, 0) (2.4)

Q1Q
ot

e a distribuigao varia, devido aos campos externos, como

N N
2E(K, ¥, t) _ _ dk 3f(k, r, t) (2.5)

-
ot campos dt ok

Segqundo a forca de Lorentz, os campos elétricos e mag-

néticos alteram o vetor k na razao

dk _ e Pf l > o >
T 7 th + p vi(k)X H] (2.6)
entao
SE(R, ¥, t) - -8+ iy®mxn). & (2.7)
Tt K c ok
campos

(I1I) Os elétrons podem sair do elemento dk por efeito
de espalhamento. Este termo & bem mais complicado e em geral con
sidera-se apenas espalhamentos eldsticos. Denota-se a razao de
variacao de f devida a eventos de espalhaﬁento porv[%f] .

esp

Entao, a razao de variagao total com o tempo da fun

cao de distribuigao fica

> I~
df - . dk.3f gy 2L, 2f , 3f (2.8)
dt dt 23k or ot es



Agora, restringe-se a atengao a condigoes de estado es
tacionario, sob a influéencia de forgcas independentes do tempo.

Obtém-se entao a equagao de Boltzmann

-> -
- QE.§§ -3 (K).§§ = - |f (2.9)
dt 9k or ot
esp
A dificuldade encontrada na solugao da equagao de

Boltzmann relaciona~se a natureza do termo de espalhamento. Exis
te, no entanto, uma consideracao simplificadora que sempre & fei
ta: no equilibrio, quando f(ﬁ, ?, t) = fo(s), o termo de colisao
deve anular-se.

Considera-se, agora, o caso comum, onde existe espalha
mento eldstico do estado k para o estado k'. a probabilidade pa-

ra esta transicgao é
Pk, kK")ak' = f(E)'l - f(E')J ok, k') ak' (2.10)

A probabilidade deste processo depende de f(ﬁ), o nime
ro de elétrons no estado-k, e de [1 - £(K')], o niimero de vacan
cias existentes no estado final. Q(E, k') & a probabilidade de
transigao intrinseca.

O processo inverso possui uma formula similar

->

Pk, %) ar' = £®&D[1 - £ ] &', k) ak (2.11)

O principio da reversibilidade microscopica, valido pa

ra espalhamento elastico, assegura que

>

ok, k') = o(k', k) (2.12)
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Somando-se em todos os estados k' para os quais o elé-
tron pode ser espalhado (ou do qual ele pode ser espalhado) ob~

tém-se

t
esp

P .
P—f— = Hf(ﬁ')[l ~ £ (K>J - £(k) [1 - fu’é')” o(k, k') ak’
Reescreve~se agora, a equagéo de Boltzmann em sua for-

ma geral, usando-se (2.3) e(2.7)

-v@®-Eyr - gl 4 L IEx ﬁ}. LIS [-3—5} (2.14)
oT it c
es

Considera-se agora, o fato de que os campos elétricos
e gradientes de temperatura aplicados sao usualmente pequenos e
as correntes resultantes de calor e eletricidade sao lineares em
VT e E. Isto conduz & linearizacao da equagao (2.14), o que pode
ser tomado como uma primeira aproximacao no sentido de uma expan
sao da funcao de distribuicao f em torno de seu valor de equili-
brio f (e).

Entao toma-se

f=f +f (2.15)

- >
onde fle linear em E e VT.

O termo de difusao, entao, fica

; of (¢)
T(Ry.9L = - Ry, 9
v (k) T VT v (k) ST VT (2.16)

como fo(e) =*{exp[(e(ﬁ) - u)/kBT] + 1}—1 (2.17)
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entao

N of of N (ﬁ) _
- v(k>-§—9- VT = = -%O~>v(k). - E-——,I,—--P- VT - Vu (2.18)

of £ (e)[1 - £_(e)]

0 .
- = .19
T kB T (2.19)
o termo de campos fica
of (&) of
e g e ivdx B, —— 228 Sdx B =& (2.20)
2t c e 3k Hc ok
> o> 1l 2e
Por outro lado, como v(k) = = =
n 3k
of of
£ L [+(k)x HJ - 0 g@®xH . 3(?)} =0
Hc d¢ 3k K c 3¢
e resta apenas
8fo(g) - > e > -> afl
el- ————JE . v(k) - — [v(k)X H]'—:—- (2.21)
d€ e ok

Naturalmente, a linearizagao da equagao de Boltzmann

também afeta o termo de colisao. Tem-se

., -
ot esp ot esp (2.22)
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5F
j& que, por definicao, §EE = 0; o termo de colisao para pro
esp
cessos elasticos fica
_ éﬁ] _ > a > | > o> > P
{atjesp - “fluc) £k | &, k) ak’ (2.23)

Juntando (2.18) e (2.21) e (2.23) e substituindo-se em

(2.1} obtém~se a equag¢ao de Boltzmann linearizada para prooe -

s0s elasticos

[ 9f \ r
|- Szﬁjv(ﬁ).{— [e(ﬁ) - u} Vin T + e (E - é VU)}

(2.24)

5 - 5E] ek, ¥ @k« = [Goox i) =1
L ) He

Verifica-se que a equacao de Boltzmann & uma equagao

linear integro-diferencial para a fungao de afastamento do equi-

1ibrieo fl(i‘é‘) )

3. A Aproximacao do Tempo de Relaxacao

A forma linearizada da equagao de Boltzmann €&  ainda
muito complicada. A razao disto estd no fato de que o termo de
colis3c torna a equagao de transporte numa equagao integral. Con
tudo, sob certas circunstancias, o termo de colisao toma a forma

simples

=9 = - = (3.1)
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onde 1 depende somente dos processos de colisao e nao dos campos
externos. O significado fisico disto € o seguinte: se existe uma
distribuicao perturbada f devido ao efeito de campos externos e

se estes campos sao desligados, a distribuicdo de equilibrio &

restabelecida pelas colisoces somente.

Entao
t
filz__l. £.(t) =£.(t = 0) T (3.2)
5t £ AR A .

e a distribuicao perturbada decai com uma constante de tempo T
gque & chamada de "tempo de relaxagao". Tal como f, 1 depende do
vetor de onda k; em muitos casos, porém, a dependéncia se da ape
nas implicitamente através da energia e(i).

Contudo, a fungcao 1 definida desta maneira dependera
em geral, dos campos aos quais o termo de c¢olisao & conectado
através da equacao de Boltzmann. Somente se este nao for o caso
e, portanto, obtiver-se o mesmo T para qualquer campo, estar-se-
~-a4 tratando com um tempo de relaxacao no sentido mais amplo. En-
tdo, este tempo dependerid apenas da maneira como o equilibrio &
alcancado. Pode acontecer, também, que a fungao T seja indepen-
dente de campo para um determinado tipo de campo, mas nao para
os outros tipos; neste caso, pode~se ainda falar de um "tempo de
relaxacao parcial".

E possivel, naturalmente, definir-se a fungcao t em gual
guer circunstancia, tendo resolvido a equacao de Boltzmann e ob-
tido uma expressao para:ﬁﬁﬁ). Entao, toma-se

f. >
T(®) = - 2K (3.3)
[é_f_

5.
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E procedimento comum separar-se a parte singular de

> Y . ~ -
fﬂk), definipdo-se uma nova fungao ¢ (k) tal que
‘9f
o> - - g ——O
fﬁk) = ¢(k)<88 ) (3.4)

Entao, a fungao tempo de relaxagado fica

<af >
9
o€

of
ot

(3.5)
]esp

E necessirio agora, escrever-se uma eXpressio para o
termo de espalhamento com a nova definigao (3.4) e ainda levando
em conta a possibilidade de ocorréncia de processos ndo - elasti-
cos. Entao, a relagao (2.12) nao & mais valida, mas pode-se usar
o fato de que, no equilibrio, o balanceamento detalhado requer
que

>

o', K) £ (e") [1 - fo(e)} = o(k, k') £ (e) [1 - fo<e')}

(3.6)
onde € = e(k) e e' = e(k").
Ainda é necessario utilizar-se a relacao (2.19) para
obter-se, até primeira ordem em £,
IR [[¢(E') - o] £t |1 - £ (0] otk ¥ ok
esp B
(3.7)

Invertendo a relacao (3.5) e substituindo-se para o ter

mo de espalhamento a expressao acima e, novamente fazendo uso de
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(2.19), chega-se facilmente a

[ >, 1 -f (e") NN N
o [[1 - $k7) © oGk, k') dk' (3.8)
k) o (¥) 1 - £_(e)

Considera-se agora somente processos de espalhamento

perfeitamente elasticos. Com esta restricao ok, k') se anula
sempre que e(ﬁ);ée(ﬁ'). Entao (3.8) fica simplesmente
> ) :
1 - [[l - $—§—l} ok, k') ak' (3.9)
T (k) ¢ (k)

J

Considerando-se que o(k, k') é a mesha tanto para o es
tato estacionario quanto para o de equilibrio, resta verificar
se a razao ¢(i')/¢(ﬁ) € independente da perturbacao. Primeiramen
te, considera-se que apenas um campo elétrico E = (E, O, O) esti

atuando. Dai a equagao de Boltzmann fica

of + of
(— 5—9)'$(K>. e E = - [g{j = $06) <— 5 ﬁ) (3.10)
v OF esp (k) €
e a razio entre ¢(k') e ¢(k) serd
ok _ r(k) e B.y@y _ TR v k) (3.11)
pE) k) e BV T(K) v, (k)

Agora, se E=0ce somente um gradiente de temperatura

VT = <%§, o, O) perturba o equilibrio, a razao & dada por

> > > > N
¢(]‘Z|) _ T(E') [€(k') - U] Vin T . v(k') _ T(}-z') Vx(k ) e(k')- u
b c® e® -pfvinTr L YR ) v B [ed® -

(3.12)
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Verifica-se que as expressoes (3.11) e (3.12) sao, co-
mo era esperado, independentes de E e VT. Contudo, nota-se que
as duas expressoes somente sdo idénticas no caso de espalhamento
elastico, onde e(k') = e(k). A conclusdo & que no caso limite de
espalhamento elastico, um tempo de relaxagao significativo pode
sempre ser definido. Se por outro lado, os eventos de espalhamen
to forem inelasticos, o tempo de relaxacao dependera das magnitu
des relativas de E e V In T e nio se poderd definir um t {nico
para as resistividades térmica e elétrica.

Quando as colisoes sao elasticas, com t dependendo so-
mente da magnitude, mas nao da diregao do vetor de onda, pode-se
identificd-lo tamb&m como "tempo de colisdo", isto &, o tempo me
dio entre duas colisoes. Entdo, introduz-se o "livre caminho meée-

dio
L =v T (3.13)

que, como 1, serd funcao da energia.

Usualmente, um tempo de relaxagao somente pode ser con
siderado uma aproximagcao quando se trata a interacdo elé&tron-re-
de, e &, em geral, usado em situagcdes em que a variagdo de ener-
gia, Ae, sofrida por um eléetron numa colisdo & suficientemente

pequena.

Assim, o critério para utilizagdo do tempo de relaxa -

¢ao & da forma

fl
[gzjes = - ;- se As<kBT
P ¢ (3.14)
1
T

se Ae>kBT
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Em processos de espalhamento elétron-fonon normais, a

conservagao do momentum Se escreve

k' =k * g | (3.15)

+‘ - -
onde q € o vetocr de onda do fonon e o eletron ganha ou perde um
guantum de energia Mwa. A conservacgado de energia do sistema impoe

a condigao adicional

e' = ¢ I %wa (3.15)

No modelo de Debye, os vetores de onda de fdnon podem

kg%

assumir magnitudes que vao desde q = 0 até 94y = 5 onde s & a

velocidade do som no sdlido e GD € a temperatura de Debye. O ve-
>

tor 30 & da ordem de grandeza de k o vetor de onda de Fermi.

FI
Assim, em altas temperaturas, a absorcao ou emissao de
um fdnon, pode causar uma variacao significativa no momentum cris
talino do elétron, mas nao pode mudar sua energia por mais que
kg 0. Entao, no caso de interagao elétron-finon em altas tempera
turas, o espalhamento se dia a angulos grandes, sendo assim quase-
-eldstico: a variagao na energia dos elé&trons & pequena comparada
com kB T, a largura da distribuigao. Em baixas temperaturas, T<<GU
os fonons de energia hwa = kB T << kBeD e com vetor de onda q <<qg,
dominarao o espectro vibracional. Consequentemente, neste caso,
kp >> q e os elétrons serao espalhados em angulos pequenos. Embo-

ra as variagoes em momentum e energia sejam pequenas, Os proces -

sos serao ineldsticos porque Ae serd comparavel a largura da dis-

tribuicao de Fermi.
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Embora todas as limitagoes, o conceito de tempo de re-
laxagdo & de grande importdncia porque ele fornece uma solugao
simplificada da equagao de Boltzmann.- que permite apreciar os
efeitos sobre a condutividade, resultantes da aplicagao de cam-

pos.

4. A Formulagao Geral da Condutividade Elétrica

na Aproximagao do Tempo de Relaxacao

A condutividade elétrica o, que & definida pela lei de
Ohm (1.1), pode ser obtida através de um calculo da densidade de

corrente elétrica que & dada por
3 = 2Je vk) £(k) ak (4.1)

O fator 2 aparece porque o estado k pode ser ocupado por dois
elétrons com spins opostos.
Como no estado de equilibrio nd3o h&d condugao eletrdni-

ca
J = 2Je v (k) fl(K) dax (4.2)

Se nao existem gradientes de temperatura nem campos mag
néticos, a equacado de Boltzmann fica simplesmente
-»>
£, (k)

of
(- --9> JE). e B = - [i’-f?] -2 (4.3)
esp t




ou seja
Substituindo em (4.2) e usando a igualdade

Obtém-se para a densidade de corrente

3

> 2 > = > o of 3
J=-585 | 1 vk) [v(k). E] (— 55%) da 'k
47 :

e o tensor condutividade elétrica fica dado por

2 of
T = -%J (— 539) (5 ¥ ak

47

Na notagao de componentes segue-se que

I, = & (— —O%) rv.[ & wv. E.) &%k =
i 4 3 \  d€ 1 J 3

I Mw
Q

" j=1 j=1 3

onde

47
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(4.4)

standard

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Em geral, portanto, obtém-se uma relacao tensorial en-
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tre o campo e a corrente, de modo que eles nao sao necessariamen
te paralelos. Isto pode se manifestar em cristais devido a sua
anisotropia. O tensor condutividade Uij & simétrico. Ele pode,
portanto, ser transformado para os eixos principais e fica na

forma o0.. = o sendo assim determinado pelas trés quantida-

ij i Sij’
des o,. Se estes valores forem iguais (ci = g), o0 tensor degene-
ra num escalar. Este & o caso de um meio isotrdpico, mas também
acontece para um cristal clbico: por razoes de simetria, os ei-
x0s principais do tensor condutividade coincidem com os eixos do
cristal e desde que estes sao equivalentes, os oy devem também
ser Oos mesmos.
Pode-se verificar facilmente que o mesmo ocorre para
superficies de energia esféricas. Neste caso vy & proporcional a

af
. 0 .
ki enquanto que T, assim como — depende somente da energia, ou

9E
seja, da magnitude k. Para i # j o integrando em (4.9) & uma fun
¢ao impar de k; ou kj; o resultado disto & que a integragao em
todo o espago—ﬁ & zero. Assim, os elementos fora da diagonalo.lj
se anulam, enquanto os elementos diagonais possuem valores iguais;
o pocrtanto & um escalar.
Para dar um exemplo, considera-se a condutividade de

um sdlido supondo-se que os elétrons de condugao sao livres.

O tensor condutividade & diagonal e

of
_ - - 1 @ _ _eT _ 0 2 .3
Ouy = Oyy =0,, 3 tr = 12ﬂ3 ( 52—) v- d’k
v possui magnitude constante na superficie de Fermi e como as

energias térmicas sao pequenas comparadas com a energia de Fermi

tipica, adota-se a seguinte aproximacao:
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( 3f0
- '5'6—'> = 5(€k - EF) (4.10)

\

onde e & a energia de Fermi.

Entao

eZTV2 3
o = 5(€E - EF) a’’k

XX 12n3

- > ~
Na verdade, os numeros de onda k nao formam um conti-

nuo. A integral deve ser encarada, na verdade, como

é(ez - EF)

O !

Assim, lembrando que a densidade total de estados ele-

tronicos é

gle) = 7 5(€K - g) (4.11)
&>
k
obtém~-se
evaz
o = S——a gl(e,) (4.12)
XX 12 3 F

Lembrando que para um gas de elétrons livres, a densidade de es-
tados no nivel de Fermi €&
(e) = 3N__ 3N
EARS 2 2€F 2

onde N & o nimero total de elétrons na energia de Fermi, obtém-

-se ne
XX m




.22

onde n & o nfimero de elétrons de condugdao por unidade de volume.

Voltando novamente para (4.8) e (4.9), verifica-se que
desprezando-se a esfrutura tensorial da condutividade, a corren-
te tem a mesma diregao do campo. O campo e a corrente podem, en-
tao, ser colocados na diregdo-z  sem perda de generalidade e ob

tem-se simplesmente

2 of
- e E __o0 2 3
I = -4—3- [ ( Se ) T Vz d’k (4.14)
m
2 of ‘
_ e _ 0 2 3 _ 2
g = ;;3' J ( —86 ) T Vz d’k = e KO (4.15)

sendo Ko um caso especial das integrais

i} 2 ¢ Z

Y
K = — (— —2> eV 1 v 2 ak (4.16)
a7

Em geral, faz-se a integragao sobre superficies de ener

gia constantes

® of 5
KU = - 2 ¢ G(e) de (4.17)

2 ds

com G(e) = 3 [ TV, e (4.18)
4T _ |—~l
e=cte aﬁ

Por fim, pode-se ainda verificar que forma toma a fun-
cdo de distribuicdo f nesta situagdo em que apenas um campo elé-

trico atua.



.23

Tornando a (4.4), verifica-se que ffi) € grande somen-

te na superficie de Fermi. Isto & consequéncia da quase-singula-
of
ridade <- 559>. Como f = fO + fl’ também verifica~se que a dis -

tribuicao de equilibrio & apenas deslocada no sentido em que
vik)., e E & positivo, isto &, para o lado onde os elétrons sao

acelerados pelo campo.

De fato
of > of
_ ~o_ e (k) e T o _ 0 e T
£=f - ——— E=f -—  &LE
de (k) 9k K ok K
e pelo teorema de Taylor
—  _ et
£=f (k - S~ E) (4.19)
Ou seja, & como se toda a superficie de Fermi fosse deslocada no
> . e"['-)
espaco - k por uma quantidade W E.

Deve-se observar que os estados interiores 3 esfera de
Fermi ndo s3o realmente afetados pelo campo. Pelo principio de
Pauli, eles nao podem ser acelerados pelo campo ou espalhados por

impurezas e fodnons.

Outro ponto a observar & que (4.19) pode ser escrita
f = fo[e(ﬁ) -~ et vi(k). ﬁ] (4.20)

- -+ . 0
como se O eletron no estado - k tivesse ganho uma quantidade de

energia

3y

s e(k) = e 1 v(kK).

I
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Isto & exatamente o que aconteceria classicamente se o

- . > > >
elétron se movesse com velocidade v(k) no campo E durante um tem
po médio T. O método cinético de tratar as propriedades de trans
porte & baseado neste argumento. Esta energia extra & equivalen-

te a um "drift" §v na direcao do campo, e

65(?) = 6v . é% = e T v . E
av
Portanto, &V = %l B (4.21)

para uma particula cldssica de massa m. Se houverem n particulas

por unidade de volume, entao

F=ne &v (4.22)

Usando a lei de Ohm juntamente com a relagao (4.21) vem

g=he' T (4.23)

gue € o mesmo resultado obtido anteriormente para um gas de elé-

trons livres.

5. 0 Método Variacional

A equagdo de Boltzmann & uma equagao integral linear e

inomogénea. A solugao da equacdo pode ser construida formalmente
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aplicando o principio variacional a uma fungao tentativa geral.
Este método de resolver a equacao de transporte foi desenvolvido
por Kohler (1948), e & baseado na equagao de Boltzmann lineariza
da para um campo elétrico e um gradiente de temperatura (a exten
sao do método a campos magnéticos nao & imediatamente possivel).

Retoma-se a equagao de Boltzmann linearizada com H = 0.

of of
-v(K). =2 9T - v(K). e —2 B = [- iﬁ] (5.1)
aT o€t ot esp
af .
com [5?] dado por (3.7), ou seja,
esp :
[- 5"-1"-] = -—1-—[ [wz) - ¢(K')] £ (e)[l - £ (e')] ok, k') ak*
ot k. .T o) o) ’
esp B
(5.2)
Chama-se
fo(e)[l - fo(e')J Q, By = p(X, &) (5.3)

a "razdo de transic3o de equilibrio" entre os estados k e k': &
o nimero de transigdo por unidade de tempo quando o sistema esta
em equilibrio termodinadmico.

Entao, substituindo (5.2) em (5.1) obtém-se a "forma

candnica" da equagao de Boltzmann no seu caso simples:

of of
> > o > > o x _ 1 > _ >, > Py >
- vi(k). T VT - v(k). e e E = T{-g'f [[d)(k) ¢ (k )] P(k, k') dk

(5.4)

Esta forma da equacgdo pode ser facilmente generalizada.

Por exemplo, desejando-se considerar o efeito de colisOes entre



.26

portadores, deve-se iniciar o calculo com um conhecimento da pro

babilidade de transigao intrinseca
o(k, k', k", k") dk' 4k" ak ™

que expressa a razao na qual uma particula no estado-k colide
com particulas em k' e as duas partIculas sao espalhadas em k" e

k' . Refere-se ao processo
K + il > ill + ﬁll'

A razao intrinseca & definida sob as condigoes de que
)4 —)l 3 ->Il +ll| 3 3
k e k' estejam ocupados enquanto que k" e k estejamvazios. Com
generalizagSes diretas no procedimento anterior, chega-se, neste

caso, a um termo de espalhamento da forma.

P—f—] = —l-—m[cp (K)+¢ (k') -¢ (K™) = q,(rz"')]p(rz,ﬁ',rz", K™)dk'aR"™ ak™

at esp kBT
(5.5)
onde P(k, k', k", k") & a razao de transigao de equilibrio
P(Ell—zll ]—zll , i"l) :Q(]z',]_zl’iull'zlu) fo(e)fo(ev) [l_fo(e " )] [l_fo(etu)J

A propria integral (5.5) & uma generalizagao simples da integral
em (5.4).
A equagdo de Boltzmann na sua forma (5.4) & uma equa-

cao integral cujas caracteristicas essenciais estdao contidas em

x (k) = J[d)(k) - ¢(k")] P(k, k') dk’ (5.6)
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A integral do espago vetorial € simbolizada pela inte-
gragao numa finica variavel k. A fungdo x(k) & conhecida e depen-
de de campos externos. O kernel P(k, k') & inalterado pela troca
entre k e k' e & positivo porque & uma medida de probabilidade.
O problema consiste em encontrar ¢ (k).

De um ponto de vista matematico, a equagao (5.6) pode

ser representada de modo ainda mais abstrato. Escreve-se

X =P ¢ : (5.7)

definindo o "operador espalhamento“ P que transforma a funcao ¢
numa outra funcao x (k) por integragao.

O operador P possui certas propriedades formais: € li-
near e & também simétrico ou auto-adjunto, isto &, para quais-

quer duas funcoes ¢ e Y

<¢, P y> = <y, P ¢> (5.8)

O simbolo <¢, y> refere o "produto interno" das duas

funcoes, que é definido por

<o, P> J¢(k) p (k) dk

A relacdo (5.8) & consequéncia da simetria do kernel

P(k, k') = P(k', k)

B f3cil demonstrar que
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<, P¥> = 3 ”[cb(k) - ¢ox"] Pk, X [U(k) - V()] dk dk’
(5.9)

e dai segue (5.8).
Outra propriedade importante de P & que ele & intrinse

camente positivo, ou seja
<¢, P> > 0 (5.10)

Nota-se também que
<¢p, Pp> = <¢, x> (5.11)

O principio variacional diz que "de todas as fungdes
que satisfazem a condigao (5.11), a solugdo da equagao integral
fornece a <¢, P¢> o seu valor maximo".

Para provar isto, supOe-se que Y & uma fungcao qualquer

que nao & solucao de (5.7) mas que satisfaz a
<Y, PY> = <y, x> (5.12)

Entao, usando-se (5.10), obtém-se
0 < <(¢p -~ ¥), P(p - Y)> = <¢, Pp> - <y, PyY> (5.13)

onde fez-se uso de (5.7), (5.8) e (5.12).

De (5.13), entao, vem que
<¢p, P> > <y, PyY> (5.14)

De todas as fungdes ¥ que satisfazem a equacao (5.12),
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¢ € a que maximiza <y, PyY>. Isto significa que a solugao da equa
cao de Boltzmann & obtida se o valor maximo do produto  interno
<y, PY> & encontrado juntamente com a condigcao suplementar de
que § satisfaca a relagdo (5.12). A condigcao suplementar pode

ser levada diretamente ao principio variacional se a expressao

<9y BY> (5.15)
{<yp, x>}
8 formada. Esta expressdo deve ser um minimo, desde que ela € o
reciproco de <y, Py>.
A equacao de transporte de Boltzmann & assim reduzida
a um problema de extremo. Para resolver este problema, necessita
-se uma fungdo tentativa com um certo nimero de pardmetros arbi-
trarios. A funcdo variacional (5.15) & calculada e os pardmetros
s3o variados de modo a converté-la num extremo.
Usualmente, constrdi-se a fungao tentativa a partir de

uma combinacdo linear de fungoes standard, com coeficientes va-

riaveis:

p(k) = i ny wi(k) (5.16)

A fungao variacional, entao, envolve

<y, P> = I P.. n. n, e <Y, x> =L Xy Ny (5.17)
1,3 i

onde P..e Xy sao"elementos de matriz" do operador P e da fungao

X, relativos ao conjunto de fungaes wi' isto e

Pij = <wi, ij> e X3 <Xr Y32 (5.18)
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O principio variacional requer que os parametros n; sa

tisfacam

Xi = Pij nj (5.19)

6. Formulacao Termodinamica do Principio Variacional

Formula para a Condutividade Elétrica

A formulagao matemdtica do principio variacional pode
também ser interpretada termodinamicamente. Para fazer isto, to-
ma-se a forma original da equagao de Boltzmann que descreve o
equilibrio entre a variagdo na distribuigao dos portadores pelos
campos externos e pelos eventos de espalhamento. Considerando-se
um campo elétrico aplicado como exemplo, ver-se-a que ele tende
a alinhar as velocidades das particulas, trazendo-as assim a um
estado mais ordenado. Termodinamicamente, isto significa que a
entropia decresce. Por outro lado, o estado ordenado & novamente
perturbado pelas colisdes e, portanto, a entropia cresce. Entao,
a equagao de Boltzmann deve conter implicitamente o equilibrio
entre a redugao de entropia pelos campos externos e o aumento de

entropia por espalhamentos

9S8

t

- [__] 3 [a—i] > 0 (6.1)
campos esp

A forma candnica da equagao de Boltzmann - no caso em

que apenas um campo elétrico atua - fica

of
> > 0 x _ 1 > > > o >y
- vik). e Fy E = E;T' [¢(k) - ¢ (k )] P(k, k') dk (6.2)
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De acordo com (5.6), tem-se

x (k) = - kBT 3(?). e —2 E
Dai
of
- > 0 o>
<p, x> = = e kgT J 6 v . E P dk (6.2)

No entanto