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Abstract 

In the first part we perform a detailed investigation of the storage properties of a 
model for neural networks that exhibits the same organization into clusters as Dyson's 
hierarchical model, for ferromagnetism, combined with Hebb's learning algorithm for p 
stored patterns. 

In the case of finite p, we show that together with the original stored patterns or 
"ancestors" the system retrieves also a hierarchy of "descendants". The "descendants" 
differ from the "ancestor" in the signs of the cluster overlaps, and the number of this 
solutions increases exponentially with the cluster number, n(t) ti e"", for large values 
of t. 

For an extensive number of stored patterns p = aN , where N is the size of the 
network, we investigate the criticai storage capacity of the model to both "ancestor" 
and "descendant" patterns. By using two different methods, a statistical mechanics 
formulation (mean-field) and a signal-to-noise analysis, we obtain a succession of criticai 
storage capacities that are below the corresponding value for Hopfield's model. We use 
the ratio of this criticai storage capacities to the same quantity as evaluated in Hopfield's 
model to compare the results in both methods. We present the phase diagram in the 
a — T plane for the particular case of two clusters and one descendant. 

The second part is related with the study of the space of interactions in neural network 
models. In this case we search for the maximal criticai storage capacity of models that 
present, in some sense, the same cluster struture that we discussed before. In order to 
take this structure in account we redefine the Gardner Program. 

Concerning the storage of "ancestors" we obtain a value of arx.  always lower than 
2, which corresponds to the original case of models without structure. This result agrees 
with that we found before in the signal-to-noise analysis. On the other side we show in 
the special case of two clusters that this structure barely affects the storage of "ancestors" 
and "descendants" together. 



Resumo 

Na primeira etapa investigamos detalhadamente as propriedades de armazenamento 
de um modelo de redes de neurônios que apresenta uma organização em aglomerados 
semelhante àquela existente no Modelo Hierárquico de Dyson para ferromagnetismo. As 
memórias, neste modelo, são armazenadas através da Regra de Aprendizagem de Hebb, 
superposta à estrutura hieráquica. 

No caso de um número finito de padrões, mostramos que, junto com os padrões origi-
nais ou "ancestrais", o sistema é capaz de recuperar uma hierarquia de padrões "descen-
dentes". Estes padrões diferem dos "ancestrais" nos sinais relativos das magnetizações 
nos diferentes blocos, e o número destas soluções cresce exponencialmente com o número 
de blocos, n(t) e0451,  para grande. 

Para um número extensivo de padrões armazenados p = aN , onde N é o tamanho do 
sistema, nós investigamos a capacidade crítica de armazenamento do modelo tanto para 
"ancestrais" como para "descendentes". Usando dois métodos distintos, uma formulação 
de mecânica estatística de equilíbrio (campo médio) e uma análise de sinal-ruído, nós 
obtemos uma sucessão de capacidades de armazenamento que são sempre menores que o 
valor correspondente ao modelo de Hopfield. Usamos as razões entre estas capacidades e a 
do modelo de Hopfield para comparar os resultados dos dois métodos. Nós apresentamos 
o diagrama de fases no plano a — T para o caso especial de dois blocos e um único 
"descendente". 

A segunda parte é relacionada com o estudo do espaço de interações dos modelos de 
redes de neurônios. Neste caso nós buscamos determinar a máxima capacidade crítica 
de armazenamento para modelos que apresentem, de alguma forma, a mesma estrutura 
de blocos que discutimos antes. Para ter em conta esta estrutura foi preciso modificar o 
problema de Gardner. 

Para o armazenamento de padrões "ancestrais", obtivemos um valor de anic  ". sempre 
menor que 2, o qual corresponde ao caso de modelos sem estrutura predefinida. Este 
resultado combina com aquele que encontramos anteriormente na análise de sinal-ruído. 
Por outro lado, mostramos que no caso especial de dois blocos esta estrutura pouco afeta 
a armazenagem conjunta de "ancestrais" e "descendentes". 
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Capítulo 1 

Introdução 

1.1 	Bases Biológicas 

Todo o processamento que é feito no cérebro ocorre devido a presença de células 

especializadas chamadas "neurônios". Morfologicamente um neurônio é composto de um 

corpo celular ramificado, em forma de estrela, onde está presente seu núcleo. Entre as 

ramificações ou "dendritos" existe uma principal, em geral muitas vezes maior que o corpo 

celular, chamada "axônio". O axônio também apresenta ramificações cujos terminais se 

ligam aos dendritos de outros neurônios. Estas ligações são as "sinapses". 

Cada um dos neurônios atua como uma unidade processadora. Através de seus den-

dritos informações vindas de outras células, em forma de pulsos elétricos, são coletadas, 

processadas no corpo celular e posteriormente retransmitidas no axônio. 

Um neurônio pode ser encontrado em dois estados: ou está em repouso ou está ativado 

emitindo sinais através de seu axônio. O estado de repouso caracteriza-se por um a 

diferença de potencial de aproximadamente -70 mV entre o interior e o exterior da célula. 

Tal polarização se encontra presente em qualquer célula e é resultado do transporte ativo, 

ou seja, contra o gradiente de concentração, de íons de sódio para fora da membrana 

celular [1]. Quando está ativo ou "disparando" o neurônio apresenta uma série de pulsos 

positivos que viajam pelo axônio em direção contrária ao corpo celular. Estes pulsos 

ou "potenciais de ação" são inversões locais da polarização da membrana que envolve 

4 
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Figura 1.1: As três partes do neurônio: O corpo celular, o axônio e os dendritos. As ramificações 

do axônio terminam em sinapses (triângulos) por meio das quais as células se comunicam. 

o axônio e podem atingir até +100 mV de amplitude, contada a partir do potencial de 

repouso, e uma duração da ordem de meio segundo. 

A ativação de um neurônio, inicialmente em repouso, depende do potencial de de-

spolarização causado pela soma dos sinais que chegam de outros neurônios durante um 

tempo caraterístico. Em geral, observa-se que existe um valor limite do potencial de de-

spolarização que um neurônio pode suportar sem ser ativado. Este limiar é em torno de 

-50 mV. A amplitude do potencial de ação, sua duração e velocidade de condução pare-

cem independer da excitação que o neurônio sofre [1]. Já a frequência destes potenciais 

depende tanto do tipo do neurônio como da intensidade do potencial de despolarização 

sobre ele [2]. 

A informação de que um neurônio está ativo é passada aos demais através das sinapses. 

Estas ligações de caráter estritamente unidirecionais podem estimular o próximo neurônio 

a também se ativar ou então procurando mantê-lo em repouso. No primeiro caso 

elas são ditas "excitatórias" e no outro "inibitórias". Além disso uma sinapse pode ser 

forte ou fraca dependendo de sua eficiência em excitar ou inibir. A principal característica 
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mV 

Figura 1.2: Diferença de potencial local entre o interior e o exterior da membrana citoplasmática 

de um neurônio durante a emissão de um "Potencial de Ação" 

das ligações sinápticas, no entanto, é a sua capacidade de se modificar plasticamente. Ou 

seja, umá sinapse pode aumentar ou diminuir sua eficiência dependendo se os estados 

dos neurônios que liga coincidem ou não. Este é apontado como sendo o fenômeno chave 

para o processo de aprendizado no cérebro. 

1.2 Modelamento Matemático 

Na seção anterior procurou-se dar uma idéia dos principais mecanismos biológicos 

que, no entender da teoria de Redes de Neurônios, seriam responsáveis pela maioria das 

funções cognitivas desempenhadas pelo cérebro. Baseados nestes mecanismos, poderemos 

formular algumas hipóteses que serão muito importantes para a exata delimitação dos 

modelos matemáticos usados para estudar este sistema. 

Primeira hipótese: Informação.  O cérebro processa informações e a representação 

destas informações é feita através da configuração de estados dos seus neurônios em 

um dado intervalo de tempo. Além disso, considera-se que a variável de estado de um 

neurônio assuma somente dois valores: ativo ou inativo [3]. Com isso é descartada a 

possibilidade de haver informações codificadas em termos de da frequência de potenciais 



1. INTRODUÇÃO 	 7 

de ação [2]. Define-se então uma correspondência biunívoca entre estados de sistema e 

informações. Para o caso de uma rede de N neurônios isto é representado pelo vetor 

N- dimensional 

.92, •••3 SN) 

onde Si  = ±1. 

Segunda Hipótese: Funcionamento.  A rede deve possuir uma regra dinâmica que 

determine para um dado neurônio qual será o seu estado em um certo instante de tempo, 

baseado nas informações recebidas de outros neurônios ativados em um tempo anterior. 

A decisão de um neurônio disparar é função da integração temporal dos sinais recebidos 

de outros neurônios, devidamente ponderados pelos valores das eficiências das sinapses 

correspondentes e também de um valor limiar que pode depender do neurônio em questão. 

Isso pode ser representado na forma de um conjunto de N equações dinâmicas, uma para 

cada um dos neurônios: 

Si(i) = F( 	— r), 0i) 
jOi 

A quantidade Ji;  representa o valor da eficiência sináptica na transmissão de um sinal do 

neurônio "i" para o neurônio "j". Se for negativa, a sinapse é inibitória caso contrário 

será excitatória. E O. é o limiar do neurônio "i". 

Terceira Hipótese: Aprendizado.  Uma vez que a dinâmica de uma rede neuronal 

está definida, os seus estados estacionários são única e exclusivamente determinados pela 

natureza e eficiência de cada uma das suas sinapses; e é na modificação destas que se dá 

o aprendizado da rede. 

Dentro do panorama criado pelas hipóteses acima, podemos destacar dois grandes 

conjuntos de modelos: as redes de neurônios dirigidas e as redes de neurônios atratoras. 

1.2.1 Redes de Neurônios Dirigidas 

Uma rede dirigida é composta por uma série de camadas de unidades, ou neurônios, 

onde a informação percorre o sistema de uma camada a outra sempre em uma mesma 
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direção. Este tipo de computação é denominada computação por fluxo dinâmico [4]. 

Deste modo existe uma camada bem específica que serve de entrada e outra de saída. 

A principal propriedade destas redes é o fato que a informação de saída pode ser de 

natureza diversa daquela de entrada. Por exemplo, as unidades de entrada podem estar 

relacionadas a um estímulo visual enquanto na saída pode estar a decisão de mover ou 

não um músculo. O caso mais simples destes sistemas é o Perceptron [5]. 

Composto de um certo número de unidades de entrada o Perceptron possui apenas 

duas camadas sendo que a camada de saída é constituida de uma única unidade. A sua 

tarefa típica é o reconhecimento de padrões. Por exemplo, ao apresentarmos uma série 

de fotografias digitalizadas em forma de unidades acesas e apagadas podemos desejar 

que a rede responda com a unidade de saída acesa caso haja uma árvore na foto, ou 

apagada caso não. Durante o processo que chamamos "aprendizagem", a rede deve ser 

capaz de responder corretamente ao que foi requisitado para um número definido de fo-

tos chamadas "exemplos". Tal objétivo é atingido via a modificação de suas eficiências 

sinápticas, determinada pela regra de aprendizagem particular da rede. Após a etapa de 

aprendizagem a rede deve poder "generalizar". A generalização consiste na sua capaci-

dade em reconhecer ou não árvores em outras fotos diferentes daquelas apresentadas como 

exemplos. A principal ferramenta usada para o estudo deste tipo de sistemas permanece 

sendo a simulação numérica. Questões teóricas de interesse neste caso são, por exemplo: 

Como determinar se realmente existe um conjunto de valores das eficiência sinápticas que 

possibilitam êxito na etapa de aprendizagem? Quantos são os exemplos necessários para 

implementar uma boa capacidade de generalização? [6] 

1.2.2 Redes de Neurônios Atratoras 

Em uma rede do tipo atratora não existem unidades de entrada ou unidades de saída, 

e cada um dos neurônios pode se ligar ou receber ligações de qualquer outro. O tipo 

de computação realizada por elas consiste em um processo onde a rede parte de uma 

configuração inicial, interpretada como estímulo externo, e evolui livremente sob o efeito 
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Figura 1.3: Simulação de uma rede atratora com 400 neurônios e 30 padrões armazenados, dos 

quais 29 são aleatórios e um deles é a letra A. A figura mostra 3 ciclos de atualização onde a rede 

recupera a memória A a partir de uma configuração inicial 30% diferente [7]. 

de sua regra dinâmica até atingir um estado estacionário. Este estado final tanto pode 

ser uma certa configuração como uma sequência oscilante delas. 

No caso em que os estados estacionários são pontos fixos, ou seja configurações únicas, 

o sistema modela um processo de memória associativa. Os pontos fixos são as memórias e 

o processo de evolução dinâmica que vai desde uma configuração inicial qualquer, até um 

destes estados estacionários, é denominado "recuperação de memória". Confira a figura 

1.3. 

O problema principal destes modelos é como escolher as ligações sinápticas de forma 

que se consiga armazenar o maior número possível de memórias. 

Em geral o valor das eficiências sinápticas deve depender do conjunto de memórias 

que se deseja armazenar. Assim, se denotarmos o conjunto das p configurações ou padrões 

que queremos memorizar por: COM = 1, ...,p e =  lSl SN) COM 

= ±1, então a função 

Ji; = Jii({C}) 

que determina as ligações sinápticas 	é chamada "Regra de Aprendizagem". Uma regra 

de aprendizagem é dita local quando Jia  somente depender dos valores de e nos sítios i 
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e j. 

O modelo mais simples para uma destas redes é o Modelo de Hopfield que estudaremos 

a seguir. 

1.3 Modelo de Hopfield-Little 

Observando as hipóteses apresentadas anteriormente é imediato notar a semelhança 

entre estes modelos e os modelos para sistemas magnéticos. A analogia é simples. O 

estado de neurônio equivale a estado de spin de Ising, e as eficiências sinápticas seriam os 

acoplamentos magnéticos. O maior obstáculo a uma equivalência completa dos modelos 

é, no entanto, a não simetria entre as ligações sinápticas. Como as sinapses são unidire-

cionais e fisicamente independentes, não há como supor que a sinapse que liga o neurônio 

i ao j seja da mesma natureza e eficiência daquela que faz o caminho inverso, de j para i. 

Na verdade, a existência de uma nem ao menos garante a presença da outra. Já nos mod-

elos de sistemas magnéticos com spins clássicos a simetria Ji;  = entre acoplamentos 

deve necessariamente existir. Este problema foi resolvido por John Hopfield que decidiu 

estudar as propriedades de uma rede de Neurônios com simetria de sinapses. No modelo 

de Hopfield [8] a lei dinâmica que determina o estado de cada neurônio em função dos 

demais é 

Si(t) = s gn(E JiiSi(t — 7) — 8i ) 	 (1.1) 

onde Si  é o estado do neurônio i e Ji;  é a eficiência sináptica entre neurônios que é dada 

pela regra de aprendizagem de Hebb [9], 

1 P  
jii = E Cel N 	

(1.2) 

O que a dinâmica definida acima faz é alinhar cada um dos neurônios com a grandeza 

hi  = que é equivalente ao campo local no magnetismo. Assim, um estado 

estacionário desta dinâmica será aquele em que todos o neurônios estiverem alinhados 

com seus respectivos campos. O que Hopfield descobriu e' que, no caso de "Jia" simétrico, 
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o processo de buscar estes estados é equivalente a minimizar uma certa função definida 

como a Função Energia da Rede 

H ----- 
2 . . 
	 (1.3) 

Esta energia resulta ser a mesma que escreveríamos para um sistema magnético. 

Observe que propositalmente já tem sido usada a notação de S (spin) para neurônio e J 

(acoplamento) para eficiência sináptica. 

Apesar de inaceitável do ponto de vista biológico, a hipótese de simetria nas sinapses 

não se revelou tão absurda afinal. Além de tornar o problema tratável, ainda mostrou que 

as redes de neurônios poderiam ser comparadas com sistemas magnéticos que apresen-

tassem desordem nas ligações, ou modelos de Vidro de Spin [10];e estes modelos possuem 

precisamente, algumas das propriedades que se deseja para as redes. Um dos exemplos é 

a multiplicidade dos estados fundamentais. Nestes sistemas a aleatoriedade das ligações 

dá origem ao fenômeno da "frustração" [11], ou seja, a impossibilidade de satisfazer todas 

as ligações ferromagnéticas e antiferromagnéticas entre pares de spins. Desta forma, nem 

todos estes pares podem ficar na sua configuração de menor energia. O resultado disso a 

nível de sistema inteiro é a existência de vários estados de mínima energia. 

Um exemplo clássico de frustração é a de um sistema hipotético contendo unicamente 

três spins, sendo dois deles acoplados antiferromagneticamente e as ligações restantes 

todas ferromagnéticas. Dentre seus 8 possíveis estados podemos destacar 6 de mínima 

energia contendo cada um deles um par frustrado. O número de estados de mínimo cresce 

com o número de spins da rede. 

Existem dois modos de implementarmos a atualização dada pela equação (1.1). Ou 

usamos uma Dinâmica Assíncrona ou Monte Carlo, onde os neurônios são escolhidos 

ao acaso e atualizados cada um em um dado instante ou então a Dinâmica Síncrona, 

ou paralela, onde os spins se atualizam todos ao mesmo tempo. Existem razões para 

crer que a dinâmica em sistemas nervosos reais seja algo intermediário, nem totalmente 

sícrona nem totalmente assíncrona. A diferença fundamental entre as duas dinâmicas 

é a natureza de seus estados estacionários. Enquanto o processo Monte Carlo só pode 
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apresentar estados estacionários do tipo pontos fixos, a dinâmica paralela pode também 

possuir ciclos limites, onde o sistema ficaria oscilando entre duas configurações diferentes 

[12]. 

O Modelo de Hopfield é definido como sendo resultado da dinâmica Monte Carlo, 

enquanto que aquele com a dinâmica paralela é chamado Modelo de Little [13]. Neste 

trabalho vamos nos ocupar com sistemas que possuam dinâmica do tipo Monte Carlo por 

serem estes que possuem uma precisa analogia com sistemas magnéticos [14]. 

Um importante passo no estudo das redes de neurônios foi a introdução do conceito 

de temperatura [13]. Assim, ao invés de considerarmos a dinâmica rígida e determinista 

de (1.1), teríamos uma dinâmica estocástica governada pelas probabilidades: 

1 
Si(i) 

= { + 	 e-211i/T) com prob. 1/(1 + 

Da mesma forma que a dinâmica anterior era um processo de busca de mínimos 

locais da função energia H, esta dinâmica procura mínimos de uma função energia livre 

definida tal qual a conhecemos. Cabe, no entanto, ressaltar que, assim como H não tem 

significação física em termos de uma grandeza medida em joules, a temperatura também 

não é algo que se possa medir em kelvin, é tão somente uma variável que indica o nível de 

ruído da rede. Geralmente introduzimos ruído para representar graus de liberdade não 

contemplados explicitamente no modelo; neste caso, estes graus de liberdade poderiam 

ser flutuações químicas no meio intercelular que influenciariam o comportamento das 

sinapses. 

1.3.1 Principais Resultados do Modelo de Hopfleld 

Do ponto de vista de mecânica estatística de equilíbrio , a técnica que usaremos 

predominantemente neste trabalho , o tipo de informações que podemos extrair do modelo 

é , tendo fixada a função energia e a distribuição de probabilidades dos acoplamentos Ji; 

: quais são os seus estados estacionários , sua existência e estabilidade no diagrama de 

fases do sistema. 

—1 com prob. 1/(1 e2hi/T) 
(1.4) 
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Os estados estacionários obtidos para um número não extensivo de padrões armazena-

dos, ou seja p/N –+ O no limite termodinâmico [151, sujeitos à distribuição de proba-

bilidades 

1 
P(e) = –2 W S( –1)  + –2 45(e + 1) 

e considerando como parâmetro de ordem o vetor rã = (ml, • • • , mP), com suas com-

ponentes definidas como a superposição dos estados de equilíbrio do sistema com as 

memórias armazenadas, ou seja, 

1 
nig -,_ —

N 
< E < Si >T e >E 3  

i 
(1.6) 

são: 

- Estados de recuperação : 7--n.  = m (1,0, • • • , O) 

- Estados misturados simétricos : rã = mn  (1, • • • , 1, 0, • • • , 0) 

- Estados misturados assimétricos : rã' = (mi ,• • • ,mi,• • • ,Trik,• • • ,mk,O, • • • , 0) 

- Estado paramagnético : 771.   = O 

Os estados de recuperação são em número de p estados e representam a situação em 

que os neurônios da rede estão alinhados com uma das memórias. Estes estados surgem 

continuamente a medida que baixamos a temperatura (ruído) a partir de T = 1 , sendo 

estáveis e de mínima energia livre em todo o intervalo O < T < 1. 

Os estados misturados simétricos , onde o sistema recupera uma fração igual de n 

memórias , surgem também continuamente a partir de T = 1 . Sendo , no entanto , os 

estados de n par sempre instáveis, enquanto que aqueles com n ímpar se estabilizam para 

uma temperatura O < Tr, < 1 . A energia livre destes estados cresce com o número de 

memórias misturadas. 

Os estados não simétricos, nos quais várias memórias são recuperadas em frações 

diferentes, aparecem somente abaixo de T = 0.575 e isto pode ocorrer de forma contínua 

ou descontínua. Em geral, aqueles que o fazem continuamente , logo que surgem são 

instáveis, se estabilizando a medida que a temperatura é diminuida. Estados que surgem 

descontinuamente, no entanto, são instáveis em todo o intervalo de temperatura. 

(1.5) 



1. INTRODUÇÃO 	 14 

Estados misturados são também denominados estados espúrios. A princípio, tais esta-

dos são indesejáveis pois atuariam como atratores na dinâmica do sistema, atrapalhando 

a recuperação das memórias verdadeiras. No caso específico de uma máquina de recu-

peração de memória, o ideal seria então eliminar estes estados , o que pode ser tentado 

tanto por modificações na regra de aprendizagem [16] como no próprio modelo [17]. 

Agora, se observarmos com cuidado isto que foi chamado "máquina de memória", 

veremos que seu funcionamento pouco tem a ver com aquele que conhecemos de um 

cérebro humano . Este não simplesmente congela informações mas as categoriza e cria 

conceitos. Essa categorização e criação de conceitos, no nosso formalismo nada mais é 

que a criação de novos estados estacionários a partir das memórias verdadeiras e, nesse 

sentido, estados espúrios podem vir a desempenhar um papel essencial [18] [19]. 

Os principais parâmetros externos do modelo de Hopfield são: o ruído T e o coeficiente 

de armazenamento a = fs,, (considerado igual a zero na discussão anterior). Quando 

temos este último parâmetro diferente de zero, é imediato observar que a distribuição de 

probabilidades de termos um certo valor Ji;  para a interação sináptica entre os sítios "i" 

e "j" é dada por 

P(.iii) = 
/V 	-II- 

2 

-N e 	2a 

tira 

Esta é uma distribuição Gaussiana que é idêntica àquela usada no modelo de Sherrington 

e Kirkpatrick [20] para o seu modelo de vidro de spin. Portanto, quando construirmos 

o diagrama de fases a x T do modelo de Hopfield vamos encontrar, além da região 

paramagnética e a de recuperação, uma região de vidro de spin. 

Estas soluções de vidro de spin também atuam como atratores na dinâmica do sis-

tema, e sua principal característica é de não possuirem superposição finita com nenhuma 

das memórias armazenadas, ou seja, rã = 0. Apesar disso, tais estados diferem de um 

estado paramagnético devido a existência de uma correlação temporal entre os estados 

de neurônios , caracterizada pelo fato do parâmetro de Edward-Anderson, definido como 

q( ti , t2 ) = < Si(ti )Si(t2) > 
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Figura 1.4: Diagrama de fases da solução de campo médio do Modelo de Hopfield [14]. 

ser diferente de zero. 

Em redes de neurônios estamos sempre interessados em aspectos dinâmicos do prob-

lema. Neste sentido estados meta-estáveis são tão importantes quanto os estáveis, pois 

mínimos locais também são capazes de aprisionar dinamicamente o sistema . Por esta 

razão a região de recuperação é definida a partir do momento que surge a solução de 

recuperação , mesmo que esta não seja o mínimo global da energia livre. 

Um diagrama completo para redes de neurônios deveria apresentar tanto estados de 

recuperação como estados espúrios. Isto na prática é inviável pela grande quantidade 

destes estados. No regime de recuperação eles são da ordem de pP(T), onde p(T) é um 

polinômio em T, e, acima da linha crítica TM (vide figura 1.4), crescem exponencialmente 

com N [21]. 

A figura 1.4 mostra o diagrama de fases da solução de campo médio do modelo de 

Hopfield sem os estados metaestáveis [14]. A linha TM, que é a linha critica ac(T) 

a qual nos referimos antes, marca o aparecimento de forma descontínua da solução de 

recuperação, enquanto que a linha tracejada delimita a região onde esta solução é mínimo 

global da energia livre . 
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Figura 1.5: Percentual de sítios errados no caso de cálculo com simetria (linha tracejada) e com 

assimetria de réplicas (linha cheia) [22]. 

A T = O temos o maior valor de ac, correspondente à máxima armazenagem. Este 

valor é a, = 0.138 se considerarmos simetria de réplicas na solução das equações de ponto 

de sela e aumenta para a, = 0.144 no caso de quebra desta simetria , concordando com 

valores obtidos por simulação numérica [8] . Tanto um como outro foram calculados 

permitindo uma fração de erro na recuperação, ou seja , nem todos os neurônios estão 

alinhados com a memória recuperada. 

O armazenamento crítico para a situação de uma recuperação de 100% pode ser obtido 

pelo método de sinal x ruído , que será descrito detalhadamente no capítulo 3. Neste caso 

a fração crítica de armazenamento vale 

1 
a, 	 

4 log N 

sendo , portanto, zero no limite termodinâmico. 

Muito se tem trabalhado no sentido de aprimorar este modelo em direção a modelos 

mais optimizados ou mais realísticos . Em particular, especial atenção tem sido dedicada a 

modelos de armazenagem e recuperação de memórias relacionadas de forma hierárquica. 

Isto significa que de acordo com suas superposições (overlaps) -2;7  E, Ce,' estas podem 

ser dispostas em categorias seguindo uma estrutura de árvore hierárquica. A razão do 
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interesse nestes modelos vem do fato de que categorizações e hierarquias estarem presentes 

tanto nas funções cerebrais, que queremos reproduzir. como, aparentemete, na estrutura 

intrínseca do espaço de estados de um modelo de vidro de spin . 

O objetivo deste trabalho de doutoramento é estudar as consequências nas pro-

priedades de armazenamento e recuperação de memória de uma rede de neurônios, quando 

a sua arquitetura é tal que existe uma organização hierárquica entre neurônios e não en-

tre memórias. Assim, como primeiro passo, vamos descrever alguns modelos que buscam 

aperfeiçoar o Modelo de Hopfield. 

1.4 Além do Modelo de Hopfield 

Um modelo de Redes de Neurônios serve a dois propósitos: primeiro, nos dar subsídios 

para entendermos como a mente humana funciona e em segundo lugar nos possibilita con-

struir dispositivos que desempenhem tarefas semelhantes. Assim, para sabermos se um 

modelo de redes de neurônios é um bom modelo, em geral, devemos comparar seu com-

portamento e estrutura com o que conhecemos sobre o cérebro humano. Este confronto 

com o sistema real tende a ser frutífero na medida em que nos assegura uma direção a 

ser seguida no aprimoramento das capacidades destes modelos. 

Nesta seção discutiremos duas características arquitetõnicas que encontramos no cérebro 

humano e não são contempladas no modelo de Hopfield bem como alguns dos principais 

modelos criados para incluí-las. 

A primeira delas está relacionada com as memórias ou os padrões que desejamos 

armazenar. O modelo de Hopfield foi construido de forma que seu melhor funcionamento 

se dê para padrões aproximadamente ortogonais, isto é , 

1 
(1.7) 

N i  " 

Não é um absurdo considerar que, quando temos duas ideias próximas, ou então duas 

imagens semelhantes, os seus códigos neuronais sejam tamb'em semelhantes; em outras 

palavras, as representações destes dois conceitos, em termos de "-I-1" e "-1" tenham uma 
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superposição grande. Sendo assim, o armazenamento de padrões ortogonais (ou seja, de 

conceitos muito diferentes) é um evento muito raro no que a gente espera que seja a rotina 

normal de funcionamento de um cérebro [19]. 

Sabemos que qualquer informação nova que aprendemos é imediatamente catalogada 

em relação às demais já existentes. O tipo mais usual desta classificação é aquela que 

agrupa os padrões em categorias e subcategorias. Os modelos hierárquicos são uma classe 

de modelos construídos a partir de modificações convenientes da regra de Hebb, de forma 

que suportem, melhor que o Modelo de Hopfield, o armazenamento de informações que 

não são necessariamente ortogonais entre si. Os padrões armazenados nestes modelos 

são tais que suas superposições satisfazem relações ultramétricas, o que indica que eles 

podem ser classificados em uma árvore hierárquica [23]. 

A seguir descreverei algumas das propriedades destes modelos, sem, no entanto, descer 

a detalhes mais finos. A minha intenção, neste caso, é apenas dar uma idéia geral da 

área, pois o modelo que desenvolverei nos capítulos posteriorés, apesar de conter como 

ingrediente principal a idéia de hierarquização, não está diretamente relacionado com 

estes modelos hierárquicos. 

1.4.1 	Codificação. Geração de padrões. 

Os padrões que usamos em modelos de redes de neurônios atratoras são p conjuntos 

de N variáveis aleatórias. De acordo com a distribuição que gera estes padrões podemos 

classificá-los em três grupos : ortogonais, com atividade ou hierárquicos. 

i) Padrões Ortogonais : O modo mais simples de construir padrões que sejam ortogo-

nais no limite em que N é grande, é fazendo com que a probabilidade de cada sítio estar 

"aceso" (+1) seja igual a de estar "apagado" (-1), ou seja, 

1 	 1 
P(e) = —2 (5.(e —1) + —2 6.(e + 1) 

Assim, se calcularmos a superposição de quaisquer dois destes padrões obteremos: 

= N —E 	2 >= o 
"  

(1.8) 

(1.9) 
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Os padrões ortogonais se encontam o mais longe possível um do outro no espaço de 

estados. A medida de distância em questão, é a distância de Hamming definida como 

d p  = 1 — qPv ,,   

ii) Padrões com atividade : Estes padões são aqueles para os quais existe uma 

tendência a ter mais neurônios em um estado do que no outro. Neste caso, 

1 -I- a 
6(e 

1 	a 
(1.10) 

(1.11) 

P(e) = 2 

E portanto, as superposições 

q''' = N E 

1) + 	t5( 	+1) 

	

2 	e 

	

< 	> = a2 

deixam de ser zero. 

Os padrões com atividade se localizam em uma regiaão mais restrita espaço de es-

tados,e são equidistantes a uma distância menor d = 1 — a2. Eles são tradicionalmente 

chamados de "padrões correlacionados" por possuírem q 0. Esta nomenclatura, ape-

sar de incorreta, é bastante difundida na área de redes de neurônios, de forma que será 

adotada em certas passagens deste trabalho. Cabe, como esclarecimento, ressaltar que 

correlação estatística está definida como 

c' =< 	> — <s > <i > 

e, neste sentido, nenhum dos dois grupos de padrões possui correlação. 

iii) Padrões Hierárquicos. Os padrões hierárquicos são uma generalização dos dois 

tipos anteriores e são tais que se distribuem no espaço de estados de forma que a distância 

entre eles obedece uma certa hierarquia. Para gerarmos um conjunto de padrões com essa 

propriedade devemos usar um processo estatístico diferente dos anteriores. Um exemplo 

é o que descreveremos a seguir [18]: 
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Figura 1.6: Procedimento estatístico para a geração de 4 padrões organizados em hierarquia. 

Considere o problema de gerar 4 padrões tais que sejam divididos em duas categorias, 

cada uma delas com dois padrões. O objetivo é ter o que é mostrado na figura 1.6, onde 

os pontos inferiores, que representam as memórias, são tais que d12  < c/(13) = d14. 

O processo estatístico, para cada sítio, começa no topo da árvore. Lá a variável yi  

é gerada a partir da distribuição P(y1); a seguir,é a vez de gerarmos yll  que é condi-

cionada a probabilidade P(yji  1 yi ), que dependerá do valor previamente obtido para 

Para uma árvore genérica, este processo se repete até o extremo inferior da árvore 

ser atingido. No processo intermediário, cada variável é sempre gerada por uma 

distribuição Pi(yi,...in } yi1...1„_ 1 ) que dependerá do valor da variável y{1-1}, o seu ancestral 

imediatamente anterior. A principio, yi,...i„ pode ser contínua ou discreta, assumindo val-

ores em qualquer intervalo real; essas variáveis não possuem, em geral, uma "significação 

física", com exceção da última delas que está relacionada com os padrões. Estes padrões 

são definidos como 

= sgn(yi,...1.< ) 

onde tc é a última geração da árvore. Obviamente existe na expressão acima um relação 

que une a numeração g = 1, • • • ,p às diádicas {4 • • • là. Por exemplo, no caso da figura 
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1.6 temos que 111 se refere à memória p, = 1, 112 à memória p, = 2, e assim por diante. 

Calculando as superposições entre as memórias 1,2 e 3 da figura 1.6 obtemos: 

12 

q12 

< e2 > 

J dyiP(Yi) f dYnP(Yii Yi)(1 dyPcyni 1 n1)sfin(y111))2 

(1.12) 

13 (1.13) 

q13 
ti f dyiP(Yi)(f dynP(yii I yi) f dYniP(Yin 1N11))8911(Y111))2  

 

Observe que pela desigualdade triangular 

q12 13 = «< a >>2>1 «< S >3>>1 

= « (< >3 « >3>2)2  >2>1> O 	 (1.14) 

onde os diversos < • • • >i  significam cada uma das integrais das expressões em 1.12. 

Neste caso 

P(re) PW)P(r) 

o que indica que as variáveis e não são estatisticamente independentes e portanto a 

correlação (estatística) entre algumas delas pode ser não nula. 

Existem muitos processos, uma vez definidas as distribuições Pk para cada geração , 

que podem resultar em um mesmo conjunto de O que os vai diferenciar 

são as correções de mais alta ordem . Com os dados disponíveis da neurobiologia não há 

nenhuma escolha natural para este processo [18]. 

1.4.2 Regras de Aprendizado para padrões hierárquicos 

As principais propostas para o armazenamento de padrões hierárquicos são: 

Modelo de Parga-Virasoro  [18] Este modelo é baseado no conhecimento obtido da 

estrutura de estados estacionários do modelo de Sherrington-Kirkpaktrick. Do qual é 
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possível extrair a seguinte regra de aprendizagem. 

1 

J 
(I) 	 1 	,•••411 	,"•411-1 	,•••,121 	,—,11z -1 ) 4..  41-1) 

(1.15) 
ij N E ql -1  

COM 

sgn(y14,...,µt ) 
	

(1.16) 

Qi == 
I 	/ 

1 E e:1 .."121 bil+ 1 "'P. 	11. 1 -1-it PI+ 
 ..m „ 

N 
(1.17) 

Estamos usando agora os índices das diversas etapas do processo de geração para represen- 

•••. tar um padrão, de forma que o padrão 	 de  ei, ,mi-i é denominado "descendente" 	 ). 

O conjunto de descendentes de um mesmo ancestral se chama categoria. 

Como os autores não especificaram o processo de geração dos padrões os resultados 

são em parte semiqualitativos. Considerando Trt"' = IN EjeiSi os possíveis estados 

estacionários são, para o problema de duas hierarquias: 

a) Soluções de recuperação mi-t°'1° = 1 mi` °"= q , mµv = O . O sistema recupera a 

memória 	. 

b) Soluções espúrias que misturam descendentes 772,14"i # O i = 1, • • • ,p mµv = O . 

O sistema recupera uma mistura de padrões que possuem mesmo ancestral e°, ou seja, 

confunde elementos de uma categoria mas ainda é capaz de diferenciar categorias. 

c) Soluções espúrias que misturam ancestrais m"'"1 	O j = 1, • • • , 13:4, i = 1, 	, . 

O sistema recupera uma mistura de padrões de várias categorias. Onde p' é o número de 

categorias confundidas e Ri,' o número de elementos confundidos na categoria g. 

As propriedades destes estados estacionários são: 

i) Soluções do tipo a) são estáveis abaixo de uma certa temperatura crítica. 
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ii) O número de soluções espúrias cresce ao menos exponencialmente com P„ (número 

de descendentes da memória g ) . 

iii) Soluções eximirias de baixas energias são essencialmente combinações lineares dos 

padrões originais. 

iv) A bacia de atração das soluções espúrias cresce com P„ , significando que estas 

bacias se localizam na região fronteiriça entre padrões originais. 

v) E possível introduzir uma hierarquia entre erros, ou seja, fazer com que exista 

uma diferença entre o número de estados espúrios que misturam categorias e aqueles 

que misturam descendentes. O ideal seria achar um processo estatístico para geração de 

padrões para o qual o número de estados que confundissem categorias crescesse com P e 

não com o número total de padrões 

P 

P E P, 

Modelo de Feigelman-Ioffe  [24] 

Como anteriormente a regra de aprendizagem é construida a partir de uma série de 

superposições de termos do tipo de Hebb. O primeiro armazena o ancestral e os subse-

quentes armazenam somente as diferenças entre ancestrais e descendentes nas diversas 

gerações: 

(1) 	1 
Ji. = 

N E 
gl 

1 	 (t-i) 
— ctti  ,"•,PL-1 

k si 	— 	 + 	. (1.18) 

Na primeira geração os padrões são ortogonais como em (1.9) e nas subsequentes 

9-W1i - 71 
,"*IPL-1 

	 (1.19) 

COM 

	

1 + 	ci 	 1 — 
= 	2 	VI  k77 P1 ,•••112L-1 	1) 4- 	°O PI 	+ 1) 2 

. 	(1.20) 
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O parâmetro ai  mede quanto os descendentes da £-ésima geração são diferentes dos seus 

parentes, enquanto que At  dá um peso relativo entre ancestrais e descendentes. Este 

parâmetro pode variar dentro do intervalo 

(1 — a?) < pj  < (1 4)(1  + ai)  
a 

fora do qual a estabilidade dos padrões é afetada. O limite inferior corresponde ao caso 

Parga-Virasoro com a distribuição especificada acima em (1.19) e (1.20). 

Os resultados para duas hierarquias são: 

a) Quando á = 1 — a2  , existe degenerescência entre parentes e descendentes. A 

capacidade de armazenamento crítica é ot, :-_-:.. 0.14 onde a se refere ao número total de 

padrões armazenados 
P 

aN = P 	P, 
12.1 

b) Se A > 1 — a2  a degénerescência desaparece e os ancestrais tornam-se estados de 

menor energia. 

c) A capacidade total de armazenamento permanece a mesma , mas os ancestrais 

e descendentes surgem para diferentes valores de a . Pode-se determinar duas curvas 

ai  (A, T) e a2(A, T) com al  > a2  tais que abaixo da primeira curva surgem os ancestrais 

e da segunda os descendentes. 

Modelo de Gutfreund  [25] 

Nos modelos anteriores se observa que tanto ancestrais como descendentes são possíveis 

estados estacionários da rede. Em termos mais exatos tanto os protótipos de classe como 

os indivíduos desta classe são memórias recuperáveis pela mesma rede de neurônios. No 

modelo de Gutfreund , no entanto, temos tantas redes como hierarquias sendo que cada 

uma delas é responsável pelo armazenamento dos padrões daquela geração. Assim a regra 

de aprendizado na rede correspondente a geração .e fica sendo 
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43) = 
	E 	

(St 
	— 	,•••,mt-1)(t  ,•••,tit _ 	••••421) 	(1.21) 

onde 	 são os padrões armazenados nesta rede e {e"-'} são os ancestrais 

armazenados na rede anterior. A geração de descendentes é feita com no modelo de 

Feigelman-Ioffe. 

A análise do modelo para duas gerações tem como resultados : 

a) As propriedades da rede dependem somente do número total de protótipos. Por-

tanto, a armazenagem é insensível ao agrupamento dos padrões. 

b) A capacidade de armazenamento varia com a correlação mais forte aproximada-

mente com aHopfield(1 - a2). Este resultado foi primeiramente obtido na análise de ar-

mazenamento de padrões com atividade, ou simplesmente correlacionados [26]. 

c) Este modelo apresenta uma dinâmica bem particular no qual cada rede de uma 

certa geração passa informações de forma unidirecional para a geração seguinte. Esta 

comunicação se faz de forma que, a rede descendente tem sua dinâmica, vinculada à 

região no espaço de fase onde se encontra o estado final da rede anterior. 

Modelo de Dotsenko 

Antes de apresentar diretamente o modelo de Dotsenko [21] é conveniente estudarmos 

algumas das propriedades das memórias hierárquicas. 

	

Considere dois padrões 	, e que possuem uma superposição qlW = (11  . A nomen- 

clatura significa que, em termos da árvore hierárquica, eles possuem o mesmo ancestral 

na £—ésima geração. Se representarmos um padrão qualquer como 

= e(Y,1), " • Y(:)) 

onde y(sii) com = 1, • • • , /C são as variáveis aleatórias que participam diretamente da 

geração de e, vemos que os dois padrõesµ e v devem possuir o mesmo conjunto 

yi,(1), • • • , y,,V). Supondo que cada uma destas variáveis possa assumir Sk valores diferentes, 
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podemos dividir os N sítios da rede em {J 	Sk grupos de tal modo que os sítios perten- 

centes a cada um deles possua a mesma £-upla y22,., • • y(lit),.,, onde 4, com o-k  = 1, • • • , Sk 

são cada um dos possíveis valores que y(iik) pode ter. 

Para um destes conjuntos de sítios temos então 

1 
.114: = 	 E e 	< • < 	>N. • • >1+1= 	, • • • ,Y(,",),„.,) c, jEc., 

(1.22) 

1  
(7 	 E 	< • • • < 	> „ • • • > t+ 1 = f í1)„ , • • • , 	) 	( 1  . 2 3  ) 1 	0. I 	E C.  

e portanto 

Má = 111: 	 (1.24) 

onde 1 Co  1 é o número de sítios pertencentes a partição C, com o-  = 1, • • • ,1-"Li  Sk. 

Observe que, igualar a soma sobre sítios à média configuracional sobre algumas das 

gerações somente é possível, já que a £-upla yi(,1),., • • • yi(Pc., é constante para estes sítios. 

Vemos portanto que, a categorização hierárquica está associada com a existência de 

vários níveis de informação representados pelas magnetizações parciais de blocos ou par-

tições da rede. Quanto mais recente for o ancestral comum entre dois padrões, menores 

serão os blocos onde estes terão a mesma magnetização e, então, mais parecidos eles 

serão. 

O modelo de Dotsenko considera que estas magnetizações também podem carregar 

informações, e propõe uma estrutura de camadas de redes de neurônios onde, em cada 

uma delas, as unidades fundamentais de informação (bits) são as magnetizações parciais 

de partições da rede da camada anterior. A rede maior, na primeira camada, possui 

N neurônios divididos em N1  grupos cada um contendo 1 C(1) 1 neurônios. A segunda 

camada terá N1  neurônios cada um deles tendo seu estado determinado por 

.5 1)} 
, 	E  ,5 2) 	 1 

 = sgni i  ci(1) jEdi) 
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e assim por diante. A regra de aprendizagem usada em cada etapa é a regra de Hebb 

aplicada à magnetizações parciais. O autor sugeriu que desta forma se possa guardar 

um número exponencial de padrões; isso,no entanto, parece não se confirmar na prática. 

1.4.3 Modelos com Estrutura Espacial 

Uma outra classe da variações do modelo de Hopfield , que guardam certa semelhança 

com o modelo que introduziremos nos capítulos seguintes,é a dos modelos que apresentam 

estrutura espacial. 

As principais motivações deste estudo são: 

- Do ponto de vista tecnológico, sistemas completamente conectados ou sistemas cujas 

conexões são aleatórias [27] são pouco interessantes. Isso se deve ao fato de serem difíceis 

de implementação prática. Um dispositivo modesto, com 1000 neurônios, teria em torno 

de meio milhão de ligações e já representaria um complicado problema de fiação. 

Outra vantagem que teria uma rede com conectividade mais local seria ter um tempo 

menor de comunicação entre suas unidades. 

- Do ponto de vista biológico, é sabido que a topologia das ligações entre neurônios é 

muito mais local do que de longo alcance, apesar de ligações deste tipo também ocorrerem 

[28] . Em diversas regiões do sistema nervoso, inclusive no cortex cerebral humano que 

pode ser considerada a mais complexa delas, observa-se que os neurônios se agrupam em 

estruturas de subcircuitos que são recorrente em escala. Isso significa que podemos dividi-

las em varios níveis. No primeiro deles teríamos uma grande quantidade de pequenos 

circuitos constituídos de um certo número de neurônios, no segundo um número menor 

de circuitos similares cujas unidades básicas agora seriam circuitos de primeiro nível e 

etc. Isto é muito semelhante a proposta de Dotsenko para as suas diversas camadas [29] 

[30]. 

Quanto a conectividade, as redes biológicas também estão longe de serem de curto al- 

cance, isto é bom; pois, em geral, problemas deste tipo são matematicamente intratáveis. 

Em mamíferos terrestres estima-se [31] que volume da fiação no cortex escala com o 
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Figura 1.7: Figura esquemática da organização de subcircuitos no córtex. 

número de neurônios como N 413  . Comparando esta estimativa com os resultados limites 

N1, para estrito curto alcance, e N2  ,para uma rede completamente conectada, vemos 

que, apesar de não ser de curto alcance, a conectividade real ainda está, mais próxima 

deste do que do outro extremo. Os números típicos para o córtex humano são ti  1010  

neurônios com em média ti  104  ligações sinápticas em cada um. 

Os modelos que incorporam estruturas espaciais na matriz sináptica em geral possuem 

como estados estacionários estados relacionados entre si hierarquicamente. Na maioria 

dos casos são tratados usando técnicas de dinâmica de sistemas estocásticos ou então 

simulação numérica. Alguns dos principais deles são: 

Modelo Assimétrico Diluído  [27] 

A regra de aprendizagem é definida como : 

1 P  
Jij  = aii —N  E e&t 	 ( 1 .2 5 ) 

p.1 

Onde ai;  é uma variável aleatória que pode assumir os valores O ou 1 dependendo se a 

ligação dirigida i 	j entre os neurônios i e j existe ou não. A existência da assimetria 

significa que ai; aii. A distribuição para estas variáveis é : 

P(aii) = a 5(aij — 1) + (1 — a) b(aii) 	 (1.26) 
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A capacidade crítica de armazenamento para este modelo é ac  = obtida para uma 

extrema diluição caracterizada por a < log N/N . 

Modelo de Canning-Gardner [28] 

Este modelo possui a mesma regra de aprendizagem do anterior só que desta vez 

os aij  não são aleatórios nem assimétricos. De forma que muitos resultados podem ser 

obtidos com o uso da mecânica estatística de equilíbrio. A matriz a define a arquitetura 

do sistema, como antes, cada um de seus elementos pode ser O ou 1 . 

Os dois parâmetros importantes do problema são a dimensão d, determinada por a e 

a razão de conetividade w definida como : 

w = - N  E a• • 
	

(1.27) 

Os resultados básicos deste modelo são que o armazenamento crítico cresce na medida 

em que diminuimos w ou aumentamos d. O valor máximo de ac  é e corresponde as 

escolhas de w = O e d = oo. Neste limite recuperamos o modelo diluído apresentado 

anteriormente. 



Capitulo 2 

Número finito de padrões. 

Nas duas seções finais do capítulo anterior discutimos a importância de propriedades 

como estrutura espacial e correlação hierárquica entre memórias em uma rede de neurônios 

atratora. Acredita-se que a introdução correta destes dois ingredientes resultem em um 

considerável avanço no desempenho destes sistemas. As razões para esta crença são 

basicamente duas: 

- É fato bem documentado [30] [32] que na região do córtex de mamíferos, existe 

uma estrutura bem definida para ligações e disposição espacial de neurônios. Para estes 

sistemas, a hipótese de conexão entre todos os neurônio é uma extrapolação grosseira. 

- O estudo da quebra de simetria de réplicas no modelo de Sherrington-Kirkpatrick 

mostra que seus estados estacionários apresentam naturalmente uma estrutura hierárquica 

de superposições [23]. O número destes estados cresce exponencialmente com o tamanho 

do sistema. A maioria deles é meta-estável mas podem ser considerados como estueis, 

devido a existência de barreiras de ordem o(N)[33] separando-os dos verdadeiros estados 

de mínima energia. Se supõe que tais caracteristicas sejam comuns a quaisquer sistemas 

que apresentem desordem e frustração, e em particular a redes de neurônios. ( Durante 

a defesa deste trabalho fiquei sabendo que existe uma polêmica em torno deste ponto. O 

Dr. Daniel Fisher, de Harvard, advoga que sistemas de Ising, com ligações desordenadas 

entre primeiros vizinhos, possuem somente um mínimo na energia livre. Ele tem essa 

sua idéia apoiada por resultados de simulações numéricas nestes sistemas. Esse fato, no 

30 
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entanto, não vem a enfraquecer o argumento acima, já que estamos trabalhando com 

Redes de Neurônios, que são sistemas com interaçês de longo alcance e que possuem, 

cornprovadamente, um grande número de estados fundamentais.) 

Neste capítulo introduziremos um modelo alternativo apresenta, de uma só vez, estas 

duas características. Não se tem a pretensão de resolver o problema completamente, 

nem ao menos acreditamos que a estrutura espacial proposta seja a descrição mais fiel 

da realidade. Cremos, sim, que este modelo, devido a sua tratabilidade, possa permitir 

um conhecimento maior de como a estrutura de ligações pode influenciar as grandezas 

que determinam o desempenho dos modelos de memória associativa. Apesar de nossa 

arquitetura ser de alguma forma bem particular, muitos dos resultados aqui derivados 

podem ser estendidos para outros arranjamentos. 

2.1 O Modelo 

O modelo que propomos é resultado da combinação da estrutura hierárquica de 

ligações do modelo Ferromagnético de Dyson com a regra de aprendizagem de Hebb. 

No modelo de Dyson (35] os N spins da rede estão dispostos nos extremos de uma 

árvore hierárquica onde cada ancestral tem somente dois descendentes na próxima geração. 

Assim, para um número N de galhos finais, deveremos ter /£ = ln N/ ln 2 gerações. Todas 

as interações entre spins são ferromagnéticas e sua intensidade depende da distância entre 

eles na árvore hierárquica. 

A aplicação da estrutura de interações deste modelo a uma rede de neurônios se dá 

da seguinte forma: Considere uma rede de N neurônios representados pelas variáveis de 

Ising Si  = ±1,i = 1, , N e um conjunto de padrões ortogonais ej, µ = 1, , p. 

i) No primeiro nível (k=0), que corresponde a r-ésima geração, a rede é dividida em 

= 2' blocos de No  = .1s1 neurônios e definimos as variáveis de bloco — 

star = E µSi , 	 ao = 1,2,3...£ 	 (2.1) 
iEao 
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Figura 2.1: Hierarquia de interações entre sítios no Modelo Ferromagnético de Dyson. A intensi-

dade da ligação ferromagnética entre dois spins é dada por uma soma onde cada termo corresponde 

a contribuição de um de seus ancestrais comuns (pontos escuros). Essa contribuição é Er-k  onde 

k é o nível em que se encontra o ancestral er+1 é o número total de níveis. 

junto com a energia de interação dentro de cada bloco 

n(0) = _ .1" Er 	[sic.4(o)12 

N 	ao=1 
(2.2) 

onde e é positivo e arbitrário. 

ii) No segundo nível (k=1), geração r —1, cada dois blocos consecutivos são unidos em 

um bloco maior de N1  = 2N0  sítios , continuando este processo atinge-se o nível k com 

.e/ 2' blocos com NI, = Nak  sítios cada. As variáveis de bloco para as diversas gerações 

são definidas recursivamente por : 

+ 	= E Sµsi 	 (2.3) 
iEak 

ak = 1,2, ... rel2k  , 	k = 0,1,2,...,r 

e para cada partição associamos a energia: 

2*--k 
'H(k) = — N  er-k  E E [ S:k(k)  2  

ak=1 
(2.4) 
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O processo acaba quando k = r e todos os sítios estão contidos em um único bloco 

do tamanho da rede. A energia total da rede é obtida somando as diversas energias de 

blocos 

7-t = E 7-1(k) 	 (2.5) 
k.o 

Se escrevermos a energia de interação de cada nível em termos das variáveis de bloco 

do primeiro nível obtemos 

	

71(0) 	= 	
N 
E  E„{(s.,(0))2 

	

71(1) 	= 	
_ 	er_i{(stiz. (o) 

(s,20))2 

,%,(o))2 

(sii,(0))2} 

(53(°) 	s!fo))2 • • • + (sr) + 57(°))2} 

até finalmente 

71(r ) = - —j  E(s;"(°) + ‘%'(°) + S3(°)  + • • • + .97(°))2 	 (2.6) 
N 

Assim podemos escrever o Hamiltoniano (2.5) totalmente em termos destes pequenos 

blocos como 
N 	Aab(t) 

7-t = --
£ 
E 	E s: st: 	 (2.7) 

ab 

os índices a, b são índices de blocos variando de 1 a e definimos S'aL Si:(2))/No  , ou seja, 

1 	(a) 
= 	E Si  e 	 (2.8) 

a 	No i  

onde E a)  indica que a soma em i , índice de neurônio , é restrito ao bloco a . 

Os elementos Aab são resultado da soma dos coeficientes correspondentes a cada um 

dos ancestrais comuns a sítios pertencentes aos blocos "a" e "b". Estes elementos definem 

uma matriz .e x determinada a partir da seguinte relação de recorrência: 

[eA(2) WZ) 
= J 

IL“) 	e M) +fL(Z) 
(2.9) 



bt=1 

1 	P  
JiH =  E et N  (2.11) 
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Onde A(1) = 1, Uab = 1 para qualquer 2 e J define uma normalização para A(e). Esta 

normalização será omitida daqui para frente sendo somente lembrada quando necessário. 

Para facilitar a interpretação da função energia (2.7) como sendo o hamiltoniano de 

um sistema de redes de neurônios é conveniente explicitarmos as suas variáveis de sítios 

colocando-a na forma 

	

1 	
(a) (b) 

	

=
2 	E E Ji; S; 
 a,b  j 

onde ./i;  é a regra de aprendizagem de Hebb 

(2.10) 

A regra de aprendizagem em um modelo de rede de neurônios indica como a eficiência 

sináptica varia com a memorização de uma certa palavra, ou padrão. Cada vez que uma 

nova configuração {e} é aprendida o sistema passa por uma transformação de suas 

sinapses 

Esta regra é local se cada elemento ji  depende exclusivamente do que ocorre nos sítios 

"i" e "j", e é dita aditiva se a transformação se dá como 

jii  + 40 

onde AJI? além de depender dos detalhes do padrão novo, isto é os valores er e C.1° 

, pode também depender separadamente dos sítios, como no caso de um modelo com 

estrutura espacial, ou ainda da ordem de apresentação dos padrões [361, ou seja, o valor 

= µo• 

Essa dependência de 0,7i;  com detalhes específicos dos padrões faz que esta não seja 

uma boa quantidade para descrever propriedades do sistema. Assim definimos uma nova 

quantidade, mais conveniente, denominada "intensidade de aquisição de padrões", dada 

por 

Mito) _< (6,7i7)2  >E < 611.7 
	

(2.12) 
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onde <>E  indica a média sobre as variáveis 	Se considerarmos o modelo de Hopfield, 

este valor é 

K (g) =< (0Jt71 )2  >E=< (áJ:11)2 >E=  A1r2 
	 (2.13) 

ou seja , independente de i e j e p. O fato de não haver dependência em a nos indica 

que todas as memórias são equivalentes, são igualmente bem aprendidas ou esquecidas 

pelo sistema. A ausência de dependência em sítios indica falta de estrutura espacial, 

ou seja todas as ligações entre sítios são igualmente importantes. Isso também se passa 

com a maioria dos modelos que armazenam padrões hierarquicamente correlacionados, 

discutidos no capítulo um. 

No caso do nosso modelo, definido por (2.10), temos como em um caso típico de 

modelo com estrutura espacial: 

áaiij = Aab áJ11 	 (2.14) 

ComiEaejEb,eportanto 

K(11) =< 0(.71;)2  >E= Aab (II ) 2 

	
(2.15) 

Ou seja, existe uma dependência explícita com a estrutura de blocos através da matriz 

A. Isso não caracteriza exatamente uma estrutura microscópica para rede pois estamos 

trabalhando com blocos grandes. 

Aqui uma importante observação deve ser feita relativamente ao tamanho destes blo-

cos. O modelo original de Dyson [35] foi proposto para simular as propriedades de 

uma cadeia unidimensional de spins com interações ferromagnéticas que decaiam com a 

distância como 

(i 	j)-cr , 

onde a-  é um parâmetro positivo real, que determina o alcance da interação. Esta 

equivalência somente ocorre quando consideramos, como foi dito anteriormente, um 

número infinito de gerações e portanto um número infinito de blocos, cada um com 

um número finito de spins (ou neurônios). No nosso caso, no entanto, é fundamental 
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Figura 2.2: Adaptação da estrutura de ligações do modelo de Dyson para o caso de uma rede 

neuronal. O processo hierárquico é truncado de modo que tenhamos um número finito de gerações, 

e portanto o penúltimo ancestral fique com um número extensivo de descendentes. A figura mostra 

o caso especial onde o sistema se divide em 8 blocos. 

que tenhamos blocos macroscópicos, isto é, com um número infinito de sítios, para que 

possamos usar o método desenvolvido por Amit et all. [14], onde a solução exata do 

problema é obtida diretamente da solução de ponto de sela (campo médio). Assim, o 

que estamos guardando do modelo de Dyson é somente a estrutura hierárquica de ar-

ranjamento dos sítios, truncada em um certo número finito de gerações. Sendo assim, 

não podemos atribuir nenhuma dimensão finita a esta rede que, como as outras redes de 

neurônios que apresentam solução exata, continua sendo um sistema oo—dimensional. 

2.2 Propriedades da Matriz A(t) 

ULTRAMETRICIDADE - Se definirmos a distância entre dois elementos localizados nos 

extremos de uma árvore hierárquica, como a da figura 2.2, como sendo função da geração 

do ancestral comum mais jovem que eles possuem, de forma que quanto mais antigo tal 
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ancestral maior esta distância, obteremos as seguintes propriedades: 

d(i,A = d(j,i) 	 (2.16) 

e 

d(i,j) < max { d(i, k) , d(k,j)} 	. 	 (2.17) 

O espaço formado por pontos que satisfazem (2.17) é dito espaço ultramétrico [37]. 

Considerando ainda a figura 2.2 ; a matriz d. construída a partir dos elementos d(a, b) 

onde a,b são índices de blocos (note que isto é possível pois d(i, j) = d(i', j) se i e i' 

pertencerem ao mesmo bloco), tem a forma 

d1  d2  

d2  d1 

d3 

d4  

d3 

d4 
d1  d2 

d2  d1 

d1  d2  

d2  d1  

d3 
d2  d1 

d -= (2.18) 

d3 

d1  d2 

com d1  < d2  < d3  < d4. 

É evidente a semelhança entre a matriz d e a matriz A que sai de (2.9). Esta última, 

no entanto, está relacionada com intensidade de interação, confira (2.15), e portanto é de 

se esperar que tenha uma relação qualitativamente inversa com a distância 

ilab "' 
d(a,b) 

Uma matriz da forma de (2.9) é chamada ultramétrica [38]. 

AUTOVETORES - Como esta matriz é simétrica e real , portanto um caso particular de 

uma matriz hermitiana , é possível encontrar-lhe um conjunto £ de autovetores ortogonais. 

1 
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Um modo de construirmos uma destas bases é através da relação de recorrência 

V 	= i(z) 172n(t) 

(2.19) 

7.7 = 1,2,... —
£ 

2 

que tem como "condição inicial" 7ti1(1) = 1 . 

Para o caso da matriz (2.9) os autovetores gerados por este processo são 

vl  = (+, 

v Z  = (+, 

(+, 

+, +, 

+,+, 

+1 

+, +, 

+, —, 

-1- / 

+, 

—, 

+1 

+, +) 

—,—)

-,-) 
13 = (+1+3 -,17-1 -1 -,+,+) 

= 

17 = +7 +) 

157  = +5 +) 

17  = (+ , +1 (2.20) 

onde +, — 	+1, —1. 

Para calcularmos as relações de recorrência correspondentes aos autovalores devemos 

observar que a matriz /LU) é diagonalizada pelos mesmos autovetores de A(t). Isto s e 

deve ao fato que de 11 ser um caso especial de A ( e = 0). Os seus autovalores são A = 

com multiplicidade 1 e À' = O com multiplicidade Q — 1. Assim, para uma dada dimensão 

haverá somente um vetor com autovalor não nulo para esta matriz. Este vetor é 

ul(t) = (+, +,... +) 

para qualquer outro 70, com ri 5  1, teremos 

= 0 
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Deste modo, obtemos as seguintes equações de recorrência para os autovalores: 

Ai(£) = £ + EA1(-2 ) 

A2(t) = eAl(2) 

£ 
A277-1(t) = À2 (2) =  CAn( ã) , 1] _?_ 2 

(2.21) 

Podemos ver que, para uma dada dimensão 1 > 2 sempre haverá degenerescência destes 

autovalores. O número de autovalores diferentes pode ser facilmente calculado de (2.21) 

e é r -1- 1 onde £ = 2r, e se ordenam como: 

Ai > Az > A3 = A4 > • • • > A  f +1 = A f4-2 = • • • = At 
	 (2.22) 

O fato de haver uma degenerescência indica que os vetores que saem de (2.19) não 

são os únicos possíveis autovetores de A. Tome como exemplo o vetor 

í v71(`-) 1 
w(e) = 

ir'( ) 

onde TI , ii19  e Ui possuem o mesmo autovalor À = AT, = À. 

(2.23) 

2.3 Cálculo da energia livre 

Para um número finito de padrões armazenados nós seguimos o procedimento usual. 

O nosso objetivo é calcular a energia livre através de 

f = fi N 
< ln Z >E 
	

(2.24) 

os colchetes < • • • 	significam a média configuracional tomada sobre os padrões {e} e 

/3 é o inverso da temperatura. A função de partição é dada por 

(a),(6) p 

Z = Tr{si } exp 
2N  

( E Aab E E e .11 Si Si) —13 
a,b 	id  !, 

(2.25) 
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Usando a transformação de Hubbard-Stratonovich [39] 

(a) 	.e ON v-, Aab 
exp { 	2 	( 	w--  Si ,,,,t, 	£2 	 ) 

z vi A 1  ( \irei3 N  ) i H r n,;„ x  

•I 	a 

exp --13N ãl  E l'A  má m¿ + { 
a,b 

Aab 
£2 

a,b 

} 

((a) 

E  
N S si) m (2.26) 

podemos linearizar a dependência nas variáveis Si, e ao mesmo tempo introduzir o 

parâmetro do ordem de bloco [40] 

(0) 
E < <S >T>, 

A linearização simplifica a aplicação do traço resultando que 

P „, 

, 	) 	(II 	x 

3,„ 

	

, 1 	A 

	

exp —pivo-
2 	

ab  
2_, -- ma inb 
a,b  

1 (a) 	 Aab 
exp —N0  E v0- E ln(2 cosh(fl E .e  

a 

{ 	 774.(i))} 

Note que podemos escrever a soma sobre sítios dentro do expoente como 

---N 	g i  = --N 	71() g()  
{(} 

 

. 	(2.27) 

onde a segunda soma é sobre todas as possíveis configurações que podemos ter de e, 

= 1,... ,p, e a função n(() indica o número de vezes que uma dada destas configurações 

aparece na soma em i. A probabilidade de ocorrer uma destas configurações é 

1 
P(() = P 

e a probabilidade da configuração escolhida ocorrer n vezes, ou seja n(() = n 

N! 	1 yi (1 	1  N—n 

P((3 n)  = (N — n)!n! 

x 
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O valor médio e a dispersão de ri são 

N 
< 7/ >= 

< n2 > < n >2= 2Np  (1 

de modo que no limite de N oo temos 

-V< n2  > — < n >2  
 	O 

< n > 

Isto indica que neste limite esta distribuição é fortemente centrada em torno de seu valor 

médio o que nos permite escrever 

1 	—1 

N E g(i) ti 2p E g()=< 9() > E  
{(} 

Nesta situação as variáveis e são ditas serem auto-mediáveis , pois sua soma em sítios é 

equivalente a média configuracional. Observe que a condição para que isto ocorra é que 

2P 
lim iv = 0 

que é justamente o caso se p é finito. 

Assim na equação (2.27) podemos substituir 

1 (a) 	 Aa E ln(2 coshP 	
b 

E --0  rr-i:b.&)) N o 	 b 

por 

b 

de modo que a função de partição Z passa a ser independente de {e} e, portanto, o 

sinal de média em (2.24) desnecessário. No limite em que No  oo a função Z pode ser 

substituíida por seu valor no ponto de sela e, então, a energia livre fica: 

f 
11 	Aab 

ãi 	7 n-la•nlb a,b 

— — lE (In cosh (12- E Aab (i•illb)) (2.28) 

Aab 
< ln(2cosh(fi E --£ ilib.e)) >E 
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As quantidades ma com g = 1,... ,p e a = 1, , são os parâmetros de ordem do 

sistema,representando o produto escalar do estado estacionário do sistema com um dado 

padrão g, dentro do bloco a, ou seja , 

1 
= 	< Gri >T=< < >T> 	 (2.29) 

o iEa 

onde foi usada a notação < ... >7,  para indicar a média térmica. 

Os vários estados do sistema são determinados pelas soluções das equações para {maP} 

no ponto de sela 

( 	tanh 	E Aab 
	 (2.30) 

e a estabilidade destas soluções pelos autovalores da matriz ptdimensional de elementos 

ou seja, 

a2 f 
Ma7 = 	 a mt:. a mi; 

(2.31) 

mgv 
ab (-412k — 	Aac  A.,b).61"/ 

Aac  Acb Ke tanh2 	E ilcd (.7-711) 	(2.32) 
e 

2.4 Soluções que envolvem um único padrão 

Considerando má = ma  6.11.`, obteremos para (2.28) , (2.30) e (2.32). 

f
Aab 	 1 x—,1 	I, 

 (Ç 
	A 

	

= 2_, 	ma mb — — 	2 cosh (7  E .tx a 1, mb) 
0£ 

	

 cz,E, 	 a 

x—• A 
ma  = tanh L, Aabmb] 

b  

(2.33) 

(2.34) 

A b Afiz 	_ 	flac  Acb (1 — inn) S' 	 (2.35) 

Dentro deste tipo de soluções, podemos considerar um caso mais simples ainda, que é 

quando ma  é proporcional a um autovetor de A. 
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2.4.1 Soluções onde Fri é autovetor de A. 

No caso em quem é autovalor de A , ou seja, 

ma7  = mivj 

onde 

il...U1' = Aiirr 

substituindo (2.36) em (2.34), obtemos o seguinte conjunto 

mi, vá = tanh k3 -). m .7  vá 

com a = 1, ... ,t. 

Este sistema tem solução se I v7, 1=constante para 

A 
m.1  = tanh 

[

/3 -2: m .7] 
 

dá como mi, varia com a temperatura. 

A condição de estabilidade deste tipo de solução vem 

	

Aa 	 Aa A cb 

	

b 	 c 

de equações : 

todo a. Neste caso, 

de diagonalizar 

(.1 aY )2)) 

a- = 1, ... ,t. 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

Mab = ---2 

	

--- —£ 	13  E 

	

c 	t3 	
(1 - m2 

Considerando I vá I= 1, obtemos como elementos diagonais 

	

1 	2 
Mam = -cr—  — 	22: 	(1 — Tr/ 2 ) 

	

£2 	.€ 
P— 	

£ 	-y 	, 

Como sabemos, a condição para que a solução seja estável é g, > O para todo cr, e, 

visto que os valores de ilf, estão ordenados, (de (2.22) M1  < M2 < ... < Mi) a condição 

suficiente fica M1  > O, ou seja, 

Ai 
1 — 0 --(1 — m2 ) > o £  

(2.41) 

A temperatura crítica T* para cada uma das soluções 7 = 1 , . . . , £ é dada pela solução 

conjunta das duas equações 

{

m: = tanh (km;) 

-T-1-(1 — m:2 ) = 1 

(2.42) 



\ 
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Figura 2.3: O gráfico mostra os valores de nts  como função da temperatura para 3 possíveis 

valores do autovalor À,. A curva pontilhada indica a condição de estabilidade , abaixo da qual 

estas soluções são instáveis. 

onde, para termos em conta a degenerescência dos autovetores de A, introduzimos a 

notação 

28-2 < < 28-1 , s .---- 2 .. . r 	1 . 	 (2.43) 

Na figura 2.3 mostramos a solução gráfica destas equações para alguns valores de s. 

Note que, com excessão de Ti* = T1, todas as outras temperaturas críticas satisfazem 

Ta* < T, . Isso indica que, fora a solução de recuperação (7 = 1), todas as soluções 

descendentes surgem descontinuamente quando diminuimos a temperatura a partir de 

T = T1  , além disso, es temperaturas estão ordenadas como 

> T; > T; > 	> Tr*-1-1 
	 (2.44) 

Estes resultados estão presentes em um outro tipo de modelo, que é aquele que envolve 

armazenamento de padrões com diferentes intensidades [41]. 

A qualquer temperatura finita, estas soluções são mínimos locais da energia livre dada 
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0.0 
	

0.4 
	

0.6 	0.8 	1.0 	T 

Figura 2.4: Energia livre f; para dois valores (de cima para baixo) Asie = 0.5,1. 

por 

f, =
2 	T 

— —T  ln cos 	
°
)) — Tln 2 

,  

que pode ser escrita em uma forma de escala como 

f; = T, g (y.,1'  

(2.45) 

(2.46) 

onde f s' = f, T ln 2 e g(T) é uma função monotonicamente crescente. 

Na figura 2.4 apresentamos um gráfico de f' x T para duas soluções si  e s2  com 

T81 > T8 2 . 

Devido a relação de escala entre elas as curvas não se cruzarão jamais. O resultado 

disso é um novo ordenamento, só que desta vez envolvendo os valores da energia livre das 

diversas soluções fl  < h < < fr+1. 

Os resultados à temperatura zero são facilmente obtidos de (2.33) , 

E 	1 	Aab 

N 	2C 	I 

onde esta soma satisfaz a desigualdade 

mb 1 	 (2.47) 

T /2 

, E 1 E 
Aab  mb 15_ [E (E Aab Mb) 

a 	 a 	b 

(2.48) 
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O sinal de igual se aplica somente ao caso que 7T-c é um autovalor de A, e portanto 

I E Aab mb 1=1 A-yvj 1= A..y 	 (2.49) 
b 

de onde se vê que E1  < E2 <...< E+1. 

Nós concluimos então, que as verdadeiras soluções de recuperação, que passaremos 

a chamar de ancestrais, com -y = 1 e val  = 1, para todos os valores T < Ti.  são os 

mínimos da energia livre. Existem outras solução para 7 > 2 que formam uma " família 

de descendentes " que diferem dos padrões originais no sinal relativo das magnetizações 

de blocos, como mostramos na figura2.5. Tais estados são mínimos locais da energia livre 

e possíveis atratores no processo de relaxação. 

2.4.2 Soluções onde ir/ não é necessariamente um autovetor de A 

Considere novamente o sistema de £ equações que determinam as soluções de ponto 

de sela para o caso de recuperação de uma única memória, ou seja, de (2.34) 

{ma  = tanh re  A.ab(£) mbi a = 1,... , t , (2.50) 

onde voltamos a colocar o argumento (£) na matriz A para indicar sua dimensão. Como 

antes, as soluções deste sistema são os vetores Til = (mi,— , mi). Usando a expressão 

que relaciona A(£) com matrizes menores, de dimensão £/2, podemos reescrever o sistema 

acima como dois conjuntos de £/2 equações: 

ma  = tanh U Ebi_1(eAab(t/2) + Uab.(42))mb + EL112+1 Uob(t/2)mb) 

< -- 

ma  = tanh (1 Eibi_21  Uab(t/2)mb + E6_,1/214(EAab(£/2) + Uab(t/2))mb) 

5 < a < 

Estes conjuntos estão acoplados devido a presença dos termos 

t 
E uab(t/2) mb 

b=l12+1 
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no primeiro deles, e 
1/2 

E ua6(e/2) Mb 

6=1 

no segundo. 

Excetuando-se as soluções proporcionais aos dois autovetores de autovalores máximo 

de A(£), que são 

ml(e) = m1  

todas as demais soluções de 

Neste caso, tanto Vri,' como 

/ + 1  

+/ 

(2.34) 

m(e) 

m" são 

M
—2 

podem ser 

= ( 

tais que 

EL(e/2)T,(t/2) 

(£) = m2 

escrita como 

= O , 

/ 

k 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

e, portanto, desacoplam os dois sistemas de (2.51). 

Com isso estabelecemos uma relação entre o número de soluções do sistema de £ 

blocos e aquele de um sistema menor de £/2 blocos. Até agora não se considerou as 

soluções simétricas em sinal ( lembre-se que devido a forma da Regra de Hebb também 

armazenamos os padrões {—e} ), mas caso forem contadas também, obteremos para o 

número de soluções 

N(e) = 4 + (N(£/2) — 2)2 	 (2.54) 

com a condição inicial N(1) = 2. Ou seja, o número de soluções para o caso £-dimensional 

é igual a 4, que corresponde as soluções (2.51) e seus simétricos, mais todas as possíveis 



meyry l ) 	Pica, 	 „ry 	A  

a,b 	7e" 	-;;;"", 	fiac 	knl• 	)2] -licb 
c 

(2.57) 

lembrando que neste caso 
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combinações de duas soluções do sistema --dimensional que sejam autovetores de auto-

valor nulo de U(t/2). Como existem duas destas que não satisfazem este requerimento 

se subtrai 2. 

A análise numérica da relação (2.54) mostra que para » 1 esta pode ser bem 

representada pelo seguinte comportamento exponencial 

M.e) emu 
	

(2.55) 

A comparação com 21  é importante pois este valor corresponde ao caso trivial onde 

teríamos .e sistemas completamente independentes. 

O número de soluções aqui calculadas englobam as soluções de recuperação, soluções 

que são autovetores de A(t) e outras. Justamente estas outras nos interessa discutir nesta 

seção, e para isso vamos tomar um exemplo. Considere a seguinte escolha para o vetor 

: 

M.I,VjG-), 

/1 in ylVc'1.  k 2  I, 

1 < c < 

1  << 
(2.56) 

Esta forma desacopla sistema de equações de (2.34), tranformando-o em um sistema de 

somente duas equações 

= tanh [iTe--)Y“)m.y1 . 

Nós fixamos arbitrariamente A,y > À.),/, e então m.y  > 	Na Figura 2.5 temos vários 

exemplos destas soluções que misturam dois autovalores, que passam a existir para > 4. 

A matriz de estabilidade torna-se 

{ my  = tanh [fi 'il( -' )m-] , 

(mr)2 = 
{

(rny)2, 1 < c < -- 

(m702) 2 < c < i 
(2.58) 



+ + + + 

+ + 	+ + 
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+ + + + + + + + 

Figura 2.5: Possíveis estados estacionários do sistema com interação hierárquica entre blocos 

para o caso de C = 8 a T = O, quando somente um padrão é armazenado. O "+" significa que o 

bloco está alinhado com a memória e "—" com a anti-memória {—e}. 
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o que indica que M( 'i não é diagonalizável pela mesma transformação que diagonaliza 

A. Podemos , no entanto, põ-la em um forma diagonal de blocos através da transformação 

com a matriz A na forma 

E vailiMaeri)  t4",' = T„,An,„ 
a,b 

(2.59) 

W1 °-12 

0.21 W2 

O 

O 

O 

O 
W3 a-3 

03 W3 

W4 0-4 

0.4 W4 

O 

O 

W4 cr4 

a.4 w4 

(2.60) 

••• 

A = 

onde 
T, 	na2 + rn2 

A = to = 1 — —
T 

[1 	.). nn 	. 	 2 
7'  1 (2.61) 

e 

com os índices dados por 

T, (m2i' — m2, 
A

) 
, 	8 	 r  

f' 7' = T 	2 	= C11'77 (2.62) 

11
/  = 25 — 1 ,77 . 26 or 27' = 26 , ri  = 28 —1 , 

28_2 + 1  < 7.7  < 2.-1 

27  = 1 for s = 1 . 

for s = 2,3...r , 

De acordo com (2.59) , já que T„, > 0, a condição suficiente para a estabilidade das 

soluções em (2.56) é que os autovalores de A sejam positivos: 

1 	 1 1 
AT = 2  (w1 + w2) + 2  {(w1 — W2)2  4" 44712Cr21} 2  

A; = 1 — 1;)—(1 — m2,,,) , (2.63) 
3 

15 81-  = 1 — -- (1 — m,27) , 
P8 
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com Ai-  < Ai < A3 < A;E  < 	. 

Assim as soluções duplamente misturadas são dadas pelo sistema formado pelas duas 

equações (2.57) acrescido da condição de estabilidade Ai-  > O , já que este é o menor 

autovalor. A temperatura crítica é obtida igualando este autovalor a zero. Como no caso 

das soluções que são autovetores , confira a figura 2.3, aqui também existe uma transição 

descontínua, ou seja, m; O e m;, O para T = T;(,, que é a temperatura crítica 

correspondente a esta solução. 

Como exemplo, mostramos os resultados do problema com e = 8 para o qual escolhe-

mos a normalização de A em (2.9) de forma que Ti  = Ai /£ = 1. Os demais autovalores 

ficam então: 

JA2 	e3  + 2e2  + 4e 
T2 =-_ 

e3  + 26.2  + 4e + 8 
JA3 	e3  + 2e2  

T3 = 
e3  + 2e2  + 4e + 8 

JA4 	e3 

e3  + 2e2  + 46 + 8 
T4 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 

Podemos comparar na figura 2.6 as temperaturas críticas em função de e para três 

tipos de soluções: 

a) r--n = m3  iy3  onde v3  é qualquer um dos autovetores com T3. 

b) m = m4 '174  onde 10 é qualquer um dos autovetores com T4. 

c) m^f^(' = 

(

rri.,,vj “), 1 < c < 

m.vvf (2), -} < c < £ 

As equações para T* nos três casos são: 

m3  = tanh T; 3] 
	

(2.67) 
1 — 74;(1 — 	= O 

m4  = tanh [TIL;  m4] 
	

(2.68) 
1 — .fz(1 — 	= O 
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T9  

Figura 2.6: Resultados numéricos para a temperatura crítica, n4  (linha tracejada), de uma 

solução misturada de autovalores em função do parâmetro c. As curvas cheias representam as 

temperaturas críticas n  (superior) e 7,4  (inferior) 

COM 

= 1 

{ 

T 

m3  = tanh [21  M, ] ' 	4  

m4 = tanh [II- m4 ] 7.3*,  

M.-  = 0 

1-T 	-1-m2  
2 (1 	m3 	4) 

(2.69) 

(2.70) 

'
21,* 34 	 2 

T2 )2(1 	niN + 171.1 
' 	J-
,r  

1-1-2k7n3 	. 1̀  

 (Ti -I- 2 

Quanto a energia livre das soluções do tipo 2.39 podemos por substituição direta desta 

solução em (2.33) obter: 

f„,(T) = (MT ) + fy,(T)) • 
	 (2.71) 
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2.5 Solução com mistura de padrões 

Primeiramente vamos voltar a expressão (2.30) 

774 = l µ tanh 	E Aab 

53 

(2.72) 

que é o conjunto de equações que deve ser resolvido para g =1,...,pe a= 1, ... 

Continuamos usando a notação " v " para vetor no espaço de memória e " v " para 

vetor no espaço de blocos. 

Novamente como na seção 2.4 o problema é separável em dois casos. 

2.5.1 Soluções onde ir̀ I.  é autovetor de A 

Este tipo de solução pode ser representada por um produto externo entre um vetor 

rilly  no espaço de padrões e outro 151' no espaço de blocos, ou seja, 

m =rim 	.1 ri 	 (2.73) 

Como antes 

A.713' =
'Y 
 UI 

e I vj I = 1. 

Assim ao substituirmos em (2.72) obtemos 

= 	tanh (12-A-1 	

/e 
	 (2.74) 

Daí saem as soluções que misturam memórias, simétricas e assimétricas, completa-

mente equivalente ao que ocorre no modelo de Hopfield [15]. 

A energia livre é 

1 
f = ã .P 772)2  — (ln (2 cosh( fie' fii.())) 	, (2.75) 

e a matriz de estabilidade 

11/1Z 	
Aab 

—  (A.b)2) 6.41/  

(24.0b)2  (Cel tanh2 
 

[P±;1 (nidi) 
	

(2.76) 
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Esta matriz é facilmente diagonalizável no espaço de blocos, já no espaço de memórias 

depende do tipo particular de solução misturada de memórias que tivermos. 

2.5.2 Soluções com mistura de autovetores e memórias 

Semelhante ao que ocorre na subseção 2.4.2 existes soluções na forma geral 

) 
7"- 

 
m(t) = 

rf/fi(á) 

E a estabilidade dependerá da diagonalização de 

(2.77) 

= (Aab P
2 

£2 — —é-  E A ac Act,) 5' 
c 

-I- 	,-,-; L, ,"lac Acb 
fi v,  A 	 [I E Acd (.7i1c1D 4" 	

(re' tanh2 	 (2.78) 
d 	 E 

que, em geral, não será diagonal no espaço de memória e nem será diagonalizável no 

espaço de blocos pela mesma matriz que diagonaliza A. 

ma7 



Capítulo 3 

Propriedades de saturação. 

No capítulo anterior, discutimos os tipos de soluções estacionárias que emergem de um 

sistema onde se combinou a regra de aprendizado de Hebb com uma estrutura especial 

de agregados, ou blocos, de neurônios. Vimos que esta estrutura, por si própria, provoca 

o aparecimento de uma família de estados descendentes para cada protótipo armazenado 

pela regra de Hebb. 

Sabemos do estudo do modelo de Hopfield [14] que a regra de Hebb, por sua vez, 

também proporciona o surgimento de outros estados estacionários além dos p protótipos 

explicitamente armazenados. A princípio, estes estados são indesejáveis, já que não con-

hecemos sua estrutura microscópica, e crescem em número à medida que aumentamos 

p. Existe um limite para este valor a partir do qual os estados protótipos deixam de 

ser estacionários, ou seja, o sistema não é mais capaz de reconhecê-los como memórias. 

Isso se deve à concorrência de dois termos na função energia do sistema. Considere que 

estejamos interessados na recuperação da memória g = go  , a regra de Hebb, então, pode 

ser separada em dois termos, 

N 	 N 	3  1,01,0 
(3.1) 

O primeiro deles, o termo de sinal, tenta alinhar o sistema nesta memória e o outro, o 

55 
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termo de ruído, devido as outras p — 1 memórias, tenta tirá-lo dela. Os estados esta-

cionários do sistema são resultado da competição destes dois termos. O termo de ruído 

cresce com p até um ponto onde supera o termo de sinal, neste momento o sistema perde 

sua capacidade de recuperar memória. Quando isso ocorre se diz que a rede atingiu sua 

saturação. Esta transição é descontínua e ocorre para um valor finito da razão a = RF . 

O nosso objetivo neste capítulo é investigar as propriedades de saturação de uma 

rede com hierarquia de interações entre seus neurônios, como foi descrita na seção 2.1. 

Mais especificamente, vamos estar interessados na determinação de sua fração crítica de 

armazenagem ac. 

Existem diferentes formas de compararmos os termos de sinal e ruído e, portanto, 

diversos critérios para determinar esta quantidade. Na primeira parte deste capítulo, 

usaremos o mesmo método de campo médio desenvolvido na capítulo anterior. Neste 

caso, o valor de ac  corresponde ao ponto a partir do qual desaparece a solução m I  O das 

equações de estado do sistema. Para um valor de a imediatamente menor que este valor 

crítico, o sistema recupera os padrões protótipos com erro, ou seja, com uma fração finita 

de neurônios desalinhados. Alternativamente, podemos estar interessados em calcular 

o número máximo de padrões que o sistema pode suportar de forma que ainda possa 

recuperar perfeitamente, ou seja, com erro zero, os padrões armazenados. Agora, o 

método apropriado é o chamado "método de sinal x ruído" para o qual dedicaremos a 

última parte deste capítulo. 

Demostraremos ao final que, muito embora os valores de ac  para os dois métodos não 

sejam comparáveis, o mesmo não ocorre com as razões 

ac ac
Hopfield  

(  
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3.1 Campo Médio - Cálculo da Função de Energia Livre 

A saturação de uma rede de neurônios ocorre quando tentamos armazenar um número 

de padrões proporcional ao número de sítios da rede, ou seja, p = aN. Observe que, neste 

caso, a condição para que os padrões {e} sejam automediáveis, 2P/N O, não é mais 

satisfeita e, portanto, a natureza e a dificuldade do problema mudam bastante. 

Com a falta desta propriedade das médias, deveremos calcular a energia livre tendo 

que realizar explicitamente a média sobre as variáveis aleatórias, ou seja, 

f 
„ 

= - 	< In G >E 
ON 

(3.2) 

O procedimento usual nestes casos é usar o método das réplicas que substitui a média 

sobre o logaritmo, difícil de ser operada, por 

" — 
< ln > = 	

< x > 
 

n--40 

Assim, a nossa expressão para a energia livre se torna 

f = — < zn —1 
N 

(3.3) 

O termo "réplica" vem do fato de Z" ser a função de partição de n sistemas idênticos, 

ou réplicas. Esta função de partição replicada é dada por 

(a),(b) aN n 

2413 	ab E 	EC &i 
p 

Si Zn 	 ,, Tr{s, }  exp — 
2N a  j, 	

E 
p=1 

n 

(3.4) 

onde foi usada a mesma expressão usada anteriormente para o hamiltoniano. 
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O estado da rede {Si} pode estar completamente alinhado com um dos padrões {e} 

ou parcialmente alinhado com muitos deles. Quando este alinhamento é tal que a su-

perposição definida em (??) é o(1) essa memória é dita condensar macroscopicamente, 

se ao contrário ela for o(1/1iV-) ou menor, dizemos que ela não condensa ou está mi-

croscopicamente condensada. O número máximo de memórias p' que podem condensar 

macroscopicamente em um único estado misturado deve ser « ✓7N7 [42]. 

Assim, vamos considerar que no nosso conjunto de p padrões apenas um número 

finito p' condense macroscopicamente, de modo que podemos realizar a média < Zn 

na forma de um produto de duas médias: 

n 	 (a)1(b) p' 

< Zn  > 	Trs (exp 	E E 11-ab E E e ÇS'i' S'I)) 
p=1 a,b 	i,j 14=1 	 e 

X (eXp (F--
N 

E E Aab E E g sr s;) 

	

fi 	n 	 (a),(b) aN 

p=1 0,6 	 v=p1-1-1 

	 (3.5) 

Como a primeira delas é sobre um número finito de {e}, estas variáveis são automediáveis 

e o sinal da média é dispensável. Devemos somente nos preocupar com a parte corre-

spondente às memórias não recuperáveis: 

(a),(b) aN 

exp (fri3 En E Aab E E g ST SC)) 

	

p=1 a,b 	i,j v=p1-1-1 

= exp (a N ln (exp(13- E Ai; 	
F 

	 (3.6) 

Aqui foi utilizado o fato das memórias serem estatisticamente independentes e, portanto, 

a média do produto ser equivalente ao produto das médias; fizemos aN — p' aN e 

definimos 

n  
Ai;  = N

b E SP S; 
p=i  

(3.7) 
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com iEa ejEb. 

3.1.1 	Cálculo de < eXP(c E2,3  Aij z  &7 ) > 

O fator (3.7) é responsável pelo ruído que os padrões que não condensam causam 

na recuperação daqueles que podem ser recuperáveis. A avaliação correta deste termo, 

portanto, é muito importante. 

No trabalho de Amit e all. [14] onde o método para o estudo de uma redes de neurônios 

foi originalmente desenvolvido, isto é feito através da introdução direta dos parâmetros de 

ordem m'', como em (2.26). E, como no caso de padrões microscópicos ne -,, o(lifIV), 

podemos expandir (2.27) em primeira ordem deste parâmetro e a seguir integrar sobre 

ele. No nosso caso, no entanto, este último passo nos levaria a uma integração gaussiana 

generalizada muito complexa devido a presença da matriz A. Assim optamos por um 

procedimento alternativo , mas muito poderoso, que é a expansão diagramática de (3.6). 

Isto é- feito do seguinte modo. Considere, primeiramente, a expansão 

0 ln < exp( —13  E Ais Ej) >= —
2 
E Ai; < U.; > 

2 ij 	 i,i 

i ( 1 2  
Aij Akt (< WIel > — < Uj >< W1 >) 

+ —21 U i.i  

1 ( 0V 
+ ãi Q2) iiiinln 

Ajj Alei An." (< UÁkU,-,4 > —3 < M;e 1 > < fllen  > 

+ 2 < U.; >< elcl >< 77171 >) + • • • 
	 (3.8) 

ou simplesmente 

ln < exp( E Aii ..i) >= —13, E Aii < Uj >c  
G id 	 ZI id 



e 

1 

2! 

a  
(1=- ) 2 

2 

E Ai; Akl < ei ej ek >= (Pi ) 

a  2 
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+ I (P)2  E m  < 	> 2! \ 2) 	
/1 -A  ijkl 

(3.9) 

onde < 	>, significa a média cumulante. Observe que para simplificar a notação 

omitimos o subíndice das média configuracionais. 

Cada um dos termos desta expansão pode ser posto na forma de diagramas. A 

representação diagramática, embora não seja essencial, nos permite visualizar melhor os 

termos que contribuem dominantemente na soma. 

Como exemplo vamos calcular explicitamente as contribuições dos dois primeiros cu-

mulantes em (3.9). Comecemos pelas médias 

< 	> = 
	

(3.10) 

e 

< Si Sj Sk Sl > = Sij6k1 	(5ik 6j1 	5i1d5jk 	2Sijkl 
	

(3.11) 

que, introduzidas em (3.8) resultariam nos seguintes termos 

E Ai; < 	>= 2 
E Aii

íj 
	2 
	 (3.12) 

a  2 	 a  2 

) E Ai; 	— 	E (Aii)2  (3.13) 
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As regras para construção dos diagramas que usaremos são as seguintes: 

(i) cada fator ç- Aij é indicado por uma linha não orientada que liga os pontos 

(ii) cada soma é indicada por um vértice. 

Assim temos para (3.12) e (3.13) 

01 	 (3.14) 

e 

/z ( 0 C 	+ t> - 
	 (3.15) 

A separação dos termos dominantes na soma em (3.9) deve obedecer a dois fatores 

importantes: 

- Diagramas com vértices de quatro pernas ou mais, são de ordem o(1/N) ou menor. 

De fato, se lembrarmos de (3.7) que cada Ai;  é o(1/N) veremos que o único modo de 

termos o(1) é se existir o mesmo número de A. e de somas, ou seja, número de linhas 

igual ao número de vértices. Assim diagramas do tipo do último à direita de (3.15) serão 

desconsiderados. Isto equivale a tomarmos: 

< 1 6 • • • Sn > E < 6e1 ik2 > < ./C3 Sk4 > • • • < 	elen > 
	

(3.16) 
7' 

onde P significa todas as possíveis combinações dos índices 1,2, ... , n, dois a dois. 

- Termos desconexos desaparecem nos cumulantes [43]. Esta regra geral é facilmente 

verificável na álgebra de diagramas, veja por exemplo: 
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<=6;ci>c -.=.- <let>— <i6><ki> 	 (3.17) 

( 0,  Co + 2 tO - 2 De ) - ( O° 

e 

<Mk7171>c =<eijek Slm TL> 

—3  <ic/><,,,n> + 2 <i6><;,/><„,„> (3.18) 

  

Cada cumulante contribuirá apenas com um diagrama. Este diagrama é conexo e tem 

somente vértices de duas pernas. 

O coeficiente Cr,  à frente de cada diagrama, representa o número de escolhas dos 

índices em (3.16) tais que não tenhamos diagramas desconexos. Este cálculo é fácil de 

ser feito para um diagrama de ordem r. 

Considere um segmento orientado --- como sendo um Aii  . Cada um destes segmentos 

é numerado e o diagrama que estamos interessados é a polinomial fechada formada por 

r destes segmentos. 

O que devemos contar é quantas combinações possíves se pode obter. Primeiramente 

temos um fator (r — 1)! para as permutações cíclicas, além disso, cada segmento pode ter 

duas orientações e portanto deve-se ajuntar um termo 2'. Finalmente, devido a simetria 

de reflexão dos diagramas devemos dividir o número que obtivemos por dois. Logo 

Cr  = (r — 1)! 2r~1 	 (3.19) 
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Voltando a (3.9), obtemos 

	

ln < exp E Ai; 	> = 	( C + 
	

4- 	 ) , 	(3.20) 

e, reutilizando as regras de construção dos diagramas, podemos escrever as somas: 

0 	A e e \ 

	

ln < exp , — 	çi Sil 2 

1 	A 	/32 
)3  3 	A A A = - {p E 	+ 	E Ai; A jj 	E x j.14 xkl  xynn  -1- • . 

2 	 2 	 3 

= — —
2

Tr{i} ln (1 — fi A) 
	

(3.21) 

onde A é a matriz de elementos Ai;  e o traço é tomado no espaço de sítios. 

Para comparar com resultados conhecidos, podemos testar este método para o Modelo 

de Hopfield. Neste caso, teríamos 

e, portanto, 

= 	E si? S'? 
N 

(3.22) 

T r {i } (AH  )r = Tr{p} (Q)? 	 (3.23) 

onde Q é uma matriz no espaço de réplicas com elementos 

Q PP' 
	

E SP 
S9' 
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O que significa que, para o Modelo de Hopfield, a equação (3.21) pode ser escrita 

1 	/ 	0 A --
2

,n
/r{i} m1 — /3 	= — 1 r{ p} 	— p Q)  ) 

2 
(3.24) 

com o segundo traço sendo realizado no espaço de réplicas, o que concorda com os resul-

tados da referência [14]. 

Para Aij  definida como em (3.7) não podemos fazer algo tão simples como foi feito 

acima no modelo de Hopfield. O único modo de representarmos (3.21) como produto de 

matrizes no espaço de réplicas é através da soma 

co ale 

2
Tr{,}1n(1 — 0A) = E{= E /Lia, ... Ackal E Q2P2 • • • Q:kfi} 

k=1 	k ai 	 P1,...,Pk 
, 	(3.25) 

COM 

1 (a)  
Q"' N =  E Si Sf. 

a   
(3.26) 

Assim, temos que : 

KexP(C3-- E 	

aN 

2 

{aN 
x exp 	

2  c
É3  (121—e  E Aal 32  . . . Aokai  	QP1P2  

k=1 	 ,...tPk 
(3.27) 
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3.1.2 Cálculo do traço sobre as variáveis de spin em < Zn >. 

De (3.5) e (3.27), podemos escrever a média configuracional sobre a função de partição 

das réplicas como 

p 	n 	(a),(b) p' 

< Zn  > 	Tr 5  (exp G-Ar- E E Aab  E E e ei S7) ) 
P=1 	 ij '1=1 

{aN 	(fik 
X exp 	E 	E Aaia2 • • • Aakai E Q:',P2 • • • QZ,P1  

2 k=1 	01,-,ak 	 P1 1•••" 

 

(3.28) 

 

E, usando novamente transformação de Hubbard-Stratonovich [39], podemos escrever 

o primeiro fator como 

/MV (a)  

exp 	2 	ÁLth

N 	Si)(  

. " 
S'1)} 

Ai (-\17-1- 3 N t)i  .1.  II dmrP X 
a 

13N 
exp — 

Aab Pd,  ma,  7721, 

Aab 
	(a) + E 1-  (17 	Sninr) 	(3.29) a,b   

Para extrair as variáveis de spin de dentro de (3.27), introduz-se as variáveis contínuas 

gaPP'  e r aPP  através das identidades 

aP 2  No 1:  draPP 	°c) 	 coN  pp,  epi  

dqaPP1  exp  	 , (3.30) 
2 	27ri J, 	2 r  a 	

— Q:P1)} = 1 

para cada a = 1, ... ,t e p, p' = 1,... ,n . 

Assim, obtemos o seguinte resultado 



f 
1 	rn e  -prin.F„(Th,4,f) — 1 
	 lim 	  0N n--$0 

(3.34) 

OU 
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< Zn >= r 	r 	m {u d ay,p II draPP' dgr  
a  l  

P<P1  

(3.31) 

onde nós agregamos todas constantes multiplicativas em Fn  e 

o[B,Fn(m,q,r) = 
1 	 Aab 	1,4 1P 	11,13 	

1 
	afi E E raPP1  qaPP1  

2n£ 	 ma mb 	2n£ a,b 	 POP' a 

a 57: (12-) k  
k=2 k 	ai ...ak 

Aai a2 • • • Aaka, Tr{p} Lgl g 277.13 

1 
11  e-13 .1/ { {s} 

filVn 
ln Tr (3.32) 

COM 

He11 = —
N E E --Aab  inP,P SPP  a/3N  E 	r  aPP Q PP 

ct,E, 	
a 	b 2£ 	 a 

a 14ps 
(3.33) 

Tomando a solução no ponto de sela para (3.31), a energia livre fica, de (3.3), 

f = lim 	 o(n)) o(1/N) 
	

(3.35) 

O chapéu em m ,q e r indica que estes são valores no ponto de sela. Por simplicidade, omi-

tiremos este sinal no decorrer do texto. E importante lembrar que o limite termodinâmico 

está sendo subentendido e, este limite, comuta com o limite do número de réplicas indo 

a zero. 



rãa • Trib + 
n —1 

aP E 7'a qa 
2£ 	a 
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3.2 Teoria simétrica de réplicas 

A teoria simétrica de réplicas consiste em supor que as soluções de ponto de sela da 

equação (3.31) sejam tais que não dependam das réplicas. Os parâmetros m , q e r devem 

ser tais que satisfaçam 

I-LP 
ma Ma 

PP 
qa

' 
 — 

PPi  ra  = ra  

P 

P 

(3.36) 

e, substituidos em (3.32), resultem 

1 	Aab Fn(m,q,r) = — 	1 
2t a,b 

a f° 1 (nk 

2fin 	k 
Aai a2 • • • Aakal 

x E  (6p,2 + (1  — sp1p2)qai  )... (spkpi + (1 — spktn)qa,) 

1 	rr, 
r{,T} e-131-4ff} 

/3Nn 
ln (3.37) 

Rearranjando alguns termos e usando 

2 { adi 
	(E SP) 	 = Dz 	e xp 	E SP z) 

/3 
exp 	 (3.38) 

2 

dz 	1z2\ 
COM f Dz 	

v2ir 
E f 	exp( 	) , obtemos, após tomarmos o traço sobre spins e o 

2 

limite parcial do número de réplicas indo a zero, a seguinte expressão para a energia 

livre: 
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1 	Aab 	 afi 
f (m, q, r) = — E 	'Ma Mb + -- E ra ( 1 — ) 

2t a,b 	 Ze a  

1 
lim 

n 
(
Ç

) 	

AcLi a2  • • • Aakai 
al...ak  

x E (6121 P2 + (1 	814132 )gai ) 	(Uh P1 + (1 — 45Pk P1  )qok ) 

PI•Pk 

Aab f Dz (ln (2 cosh (f3 E 7- 	+ 	ra  z  

O último limite, que está apenas indicado, pode ser feito da seguinte forma: Considere 

a soma em pi , , pk  escrita como 

E ( ( 1 - qa )6"2 qa,) • • ((1 — qa,)6PkP1  qa,) 
Pi Pk 

Se abrirmos o produto e fizermos as somas, veremos que existirão termos de ordens n, 

n2 , ... , 7Ik  , mas somente os de ordem n permanecerão após o limite. Estes termos são 

aqueles resultantes do produto acima que contenham k ou k +1 deltas de Kronecker (pois 

nestes casos restará apenas uma soma), ou seja, 

n { (1 — gai  ) • (1 — (lar ) 	(1 — qa1 ) • • • (1 — qa,_,)qi. + demais combinações} 

Substituindo em (3.39), obtemos 

f (m, q,r) 
1 	 a 

= 	E Aab 	b --- E r a ( 1 — qa ) 

22  a,b 	 2£

i3 

 0  

a 
x---,`" 1 (fi 

L;4 	.e)k k  E Aaia2 • " Aakal 

X 

 {

k 

11(1 	— E De ,  11(1 — go' ) 

j=1 	 .1#1 
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— 
	f Dz (ln (2 cosh 

A 	bab 	 va 	ra  z))) )(3.40) E --- 

onde re=.1  E 1 . 

As equações do ponto de sela são : 

Act b 
má = Dz 	tanh E — mb  . -I- 	ra  z)) , 

.e  

	

qa  = f Dz Ktanh2  (61  E Aab  mb  + ,3 	ra  z)) , 
b 

(3.41) 

(3.42) 

e 

rc E k=2 a2...a 
E 

k 

Aca2  Aakc  E 
W=2 

qak, re=2 (1  — qa1)  
1 — qak, 

(3.43) 

3.2.1 Soluções homogêneas 

Vimos que os estados estacionários do sistema com a finito, no caso de simetria de 

réplicas, são dados pelas solução conjunta das equações (3.41),(3.42) e (3.43). Serão 

chamadas de soluções homogêneas aquelas que tiverem qc, = q para todo "a". 

Primeiramente, vamos verificar se realmente tais soluções existem. Começaremos por 

(3.43), se qa  = q, então: 

= -1'5 1:E°  2  (;)k  [4_21.c (k — 1)q(1 — q)k-2  

1 I 	q A2  
(3.44) 

L(1 — fi/M(1 — 0)2 1 cc 



Tc  = r 
0,5 /.02 

— )3À6(1 — q)] 2  
Vc . 	 (3.45) r= 

6=1 
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Como a matriz A é tal que, seus elementos diagonais são todos iguais, podemos 

escrever 

Vemos que a homogeneidade em q implica na homogeneidade em r . As demais equações 

de ponto de sela ficam 

mry = 	f Dz tanh (13 E —cth 
 7-71,b e + iT\4,rr z)) 

q = (1 Dz tanh2  (8 E 
Aab 

 mb 	fiVjgr z) 
b 

(3.46) 

(3.47) 

Uma possível solução para este sistema de equações, é aquela para a qual {WV"} é um 

autovetor de A, ou seja, 

M = M V 

onde ® representa o produto externo entre os espaços de memórias e de blocos. 

Entre estas soluções, vamos estudar com mais detalhe apenas aquelas que envolve 

uma só memória, ou seja, que satisfaçam 

m 	 (3.48) f Dz tanh 	-I- 	z) 

q = f Dz tanh2  (P--/-my  + 	z) 	 (3.49) 

r = E 
6=1 

q( À6  /t)2 

[1 — PÀ6/A1 — q)]2  
(3.50) 
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com a função energia livre dada por 

f (7) = 
1 A a/3
ã 	+ 	r (1 — q)

2  

z Às 	 Ao { 	A6 

2Q 	
ln [1 - /(3 (1 - q)] - 13 q 1 - 

 /j
—
t  6.1 	 £ 	

7
{ 

-1  (1 - q)} 

1 

— fi 
— Dz ln cosh (3-1  m-y 	fiLlij.)] 	 (3.51) 

Em geral, nem todas as soluções do sistema de equações (3.41),(3.42) e (3.43) serão 

homogêneas. É imediato verificar que, um exemplo típico de solução não homogênea seria 

uma que envolvesse mistura de dois autovetores de A como foi discutido na seção 2.4.2 

do capítulo anterior. 

3.3 Diagrama de fases a x T para as soluções homogêneas 

Como a equação para r é apenas uma equação algébrica podemos substituir sua 

expressão em (3.48) e obter o seguinte sistema para determinar m e q: 

q(A6/1)2  f Dz tanh 	771.y + o Va 	[1,3A,(1-0,2 z 

10z  

	

q = f Dz tanh2 	moy 	 L- .1 a v'4t  =1 [1-06
q(A‘

(1-02 — 

Uma vez que definimos a y  esse sistema apresenta três tipos de soluções estáveis, 

dependendo dos valores dos parâmetros a e T. Cada uma delas determina uma fase do 

sistema. Assim, se m.„.(a, T) O e q.),(a,T) O, dizemos que o sistema está na fase de 

recuperação da memória -y, se mi  (a, T) = O e qi(a, T) O, onde ry = 1 é o ancestral, o 

sistema está na fase de vidro de spin e, finalmente, se mi(a,T) = O e qi(a, T) = O, a fase 

é paramagnética. 
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Os diagramas de fase das figuras 3.1, 3.2 e 3.3 mostram os resultados numéricos para 

um caso especial em que a rede só possua uma hierarquia, ou dois blocos, e A é dada 

pela matriz 2 x 2: 

A — 	
2 

2 + E 

[1 + E 	1 

1 	1 + E 

(3.52) 

Como sempre, o fator 2/(2 + 3) tem a função de normalizar esta matriz de forma que seu 

autovalor máximo seja igual a um.( A consequência disto é que as propriedades a a = O 

da solução ancestral permanecem iguais as que ocorre no modelo de Hopfield ). 

Para dois blocos existe apenas uma solução descendente. Esta solução vamos denom-

inar (+—),pois é contruída a partir do ancestral pela inversão dos estados dos últimos 

N/2 sítios. 

Nos diagramas as curvas TM e TM  delimitam as regiões de recuperação para o ancestral 

e descendente (+—); TG mostra a transição vidro de spin - paramagnetismo en e n 

são tais que abaixo delas fi  < f„ e f2  < ft,„ respectivamente, onde f y  é a energia livre 

da solução 7 e f„ daquela de vidro de spin. As curvas pontilhadas seriam as verdadeiras 

curvas de transição de fase, mas como já foi alertado, em redes de neurônios, a região de 

recuperação é determinada a partir do aparecimento da solução estável de recuperação. 

O procedimento numérico para a obtenção destes diagramas consistiu em resolver 

cada uma das equações de (3.52) pelo método de Newton, e o sistema , em si, por 

iteração linear. Ou seja, fixa-se o valor de q na primeira equação, calcula-se m por 

Newton, substitui-se o valor encontrado para m na segunda equação e calcula-se agora 

q por Newton , e assim sucessivamente. Algum cuidado deve ser dispensado no caso da 

segunda equação pois, para m fixo, esta possui mais de uma solução q # O. A solução de 

interesse é separada das demais através do uso das condições de estabilidade deduzidas 

no apêndice 1. 

Apesar dos diagramas apresentados, específicos para um sistema com dois blocos, 

darem uma boa noção de como ocorres o aparecimento dos estados de recuperação seria 

interessante que tivéssemos alguns resultados gerais, ou seja para o caso de um número 
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Figura 3.1: Diagrama de fases para e = 2 ( À2/t = 0.5 ). 
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Figura 3.2: Diagrama de fases para e = 4.6 (a2 // = 0.7 ). 
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Figura 3.3: Diagrama de fases para e = 8 (a2// = 0.8 ). 

qualquer de hierarquias. Nas seções seguintes discutimos alguns limites nos quais é 

possível obter detalhadamente estes resultados gerais. 

3.3.1 TG - Transição de fases Vidro de Spin Paramagnetismo 

Colocando m = O nas equações (3.52) acima, obtemos a equação para q na fase de 

vidro de spin, 

q f Dz tanh2  
q(A6 m2 

a 6 
	— fiA,5(1 — 

(3.53) 

Como a transição da fase de vidro de spin para a paramagnética é contínua, a curva 

TG = TG(a) que marca esta transição pode ser obtida pela expansão de (3.53) no limite 

em que q O, o que resulta em 

Ailt 	2 

q = Dz,82 z2 	
1

aqE(., A610,(1 	o(q3) (3.54) 
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Fazendo q = O, obtemos a seguinte relação entre TG e a: 

1 = a E 	
 2  

E 	Abit) 
(3.55) 

Esta relação, como está, não determina uma função TG = T(a) unívoca, isto porque 

para um dado a existem várias possibilidades de TG que a satisfazem. Se ajuntarmos, no 

entanto, a primeira das condições de estabilidade em (A.78), que pode ser escrita como 

Ai  
1 — fi—(1 — q) > O 	 (3.56) 

para q = O obteremos a função , agora unívoca, definida como: 

2 
1 = a 5 (TG _Aje  

TG > 

Esta função no limite que a cresce é 

2 

TG(a) 
	

(3.57) 

Observe que este é um resultado válido para qualquer regra de aprendizagem do tipo 

(2.7). 

3.3.2 Temperaturas críticas em a = O 

Vamos considerar aqui os valores nos quais as curvas TM cortam o eixo ordenado nos 

diagramas apresentados. Dois pontos importantes devem ser observados: 

- Em a = O uma dada solução determinada pelo autovalor À.), não dependerá dos outros 

autovalores de A e nem do número de blocos existentes (vide seção 2.4). 

- De todas as diversas temperaturas críticas, uma para cada escolha de A.), , somente a 

maior representará uma transição contínua. 
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Figura 3.4: Temperatura crítica das soluções descendentes em função de Ai, a a = O 

Efetivamente, de (2.42), vemos que o sistema que determina TM é 

{

m = tanh (Tm) 

1 — 7(1 — m2 ) > O 
(3.58) 

onde voltamos a usar a notação T7  = 4/t. 

Podemos observar que, se À, = A l , as duas equações (note que agora a segunda 

é derivada em relação a "m" da primeira) terão soluções arbitrariamente próximas de 

m = O. De uma forma mais clara, podemos ver que a condição para que haja solução 

m O na primeira delas é T < T.y , que é uma condição menos restritiva que 

1 — 	— m2) > O 

se À. 	Al  e À1  é o autovalor máximo. 

Tendo isto em vista, podemos calcular a temperatura crítica em função de T. resol-

vendo numericamente o sistema (3.58) . Os resultados são apresentados na figura 3.4 

para a qual escolhemos T1  = 1. 

0.0 
0.0 
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3.3.3 Diagrama a T = O - Determinação do armazenamento crítico 

O limite das equações (3.48) para T —+ O resulta : 

m = erf 	
1  
	 m ) 

Naceri, 	
i 

 

/ A 

ri, = E [-„
o 
 - ay]-2 

8=1 

2 \ 1/2  x  { 	1  	(A 	
2
} lirn 13(1  — q) 	.7ro‘7, ) 	e  P /3 ---*00 	 2ari, k e mry) 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 

Nos interessa soluções de a para m # 0 , assim, podemos combinar as equações acima 

em uma única: 

-2 
a(u)i,= 	 erf(u) 	2 

e 
2 	[AA 	 V7r 

 

= 	" 

-1 

(3.62) 

onde 

u= 
N/ 2 ar 

O alfa crítico aj, que é função de Ai, e dos demais autovalores, é o máximo valor de 

a para o qual a equação (3.62) tem solução, ou seja, é simplesmente o valor máximo da 

função a.7 (u). 

Como este valor não depende isoladamente de Ai, devemos escolher uma matriz A 

parametrizada e estudar seu comportamento com a varição do parâmetro. Por simplici-

dade, consideramos novamente o problema de dois blocos com A. definida em (3.52). 

As figuras 3.5 e 3.6 mostram o comportamento de a(u) que é neste caso 

-2 
= 	{ 	 e

2 	
erf(u) 	2 _u2] 	+ [2 	+ e 	erf(u) 	2 	2 

-2-1  
a 	 ] 

u 
(3.63) 

Ai, mi, 
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Figura 3.5: Curvas de al(u) para (de cima para baixo) e = 0.1, 1.6, 3.1, 4.6 
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Figura 3.6: Curvas de cê (u) para (de cima para baixo, na direita) e = 4.6, 3.1, 1.6, 0.6, 0.1 
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e 	erf(u) 	2 
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para alguns valores de À1  e A2. 

Para saber se as soluções que aparecem nas figuras 3.5 e 3.6 são realmente estáveis 

devemos novamente recorrer às condições (A.78) que para T = O é 

1 — 	> O 
	

7 = 1,2 , 	 (3.64) 

onde C. é dado por (3.59). 

Para o caso específico das soluções em questão as condições podem ser escritas como 

er f(u) 	2 	2 
e' > 

-V7'r 
para T1  = 1, 	 (3.65) 

e 	erf(u) 	
2e-u2 	

e 
> O 	para T2 - 	  

2 + e 	u 	 2 + e
, (3.66) 

A condição (3.65) para Ti. = 1 (solução de recuperação ++ ) é sempre satisfeita salvo 

para u = O ou co. Assim, o alfa crítico é simplesmente o máximo de cada uma das curvas 

que aparecem na figura 3.5. 

A coisa é um pouco diferente no caso da solução descendente +—. Tipicamente, as 

curvas que aparecem na figura 3.6 possuem dois máximos relativos separados por um 

vale, onde a função assume o valor zero. Esse zero nada mais é que o valor de u* para o 

qual a desigualdade (3.66) torna-se uma igualdade e, desde que a função 

é tal que é sempre positiva para u > u* e sempre negativa para u < u* , a condição 

(3.66) significa que, na fig. 3.6, somente as soluções à direita dos vales são estáveis, e os 

máximos da direita são aqueles que interessam para o cálculo de al. 

Com estes resultados em mente, já é possível traçar as curvas de aj em função de e. As 

figuras que seguem são respectivamente as curvas que correspondem ao problema de uma 
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Figura 3.7: Curvas de alc.(e) e cd(e) para uma única hierarquia A linha pontilhada significa 

soluções instáveis 
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Figura 3.8: Curvas de (de cima para baixo) alc-, a!, if:4 e ac4  para 3 hierarquias . A linha 

pontilhada significa soluções instáveis 
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hierarquia (dois blocos) estudado acima e aquelas para um sistema de três hierarquias 

(oito blocos) com a matriz A definida tal como (2.9) com os autovalores (2.64). 

O limite assintótico da figura 3.7 quando e 	oo é 

1 
ac  = —

2 
(0.138) 

pois, neste caso, vamos recair no problema de duas redes de Hopfield cada uma com 

neurônios. Para a figura 3.8 este limite será 

1 
ac  = §-(0.138) 

N 
2 

3.3.4 Condição para a existência da curva n 
Observamos que, ao passarmos da figura 3.1 para a figura 3.2, há o aparecimento da 

curva n. Como foi dito anteriormente esta curva marca os pontos a partir dos quais a 

energia livre do estado (+—) torna-se menor que aquela da solução de vidro de spin. 

Nesta seção, discutiremos qual a condição, sobre o valor de Ai, que determina a ex-

istência desta curva para uma solução geral 7. Isto será feito através da comparação 

entre h e f„ no limite em que a O. 

Do capítulo 2 

No caso da solução 

q 

temos que 

 m2  2 	771 	- 

com 	m = tanh(0)0 

de vidro de spin, temos 

= f Dz tanh2 	# 
■ 

1n2cosh(fi —/À m) 

i2- m) 

de (3.53) 

(3.67) 

(3.68) 
q(A6 /.02   

	

a  E 	 z) 

	

5.1 	— PAE(1 — q)]2  
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Figura 3.9: Gráficos de f4(T) para Anit = 0.5,1 (de cima para baixo) e f.„1,(T) (linha tracejada), 

onde f = f 	T ln 2. 

no limite a 	O , o Ansatz apropriado para q é 

g, = (1 – 	+ 	-\/-2 (3.69) 

onde C, deverá ser calculado de 

   

– T*.  

z  
(1 – T—) = Dz tanh2 	 

cr 
(3.70) 

Como a condição 1 – '3(1 – q) > O deve ser sempre satisfeita, a única solução que 

interessa é v = 1. A energia livre resultante daí pode ser escrita nos mesmos moldes de 

(3.67) como 

he = 1  C) 2  2 	fl – I j' Dzln 2 cosh(X z) 

(3.71) 

com 	(1 – T) = f Dz tanh2(X z) 

A solução numérica de (3.67), para 1 = 0.5 ,1 e (3.71) são apresentadas na figura 3.9. 

Observe que f„„ para a –' 0 é independente da arquitetura da rede, representada por A 
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e seus autovalores. Sendo assim, a condição para que f.,, a intercepte em algum ponto é 

MO) < fv,(0) 

e como, de [42], sabemos que 

1 À 
MO) = -- 7 fag  = - -

1 

2,-._ — 0.32 
7r 

a condição final para existência de n  é apenas 

A '7 	2 
— > — 
£ 	7r 

(3.72) 

Assim,para todas as soluções que satisfazem (3.72) existe uma região em a = O onde suas 

energias livres são menores que a de vidro de spin. E portanto, existe a curva T. 
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3.4 Análise de Sinalxruído 

Nesta seção, será apresentado um método alternativo para o cálculo da capacidade 

máxima de armazenamento de padrões em uma rede de neurônios. Ao final, será possível 

comparar os resultados obtidos aqui com aqueles calculados na seção anterior por campo 

médio. 

O método consiste em calcularmos a probabilidade de que todos os padrões armazena-

dos na rede sejam estáveis no limite N ---> co. Observa-se que, esta é uma função de-

scontínua do parâmetro a = N , de forma que, acima de um certo valor a = ac, ela passa 

descontinuamente a assumir o valor zero. 

A condição para que uma dada configuração {Si} seja estável no sítio i é que o valor 

Si  esteja alinhado com seu campo local, ou seja, 

Si = sgn(hi ) 	 (3.73) 

ou ainda, 

IN Si > O 	 (3.74) 

No nosso modelo, o campo local é dado por 

(b) 

hi = > Ilab > Jj; Si , 
	i E a 	 (3.75) 

De acordo com nossos resultados anteriores, para cada padrão original armazenado 

o sistema é capaz de recuperar, além destes , uma família de padrões descendentes {7712-7}, 

-y = 1, 2, . t, onde 

i E a 	 (3.76) 7,r  =,-y a 	2, 



3. PROPRIEDADES DE SATURAÇÃO. 	 85 

e 

A = 	 (3.77) 

Substituindo estas soluções em (3.74), usando (3.75), obtemos para a condição de esta-

bilidade a seguinte expressão 

v-r  a 

(b) 

e E Aab E E qvui; > o . (3.78) 
v 

Se separarmos o termo de sinal (g = v ) do termo de ruído, ou seja, 

(b) 

N0 Va'Y 	Aab 1.1j+ Vc7 	Aab 117, E E eget >o 
j v(14g) 

Aro  An, 1- vj 	Ath vjm, > 0 
b 

(3.79) 

observamos que,como os bi são aleatórios com probabilidade 1/2 de ser +1 ou —1, a 

variável 
(b) 

X6 E E c(v")  g 
possuirá uma distribuição binomial que no limite em que o número de termos da soma 

cresce ( neste caso Xb  é uma soma de (p — 1)N0  termos ) pode ser escrita, pelo Teorema 

do Limite Central, como: 

1 	Xá)  
P(Xa) =

2irpNo exP  2pNo  
(3.80) 

Portanto, a probabilidade de ter o neurônio do sítio i E a alinhado com seu campo 

local , quando toda a rede está na configuração {S} = {nt-Y}, é, 
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p• 
	

j_. II  dxb  p(xb) 9 (Noà, + vá E Aab XbV.j) 

	

(3.81) 

que fica mais convenientemente escrita, se definirmos as novas variáveis Xb = (vjxbv7, )/(1/2pNo) 

da forma 

dxb' e_Eb (4)2  9 I 4 (2a-01/2 E Aab Xib 	• 
b   

(3.82) 

A integral múltipla acima pode ser transformada em uma integral simples por meio 

da identidade 

1 = 	 -d;n:  exp 	— 	Aab Xbil 	• 
 J-oo 
	 (3.83) 

Assim, 

J
r 

ppry   
 

00 -co 

dp it4 ex  ( _ eat E ieb) (o,/  + Irr  e 	P 	2 
(3.84) 

e, finalmente, usando z = OVE AL) resulta 

= 	dz e_Z 2 
9(z 

  

(3.85) 

  

V2a£E6 Aab 

ou seja, 

onde 

)1/2)) 
1 

Pr= {1 erf (A.y  / (2at E Aab 
b 

2 	. 
erf(x) = 	j dz e'

2  
vr o 

(3.86) 

(3.87) 



[ajjsR = 
21n N Et6.1 

(3.92) 
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Como sabemos, Jr é a probabilidade que o estado nt-Y seja estável no sítio i. A proba-

bilidade que todos os p = aN sejam estáveis em todos os N sítios é então: 

P(À7) = H H ir = (P")aN2 
	

(3.88) 
t. 

O único modo de P(a7) não ser nulo no limite termodinâmico é se Pr tender a 1 

neste limite. Pela forma funcional de (3.86) isto significa que podemos expandir P(4) 
para valores grandes do argumento da função erro, ou seja, 

P(4) ( 
	2 

1 	 
1-2"..7rC 

e 2  a + . 

)aN2  

a312N 	c2 
= 1 	 

12 	
2  a 	. . . 

.-17rC 
e 

 
(3.89) 

onde C = A.y / VEb  AL Se exigimos que o segundo termo acima seja menor que um certo 

finito obtemos a condição : 

C' 
a < 	 

41n N 
(3.90) 

Uma das propriedades da matriz A é que a soma >b  24 2ab não depende do índice de 

bloco "a", assim, podemos escrever 

1 	 1
2 	

1 	
's E AabAba = -£  AabAba = TrA = — A (3.91) 

6=1 

e então, 



--- 

— 

[

Hopfieldi 
(Xe SR 

= À( / (E A25  

=1 ) 4 5  

ary  
(3.93) 
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Figura 3.10: Comparação entre os resultados de campo médio (linha cheia) e sinalxruído (linha 

pontilhada) para a razão 	no caso de (de cima para baixo) y = 1 e 2, para um sistema «, 
de 2 blocos. 

que pode ser escrito como a razão 

onde nós usamos o resultado de sinal-ruído do modelo de Hopfield 

[ acHopfieldi sR  = (2 ln N)-1  

Uma boa comparação 

(aHepisidg

com  os resultados de campo médio pode ser feita simplesmente 

superpondo as curvas de  -I. em função do parâmetro e, obtidos da relação acima, 

com aquelas das figuras 3.7 e 3.8. Isso é feito nas figuras 3.10 e 3.11. 

Para o caso de uma hierarquia, os autovalores em função de e são 

A1 
	

A2 	E 

2 
= 	

2 + 

e, para o caso de três hierarquias eles estão listados em (2.64). 
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Figura 3.11: Comparação entre os resultados de campo médio (linha cheia) e sinalx ruído (linha 

pontilhada) para a razão 	K,Z,.;  id, no caso de (de cima para baixo) 7 = 1, 2, 3 e 4, para um ( 
ac  

sistema de 8 blocos. 



Capítulo 4 

Investigação do espaço de interações 

4.1 O problema de Gardner 

Até este momento, temos considerado um sistema com uma função de energia bem 

definida, do tipo 

= -2  EJi;  si  si 	 (4.1) 

do qual nos interessa investigar propriedades de armazenamento e recuperação de padrões. 

As interação sinápticas {Ji.i} são variáveis fixas determinadas pelo conjunto de padrões 

{e} para p, = 1, ,p que queremos armazenar e também por algumas características 

arquitetônicas da rede. As variáveis {Si }, que representam os estados de cada um dos 

neurônios, são as variáveis dinâmicas do sistema. 

Usando técnicas de mecânica estatística, podemos, definidas as {✓ i.i}, encontrar os 

possíveis estados estacionários do sistema. Isto é feito através da solução da equação de 

estado onde a quantidade a ser resolvida é o parâmetro de ordem macroscópico associado 

a Si  

1 	tt  = 
N E < < >7,> , (4.2) 

90 
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com < 	>T e < 	significando as médias térmica e configuracional. 

Uma das mais importantes informações que podemos extrair da solução desta equação 

é o número máximo de padrões, pc  = aeN, que a rede pode armazenar, de forma que 

ainda tenha rn.P O como estado estacionário. Assim, em resumo, o método consiste 

em definir o sistema através de {1-ij } e a partir daí extrair as propriedades, como por 

exemplo a,. 

O método de Gardner [441 busca resolver o problema inverso. Considera que tenhamos 

como variáveis fixas os estados de neurônios, que são dados pelas memórias que desejamos 

armazenar Si  -,-- . As quantidades dinâmicas, aquelas que permitiremos variarem, 

passam a ser os acoplamentos {Jii} , que a princípio não são necessariamente simétricos, 

isto é , em geral Jis 	J.  Assim constrói-se equações de estado para quantidades 

macroscópicas relacionadas com 	a partir da condição que Si = e sejam os estados 

estacionários da dinâmica 

Si(t) = sgn(hi(t + L51)) 	 (4.3) 

com o campo hi  dado por 

hi(i) = Jii Si(t) 	, 	 (4.4) 

para todo i e g . 

A solução destas equações também nos leva a determinação de uma fração crítica de 

armazenamento a, . Este valor é um limite superior para qualquer modelo. Isso porque 

o método consiste em varrer o espaço N(N — 1)-dimensional dos {Jia}, que é na verdade 
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o espaço de todos os possíveis modelos, a procura do modelo ótimo, o qual armazenará o 

maior número de padrões. 

Apesar da determinação deste limite superior ser muito importante, a sua validade 

na prática é pouca pois, já que „Tis são variáveis dinâmicas, não temos acesso ao valores 

delas que caracterizariam o modelo ótimo. O modo de contornar este problema é usar 

este método em conjunto com algum algoritmo [44] que permita a construção das soluções 

{J,s}, coisa que não faremos. 

A aplicação do método de Gardner para o caso do armazenamento de padrões descor-

relacionados, ou seja, tais que 

< """ >= O 	v 

onde o espaço dos possíveis modelos está restrito á condição esférica 

i= 1,...,N 	, (4.5) 

teto como principal resultado que existe um conjunto de escolha das sinápses Vis} para 

o qual é possível armazenar um número máximo de pc  = 2N padrões. Observe que o 

valor ac  = 2 é bem maior que aquele previsto pela análise de sinalxruído da regra de 

lle1)1), o que mostra que esta regra esta longe de ser a ótima. 

O que faremos neste capítulo é calcular o armazenamento crítico para o caso em que o 

espaço das possíveis escolhas das interações sinápticas é mais restrito que aquele originado 

da condição esférica (4.5). Esta condição mais restrita tem como objetivo simular uma 

estrutura hierárquica semelhante aquela introduzida na seção 2.1. 
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4.2 Método de Gardner para um sistema com hierarquia nas 

interaçoes 

A principal característica do modelo que temos estudado é sua estrutura espacial. Esta 

foi bem representada no capítulo 2 pela dependência, via a matriz A, da sua intensidade 

de memorização por sinapse (2.15) com os índices dos blocos onde estão os neurônios que 

se ligam pela respectiva sinapse. Agora, por conveniência, vamos trabalhar com outra 

quantidade igualmente representativa, também definida na referência [36], denominada 

"intensidade sináptica acumulada" , no nosso modelo dada por 

✓ i2i >E= a(Aab)2 
	

(4.6) 

onde foi usado 

ali 
j 	 (4.7) 

com a regra de Hebb devidamente normalizada 

1 
-7 = 	E ceL vj-v 

(4.8) 

Podemos estabelecer um paralelo entre esta quantidade e o tipo de vínculo que deve 

,ei utilizado se quisermos determinar o conjunto de todos os pontos {Ji;} que represen-

tam modelos com interações hierárquicas. No modelo de Hopfield, a soma sobre "i" da 

intensidade sináptica resulta 

EIIa7II 	aN 
	

(4.9) 
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e a generalização para um espaço maior, que contenha este modelo, é imediata [44], dada 

por 

ji; = N 
	

(4.10) 

onde a foi absorvido em 	e N é essencial para que o campo (4.4) sobre cada neurônio 

seja o(1) no limite termodinâmico. No nosso modelo o modo que consideramos ideal 

para esta generalização é quebrar o vínculo esférico (4.10), que acopla N variáveis, em 

vínculos esféricos sobre No  = _N./e variáveis cada um deles dado por 

(b) 	

(Aab)2No 
	i E a 	 (4.11) 

É fácil verificar que o modelo definido por (4.7) está contido no espaço delimitado por 

estes vínculos. O volume deste espaço é: 

	

(b) 	((a) 

	

sio  = f H dt7i, H ll 	— A2,2bNo) 
j 	a,b i 

(4.12) 

O próximo passo seria determinar qual a probabilidade que, dados os p padrões {e} 

, um certo ponto {,ii;} escolhido neste volume os tenha como estados metaestáveis da 

dinâmica (4.3). Esta probabilidade é proporcional a fração de volume que satisfaz a 

condição 

Vi, 	 (4.13) 

onde k > O significa que estamos interessados ern que estas configurações além de serem 

estáveis também possuam uma bacia de atração finita. 
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Esta fração de volume é 

St(a, k) 
VT — 	 

Cio 
(4.14) 

onde 

b 	a 

2(a, k ) = 	dJii o(chr - k) H II 6  
a, b i 

() 	(() 
) .72.  ___ Aa2 b  NO  

v il   (4.15) 

A fração VT, e consequentemente 9(a, tc), devem se colapsar em zero para uma dada 

curva a, = ac(K) que representa a fração crítica de armazenamento. O valor máximo 

desta função será atingido quanto permitirmos armazenagem com bacia de atração zero, 

ou seja, no caso de t = O. 

Apesar de podermos extrair de VT toda a informação necessária para obter a, vamos, 

optar por apresentar um formalismo ligeiramente diferente, mas que propicia um mel-

hor entendimento do metbdo em termos da mecânica estatística. Considere o problema 

acima como sendo equivalente aquele de determinar as propriedades macroscópicas de um" 

sistema isolado. Para isso devemos utilizar o ensemble microcanônico , que nesse caso 

é composto de um grande número de sistemas idênticos, dos quais a única informação 

disponível é que, para cada um deles, as p configurações {e} satisfazem a condição 

(4.13). A questão fundamental neste neste caso é determinar qual é a probabilidade de, 

ao escolher um destes sistemas, obtermos a configuração sináptica {Ji;}. Esta densidade 

de probabilidade é 

r({J,; })= 	 - K) 1111 5  1  

a 	t 

( a) 	((b) 

)

Ji2;  — A.2t,No (4.16) 

O valor de P é zero para todo os pontos {Jii} que não satisfaçam (4.13) ou que não 

estejam contidos no volume (4.12). Qualquer informação macroscópica deve ser obtida a 

partir das médias de ensemble 

O =< f dJi;0({3id)19({,72;}) > f 	 (4.17) 
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que podem ser calculadas de uma única quantidade básica que é a função geradora destas 

médias, dada por 

1 
G = — < ln 2(a, {yij}) (4.18) 

onde yij é o campo associado a Jia  . 

A função G, para yii = O, é uma função análoga à, entropia associada ao espaço 

de estados definido pelo volume 12(a, n). Como o sistema é completamente conectado, 

podemos calcular esta função exatamente com auxílio do método de ponto de sela. As 

equações de ponto de sela, por sua vez, serão como equações de estado, derivadas a 

partir do critério de máxima entropia, das quais será possível tirarmos as informações 

que buscamos. 

4.2.1 Determinação de a, no caso de armazenamento de padrões descorrela-

cionados 

Estabelecido o método, vamos passar a sua aplicação. Observando que o volume 

12(a, k) é separável na forma de um produtório sobre o sítio "i" podemos escrever 

1 
G —

N 
< ln 12(a, > — 

1  E < ln Ra(a, i) >E 
a 

(4.19) 

O cálculo de G , analogamente com o que aconteceu com f no capítulo 3, exige que usemos 

réplicas, ou seja 

1 	—1 
n 

G = — 	rn li 	a
n —koo  

a 

(4.20) 

onde omitimos, por economia, os argumentos de no. 
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O volume replicado é, então, 

(6) 
< S2á >e= f fl dtif11 < 11 e(Ch" — K) >f 11 ó (EG✓ 2  — 24-31,No) 

.71P 	 P 	 b,P 	j 

e, usando 

0(y — k) = 	dA  icx) dx eix(A_y)
dx  

fit 	27r 

podemos realizar a média sobre os padrões resultando 

= < O( h° - tc) >e 

r-rdxP xPÀPTT 	1 
"P 	11 COSkExP ,,V 

3
) 

27r 	 p 

Expandindo o cosseno até ordem o(1/N) obtemos 

P 	1 
exp(i E xPAP -  E xPxP s --1  E(A.21,8PPI  qaP';' — 5PPI )) 

2 P , 
d) 

dAP  
dxp 

10°  ri 
o.— 27r x  

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

onde foi introduzindo o parâmetro 

1 	(b)  PP1  
qab — 	< 	LI P1  > J No 

através de 

1 (b)  
1 -= f dq07: (5(q„7' -- 

N0 j 
JP ,J;') (4.25) 
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Assim, finalmente obtemos 

{1 
< in > = .1 dEdEdq exp N — E(A2b  E EPb  — E er:F:bt't  + 2 %) + a@ 	(.26) 

2£ " 6 	P 	~1  

onde dE significa a integral sobre todas as variáveis EaPb  , o mesmo valendo para dF e da, 

e 

%b = ln f djexp — 21( ES(JP)2  + E FaPf, I JPJP') ( • 
1412' 

(4.27) 

A região de a para recuperação perfeita é tal que a solução de simetria de réplicas é 

' sempre estável [45]. Assim, fazendo ES = Eab Picif - Fab e qab
PP 

 = qab para as soluções 

do ponto de sela, podemos escrever 

1 1 
rx = f Dz f:dx f: —2c1.7rA  exp ixy — —2  x2 7  E(A2  

{ b 	
ab — qab) + 1 : ,\ 

1 
 Z gest, X Z)}  l (4.28) r 

onde linearizamos a variável x f2  através de 

exp ie   
{ 	

gab(E xP)2} = f Dzexp {i 
P 

1 
(4.29) 

com a notação 

dz 1 22 f Dz 	f oo 27e =  
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Se considerarmos primeira ordem em "n" obtemos 

27r Fab 

99 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 

@ = n 	Dz In H ( 	z  
J  NPiEb(Ab — qab) 

onde 

H(x) = 	Dze 21'2  

De forma semelhante, podemos integrar 	em %b  resultando 

n 	27r 	 Fab 
%E? = 	In 	77, { 

2 	Lab 	Fab) 	nab 	Fab 

e, portanto, 

< Cri  >F 	f dE.dEdq x 

1 
Fab 	In Eab exp nN {— E (Aa2 	+ qat, 

2£ 	b 	 -1-5ab 

a f DzlnH(0} 

COM 

+ Fab 
) 

-ciab — Fab 

	

( E 	Z ( 	lb 

Eb(Ajth — qab) 

S:Wstituindo a expressão (4.33) em (4.20) , usando o limite termodinâmico e após, o 

limite de réplicas, obtemos para a grandeza g = 7;5 : 

(Aa2 bEab qabFab In 	271-
rab Fab) 	Eab 

Fab 

Fab 
) + a f Dz ln H(0. (4.35) 
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As equações de ponto de sela para as variáveis Eab e Fab são algébricas. Logo podemos 

resolvê-las e substituí-las em g, fazendo que esta função dependa somente de qab. Essas 

equações são: 

Og _ 1 	 Fac  
ôFac 	 (qac 	 + Fac)2) 	

(4.36) 

Og 	1 	 1  

2£ ( 
A2 

— 	a` Eac  Fac  (Eac F+acFac)2 ) = ° 	
(4.37) 

 

E o resultado da substituição é 

qac  
Fac = 

(AL
— 

 gac)2  
(4.38) 

Eac = 
1 	qac (4.39) 

AL — qac (AL — qac)2  

Voltando a g temos 

g = 1, E {In  gab 	
Qat) 	

+ a f Dzln H(C) , 

b 	Aa2 	 2  qab 	Aa  b qab 
(4.40) 

com qab  dado por 

a9 	1 	qab 	
f Dz 	

el(2  	( O( ) 
O , 	 (4.41) 

aqac 	2£ (Aab — qab)2 	27711(0 	aqa, 

onde 

a( 	1 	 Aab  z tc) 

°g" (\P Eb(A2a q 
	  3 

	

ab)) 	Eb qaó 

(4.42) 
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É imediato verificar que 

1 	a (1z2  +1(2) 	, 

aqac 	Eb(A!,b  — qab 	Eb  qab  Z 2 	2 
(4.43) 

logo podemos integrar z por partes em (4.41), e obter uma expressão mais compacta para 

o conjunto de equações de estado que determinam qab, ou seja, 

1 	qab  
Eb(44,1, — qab) 

27ra 	

Dz H21(() 2 
=  	f 	 b 	1, 	, t. (4.44) 

2i (AL — Qab )  

Considerando que o lado direito de cada uma das equações é completamente indepen-

dente do índice "b", resulta que podemos escrevê-las como 

qal 	 qa2 	 Qat 	1 = (Aa21 	gai 	(Aa22 	qa2  )2 = • • • =  (¡Az 	qat )2 	2 (4.45) 

onde definimos 

1 
.= 	

1 	a I 
Dz e-1C2 H2( 

Eb(Aab — qab) 271.
0 (4.46) 

Estamos interessados na determinação do valor máximo de a, . Esta informação é 

resultado de tomarmos o limite E 	0, ou seja, qab  no seu valor máximo Aa  

De (4.45) nós temos 

'62-  qab = Aab + -2 + 2 V4Aa2b62  + 64 	 (4.47) 



-1 	li E E, Aa2  b 	
... 

ac = 

Aab)G Et, 	2 	 '' 

J Dz(z — K1)2  , 
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onde devemos escolher o sinal negativo, pois sabemos que qab  < Aa2b• Para e próximo de 

zero 

qab 2= Aa2  b — AabE 
	

(4.48) 

A quantidade t  torna-se 

    

 

\/ li E  t, Aa2b z  + k  
VI Et, Aab 6  

(4.49) 

e, se usarmos a expressão assintótica de I-1(x) para argumentos grandes, 

1 2 
eãz 

H(x) _--'_. O(—x) 4- .\/27-r z  3 (4.50) 

nós finalmente obtemos a expressão de como varia a, com o parâmetro n, que dá uma 

medida do tamanho da bacia de atração 

(4.51) 

onde te = k/ N/ -1,e Eb Aab• 

Usando a expressão dos autovalores da matriz A podemos ainda escrever 

ila2b = £2  E À2  
1,  

1 

£ 

e 



 (a) (6) 

7-t = — 2  E 14.ab E E Ji;  Si s;  
ab 	i 	j. 

(4.54) 
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No limite que o tamanho da bacia de atração vai a zero temos 

= 	

À2 

ac(0) 	2 	 
A2 (4.52) 

que é perfeitamente comparável com o que obtivemos na análise de sinal x ruído, para o 

caso da recuperação do padrão ancestral. Vemos que 

ac 	 ac 
acGardner 	 Hopfieldj 

Método de Gardner lac 	Sinal-ruído 
(4.53) 

A2 
Como \--N 	1 A2  é sempre menor ou igual a um, concluimos que a introdução da estrutura 

L-'^I 

espacial, pelo menos nos moldes que viemos aplicando, sempre se traduz numa piora 

da capacidade de armazenamento da rede. No caso específico do problema de Gardner, 

isso mostra que a escolha ótima de padrões, aquela que possuiria uma fração máxima de 

armazenagem acm" = 2, não se encontra no volume definido por (4.12). 

A semelhança entre o resultado obtido aqui e aquele da análise de sinal x ruído nos 

estimula a seguir um pouco mais adiante. 

4.2.2 O Método de Gardner e a Armazenagem de Padrões Descendentes 

Na análise de campo médio do hamiltoniano 

observou-se que, além das p memórias {e} armazenadas via regra de Hebb, que denomi- 

namos padrões ancestrais, o sistema possuía outros estados metaestáveis de configurações 
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microscópicas conhecidas. Para um tipo particular deles, que são aqueles escritos como 

=ttil v" 	i E a 
	

(4.55) 

onde F  é autovetor de A com autovalor XY, foi utilizada a análise sinalxruído para 

determinar a capacidade máxima de armazenamento no caso de uma recuperação perfeita. 

O resultado obtido foi 

Az 

a 
'Y 

 a 
Hop f ield 

c 	 M c  
(4.56) 

onde a"; é a armazenagem crítica para {7-1P,1'}. 

Duas interessantes questões que se poderia colocar são: Existe possibilidade de inves-

tigarmos o armazenamento de descendentes usando o método de Gardner ? E se caso isso 

for possível, o resultado não seria de alguma forma, a exemplo do que obtivemos para o 

caso dos padrões ancestrais, semelhante a (4.56) ? 

Se substituíssemos (4.55) diretamente na expressão para a condição de metaestabil-

idade (4.13) e seguíssemos calculando, chegaríamos ao mesmo resultado que obtivemos 

usando os padrões W}. Isto porque o método de Gardner não distingue entre eles. Tanto 

{rig,-Y} como {e} não passam de dois conjuntos de p padrões descorrelacionados entre si. 

No caso da análise de sinal x ruído, tal distinção é feita explicitamente quando usamos 

a regra de Hebb, a qual especifica quais são as configurações armazenadas como padrões 

ancestrais. Sendo assim, se quisermos estudar as propriedades de armazenagem de de-

scendentes pelo método de Gardner devemos não só exigir a condição de metaestabilidade 

para estes como também para os seus ancestrais. Além disso, o problema deve, de alguma 

forma, carregar a informação de quais padrões são ancestrais e quais são descendentes. 

Nesta seção estudaremos o caso mais simples de armazenagem de ancestrais e descen-

dentes, que consiste em armazenarmos p padrões {e} junto com outros p padrões {7f.2 } , 
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que são construídos a partir dos primeiros pela inversão do estado dos últimos N/2 sítios 

, ou seja: 

p,2 +ei  
= 

< 
i > 

(4.57) 

A distinção entre quais são os padrões ancestrais e quais os descendentes faremos 

através do tamanho da bacia de atração. A razão disto é que observamos no capítulo 

2 que os primeiros possuem sempre menor energia livre e, consequentemente [19], maior 

bacia de atração que os outros. 

Assim, o volume de interesse no espaço de interações deverá ser 

51(ct, k1, ic2) = f 	c1,7;:l. H 00µle' — 
i,j 	i,p 

	

(b) 	( (a) 

	

X 0(rii 's212,''' — ) f  ll s 	ji2; — Aa2bNo 
a,b i 

 

(4.58) 

 

com kl  > tc,2  , a, b = 1,2 e 

1 
=- 	EJi.r1'11  

Como estamos considerando um sistema com uma única hierarquia (dois blocos), a 

matriz A é de dimensão dois, dada por 

A = 
Al A2 	

(4.59) 
A2 Al 

COM Al > A2. 
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Seguindo os passos da seção anterior devemos calcular < S2n(a,tci ,K2 ) >E  que pode 

ser posta na forma mais conveniente para aplicação do ponto de sela, 

1 
< 	= f dEdEdq exp N {— E(Aab 	el

2 E EP
b — 	qa

P
b
P 
 ab 

\---• ' F PP' 

2£ 
	2 %b) a©* (4.60) 

f) 12' 

Esta expressão é idêntica a (4.26), salvo que temos @* ao invés de @ definido em (4.23), 

e as somas são sobre apenas dois blocos. Neste caso @* é dado por 

0. = 	 — 	 — k2) > 
	

(4.61) 

Expressando as funções 0(x) em termos de integrais (4.22), operando as médias sobre as 

variáveis e tomando primeira ordem em 1/N obtemos 

dx° dx' 
0* = 	ridg f H dAP2 	1 2 exp i E(4g x`;A2 

p 	 00 P 	 P  27r 27r 

1 	xii" 	vo2v?,4 
xis 

 +1,?,t,b2xP2' 

2 E E 
P,P1  b )

(Aa2b 8PP1  + qaPr,'  ( 1  — 6PP' )) (4.62) 

' Se for suposto simetria de réplicas EaPb = Eab 	 rj Fab e g = qab considerarmos 

a = 1 , suprimindo este índice , podemos fazer a seguinte troca de variáveis 

xl—  
(4.63) 

—„-I- A5  
1 	/i 2 (4.64) 
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que resulta em 

@* 
. 	Al-.1i.2 	.. 	dxP dxP 

ri d-À-Pi  
.//2„,-5,, 

H d —AP2 	H 1  2  
Li._2,-. 	 .1. 	27r 27r 

,/2 	P 	 P 	 P 

x exp (i E(x:À1  — .12(A2c  
p,c 

- q.)( 22) 

x f Dz1 Dz2  exp i E \iqz, E -4, ( 	 (4.65) 
e 	t, 

onde a introdução de z1  e z2  permite a integração nas variáveis Y , 

dÀ1 	dÀ 	1 	1 , 
@* = f Dz1pz2 { 	

---  1  —2  

   exp(-- E -6--c (A. + .1 z.)2} 
/1 -\,/27rEi  2 V2r€2 

n 

(4.66) 

e Ec  = ,Ç — q. • 

A expressão final para a entropia g* , considerando a aproximação de ponto de sela e 

levando em conta que as equações para E e F são as mesmas do caso anterior, é: 

1 	./4. 	q. 	} 
g* = E {ln 	 + a f Dzi Dz2  ln W , 

4 , 	..R — qc 	A. — g, 
(4.67) 

com a função W dada por 

W 
 = f

o. 
DA {H(\l

ei (—A + Cl  + C2)) — H( 
ci 	62 

.1(À — Cl  + C2 ))} 	, 	(4.68) 
E2 
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onde definimos 

1 	+ k2  
Cl = 	,--(

Kl 
 /7-, 	+ '\ 	21) 

61 	*V Z 

1 	— 
C2 = 	

; 
(
k1  k2 

 + -\2 Z2) 
\/- 

(4.69) 

(4.70) 

A obtenção das equações de ponto de sela para os parâmetro qi  e q2, a partir das 

derivadas de g, envolvem uma grande quantidade de cálculos sem absolutamente nen-

huma novidade, de forma que apresentamos somente as expressões finais, deixando para 

o apêndice 2 os passos intermediários. Estas são: 

qi 
2-  

61 

q2 

62 
2  

= 
2 	

a  
e-17-1---:+.2 (c' +c2)2 H(C_ ) + 

2 

(4.71) 

(4.72) 

2  • 	• e
-L-5-

1+ 2
(c 1 -c2)211(C+ 

 )) 
61 

D.21D.Z2 
{E2 27r 

I 

2 	
a  

)42  

— 

2 1 -j-1 (C 	C )2 e  ,,,+,,, 1-  2 	IN ) 
` 	-I" e-4  

, .1 +,2  (Cl+C2)2BE._) 

61 
DziDz2  

+ 62 27r 
i 

w 

onde 

VE2(Ei -I-  €2) 

O primeiro teste é verificar se estas equações se reduzem a (4.44) na situação que 

armazenamos somente ancestrais. Comparando (4.23) com (4.61) vemos que armazenar 

somente ancestrais corresponde a tomarmos k2  -- —oo. Neste limite observamos que 

E2 Cl ± El C2 
e± = 

{

(Cl + C2) = -)7,(iíki + .14izi + 142Z2) 

(C1  — C2) -4 00 

.+. -4 00 

—). —00 

(4.73) 
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e portanto 

W -- 
vEi 

f
. 	

DAH(—À-1- E1 (V 	+ Vqizi + ,V ,z2))) ...  

= 	H(- 1i ,_(VzKi+ fqizi 4- .1;z2))) 	, vc 

de forma que as equações para o ponto de sela ficam 

(4.74) 

qi 	2 	 1 	1  (Jãki+Vii-.14-4-2-.2)2  e  2 ei -e2  a f 
Dz1 Dz2  (Hu(  ãlci  + 	zi 4_ fq2z2)))) = 	 2 

61 	€1 + E2 27r 

2 

(4.75) 

Q2 

2 
62 

= 2 
a  Dzi Dz2  

27r 
(

-1  ----(N5 -1-Nfilizi i-N/F/íz2)2  e 2  41 1 
+" 	

Ki 
 

H(*( -4,C1 + A7Z1 + NAíZ2)))) 

2 

(4.76) 
El + 62 

 

e, se usarmos, de (3.85), que 

i Dz1 Dz2 F(K + Az1  + Bz2) = i DzF(K + ✓A2 -1-  B2z) 

finalmente recuperamos as equações do problema anterior. 

Como na seção anterior, nos interessa resolver as equações (4.71) no limite em que 

	

q1 -- Ai. , 	q2 ---- A2  

	

2 	) 

ou seja, 

	

El -> O 	, 	 62 ---►  O 	, 

pois dessa forma se obtém o armazenamento crítico [44]. 

Os detalhes da aplicação deste limite se encontram no apêndice B , os resultados finais 

são: 

2 
El  	a  

qi = 	
i 

DziDz2K+ 
El + E2 ir 

E2
2   a i 

q2 = 	 Dz1Dz2K- 
61 + 62 71-  

(4.77) 

(4.78) 
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COM 

K+  = 	
27rEi 

€1 + E2 
{0(-C1)0(- i c1 I +c2)(I Cl I -C2)2  

+ o( -cl )o( - I Cl  1 -C2)(I C1 I +C2)2  

+ e(c1)0(- i Cl 1 +c2)(1 C1 1 +C2)2
El  

+0(c1)0(- 1 Cl  1 -c2)(1 C1 1 -C2)2} 
El 

+ 
271-(El +  62)  o (c,i)0( €2 1 ci  1 +c2)0(62- 1 Cl  1 -C2)(C1)2 	(4.79) 

el 	 Ei 	 El  

K-  = 	
27rei 

  { 0(-C1)0(- 1 Cl  1 +C2)(1 Cl 1 -C2)2  
61 + E2 

+ o(-ci )0( - i ci 1 -C2)(1 C1 1 +C2)2  

+ O(Cl)0( -
e2

i C1 i +c2)(I C1 i +C2)2  
El 

+0(c1) o( - -E2- El 
 1 Cl 1 -c2)(1 c1 1 -c2 )2} 

+ 27r E1( e12  +  (2)  o(c1 )0( 	1 Cl  1 +C2)0(-62. 1 Cl 1 —C2) (C1)2 	. (4.80) 
e2 	 El 	 El 

E para Kl  = tc2  = 0, que corresponde ao a, máximo, temos: 

M 	2 	 iì  JA/E  dt ( t  - A) 2  ) q1 = 	a 	 , 
ei + E2 	{ El + E2 7r -A 	t2  -I-  1 
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61+ 62  2 j . AIE 	1 
+ dt 	 i2 + 1 ) 1 	2 	 2} 

	

El 	7r 	() 

	

2€2 	2  (A2 [EIA
dt 

 (1_  A)  Z )  
) q2 = 	 a 

El +E2 	El +E2 ir  LA 	12 -I-1  

Ei+ E2 2,4? f EIA 
ir o 	dt (12 	14. 1  ) 2} + 	 El

2  

(4.81) 

(4.82) 

Aqui definimos E = €2 /€1  (observe que este parâmetro nada tem a ver com com o E 

variável de integração definida anteriormente) e A = A2/A1. 

Combinando estas duas equações sabendo que qi  = Ai e q2  = AL resulta em um 

sistema de equações para as variáveis E e a, cujas soluções dependerão do parâmetro A, 

que dá a informação sobre a modulação do sistema. Este sistema é 

7r 

2a 

7r 

2a 

2 tAIE 
dt 

(— 	+ 2  f AIE  (  1   ) 2  dt 
1 + E 2  LA 	12 +1 ) 	 1 

2E2 	 (1— A) 2 4- 2 	dt 
A/E (  /2   )2  

dt 	 .1 

	

A2(1 + E2) 	A 	/2 +1 	0 	t+1 

A solução numérica da função a, = ac(A) que sai deste sistema é apresentada na figura 

4.1. Observamos que o armazenamento crítico é praticamente insensível a modulação do 

sistema, ficando sempre em torno de 1 que é o valor correspondente ao caso em que 

armazenamos aN padrões em uma rede de N/2 neurônios. 

(4.83) 

. 	(4.84) 
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1.20 

1.00 

0.80 - 

0.60 - 

0.40 - 

0.20 - 

0.00 
0.00 0.20 0.40 0.60 0i30 1.00 

A 

Figura 4.1: Variação de a, com A2/A1  para o caso de armazenamento de ancestrais e descen-

dentes. 



Capítulo 5 

Conclusões 

No decorrer dos três capítulos anteriores, estudamos quais seriam as propriedades de 

uma rede de Neurônios que possuísse uma modulação espacial na intensidade de suas 

ligações sinápticas. Esta característica estrutural da rede pode ser descrita da seguinte 

forma: O sistema é dividido igualmente em £ partes ou blocos, e a quantidade 

deve variar de acordo com os blocos a que pertencem os neurônios "i" e "j". A matriz 

que dá esta variação, ou modulação, foi escolhida como sendo gerada pela equação de 

recorrência 

A(V) = 
[

EA(f) + u(t) E(z) 1 , 
U._(--) ed(--)+ U( 1) 

o que caracteriza uma relação entre blocos do tipo hierárquica (figura 2.2). O parâmetro 

e nos auxilia a escrever alguns resultados quantitativos para £ > 2 mas, cabe ressaltar, 

que tal parametrização não é essencial. Todos os resultados obtidos nos capítulos 2 e 3 

valem para qualquer matriz que tenha a forma ultramétrica descrita anteriormente. Por 

113 
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exemplo, para o caso de = 8 esta seria 

al  a2 	
a3  

a2  al 
a4  

a3 
	al  a2 

a2 al  

al  a2 	
a3  

a2  al  
a4  

a3 
	al  a2  

a2  al 

com quatro parâmetros independentes c/4  > az  > a3  > a4. No caso genérico de uma 

matriz Q x com = 2? teríamos r 1 parâmetros independentes. 

5.1 Resultados 

Este trabalho como um todo pode ser dividido em duas partes principais. 

A primeira delas consistiu na investigação das alterações decorrentes da introdução 

da modulação em uma rede atratora do tipo Hopfield. Com  rede do tipo Hopfield quero 

me referir ao fato de haver simetria nas ligações sinápticas Ji;  = ,7,s e das memórias {e} 

serem incorporadas ao sistema através da regra de Hebb. Para isso foram utilizadas duas 

técnicas, campo médio e análise de sinal x ruído, cujos resultados discutiremos a seguir. 

5.1.1 Redes Atratoras 

1. Armazenamento de um número finito de padrões. a = O  

- O cálculo de campo médio mostra que, além dos estados de recuperação e estados 

espúrios, também presentes no modelo de Hopfield, o sistema é capaz de recuperar uma 

família de novos estados os quais chamamos de descendentes. A característica principal 

deles é justamente a sua descendência, ou seja, o fato de serem construídos a partir do 

conjunto original de p padrões {e} [49] [50]. 

A = (5.1) 
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- Os estados descendentes são tais que os p vetores Fe, que tem como componentes 

as magnetizações do sistema em cada bloco, são autovetores ou combinações lineares de 

autovetores de A. Estas soluções podem descender de um ou mais padrões {C}. Quando 

existe apenas um ancestral o número delas foi calculado para t » 1 resultando [50] 

n 	e0.45/ 

- Os estados descendentes são sempre metaestáveis e suas propriedades básicas, como 

energia livre e temperatura crítica, dependem exclusivamente do autovalor ou autovalores 

de A a que correspondem. Para o caso de soluções que são autovetores de A observa-se 

que fa  < fb  e T: > Tb* se Ao  > AL, onde f é energia livre, T* temperatura crítica e 

À autovalor de A [50]. 

- Os cálculos de estabilidade para estas soluções mostram que todas elas desaparecem 

descontinuamente ao aumentarmos a temperatura [50]. 

2. Armazenamento de um número extensivo de padrões. a O 

Nesta parte, investigou-se as propriedades de recuperação de somente dois tipos de 

estados: ancestrais e descendentes que fossem autovetors de A. Os principais objetivos 

eram o cálculo do diagrama de fases a x Te a determinação do armazenamento crítico 

para cada uma das soluções. 

No que se refere ao cálculo de a, também usamos, alternativamente à teoria de campo 

médio, uma análise de sinal x ruído. Os resultados absolutos desta quantidade nos dois 

métodos não são comparáveis, pois diferem na sua definição. Afortunadamente, o mesmo 

não ocorre para as razões 

ac  
Hop f ield ac  

- Os resultados mostram que, nos dois casos, o armazenamento crítico depende ex-

plicitamente da matriz A através de seus autovalores. Além disso, vemos que a introdução 

da modulação sempre representa uma diminuição da capacidade de armazenamento dos 
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ancestrais {e} , que é tanto mais intensa quanto maior for o valor correspondente a esta 

mesma capacidade dos descendentes [51]. 

5.1.2 Investigação do Espaço de Modelos 

Na segunda parte do trabalho estudamos, através do método de Gardner, o espaço 

de todos os modelos que possuíssem modulação através da condição que suas ligações 

sinápticas satisfizessem: 

(b) N 
E = 7 • (5.2) 

O objeto de investigação agora é encontrar a capacidade de armazenagem que teria 

o melhor modelo, ou seja, aquele que memorizasse o maior número de padrões. Os 

resultados foram: 

- Para o caso de armazenamento de ancestrais, existe uma diminuição deste valor nos 

mesmos moldes do que ocorreu para uma rede atratora. Além disso podemos comparar 

diretamente este resultado com aquele obtido na análise de sinal xruído no problema 

anterior. Mais do que isso, obtemos a seguinte igualdade: 

	

a, 	 a, 

	

Hopf 	ieldi 	 Gardner a, 	sinal—ruido 	̀-̀ c 	Gardner 

Esse resultado é muito importante, pois mostra que a condição escolhida para o Método 

de Gardner (5.2) é adequada para representar a modulação das intensidades sinápticas 

que usamos na primeira parte do trabalho [52]. 

- No caso do armazenamento conjunto de ancestrais e descendentes observou-se que a 

modulação não parece facilitar esta tarefa. Ao contrário do que era de se esperar, dados 

os resultados anteriores, o armazenamento crítico máximo a, é, ao menos no caso de 

= 2 , praticamente insensível a modulação [52]. 
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5.2 Comentários Finais 

A investigação de sistemas de redes de neurônios com estrutura espacial, como já foi 

dito, é importante tanto do ponto de vista puramente científico, quando o interesse é o 

entendimento dos cérebros biológicos, como do tecnológico para o qual o objetivo é o pro-

jeto de dispositivos. Contudo, existem poucos modelos que exploram esta característica 

e isto se deve principalmente ao fato que, nestes casos, o campo médio deixa de dar a 

solução exata do problema. 

No modelo que propusemos contornamos essa dificuldade considerando uma estrutura 

espacial macroscópica. Observe que, mesmo que alguns dos elementos de matriz 24.ab 

fossem iguais a zero, significando a não existência de ligações entre certos grupos de 

neurônios, ainda assim cada neurônio se ligaria com um número extensivo de outros 

neurônios, o que permitiria a utilização de campo médio como solução exata. 

As principais consequências da introdução da modulação foram: O aparecimento de 

novos estados atratores diferentes daqueles originalmente armazenados e a diminuição da 

capacidade de armazenamento destes últimos. 

Quanto ao primeiro aspecto, devo dizer que os estados descendentes, apesar de não 

terem sido explicitamente armazenados na regra de aprendizado, não podem ser consid-

erados como tendo o mesmo status dos estados espúrios. Isso porque estes estados são 

conhecidos microscopicamente, enquanto que os outros não. Observe que, se dizemos 

que uma rede está no estado expúrio que mistura as memórias 1 e 2, representado como 

= m(1,1, O, , 0), a única informação microscópica que dispomos é que existem 3/4N 

sítios que concordam com {e} e outros 3/4N que concordam com {e2}, mas não sabemos 

quais são eles. 

Já a diminuição da capacidade de armazenamento, infelizmente, parece estar forte-

mente relacionada com o fato de haver modulação na rede, não importa de que tipo. 

Observe que todos os resultados que obtivemos nas três técnicas apontam para isso e, 

pelo menos dois deles, valem para uma matriz A mais geral que (5.1). 

Encontramos muitas semelhanças formais entre o nosso modelo e modelos para ar- 
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mazenamento de memórias com diferentes intensidades [41] e modelos de memórias de 

trabalho [47]. Isso porque os descendentes no nosso modelo são, na verdade, padrões 

mais fracamente memorizados. Para aqueles modelos, este tipo de memória mais fraca 

também surge, a a = 0, através de uma transição de primeira ordem a medida que baix-

amos a temperatura [41]. Além disso sua capacidade de armazenamento também prova 

ser sempre menor que aquela do Modelo de Hopfield [47]. 

O último comentário a fazer é sobre a relação existente entre nossos ancestrais e de-

scendentes. Como escolhemos trabalhar com os padrões ancestrais ortogonais, resulta 

que descendentes de diferentes ancestrais também são ortogonais, isto porque suas su-

perposições são zero em cada bloco. Ocorre, porém, que muitos descendentes de um 

mesmo ancestral também são ortogonais. A razão disso é que alguns dos autovetores de 

A são ortogonias entre si. Isto mostra que o significado de ancestral e descendente aqui 

é fundamentalmente diferente daquele usado nos modelos de armazenagem de padrões 

hierárquicos [18] [24] discutidos na introdução deste trabalho. 

5.2.1 Possíves Extensões 

- Seguindo a linha do que foi realizado nos capítulos 1 e 2, podemos ainda investigar 

o comportamento de uma rede definida pela função de energia (2.10) quando os padrões 

ancestrais não são mais ortogonais, ou seja, quando possuírem atividade. 

- Uma outra possibilidade é explorar a forma da matriz A, buscando outros arran-

jamentos que não o hierárquico. Na maioria dos cálculos que desenvolvemos, a única 

exigência sobre a forma desta matriz era que seus autovalores fossem positivos, de modo 

que ainda temos muita liberdade na sua escolha. 

- A hipótese mais tentadora, no entanto, é fazer uma análise dinâmica de um modelo 

com modulação. A vantagem deste tipo de abordagem é que não está atrelada a condições 

como simetria da matriz sináptica, ou então, a rede ser completamente conectada, exigidas 

pelo tratamento da mecânica estatística de equilíbrio; além disso permite a obtenção 

das bacias de atração para os estados estacionários [46], que nesse caso seriam padrões 
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ancestrais e descendentes. 

- Um modo possível de introduzir assimetria é, mantendo a regra de Hebb, fazer cortes 

em algumas sinapses. Além de causar assimetria, estes cortes provocam a diminuição da 

conectividade da rede (diluição) [27]. O modo de introduzir o conceito de modulação em 

um modelo diluído do tipo discutido no final da introdução deste trabalho seria trocar a 

distribuição (1.26) por 

P(aii) = Aab6(a,:i  — 1) + (1 — A„,b)8(a,:;) 	, 	 (5.3) 

com i E a , j E b e a, b índices de blocos. Desta forma, podemos diluir diferentemente 

as ligações dependendo dos blocos onde estão os neurônios. Isto nos permitirá estudar 

sistemas onde grupos de neurônios altamente conectados são ligados entre si de forma 

esparsa. Isto é importante pois é o tipo de geometria que predomina nos sistemas nervosos 

biológicos [30] [32]. 



Apêndice A 

Estabilidade de Soluções 

O sistema de equações integrais, não lineares, formado pelas equações (3.41), (3.42) 

e (3.43) possui um certo número de soluções que representam os possíveis estados do 

sistema. Isto não garante, no entanto que estes estados sejam estáveis [48). Como es-

tamos interessados apenas em estados que possuam uma bacia de atração finita ( que 

são os estados estáveis e metaestáveis) deveremos ajuntar a este sistema condições que 

determinem a estabilidadde de soluções. 

Estas condições são aquelas que garantem que todos os autovalores da matriz formada 

pelas derivadas segundas da energia livre em relação a todos os parâmetros de ordem 

sejam positivos . 

A hipótese de simetrias de réplicas já é uma escolha de um tipo de solução entre as 

várias que o problema pode ter. Para o cálculo da matriz de estabilidade devemos pegar 

a função de energia livre na sua forma mais geral, no caso a equação (3.39) (antes de 

tomarmos o limite das réplicas), e derivá-la em relação a má,P  , qfP' e rri . 

Relembrando essa equação :  	

1 n 	A E) 	 1 a 
Fn(m, q, r) = 	

l3 
- 2, 	 - — 
2 	t2 	 2 

p=1 

E E rr qa 
a p,p, 

) 

2-' (-i 

a 1 )3 

2)3 r'=1 
E Aart ai 

ai -.ar/ 
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E ( 6P1 P2 + q:1  1P2 ) 	( 5P PI + q1:2 ,:f I ) 

PI — Pr  

1 	 Aab 	afi2  
X — 	 in< 10g(Tr{sp} eXp(P 	 f‘SP  --2— Er'j S" Se')) 	(A.1) 

fit a 	 6 	 PP' 

Assim , 

b=1 

	

£ A.. 	(Tr{s,} 	exp(/3  >b 	(774SP -I- E < 
a 	 Tr{s,} 

	

\--st  Acb 	 Aac  

	

— 2_, 2 	— 2_, 	< e"'  < 	> a> 
b=1 	 a 

2 L'PP' 

rppi 	spt))  

a  

(A.2) 

onde < • • • >a  representa o quociente na primeira expressão de A.2. 

(92,7n 	Acd _ s pv  s-y6 
&rir Orrá"5  

Aac Aad < 	(< Sry  S°  >a 	< Sry  >a  < .5"5  >a ) >E (A.3) 

02.Fn 	R 2 
a l= .11,d < e(< .5 Y  SP  SP'  >d — < AS"I' >d < SPS" >a) >e 	(A.4) 	 — 

Omr artf 	2 

para p p'. E 

	 = o 
OrnraqfP1  

(A.5) 

também se p p'. A primeira derivada em relação a rcPPi  é: 



} E (45P1P2 + qaPil P2 ) . . . (SP,' P1 + ,Prtfl ) 
'2,. 	i 

Pi — Pri 
(A.9) 
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arpe/ 	 « P S  >c> e) 

e as subsequentes derivadas segundas 

(92.7 	„,2 33 
	 6cd  <G SPSP' S7S6  >c  — < SPSP1  >c  < YYS6  >c  >E argPi arj6  

com p p' e -y 8. 

(92.7i 	af3 ãcd 5P7 5P'6 	(50 8P'7) 
arf191  aq;16  = 

com p p' e -y b. 

Finalmente temos 

(A.6)  

(A.7)  

(A.8)  

OFn 	ap ppt 	 a O 
Oqg'i 	-e rc 	2/9 aq fP' 

°° 1 PI'  E 
ri 	-e E Aai.2 ' • ° Act roal 

ai —ar / 
x 

02 Fn 	a 	52 

aq"' Oes 	2Q aqif s  eq;15 
 x 

ri 

1. 

(p) 
7 

1=1 
E Atua, • • • Aar,a, X 

ai --ars 

{ 	
} E (6P1 P2 + qaP 11 P2 ) . . . (6Pr f P1 	+ qaPrif 1 ) 

Pl — Pri 
(A.10) 



{ P1 —  P ri 

E  (8P 1P2 	,P1 PS „ (5pripi 	,PriP1 
'101 J 
	+ "lar! 

(A.11) 
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A.1 	Cálculo específico de 	82FTh  
Oqf PI  thid°  

8% 	 1 ( E Aa1a2 • • • Aartai eqfP1 	ci 	r' e 	r'.1 	 al—ar, 

= 1 1012  12  p' ã e ) 1 go
p
l 

02 

Aa,c11-cal 	4:2P'  EAca,A..„} 
a2 

E ((SPP3 fetps )(6P3Pi 	2121 	(81 PS + e2P3 )(5P3P er)) 

Ps 

rEa3 

 Aco2 Aa2,AA3c  X 

(A.12)  

Observa-se que na derivada do r'-ésimo termo de % aparecerá um fator " r' " devido 

ao fato de neste termo existirem r' somas em blocos e além disso sempre teremos um 

fator 2 resultante da simetria qaPP'  = P  . Assim obtemos : 

8% 

= 

oo (# E 	) 	E Aca2  • • • A.,,c  X 

r'=2 	 02•••ari 

Prosseguindo temos: 

{ 

 } 
PI -•I,ri 

E  (SPP3 + gfir ) . . . ( 5Pri Pi  _i_ ,P,1P1  ) 
1 1 	‘1  ar, (A.13)  

02% 
2  2 { (12- A d6P6 	ME Aca,Aaid(6" + 	+ 

q'f' 0 C6  



3 
+ 	E lie., A.,a, Aa2dE(6"1 	)(8P17  q ) 

4- 	0102 	 P1  

( 	
a)  2 

.11 Acc/S6P'  -I-  (5 E Aca, Aa, d(66P1 + qn + 
4-- 	ai 

+ e) 3  E Acai  Aaia2 Aa2 d E(66PI  

+(98)(78) } 

ai a2 
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que pode ser escrito 

onde 

52% 
2 (UPW6 P1  -4- U P6  U611 pp1 	_

dg: •••,5 = 2 	cd cd 	- cd cd aq,  
(A.15) 

U P7cd 

	e Acd 5P6 	Cl 2  E Acal  A.,d(sc" + qz) + 

(1-3— ) 3 	Acai  Aai  a2 Aa2 d E(SPP1 	qic:/:1 )(6P1.).  er) 	• • • 	(A.16) 
0102 

De modo que podemos escrever 

02.7-n 	
US'f) 	 6  = --  (tf 	 U 

eqfPieqj 	cd cd 	cd cd (A.17) 

com p p' e b -y. 

O cálculo dos autovalores da matriz de elementos (A.3), (A.4), (A.5), (A.7), (A.8) e 

(A.17) é muito trabalhoso. Somente será possível fazê-lo para alguns tipos de soluções. 
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A.2 Solução com simetria de réplicas 

Vamos começar pelo cálculo das médias do tipo < SP' 	SPk  >a  no caso em que vale 

(3.36). 

Considere 

< ST >a  = 
Tr{sp}S' exP Eb (Ep rkP SP  + 	rP,è2' r:121  SP SP') (A.18) 
Tr {s,}  exp Eb 	 + 	pf  ,ptrri  SP  SP) 

se introduzirmos um campo podemos escrever 

< >a  = 

	

a 	 Aab 	
ap2 

	 ln Tr{sp} exp (E(I3 E 	hP)SP 	— rPP1  SP  SP))] (A.19) 

	

ah 	 2 	a P 	b 	 hP=0 

usando a simetria de réplicas é possível linearizar o expoente e aplicar o traço. 

< s7 >a  = 
a

(ln Dz 11 cosh (fi(E 	 VPra z) hP))1 
b hP=0 

(A.20) 

fazendo a derivada e tomando hP = O resulta: 

< .5 7  > a  = 

f Dz sinh (,(3(Eb 	 \fara  z)) coshn-1  (fi(Eb 	Var.. z)) 
	 (A.21) 

f Dz cosh' (3(Eb 	 z)) 



A. ESTABILIDADE DE SOLUÇÕES 	 126 

Agora convém lembrar que ao final de tudo devemos fazer o limite do número de 

réplicas indo a zero para obtermos a energia livre e suas derivadas. Prevendo isto vou 

considerar (A.21) em ordem zero nesta expansão, ou seja 

ab 
< 	>a  = f Dz tanh (f3(E Ap 

 -Vara  z)) 	o(n) 	(A.22) 
b 

Para a correlação entre vários spins é imediato verificar que 

Aab 
< S71  . . Ph  >a  f Dz tanhk  (0(E 	+ ara  .Z)) 

b 
(A.23) 

para 	 73, • • • 

Vamos estabelecer daqui para frente a seguinte notação 

< S71S"Yk >a _< (Ma )k >z 	 (A.24) 

onde 

A66 ~ m  p .v 	ara z)) Ma 	tanh (fi(E 
b 

(A.25) 

< • • • > z= f Dz • • • 

Feito isto, podemos representar (A.3),(A.4) e (A.7) em termos destas novas médias. 

< S'Y >.=< M. >z 
	 (A.26) 
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< S1S5  >a= 515  + (1 — 515 ) < 	>z  

< PSPSP' >a= PPPi  + (51' 1) (1 — 	2perm.) < Mc2, >. 

+((1 — b.1"P)(1 — 6PP )(1 — 61'1)1 )) < /1/1,3" >z  

< S1S6 SPSP1  >a= g78 PP I  + (5"(6 6PPi (1 — b"') + 2perm.) 

127 

(A.27)  

(A.28)  

+(615(1 — 51)1)')(1 — 6")(1 — b-rP)+ 5perm.) < /11,2x  >z  

1-(61'513'(1 — 6PP') + 3perm.) < Ma  >z  

+((1 — P6)(1 — 8")(1 — .P/1(1 — (561))(1 — 5613')(1 — 6PP I )) < Ma4  >z  (A.29) 

substituindo em (A.3) 

de (A.4) 

(92 Fn  

Ornrerrá-á 

/9 _ _ 
a 

Acd 	(A2 )cd  
= ( £2 	) 6'21i 61' 5  

Aa, Aad < ej( < Ma2  >z 	< Mtz  >x < Ma >2z ) >(A.30) 

52yn 	 2 

▪ —a r:-= 	A, {(51P -1- 51"P') < 	< Md(1 — /11,] ) >z > 
arn s''07.1:1P' 	2 

< r(< Md >z  — < Md >z< Má >z ) 	 (A.31) 



e 

)

E iça, • • - Aak d 

a2,•••,ak W=2 

aks n'.;_2(1 - go;  ) 
1- gakS  

k 

(A.35) R-cd = 
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e de (A.7) 

52  J a2fl3 
scd < (< m:11  > z  < mc2i >2z ) = — 	 

arfP` arj5  

1( 5" 6P16  + SPE  (5P'"Y  )(< 	>Z  —2 < 	>z  +1) 

	

1-(61" 8P6  6P17 6P6 )(< 	>z  — < 	>z ) 

(A.32) 

Quanto as modificações em (A.17) devemos lembrar que com simetria de réplicas 

	

= (1 — 6PP1  )qa 	 (A.33) 

assim podemos escrever 

	

= R.zd + birrnicd 	 (A.34) 

onde 

e portanto 

Ricd = 	 E A ca2 • " Aakd 11(1 - Tis ) 
	

(A.36) 
k=2 	a2,•••,ak 	 j=2 
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02.7n  

agPP' 8gd6  
= 	(2(R.,d)2  + (b" + 8P5  + 	6P6 )R.cdnicd) 

— —
a 

(5" 6Pi E  + SP6  8P11')CR.Icd)2  
fi 

(A.37)  

Quando buscamos calcular os autovalores da matriz formada pelos elementos (A.4), 

(A.5), (A.7), (A.8) e (A.17) o que fazemos é diagonalizar o termo da segunda ordem da 

expansão de 77,(m, q, r) em torno do ponto de sela. Fazer a diagonalização explicitamente 

completando quadrados é bem mais simples que montar a matriz e calcular os autovalores 

a partir da equação secular e, é isto que faremos daqui para frente. 

A expressão geral para Fr, em segunda ordem é : 

.,,(m,q,r) F.(m,q,r) + EEE a .f",, 	6
rna 

m,p6 
7711, 

a,b 	p,ps (977101-4P  ámb 	
m,q,r 

+ 2EE E 
 02.Fn 

a,b 	p,p!<pti anirtiP 	' H  
m,q,r 

2 EE E 	Fn  
a,b 	p,p<pis 	

02 
(9,71:1'PH 

"1140" 

E E E, OrP'''' 0 '1°3  a,b p<pi cr<cr 	a ar 
(92Fn  

m,q,r 

E E E 	 
02 Fn  

a,b p<pi c<cr aqa aqr°3  
m,q,r 

5  , 6 cr' To p' Tb io. 
 

6C P' Sqbcr'ci  

2Fn  

+ 2 E E 	 (A.38)  
a,b p<ps a.<03 arg'Pi  aecil  

711,9,r 

Substituindo as devidas expressões para as derivadas obtemos 

Is 	 6.27112,0 smr  
= E(Aab — —(A

2 
 ).b) E E 	,  

a,b 	 P P 
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+ E 
	

AazAcb 	< Cr < 
	677ta'P 8771r P  

a,b 
	

c 

fi + E — E AazAcb E < cr(< ma >2z — < 114-(2, >z) 1E s 	61711 
a,b 	c 	 ¡L,V 	 P 

2 
2a E Aab E < < Mb(1 - 	>.>E E 	a E brri 

a,b 	El 	 P 	 PI1MP' 

14 2 

2a r-L- E Aab E < c(< ./W >z—< Mb >z< Mb  > z ) >E {E 8n1"`' P } E brri  
a,b 	11 	 P 	 P<P1  

2 

a2p 
< ma  >z  < ma ›2> E 

 

57ff  

P<P' 

<< Má >z  —2 < Má >z  +1 >E E (5rri  
P<Pi  

P3  a2 	<< 	>, — < /14-;" > z >, E E sroP'} 
2 

a 	 P 	P'12  

-a  E2(7Zab)2  { E bef i } { E bqj°1 } 
a,b 	 p<p' 	 cr<cr i  

a E nabnci. b 
a,b 

{ E Sqr {E 6qr,° } 

R  E(Riab)2  E 6CP  qCP  
a,b 

2— 
f3 
 E E SqgPi  brri  

a p<p 

(A.39) 

Esta é a expressão completa para o termo de segunda ordem na expansão da função .T„ 

em torno dos parâmetros 	,qaPP1  e raPP'  no ponto de sela. 

a 
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A.3 Estabilidade das Soluções Homogêneas 

Agora devemos substituir na expressão (A.39) o tipo de soluções onde temos: 

TI/V*78141  'Y a 

qa = 	 (A.40) 

ra  = r  

Calculando alguns termos separadamente: 

< 't >z  = Dz KtanhP(fl(v—Im.ye 	Var.yz))) 	< MP 	>„ (vj)P(A.41) c 

< µ v  < ./W >z >E = 6'41' « 	>z>e  = S'Au < M2  >, 	 (A.42) 

< er(< 	>z — < 	>2z) >E = = a'(< M2  >z  — < M >2z) 	(A.43) 

< < Mt,(1 — 	>z>E  = aµl < M(1 — M2 ) >z  vy 	 (A.44) 

« 	>z  — < Mc2, >2z >e = < M4  >z  — < M2  >2 	 (A.45) 

< (1 — M,2,)2  >z>e = < (1 — M2 )2  >z 	 (A.46) 

< C(< Mb >z  — < Mb >z< Mb  >z) 

= 6111(< 	>, — < Mb > z< Mb > z )Vj 

Rcd AE (3)k  [ k ]cd q(k — 1)(1 — q)k-2  
k=2 

(A.47) 
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—q P--[ É0  (P— ) k  q(k — 1)(1 — q)k-2  
k=1 

e 

A2 

(1-13q(1_ 0 2 cd  
(A.48)  

R:cd -A cd ( k  
c 	

c) [4k}cd(1 — q)k-2  
k=2 

 

 

-A 
 cd + c A É°  ( 1'3'0(1 q))1 — .e c 	

cd 	
11 — 17(1 — q) Ic=1 	 cd 

(A.49)  

Substituindo em (A.39) obtemos 

(5-mr)  
= >(Aab — 13—(1— < M2  >,)[421ab) E 2_, ,e  

P 

c 

fi 7(< M >z2 < m2 6?-ni`,12'  
> z) E[A]ab 

a,b 	N 	p 	f } 

02
s mi 

2a— < M(1 — M2 ) >z  E Aabvj E  a
,p 
 E 5,6 121  

a,b 

2 
2cx(< M3  >z  — < M >z< AI >_) E Aabvj 	

6
E  6r:P' 

a,b P<P1  

2 0 3 	4 a —(< M >z  — < M2  >2)E E 8r:P' } 
a 	P<Pi  

2 

",21:3_3_( ..„, m4 >z 	< m2 >z  +1) E E  (sr:py 
a p<pi 

a2 igi3 (<  m2 >z  < M4  > z ) 	{E Srif 
a  p 

pvp  
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2a 
E(Rab)2  E 6  CP' 	E 6ecr' } 

P<Pi 	 cr<crl  

E nabRiab E r 	E 'gr a,b 	 P 	12' 
} 

E ( wab )2  E 8qaPP' Sqt:P1  
rs' a,b 

a  E 
a p<p 

6 PP'   Sr "aPP  a (A.50) 

Para SmaiitP com p, 1 podemos fazer as eguinte troca de variáveis 

Sne'P  = 	VacSCP 	 (A.51) 

onde V é uma matriz unitária que diagonaliza A. Como esta é uma transformação 

orotgonal o seu jacobiano é 1. Usando isso nos dois primeiros termos de (A.50) resulta 

E( - (c) 2  (1-  < M2  >z) CA ) E E( 671:12  
a 	 P 

2 	 2 
Ati + 	(--) (< >2, - < m2 >z) E {E seP} 

a 	 1,4 	P 

= E E E(ca5PP1  + cai  )67/rP(577r°' 
	

(A.52) 
a g p,pi 

Fazendo outra troca de variáveis , de 77 para ni no sentido de diagonalizar o espaço de 

réplicas obtemos 

E E E Ap,a(.577ai")2  
a µ p 

(A.53) 
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2 
A 	Aa  = -- — 	2  (1—  < M2  >2 ) _ ()(< M >22  — < M 2  >_) 	(A.54) 

2 
Ap,a  = 	— e£ ) (1— — < M2  >2 ) (A.55) 

COM 

Vamos agora estudar os termos onde mal'P acopla com rP 1  Fazendo 

Sm*" = 	Vac.571'P 
c 

braPPi  = va  E Vca SrciliP 
c 

SePe  = vy E Vac6q,''' P  
c 

obtemos de (A.50) 

	

(52.7"n  = 	E 	A:(571rP)2  
a 	bt 	p 

2 	 Aa 2a— < M(1 — M2 ) >z  E  E (577.1'P E 6r1r1  
a 	p 	 P1P4t 

R2 	 Aa 	„ 	X—"` I PP'  

	

2a r=e—(< M3  >z  — < M >z< M >c)2 7 {z 	z_, ur b 

	

a 	 P<Pi 

a2/1_3_( , m4 >z  __ < m2 >2,) 	y: (5,7,7' 
t: a 

{ 

	

— 	
i 

a2 .---(< M4  >z  —2 < M2  >z  +1) E E ( srir ) 2  
a p<p,  

2  

_203 	A,r2 >z  < m4 >z ) E E E  8r1pp
,  

a p 

p<p' 
} 2  

(A.56) 
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2a r  

a ,b 

(rc  
, 	v (ncd)2Vdb) 
\ cd P<P1  

47' E sq7,-' v:v7, 
cr <o' 

C±‘  E (E Vaencdnicc1Vdb) E { E 6g' aPP' }{ E 6gir v:11: 
a ,b 	cd 	 P 	Pi P 	 0"P 

a .,-, x-, TT 1,7_,, , Tr  c PPi  ç IP'  -y -r —a  	vactrecd)2  vdb) E uq a  uq b Va Vb 

l' a ,b 	cd 	 Pi P 

+ 2-- 
4  E E sq'PP'sriPP' p 	 a 	a 
"" a P<P 

(A.57) 

Devido às características de A. as matrizes de elementos {Ra2  d 1 {Riad e {Rabn
/2  ab}, que 

são funções de A, também são diagonalizáveis por V. Assim: 

E
vac(Rcd )2 vdb  = 6ab na  

cd 

E VacRcdRi  cdVdb = bab á  
cd 

E Vac(ncd)2  Vdb = sabnicli  

cd 

(A.58)  

(A.59)  

(A.60)  

Onde na  , Ria  e Ra' são os autovalores destas matrizes. 

A partir deste ponto podemos separar as flutuações em diferentes tipos e calcular os 

autovalores para cada um deles. 

A.3.1 Flutuações Fortemente Assimétricas 

Esta flutuação é definida como aquela tal que: 

brialP = 0 



a 	 1Pi 
—2fi E na" E (Sq a

13 
 ) 

a 	pyp 

(A.62) 
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E 8q71  = O 	 (A.61) 
12' 

E (57'7' = O 
P I  

que substituidas em A.57) resulta: 

152 Fn F.A. 

ct  2 a3 
= 	1-'  < (1 ___. M2)2 >z  E E (sr,r,)2 

afi 
+ 	E E  sq,appiwpap,  

£ a p<p 

A princípio as somas já são diagonais em réplicas e blocos bastando somente desacoplar 

qaPPi  de raP i . Faremos isto completando os quadrados: 

= Ab2n + Bbnbr + Cb2r + Dbr6q + Eb2q 	 (A.63) 

= A(bnkbr)2  -I- (B —2kA)b7p5r(C — Ak 2)82r + Dbrbq + Eb2q (A.64) 

Escolhendo k tal que B — 2kA = O e definindo b..7?  = (577+ kbr 

B2 
2.7--y, = A(6,7)2 + (C — —

4A
)82r + Db.rbq -I- Eb2q (A.65) 

B2 	 D2 
= A(6 77)2  + ( C  — —A)(i(%.)

2 

 + (E 	  4(C — B2/4A)
)(4)2 	(A.66) 

onde a ultima expressão foi obtida fazendo ib. 7. = br + k'Sq. Onde, novamente k' tem a 

função de cancelar o termo cruzado e o número imaginário i foi utilizado para fazer ",. 

ser real. 

c' 	TI 
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O resultado final para os autovalores do modo fortemente assimétrico é , então : 

	

AP a  IFA = 
a

2 03 < (1 — m2 )2  >z 	 (A.67) 

1 ( 

	

 

Ag" IFA  = 2 Ve < (1 

1 
 m2)2 

>z 
 121337?:;) 	

(A.68) 

Onde foi usado (A.65) com A, B = O. 

A.3.2 Flutuações Levemente Assimétricas 

Este tipo de flutuação é caracterizado por 

e5qia'Pl  = 6q: (5e: 
&ri  =. 6r: 
	

(A.69) 

bnalP = Ebe = E brif = O 

De forma que 

E 62 qappi  = E (52e + 2scãe: + 52e') 
PP1  

= 2(n — 1) E 52e + 2 E 6 e(E bei  — 6e) = 2(n — 2) E 5dA.70) 
12'  

E 6qaPP1 = E (6 e + bqá  ) 

= E be — b 	(n — 1)6e' = (n — 2)6e: 	 (A.71) 
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Substituindo estas expressões em (A.57) resulta 

62  .7-n L.A. 2  = 	 fi ();.) (1—  < M >z)) (671á°)2
a P 

2 
- (n 2)

24
< M(1 — M2) >, 1̀877.1nr: 

(n 2)ce2/33  < (1 M2)2 >x (6r22 

— — 2)2  '22£133  (< M2  >z  — < M 4  > z )(5r:)2  

— (n — 2)-
fi
—(lea  (n — 2)7 ' a )(6q22  

• (n — 2)2 °226qP5rP} (A.72) 

completando os quadrados, como em (A.65), obtemos para os autovalores deste modo: 

A' LA p,a 

Ag  LA p,a 

Àa 	Ao.  2 
- fi 	(1- < M >z) 

(Th — 2)2  ck2/33 
{,3 pka 2  < M(1 — M2 ) 	< (1  — it12 )(1 (n —  3)M2  

) 	Ap,a ILA 	 n — 2 

= (n — 2)2 a2 	132 	
1 

(2 — n)
a

(R." (n — 2)1?:,) 	 (A.73) 
.e2  Ap a  1LA 	 a  

Arp,a  1LA 

O último tipo de flutuações que estudaremos é o mais importante para a discussão de 

soluções feita no capitulo 3. 
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A.3.3 Flutuações Simétricas 

4.1P  = (577,12 

Sqrs  = bqa 	 (A.74) 

brif = bra  

Resultando para 82,T7, em primeira ordem em n: 

52Fn  

{

À ) 2 

— 13(1 < AI >z )) (6.77)2  

fiz 	 A 
2cri  < M(1 — M2 ) >z  2±877.18r;, 

+ ct2fi3t (-
2 

< (1 — M2 )2  >z — < M2 (1 — M2 ) >z)) (6r.)2  

5qabra  — (='-(7-Z1  — —R")(5qa ) 2  .e 	a 	2 a 
(A.75) 

Os autovalores do modo simétrico são 

A7,,a IS = 	— Q ()) 2  (1— < M >z ) 

a203 	
2 

{0 (Aa  2  < MO. — M2 ) > 2z  1 
 (1 — M2 )(1 — 3)M2  >, 

) 	n 
Ar,a 	 < 	 } 

	

a Is 	  

a202 1 
(7zia 

1 
Aqp,„ LA = 
	£2 Afi ,a Is 

(A.76) 
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As condições para a estabilidade das soluções de (3.41), (3.42) e (3.43) saem de exi-

girmos que estes autovalores sejam positivos. Vemos que ao considerarmos ordem mais 

baixa em n, para cada autovalor, muitos destes resultam iguais e ao final temos somente 

quatro condições de estabilidade: 

2  A" 	 — fi (--i)(1— < M 	> O 	 (A.77) 

Ar  IS,LA 

Aq  IFA = 1 — afi4nicit t < (1 — M 2 )2  >, > O 	 (A.78) 

\ 2  < M(1 —
n 	2 

M2 ) >2  1 
< (1 — M2 )(1 — 3)M2  >z  )(A179) 

A  

A' Is,LA 
	f3 (Aa  2  < M(1 — M2 ) >Z 

z  — 
2 

< (1 — M2 )(1 — 3)M2  >z  )(A:180) 

Aq 15,LA 
a#3 	1 	 1 

	

+ 	> O
2  £2 Ar I IS,LA 

(A.81) 

com R.'a  e Ria'.  definidos em (A.58). 



OW 
w1 = 

aq1 
(B.2) 

Apêndice B 

Cálculos de Gardner com descendentes 

B.1 Cálculo das equações de ponto de sela 

As equações de ponto de sela são resultado de igualar a zero as derivadas primeiras 

de g em relação a qi  e q2  . 

i (_ aw g, = 4a€,2  i DziDz2 -j-/-v- 	aqc 
)  c = 1,2 	 (B.1) 

operando explicitamente as derivadas temos 

= - DA ---
a 

{H( 
Li 	eigi 	

.5
2 
 -(—A + Cl. + C2 )) — H 

6  
A — Cl  -I- C2))} (B.3) 

{ 	fl. (A-C1-c2))2 	1  Si" (A-CI+C2))2}(B.4) 
00 	 1  
	(À + -

61 
zi) 
	+ e2.2 DA 	 e2.2 = Li 	2VE1€2 	qi. 

Tomando somente o primeiro dos termos da soma, observe que o outro nada mais é 
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DA  { e 2  -- ( c, - c2  ) 
e

2 11-e2 (A-ci+c2))2} aW  
Oz 62 ci ✓27r 

(B.10) 
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que este quando trocamos C2 por —C2, podemos escrevê-lo como 

dt 

e
_ (t-c1 )2 - fracEie2 (t-C2 )2  (t 	+ 'IEl  z1) - /0 	2.Tr  (B.5) 

1,2 	 dt 	a (t-C2 )2  - .1(,?+0+2tci+c?) = e2-1    e 	 (Z1 + (1 + 	) (B.6) 
✓27r V E1  

1 2 
= 	e zi  

ei a 	_ 14  I. 	 e- clA 	-1, 
2 (t-c1-c2)2 
" 

ql 4

- 

%1 { e c1  27r 

- - Z1  
e1e2 	{ 	1,2 	1 -11— (Cl -f-C2)2 H(c_ ).} e-5-1  e 2 (1+62  

q1(61 + E2) OZ1 

onde 	( 	'211±"c2  
v (El 

Substituindo na expressão inicial podemos integrar por partes a variável z1  , 

eie2 	Th 	cxp  dz1  1 	( a 
LiZ 

	

ql(el + €2) f 	2 too ‘27 	14 2  r 	49.z1 
e-lz? e 	(cl+c2)2H(C_)}) 

Z = Z I 

ei E2  
qi(ei e2)  1DziDz2 	

H(c-)  e 2  '11- '2 

W2 0.2 
Z=Z1 

(B.9) 

calculando esta última derivada 

e ( 
E2 ) 

, 	._4_27;(ci+c2)2H(._.) + e_ .1..(ci+c2)2 
27r(ei 	62) 	

H ((+)) (B.11) 



e-12 ci e_—(ci+c2)2 H(c_)  + e i -;i1+1-1(ci+c2)2/1((+) 2  ( 
iDzi Dz2  

47r 61  + E2  
1 	1 

onde 

€2 
1(À - 	C2))} 	(B.15) AO C1 1) = f DA {H( \I — (—À + -I- C2 )) — H( 

62 
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Se agora juntarmos os dois termos em (B.1) obtemos 

f Dz1Dz2 115)1 	 (B.12) 

o cálculo da equação para q2  é muito semelhante resultando 

f 	W1 DziDz2 (B.13)  

1 	1  f 
Dz1Dz2 

47r El 	62 

17.1-(Ci +C2)2 H((_ ) e  12 114+1.2 (Cl+C2)2H(c+) 
2 

   

B.2 	Cálculo das equações no limite €1 , €2  —+ O 

Primeiramente começamos por escrever a função W como 

W = 0(—C1) f DA 	 C1  
E2 

+o(1 	i) 

62 (À - C1 + C2))} 

(B.14)  
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B.2.1 Cálculo de AO C1  1) 

á(1 C1 1) = 	d{—H(A)} {H(VZ(—À + C1  + C2)) — H( -6-1(A — C1  + C2))}(13.16) 
62 

que integrado por partes e considerando que 1 	oo nos permite utilizar 

e portanto 

COM 

1 ei-  
À2 

H(A) —  	{1 + o(A-2)} 

o(I C1 	1  1) 	\/€1 {F(C2) F(-C2)} F7-1- 62  

F(C2) 	
€ 

= 4DA 
11 
	exp{— 

2 j(À— I Cl I —C2)2} 

cc 	 1 E

2   

(B.17)  

(B.18)  

(B.19)  

Trocando variáveis A = t+ 1 C1  1 obtemos 

F(C2) = e--¡ 	 {0(___z_ ) I  + 0(z_) I+} 	 (B.20) 

COM 

    

 

= f dt  1 
 r  1 €1 -4-  62  i 4  

° I C1 I +t exPi  2 €2 

62 	- 	2 + 	I C- 	} €1 
-I-  E2 

(B.21)  

= 	 (62 I C11 —E1C2) 
v Ez (ei 

1  

+ 62) 

(B.22)  



1 1 

1 ci. 1 +t ---- 1 cl I +-Eftf-2-  I Z_ 1 +t 	J---J,-  I C 

1 

{ 1 

t 	7— eit.-1., I -C I  
1 c, 1 .-E -,1_ 7;  I C_ I 

+ 

(B.23)  

(B.24)  
I ci I +J-,-2-  I -C-__ I 
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No caso de I_ a parte dominante na integral é em torno de t :::. 42--, I Z_ I assim 

podemos considerar 

tomando em primeira ordem 

I_ = 	
-\/27r 	 E2 

 II  
1 Ci I + €:_-7; I Z_ \/61.  + E2  ( -- I .-- I) 

Já para 1+  a parte dominante está em t :,-..- O logo 

€ \12.7r i 	2   
1+  =  	H(I C_ I) 

I Cl I Ei + E2 

(B.25)  

(B.26)  

Voltando a F(C2): 

e(_z ) 	4_ 0C(-)} 	(B.27)
El  

{ /  27r€2 	¡ 	-4.1-(c11+c2)2B-i-C-_) 	--€ - 	' 	1 Cl 1 ‘ 	1 Cl 1 1-V4-2.-;;C- 
F(C2) = V Cl  + 62  e  " 2  

e a AO Cl i) 

A(I ci I) = 
0(—Z-) 	+ eCC-1± 

El 	 E__..;__2.:., acill-c2)21/(_) 	1 ci 1  +\/_,:,, z_ 	i Cl I 27r(61  + E2) 



1 
+0(C1)

{0o C1 1112  
(B.30) 
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e-i ; 	
, i 	0(-Z+) 	+ ®(‘+)}}  52- (icil-c2)21/(G) 

 

Nos interessa determinar 

1 –52–(c +c V e 2 61+,2  , 1 . 2, H()_) + e--ã' 	2.1+12(ci-c2)2H(C.f) 
W2 

K± 

(B.28)  

(B.29)  

no limite em que ei ,e2  —> oo com cl /E2  = constante. Primeiramente temos que 

= 0( C1) 

{H(
✓

eie(Ci + C2)) — H(V.4;;( C1 + C2)) + 6(I C1 1) 

1 
W2 

1 

logo 

Kl = (K1 )2  + (.1-C)2 
	

(B.31) 

COM 

e_i 7.1 ,ii- (Icii+c2)2 //(_Z-._) + e-1 ;i1.42--„,-(Icil-c2)2 H(_c4.) 
K, = 0(—C1 ) 	  

H(V,:_—(Ci + C2)) — 11(\i-írt7( — Cl + C2)) + á(i C1 1) 

e 	;_.2.,.., (Icil+c2)2H(Z4 + e-1 -17_.2.12-(Icii-c2)2H(Z-+) 

expandindo a função 11(x) para grandes argumentos 

H(x) :.•_• 0(—x) + 
T7rx 

{ 

KZ = 0(C1 ) 
á(l C1 D 	 I 	

(B.32) 

.2 _ _ 
e 2 
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e substituindo em Ki resulta 

Kl = o(-c1)[0(- 1 C1  1 +C2) + 	1 ci 1 -C2)] X 

ie -t- +2-,-,-(1c11-c2)2 0(z+) ± e 2  i1`.-?-2-(Icil+c2)2e(z_) 

 cl  e-1  rie4( 	1-02)2 	e-1 7,-?e2 (1c11-1- c2)2  

+ A(1 	I) 
ocii+c,) 

(B.33) 

observamos que 

O(-1 ci 1 +c2)0(G) = e(- 1 ci. I +c2)e(E2 1 cl  1 +c2) = 	1 ci. 1 +C2) 

0(- 1 C1  1 -c2)e(G) = e(- 1 c1 1 -c2)6(62 1 cl  1 +c2) = o 

0(-1 c11 +c2)0(C) = (X- 1 cl  1 +c2)03(62 I c1  1 -c2) = o 

O(-1 C1  1 -c2)0(-(1) = (X- 1 ci. 1 +c2 )0(€2 1 cl  1 -c2) = 0(-1 Gil 1 -c2) 

(B.34) 

substituindo a expressão de AO  Cl  1) 

1-2 
0( — C1)0( 1 Cl 1 +C2)®( 	)13((+)e- 

	

12 	_12 	 _12 	 12 

	

-2 X- 	2X+ j_ 	 e 2 X-  Ha+  ) 	e —  2 X+ 
 fl  

elhi-R+ 	V 27r(ti +€2 ) 	IC11 	icl i 
•1 42 

Kt  
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a x+  O( — C1)0( —  1 C1 1 —C2)0(U0(--(4e- 
(B.35) 

_1-2 	— 	 _1-2 12 	 2 X— H(C ) 	
e  2 X+ Ha—) e 2  X- 

IC11 
e  2 "4- 

\727t-R_ 
/.2,,r52.1_ 	21r(e1 -1-e2) 	ICII— 	

-r 

- No primeiro termo : C2 > O 	> II C1 I +C2 I>II C1 1 — C2 I 	 O 

os termos em e-  X2  são dominantes e e-'2"- x2- » 	x2-H( -4.) já que )7+  > O. 

- No segundo termo : C2 < O 	11 Cl 1 +C2 1>11 Cl 1 — C2 I 	 e-1X2— /e — ? X+ —4 O 

e e-2x2+ são dominantes e e-  "x2+ » 	 . 

Logo 

Ki = 0(-c1)0(- 1 Cl 1 +C2) 
22rei 

( 1 Cl 1 +C2) El + Ez 
(B.36)  

(B.37)  +e(-c1)0(- 1 C1 I -c2) 

 

62 Cl 

27rel

-1-  
(— 1 Cl 1 —C2) 

A obtenção de KZ segue a mesma rotina, de modo que somente apresentamos o resultado 

final: 

KZ = 0(C1)0(--62 I Cl I +€1C2) 
27r€1  

(I Cl I +C2) 
61 + 62 

+O(Cl)O(-E2 I C1 I —E1C2) + 
27r E1 

	(1 ci I -c2) 
61 + 62 

+0(C1)0(€2  I  C1  1 +f1C2)0(62 I C1 1 —E1C2) 
27r(Ei + E2)  Cl 1 (B.38) 

el  

= 0(C1)0(-62 IC1 1 +€1C2) 
27r€1  

(I C1 1 +C2 ) 
El + Ez 

+0(C1)0(-62 I C1 1 	+ 
27r€1  

(1 C1 1 — C2) 
El + E2 
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+0(C1)0(E2 I C1  1 +61C2)0(€2 1 C1 1 --e1C2) 

Assim voltando finalmente a Kl temos 
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27r(Ei  + 62)c  

e2 	2  
(B.39) 

K+ ( 27rel  
t e(-Cl)e(- I C1 I +C2)(I C1 1 -C2)2  

- El. + E2 

+ 0(-C1)0(- I ci I -c2)(1 ci I +cY2)2  

+ 0(C1)®( 
E2 

 1 C1 I +C2)(I C1 I +C2)2  
El 

+40(c1)0(- -- 1 c, 1 -c2 )(1 C1 1 -c2)2} 
El 

+ 
27r(i1 -I- f2)

0(C1)0( -E2-  1 ci 1 +C2)0( 	1 Cl I — C2)(C1)2 	(B.40) 
e1 	 El 	 El 

K-  = 
6]. 

27rei
+  62 { 0(-C1)0(- I Cl I +C2)(I C1 I -C2)2  

+ 0(-C1)0(- I C1 I -c2)(I C1 I +C2)2  

+ e(C1)0(- -1-2-,  I C1 I +C2)(I C1 I +C2)2  

+e(C1)0(- -fl
ei 

 I Cl 1 -C2)(l C1 I -C2)2 } 

+ 
27re1(E2 +E2) O(C1)O( E2  1 C1  1 +C2 )0(. f2- 1 C1 1 —C2 ) (C1)2  (B.41) 

e2 	 ei 	 ei 



cx 
Dzi Dz2K+  

J 
DziDz2K-

r  

2 
A2 	 Cl  
1-11 	= 

61 + 62 
,

2  
2 
'  A22 

61 + 

Relembrando que 

C1  

c2 

(B.42)  

(B.43)  

(B.44)  

(B.45)  

(B.46)  

1  

i€7. 
( kl 	tc2  
	 + 	) zi  

1 	— 1c2 
	+ VA? zi ) 

B. CÁLCULOS DE GARDNER COM DESCENDENTES 	 150 

Voltando às equações de ponto de sela: 

e supondo que kl  = rc2  = O podemos escrever (B.42) como: 

A 2 
.̀ "-1 

2€ { 	2 	 61 	62  
+ S2) + 	2 S3

(S1 61 ± 62 	 61 
(B.47) 

+ 62 

Q { 
 2 	 61 62 	} 

61 + 62 
(Si + S2) 	2  S3--  

61 
A22  

2€ 

61 + 
(B.48) 

Si = 

S2 = 

S+3 = 

S3 

Ai J 

	

	
+ A2 \ + A2 \ 2 DZID.Z2 0( 	)0(.21 1- -A  .Z2 ) Z.1 1- - 2 

111 	 Al11  

A2 A2 61 \ 	 \ 
A21  D Zip Z20(Z1)0( —  Z1 -1-  A 

	
z2 )(z1 -r- A l  

z2)
2  

111E2 	111 

A l2 f Dzi  Dz2  0(zi  )0(zi  

A2€1  Nr.,/ + A2 61  \ 
A22  f DZi DZ2 0(21 )0(Z1 — 	Z2 r:M1 	 Z2 AZ2 

Al. €2 	 Al 62 

COM 

(B.49)  

(B.50)  

.22 	
A2 61 

 .22)(Zi )2 	, 	(B.51) A2 61 	\ ‘2,
( 

A162 	 Al 62 

)2 	. 	(B.52) 
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Se trocarmos de variável z2  = zi t e integrarmos em z1  resulta 

°° 	A2 	 oo 3  f 	dt 
oo  vs_r e(--A—;:t — 1)(

2 t — 1)2 	Dz1  e 2 1 t2 Zi 
- 00 

A2  fc") dt (t — Ai/A2
)  2 

2  
12 + 1 

A2 

S2 = A2r" dt 
(t AdA2
) 	 2 

7r 	-4112-, 	t2  + 1 
.1 

S 	= 
2A2 	

dt 
( 

i2 	1)  

1  \ 2 
3  

7r 	o 

2A E2 	L.11.!.  

1-

1 1 	4211
2 
 dt 12 	

2 

4_ 1 2 
262 	o 

(B.53)  

(B.54)  

(B.55)  

(B.56)  

Reagrupando as integrais em (B.47) obtemos 

	

2e1  	( 	/ 
A

2 4112 dt 
2 	(t — A2/441) 2  

, 

	

61 +E2 	El + 62 7r -":2-Ai 	t2 	1 	
) 

 

9 A 2 	6-!2. 

dt 	 12 	1 

	

+ El +2 €2 &'11  / 42" 	( 1  )2} 

	

61 	11" 	O 

	

2c 	2 (
¡A2 

.14N1-  (i — A2/12 
 ) 

	a 	 

	

E2 	+ 62 71-  -421-
2 dt 

t 2  +1 

, 
1- 

61 
A2 	•-11-f.2. g 2 + 62 4".-1.1 dt  / 42.1 

2  
61 	7I" 	O j2 + 1 

(B.57)  

(B.58)  
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