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Abstract

In the first part we perform a detailed investigation of the storage properties of a
model for neural networks that exhibits the same organization into clusters as Dyson’s
hierarchical model, for ferromagnetism, combined with Hebb’s learning algorithm for p
stored patterns.

In the case of finite p, we show that together with the original stored patterns or
“ancestors” the system retrieves also a hierarchy of “descendants”. The “descendants”
differ from the “ancestor” in the signs of the cluster overlaps, and the number of this
solutions increases exponentially with the cluster number, n(£) ~ ¢%*%, for large values
of £.

For an extensive number of stored patterns p = a/N , where N is the size of the
network, we investigate the critical storage capacity of the model to both “ancestor”
and “descendant” patterns. By using two different methods, a statistical mechanics
formulation (mean-field) and a signal-to-noise analysis, we obtain a succession of critical
storage capacities that are below the corresponding value for Hopfield’s model. We use
the ratio of this critical storage capacities to the same quantity as evaluated in Hopfield’s
model to compare the results in both methods. We present the phase diagram in the
o — T plane for the particular case of two clusters and one descendant.

The second part is related with the study of the space of interactions in neural network
models. In this case we search for the maximal critical storage capacity of models that
present, in some sense, the same cluster struture that we discussed before. In order to
take this structure in account we redefine the Gardner Program.

Concerning the storage of “ancestors” we obtain a value of a*** always lower than
2, which corresponds to the original case of models without structure. This result agrees
with that we found before in the signal-to-noise analysis. On the other side we show in
the special case of two clusters that this structure barely affects the storage of “ancestors”
and “descendants” together.



Resumo

Na primeira etapa investigamos detalhadamente as propriedades de armazenamento
de um modelo de redes de neur6nios que apresenta uma organizagao em aglomerados
semelhante aquela existente no Modelo Hierarquico de Dyson para ferromagnetismo. As
memdrias, neste modelo, sdo armazenadas através da Regra de Aprendizagem de Hebb,
superposta a estrutura hierdquica.

No caso de um numero finito de padrdes, mostramos que, junto com os padrdes origi-
nais ou “ancestrais”, o sistema € capaz de recuperar uma hierarquia de padrdes “descen-
dentes”. Estes padroes diferem dos “ancestrais” nos sinais relativos das magnetizacdes
nos diferentes blocos, e o nimero destas solugdes cresce exponencialmente com o niimero
de blocos, n(£) =~ €%4%, para ¢ grande.

Para um numero extensivo de padrées armazenados p = alN, onde N é o tamanho do
sistema, nés investigamos a capacidade critica de armazenamento do modelo tanto para
“ancestrais” como para “descendentes”. Usando dois métodos distintos, uma formulagao
de mecénica estatistica de equilibrio (campo médio) e uma andlise de sinal-ruido, nés
obtemos uma sucessao de capacidades de armazenamento que sdo sempre menores que o
valor correspondente ao modelo de Hopfield. Usamos as razdes entre estas capacidadese a
do modelo de Hopfield para comparar os resultados dos dois métodos. Né6s apresentamos
o diagrama de fases no plano a@ — T' para o caso especial de dois blocos e um unico
“descendente”.

A segunda parte ¢é relacionada com o estudo do espago de interagdes dos modelos de
redes de neurdnios. Neste caso nds buscamos determinar a maxima capacidade critica
de armazenamento para modelos que apresentem, de alguma forma, a mesma estrutura
de blocos que discutimos antes. Para ter em conta esta estrutura foi preciso modificar o
problema de Gardner.

Para o armazenamento de padrdes “ancestrais”, obtivemos um valor de aJ*** sempre
menor que 2, o qual corresponde ao caso de modelos sem estrutura predefinida. Este
resultado combina com aquele que encontramos anteriormente na analise de sinal-ruido.
Por outro lado, mostramos que no caso especial de dois blocos esta estrutura pouco afeta
a armazenagem conjunta de “ancestrais” e “descendentes”.
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Capitulo 1

Introducgao

1.1 Bases Bioldgicas

Todo o processamento que é feito no cérebro ocorre devido a presenga de células
especializadas chamadas “neurdnios”. Morfologicamente um neurdnio é composto de um
corpo celular ramificado, em forma de estrela, onde esta presente seu nicleo. Entre as
ramificagoes ou “dendritos” existe uma principal, em geral muitas vezes maior que o corpo
celular, chamada “axénio”. O axénio também apresenta ramificagdes cujos terminais se

ligam aos dendritos de outros neurénios. Estas ligagoes sdo as “sinapses”.

Cada um dos neurénios atua como uma unidade processadora. Através de seus den-
dritos informagbes vindas de outras células, em forma de pulsos elétricos, sao coletadas,
processadas no corpo celular e posteriormente retransmitidas no axénio.

Um neurdnio pode ser encontrado em dois estados: ou esta em repouso ou estd ativado
emitindo sinais através de seu axénio. O estado de repouso caracteriza-se por um a
diferenga de potencial de aproximadamente -70 mV entre o interior e o exterior da célula.
Tal polarizagdo se encontra presente em qualquer célula e é resultado do transporte ativo,
ou seja, contra o gradiente de concentragdo, de ions de sodio para fora da membrana
celular [1]. Quando esta ativo ou “disparando” o neurénio apresenta uma série de pulsos
positivos que viajam pelo axénio em diregdo contraria ao corpo celular. Estes pulsos

ou “potenciais de agdo” sdo inversdes locais da polarizagdo da membrana que envolve
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Figura 1.1: As trés partes do neurénio: O corpo celular, o axénio e os dendritos. As ramificagées

do axénio terminam em sinapses (tridangulos) por meio das quais as células se comunicam.

o axé6nio e podem atingir até +100 mV de amplitude, contada a partir do potencial de

repouso, e uma duragao da ordem de meio segundo.

A ativagido de um neurdnio, inicialmente em repouso, depende do potencial de de-
spolarizacdo causado pela soma dos sinais que chegam de outros neurdnios durante um
tempo carateristico. Em geral, observa-se que existe um valor limite do potencial de de-
spolarizagido que um neurdnio pode suportar sem ser ativado. Este limiar é em torno de
-50 mV. A amplitude do potencial de agao, sua duragao e velocidade de condugao pare-
cem independer da excitagio que o neurdnio sofre [1]. J4 a frequéncia destes potenciais
depende tanto do tipo do neurénio como da intensidade do potencial de despolarizagao
sobre ele [2].

A informagao de que um neurénio esta ativo é passada aos demais através das sinapses.
Estas ligagoes de carater estritamente unidirecionais podem estimular o préximo neurénio
a também se ativar ou entdo inibi-lo, procurando manté-lo em repouso. No primeiro caso
elas sao ditas “excitatorias” e no outro “inibitérias”. Além disso uma sinapse pode ser

forte ou fraca dependendo de sua eficiéncia em excitar ou inibir. A principal caracteristica
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Figura 1.2: Diferenca de potencial local entre o interior e o exterior da membrana citoplasmatica

de um neurénio durante a emissdo de um “Potencial de Agdo”

das ligagoes sinapticas, no entanto, é a sua capacidade de se modificar plasticamente. Ou
seja, umd sinapse pode aumentar ou diminuir sua eficiéncia dependendo se os estados
dos neurdnios que liga coincidem ou nao. Este é apontado como sendo o fenémeno chave

para o processo de aprendizado no cérebro.

1.2 Modelamento Matematico

Na segao anterior procurou-se dar uma idéia dos principais mecanismos bioldgicos
que, no entender da teoria de Redes de Neurdnios, seriam responsaveis pela maioria das
fungbes cognitivas desempenhadas pelo cérebro. Baseados nestes mecanismos, poderemos
formular algumas hipéteses que ser@ao muito importantes para a exata delimitagdo dos
modelos matematicos usados para estudar este sistema.

Primeira hipétese: Informagao. O cérebro processa informagbes e a representagao
destas informacgdes é feita através da configuragdo de estados dos seus neurdnios em
um dado intervalo de tempo. Além disso, considera-se que a varidvel de estado de um
neurénio assuma somente dois valores: ativo ou inativo [3]. Com isso é descartada a

possibilidade de haver informagoes codificadas em termos de da frequéncia de potenciais
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de agao [2]. Define-se entdo uma correspondéncia biunivoca entre estados de sistema e
informagoes. Para o caso de uma rede de N neurdnios isto é representado pelo vetor

N-dimensional

§ = (81,83, Sn) ,

onde §; = +1.

Segunda Hipotese: Funcionamento. A rede deve possuir uma regra dinimica que
determine para um dado neurénio qual serd o seu estado em um certo instante de tempo,
baseado nas informagdes recebidas de outros neurdnios ativados em um tempo anterior.
A decisao de um neurénio disparar é fungao da integragio temporal dos sinais recebidos
de outros neurdnios, devidamente ponderados pelos valores das eficiéncias das sinapses
correspondentes e também de um valor limiar que pode depender do neurénio em questio.
Isso pode ser representado na forma de um conjunto de N equagdes dinimicas, uma para
cada um dos neurdnios:

Si(t) = F(3_ Ji;S;(t = 7),6:)
J#i
A quantidade J;; representa o valor da eficiéncia sindptica na transmissao de um sinal do

neurdonio “i” para o neurénio “j”. Se for negativa, a sinapse € inibitéria caso contrério

sera excitatéria. E 6; € o limiar do neurdnio “”.

Terceira Hipotese: Aprendizado. Uma vez que a dindmica de uma rede neuronal
esta definida, os seus estados estaciondrios sdo tinica e exclusivamente determinados pela
natureza e eficiéncia de cada uma das suas sinapses; e é na modificagao destas que se da
o aprendizado da rede.

Dentro do panorama criado pelas hipéteses acima, podemos destacar dois grandes

conjuntos de modelos: as redes de neurdnios dirigidas e as redes de neurdnios atratoras.

1.2.1 Redes de Neurdnios Dirigidas

Uma rede dirigida é composta por uma série de camadas de unidades, ou neurédnios,

onde a informagao percorre o sistema de uma camada a outra sempre em uma mesma
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diregao. Este tipo de computagio ¢ denominada computagéo por fluxo dindmico [4].
Deste modo existe uma camada bem especifica que serve de entrada e outra de saida.
A principal propriedade destas redes é o fato que a informagio de saida pode ser de
natureza diversa daquela de entrada. Por exemplo, as unidades de entrada podem estar
relacionadas a um estimulo visual enquanto na saida pode estar a decisio de mover ou
nao um musculo. O caso mais simples destes sistemas é o Perceptron [5].

Composto de um certo numero de unidades de entrada o Perceptron possui apenas
duas camadas sendo que a camada de saida é constituida de uma tinica unidade. A sua
tarefa tipica € o reconhecimento de padroes. Por exemplo, ao apresentarmos uma série
de fotografias digitalizadas em forma de unidades acesas e apagadas podemos desejar
que a rede responda com a unidade de saida acesa caso haja uma arvore na foto, ou
apagada caso nao. Durante o processo que chamamos “aprendizagem”, a rede deve ser
capaz de responder corretamente ao que foi requisitado para um nimero definido de fo-
tos chamadas “exemplos”. Tal objetivo é atingido via a modificagdo de suas eficiéncias
sinapticas, determinada pela regra de aprendizagem particular da rede. Apds a etapa de
aprendizagem a rede deve poder “generalizar”. A generalizagio consiste na sua capaci-
dade em reconhecer ou nao arvores em outras fotos diferentes daquelas apresentadas como
exemplos. A principal ferramenta usada para o estudo deste tipo de sistemas permanece
sendo a simulagao numeérica. Questoes tedricas de interesse neste caso sao, por exemplo:
Como determinar se realmente existe um conjunto de valores das eficiéncia sindpticas que
possibilitam éxito na etapa de aprendizagem? Quantos sdo os exemplos necessarios para

implementar uma boa capacidade de generalizagio? [6]

1.2.2 Redes de Neurdnios Atratoras

Em uma rede do tipo atratora ndo existem unidades de entrada ou unidades de saida,
e cada um dos neurdnios pode se ligar ou receber ligagoes de qualquer outro. O tipo
de computagao realizada por elas consiste em um processo onde a rede parte de uma

configuragao inicial, interpretada como estimulo externo, e evolui livremente sob o efeito
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Figura 1.3: Simulagdo de uma rede atratora com 400 neurénios e 30 padrées armazenados, dos
quais 29 sdo aleatdrios e um deles é a letra A. A figura mostra 3 ciclos de atualizagdo onde a rede

recupera a memdria A a partir de uma configuragao inicial 30% diferente [7].

de sua regra dindmica até atingir um estado estaciondrio. Este estado final tanto pode
ser uma certa configuragdo como uma sequéncia oscilante delas.

No caso em que os estados estacionarios sdo pontos fixos, ou seja configuragdes tnicas,
o sistema modela um processo de memoria associativa. Os pontos fixos sio as memorias e
o processo de evolugao dindmica que vai desde uma configuragio inicial qualquer, até um
destes estados estacionarios, é denominado “recuperagiao de memdria”. Confira a figura
1.3.

O problema principal destes modelos é como escolher as ligagées sinapticas de forma
que se consiga armazenar o maior numero possivel de memorias.

Em geral o valor das eficiéncias sindpticas deve depender do conjunto de memérias
que se deseja armazenar. Assim, se denotarmos o conjunto das p configuragdes ou padrdes
que queremos memorizar por: {7‘ com ,u, =1,.,p e {: (é1,..,€n) com
&' = £1, entdo a fungao

Jii = Ji({&})
que determina as ligagdes sindpticas J;; é chamada “Regra de Aprendizagem”. Uma regra

de aprendizagem é dita local quando J;; somente depender dos valores de ¢* nos sitios ¢
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ej.
O modelo mais simples para uma destas redes é 0o Modelo de Hopfield que estudaremos

a seguir.

1.3 Modelo de Hopfield-Little

Observando as hipéteses apresentadas anteriormente é imediato notar a semelhanca
entre estes modelos e os modelos para sistemas magnéticos. A analogia é simples. O
estado de neurdnio equivale a estado de spin de Ising, e as eficiéncias sindpticas seriam os
acoplamentos magnéticos. O maior obstaculo a uma equivaléncia completa dos modelos
é, no entanto, a nao simetria entre as ligagGes sindpticas. Como as sinapses sdo unidire-
cionais e fisicamente independentes, nao ha como supor que a sinapse que liga o neurénio
1 a0 j seja da mesma natureza e eficiéncia daquela que faz o caminho inverso, de j para 1.
Na verdade, a existéncia de uma nem ao menos garante a presenga da outra. Ja nos mod-
elos de sistemas magnéticos com spins classicos a simetria J;; = J;; entre aco—plamentos
deve necessariamente existir. Este problema foi resolvido por John Hopfield que decidiu
estudar as propriedades de uma rede de Neur6énios com simetria de sinapses. No modelo
de Hopfield [8] a lei dinamica que determina o estado de cada neurénio em fungéo dos
demais €

Si(t) = sgn(d_ Ji;Si(t = 1) — 6;) , (1.1)
i#
onde S; é o estado do neurdnio 1 e J;; € a eficiéncia sinaptica entre neurdnios que é dada

pela regra de aprendizagem de Hebb {9],
1 p

Jy= g et . (1.2)
p=1

O que a dindmica definida acima faz é alinhar cada um dos neurdénios com a grandeza
hi = ¥;4: Ji;Sj, que é equivalente ao campo local no magnetismo. Assim, um estado
estacionario desta dindmica serd aquele em que todos o neurénios estiverem alinhados

com seus respectivos campos. O que Hopfield descobriu e’ que, no caso de “J;;” simétrico,
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o processo de buscar estes estados ¢ equivalente a minimizar uma certa funcao definida
como a Fungao Energia da Rede
1
H=-3 }: Ji;S:S; : (1.3)
i,j

Esta energia resulta ser a mesma que escreveriamos para um sistema magnético.
Observe que propositalmente ja tem sido usada a notagédo de S (spin) para neurdnio e J
(acoplamento) para eficiéncia sindptica.

Apesar de inaceitavel do ponto de vista bioldgico, a hipStese de simetria nas sinapses
nao se revelou tdo absurda afinal. Além de tornar o problema tratavel, ainda mostrou que
as redes de neurdnios poderiam ser comparadas com sistemas magnéticos que apresen-
tassem desordem nas ligagdes, ou modelos de Vidro de Spin [10];e estes modelos possuem
precisamente, algumas das propriedades que se deseja para as redes. Um dos exemplos é
a multiplicidade dos estados fundamentais. Nestes sistemas a aleatoriedade das ligagoes
dd origem ao fenémeno da “frustragao” [11], ou seja, a impossibilidade de satisfazer todas
as ligagSes ferromagnéticas e antiferromagnéticas entre pares de spins. Desta forma, nem
todos estes pares podem ficar na sua configuragdo de menor energia. O resultado disso a
nivel de sistema inteiro € a existéncia de varios estados de minima energia.

Um exemplo classico de frustragdao € a de umn sistema hipotético contendo unicamente
trés spins, sendo dois deles acoplados antiferromagneticamente e as ligagdes restantes
todas ferromagnéticas. Dentre seus 8 possiveis estados podemos destacar 6 de minima
energia contendo cada um deles um par frustrado. O nimero de estados de minimo cresce
com o numero de spins da rede.

Existem dois modos de implementarmos a atualizagdo dada pela equagio (1.1). Ou
usamos uma Dinamica Assincrona ou Monte Carlo, onde os neurdnios sdo escolhidos
ao acaso e atualizados cada um em um dado instante ou entao a Dinamica Sincrona,
ou paralela, onde os spins se atualizam todos ao mesmo tempo. Existem razdes para
crer que a dindmica em sistemas nervosos reais seja algo intermedidrio, nem totalmente
sicrona nem totalmente assincrona. A diferenga fundamental entre as duas dindmicas

¢ a natureza de seus estados estacionarios. Enquanto o processo Monte Carlo s6 pode



1. INTRODUGCAO 12

apresentar estados estécionérios do tipo pontos fixos, a dinamica paralela pode também
possuir ciclos limites, onde o sistema ficaria oscilando entre duas configurages diferentes
[12].

O Modelo de Hopfield é definido como sendo resultado da dinamica Monte Carlo,
enquanto que aquele com a dinamica paralela ¢ chamado Modelo de Little [13]. Neste
trabalho vamos nos ocupar com sistemas que possuam dinamica do tipo Monte Carlo por
serem estes que possuem uma precisa analogia com sistemas magnéticos [14].

Um importante passo no estudo das redes de neurdnios foi a introdugao do conceito
de temperatura [13]. Assim, ao invés de considerarmos a dinamica rigida e determinista

de (1.1), terfamos uma dinamica estocastica governada pelas probabilidades:

1 b. 1/(1+ e™2m/T
Si(t) = 1 com prob. 1/(1 +e ) . (1.4)
—1  com prob. 1/(1 + e2k/T)

Da mesma forma que a dinamica anterior era um processo de busca de minimos
locais da fungao energia H, esta dinamica procura minimos de uma fungao energia livre
definida tal qual a conhecemos. Cabe, no entanto, ressaltar que, assim como H nio tem
significagao fisica em termos de uma grandeza medida em joules, a temperatura também
nao ¢ algo que se possa medir em kelvin, € tao somente uma variavel que indica o nivel de
ruido da rede. Geralmente introduzimos ruido para representar graus de liberdade nao
contemplados explicitamente no modelo; neste caso, estes graus de liberdade poderiam

ser flutuagoes quimicas no meio intercelular que influenciariam o comportamento das

sinapses.

1.3.1 Principais Resultados do Modelo de Hopfield

Do ponto de vista de mecanica estatistica de equilibrio , a técnica que usaremos
predominantemente neste trabalho , o tipo de informagdes que podemos extrair do modelo
¢ , tendo fixada a fungao energia e a distribuigdo de probabilidades dos acoplamentos J;;

! quais sao os seus estados estacionarios , sua existéncia e estabilidade no diagrama de

fases do sistema.
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Os estados estacionarios obtidos para um nimero nao extensivo de padroes armazena-
dos, ou seja p/N — 0 no limite termodinamico [15], sujeitos & distribui¢do de proba-

bilidades

P =5 6(er—1) + S 8E+1) a9

e considerando como pardmetro de ordem o vetor i = (m?,---,m?), com suas com-

ponentes definidas como a superposi¢io dos estados de equilibrio do sistema com as

memorias armazenadas, ou seja,

1
m“:jv-<z <Si>r &>, (1.6)
sao:
- Estados de recuperagao : m = m (1,0,---,0)
- Estados misturados simétricos : m = m, (1,--+,1,0,---,0)
- Estados misturados assimétricos : 7 = (mq, -, mq, -+, Mg, -+, M, 0,--+,0)

Estado paramagnético: m = 0

Os estados de recuperagao sao em numero de p estados e representam a situagao em
que os neurdnios da rede estao alinhados com uma das memorias. Estes estados surgem
continuamente a medida que baixamos a temperatura (ruido) a partir de ' =1 , sendo
estaveis e de minima energia livre em todo o intervalo 0 < T' < 1.

Os estados misturados simétricos , onde o sistema recupera uma fragao igual de n
memorias , surgem também continuamente a partir de T' = 1. Sendo , no entanto , os
estados de n par sempre instaveis, enquanto que aqueles com n impar se estabilizam para
uma temperatura 0 < T, < 1. A energia livre destes estados cresce com o nimero de
memorias misturadas.

Os estados nao simétricos, nos quais vé,fias memorias sao recuperadas em fragoes
diferentes, aparecem somente abaixo de T'= 0.575 e isto pode ocorrer de forma continua
ou descontinua. Em geral, aqueles que o fazem continuamente , logo que surgem sao
instaveis, se estabilizando a medida que a temperatura é diminuida. Estados que surgem

descontinuamente, no entanto, sao instaveis em todo o intervalo de temperatura.
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Estados misturados sao também denominados estados espurios. A principio, tais esta-
dos sio indesejaveis pois atuariam como atratores na dindmica do sistema, atrapalhando
a recuperagao das memorias verdadeiras. No caso especifico de uma maquina de recu-
peracio de memodria, o ideal seria entdo eliminar estes estados , o que pode ser tentado
tanto por modificagoes na regra de aprendizagem [16] como no préprio modelo>[17].

Agora, se observarmos com cuidado isto que foi chamado “maquina de meméria”,
veremos que seu funcionamento pouco tem a ver com aquele que conhecemos de um
cérebro humano . Este nao simplesmente congela informagdes mas as categoriza e cria
conceitos. Essa categorizagdo e criagdo de conceitos, no nosso formalismo nada mais €
que a criagao de novos estados estacionarios a partir das memorias verdadeiras e, nesse
sentido, estados espirios podem vir a desempenhar um papel essencial [18] [19].

Os principais parametros externos do modelo de Hopfield sdo: o ruido T e o coeficiente
de armazenamento o = £ (considerado igual a zero na discussdo anterior). Quando

N

temos este ltimo parametro diferente de zero, € imediato observar que a distribuigao de

probabilidades de termos um certo valor J;; para a interagao sinaptica entre os sitios “i”

e “” é dada por

. N 4
P(J‘J) = %e NZa

Esta é uma distribuicdo Gaussiana que é idéntica aquela usada no modelo de Sherrington
e Kirkpatrick [20] para o seu modelo de vidro de spin. Portanto, quando construirmos
o diagrama de fases a X T' do modelo de Hopfield vamos encontrar, além da regiao
paramagnética e a de recuperagdo, uma regido de vidro de spin.

Estas solugdes de vidro de spin também atuam como atratores na dindmica do sis-
tema, e sua principal caracteristica é de nao possuirem superposigao finita com nenhuma
das memorias armazenadas, ou seja, m = 0. Apesar disso, tais estados diferem de um
estado paramagnético devido a existéncia de uma correlagiao temporal entre os estados

de neurdnios , caracterizada pelo fato do parametro de Edward-Anderson, definido como

q(t1,t2) = < Si(t1)Si(t2) >
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Figura 1.4: Diagrama de fases da solugdo de campo médio do Modelo de Hopfield [14].

ser diferente de zero.

Em redes de neurdnios estamos sempre interessados em aspectos dinamicos do prob-
lema. Neste sentido estados meta-estiveis sao tdo importantes quanto os estaveis, pois
minimos locais também sdo capazes de aprisionar dinamicamente o sistema . Por esta
razao a regiao de recuperagao ¢ definida a partir do momento que surge a solugao de
recuperagao , mesmo que esta nao seja o minimo global da energia livre.

Um diagrama completo para redes de neurénios deveria apresentar tanto estados de
recuperagao como estados espurios. Isto na pratica é inviavel pela grande quantidade
destes estados. No regime de recuperagio eles sio da ordem de p”T), onde p(T') é um
polinémio em T, e, acima da linha critica Ty (vide figura 1.4), crescem exponencialmente
com N [21].

A figura 1.4 mostra o diagrama de fases da solugao de campo médio do modelo de
Hopfield sem os estados metaestaveis [14]. A linha Ty, que é a linha critica a(T)
a qual nos referimos antes, marca o aparecimento de forma descontinua da solugao de
recuperagao, enquanto que a linha tracejada delimita a regiao onde esta solugédo é minimo

global da energia livre .
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Figura 1.5: Percentual de sitios errados no caso de cdlculo com simetria (linha tracejada) e com

assimetria de réplicas (linha cheia) [22].

A T = 0 temos o maior valor de a,, correspondente a maxima armazenagem. Este
valor € a, = 0.138 se considerarmos simetria de réplicas na solugao das equagoes de ponto
de sela e aumenta para a. = 0.144 no caso de quebra desta simetria , concordando com
valores obtidos por simulagao numérica [8] . Tanto um como outro foram calculados
permitindo uma fragao de erro na recuperagao, ou seja , nem todos os neurdnios estio
alinhados com a memodria recuperada.

O armazenamento critico para a situagao de uma recuperagao de 100% pode ser obtido
pelo método de sinal xruido , que sera descrito detalhadamente no capitulo 3. Neste caso

a fragao critica de armazenamento vale

1

Y=g log N

sendo , portanto, zero no limite termodinamico.

Muito se tem trabalhado no sentido de aprimorar este modelo em diregao a modelos
mais optimizados ou mais realisticos . Em particular, especial atengao tem sido dedicada a
modelos de armazenagem e recuperagao de memorias relacionadas de forma hierarquica.
Isto significa que de acordo com suas superposigdes (overlaps) 7{,- Y EFEY estas podem

ser dispostas em categorias seguindo uma estrutura de arvore hierdrquica. A razao do
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interesse nestes modelos vem do fato de que categorizagdes e hierarquias estarem presentes
tanto nas funges cerebrais, que queremos reproduzir. como, aparentemete, na estrutura
intrinseca do espago de estados de um modelo de vidro de spin .

O objetivo deste trabalho de doutoramento é estudar as consequéncias nas pro-
priedades de armazenamento e recuperagio de memoria de uma rede de neurénids, quando
a sua arquitetura € tal que existe uma organizagao hierirquica entre neurénios e nio en-
tre memodrias. Assim, como primeiro passo, vamos descrever alguns modelos que buscam

aperfeigoar o Modelo de Hopfield.

1.4 Além do Modelo de Hopfield

Um modelo de Redes de Neurénios serve a dois propdsitos: primeiro, nos dar subsidios
para entendermos como a mente humana funciona e em segundo lugar nos possibilita con-
struir dispositivos que desempenhem tarefas semelhantes. Assim, para sabermos se um
modelo de redes de neurdnios é um bom modelo, em geral, devemos comparar seu com-
portamento e estrutura com o que conhecemos sobre o cérebro humano. Este confronto
com o sistema real tende a ser frutifero na medida em que nos assegura uma diregao a
ser seguida no aprimoramento das capacidades destes modelos.

Nesta segao discutiremos duas caracteristicas érquiteténicas que encontramos no cérebro
humano e nao sao contempladas no modelo de Hopfield bem como alguns dos principais
modelos criados para inclui-las.

A primeira delas estd relacionada com as memdrias ou os padroes que desejamos

armazenar. O modelo de Hopfield foi construido de forma que seu melhor funcionamento

se dé para padroes aproximadamente ortogonais, isto é ,

]' v
¢ = 52 e 0 : (1.7)

Nao é um absurdo considerar que, quando temos duas ideias préoximas, ou entao duas
imagens semelhantes, os seus c6digos neuronais sejam tamb’em semelhantes; em outras

palavras, as representagdes destes dois conceitos, em termos de “+1" e “—1” tenham uma
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superposigao grande. Sendo assim, o armazenamento de padrdes ortogonais (ou seja, de
conceitos muito diferentes) é um evento muito raro no que a gente espera que seja a rotina
normal de funcionamento de um cérebro [19].

Sabemos que qualquer informagdo nova que aprendemos é imediatamente catalogada
em relagio as demais ja existentes. O tipo mais usual desta classificagdo é aéuela. que
agrupa os padrdes em categorias e subcategorias. Os modelos hierdrquicos sdo uma classe
de modelos construidos a partir de modificagoes convenientes da regra de Hebb, de forma
que suportem, melhor que o Modelo de Hopfield, o armazenamento de informagées que
nao sdo necessariamente ortogonais entre si. Os padrdes armazenados nestes modelos
sdo tals que suas superposigOes satisfazem relagoes ultramétricas, o que indica que eles
podem ser classificados em uma arvore hierarquica {23].

A seguir descreverei algumas das propriedades destes modelos, sem, no entanto, descer
a detalhes mais finos. A minha intengdo, neste caso, é apenas dar uma idéia geral da
drea, pois o modelo que desenvolverei nos capitulos posteriores, apesar de conter como

ingrediente principal a idéia de hierarquizagio, ndo esta diretamente relacionado com

estes modelos hierarquicos.

1.4.1 Codificagcao. Geragao de padroes.

Os padrdes que usamos em modelos de redes de neuronios atratoras sido p conjuntos
de N variaveis aleatorias. De acordo com a distribuigdo que gera estes padroes podemos
classifica-los em trés grupos : ortogonais, com atividade ou hierarquicos.

1) Padroes Ortogonais : O modo mais simples de construir padroes que sejam ortogo-

nais no limite em que N é grande, é fazendo com que a probabilidade de cada sitio estar

“aceso” (+1) seja igual a de estar “apagado” (—1), ou seja,
1 1
P(&) =5 8(& 1) + 5 6(& +1) : (1.8)
Assim, se calcularmos a superposi¢io de quaisquer dois destes padrdes obteremos:

1
= Y e < g >=0 - (1.9)
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Os padrées ortogonais se encontam o mais longe possivel um do outro no espago de
estados. A medida de distdncia em questao, é a distincia de Hamming definida como
dyp =1-—¢".

i1) Padroes com atividade : Estes padoes sao aqueles para os quais existe uma

tendéncia a ter mais neuronios em um estado do que no outro. Neste caso,

l+a
2

P =2 aE 1) + s ) (1.10)

E portanto, as superposigoes

1
= T e g >=d (1.11)

deixam de ser zero.

Os padroes com atividade se localizam em uma regiado mais restrita espago de es-
tados,e sao equidistantes a uma distancia menor d = 1 — a?. Eles sao tradicionalmente
chamados de “padroes correlacionados” por possuirem g # 0. Esta nomenclatura, ape-
sar de incorreta, é bastante difundida na area de redes de neurénios, de forma que sera
adotada em certas passagens deste trabalho. Cabe, como esclarecimento, ressaltar que

correlagao estatistica esta definida como
M =< > - <& >< >
e, neste sentido, nenhum dos dois grupos de padroes possui correlagao.
iii) Padroes Hierarquicos. Os padroes hierdrquicos sdo uma generalizagdo dos dois

tipos anteriores e sao tais que se distribuem no espago de estados de forma que a distancia
entre eles obedece uma certa hierarquia. Para gerarmos um conjunto de padroes com essa
propriedade devemos usar um processo estatistico diferente dos anteriores. Um exemplo

é o que descreveremos a seguir [18]:
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Y ' Yoo Yo , Yiz2
Figura 1.8: Procedimento estatistico para a geragdo de 4 padrées organizados em hierarquia.

Considere o problema de gerar 4 padraes tais que sejam divididos em duas categorias,
cada uma delas com‘ dois padroes. O objetivo é ter o que é mostrado na figura 1.6, onde
os pontos inferiores, que representam as memoérias, sao tais que d;; < d(13) = dy,.

O processo estatistico, para cada sitio, comega no topo da arvore. La a variavel y,
é gerada a partir da distribuigdo P(y;); a seguir,é a vez de gerarmos y;; que ¢ condi-
cionada a probabilidade P(y11 | y1), que dependera do valor previamente obtido para
y1. Para uma &arvore genérica, este processo se repete até o extremo inferior da arvore
ser atingido. No processo intermediario, cada variavel y,..;, é sempre gerada por uma
distribuigao Py(yy,..1,} | 91,1, ) que dependera do valor da variavel !~} o seu ancestral
imediatamente anterior. A principio, y,..., pode ser continua ou discreta, assumindo val-
ores em qualquer intervalo real; essas varidveis ndo possuem, em geral, uma “significagao
fisica”, com excecao da tltima delas que esta relacionada com os padrdes. Estes padrdes
sao definidos como

¢ = sgn(yzx...zg.'< )

onde k é a ultima geragao da arvore. Obviamente existe na expressao acima um relagao

que une a numeragao g = 1,---,p as diddicas {l;---l;}. Por exemplo, no caso da figura
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1.6 temos que 111 se refere a memoria p = 1, 112 a memoria g = 2, e assim por diante.

Calculando as superposigdes entre as memoérias 1,2 e 3 da figura 1.6 obtemos:

¢ ~ <& > (1.12)
q12 = /dylp(yl)/dyllp(yll lyl)(/ dyP(y1n |11/11)5!]77'(3,/111))2
¢@ =~ <> (1.13)

q° =~ /dylp(%)(/ dyn P(yn |y1)/dy111P(y111 | y(11))sgn(y1n))?

Observe que pela desigualdade triangular

g — g = <<< S>> — <<<E >
= << (< E€>3—<<E>3>9) >>120 (1.14)
onde os diversos < .- >; significam cada uma das integrais das expressoes em 1.12.

Neste caso
P(£1¢) # P(£")P(£")
o que indica que as varidveis £ ndo sao estatisticamente independentes e portanto a
correlagao (estatistica) entre algumas delas pode ser nao nula.
Existem muitos processos, uma vez definidas as distribuigoes P, para cada geragao ,

que podem resultar em um mesmo conjunto de {q'!,--+,¢'} . O que os vai diferenciar

sao as corregoes de mais alta ordem . Com os dados disponiveis da neurobiologia nao ha

nenhuma escolha natural para este processo [18].

1.4.2 Regras de Aprendizado para padrdes hierarquicos

As principais propostas para o armazenamento de padrdes hierdrquicos sdo:

Modelo de Parga-Virasoro [18] Este modelo é baseado no conhecimento obtido da

estrutura de estados estaciondrios do modelo de Sherrington-Kirkpaktrick. Do qual €
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possivel extrair a seguinte regra de aprendizagem.

1 1 .
J;(l) [ I!-‘ll"'ll-‘l _ :—‘1!" 1Hl—1 Lot Eaatt o S l:‘l)"'nl-‘l—l + Jﬁl—l) 1.15
J N #1;;11 q - qi-1 (6 € )(€J £J ) 1j ( )

com

6”1'...’#1 — sgn(y[-ll’.--"_q) (1.16)

o= _1—Z 6'“1...#,#,“...#“ du--wwi“-'-#i _ (1.17)

N 1

i

Estamos usando agora os indices das diversas etapas do processo de geragao para represen-
tar um padrao, de forma que o padrao ¢/ é denominado “descendente” de &),
O conjunto de descendentes de um mesmo ancestral se chama categoria.

Como os autores nao especificaram o processo de geragao dos padrées os resultados
sao em parte semiqualitativos. Considerando m*” = %72.‘ EM'S; os possiveis estados
estacionarios sdo, para o problema de duas hierarquias:

a) Solugoes de recuperagao m** =1 m” =g ,mt = 0. O sistema recupera a
memoria £HoVe,

b) Solugbes espurias que misturam descendentes m** #0 i=1,---,p m¥ =0.
O sistema recupera uma mistura de padroes que possuem mesmo ancestral £#°, ou seja,
confunde elementos de uma categoria mas ainda é capaz de diferenciar categorias.

c) Solugdes espurias que misturam ancestrais m** #£0 j=1,..-,P, i=1,---,p'.
O sistema recupera uma mistura de padroes de varias categorias. Onde p’ é o nimero de

categorias confundidas e P, o niimero de elementos confundidos na categoria p.
As propriedades destes estados estacionarios sao:

i) Solugdes do tipo a) sdo estaveis abaixo de uma certa temperatura critica.
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ii) O numero de solugdes espirias cresce ao menos exponencialmente com P, (nimero
de descendentes da memdria p ) .

ii1) Solugoes expiirias de baixas energias sio essencialmente combinagdes lineares dos
padrdes originais.

iv) A bacia de atragdo das solugdes espurias cresce com P, , significando -que estas
bacias se localizam na regiao fronteiriga entre padroes originais.

v) E possivel introduzir uma hierarquia entre erros, ou seja, fazer com que exista
uma diferenca entre o numero de estados espurios que misturam categorias e aqueles
que misturam descendentes. O ideal seria achar um processo estatistico para geragio de

padroes para o qual o nimero de estados que confundissem categorias crescesse com P e

nao com o numero total de padroes

P
P+> P,

p=1

Modelo de Feigelman-Ioffe [24]

Como anteriormente a regra de aprendizagem é construida a partir de uma série de
superposigoes de termos do tipo de Hebb. O primeiro armazena o ancestral e os subse-

quentes armazenam somente as diferengas entre ancestrais e descendentes nas diversas

geragoes:

Jz(l) — % Z Ai (&41."'-1-% _ atfl{-‘x-"'-#t—l)(f;;‘u'"sm _ azf?'""m—x) + Ji(jt_l) . (118)
14

K1y iy

Na primeira geragao os padroes sao ortogonais como em (1.9) e nas subsequentes

(1.19)

Byl o LHLy -
f - 6 nl-‘l AT TR

com

1+ ay l1-a
P(nm.---.m-x) = 9 5(’7#1,-",#1-1 - 1) + 9 - 5(77#1.---,#1-1 + 1) . (1'20)
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O parametro a; mede quanto os descendentes da £-ésima geragao sao diferentes dos seus
parentes, enquanto que A, da um peso relativo entre ancestrais e descendentes. Este

parametro pode variar dentro do intervalo

1—a?)(1
a
fora do qual a estabilidade dos padroes é afetada. O limite inferior corresponde ao caso
Parga-Virasoro com a distribuigao especificada acima em (1.19) e7(1.20).

Os resultados para duas hierarquias sao:

a) Quando A = 1 — a® , existe degenerescéncia entre parentes e descendentes. A
capacidade de armazenamento critica € a. ~ 0.14 onde a se refere ao nimero total de

padrdes armazenados

P
aN = P+Y P,
‘[-—

=1

b) Se A > 1 — a® a degénerescéncia desaparece e os ancestrais tornam-se estados de
menor energia.

c) A capacidade total de armazenamento permanece a mesma , mas os ancestrais

e descendentes surgem para diferentes valores de a . Pode-se determinar duas curvas

a1(D,T) e ar(A,T) com a; > oy tais que abaixo da primeira curva surgem os ancestrais

e da segunda os descendentes.

Modelo de Gutfreund [25]

Nos modelos anteriores se observa que tanto ancestrais como descendentes sao possiveis
estados estacionarios da rede. Em termos mais exatos tanto os protétipos de classe como
os individuos desta classe sao memodrias recuperaveis pela mesma rede de neurénios. No
modelo de Gutfreund , no entanto, temos tantas redes como hierarquias sendo que cada
uma delas é responsavel pelo armazenamento dos padrdes daquela geragao. Assim a regra

de aprendizado na rede correspondente a geragao £ fica sendo
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J,({) — 'ﬁ Z (ff”" He thfu' .m-x)(fjfx. WHe atf;"h .m) (1.21)

17
Hiyonig

onde {{f""#¢} sdo os padroes armazenados nesta rede e {&!"'""*'} sdo os ancestrais
armazenados na rede anterior. A geragao de descendentes é feita com no modelo de

Feigelman-Ioffe.

A anilise do modelo para duas geragoes tem como resultados :

a) As propriedades da rede dependem somente do numero total de protétipos. Por-
tanto, a armazenagem ¢ insensivel ao agrupamento dos padroes.

b) A capacidade de armazenamento varia com a correlagao mais forte aproximada-
mente com agoptieta(l — a?). Este resultado foi primeiramente obtido na anilise de ar-
mazenamento de padroes com atividade, ou simplesmente correlacionados [26].

c) Este modelo apresenta uma dindamica bem particular no qual cada rede de uma
certa geragao passa in‘formagc")es de forma unidirecional para a geragido seguinte. Esta
comunicagdo se faz de forma que, a rede descendente tem sua dindmica, vinculada a

regido no espago de fase onde se encontra o estado final da rede anterior.

Modelo de Dotsenko

Antes de apresentar diretamente o modelo de Dotsenko {21] é conveniente estudarmos
algumas das propriedades das memorias hierarquicas.

Considere dois padroes & , é¥ que possuem uma superposi¢ao ¢*¥ = ¢, . A nomen-
clatura significa que, em termos da drvore hierarquica, eles possuem o mesmo ancestral

na {—ésima geragao. Se representarmos um padrao qualquer como
fﬂ = fy(yl(;l)) R LN))

onde y‘(f) com £ = 1,---,K s8o as variaveis aleatérias que participam diretamente da
geragdo de ¢, vemos que os dois padroes p e v devem possuir o mesmo conjunto

yf}), e ,y‘(f). Supondo que cada uma destas variaveis possa assumir S valores diferentes,
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podemos dividir os N sitios da rede em []5_, Sk grupos de tal modo que os sitios perten-
centes a cada um deles possua a mesma £-upla y‘(‘f),l e y,(f,‘),‘, onde yff'c),l comog =1,-++,8
sao cada um dos possiveis valores que y{*) pode ter.

)

Para um destes conjuntos de sitios temos entao

1

MP o= e Do < <> = fY0 YY) (1.22)

o ieCys

v 1 v v

Ma = Z£; :<"'<£ >n"'>l+1=f(y|(z,1¢21""7yn(121) (123)

1 Co | .

e portanto

ME = MY (1.24)

onde | C, | é o nmero de sitios pertencentes a partigio C, com o = 1,--- 15, Sk
Observe que, igualar a soma sobre sitios & média configuracional sobre algumas das
geracdes somente é possivel, ja que a £-upla yl(jgl .- 'y;(zt.zu é constante para estes sitios.

Vemos portanto que, a categorizagao hierdrquica esta associada com a existéncia de
vérios niveis de informagao representados pelas magnetizagdes parciais de blocos ou par-
ticoes da rede. Quanto mais recente for o ancestral comum entre dois padrées, menores
serao os blocos onde estes terao a mesma magnetizagdo e, entdo, mais parecidos eles
serao.

O modelo de Dotsenko considera que estas magnetizagoes também podem carregar
informagoes, e propoe uma estrutura de camadas de redes de neurénios onde, em cada
uma delas, as unidades fundamentais de informagao (bits) sdo as magnetizagdes parciais
de partigoes da rede da camiada anterior. A rede maior, na primeira camada, possui

N neurénios divididos em N; grupos cada um contendo | C(!) | neurénios. A segunda

camada tera N; neurénios cada um deles tendo seu estado determinado por

S sty

iectM

S = sgn{

1
||
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e assim por diante. A regra de aprendizagem usada em cada etapa é a regra de Hebb
aplicada as magnetizac¢ées parciais. O autor sugeriu que desta forma se possa guardar

um numero exponencial de padrdes; isso,no entanto, parece nao se confirmar na pratica.

1.4.3 Modelos com Estrutura Espacial

Uma outra classe da variagdes do modelo de Hopfield , que guardam certa semelhanga
com o modelo que introduziremos nos capitulos seguintes,é a dos modelos que apresentam
estrutura espacial.

As principais motivagoes deste estudo sao:

- Do ponto de vista tecnologico, sistemas completamente conectados ou sistemas cujas
conexdes sao aleatdrias [27] sao pouco interessantes. Isso se deve ao fato de serem dificeis
de implementacéao pratica. Um dispositivo modesto, com 1000 neurdnios, teria em torno
de meio milhdo de ligagdes e ja representaria um complicado problema de fiagéo.

Outra vantagem que teria uma rede com conectividade mais local seria ter um tempo
menor de comunicagao entre suas unidades.

- Do ponto de vista bioldgico, é sabido que a topologia das ligagGes entre neurdnios &
muito mais local do que de longo alcance, apesar de ligagGes deste tipo também ocorrerem
[28] . Em diversas regides do sistema nervoso, inclusive no cortex cerebral humano que
pode ser considerada a mais complexa delas, observa-se que os neuronios se agrupam em
estruturas de subcircuitos que sao recorrente em escala. Isso significa que podemos dividi-
las em varios niveis. No primeiro deles teriamos uma grande quantidade de pequenos
circuitos constituidos de um certo nimero de neurénios, no segundo um nimero menor
de circuitos similares cujas unidades basicas agora seriam circuitos de primeiro nivel e
etc. Isto é muito semelhante a proposta de Dotsenko para as suas diversas camadas [29]
(30].

Quanto a conectividade, as redes bioldgicas também estdo longe de serem de curto al-
cance, isto ¢ bom; pois, em geral, problemas deste tipo sdo matematicamente intrataveis.

Em mamiferos terrestres estima-se [31] que volume da fiagao no cortex escala com o
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Figura 1.7: Figura esquemdtica da organizagdo de subcircuitos no cértex.

nimero de neurénios como N4/2 . Comparando esta estimativa com os resultados limites
N', para estrito curto alcance, e N? ,para uma rede completamente conectada, vemos
que, apesar de nao ser de curto alcance, a conectividade real ainda estd mais préxima
deste do que do outro extremo. Os nimeros tipicos para o cértex humano sio ~ 10!°
neurénios com em média ~ 10* ligagdes sindpticas em cada um.

Os modelos que incorporam estruturas espaciais na matriz sindptica em geral possuem
como estados estaciondrios estados relacionados entre si hierarquicamente. Na maioria
dos casos sdo tratados usando técnicas de dinimica de sistemas estocasticos ou entdo

simulagao numérica. Alguns dos principais deles sao:

Modelo Assimétrico Diluido [27]

A regra de aprendizagem é definida como :

1 P
Jij = %57 ok . (1.25)
1

‘l:

Onde a;; é uma variavel aleatéria que pode assumir os valores 0 ou 1 dependendo se a
ligagao dirigida ¢ — j entre os neurdnios i e j existe ou ndo. A existéncia da assimetria

significa que a;; # aj;. A distribuigao para estas variaveis é :

P(a,-j) =a 6((1,,']' — ].) -+ (]. — a) 6((1,,'_7') . (126)
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A capacidade critica de armazenamento para este modelo é a, = % obtida para uma

extrema dilui¢ao caracterizada por a < log N/N .

Modelo de Canning-Gardner [28]

Este modelo possui a mesma regra de aprendizagem do anterior sé que desta vez
os a;; nao sao aleatorios nem assimeétricos. De forma que muitos resultados podem ser
obtidos com o uso da mecénica estatistica de equilibrio. A matriz g define a arquitetura

do sistema, como antes, cada um de seus elementos pode ser 0 ou 1.

Os dois parametros importantes do problema sao a dimensao d, determinada por g e

a razao de conetividade w definida como :

1
w = _]V ; (4] (1’27)

Os resultados basicos deste modelo sao que o armazenamento critico cresce na medida
em que diminuimos w ou aumentamos d. O valor maximo de a. € % e corresponde as

escolhas de w = 0 e d = oo. Neste limite recuperamos o modelo diluido apresentado

anteriormente.



Capitulo 2

Numero finito de padroes.

Nas duas se¢oes finais do capitulo anterior discutimos a importancia de propriedades
como estrutura espacial e correlagdo hierarquica entre memorias em uma rede de neurénios
atratora. Acredita-se que a introdugéo correta destes dois ingredientes resultem em um
consideravel avango no desempenho destes sistemas. As razoes para esta crenga sao
basicamente duas:

- E fato bem documentado [30] [32] que na regido do cértex de mamiferos, existe
uma estrutura bem definida para ligagoes e disposi¢ao espacial de neuronios. Para estes

sistemas, a hip6tese de conexao entre todos os neurénio ¢ uma extrapolacdo grosseira.

- O estudo da quebra de simetria de réplicaé no modelo de Sherrington-Kirkpatrick
mostra que seus estados estacionarios apresentam naturalmente uma estrutura hierarquica
de superposigdes [23]. O numero destes estados cresce exponencialmente com o tamanho
do sistema. A maioria deles é meta-estavel mas podem ser considerados como estveis,
devido a existéncia de barreiras de ordem o(N){33] separando-os dos verdadeiros estados
de minima energia. Se supoe que tais caracteristicas sejam comuns a quaisquer sistemas
que apresentem desordem e frustragdo, e em particular a redes de neurénios. ( Durante
a defesa deste trabalho fiquei sabendo que existe uma polémica em torno deste ponto. O
Dr. Daniel Fisher, de Harvard, advoga que sistemas de Ising, com ligagdes desordenadas
entre primeiros vizinhos, possuem somente um minimo na energia livre. Ele tem essa

sua idéia apoiada por resultados de simulagbes numéricas nestes sistemas. Esse fato, no

30



2. NUMERO FINITO DE PADROES. 31

entanto, ndo vem a enfraquecer o argumento acima, ja que estamos trabalhando com
Redes de Neurdnios, que sdo sistemas com interacés de longo alcance e que possuem,
comprovadamente, um grande nimero de estados fundamentais.)

Neste capitulo introduziremos um modelo alternativo apresenta, de uma sé vez, estas
duas caracteristicas. Nao se tem a pretensao de resolver o problema completamente,
nem ao menos acreditamos que a estrutura espacial proposta seja a descrigdio mais fiel
da realidade. Cremos, sim, que este modelo, devido a sua tratabilidade, possa permitir
um conhecimento maior de como a estrutura de ligacoes pode influenciar as grandezas
que determinam o desempenho dos modelos de memoria associativa. Apesar de nossa
arquitetura ser de alguma forma bem particular, muitos dos resultados aqui derivados

podem ser estendidos para outros arranjamentos.

2.1 O Modelo

O modelo que propomos € resultado da combinagao da estrutura hierarquica de
ligagdes do modelo Ferromagnético de Dyson com a regra de aprendizagem de Hebb.

No modelo de Dyson [35] os N spins da rede estdo dispostos nos extremos de uma
arvore hierarquica onde cada ancestral tem somente dois descendentes na proxima geragao.
Assim, para um niumero N de galhos finais, deveremos ter k = In N/In 2 geragdes. Todas
as interagOes entre spins sao ferromagnéticas e sua intensidade depende da distancia entre
eles na arvore hierarquica.

A aplicagao da estrutura de interagoes deste modelo a uma rede de neurdnios se da
da seguinte forma: Considere uma rede de N neurdnios representados pelas variaveis de
Ising S; = £1,2=1,...,N e um conjunto de padrées ortogonais ¢!, p = 1,...,p.

i) No primeiro nivel (k=0), que corresponde a r-ésima geragao, a rede é dividida em

¢ = 2" blocos de Ny = ¥ neurénios e definimos as variaveis de bloco
0 L

SHO = %" ¢85, @ =1,2,3...¢ (2.1)

i€ay
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zo—J

sinos 1 2 3 4 5

Figura 2.1: Hierarquia de interagées entre sitios no Modelo Ferromagnético de Dyson. A intensi-
dade da ligagdo ferromagnética entre dois spins é dada por uma soma onde cada termo corresponde
a contribui¢do de um de seus ancestrais comuns (pontos escuros). Essa contribuigdo é €""* onde

k é o nivel em que se encontra o ancestral e r + 1 é o nimero total de niveis.

junto com a energia de interagao dentro de cada bloco
HO) = - % Y 3 (S0 (2.2
a=1 &

onde € é positivo e arbitrario.

i1) No segundo nivel (k=1), geragao r — 1, cada dois blocos consecutivos sdo unidos em
um bloco maior de N; = 2N, sitios , continuando este processo atinge-se o nivel k com
£/2* blocos com N, = Ny2* sitios cada. As varidveis de bloco para as diversas geragdes
sao definidas recursivamente por :

S"(") Su(k l)+52‘£’: 1) _ Z ¢4 S, (2.3)

2a,-1
i€ay

ap=1,2,...,8/2* , k=0,1,2,...,7

e para cada partigdo associamos a energia:

21"!

Hk)=— % e 3 IO (2.4)

ap=1
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O processo acaba quando k = 7 e todos os sitios estdo contidos em um unico bloco

do tamanho da rede. A energia total da rede é obtida somando as diversas energias de
blocos
H=> Hk) : (2.5)
k=0
Se escrevermos a energia de interagio de cada nivel em termos das variaveis de bloco

do primeiro nivel obtemos
J
HO) = —5 LSO + (SO +o 4 (SO0
m

J
H1) = -5 T e {(SHO + SOV 4 (S5 4 81O 4o 4 (5D + 57O
m

até finalmente

H(r) = —-}‘{[— $O(SHO) 4 54Oy g1 L.y g0y : (2.6)

u

Assim podemos escrever o Hamiltoniano (2.5) totalmente em termos destes pequenos

blocos como

N A :
- N5 2l 5 gugy (27)
£ a,b £ H
os indices a, b sio indices de blocos variando de 1 a £ e definimos 5§ = SH(0) /Ny , ou seja,
1 (a)
R (28)
N, 4

onde 2§°’ indica que a soma em 1 , indice de neurdnio , é restrito ao bloco a .
Os elementos Ay sio resultado da soma dos coeficientes correspondentes a cada um
({3 }]

dos ancestrais comuns a sitios pertencentes aos blocos “a” e “b”. Estes elementos definem

uma matriz ¢ x ¢ determinada a partir da seguinte relagdo de recorréncia:

A =J | : (2.9)
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Onde A(1) = 1, Uay = 1 para qualquer £ e J define uma normalizagao para 4(¢). Esta
normalizagao serd omitida daqui para frente sendo somente lembrada quando necessério.
Para facilitar a interpretagao da funcao energia (2.7) como sendo o hamiltoniano de

um sistema de redes de neurdnios é conveniente explicitarmos as suas variaveis de sitios

colocando-a na forma

1 () (b)
H=—3 S A >N 75885 (2.10)
ab i
onde J;; € a regra de aprendizagem de Hebb
H_1 %
Ji=x5 2 &8 - (2.11)
p=1

A regra de aprendizagem em um modelo de rede de neurénios indica como a eficiéncia
sinaptica varia com a memorizagao de uma certa palavra, ou padrao. Cada vez que uma
nova configuragao {é*} é aprendida o sistema passa por uma transformacio de suas

sinapses

Jii — Ty

Esta regra ¢ local se cada elemento J;; depende exclusivamente do que ocorre nos sitios

“1” e “3”, e € dita aditiva se a transformacgédo se da como

Jii — T + AT

onde AJ/® além de depender dos detalhes do padréo novo, isto é os valores ¢/ e ¢£°

, pode também depender separadamente dos sitios, como no caso de um modelo com
estrutura espacial, ou ainda da ordem de apresentagdo dos padroes [36], ou seja, o valor
H = Ho-

Essa dependéncia de AJ;; com detalhes especificos dos padrées faz que esta nio seja
uma boa quantidade para descrever propriedades do sistema. Assim definimos uma nova
quantidade, mais conveniente, denominada “intensidade de aquisigdo de padroes”, dada

por

K(po) =< (ATY) >¢ ~ < ATE >} , (2.12)
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onde <>, indica a média sobre as varidveis £. Se considerarmos o modelo de Hopfield,

este valor é

1
TN

ou seja , independente de 7 e j e 4. O fato de nao haver dependéncia em p nos indica

K () =< (AJE) >e=< (AJH)? > (2.13)

que todas as memorias sao equivalentes, sdo igualmente bem aprendidas ou esquecidas
pelo sistema. A auséncia de dependéncia em sitios indica falta de estrutura espacial,
ou seja todas as ligagdes entre sitios sdo igualmente importantes. Isso também se passa
com a maioria dos modelos que armazenam padrdes hierarquicamente correlacionados,
discutidos no capitulo um.

No caso do nosso modelo, definido por (2.10), temos como em um caso tipico de

modelo com estrutura espacial:
AT = Aa ATE : (2.14)
Comi€aejcb,e portanto

K(p) =< DT >e= 4% () . (2.15)

Ou seja, existe uma dependéncia explicita com a estrutura de blocos através da matriz
A. Isso ndo caracteriza exatamente uma estrutura microscépica para rede pois estamos
trabalhando com blocos grandes.

Aqui uma importante observagao deve ser feita relativamente ao tamanho destes blo-
cos. O modelo original de Dyson [35] foi proposto para simular as propriedades de
uma cadeia unidimensional de spins com interagoes ferromagnéticas que decaiam com a
distancia como

‘71'.7' ~ (Z - j)—cr’
onde o ¢ um parametro positivo real, que determina o alcance da interagao. Esta
equivaléncia somente ocorre quando consideramos, como foi dito anteriormente, um
numero infinito de geragbes e portanto um ndmero infinito de blocos, cada um com

um numero finito de spins (ou neurdnios). No nosso caso, no entanto, é fundamental
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$iTI0S

Figura 2.2: Adaptagdo da estrutura de ligagées do modelo de Djson para o caso de uma rede
neuronal. O processo hierdrquico é truncado de modo que tenhamos um numero finito de geragées,
e portanto o penultimo ancestral fique com um nimero extensivo de descendentes. A figura mostra

o caso especial onde o sistema se divide em 8 blocos.

que tenhamos blocos macroscopicos, isto é, com um numero infinito de sitios, para que
possamos usar o método desenvolvido por Amit et all. [14], onde a solugdo exata do
problema é obtida diretamente da solugao de ponto de sela (campo médio). Assim, o
que estamos guardando do modelo de Dyson é somente a estrutura hierarquica de ar-
ranjamento dos sitios, truncada em um certo nimero finito de geragdes. Sendo assim,
nao podemos atribuir nenhuma dimensao finita a esta rede que, como as outras redes de

neuronios que apresentam solugio exata, continua sendo um sistema co—dimensional.

2.2 Propriedades da Matriz A(¢)

ULTRAMETRICIDADE - Se definirmos a distancia entre dois elementos localizados nos
extremos de uma arvore hierarquica, como a da figura 2.2, como sendo fungao da geragao

do ancestral comum mais jovem que eles possuem, de forma que quanto mais antigo tal
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ancestral maior esta distancia, obteremos as seguintes propriedades:

d(iaj) = d(jai) (2‘16)

d(iaj) < ma'x{d(iak)a d(ka])} . (2'17)

O espago formado por pontos que satisfazem (2.17) é dito espago ultramétrico [37].
Considerando ainda a figura 2.2 ; a matriz d construida a partir dos elementos d(a,b)
onde a,b sdo indices de blocos (note que isto é possivel pois d(i,7) = d(¢',5) se i e i’

pertencerem ao mesmo bloco), tem a forma

dy d;
dy dy

ds

dy
dy d,

d, d,

da
(2.18)

e
I

com d;, < dy < dz < dg.

E evidente a semelhanga entre a matriz d e a matriz A que sai de (2.9). Esta ultima,
no entanto, esté relacionada com intensidade de interagao, confira (2.15), e portanto é de
se esperar que tenha uma relagdo qualitativamente inversa com a distancia

1

Aab ~ d(a,b)

Uma matriz da forma de (2.9) é chamada ultramétrica [38].

AUTOVETORES - Como esta matriz é simétrica e real , portanto um caso particular de

uma matriz hermitiana , € possivel encontrar-lhe um conjunto £ de autovetores ortogonais.
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Um modo de construirmos uma destas bases é através da relagao de recorréncia

gy = | TO] [ TO]
(%) ~7(%)
(2.19)
que tem como “condigao inicial” F'(1)=1.
Para o caso da matriz (2.9) os autovetores gerados por este processo sao

T = (4,4, ooy o )

7= (+,+ )

5 = (4,4, =ty =1 )

7= (++ = )

7= (+, =+ )

7= (4, =+ - =ty )

7 = (+, =y t)

T =(+,— -+t ) (2.20)

onde +,— = +1,-1.

Para calcularmos as relagoes de recorréncia correspondentes aos autovalores devemos
observar que a matriz [/(£) é diagonalizada pelos mesmos autovetores de 4(£). Isto s e
deve ao fato que de U ser um caso especial de A ( € = 0). Os seus autovalores sdao A = £
com multiplicidade 1 e A’ = 0 com multiplicidade £ — 1. Assim, para uma dada dimensao

havera somente um vetor com autovalor nao nulo para esta matriz. Este vetor é
() = (+,+,. .-, +)
para qualquer outro 77, com 7 # 1, teremos

Ur"=0
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Deste modo, obtemos as seguintes equagdes de recorréncia para os autovalores:
l
Al =L+ 5)\1(5)
A2(€) = eX(2) (2.21)

4
Azn-1(£) = Agp(€) = 5)‘77(5) y N22

Podemos ver que, para uma dada dimenséo ¢ > 2 sempre havera degenerescéncia destes

autovalores. O nimero de autovalores diferentes pode ser facilmente calculado de (2.21)

eér+1onde f=2", e se ordenam como:
/\1>/\2>/\3:/\4>...>>\§+1:/\§+2=...=,\¢ (2.22)

O fato de haver uma degenerescéncia indica que os vetores que saem de (2.19) ndo

sa0 os unicos possiveis autovetores de A. Tome como exemplo o vetor

w(L) = (2.23)
7(3)

onde 7" , 7° e W possuem o mesmo autovalor A = Ap = Ay

2.3 Calculo da energia livre

Para um namero finito de padroes armazenados nds seguimos o procedimento usual.

O nosso objetivo é calcular a energia livre através de

1
f = —E‘N <ln Z > , (2.24)

os colchetes < --- >, significam a média configuracional tomada sobre os padroes {¢/'} e

p € o inverso da temperatura. A fungdo de particao é dada por

(a)(®) p
Z = Tr(siy exp (é—@]\? Z Agp Z Z ¢ f;‘ S; SJ‘) (2.25)
a,b

LW oM
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Usando a transformagao de Hubbard-Stratonovich [39)

N A, (a) e ., ) o )
eXP{ﬁTZ £2b (Z v & S,-) (Z v & 5:')}=

a,b i j

AN ¢
\/lé'(—\/_f ) /Hdmfjx
1 A, Ay [ ¢
eXp{—ﬂN (-2- 2; E"’b mt mf + Z [A’b (2 i ¢ Si) mf)} (2.26)

ab i

podemos linearizar a dependéncia nas variaveis S;, e ao mesmo tempo introduzir o

pardmetro do ordem de bloco [40]

¢ @
mi = ¥ Y <t <S8 >r>

i

A linearizagao simplifica a aplicagdo do trago resultando que

\/@(ﬁfﬂ)l} /I dmt)

7 =

1 (a) Aab I
exp$ —No Y ]—V—O-Z In(2 cosh(B zb: 7 my.&;)) . (2.27)

Note que podemos escrever a soma sobre sitios dentro do expoente como

- 1 o -

§ T 96 =5 = n(d) o(@ ,

onde a segunda soma é sobre todas as possiveis configuragoes que podemos ter de &,

-

p=1,...,p, e afungio n({) indica o nimero de vezes que uma dada destas configuragées

aparece na soma em i. A probabilidade de ocorrer uma destas configuragoes é

—

PE=5

=

e a probabilidade da configuragao escolhida ocorrer n vezes, ou seja 7(§) =n é

PEm =t () (-5)
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O valor médio e a dispersao de n séo

N
<n>= o
_N 1 1
<n®> - <n>? 21’(—2_1’) ’
de modo que no limite de N — oo temos
V<n? > — <n>?
-0 .

<n>
Isto indica que neste limite esta distribuigao é fortemente centrada em torno de seu valor

médio o que nos permite escrever

_Zg 2,,29 9(€) >¢
{é}

Nesta situag@o as variaveis €} sdo ditas serem auto-medidveis , pois sua soma em sitios é

equivalente a média configuracional. Observe que a condi¢ao para que isto ocorra é que

op
ey =t o

que é justamente o caso se p é finito.
Assim na equacdo (2.27) podemos substituir

(a)

por

Tﬁ: 6 >¢ ’

< In(2cosh(pB Z
b

de modo que a fungdo de particdo Z passa a ser independente de {£!'} e, portanto, o
sinal de média em (2.24) desnecessdrio. No limite em que Ny — 0o a fungao Z pode ser

substituiida por seu valor no ponto de sela e, entao, a energia livre fica:

11
f = 352 M

b
-12 Z <ln cosh (% Z A é-ﬁib)> . (2.28)
b €
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As quantidades m% com p = 1,...,pe a = 1,...,{ sdo os parimetros de ordem do
sistema,representando o produto escalar do estado estacionario do sistema com um dado

padrdo u, dentro do bloco a, ou seja ,

1
mh = — Zf:‘ <oy >r=< ¢ < 0y >7>¢ , (2.29)
No i€a
onde foi usada a notagdo < ... >r para indicar a média térmica.

Os vérios estados do sistema sdo determinados pelas solugoes das equagdes para {m#}
no ponto de sela
no_ In ﬁ g
m, = fi tanh z Z Aab é.m(, y (230)
b ¢
e a estabilidade destas solugdes pelos autovalores da matriz pf-dimensional de elementos

o' f

= FmE omp ) (231)

My

ou seja,
v Aab ﬁ v
M:b = < 02 - ZE ;Aac Acb) o

n %Z A, Ay <£“£"tanh2 [% 3 A E.n“uD (2.32)
c d ¢

2.4 Solugdes que envolvem um tnico padrao

Considerando m# = m, §'#, obteremos para (2.28) , (2.30) e (2.32).

1 A 1 g
f= 22“2'6 7 mge my — T ;ln2cosh<£ ;Aab mb) (2,33)
_ p
mg = tanh 'Z Z Aabmb (234)
b
v_ (A B v
Mgy = <7§3 -5 ;Aac Ay (1 - mf)) & (2.35)

Dentro deste tipo de solugdes, podemos considerar um caso mais simples ainda, que é

quando m, é proporcional a um autovetor de 4.
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2.4.1 Solugdes onde m é autovetor de A.

No caso em que 7@ é autovalor de 4 , ou seja,

m) = m.v] , (2.36)
onde
A5 = A5 ,
substituindo (2.36) em (2.34), obtemos o seguinte conjunto de equagdes :
A
m. v) = tanh [,3 -?7 m, 'vZ] , (2.37)

coma=1,...,¢L

Este sistema tem solugao se | v] |=constante para todo a. Neste caso,

A
m. = tanh [ﬂ 77- m.,] (2.38)

da como m., varia com a temperatura.

A condigao de estabilidade deste tipo de solugao vem de diagonalizar

Aac Ac
Mgy = 2 (1 -m2(v])?) : (2.39)

Considerando | v] |= 1, obtemos como elementos diagonais

b B (A .
Mv z;' - -Z (—Z—) (l—my) y O = 1,...,[. (240)

Como sabemos, a condigdo para que a solugdo seja estavel é M, > 0 para todo o, e,

visto que os valores de M, estao ordenados, (de (2.22) M; < M, < ... < M;) a condigdo

suficiente fica M; > 0, ou seja,

1 -5 %(1 -m2)> 0 : (2.41)

"
A temperatura critica T* para cada uma das solugdes v = 1,...,£ é dada pela solugao
conjunta das duas equagoes

m} = tanh (%‘m:)

(2.42)

B(1-m) =1
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Figura 2.3: O gréfico mostra os valores de m, como fungdo da temperatura para 3 possiveis

valores do autovalor A,. A curva pontilhada indica a condigdo de estabilidade , abaixo da qual

estas solugoes sdo instdveis.

onde, para termos em conta a degenerescéncia dos autovetores de A, introduzimos a

notagao
M
T, = —
! ¢
As
T, = 7, 22 <y <27, s=2...r+1. (2.43)

Na figura 2.3 mostramos a solugdo grifica destas equagdes para alguns valores de s.

Note que, com excessdo de T} = T1, todas as outras temperaturas criticas satisfazem
T < T, . Isso indica que, fora a solugdo de recuperagdo (y = 1), todas as solugdes
descendentes surgem descontinuamente quando diminuimos a temperatura a partir de

T =T, , além disso, es temperaturas estao ordenadas como
Ty >Ty >Tg> ... >Tr, . (2.44)

Estes resultados estao presentes em um outro tipo de modelo, que € aquele que envolve

armazenamento de padroes com diferentes intensidades [41].

A qualquer temperatura finita, estas solugoes sio minimos locais da energia livre dada
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Figura 2.4: Energia livre f, para dois valores (de cima para baixo) A,/{ = 0.5,1.

por
m? T T,
fo=T, (—21 — i—ln cosh(T m,)) —TIn2 , (2.45)
que pode ser escrita em uma forma de escala como
T,
fi=T.g (T) ; (2.46)

onde f = f,+ TIn2 e g(T) é uma fungdo monotonicamente crescente.

1 2

Na figura 2.4 apresentamos um grafico de. f' x T' para duas solugbes s* e s? com

T,x > T,z.

Devido a relagdo de escala entre elas as curvas nao se cruzarao jamais. O resultado
disso é um novo ordenamento, s6 que desta vez envolvendo os valores da energia livre das
diversas solugdes f; < fo <...< fr41.

Os resultados & temperatura zero séo facilmente obtidos de (2.33) ,

E 1 A
Z = | my | , (2.47)
v

onde esta soma satisfaz a desigualdade

1/2

(T T p(pan)] e
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O sinal de igual se aplica somente ao caso que m ¢ um autovalor de A, e portanto
| Z Ag my |=| Ayv] [= Ay ) (2.49)
b :

de onde se vé que F, < E; < ... < E,,;.

Nés concluimos entao, que as verdadeiras solugdes de recuperagao, que passaremos
a chamar de ancestrais, com v = 1 e v} = 1, para todos os valores T' < T sao os
minimos da energia livre. Existem outras solugao para y > 2 que formam uma “ familia
de descendentes ” que diferem dos padroes originais no sinal relativo das magnetizagoes

de blocos, como mostramos na figura2.5. Tais estados sdo minimos locais da energia livre

e possiveis atratores no processo de relaxagao.

2.4.2 Solugdes onde 7@ nao é necessariamente um autovetor de A

Considere novamente o sistema de £ equagoes que determinam as solugoes de ponto

de sela para o caso de recuperagio de uma tnica memdria, ou seja, de (2.34)
_ g _
m, = tanh 7 ZA,,;,(Z) my a=1,...,¢ , (2.50)
b

onde voltamos a colocar o argumento (£) na matriz A para indicar sua dimensdo. Como
antes, as solugdes deste sistema sdo os vetores M = (my,...,my). Usando a expressdo
que relaciona A(£) com matrizes menores, de dimensao £/2, podemos reescrever o sistema

acima como dois conjuntos de £/2 equagdes:

mq = tanh (& {2 (e Aw(8/2) + Uas(/2))ms + Thorjain Uas(£/2)ms)

a<

N (e

mq = tanh (8 U4 Uas(8/2)ms + Stegar(eAa(8/2) + Uas(£/2))ms)

4
§<a§£

Estes conjuntos estao acoplados devido a presenga dos termos

{
Y Ua(£/2) m

b={/2+1
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no primeiro deles, e
12

Z Uab(f/Z) my

b=1

no segundo.

Excetuando-se as solugdes proporcionais aos dois autovetores de autovalores maximo

de A(£), que sao

+ [+
+
m(8) = m, + m2(£) = m, :L , (2.51)
+
+ ) \ -

todas as demais solugdes de (2.34) podem ser escrita como
(%)
m(l) = . (2.52)
0
Neste caso, tanto 7' como 7" sao tais que

U(¢/2)mi(e/ 2). =0, (2.53)

e, portanto, desacoplam os dois sistemas de (2.51).

Com isso estabelecemos uma relagao entre o nimero de solugoes do sistema de £
blocos e aquele de um sistema menor de £/2 blocos. Até agora nao se considerou as
solugdes simétricas em sinal ( lembre-se que devido a forma da Regra de Hebb também
armazenamos os padroes {—£#} ), mas caso forem contadas também, obteremos para o
numero de solugoes

N(£) = 4+ (N(¢/2) - 2)? , (2.54)
com a condigao inicial N(1) = 2. Ou seja, o nimero de solugdes para o caso {-dimensional

é igual a 4, que corresponde as solugdes (2.51) e seus simétricos, mais todas as possiveis
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combinagoes de duas solugdes do sistema %—dimensional que sejam autovetores de auto-

valor nulo de U(¢/2). Como existem duas destas que nao satisfazem este requerimento

se subtrai 2.
A analise numérica da relagao (2.54) mostra que para £ >> 1 esta pode ser bem

representada pelo seguinte comportamento exponencial
N(£) = "%t < 2¢ (2.55)

A comparagao com 2‘ ¢ importante pois este valor corresponde ao caso trivial onde
terfamos £ sistemas completamente independentes.

O numero de solugdes aqui calculadas englobam as solugées de recuperagao, solugoes
que sdo autovetores de A({) e outras. Justamente estas outras nos interessa discutir nesta
se¢dao, e para isso vamos tomar um exemplo. Considere a seguinte escolha para o vetor

m:

(2.56)

Esta forma desacopla sistema de £ equagoes de (2.34), tranformando-o em um sistema de

somente duas equagdes

m., = tanh [ﬂ%(%)mw] ,

[2 WY
— 2yt
My = tanh [BZF($)my] .
Nés fixamos arbitrariamente A, > Ay, e entao m, > m.. Na Figura 2.5 temos varios
exemplos destas solugoes que misturam dois autovalores, que passam a existir para £ > 4.

A matriz de estabilidade torna-se

! Aa ﬂ ]
My =G -5 > Aac [1—(mI")?] Aa , (2.57)
lembrando que neste caso
2 < [4
(m1m)? = (m,), 1se<; , (2.58)
m’Y')za % <c<t
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Figura 2.5: Possiveis estados estaciondrios do sistema com interagdo hierdrquica entre blocos

arao casode L = 8 aT = 0, quando somente um padrao é armazenado. O “+7” significa que o
» q q

bloco esta alinhado com a memdria e “—” com a anti-memdria {—£*}.
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o que indica que :7\_1('”') nao é diagonalizavel pela mesma transformagao que diagonaliza

A. Podemos , no entanto, p6-la em um forma diagonal de blocos através da transformagao

DM ) = Tyhge (2.59)
ab
com a matriz A na forma
r
w; o1 0
g 2 0
0 wg 03
A= 78 , (2.60)
wy o4 0
0 g4 Wy
0 Wy 04
04 Wy
onde \ \
A =wy =1— % [1 Sl i ; m"] , (2.61)
¢ 2 2
A= 2 (B57E) = omn (2.62)

com os indices dados por
7 = 26—1,1=26 or ' =26,p=26-1,
272 41<9<2?t for 8=2,3...7 ,
=1 for s=1.

De acordo com (2.59) , ja que T, > 0, a condigéo suficiente para a estabilidade das

solugdes em (2.56) é que os autovalores de A sejam positivos:

1

1 1
AT = '2'(‘”1 +w;) F 2 {(w1 —wa)* + 4012021}’ ’

Ar = 1-Paomy, (2.63)
s
A= 12—
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com A7 < Af < A7 <A} <....

Assim as solugoes duplamente misturadas sdo dadas pelo sistema formado pelas duas
equagdes (2.57) acrescido da condigdo de estabilidade A7 > 0 , ja que este é o menor
autovalor. A temperatura critica é obtida igualando este autovalor a zero. Como no caso
das solugdes que sao autovetores , confira a figura 2.3, aqui também existe uma transigao
descontinua, ou seja, m} # 0 e m}, # 0 para T' = T, que ¢ a temperatura critica
correspondente a esta solugao.

Como exemplo, mostramos os resultados do problema com £ = 8 para o qual escolhe-

mos a normalizagdo de A em (2.9) de forma que T} = A,/¢ = 1. Os demais autovalores

ficam entao:

JA; €3+ 2% + 4e
L= T Ta a8 (264)
JA3 €3 4+ 252
= = 2.
Ty £ e+22+4e+8 (2:65)
A 3
T, = M £ (2.66)

€ T eS422+4c+8
Podemos comparar na figura 2.6 as temperaturas criticas em fungio de ¢ para trés

tipos de solugoes:

a) M = m3 T° onde 7° é qualquer um dos autovetores com Tj.

b) 7 = m4 ¥* onde T* é qualquer um dos autovetores com 7.

As equagdes para T™ nos trés casos sao:

mg = tanh [%ma] ,

(2.67)
1 - Tl,:(l - mg) = 0
— tanh [Ia.
me = tanh £ ma] | (2.68)

1—%:(1—m§)=0
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Figura 2.6: Resultados numeéricos para a temperatura critica, T34 (linha tracejada), de uma
solugdo misturada de autovalores em fungdo do pardmetro €. As curvas cheias representam as

temperaturas criticas Ty (superior) e T} (inferior)

mg = tanh [1-1,3- m4] ,
34

— T,
myg = tanh [1—,:; m4] , (2.69)
Af =0
com
T, + T, m2 +m?
A+ — _ 1 _ 3 4
1 2 2
7 \/(Tl F (1 - T L BTy + md) (2.70)
34

Quanto a energia livre das solugdes do tipo 2.39 podemos por substituigao direta desta

solugdo em (2.33) obter:

(f’y(T) + f’y'(T)) : (2'71)

DO =

f‘y‘v’(T) =
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2.5 Solugao com mistura de padroes

Primeiramente vamos voltar a expressao (2.30)

mi‘ = <£“ tanh ('g' Z Aab ETﬁb)> (272)
b

3

que é o conjunto de equagdes que deve ser resolvido para p =1,...,pea=1,...,L

Continuamos usando a notagao “ ¥ ” para vetor no espago de memoriae “ ¥ ” para

vetor no espago de blocos.
Novamente como na se¢ao 2.4 o problema é separavel em dois casos.
2.5.1 Solugbes onde 7 é autovetor de A

Este tipo de solugao pode ser representada por um produto externo entre um vetor

7M., no espago de padroes e outro ¥ no espago de blocos, ou seja,

m o= m, @7 . , (2.73)

Como antes

[N
!
I

~2>4
<

e|v)|= 1.

Assim ao substituirmos em (2.72) obtemos
m = < £ tanh (ﬁ—;\l {ﬁ)> (2.74)
¢

Dai saem as solugoes que misturam memdrias, simétricas e assimétricas, completa-
mente equivalente ao que ocorre no modelo de Hopfield [15].

A energia livre é

f = %%(n’i)z - I—é— <ln <2cosh('8—2\l n'i{)) >e , (2.75)
e a matriz de estabilidade
A, v
g o= (G- Lur)s
+o5 <5“5" tanh? [@—j— 5ﬁd]> . (2.76)
£
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Esta matriz é facilmente diagonalizavel no espago de blocos, ja no espago de memaérias

depende do tipo particular de solugdo misturada de memérias que tivermos.

2.5.2 Solugdes com mistura de autovetores e memadrias

Semelhante ao que ocorre na subsegdo 2.4.2 existes solugdes na forma geral

m (§)
m(l) = (2.77)
ﬁ/l( %)
E a estabilidade dependera da diagonalizagao de
v Aab ﬂz v
Mg = ( 2 Z;Zc:Aac Acb) &
+ B > Aue Ag ( €4€ tanh® p 3" Aed Eig (2.78)
es » ac Cl e y C e )

que, em geral, nao serd diagonal no espago de meméria e nem sera diagonalizavel no

espago de blocos pela mesma matriz que diagonaliza A.



Capitulo 3

Propriedades de saturagao.

No capitulo anterior, discutimos os tipos de solugGes estacionarias que emergem de um
sistema onde se combinou a regra de aprendizado de Hebb com uma estrutura especial
de agregados, ou blocos, de neurénios. Vimos que esta estrutura, por si propria, provoca
o aparecimento de uma familia de estados descendentes para cada protétipo armazenado
pela regra de Hebb.

Sabemos do estudo do modelo de Hopfield [14] que a regra de Hebb, por sua vez,
também proporciona o surgimento de outros estados estacionarios além dos p protétipos
explicitamente armazenados. A principio, estes estados sao indesejaveis, ja que nao con-
hecemos sua estrutura microscépica, € crescem em numero a medida que aumentamos
p. Existe um limite para este valor a partir do qual os estados protétipos deixam de
ser estacionarios, ou seja, o sistema nao € mais capaz de reconhecé-los como memorias.
Isso se deve a concorréncia de dois termos na fungao energia do sistema. Considere que
estejamos interessados na recuperagao da memoria g = yo , a regra de Hebb, entao, pode

ser separada em dois termos,

1 1
Ji = e+

DT A (3.1)

H#Epo

O primeiro deles, o termo de sinal, tenta alinhar o sistema nesta memoéria e o outro, o

55
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termo de ruido, devido as outras p — 1 memodrias, tenta tird-lo dela. Os estados esta-
ciondrios do sistema sao resultado da competi¢ao destes dois termos. O termo de ruido
cresce com p até um ponto onde supera o termo de sinal, neste momento o sistema perde
sua capacidade de recuperar memoria. Quando isso ocorre se diz que a rede atingiu sua

saturagao. Esta transigdo ¢ descontinua e ocorre para um valor finito da razao a = £.

O nosso objetivo neste capitulo é investigar as propriedades de saturagdao de uma
rede com hierarquia de interagoes entre seus neurdnios, como foi descrita na segao 2.1.

Mais especificamente, vamos estar interessados na determinagao de sua fragao critica de

armazenagem Q..

Existem diferentes formas de compararmos os termos de sinal e ruido e, portanto,
diversos critérios para determinar esta quantidade. Na primeira parte deste capitulo,
usaremos o mesmo método de campo médio desenvolvido na capitulo anterior. Neste
caso, o valor de ¢, corresponde ao ponto a partir do qual desaparece a solugao m # 0 das
equacdes de estado do sistema. Para um valor de a imediatamente menor que este valor
critico, o sistema recupera os padrdes protétipos com erro, ou seja, com uma fragao finita
de neurénios desalinhados. Alternativamente, podemos estar interessados em calcular
o nimero maximo de padrées que o sistema pode suportar de forma que ainda possa
recuperar perfeitamente, ou seja, com erro zero, os padroes armazenados. Agora, o
método apropriado é o chamado “método de sinalxruido” para o qual dedicaremos a

ultima parte deste capitulo.

Demostraremos ao final que, muito embora os valores de . para os dois métodos néo

sejam comparaveis, 0 mesmo nao OCOorre CoI as razoes

Q¢
af[opfteld



3. PROPRIEDADES DE SATURACAO. 57

3.1 Campo Médio - Calculo da Fungao de Energia Livre

A saturagdo de uma rede de neurdnios ocorre quando tentamos armazenar um nimero
de padroes proporcional ao niimero de sitios da rede, ou seja, p = aN. Observe que, neste
caso, a condigao para que os padroes {{!'} sejam automediaveis, 2°/N — 0, ndo é mais
satisfeita e, portanto, a natureza e a dificuldade do problema mudam bastante.

Com a falta desta propriedade das médias, deveremos calcular a energia livre tendo

que realizar explicitamente a média sobre as variaveis aleatérias, ou seja,

<InZ >¢ . (32)

O procedimento usual nestes casos é usar o método das réplicas que substitui a média

sobre o logaritmo, dificil de ser operada, por

Lo <zt> —1
<lna:>= hm———————-——
n—0 n

Assim, a nossa expressdo para a energia livre se torna

1 . <Z">, -1
f"’ —B—N }11_!}(1)——;1—6'——— . (3.3)

O termo “réplica” vem do fato de Z™ ser a fungdo de particdo de n sistemas idénticos,

ou réplicas. Esta fungao de partigdo replicada é dada por

(@a)(b)aN n
Z"™ = Trysie} exp (% Zb A Z 3 Z}ff‘ £ SY Sf) , (3.4)
a, 1,7 ® p=

onde foi usada a mesma expressdo usada anteriormente para o hamiltoniano.
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O estado da rede {S;} pode estar completamente alinhado com um dos padrdes {¢!'}
ou parcialmente alinhado com muitos deles. Quando este alinhamento é tal que a su-
perposi¢ao definida em (?7) é o(1) essa memoria é dita condensar macroscopicamente,
se ao contrario ela for o(1/v/N) ou menor, dizemos que ela nio condensa ou esta mi-
croscopicamente condensada. O niimero maximo de memérias p’ que podem condensar
macroscopicamente em um tnico estado misturado deve ser < v N [42].

Assim, vamos considerar que no nosso conjunto de p padrdes apenas um numero
finito p’ condense macroscopicamente, de modo que podemos realizar a média < Z™ >,

na forma de um produto de duas médias:

n (a)i(b) 2
<Z"> = Trs <exp (-2—% Yo An ) Y ffffsfsf)>
¢

=1 ab 1,j wu=1

g & (a)y(b) aN

N <exp ST 4y S gestss > (3.5)
p=1 a,b i,j u:p’+1 {

Como a primeira delas é sobre um nimero finito de {£#}, estas varidveis sdo automedidveis

e o sinal da média é dispensavel. Devemos somente nos preocupar com a parte corre-

spondente as memorias nao recuperaveis:

IH n (a)i(d) oN
(exp (ﬁ Y Aw Y Y srs;srs;))
¢

=1 ab t,Jj v=p'+1

— exp (a N In <exp(§ ¥ s g,-)>£) . (3.6)

Aqui foi utilizado o fato das memérias serem estatisticamente independentes e, portanto,
a média do produto ser equivalente ao produto das médias; fizemos aN — p' ~ aN e

definimos
A = Fab Zn s° s° (3.7)
17 T 7 ) M
N 4
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comi€aeg€b.

3.1.1 Calculo de < exp(% Y M & &) >

O fator (3.7) é responsdvel pelo ruido que os padrdes que nao condensam causam
na recuperagao daqueles que podem ser recuperaveis. A avaliagao correta deste termo,
portanto, é muito importante.

No trabalho de Amit e all. [14] onde o método para o estudo de uma redes de neurdnios
foi originalmente desenvolvido, isto é feito atraves da introdugao direta dos parametros de
ordem m", como em (2.26). E, como no caso de padroes microscépicos m” ~ 0(1/\/7\7—),
podemos expandir (2.27) em primeira ordem deste parametro e a seguir integrar sobre
ele. No nosso caso, no entanto, este ultimo passo nos levaria a uma integragao gaussiana
generalizada muito complexa devido a presenga da matriz A. Assim optamos por um
procedimento alternativo , mas muito poderoso, que é a expansao diagramatica de (3.6).

Isto é feito do seguinte modo. Considere, primeiramente, a expansao

In < exp Z AIJ fz fg ZAU < ftf]

v L ( ) S Ao Au (< &6t > — < £y >< 66 >)

17kl

+ 517 (g) Z Aij Ar Amn (< fifjfkflfmfn > —-3< fifjgkfl ><L E'mfn >

tjklmn

+ 2<&é ><&Gbi ><m€a>) + ... (3.8)
ou simplesmente

In < exp(= Z A 6 €5) > ﬂ ZA,J < & >
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2
1 (B
+ 2l (5) ZMAijAH < &l >+ (3.9)
ij
onde < ... >. significa a média cumulante. Observe que para simplificar a notagao

omitimos o subindice ¢ das média configuracionais.
Cada um dos termos desta expansio pode ser posto na forma de diagramas. A
representagio diagramatica, embora nao seja essencial, nos permite visualizar melhor os

termos que contribuem dominantemente na soma.

Como exemplo vamos calcular explicitamente as contribuigoes dos dois primeiros cu-

mulantes em (3.9). Comecemos pelas médias

<&LE>= b ) (3.10)

<& &Gl > = bibu + Subi + b — 26i5m (3.11)
que, introduzidas em (3.8) resultariam nos seguintes termos

g Z A,-j < f,‘ fj >=§' Z Ay (3.12)

2 \ )
% (g) ZAijAkl <LEGEL> = % (g) (2 A,-,-)

i3kl

¥ (g)’ 2 A Asi (g)’ 2 (Aa) : (3.13)

ij i
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As regras para construgao dos diagramas que usaremos sao as seguintes:
(i) cada fator g Azj € indicado por uma linha néo orientada que liga os pontos “i” e “j”.
(i1) cada soma € indicada por um vértice.

Assim temos para (3.12) e (3.13)

C> (3.14)

12( & Co )+ O - OO (3.15)

A separagao dos termos dominantes na soma em (3.9) deve obedecer a dois fatores

importantes:

- Diagramas com vértices de quatro pernas ou mais, sao de ordem o(1/N) ou menor.
De fato, se lembrarmos de (3.7) que cada A;; é o(1/N) veremos que o dnico modo de
termos o(1) é se existir o mesmo nimero de A e de somas, ou seja, numero de linhas
igual ao numero de vértices. Assim diagramas do tipo do tltimo & direita de (3.15) serdo

desconsiderados. Isto equivale a tomarmos:
< &b b >EY <y by <k by > < kg Ck > (3.16)
P

onde P significa todas as possiveis combinagoes dos indices 1,2,...,n, dois a dois.
- Termos desconexos desaparecem nos cumulantes [43]. Esta regra geral é facilmente

verificavel na algebra de diagramas, veja por exemplo:
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<L Gl > =<&é Gl >— <&L&G><& &> (3.17)

(OO +2>-200)-(CGO)=2C>

< &b bibmbn > =<& & & & m &n >
—3 < ><tnbn> T2 G ><E U ><EmEn > (3.18)

N

Cada cumulante contribuird apenas com um diagrama. Este diagrama € conexo e tem

somente vértices de duas pernas.

O coeficiente C,, a frente de cada diagrama, representa o nimero de escolhas dos
indices em (3.16) tais que ndo tenhamos diagramas desconexos. Este cilculo € facil de
ser feito para um diagrama de ordem r.

Considere um segmento orientado — como sendo um A;; . Cada um destes segmentos

é numerado e o diagrama que estamos interessados é a polinomial fechada formada por

r destes segmentos.

O que devemos contar é quantas combinagdes possives se pode obter. Primeiramente
temos um fator (» — 1)! para as permutagdes ciclicas, além disso, cada segmento pode ter
duas orientagdes e portanto deve-se ajuntar um termo 2". Finalmente, devido a simetria

de reflexdo dos diagramas devemos dividir o nimero que obtivemos por dois. Logo

C, = (r—1)12 . (3.19)
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Voltando a (3.9), obtemos

1n<eXP(§ZAi:’€e€j)>= —f,—( Co+ >+ .L:\") - (3.20)

e, reutilizando as regras de construgao dos diagramas, podemos escrever as somas:

In < exp(g Z A,'j é,’ EJ) >

1 2 3
= 5 {‘BZAJ + E‘Z:AijAji + %—ZAijAklAmn + }
1 ij

ijk

1
= ——'2'T7‘{,'} ln (1 - ,H é) y (321)

onde A ¢ a matriz de elementos A;; e o trago € tomado no espago de sitios.
Para comparar com resultados conhecidos, podemos testar este método para o Modelo

de Hopfield. Neste caso, teriamos

A= =S srse (3.22)
N P
e, portanto,

Trey (AR = Triy (Q) , (3.23)

onde () é uma matriz no espago de réplicas com elementos

= Sy s s

1
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O que significa que, para o Modelo de Hopfield, a equagéo (3.21) pode ser escrita
1 1
—5 T In(l =B A) = ~5TriyIn(l1 -5 Q) , (3.24)

com o segundo trago sendo realizado no espago de réplicas, o que concorda com os resul-
tados da referéncia [14].

Para A;; definida como em (3.7) nado podemos fazer a.igo tao simples como foi feito
acima no modelo de Hopfield. O unico modo de representarmos (3.21) como produto de

matrizes no espago de réplicas é através da soma

1 [o]
_ T‘r‘{,} In(1 —ﬂA Z{— Z Agiay -+ - Aapa, Z Zim' QPkPl ., (3.25)
Q1o Plye-sPk
com
1 (a) .
Q' == Z Srsy : (3.26)

Assim, temos que :

alN
<eXp(§ }: Ai; & Ej)> =

X exp{-é\i }ofj( Y Aves-Aage g;m...Qg;m)} (3.27)

=1 Q1yeryQk PlyeesPh
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3.1.2 Calculo do trago sobre as variaveis de spin em < Z" >,

De (3.5) e (3.27), podemos escrever a média configuracional sobre a fungao de parti¢ao

das réplicas como

n (a)i(b) P
S Aw Y Y EESISE >
=1 a,b 4,7 p=1 ¢

<Z"> = Trg <exp (—ﬂﬁ

00 k
xexp{ ol Z(ﬂ S Aoayer Aoy, S Q;’;"...Qg;“)} (3.28)

k Q1yeees@k PlieerPk

E, usando novamente transformagio de Hubbard-Stratonovich [39], podemos escrever

o primeiro fator como

N Aae(a)#pe(b)#p
e@{%% eb(ﬁ;& Si)(ﬁzjjgjsj)}=

V1Al (vaBn/e) [T dmse

(a)
exp{-@ (1 S A e mpe 4y ALy e sz’)m:,"ﬂ)} (3.29)

ab E ab t

Para extrair as variaveis de spin de dentro de (3.27), introduz-se as varidveis continuas

1 1 , . .
q°® e rfP através das identidades

aﬂ2N0 100 drpp' 00 oy aﬂZN " qppr »
£ e _ =1 )
s [ e [ e e T (- , (3.30)

paracadaa=1,...,lep,p'=1,...,n.

Assim, obtemos o seguinte resultado
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<Z">=T, / IT {H dmir ] dre? dq””} e AN Falmar) (3.31)

p<p!

onde nds agregamos todas constantes multiplicativas em I',, e

O[Bfn(m,q,'r) = 7 Z Azab m“"’ m“"’ + ——— aﬂ Z Z TPP gp'
b

KPP a, p;ép a

a 1 (B *
— ‘_?;L— Z 7(:_ (Z) Z Aa,a,-..Aakax TT{P} [gcl gc, ga,,]

Q1.0 Qp

BH,
- GNn In{Tr(sy e Hert } (3.32)
com
A, N
H.yy :% 3> Zb mh? SE° + a'H SN N or' Qee' (3.33)
wmp  ab a  p#p!

Tomando a solugao no ponto de sela para (3.31), a energia livre fica, de (3.3),

1 " e—ﬁNrLF,,(ﬁt,é,F) -1
- 34
f = -5 lm n , (3.34)
ou
f = lim (F.(m,§,7) + o(n)) + o(1/N) . (3.35)

n—0

O chapéu em m ,q e r indica que estes s3o valores no ponto de sela. Por simplicidade, omi-
7

tiremos este sinal no decorrer do texto. E importante lembrar que o limite termodinamico

esta sendo subentendido e, este limite, comuta com o limite do nimero de réplicas indo

a Ze€ero.
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3.2 Teoria simétrica de réplicas
A teoria simétrica de réplicas consiste em supor que as solugoes de ponto de sela da

equagao (3.31) sejam tais que ndo dependam das réplicas. Os parametros m , g e 7 devem
¢ p p p )y 4

ser tais que satisfagam

my’ = my
¢ =g p#p (3.36)
o =, pF#p,

e, substituidos em (3.32), resultem

1 A - . n—1
Fu(m,q,v) = Y 772 m, .My + 57 af Z Te Qo
a,b a

o =1 (8\*
—5—2;(]) > Avses - Aose

aledg

% Z (67177 4 (1 — 5p1pz)qal) e (6m.p1 + (1 _ 6php1)qak)

P1-P

- ﬁ;/'n In {Tr{,} e™? Hf”} . (3.37)

Rearranjando alguns termos e usando
aﬁz P ? P
eXp | 5~ Ta 3> S = /Dzexp Byar, Y. 5%z (3.38)
P

com [Dz...=[ jg;exp(—%zz)..., obtemos, apds tomarmos o trago sobre spins e o

limite parcial do numero de réplicas indo a zero, a seguinte expressdo para a energia

livre:
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_ 1 Aab - - OCIB
f(m’q,r) - 2/ Z ] mamb+ Zzgra(l—qa)

a,b

o . 1 &1 (B\F
_ﬁ}g&;gz (Z) > Aayer -+ Aagay

aj...ag

X Z (5p1p2 + (1 _ 5mpz)qal) o (5}’&}’1 + (1 _ 6PkPl)qah)

P1- Pk

Aab —

—%/Dz<ln(2cosh(ﬂ; = iy € + ﬂ\/&TaZ)» (3.39)

O tltimo limite, que esta apenas indicado, pode ser feito da seguinte forma: Considere

a soma em pj,..., Pk escrita como

Z ((1 - qa1)5p1p: + qax) cec ((1 - qak)épkm + qak)

P1 Pk
Se abrirmos o produto e fizermos as somas, veremos que existirdo termos de ordens n,
n?, ..., n* , mas somente os de ordem n permanecerio apds o limite. Estes termos sao

aqueles resultantes do produto acima que contenham k ou k+1 deltas de Kronecker (pois

nestes casos restara apenas uma soma), ou seja,
n { (1 - qﬂl) T (1 - qar) + (1 - qal) Tt (1 - qar—l)qr + demais combinagées}

Substituindo em (3.39), obtemos

1 . L .«
f(m,q,r) = 'ﬂ; ZAabmamb‘*‘_Zg'Z Ta(l—qa)

a,b a

a &1 (8 .

IB k=2 G1...Qp

X

k
J:

(1_qa,') - qu’ H(l_qa,')}

1 k! i#k'

N,
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_BIZ /Dz<ln <2cosh <ﬁz A;b e € + ﬁ\/&—r:z))> {3.40)
b

onde H?zl =1.

As equagoes do ponto de sela sao :

mh = / Dz <§" tanh (ﬁz Agb . € + ﬂ\/&_?':z)> , (3.41)
b

o = /Dz <ta,nh2 (ﬁz Aeab M. € + ﬁ\/&_r_az)> , (3.42)
b

e
o * k (1 g,
ﬂ k=2 e az...ak k'=2 1 - Qa,,,

3.2.1 Solugdes homogeéneas

Vimos que os estados estaciondrios do sistema com a finito, no caso de simetria de
réplicas, sdo dados pelas solugdo conjunta das equagdes (3.41),(3.42) e (3.43). Serdo
chamadas de solugées homogéneas aquelas que tiverem ¢, = g para todo “a”.
Primeiramente, vamos verificar se realmente tais solugées existem. Comegaremos por

(3.43), se g, = g, entdo:

e = (B8\*. . ke2
. E‘kZ(Z) (4¥].c (k — 1)q(1 —q)
_ 1 Y
- ). @49
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Como a matriz A é tal que, seus elementos diagonais sdo todos iguais, podemos

€screver

T =

S a2/
io [1—BAs(1 - g))? ve . (3.45)

Vemos que a homogeneidade em ¢ implica na homogeneidade em r . As demais equagoes

de ponto de sela ficam

mh = <§"/Dz tanh (,BZ éél—b mp E + f/ar z) > , (3.46)
b

¢

qg= < / Dz tanh’ (ﬁz b 5 & + pofar z) > : (3.47)

b £ ¢

Uma possivel solugao para este sistema de equagdes, é aquela para a qual {fi#} é um

autovetor de A, ou seja,

= 1, @T".

3

onde ® representa o produto externo entre os espagos de memérias e de blocos.
Entre estas solugdes, vamos estudar com mais detalhe apenas aquelas que envolve

uma s memdria, ou seja, que satisfacam

m, = / Dz tanh (ﬂ% m, + 8 or z) , (3.48)

g= [ Dz tanh? (ﬂ%’- my + B ar ) , (3.49)

‘ a(Xs/2)’
’ ; [t —ﬂ)\ajﬁ(l P TR (3.50)
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com a fungao energia livre dada por

fr) = ;Fmi+r(1-q)
a ¢ -
+§Ez{ln[l—ﬂ%(l—Q)J—ﬂ')‘Z{‘I[l“ﬂ%(l_q)] }

1 A
— E /Dz In {2 cosh <ﬂ71 my,+z 0 \/&—1:)] . (3.51)

Em geral, nem todas as solugdes do sistema de equagdes (3.41),(3.42) e (3.43) serdo
homogéneas. E imediato verificar que, um exemplo tipico de solugdo nao homogénea seria
uma que envolvesse mistura de dois autovetores de A como foi discutido na segdo 2.4.2

do capitulo anterior.

3.3 Diagrama de fases a x T para as solugoes homogéneas

Como a equagdo para r é apenas uma equagio algébrica podemos substituir sua

expressao em (3.48) e obter o seguinte sistema para determinar m e ¢:

m, = f Dz tanh (ﬂi\f my+ B \/‘;25:1 [1—2;\,(11—-:)]’ Z)

q=[Dz tanh? (ﬂi} m,+ B a2§=1 Il-—ﬂ:\\a(ll-:)]’ z)

Uma vez que definimos )\, esse sistema apresenta trés tipos de solugdes estaveis,
dependendo dos valores dos pardmetros @ e T. Cada uma delas determina uma fase do
sistema. Assim, se m,(a,T) # 0 e ¢,(a,T) # 0, dizemos que o sistema esta na fase de
recuperagio da memoria v, se mi(a,T) =0 e q1(e,T) # 0, onde ¥ = 1 é o ancestral, o
sistema est4 na fase de vidro de spin e, finalmente, se my(e,T) =0 e q1(a,T) =0, a fase

¢ paramagnética.
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Os diagramas de fase das figuras 3.1, 3.2 e 3.3 mostram os resultados numéricos para
um caso especial em que a rede s6 possua uma hierarquia, ou dois blocos, e A é dada

pela matriz 2 x 2:

2 1+e¢ 1
= 2+€ 1 1+€

(3.52)

Como sempre, o fator 2/(2 4+ 3) tem a func@o de normalizar esta matriz de forma que seu
autovalor maximo seja igual a um.( A consequéncia disto ¢ que as propriedades a a = 0
da solugdo ancestral permanecem iguais as que ocorre no modelo de Hopfield ).

Para dois blocos existe apenas uma solugdo descendente. Esta solugao vamos denom-
inar (+—),pois é contruida a partir do ancestral pela inversao dos estados dos tltimos
N/2 sitios. "

Nos diagramas as curvas Tj, e T'3; delimitam as regioes de recuperagao para o ancestral
e descendente (+—); T mostra a transigao vidro de spin - paramagnetismo e T e T3
sao tais que abaixo delas f; < f,, e fo < f,, respectivamente, onde f, e'; a energia livre
da solugao v e f,, daquela de vidro de spin. As curvas pontilhadas seriam as verdadeiras
curvas de transi¢ao de fase, mas como ja foi alertado, em redes de neurdnios, a regido de

recuperagao ¢ determinada a partir do aparecimento da solugdo estdvel de recuperagao.

O procedimento numérico para a obtencao destes diagramas consistiu em resolver
cada uma das equagdes de (3.52) pelo método de Newton, e o sistema , em si, por
iteracdao linear. Ou seja, fixa-se o valor de g na primeira equagdo, calcula-se m por
Newton, substitui-se o valor encontrado para m na segunda equagdao e calcula-se agora
q por Newton , e assim sucessivamente. Algum cuidado deve ser dispensado no caso da
segunda equacgao pois, para m fixo, esta possui mais de uma solugao q # 0. A solugao de
interesse é separada das demais através do uso das condigoes de estabilidade deduzidas
no apéndice 1.

Apesar dos diagramas apresentados, especificos para um sistema com dois blocos,
darem uma boa nogéao de como ocorres o aparecimento dos estados de recuperagao seria

interessante que tivéssemos alguns resultados gerais, ou seja para o caso de um numero
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Figura 3.1: Diagrama de fases parae =2 ( A;/£ =0.5 ).
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3.2: Diagrama de fases para ¢ = 4.6 ( A/ = 0.7 ).
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Figura 3.3: Diagrama de fases parae = 8 ( A\;/£ = 0.8 ).
qualquer de hierarquias. Nas secOes seguintes discutimos alguns limites nos quais é
possivel obter detalhadamente estes resultados gerais.
3.3.1 Tg - Transigao de fases Vidro de Spin < Paramagnetismo

Colocando m = 0 nas equagdes (3.52) acima, obtemos a equagdo para ¢ na fase de

vidro de spin,

{ 2
qg= /Dz tanh’ (ﬂ Jaz i —(,IH(:\\:(/IZ)— JF z) . (3.53)

§=1

Como a transi¢ao da fase de vidro de spin para a paramagnética é continua, a curva
T¢ = Te(a) que marca esta transigdo pode ser obtida pela expansdo de (3.53) no limite

em que ¢ — 0, 0 que resulta em

2.2 As/t ’ 3
q=/Dz zaq%:(l_)‘s/;/T(l_q» + o(g”) . (3.54)
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Fazendo ¢ = 0, obtemos a seguinte relagao entre Tg e a:

1 = az(%—’\_"/—fm)z . (3.55)

§

Esta relagdo, como esta, ndo determina uma fungdo Tg = T(a) univoca, isto porque
para um dado a existem varias possibilidades de T¢ que a satisfazem. Se ajuntarmos, no

entanto, a primeira das condigoes de estabilidade em (A.78), que pode ser escrita como

- ﬂ%(l >0, (3.56)

para ¢ = 0 obteremos a fungao , agora univoca, definida como:

A/t )2
1= ajl (TG—‘M/l)
TG > AZL

Esta fungdo no limite que o cresce é

To(e) = | 5 <%)2 Ja (3.57)

Observe que este é um resultado vilido para qualquer regra de aprendizagem do tipo

(2.7).

3.3.2 Temperaturas criticas em o =0

Vamos considerar aqui os valores nos quais as curvas Ty cortam o eixo ordenado nos
diagramas apresentados. Dois pontos importantes devem ser observados:
- Em a = 0 uma dada solugao determinada pelo autovalor A, ndo dependera dos outros
autovalores de A e nem do numero de blocos existentes (vide segdo 2.4).
- De todas as diversas temperaturas criticas, uma para cada escolha de ), , somente a

maior representara uma transigao continua.
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]

0.2 1

00 4F—T—— T \[}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.4: Temperatura critica das solugées descendentes em fungdo de Ay aa =10

Efetivamente, de (2.42), vemos que o sistema que determina T é

r , (3.58)
1-Z(1-m?)>0
onde voltamos a usar a notagéo T, = A, /L.
Podemos observar que, se A, = A;, as duas equagdes (note que agora a segunda

¢ derivada em relagdo a “m” da primeira) terdo solugbes arbitrariamente préximas de
m = 0. De uma forma mais clara, podemos ver que a condigdo para que haja solugdo
m # 0 na primeira delas é T < T,, que é uma condigdo menos restritiva que

T.
1——_,1%(1—m2)>0 ,

se A, # A; e A} € o autovalor maximo.
Tendo isto em vista, podemos calcular a temperatura critica em fung¢édo de T, resol-
vendo numericamente o sistema (3.58) . Os resultados sao apresentados na figura 3.4

para a qual escolhemos T} = 1.
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3.3.3 Diagrama a T =0 - Determinagao do armazenamento critico

O limite das equagoes (3.48) para T — 0 resulta :

1 A
M.y = erf( = —g— m,) , (3.59)
Y
- ~ s -2
= [ =0T, (3.60)
é=1
' 9 1/ 1 ), 2
0= Jim o1 -0) = (72} exp{"zan, (7)) > e

Nos interessa solugoes de o para m # 0 , assim, podemos combinar as equagoes acima

em uma unica:

5 [:\1 erf(u) _ 2 e—"’J _2}-1 , (3.62)

onde

O alfa critico o, que é fungao de A, e dos demais autovalores, é o maximo valor de
a para o qual a equagdo (3.62) tem solugao, ou seja, é simplesmente o valor maximo da
funcdo a(u).

Como este valor nao depende isoladamente de A, devemos escolher uma matriz A
parametrizada e estudar seu comportamento com a varigdo do pardmetro. Por simplici-

dade, consideramos novamente o problema de dois blocos com A definida em (3.52).

As figuras 3.5 e 3.6 mostram o comportamento de a(u) que é neste caso

DO | =

Q=

(=] e e - T e
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Figura 3.5: Curvas de o!(u) para (de cima para baixo) ¢ = 0.1, 1.6,3.1,4.6
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Figura 3.6: Curvas de o’(u) para (de cima para baixo, na direita) ¢ = 4.6,3.1,1.6,0.6,0.1
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para alguns valores de A; e A,.

Para saber se as solugoes que aparecem nas figuras 3.5 e 3.6 sdo realmente estdveis

devemos novamente recorrer as condigdes (A.78) que para T =0 é

1-T,C, >0 y=12 , (3.64)

onde C, é dado por (3.59).

Para o caso especifico das solugdes em questao as condigoes podem ser escritas como

er f(u)

U

e’ >0 para T\ = 1, (3.65)

e

e erf(u 2 2 €
erf(u) _ >0 para T, = WL (3.66)

24 ¢ U ——\/;e

A condigédo (3.65) para T} = 1 (solugéo de recuperagdo ++ ) é sempre satisfeita salvo
parau = 0 ou oco. Assim, o alfa critico é simplesmente o maximo de cada uma das curvas
que aparecem na figura 3.5.

A coisa é um pouco diferente no caso da solugdo descendente +—. Tipicamente, as
curvas que aparecem na figura 3.6 possuem dois maximos relativos separados por um
vale, onde a fungdo assume o valor zero. Esse zero nada mais é que o valor de u* para o

qual a desigualdade (3.66) torna-se uma igualdade e, desde que a fungao

é tal que é sempre positiva para v > u* e sémpre negativa para v < u* , a condigao
(3.66) significa que, na fig. 3.6, somente as solugdes & direita dos vales sio estdveis, e os
‘maximos da direita sdo aqueles que interessam para o célculo de al.

Com estes resultados em mente, ja é possivel tragar as curvas de a em funcdo dee. As

figuras que seguem sdo respectivamente as curvas que correspondem ao problema de uma
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0.16 A
0.12 A
o
~
0.08 4
0.04 4 //
~
b ~
\\
0.00 T T v -T T T T T T T T 1
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0

Figura 3.7: Curvas de al(g) e a’(¢) para uma dnica hierarquia . A linha pontilhada significa

solugées instdveis

0.16 ~

0.12

0.08

0.04

0.00

Figura 3.8: Curvas de (de cima para baixo) al, a2, o e a? para 3 hierarquias . A linha

pontilhada significa solugées instdveis
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hierarquia (dois blocos) estudado acima e aquelas para um sistema de trés hierarquias
(oito blocos) com a matriz A definida tal como (2.9) com os autovalores (2.64).
O limite assintético da figura 3.7 quando € — oo é

1
5(0.138)

pois, neste caso, vamos recair no problema de duas redes de Hopfield cada uma com L‘;—

neuronios. Para a figura 3.8 este limite sera

oy

.= 5(0.138)

3.3.4 Condigéo para a existéncia da curva T}

Observamos que, ao passarmos da figura 3.1 para a figura 3.2, hd o aparecimento da
curva TZ. Como foi dito anteriormente esta curva marca os pontos a partir dos quais a
energia livre do estado (+—) torna-se menor que aquela da solugdo de vidro de spin.

Nesta segdo, discutiremos qual a condigdo, sobre o valor de A, que determina a ex-
isténcia desta curva para uma solugdo geral 4. Isto sera feito através da comparagao
entre f, e f,, no limite em que o — 0.

Do capitulo 2 temos que

fy = 1% m? 5 In2 cosh(3% m)
(3.67)
com m = tanh(ﬁ%’i m)

No caso da solugao de vidro de spin, temos de (3.53)

q= /Dz tanh’ ( \Fxg 1—,3::(/10— P z) (3.68)
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-0.4 -

"'0.6 T T T T T ] T T A
0.0 0.2 0.4 06 0.8 10 T

Figura 3.9: Gréficos de f,(T) para A, /£ = 0.5,1 (de cima para baixo) e f,,(T) (linha tracejada),
onde f'=f + Tln2.

no limite @« — 0, o Ansatz apropriado para g é
£

=) + Cr va (3.69)

9 = (1_T

onde C, devera ser calculado de

1 —TL
(1- T;—) = /Dz tanh? (I—-Tﬁ- z) . (3.70)

C.

Como a condigao 1 — f(1 — q) > 0 deve ser sempre satisfeita, a unica solugdo que

interessa é ¢ = 1. A energia livre resultante dai pode ser escrita nos mesmos moldes de

(3.67) como

foo = 3 (%)2 — 5 J Dzln2cosh(X 2)
(3.71)

com (1 -T) = [ Dztanh®(X 2)

A solugao numérica de (3.67), para %’L = 0.5 ,1 e (3.71) sdo apresentadas na figura 3.9.

Observe que f,, para @ — 0 é independente da arquitetura da rede, representada por A
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e seus autovalores. Sendo assim, a condigao para que f, a intercepte em algum ponto é

f+(0) < fu.(0)

e como, de {42}, sabemos que

N | =
|

5H(0) = -
a condigao final para existéncia de Tg é apenas

% > — . (3.72)

™

Assim,para todas as solugdes que satisfazem (3.72) existe uma regiao em o = 0 onde suas

energias livres sao menores que a de vidro de spin. E portanto, existe a curva Tg.
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3.4 Analise de Sinalxruido

Nesta segao, serd apresentado um método alternativo para o célculo da capacidade
maxima de armazenamento de padrdes em uma rede de neurdnios. Ao final, serd possivel
comparar os resultados obtidos aqui com aqueles calculados na se¢ao anterior por campo
médio.

O método consiste em calcularmos a probabilidade de que todos os padroes armazena-
dos na rede sejam es"‘téveis no limite N — co. Observa-se que, esta é uma funcao de-
scontinua do parametro a = %, de forma que, acima de um certo valor @ = a, ela passa
descontinuamente a assumir o valor zero.

A condigao para que uma dada configuragio {S5;} seja estavel no sitio 7 é que o valor

S; esteja alinhado com seu campo local, ou seja,

S: = sgn(hi) , ' (3.73)
ou ainda,

h; S; >0 s (3.74)

No nosso modelo, o campo local é dado por
(b)
hi=)Y Aw Y, J5S; 1€a (3.75)
b j

De acordo com nossos resultados anteriores, para cada padrao original armazenado £,
o sistema é capaz de recuperar, além destes , uma familia de padrdes descendentes {7*"},

v=1,2,...¢, onde

=, i€a (3.76)
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IS
<
i

AT , (3.77)

Substituindo estas solugdes em (3.74), usando (3.75), obtemos para a condigdo de esta-

bilidade a seguinte expressao

(b) ,
vy €D Aw ) D & el >0 . (3.78)
b i v

Se separarmos o termo de sinal ( = v ) do termo de ruido, ou seja,

(b)
Now) 3 Awvy +v] D) Awvy 3 3, & & & >0
b b

i v(viau)

Nody + 973 Awvyxe >0 . (3.79)
b

observamos que,como os &' sdo aleatérios com probabilidade 1/2 de ser +1 ou —1, a
variavel
& v(vi#n)
o= D & & &
i v ’
possuird uma distribuigao binomial que no limite em que o nimero de termos da soma
cresce ( neste caso X ¢ uma soma de (p — 1)/Ny termos ) pode ser escrita, pelo Teorema

do Limite Central, como:

1 - Xa
P(Xd) - 27rpN0 eXP (2PNO) . (3.80)

Portanto, a probabilidade de ter o neurénio do sitio i € a alinhado com seu campo

local , quando toda a rede esta na configuragao {S} = {n*"}, ¢,
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86
Pil-“Y = / H de P(Xb) 0 (N()A-y + vZ Z Aub va;y) ’ (3'81)
—oo Ty b

que fica mais convenientemente escrita, se definirmos as novas variaveis x; = (v)xsvy )/(v/2pNo)
, da forma

e B (i) g (,\7 +(228)' 23 An x;) (3.82)
b

da identidade

A integral multipla acima pode ser transformada em uma integral simples por meio

) o '
L= /_w i /_m ﬁ exp {ip(§ — By Aw xb)} - (3.83)
Assim,

e[ [

exp <-—£2—aﬁzb: A:‘;b) 6(Ay + &)

e, finalmente, usando z = ¢/(y/3 A%,) resulta

(3.84)

o0

P =

2 A
; dze™* §(z + ——r=) , (3.85)
ou seja,
1 1/2
b
onde

(3.87)
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Como sabemos, P/ é a probabilidade que o estado 7*” seja estavel no sitio . A proba-

bilidade que todos os p = aN sejam estdveis em todos os N sitios é entdo:

P(),) HH P = (PFT)eNt (3.88)

O tnico modo de P(A,) nao ser nulo no limite termodinamico é se P/" tender a 1
neste limite. Pela forma funcional de (3.86) isto significa que podemos expandir P(A,)

para valores grandes do argumento da fungao erro, ou seja,

P(\) = (1_\/5_7‘;0 e

e e +... (3.89)

onde C' = A,/1/¥, A%, Se exigimos que o segundo termo acima seja menor que um certo

x finito obtemos a condigéao :

c
a < Y, . : (3.90)

Uma das propriedades da matriz A é que a soma 3, A%, ndo depende do indice de

bloco “a”, assim, podemos escrever

1.t
ZA bAba = - ZA bAba = ZT’réz = Z ZA? ) (3.91)
a,b 6=1
e entao,
AZ
[ed]sr = - . (3.92)

2InN Y%, A2 ’
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1.0

———
a——
—-——

0.0

1 1
0.0 1.0 20 30 40 2.0 60 &
Figura 3.10: Comparagdo entre os resultados de campo médio (linha cheia) e sinalxruido (linha
pontilhada) para a razio (;g%;;?m) no caso de (de cima para baixo)y = 1 e 2, para um sistema

de 2 blocos.

que pode ser escrito como a razao

a; 2 : 2 '
Hopfield = )\—, / Z As (3-93)
Qe SR §=1

onde nds usamos o resultado de sinal-ruido do modelo de Hopfield

[afapfield]SR — (2 In N)«-l

Uma boa comparagao com os resultados de campo médio pode ser feita simplesmente

a1 -~ ~ . -~ L
superpondo as curvas de | —55nr | em fungdo do pardmetro €, obtidos da relagio acima,

e

com aquelas das figuras 3.7 e 3.8. Isso é feito nas figuras 3.10 e 3.11.

Para o caso de uma hierarquia, os autovalores em fungdo de € séo

Moy | b€

2 2 24¢

’

e, para o caso de trés hierarquias eles estao listados em (2.64).
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Figura 3.11: Comparagdo entre os resultados de campo médio (linha cheia) e sinalx ruido (linha

pontilhada) para a razéo (-g;a;%';;m) no caso de (de cima para baixo) vy = 1,2,3 e 4, para um
(22

<

sistema de 8 blocos.



Capitulo 4

Investigacao do espago de interagoes

4.1 O problema de Gardner

Até este momento, temos considerado um sistema com uma fungdo de energia bem

definida, do tipo
1
H = _52‘7"" S: S; : (4.1)
i,j

do qual nos interessa investigar propriedades de armazenamento e recuperagio de padraes.
As interacao sindpticas {J;;} sao varidveis fixas determinadas pelo conjunto de padrées
{¢!'} para p = 1,...,p que queremos armazenar e também por algumas caracteristicas
arquitetonicas da rede. As variaveis {S;}, que representam os estados de cada um dos
neuronios, sao as variaveis dinamicas do sistema.

Usando técnicas de mecéanica estatistica, podemos, definidas as {J;;}, encontrar os
possiveis estados estaciondrios do sistema. Isto é feito através da solug@o da equagdo de

estado onde a quantidade a ser resolvida é o parimetro de ordem macroscdpico associado

a S;
1 o
m' = — Z <& < S>> (4.2)
N u

90
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com < ...>r e < ...>¢ significando as médias térmica e configuracional.

Uma das mais importantes informagdes que podemos extrair da solugdo desta equagao
¢ o numero maximo de padroes, p. = a.IN, que a rede pode armazenar, de forma que
ainda tenha m* # 0 como estado estaciondrio. Assim, em resumo, o método consiste
em definir o sistema através de {J;;} e a partir dai extrair as propriedades, como por
exemplo a,.

O método de Gardner {44] busca resolver o problema inverso. Considera que tenhamos
como variaveis fixas os estados de neurénios, que sao dados pelas memorias que desejamos
armazenar S; = £ . As quantidades dindmicas, aquelas que permitiremos variarem,
passam a ser os acoplamentos {J;;} , que a principio nao sao necessariamente simétricos,
isto é , em geral J;; # J;;. Assim constrdi-se equagdes de estado para quantidades
macroscopicas relacionadas com J;;, a partir da condigao que S; = ¢! sejam os estados

estacionarios da dinamica

Si(t) = sgn(h:(t + At)) , (4.3)
com o campo h; dado por
; Ji;Si(t) (4.4)

para todoi e p .
A solugao destas equagoes também nos leva a determinagao de uma fragao critica de
armazenamento ¢, . Este valor € um limite superior para qualquer modelo. Isso porque

o método consiste em varrer o espago N(N — 1)-dimensional dos {J;;}, que é na verdade
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o espago de todos os possiveis modelos, a procura do modelo 6timo, o qual armazenard o

maior numero de padroes.

Apesar da determinagdo deste limite superior ser muito importante, a sua validade
na pratica é pouca pois, ja que J;; sdo variaveis dinamicas, ndo temos acesso ao valores
delas que caracterizariam o modelo 6timo. O modo de contornar este problema é usar
este método em conjunto com algum algoritmo [44] que permita a construgao das solugdes

{J:;}, coisa que nao faremos.

A aplicagao do método de Gardner para o caso do armazenamento de padroes descor-

relacionados, ou seja, tais que
<€ >=0 pFEY,

onde o espago dos possiveis modelos estd restrito a condigdo esférica

Y. Ji=N i=1,...,N (4.5)
J

tem como principal resultado que existe um conjunto de escolha das sindpses {J;;} para
o qual é possivel armazenar um numero maximo de p. = 2/N padroes. Observe que o
valor a. = 2 é bem maior que aquele previsto pela andlise de sinalxruido da regra de

Hebb, o que mostra que esta regra esta longe de ser a 6tima.

O que faremos neste capitulo € calcular o armazenamento critico para o caso em que o

espago das possiveis escolhas das interagoes sinapticas é mais restrito que aquele originado
da condigao esférica (4.5). Esta condigao mais restrita tem como objetivo simular uma

estrutura hierarquica semelhante aquela introduzida na segio 2.1.
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4.2 Método de Gardner para um sistema com hierarquia nas
interagoes

A principal caracteristica do modelo que temos estudado é sua estrutura espacial. Esta

foi bem representada no capitulo 2 pela dependéncia, via a matriz A, da sua intensidade

de memorizagao por sinapse (2.15) com os indices dos blocos onde estdo os neurdnios que

se ligam pela respectiva sinapse. Agora, por conveniéncia, vamos trabalhar com outra

quantidade igualmente representativa, também definida na referéncia [36), denominada

“intensidade sindptica acumulada” , no nosso modelo dada por
| T ;=< T >e= o Aa)” (4.6)

onde foi usado

\71']' = AainIj{ ) (4'7)
com a regra de Hebb devidamente normalizada

Ji = '\71_1—\/ doee . (4.8)

Podemos estabelecer um paralelo entre esta quantidade e o tipo de vinculo que deve
ser utilizado se quisermos determinar o conjunto de todos os pontos {J;;} que represen-
tam modelos com interagoes hierarquicas. No modelo de Hopfield, a soma sobre “i” da

intensidade sinaptica resulta

Z [T ”,'21': alN ) (4'9)
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e a generalizagao para um espago maior, que contenha este modelo, ¢ imediata [44], dada

por

Y Ji=N , (4.10)
J

onde « foi absorvido em J;; e N € essencial para que o campo (4.4) sobre cada neurdnio
seja o(1) no limite termodindmico. No nosso modelo o modo que consideramos ideal
para esta generalizagao é quebrar o vinculo esférico (4.10), que acopla N varidveis, em £

vinculos esféricos sobre Ny = N/{ variaveis cada um deles dado por

(b)
Y Jii = (Aa)* No i€a . (4.11)
E

E facil verificar que o modelo definido por (4.7) esté contido no espago delimitado por

estes vinculos. O volume deste espago é:

(b) (a)
0 = [T14% 1114 (m _ A:,,No) | (e12)
1,7

a,b 1 ]

O prdximo passo seria determinar qual a probabilidade que, dados os p padroes {¢/}
, um certo ponto {J;;} escolhido neste volume os tenha como estados metaestaveis da

dindmica (4.3). Esta probabilidade é proporcional a fragdo de volume que satisfaz a

condigao

&R >k Vi, u , (4.13)

onde k > 0 significa que estamos interessados em que estas configuragoes além de serem

estaveis também possuam uma bacia de atragao finita.
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Esta fragao de volume é

Vp = : (4.14)

onde

¢) /(@
ax) = [ [[ a7 [T0n: - 0 IT1] (Z JZ - Aj,,No) : (4.15)

12 u ab 1 J

A fragao Vp, e consequentemente {)(a, k), devem se colapsar em zero para uma dada
curva a. = a.(k) que representa a fragao critica de armazenamento. O valor maximo
desta fungao sera atingido quanto permitirmos armazenagem com bacia de atragdo zero,
ou seja, no caso de k = 0.

Apesar de podermos extrair de V7 toda a informagao necessaria para obter a, vamos,
optar por apresentar um formalismo ligeiramente diferente, mas que propicia um mel-
hor entendimento do método em termos da mecéanica estatistica. Considere o problema
acima como sendo equivalente aquele de determinar as propriedades macroscopicas de um’
sistema isolado. Para isso devemos utilizar o ensemble microcanodnico , que nesse caso
¢ composto de um grande numero de sistemas idénticos, dos quais a unica informagao
disponivel é que, para cada um deles, as p configuragdes {¢/'} satisfazem a condigao
(4.13). A questao fundamental neste neste caso é determinar qual é a probabilidade de,
ao escolher um destes sistemas, obtermos a configuragao sinaptica {J;;}. Esta densidade

de probabilidade é

1 ab i i

(a) /()
P({Ji}) = 5(;1;)‘11@(5?’1?—@1—[ _ 6(Z$§—AibNo) - (416)

O valor de P é zero para todo os pontos {Jij} que ndo satisfagam (4.13) ou que nao
estejam contidos no volume (4.12). Qualquer informagao macroscépica deve ser obtida a

partir das médias de ensemble

0=< [dT,0{TNPUTN) > (417)
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que podem ser calculadas de uma unica quantidade basica que € a funcdo geradora destas
médias, dada por

1

G = 7 <InfQer 17 >e (4.18)

onde y* é o campo associado a J;; .

A fungio G, para y7 = 0, é uma fungao analoga & entropia associada ao espago
de estados definido pelo volume Q(a,x). Como o sistema é completamente conectado,
podemos calcular esta fungdo exatamente com auxilio do método de ponto de sela. As
equagoes de ponto de sela, por sua vez, serdo como equagoes de estado, derivadas a

partir do critério de méxima entropia, das quais sera possivel tirarmos as informagoes

que buscamos.

4.2.1 Determinagao de o, no caso de armazenamento de padrées descorrela-

cionados

Estabelecido o método, vamos passar a sua aplicagdo. Observando que o volume

“ »

Qa, ) é separdvel na forma de um produtdrio sobre o sitio podemos escrever

1
G = ¥ < InQa, k) >e= - Z <InQ,(a,x) >¢ . (4.19)

O célculo de G , analogamente com o que aconteceu com { no capitulo 3, exige que usemos

réplicas, ou seja

Q> -1
E lim S e , (4.20)
n—oc n

onde omitimos, por economia, os argumentos de §1,.



4. INVESTIGACAO DO ESPACO DE INTERACOES 97

O volume replicado ¢, entao,

)

<QF >e= /de"H < H@ EHRMP — k) >¢ H5 (Z ~ Aa,,No) (4.21)

P J

e, usando

Oy —x) = / dA / & e (4.22)

podemos realizar a média sobre os padroes resultando

@ = <H@(£h‘°—f€) >¢

4

P

= /deA"/w H-d—m:eizﬂzpyﬂcos(—i—z:c"@p) . (4.23)
LIS - ", 27 § \/N
Expandindo o cosseno até ordem o(1/N) obtemos

:/dev/“ Hflf—

exp(s Zﬁﬂ——zw EAww+ﬁﬁLwW» ;o (a29)

oe'

onde foi introduzindo o parametro
1 @ :
P
w =N > <TLTf >
j

através de

()
1= [agoe - L) (4.25)
Jj
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Assim, finalmente obtemos

]. 1 1
< >¢= [dBdFdg exp N {QZ(A?,,,ZE& - S EE 2 %)+ a@} (4.26)
b P)

pEP

onde dE significa a integral sobre todas as varidveis E7, , o mesmo valendo para dE e dq,
e

P p#p’

%s = In / dJ exp (—%(}: ES(T?Y + ). Fregeg "')) . (4.27)

A regido de o para recuperagao perfeita é tal que a solugdo de simetria de réplicas é

sempre estavel [45]. Assim, fazendo E% = Eg , Fif "= Fa € ¢°f = qab para as solugdes

D (A% — gqa) +1, zb: Qab T z) } ,(4.28)

do ponto de sela, podemos escrever

s

@:/Dz{/gmd:z:/K 3. <P (imy—%mz

YR

onde linearizamos a variavel z? através de

exp{%;qdb(; ;,;P)2} — /Dzexp {i %;qabzzf’ z} , (4.29)

P

com a notagao
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« ”

Se considerarmos primeira ordem em obtemos

/1
@:n/DzlnH( ‘Z”q""wm) , (4.30)

\/[ Zb Aab - qab)

onde

= / Dze™ 5% . (4.31)

De forma semelhante, podemos integrar J em %, resultando

n 2T Fab .
= — 4.32
7 2 {ln (Eab + Fab> * Eo — Fab} ’ (4:32)
e, portanto,
<> = /dgdgdg x
1 9 ( 2T ) Fy )
Eob + qap Fop +1
expnN{2£Z<Aab b Gaper 0 Eab+Fab +Eab'—Fab *
o / Dzln H(()} (4.33)
com
b 2+ K
¢= V& E"q i . (4.34)
\/ Tu(A2 — ab)
Substituindo a expressao (4.33) em (4.20) , usando o limite termodindmico e apds, o

limite de réplicas, obtemos para a grandeza g = % :

1 2 Fab ) /
_ 1 DzlnH((). (4.
23 ( 2, Eoy + qusFas + In <Eab = Fab) + gt ) +a [ DanH(Q). (435)
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As equagoes de ponto de sela para as varidveis Fg, e Fy, sdo algébricas. Logo podemos

resolvé-las e substitui-las em g, fazendo que esta fungao dependa somente de ¢,b. Essas

equagoes sao:

dg 1 F,.
- - - % =0 4.36
aFac 2£ (Qac (Eac + Fac)z) b ( )
dg 1 1 F,
= — A2 —_ —_ id = 0 . 4-37
oE. ~ o ( Bt Fo (Bt Fac)z) (4:37)

E o resultado da substituigao €
qac
F“C (‘1<21c - qdc)z ’ (4.38)

1 Gac
_ _ 4.39
Fas A2 —qoc (A2 —qac)? (4.39)

Voltando a g temos

1 Al Qab }
S In ab 2 +a/DzlnHC , 4.40
! £ ; { Aﬁb — qab Aib — qab ( ) ( )
com ¢, dado por
69 1 9ab 6%62 ac >
. o % D o =90 s 4.41
Ogec 26 (A%, — qu) a | p: V3T H(C) (aqac (4
onde
a¢ 1 ( Y Al )
= 3 z4+ kK . (4.42)
Ot (\/iTo(A2 —qw)) \ViTs0w
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E imediato verificar que

0¢ 1 0 (1 A
- 2 (z2 +—g) , (4.43)
6qa° \/% Zb(AZb - qab)\/% Zb qab 0z \2 2

logo podemos integrar z por partes em (4.41), e obter uma expressao mais compacta para

o conjunto de equagdes de estado que determinam g,, Ou seja,

1 Qab 1 o / 1 _s2
S Seb 2 Dz et b=1,...,0 (4.44
2% (A — )~ Tsa(dh —qw) 2n ) D7 () (4.44)

Considerando que o lado direito de cada uma das equagdes é completamente indepen-

dente do indice “b”, resulta que podemos escrevé-las como

Qa1 Qa2 Qat 1
- U . N , 4.45
-l ~ (A —aa) A —q) ~ @ (4.43)

onde definimos

1 1 o _1,2
e = I, (A% —qu) o7 RZE SN (4.46)
4 al a

Estamos interessados na determinagao do valor maximo de a. . Esta informagao ¢
resultado de tomarmos o limite € — 0, ou seja, ¢,5 no seu valor maximo Aj,.

De (4.45) nés temos

2
Qab = A:b + 52- :t %\/ 4A3.b€2 + 64 ) (4.47)
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onde devemos escolher o sinal negativo, pois sabemos que g, < A2,. Para € préximo de

Z€To

Qs ~ A% — Age . (4.48)

A quantidade { torna-se

1 2
-E Aa Z+K

¢~ th" b , (4.49)
\/ZZbAabf

e, se usarmos a expressao assintética de H(x) para argumentos grandes,

1,2

€2

V2T 2z

H(z) ~ O(-=z) + (4.50)

nds finalmente obtemos a expressao de como varia @, com o parametro x, que dd uma

medida do tamanho da bacia de atracao

1 A2 o0
a:l = zl%a—b)i /;K’ DZ(Z — Kll)z ’ (4.51)
{ £sb ‘Lab

onde &' = k/\/} Ty A2,

Usando a expressdao dos autovalores da matriz A podemos ainda escrever
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No limite que o tamanho da bacia de atragao vai a zero temos

z
R

a.(0) = 2 (4.52)

que é perfeitamente comparavel com o que obtivemos na analise de sinal x ruido, para o

caso da recuperagao do padrao ancestral. Vemos que

Qe

Hopfield

Q.
ardner = (4'53)
[a? ¢ }Método de Gardner [ac

J Sinal-ruido

Az ’ . . 3 -
Como z—”\—, € sempre menor ou igual a um, concluimos que a introdugdo da estrutura
¥
espacial, pelo menos nos moldes que viemos aplicando, sempre se traduz numa piora
da capacidade de armazenamento da rede. No caso especifico do problema de Gardner,
isso mostra que a escolha 6tima de padroes, aquela que possuiria uma fragao maxima de
maz — a | definid 4.12
armazenagem a*°® = 2, nao se encontra no volume definido por (4.12).
A semelhanga entre o resultado obtido aqui e aquele da andlise de sinal x ruido nos

estimula a seguir um pouco mais adiante.

4.2.2 O Método de Gardner e a Armazenagem de Padroes Descendentes

Na analise de campo médio do hamiltoniano

{a) (b)
M= 2y Aad ) 555 (4.54)
ab i 7.

observou-se que, além das p memérias {£!'} armazenadas via regra de Hebb, que denomi-

namos padroes ancestrais, o sistema possuia outros estados metaestaveis de configuragoes
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microscopicas conhecidas. Para um tipo particular deles, que sdo aqueles escritos como

i = ¢ o) 1€a , (4.55)

onde 7" € autovetor de A com autovalor A7, foi utilizada a analise sinalXruido para

determinar a capacidade maxima de armazenamento no caso de uma recuperagao perfeita.

O resultado obtido foi

A2 .
T — ¥ Hopfield 4.56
4 26 AZ ac ? ( )

a

onde o) ¢é a armazenagem critica para {n*"}.

Duas interessantes questdes que se poderia colocar sdo: Existe possibilidade de inves-
tigarmos o armazenamento de descendentes usando o método de Gardner 7 E se caso isso
for possivel, o resultado nao seria de alguma forma, a exemplo do que obtivemos para o
caso dos padroes ancestrais, semelhante a (4.56) 7

Se substituissemos (4.55) diretamente na expressdo para a condigdo de metaestabil-
idade (4.13) e seguissemos calculando, chegariamos ao mesmo resultado que obtivemos
usando os padroes {£}'}. Isto porque o método de Gardner néo distingue entre eles. Tanto
{n*7} como {€/'} nao passam de dois conjuntos de p padrdes descorrelacionados entre si.
No caso da analise de sinal x ruido, tal distingéo € feita explicitamente quando usamos
a regra de Hebb, a qual especifica quais sao as configura¢ées armazenadas como padroes
ancestrais. Sendo assim, se quisermos estudar as propriedades de armazenagem de de-
scendentes pelo método de Gardner devemos nédo sé exigir a condigao de metaestabilidade
para estes como também para os seus ancestrais. Além disso, o problema deve, de alguma
forma, carregar a informagdo de quais padrdes sdao ancestrais e quais s@o descendentes.

Nesta segdo estudaremos o caso mais simples de armazenagem de ancestrais e descen-

dentes, que consiste em armazenarmos p padroes {£/'} junto com outros p padrdes {n*?} ,
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que sao construidos a partir dos primeiros pela inversdo do estado dos ultimos N/2 sitios

, Ou seja:

(4.57)

*
|
©[Z ofz

A disting@o entre quais sao os padroes ancestrais e quais os descendentes faremos
através do tamanho da bacia de atragao. A razao disto é que observamos no capitulo
2 que os primeiros possuem sempre menor energia livre e, consequentemente [19], maior

bacia de atracao que os outros.

Assim, o volume de interesse no espago de interagdes devera ser

U a, Ky, K2) / H dJ;; H e(f”hl’# K1)

(b) (a) '
<O #h2* — k) [T [ 6 (2 73 - A:,,No) )

a,b i

com K; > Ky ,a,b=1,2e

Z U'?:

Jj

ﬂl

YT, kY=
J

élH

Como estamos considerando um sistema com uma unica hierarquia (dois blocos), a

matriz A é de dimensao dois, dada por

A A
= |77 (4.59)

A, A

com A1 > Az.



4. INVESTIGACAO DO ESPACO DE INTERACOES 106

Seguindo os passos da segdo anterior devemos calcular < Q™(a,xy,%2) >¢ que pode

ser posta na forma mais conveniente para aplicagdo do ponto de sela,

<Q>¢.= [ dEdFdq expN 1 A? E? — q” F"" + 2 %) + a@* } (4.60
¢ ="="41 z‘e ab ab
b P pEp'

Esta expressao é idéntica a (4.26), salvo que temos @* ao invés de @ definido em (4.23),

e as somas sao sobre apenas dois blocos. Neste caso @* é dado por
@ = <J[O(¢h™ - £1)O(NIHRIH — k) >¢ . (4.61)
p

Expressando as fungoes ©(z) em termos de integrais (4.22), operando as médias sobre as

variaveis ¢ e tomando primeira ordem em 1/N obtemos

P

[T [T T8 p (s et + 2200

1 p 2,20 P 2,20 , , ,
-Gy BT BIIAR (s 4 gy - 6 ))) (4.62)

P! b

) ]
Se for suposto simetria de réplicas Ef, = Eq , FfY = Fy € ¢%f = gab , considerarmos

a =1, suprimindo este indice , podemos fazer a seguinte troca de variaveis

—p _ I + (IJ; —p _ (IJT— Ty (4.63)

_ p P _ AP — )P
A1 + AZ 1 2 (4-64)
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que resulta em

o0 M-V I dz} dzf

* P 1 2

e = /'_‘JM" H /z X H / 2r 2w
72 P K'l'_ 1

P

X exp (iZ(mfj)\ﬁ - %(Ai - qc)(fs)’)

pic

X /Dlezz exp (zz qczcz EZ) . (4.65)
c p

onde a introdugio de z, e z; permite a integragao nas variaveis T ,

dX dX, 11+ "
@ = 3 L (et vae =) :
/D21D22 {/1 e / e exp(— eC(AC + /4 2c) } (4.66)

ee.= A2 —q. .
A expressiao final para a entropia g* , considerando a aproximagao de ponto de sela e

levando em conta que as equagdes para E e F sao as mesmas do caso anterior, é:

. 1 A? qe
g = ZZ{InAZ—qc_Af—qc}+a /Dz1D221nW , (4.67)

com a fungao W dada por

W = {H( A+ C+Cr)) - H(\/fi(x—cl+c,))} . (4.68)

Ci
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onde definimos

O = (B s s (4.69)

"2"2 + /3 22) . (4.70)

A obtengao das equagbes de ponto de sela para'os parametro ¢; e ¢, a partir das
derivadas de g, envolvem uma grande quantidade de cdlculos sem absolutamente nen-
huma novidade, de forma que apresentamos somente as expressoes finais, deixando para

o apéndice 2 os passos intermediarios. Estas sao:

2 _l_= _ 2 2
@ o_ 2 i/mpze“M@%qu+eWW““qu(uu
E:{' €1 1+ € 2T ! ? W )
2 2 2
@ _ 2 i/mpze“M““HMJ—emw““qu(um
E% € + €g 271' ! 2 W :
onde
Ci — 6201 :*:6102
(€1 + €2)

O primeiro teste ¢ verificar se estas equagdes se reduzem a (4.44) na situagdo que
armazenamos somente ancestrais. Comparando (4.23) com (4.61) vemos que armazenar

somente ancestrais corresponde a tomarmos k; — —oo. Neste limite observamos que

(C1 + C;) = \/'1 (\/_M + a1z + q222)
(C,—C;) — o0

¢+ — o0

, (4.73)

\C_ - T



4. INVESTIGACAO DO ESPACO DE INTERACOES 109

e portanto

W — /m—w DAH(-X + '\71?—1(‘/5“‘ +Vaiz + V5:22)))

1
Ve

de forma que as equagdes para o ponto de sela ficam

= H(—=(V2r + V@in + vV&2)) (4.74)

@ 2 a e Hatg VI tantvEn)? )

=5 = — / .DZ] D22 1 (4'75)
§ ateor H(G= (V2 + e + /@)

6 2 A

=5 = — / D21D22 1 (4’76)
€ € + € 2my H(;—,—;(ﬂm + /@121 + /0222)))

e, se usarmos, de (3.85), que
/ D2, D2 F(K + Az + Bzy) = / D:F(K + VAT 1 B%2)

finalmente recuperamos as equagoes do problema anterior.

Como na segao anterior, nos interessa resolver as equagbes (4.71) no limite em que
2 2
a — A, @ - A4,

ou seja,

¢ — 0 , e2 — 0

pois dessa forma se obtém o armazenamento critico [44].

Os detalhes da aplicagao deste limite se encontram no apéndice B , os resultados finais

sa0:
2
— ! 3/ +
Q= P Dz, Dz K (4.77)
_ S 3/17 Dz K- (4.78)
2T atar avs '
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com

Kt = T 0(-C)O(~ | Ci | +Ca)(| C1 | —C)?

€1 + €2

+O(=C1)O(— | C1 | =C)(1 C1 | +C,)
+0(C1)0(—2 | €y | +Ca)(| €y | +CaY
+0(C1)0(-2 | €1 | ~Ca)(| €1 | ~Ca)')

e L L PR AT EA A

€, €1

K- = 2ra {0(=C)O(= | C1 | +Ca)(| C1 | —Ca)?

€ + €

+ O(=C)O(— | C1 | =C3)(| C1 | +Cz)2
+ @<cl)e<—j—j | Cy | +C2)(| C1 | +C,)?

+0(C1)0(~2 | €y | ~Ca)(| €1 | ~Ca

n 2mer(e; + €3)

2
€3

E para k; = kK, = 0, que corresponde ao a, maximo, temos:

2¢2 2 Al A/E t—A\?2
g = b2 =2 dt (-) )
€ + € € +e mJoa t2+1

110

(4.79)

@(cl)@(:—f [ C) | +02)@(-:-:- 1Cy | =Ca) (C1) - (4.80)
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€1+ € 202 [A/E ( 1 )2
24 dt .
+ € m Jo t2+1 (4.81)
2¢2 2 A [E/A i AN?
: e
K 61+62a{61+62(7r ~-A t2+1 )
Late 24 P ( i )2 (4.82)
€ m Jo t2+1 ) ’

Aqui definimos E = €,/€; (observe que este parametro nada tem a ver com com o E
variavel de integragao definida anteriormente) e 4 = A4,/A,.

Combinando estas duas equagdes sabendo que ¢; = A? e g = AZ, resulta em um
sistema de equagdes para as variaveis E e «, cujas solugoes dependerdo do parimetro A,

que dd a informagao sobre a modulagdo do sistema. Este sistema é

- 9 AIE i AN? A/E 1 \2
T dt( ) 2/ dt( ) 4.83
2« 1+ E? /_A 241 + 0 241 ( )

™ 2E? AIE 7t AN? AlE 2\’
A dt( ) 2 / dt . (4.84
2a A2(1 + E?) /_A 211 Tk (t2+1) (4.84)

A solugao numérica da fungao a. = a.(A) que sai deste sistema ¢ apresentada na figura
4.1. Observamos que o armazenamento critico € praticamente insensivel a modulagéo do
sistema, ficando sempre em torno de 1 que é o valor correspondente ao caso em que

armazenamos aN padries em uma rede de N/2 neurdnios.
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1.00 -
0.80
X 0.60 -
0.40 4

0.20 -

0.00 - T T T T T T

Figura 4.1: Variagdo de a. com A;/A, para o caso de armazenamento de ancestrais e descen-

dentes.



Capitulo 5

Conclusoes

No decorrer dos trés capitulos anteriores, estudamos quais seriam as propriedades de
uma rede de Neurdnios que possuisse uma modulagio espacial na intensidade de suas
ligagOes sinapticas. Esta caracteristica estrutural da rede pode ser descrita da seguinte

forma: O sistema ¢ dividido igualmente em £ partes ou blocos, e a quantidade

< T >e

({32 “j ”

deve variar de acordo com os blocos a que pertencem os neurénios “i” e . A matriz

que da esta variagao, ou modulag@o, foi escolhida como sendo gerada pela equagao de

recorréncia
A(3) U
é(f ) = )

o que caracteriza uma relagdo entre blocos do tipo hierarquica (figura 2.2). O parametro
€ nos auxilia a escrever alguns resultados quantitativos para £ > 2 mas, cabe ressaltar,
que tal parametrizagao néo é essencial. Todos os resultados obtidos nos capitulos 2 e 3

valem para qualquer matriz que tenha a forma ultramétrica descrita anteriormente. Por

113
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exemplo, para o caso de £ = 8 esta seria

ay Qaz
asg
az ay
ay
a; az
ag
a;

(5.1)

[5S
Il

a; az
az
a; a
L7
a; G
as
a a

com quatro parametros independentes a; > a; > az > a4. No caso genérico de uma

matriz £ X £ com £ = 27 teriamos r + 1 parametros independentes.

5.1 Resultados

Este trabalho como um todo pode ser dividido em duas partes principais.

A primeira delas consistiu na investigagdo das alteragoes decorrentes da introdugdo
da modulagao em uma rede atratora do tipo Hopfield. Com rede do tipo Hopfield quero
me referir ao fato de haver simetria nas ligagdes sindpticas J;; = J;; e das memorias {£#}
serem incorporadas ao sistema através da regra de Hebb. Para isso foram utilizadas duas

técnicas, campo médio e analise de sinal xruido, cujos resultados discutiremos a seguir.

5.1.1 Redes Atratoras

1. Armazenamento de um nimero finito de padrées. o = 0

- O calculo de campo médio mostra que, além dos estados de recuperagao e estados
espurios, também presentes no modelo de Hopfield, o sistema é capaz de recuperar uma
familia de novos estados os quais chamamos de descendentes. A caracteristica principal
deles € justamente a sua descendéncia, ou seja, o fato de serem construidos a partir do

conjunto original de p padrdes {¢#} [49] [50].
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- Os estados descendentes sao tais que os p vetores m*, que tem como componentes
as magnetizagdes do sistema em cada bloco, sao autovetores ou combinagdes lineares de
autovetores de A. Estas solugdes podem descender de um ou mais padroes {¢#}. Quando

existe apenas um ancestral o nimero delas foi calculado para £ >> 1 resultando [50]

n o~ eO.4Bl

- Os estados descendentes sao sempre metaestaveis e suas propriedades basicas, como
energia livre e temperatura critica, dependem exclusivamente do autovalor ou autovalores
de A a que correspondem. Para o caso de solugoes que sdo autovetores de A observa-se
que f, < fy e T:>TF se A, > A, onde f ¢ energia livre, T* temperatura critica e
A autovalor de A [50].

- Os calculos de estabilidade para estas solugoes mostram que todas elas desaparecem

descontinuamente ao aumentarmos a temperatura [50].

2. Armazenamento de um numero extensivo de padroes. a # 0

Nesta parte, investigou-se as propriedades de recuperagao de somente dois tipos de
estados: ancestrais e descendentes que fossem autovetors de A. Os principais objetivos
eram o calculo do diagrama de fases a X T e a determinagdo do armazenamento critico
para cada uma das solugdes.

No que se refere ao cdlculo de a, também usamos, alternativamente & teoria de campo
médio, uma analise de sinalxruido. Os resultados absolutos desta quantidade nos dois
métodos nao sao comparaveis, pois diferem na sua definigao. Afortunadamente, o mesmo
Nao ocorre para as razoes

Qe
a({{opficld

- Os resultados mostram que, nos dois casos, o armazenamento critico depende ex-
plicitamente da matriz A através de seus autovalores. Além disso, vemos que a introdugao

da modulagao sempre representa uma diminui¢ao da capacidade de armazenamento dos
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ancestrais {£#} , que é tanto mais intensa quanto maior for o valor correspondente a esta

mesma capacidade dos descendentes [51].

5.1.2 Investigagao do Espago de Modelos

Na segunda parte do trabalho estudamos, através do método de Gardner, o espago
de todos os modelos que possuissem modulagio através da condigdo que suas ligagdes

sinapticas satisfizessem:

(b) N
= (5.2)

2 T = A
J

O objeto de investigacao agora € encontrar a capacidade de armazenagem que teria

o melhor modelo, ou seja, aquele que memorizasse o maior nimero de padrdes. Os

resultados foram:

- Para o caso de armazenamento de ancestrais, existe uma diminui¢do deste valor nos
mesmos moldes do que ocorreu para uma rede atratora. Além disso podemos comparar
diretamente este resultado com aquele obtido na anélise de sinalxruido no problema

anterior. Mais do que isso, obtemos a seguinte igualdade:

(22 o2
Hopfield - oGardner
Qc sinal—ruido c Gardner
Esse resultado ¢ muito importante, pois mostra que a condig¢ao escolhida para o Método
de Gardner (5.2) é adequada para representar a modulagao das intensidades sindpticas

que usamos na primeira parte do trabalho [52].
- No caso do armazenamento conjunto de ancestrais e descendentes observou-se que a
modulagio nao parece facilitar esta tarefa. Ao contrario do que era de se esperar, dados

os resultados anteriores, 0 armazenamento critico maximo a, €, ao menos no caso de

£ =2 , praticamente insensivel a modulagao [52].



5. CONCLUSOES 117

5.2 Comentdrios Finais

A investigagao de sistemas de redes de neurénios com estrutura espacial, como ja foi
dito, é importante tanto do ponto de vista puramente cientifico, quando o interesse é o
entendimento dos cérebros bioldgicos, como do tecnoldgico para o qual o objetivo é o pro-
jeto de dispositivos. Contudo, existem poucos modelos que exploram esta caracteristica
e isto se deve principalmente ao fato que, nestes casos, o campo médio deixa de dar a
solugao exata do problema.

No modelo que propusemos contornamos essa dificuldade considerando uma estrutura
espacial macroscopica. Observe que, mesmo que alguns dos elementos de matriz Ag
fossem iguais a zero, significando a nao existéncia de ligagoes entre certos grupos de
neurdnios, ainda assim cada neurdnio se ligaria com um nimero extensivo de outros
neurdnios, o que permitiria a utilizagdo de campo médio como solugao exata.

As principais consequéncias da introdugao da modulagao foram: O aparecimento de
novos estados atratores diferentes daqueles originalmente armazenados e a diminuigao da
capacidade de armazenamento destes ultimos.

Quanto ao primeiro aspecto, devo dizer que os estados descendentes, apesar de nao
terem sido explicitamente armazenados na regra de aprendizado, ndao podem ser consid-
erados como tendo o mesmo status dos estados espurios. Isso porque estes estados séo
conhecidos microscopicamente, enquanto que os outros nao. Observe que, se dizemos
que uma rede esta no estado expurio que mistura as memorias 1 e 2, representado como
m =m(1,1,0,...,0), a Gnica informagao microscépica que dispomos é que existem 3/4N
sitios que concordam com {¢!} e outros 3/4N que concordam com {£%}, mas nao sabemos
quais sao eles.

J4 a diminuigao da capacidade de armazenamento, infelizmente, parece estar forte-
mente relacionada com o fato de haver modulagdo na rede, nao importa de que tipo.
Observe que todos os resultados que obtivemos nas trés técnicas apontam para isso e,
pelo menos dois deles, valem para uma matriz A mais geral que (5.1).

Encontramos muitas semelhangas formais entre o nosso modelo e modelos para ar-
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mazenamento de memdrias com diferentes intensidades [41] e modelos de memérias de
trabalho [47]. Isso porque os descendentes no nosso modelo sdo, na verdade, padrdes
mais fracamente memorizados. Para aqueles modelos, este tipo de meméria mais fraca
também surge, a a = 0, através de uma transi¢ido de primeira ordem a medida que baix-
amos a temperatura [41]. Além disso sua capacidade de armazenamento também prova
ser sempre menor que aquela do Modelo de Hopfield [47].

O ultimo comentario a fazer € sobre a relagao existente entre nossos ancestrais e de-
scendentes. Como escolhemos trabalhar com os padrdes ancestrais ortogonais, resulta
que descendentes de diferentes ancestrais também sao ortogonais, isto porque suas su-
perposigoes sdo zero em cada bloco. Ocorre, porém, que muitos descendentes de um
mesmo ancestral também sao ortogonais. A razao disso é que alguns dos autovetores de
A sdo ortogonias entre si. Isto mostra que o significado de ancestral e descendente aqui
é fundamentalmente diferente daquele usado nos modelos de armazenagem de padrdes

hierarquicos [18] [24] discutidos na introdugdo deste trabalho.

5.2.1 Possives Extensoes

- Seguindo a linha do que foi realizado nos capitulos 1 e 2, podemos ainda investigar
o comportamento de uma rede definida pela fungdo de energia (2.10) quando os padroes
ancestrais nao sio mais ortogonais, ou seja, quando possuirem atividade.

- Uma outra possibilidade é explorar a forma da matriz A, buscando outros arran-
jamentos que nao o hierdrquico. Na maioria dos calculos que desenvolvemos, a unica
exigéncia sobre a forma desta matriz era que seus autovalores fossem positivos, de modo
que ainda temos muita liberdade na sua escolha.

- A hipdtese mais tentadora, no entanto, é fazer uma analise dindmica de um modelo
com modulagao. A vantagem deste tipo de abordagem é que néo esta atrelada a condigoes
como simetria da matriz sindptica, ou entao, a rede ser completamente conectada, exigidas
pelo tratamento da mecénica estatistica de equilibrio; além disso permite a obtengao

das bacias de atracao para os estados estacionarios [46], que nesse caso seriam padrdes
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ancestrais e descendentes.

- Um modo possivel de introduzir assimetria é, mantendo a regra de Hebb, fazer cortes
em algumas sinapses. Além de causar assimetria, estes cortes provocam a diminuicao da
conectividade da rede (diluigao) [27]. O modo de introduzir o conceito de modulagao em

um modelo diluido do tipo discutido no final da introdugao deste trabalho seria trocar a

distribuigao (1.26) por
P(a,J) = Aab5(a,-j - 1) + (1 - Aab)ﬁ(a,-j) ) (53)

comi€a,j€be a,bindices de blocos. Desta forma, podemos diluir diferentemente
as ligagoes dependendo dos blocos onde estao os neuronios. Isto nos permitira estudar
sistemas onde grupos de neurdnios altamente conectados sao ligados entre si de forma

esparsa. Isto é importante pois é o tipo de geometria que predomina nos sistemas nervosos

biologicos [30] [32].



Apéndice A

Estabilidade de Solugoes

O sistema de equagdes integrais, nio lineares, formado pelas equagdes (3.41), (3.42)
e (3.43) possui um certo numero de solugoes que representam os possiveis estados do
sistema. Isto ndo garante, no entanto que estes estados sejam estaveis [48]. Como es-
tamos interessados apenas em estados que possuam uma bacia de atragéo finita ( que
sao os estados estaveis e metaestaveis) deveremos ajuntar a este sistema condigdes que
determinem a estabilidadde de solugdes.

Estas condigdes sao aquelas que garantem que todos os autovalores da matriz formada
pelas derivadas segundas da energia livre em relagao a todos os parametros de ordem
sejam positivos .

A hipétese de simetrias de réplicas ja é uma escolha de um tipo de solugdo entre as
varias que o problema pode ter. Para o célculo da matriz de estabilidade devemos pegar
a fungdo de energia livre na sua forma mais geral, no caso a equagao (3.39) (antes de

. . ’ . . ’ ~ ’ 7
tomarmos o limite das réplicas), e deriva-la em relagdo a mi? , ¢? e r2”.

Relembrando essa equagdo : ========================

1
j:n(vasr) Z Z e;b *ﬁ (A + = aﬁ erpp

Pla, ¢ po!

1]

a &1 (Y

ag a.
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(8PP g (6t )

pL Py
1 Aab > o p [0 3 ! ] '
< 2 <log(Tris,yexp(8 Y % €7 + - 2ontr 2 579)) >¢ (A1)
a b pp'
Assim
0F, LoAw s
G = L™ T
C e, (Trisy S7 exp(BE, % EmgSe + 275, ref 5 57))
> o <& : >
~ ¢ Trs,y e
LA, 4.
- ,,Z_; g;’ mi — zﬂ: 5 <E <S> (A.2)
onde < --- >, representa o quociente na primeira expressao de A.2.
(92.7:71 — éc_ti 6,_“/ 616
OmE Omys 2
L
g za: Age Aeg <EF (<SSP >, — <87 >a< 8 >0) > (A3)
O ﬁzA < (< 815°87 >4 — < ST>a< S8 >a) > (A4)
gmetomy 2 ’ ; «)>e (A
para p# p'. E

2
TFn _ _y (A.5)

Ombt0ge”

, 7 . . . -~ PP' ‘,
também se p # p'. A primeira derivada em relagao a rf” e:



A. ESTABILIDADE DE SOLUQOES

3.7:,1 (07 ' [
ore? 7@' (22 = << 575" >c>)

e as subsequentes derivadas segundas

2 213
OFn _ _oB 6 << 57575785 >, — < 5°5” >. < 5755 >.>
¢

: =
oree or Y 14

comp#pevy#£§.

___62‘7:" — ﬁ'g_ §¢ ( &P §°'6 + §P6 6”'7)
ore? 8g)° l

comp#pev#§.

Finalmente temos

afn aﬁ op' _ [ a

= —_ - X
g’ € ¢ 2Bpgtr

f: l (%) Z Aa;a; ot Aa,.:al X

!
ri=1 r ape Qs

{ Z (5/71#: + q‘f:P))...(6prlPl + ql,::'rpx }
PL Pyt

0*F, « 0?
A a1 T 9@ amart X
dgt” Oq 28 0q¢t” b}

i l (%) Z A'ala’l * .A'a,.la] X

!
ri=1 T ay---a.r

{ Z (6mpz + qpxp:)__,(6p,lpn + qp,rpx }
ay a.i

P1 P
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(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)
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A.1 Calculo especifico de W

8% 8 =1/8\"
0 0" 2‘(7) 2, e A X

{ Z (59191 + qmpz) (59,:91 + qp,:m)} (A.ll)

P1ppt

2
%) { el + 202 ZAC.,,A.,,C} +

1 3 az,as
g (%) { Z Aca; Aa;a;;AAgc X

( 807 4 gPP (5p3p + qp:p )+ (59’93 + q;’;ﬁa)(y’w + q.‘,’i")) 4. }

‘[\’J

4o (A.12)

Observa-se que na derivada do r’-ésimo termo de % aparecera um fator “ r’ ” devido
ao fato de neste termo existirem r’ somas em blocos e além disso sempre teremos um

fator 2 resultante da simetria ¢?” = ¢””. Assim obtemos :

{ (7 + ) (6 qpf"’>} (A13)
pLPy
Prosseguindo temos:

8% 2
W B 2{(%A°°’5p6 + (%) > Acoy Aaya(877 + 457 +
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3
+ (é) Z Ao, AalazAade((gm + g2 ) (87 + o) + ) %

£ ajaz 1

B §p' B ’ &p' sp'
'ZAC,{(S + Z Z Acal Aald((s + qm ) +

3
+ (é) D Ao, Aoy Aaya Y (6% + ¢ ) (877 + g22#') + .. )

‘e ajaz P1

+(p6)(v6) } (A.14)

que pode ser escrito

*% ,
s o = 2(VAv + UZug) (A.15)
¢ d

onde

2
Uy = (%Acd&"’ + (%) D Ao, Aaya(6°77 + ¢27) +

3
+ (é) Z Acax Aalaz Aazd Z(éﬂpx + q.ff’)(ép” + qg:’y) + ° ') (A.16)

‘g apaz P
De modo que podemos escrever

0*F, L«

_9In uRuUE + urtudy A.17
aqu aq;y& ,B ( cd Yed d d) ( )

comp #p'ed#7.
O célculo dos autovalores da matriz de elementos (A.3), (A.4), (A.5), (A.7), (A.8) e

(A.17) é muito trabalhoso. Somente serd possivel fazé-lo para alguns tipos de solugoes.
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A.2 Solugao com simetria de réplicas

Vamos comegar pelo calculo das médias do tipo < $7*....5% >, no caso em que vale
(3.36).

Considere

TrisnSTexp (B 5, 208, meSe + £ ¥, rer'5257)

- : ——— (A.18)
Triseyexp (5, 46 5, L5 + L5 80 S5

<S5 >a=
se introduzirmos um campo podemos escrever

<8 >, =

2 !
[i (lnTr{gp} exp (Z(ﬂz Ae"" g + hP)S? + %—zrgﬂ's*ﬂsp'))} (A.19)
b

Oh
P ! hf=0
usando a simetria de réplicas é possivel linearizar o expoente e aplicar o trago.

<8 >, = [6;:7 (ln / Dz I;[cosh (ﬂ(zbj Aé"’{.rﬁg + /PTa 2) + h”))] (A.20)

hr=0

fazendo a derivada e tomando A? = 0 resulta:

< 8>, =

[ Dzsinh (B(5, 42 €if + /s 2)) cosh™ (B(T, 4pEaif +/@r, 2))

= (A.21
J Dz cosh™ (B(S, 4 Eif + (/ama 2)) -
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Agora convém lembrar que ao final de tudo devemos fazer o limite do numero de
réplicas indo a zero para obtermos a energia livre e suas derivadas. Prevendo isto vou

considerar (A.21) em ordem zero nesta expansao, ou seja

<8 >, = / Dz tanh (ﬁ(}j AZ" ERe + \/ar, z)) + o(n) (A.22)

b

Para a correlagio entre vdrios spins é imediato verificar que

<SM LS >, ~ /thanh" (ﬂ(z ap + yJar, z)) (A.23)

para yi # Yz , V1 F Y3y - -+

Vamos estabelecer daqui para frente a seguinte notagao

<SS S=< (ML), >, (A.24)
onde
M, = tanh (ﬂ(z A;" CRE + \Jar, z)) (A.25)
b
e

Feito isto, podemos representar (A.3),(A.4) e (A.7) em termos destas novas meédias.

< ST >, =< M, >, (A.26)



A. ESTABILIDADE DE SOLUGOES 127

<SS > =+ (1 -6 < M2 >, (A.27)

< 575757 >,= 67 4 (67°(1 — 6"") + 2perm.) < M2 >,

F((1 = &) (1 — 87')(1 — 67")) < M2 >, (A.28)

< §7S§55°87" >,= 6v507" 4 (670677 (1 — 67) + 2perm.)

+(878(1 — 6°7)(1 — 6™)(1 — 6') + 5perm.) < M? >,

+(87%°'(1 — 6”') + 3perm.) < M, >,

F((1— 67)(1 — 67)(1 — 67')(1 — &%7)(1 — 6%°')(1 — 677')) < M} >, (A.29)

substituindo em (A.3)

OF, L Aa (A o s
amiromyt = (e w0
4
——f-a S Ao Apg <EE(KMZ>, 6 — < M2 >, + <M, >2) >¢(A.30)
de (A.4)
2 2
0*F, _ J¢]

amg-varsp' —a?z— Acg {(mp + 61;7) << Ald(l - 1\/[3) >22>¢

+ <EH< MI>, — < My>,< M} >,)>¢} (A.31)
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e de (A.7)

82.7:,1 2ﬁ3 .
9P 5r1° = 84 < (< M >, — < M} >2)
c d

+(87767 £ 87567 ) (< M2 >, —2 < M? >, +1)

+(877 + 87 8PN (< MPE >, — < M2 >,) >
(A.32)

Quanto as modificagdes em (A.17) devemos lembrar que com simetria de réplicas

g = (1-8")q, (A.33)
assim podemos escrever
2 = Reg + 67R, (A.34)
onde
bae ,3 . qa,,r =2(1 - Qaj)
7_‘lcd = Z Z Z caz "’ akd Z (A-35)
k=2 Qg3 ki=2 qak’
e

NI“CD

i( )kz ade(1 da;) (A.36)

k=

™~

e portanto
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I

ﬁl_ _e (2 Red)? + (677 + 57 1 6716 YR R’ )
0qZ” 8q)’ g AR " JReaRes

_% (67767 + 67567 V)(RLd)? (A.37)

Quando buscamos calcular os autovalores da matriz formada pelos elementos (A.4),
(A.5), (A.7), (A.8) e (A.17) o que fazemos é diagenalizar o termo da segunda ordem da
expansao de F,(m,q,r) em torno do ponto de sela. Fazer a diagonalizagdo explicitamente
completando quadrados é bem mais simples que montar a matriz e calcular os autovalores
a partir da equagao secular e, é isto que faremos daqui para frente.

A expressao geral para F,, em segunda ordem ¢é :

fn(m, q, r) = ]- m,q,T + Z Z Z am#'pa u,p 5m£'l’5m;’m
a,b vkt p,p’ a m,q,r
62_7: ] (R
P XY ® ST smees
ayb © Plpl<p” amﬁ,parg i < m,q,T
‘7:- - P p lp
+ ZZZ Z ,Pa o'\ émy bgy
ab ¥ pp'<p" Oma dm,qr
0F, | L oo
+ Z ——;';' 51‘::”0 51‘:'0
ab p<p' <o’ BT'P'P 31‘ ! mar
+ 5q2" 8
ab p<p' o<’ 6q§’p 6q m,q,r
+ XYY | e (A.38)

I
a,b p<p! o<’ 8T 8(] mq,r

Substituindo as devidas expressoes para as derivadas obtemos

BCF. = (4 b——(A ab) ZZ

a,b

ml-l.P 5m#vP
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P wp
+ Z ZAacAcbZ < f“fu < M2 >,>¢ Z&m’"’ 5172

a,b

130

b E <ot <o > (D2 £ 20

a,b c P

_ 22 Yo Aw Y < €< My(1— M)

Z érg?
¢ a,b “ {p/’#p }

6 P
_ 2a— ZA“bZ < £“(< Mb >, — < ju'b >, < sz >l) >£ {Z n_za } {

a,b P

2
3
- az'%-z <<ME >, - < M >I> {}: 61‘{,""}

p<p’

3
- a’%z S<ME>, —2< M2 >, +1>¢ 3 (6727 )

p<p!

2
3
- 22 Z<<M2 >, — < M} >,>¢Z{Z 6r§*"}

P \P'#p

vz gi]

p<p’ o<o’

- —zRamabz{Za }{Zéqﬁ”}

P \p'#r o#p

- 2 Z(R;b Z 5‘1” 5q
a,b

p'#p

=

+ Z 3 8¢t bre

a p<p

Z 61‘{,’”’}

p<p!

(A.39)

Esta ¢é a expressao completa para o termo de segunda ordem na expansao da fungao F,

~ ! !
em torno dos param