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RESUMO

Investigou~se a influéncia da organizagﬁo do conteiido
de Termodinamica na estrutura coqnitiva do aluno. O experimento
foi realizado com estudantes de Fisica Geral da UFRGS.

Testes de associagdo de conceitos foram usados como
instrumentos de medida, e analisados através de técnicas de ana
lise multidimensional (AMD) e analise de agrupamentos hierarqui
cos (AAH), és quais fornecem um "mapeamento cognitivo" dos con
ceitos usados na pesquisa.

Os resultados obtidos sugerem que a influéncia de di
ferentes organizagoes dadas ao contetido da matéria de ensino s0Q

bre a estrutura cognitiva & detectada pela AMD e AAH.

ABSTRACT

The effect of different approaches to content
organization on the learner's cagnitive structure was
investigated. Subject matter was thermodynamics at introductory
college level and the experiment was carried out at UFRGS.

Concept associatjon tests were used as measurement
instruments, and analysed through multidimensional scaling (MDS)
and hierarquical clustering analysis (HCA), which provided a
"cognitive mapping" of the concepts used in the investigation.

The obtained results suggest that the effect, on the
learner's cagnitive structure, of different content organizations

given to the subject matter is detected by MDS and AAH.
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I - INTRODUGAO

Os objetivos desse trabalho sao: a) aplicar a analise
multidimensional (AMD) [T58], [K64a)], [K64b], [LR77], [She62a]
e a anéliée de agrupamentos hierarquicos (AZH) [Jo67] ao "mapea
mento cognitivo" de conceitos fisicos; b) investigar a influén
cia da organizagao dada ao contelildo de ensino, na estrutura cog
nitiva do aluno, a luz da AMD e da AAH.

Os instrumentos de medidas usados na pesquisa foram
dois testes de associagao de conceitos (Capitulo III). No teste
de associagao numérica de conceitos (TANC) [T58], s3o apresenta
dos todos os possiveis pares de conceitos selecionados para a
pesquisa, aos quais se atribuem valores em uma escala de 1 a 7.
Se o aluﬁo julga que os conceitos de um par sao extremamente re
lacionados, segundo seu critério, deve marcar o nﬁméro l. A0 con
trario, se ele julga que os conceitos tém pouquissima ou nenhu
ma relaggo, marcara o numero 7. Os nimeros de 2 a 6 sao usados
em situagbes intermedidrias. Essas medidas, denominadas medidas
de similaridade ou medidas de proximidade, formam uma matriz si
métrica, com diagonal nula, que sera objeto de andlise estatis
tica. Isto &, a matriz de similaridade & a entrada ("input") dos
algoritmos numéricos da AMD e da AAH.

No outro instrumento usado, o teste de associagao es
crita de conceitos (TAEC) [GH63] cada conceito selecionado & es
crito numa folha, e os alunos devem escrever abaixo de cada um,
os conceitos que julga serem a ele relacionados. A tarefa & rea

) - * .
lizada em um minuto para cada conceito-chave (conceito selecio

* Tempo usualmente adotado.



nado para a pesquisa). Ao contrario do TANC, que fornece direta
mentebas medidas de similaridade entre os cqnceiﬁos, o TAEC for
nece essas medidas apenas indiretamente. Isto e, cada conceito-
-chave é seguido por uma lista de conceitos a ele relacionados.
A medida de similaridade entre dois conceitos-chave & proporcio
nal ao nimero de conceitos associados iguais e as posigoes que
esses conceitos ocupam em cada lista de conceitos associados.,
Com base nesse pressuposto, define-se um coeficiente de relacio
namento [GH63] entre os conceitos-chave (Capitulo III). Esses
coeficientes de relacionamento, que assumem valores de 0 a 1,
irdo constituir a matriz de similaridade a ser analisada pelos
algoritmbs numericos.

A escolha dos referidos testes como ihstrumentos de
medida deve-se ao fato de que sao os mais usados, entre tantos
outros [P77], e que nao & do nosso conhecimento qualquer anali
se comparativa de suas aplicagoes.

Télvez a primeira aplicagao de tais testes numa pes
quisa na area de ensino de ciéncias seja o trabalho de Johnson
EJGi]. Surgiram a seguir outros trabalhos na mesma area [Sh72],
[sh73], [sh74], [6s75], [Pr76], [RP76] e [M77a]. Johnson [J67]
e Moreira [M77a] analisaram os resultados dos testes utilizando-
-se da estatistica usual, basicamente analise de variancia. Nos
demais trabalhos citados os dados foram analisados segundo'aané
lise multidimensional, uma t&cnica estatistica capaz de estabe
lecer uma configuragao de n pontos a partir das distancias en
tre eles. Sob o ponto de vista de andlise numérica, uma aplica
c3o da AMD resume-se em efetuar o ajuste de uma configuragao es

pacial a um conjunto de medidas, tals como distancias entre pon
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tos, cofrelaqc")es entre variaveis, ou medidas de similaridade en
tre COnéeitos de uma certa area do conhecimento. Isto &€, dadas
n(n-1)/2 medidas de proximidade (distancias, correlagées ou si
milaridades) entre n objetaés (pontos, variéveis,: estimulos ou
conceitos) a AMD estabelece uma configuragao dexipontos de modo
que as dist&ncias e as medidas de proximidade sejam monotonica
mente relacionadas. |

Sob o ponto de vista da aplicagdo ao "hapéamento cog
nitivo", a AMD exige que se suponha uma organiz&gﬁo conceitual
na memdria dos alunos, constituindo o que se denomiha "estrutu
ra cognitiva". Supde-se que essa organizagao pode ser visualiza
da atravds de um modelo geométrico, no qual uma configuragao de
n pontos, num espaco r-dimensional, representa a{estrutura cog-
nitiva. bs pontos representam os conceitos e as distancias sao
relacionédas as medidas de simjilaridade, obtidas;com a aplica
cao db TéEC e do TANC. Supﬁe-se ainda que a estrﬁtura cognitiva
pode ser‘representada por uma configuragdo num espago Euclidea
no, ohde:as distancias entre os pontos sao calcﬁladas vatravés

da relagao

r 1/2
2
2=1 :
Xy9 e'in sendo as %£-€simas coordenadas dos pontos i e j, res
pectiVamente.
- Vale salientar que utilizamos o caso particular do es

pago Euclideano, mas poderiamos ter usado um espago métrico qual



*
quer, tal como o R;, cuja distidncia é definida em (I.2) .

.A r p]1/P
dgy = [2): lxu-szl] (1.2)

=1
Isto &, no caso geral, a aplicagao da AMD exige que
se sﬁponha a existéncia de um espago métrico qualquer.

» Existem dois tipos gerais de algoritmos de AMD: algo
ritmos métricos e nao métricos. Os algoritmos métricos caracte
rizam-sé fundamentalmente por usarem os valores das similarida
des ﬁo processo de ajuste enquanto os nao métricos usam apenas
a ord'ena:géo dessas medidas. A ordenagao das similaridades & pois,
a finica informagao essencial para os algoritmos n3o métricos.
No capitﬁlo V sao descritos alguns dos mais conhecidos algorit
mos métricos e nao métricos.

j : No nosso trabalho utilizamos um algoritmo:nio métrico,
o MINISSA-I [L73], [LR77], cuja sigla significa "Michigan Israel
Netherlahd.integrated Smallest Space Analysis". O programa ini
cia cbm uma configuragao mais ou menos arbitrdria e prossegue
ajustando os pontos, de modo que a ordem das distancias seja tao
pr6xiﬁa quanto possivel da ordem das similaridades, sequndo o
critério dos minimos quadrados. Isto &, ajusta-sé as distancias
ds similaridades de modo que elas sejam monotonicamente relacio
nadas. O ajuste & feito em varios espagos com diferentes dimen

soes, e um critério de significincia estatistica (CapIitulo VII)

*
Kolmogorov, A.N. & Formin, S.V. Elements of the Theory of

Functions and Functional Analysis. Vol. 1, Rochester,
Graylock Press, 1957. p. 19.
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orienta a escolha do espago apropriado.

Conforme ja foi dito, supde-se que as medidas de simi
laridade reflitam uma estrutura métrica, particularmente no es
Pago Euclideano, Quando essas medidas violam de forma inaceitd~-
vel tal hipotese, o ajuste ndo apresenta significdncia estatls
tica, no sentido em que uma matriz de dados aleatdrios poderia
fornecer a mesma configuragao. Nesse caso diremos que os concei
tos nao estao estruturados segundo tal métrica. Contudo, embora
a organizacao nao reflita uma métrica num espago concreto, ela
pode apresentar algum tipo de hierarquia conceitual. Tal infor
macao pode ser obtida através da andlise de agrupamentos hierég
_quicos (AAH), desenvolvida no Capftulo VI.

AAH & uma técnica alternativa, de muito valor quando
as medidas de similaridade violam de forma inaceitdvel uma de
“terminada métrica. Coma pode ser visto no Capitulo VI, a defini
¢ao de dist@ncia na ARH satisfaz a uma métrica particular, embo
ra esta ndao defina um espago concreto, AAH apresenta a hierar
quia na formagao de aglomerados de conceitos. Os conceitos mais
fortemente relacionados e mais importantes no contexto da con
teido s3ao os primeiros a se agruparem, 0Os agrupamentos seguem-
—-se numa ordem hierarquica, segundo a importancia de cada con
ceito na organizacao do conteida,

AAH admite, portanto, que a configuragdo pertenga a
um espago nao-Euclideano, abstrato, com uma métrica particular.
Nesse espago abstrato nado se pode evidentemepte visualizar as
posicoes dos pontos, ou conceitos, camo no caso da AMD, mas po
de-se saber como eles se agrupam, ou seja, a ordem na qual eles

formam "clusters", o que n3o deixa de ser um dado relevante 80



bre a organizagao espacial.

O segundo objetivo dessa dissertacao & investigar a
influéncia, na "estrutura cognitiva" do aluno, da organizagao
dada ao contelido de ensino, & luz da AMD e da AAH. isto é, até
que ponto a organizagcao de um contelido modifica a "estrutura cog
nitiva" existente antes da aprendizagem? Essa invéstigaq:éo é fei
ta sob o ponto de vista da AMD e da AAH, e com a utilizagao dos
dois testes de associagao de conceitos ja mencionados (TANC e
TAEC) .

Duas organizagoes do contelido de Termodinamica, ao ni
vel de Fisica Geral, foram apresentadas a duas turmas da disci
plina Fisica II do Instituto de Fisica da UFRGS, no primeiro se
mestre de 1978. A organizacao apresentada ao grupo conttole foi
a do livro-texto Fisica, Vol. I-2, de Resnick e Halliday [RH74]
enquanto que ao grupo experimental apresentou-se uma organiza
¢ao baseada na teoria da aprendizagem de Ausubel [A68], [M78].
Nao se trata aqui de saber qual a melhor organizagao, mas como
cada uma modifica a "estrutura cognitiva" existente antes da
aprendizagem;

Tenta-se também abordar o problema de  convergéncia
dos testes de associagao de conceitos, i.e., tenta-se investi-
gar até que ponto eles medem as mesmas propriedades da "estrutu
ra cognitiva".

Algumas nogoes da teoria de Ausubel, relevantes para
o0 nosso estudo, serao apresentados no capitulo seguinte, enquan
to no Capitulo IV encontra-se a descrigcao do arranjo experimen

tal.
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I1 - NOCOES SOBRE A TEORIA COGNITIVA DE DAVID AUSUBEL

Como o proprio titulo sugere, neste capitulo apresen
taremos uma descrigao parcial da teoria de Ausubel, tendo emvis
ta que ela foi usada na nossa experiéncia, e também porque ela
nos parece ser potencialmente relevante para o ensino de Fisica
em geral. Evidentemente a descrigao da teoria de Ausubel num so
capitulo & uma tarefa por demais ambiciosa, porém a apresenta-
¢ao de algumas nogoes fundamentais para a organizagao de contell
dos de Fisica nos parece imprescindivel. Além da obra do pro-
prio autor [A68], uma importante referéncia & o livro de J. D.
Novak [N??], no qual ele apresenta uma compreensivel interpreta
¢ao de tal teoria.

O que se segue sobre a teoria de Ausubel foi extraido
da referéncia [M78], onde aplicagdes no ensino de Fisica sdo es

pecificamente abordadas.

IT.1 - Aprendizagem Significativa e Aprendizagem Mecanica

A idéia central da teoria de Ausubel & a de aprendiza

gem significativa. Para Ausubel, aprendizagem significativa & um

processo atraves do qual uma nova informaciao relaciona-se com
um aspecto relevante da estrutura de conhecimento do individuo.
Ou seja, este processo envolve a interacao da nova informagao
com alguns conceitos especificos existentes na estrutura cogni-

tiva, os quais Ausubel define como conceitos subsuncores ou sim

plesmente subsuncores.




(o}

A aprendizagem significativa ocorre quando a nova in

formagdo ancora-se em conceitos relevantes preexistentes na es-

trutura cognitiva do aprendiz. Ausubel vé o armazenamento de in
formacdes no cérebro humano como sendo altamente organizado, for
mando uma hierarquia conceitual na qual elementos mais especifi

cos de conhecimento sao ligados (e assimilados) a conceitos mais

gerais, mais inclusivos. Estrutura cognitiva significa, portan

to, uma estrutura hierarquica de conceitos que sao representa
coes de experiéncias sensoriais do individuo.

Em Fisica, por exemplo, se os conceitos de forca e cam
po ja existem na estrutura cognitiva do aluno eles servirao de
subsungores para nhovas informacdes referentes a certos tipos de
forca e campo como, por exemplo, a forca e o campo eletromagné-
ticos. Entretanto, este processo de "ancoragem" da nova informa
cao resulta em crescimento e modificacao do conceito subsungor.
Isso significa que os subsungores existentes na estrutura cogni
tiva podem ser abrangentes e bem desenvolvidos ou limitados e
pouco desenvolvidos dependendo da freqliéncia com gque ocorre a
aprendizagem significativa em conjunto com um dado subsungor.No
exemplo dado, uma ideia intuitiva de forca e campo serviria co
mo subsungor para novas informacoes referentes a forcas e cam
pos gravitacional, eletromagnético e nuclear, por exemplo; a me
dida porém, que esses novos conceitos fossem aprendidos de maneil
ra significativa isso resultaria em crescimento e elaboragao dos
conceitos subsungores iniciais. Isto e, os conceitos de forca e
campo ficariam mais elaborados, mais inclusivos e mais aptos a

servir de subsungores para novas informagoes relativas a forgas

I . . [ v [ 1 o . AT BT L T B B LA | ] LI LA I-TH\ilw
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¢ campos ou correlatas.

Contrastando com a aprendizagem significativa, Ausu
bel define aprendizagem mecanica como sendo a aprendizagem de
novas informagoes com pouca ou nenhuma associagao a conceitos

relevantes existentes na estrutura cognitiva. Nesse caso, a no
va informacao € armazenada de maneira arbitraria, n3o havendo

interagao entre a nova informagao e aquela ja armazenada. O co
nhecimento assim adquirido fica arbitrariamente distribuido na
estrutura cognitiva sem ligar-se a conceitos subsungores especi
ficos. A aprendizagem de pares de silabas sem sentido & um exem
plo tipico de aprendizagem mecadnica, porém a simples memoriza-
cao de formulas, leis e conceitos em Fisica, pode também ser to
mada como exemplo embora se possa argumentar que algum tipo de
associagdo ocorrera nesse caso. Na verdade, Ausubel ndo estabe
lece a distingao entre aprendizagem significativa e aprendiza-
gem mecdnica como sendo uma dicotomia e sim como um "continuum".
Da mesma forma, essa disting¢ao nao deve ser confundida com a
distincao entre aprendizagem por descoberta e aprendizagem por
recepgao. Segundo Ausubel, na aprendizagem por recepgao o dque
deve ser aprendido & aprendido em sua forma final, enquanto que
na aprendizagem por descoberta o conteldo principal a ser apren
dido deve ser descoberto pelo estudante. Entretanto, apds a des
coberta em si a aprendizagem so @ significativa se o contetdo
descoberto ligar-se a conceitos subsungores relevantes ja exis
tentes na estrutura cognitiva. Ou seja, quer por recepgao como
por descoberta a aprendizabem & significativa, segundo a concep

¢ao Ausubeliana, se a nova informagao incorpora-se de forma nado

i



arbitraria a estrutura cognitiva.

II.2 - Subsuncores

Supondo que a aprendizagem significativa deve ser pre
ferida em relacao a aprendizagem mecinica e que aguela pressu-
pde a existéncia pré@via de conceitos subsungores, o queé fazer
quando eles nao existem? Como pode a aprendizagem ser significa
tiva nesse caso? De onde vém os subsungores? COmo se formam?

Uma resposta plausivel & que aprendizagem mecanica &

sempre necessaria quando um individuo adquire informagaoc numa
irea de conhecimento completamente nova para ele. Isto e, apren

dizagem mecdnica ocorre até que alguns elementos de conhecimen

to, relevantes a novas informagoes na mesma area, existam na es
trutura cognitiva e possam servir de subsuncgores, ainda que pou
co elaborados. A medida que a aprendizagem comega a ser signifi
cativa esses subsungores vao ficando cada vez mais elaborados e
mais capazes de ancorar novas informagoes.

Outra possivel resposta @ que em criangas pequenas con
ceitos sdo adquiridos através de um processo conhecido como for

macdo de conceitos o qual envolve generalizagoes de instdéncias

especificas. Porém ao atingir a idade escolar a maioria das cri
ancas ja possui um conjunto adequado de conceitos que permite a
ocorréncia da aprendizagem significativa. A partir dai, apesar
de que ocasionalmente ocorre ainda a formagéo de conceitos, a

maioria dos novos conceitos & adquirida através de assimilacao,
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diferenciacdao progressiva e reconciliacao integrativa de concei

tos [N??], processos que serao discutidos posteriormente.
Ausubel, por outro lado, recomenda o uso de organiza-

dores avancados que sirvam de ancora para a nova aprendizagem e

levem ao desenvolvimento de conceitos subsungores que facilitem
a aprendizagem subseqliente. O uso de organizadores avangados é
uma estrat@gia proposta por Ausubel para deliberadamente manipu
lar a estrutura cognitiva a fim de facilitar a aprendizagem sig
nificativa. Organizadores avangados sdao materiais introdutdrios
apreséntados antes do material a ser aprendido em si. Contraria
mente a sumdrios que sao ordinariamente apresentados ao mesmo
nivel de abstracgao, generalidade e inclusividade, simplesmente
destacando certos aspectos do assunto, organizadores sao apre-
sentados num nivel mais alto de abstragEo, generalidade e inclu
sividade. Segundo o prdprio Ausubel, no entanto, aprincipal fun
cao do organizadbr avangcado & a de servir de ponte entre o que
o aprendiz ja sabe e o que ele deve saber a fim de que o mate-
rial possa ser aprendido de forma significativa. Ou seja, orga
nizadores avangados sao uteis para facilitar a aprendizagem na

medida em que funcionam como "pontes cognitivas".

II.3 - Assimilacdo e Assimilacao Obliteradora

Ausubel descreve o processo de subsungdo através do
que ele chama de "principio da assimilagao", o qual & represen-

tado simbolicamente da seguinte maneira:
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Nova infor Relaciona Conceito Produto in
magéo; po da a e as subsungor teracional
tencialmen similada — existente —— (subsungor
te signifi por na estru- modificado)
cativa tura cog
nitiva
a A Ala’

| Portanto, a assimilag3o & um processo que ocorre quan
do um;conceito ou proposigao a, potencialmente significativo, &
assimilado sob uma idéia ou conceito mais inclusivo, ja existen
te na esﬁrutura cognitiva, como um exemplo, extensao, elabora-
cao oﬁ qﬁalificagao do mesmo. Tal como sugerido no diagrama, nao
sd a ﬁova informagao a mas também o conceito subsungor A, com o
qual ela se relaciona, sao modificados pela interagdo. Além dis
so, a' efA' permanecem relacionados como coparticipantes de uma
nova unidade a'A’', que nada mais & do que o subsungor modifica-
do.

- Por exemplo, se o conceito de forga nuclear deve ser
aprendido por um aluno que ja possui o conceito de forca bem esg
tabele01do em sua estrutura cognitiva, o novo conceito especifi
co (forca nuclear) sera assimilado pelo éonceito mais inclusi
vo (forga) ja adquirido. Entretanto, considerando que esse tipo
de forga & de curto alcance (em contraposig¢do a outros que sio
de longo alcance) nao somente o conceito de forga nuclear adqui
rird significado para o aluno, mas também o conceito geral de foxr

¢a que ele j3 possula serd modificado e tornar-se-i mais inclu

sivo (i.e., seu conceito de forga incluird agora também forgas

e | . t . [ [ b [ S
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de curto alcance).

- Ausubel sugere que a assimilacao on ancoragem prova-
velmente tem um efeito facilitador na retengao. Para explicar
como novas informagbes recentemente assimiladas permanecem dis
ponivéis durante o periodo de retengaq ele admite que, durante
um periodo de tempo variavel, elas permanecem dissociéveis de
suas idéias ancora e, portanto, reproduziveis como entidades in

dividuais:
Ala' S A +a

Oou seja, o produto interacional A'a', durante um cer
to periodo de tempo, & dissociavel em A' e a' favorecendo assim
a retencao de a'. No entanto, apesar de que a retengao & favore
cida belo processo de assimilagao, o conhecimento assim adquiri
do esta ainda sujeito & influéncia erosiva de umé tendéncia re-
ducionista da organizagao cognitiva: & mais simples e econdmico
retervapenas as idéias, conceitos e proposicOes mais gerais e es
taveis db que as novas idéias assimiladas. Imediatamente ap0s a
apreﬁdizégem significativa, comega um segundo estagio de subsun

cao: a assimilacdo obliteradora. As novas informagOes tornam-se

eSponténea e progressivamente menos dissociaveis de suas idéias
dncora (subsuncores) até& que ndo mais estejam disponiveis,iﬂe.,
nao sejam mais reproduziveis como entidades individuais. Atinge-
-se entdo um grau de dissociabilidade nulo e A'a' reduz-se sim
plesmenté a A'. 0 esquecimento &, portanto, uma continuaqib tem

poral do mesmo processo de assimilacdo que facilita a aprendiza
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gem e a retengao de novas informacdes.

Observa-se, no entanto, que a ocorréncia da assimila-
cao obllteradora como uma continuagao natural da assimilagao nao
81gn1f1ca que o subsungor volta & sua forma original. O residuo
da assimilacado obliteradora & A', o membro mais estavel do pro
duto A'a’', i.e., o subsungor modificado. Outro aspecto a ser des
tacado é que, obviamente, descrever o processo de assimilagao
em termos de uma Gnica interacao A'a' @ uma simplificagido pois,
em menor escala, uma nova informagéo interage também com outros

subsungores e o grau de assimilacao em cada caso depende da re

levancia do subsuncor.

II 4 - Diferenciacao Progressiva e Reconciliagao Integrati
‘ va

A medida que a aprendizagem signifjcativa ocorre, con
ceitos sao desenvolvidos, elaborados e diferenciados em decoxr
réncia de sucessivas interagoes. Do ponto de vista Ausubeliano,
o desenvolvimento de conceitos & facilitado quando os elementos
mais gerais, mais inclusivos de um conceito sao introduzidos em
primeiro lugar e, posteriormente, esse conceito a progres-
sivamente diferenciado em termos de detalhe e especificidade.

Segundo Ausubel, o principio da diferenciacdo progressiva deve

ser levado em conta ao programar o conteido, i.e., as idéias
mais gerais e mais inclusivas da disciplina devem ser apresenta

das no inicio para, somente entio, ser progressivamente diferen

oak i ‘“H““‘ b i ] [ L ITuwtw
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ciadas eﬁ termos de detalhe e especificidade. Ao ﬁprbpor isso,
Ausubél Baseia-se em duas hipdteses: a) E mais fééil para seres
humanos captar aspectos diferenciados de um todo mais inclusivo,
previamente aprendido, do que chegar ao todo a partir de suas
partes diferenciadas. b) A organizagdo do contelido de uma certa
discipliﬁa na mente de um individuo & uma estrutura hierarquica
na qual és idéias mais inclusivas estao no topo da estrutura e
progressivamente incorporam proposicdes, cOnceitoé e fatos me-
nos inclusivos e mais diferenciados.

Entretanto, a programagdao do conteiido deve nao 88 pro
porcionar a diferenciagao progressiva mas‘também explorar expli
citamente relagdes entre proposigdes e conceitos,% chamar aten
cao para diferengas e similaridades importantes e ieconciliar
inconsistencias reais ou aparentes. Isso deve ser feito para

atlngir-se 0 que Ausubel chama de reconciliacao integrat1Va e

que ele descreve como uma antitese a pratica usual dos livros
texto ém éeparar idéias e topicos em capitulos e éeg&es.

: ;Segundo Novak [N77], para atingir-se a %redonciliaq&o
integratiQa de forma mais eficaz deve-se organizatc:énsino "des
cendo e subindo" nas estruturas conceituais hierarquicas a medi
da que a nova informagao & apresentada. Isto &, comega—se com
os conceitos mais gerais, mas & preciso ilustrar iogo coma os
conceitosisubordinados estao a eles relacionados é, entao, vol-
tar, atraves de exemplos, a novos significados para os concei

tos de ordem mais alta na hiararquia.
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II.S - Aprendizagem Superordenada

i A medida que ocorre a aprendizagem significativa, alédm
da eléboragéo dos conceitos subsungores & também possivel a ocor
réncia dé associagSes entre esses conceitos. Por exemplo, & me
dida que uma crianga desenvolve os conceitos de cao, gato, leio,
etc., ela pode mais tarde aprender que todos esses sao subordi-
nados ao conceito de mamifero. A medida que o conceito de mami
fero & desenvolvido, os conceitos previamente aprendidos assu-
mem a condigdo de subordinados e o conceito de mamifero repre

senta uma aprendizagem superordenada BN?G].
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III - MAPEAMENTO COGNITIVO

III.1 - Conceituacao

Instrucdo pode ser entendida como a comunicagdo da es
trutura-de um conteido através de uma fonte (i.e. professor, 1i
vro-texto etc) para outra fonte (i.e., aluno). Embora a instru
cao éeja um processo interativo, essa visao unilateral tem um
valor heuristico. Ela nos permite enumerar alguns dos importan
tes estadgios que a estrutura de um contelldo atravessa e através
dos quais (provavelmente) & transformada. Shavelson [Sh74] suge

re uma possivel representacao desse fluxo, apresentada na Figu-

ra III.1.
-1 ESTRUTURA DO .
e /'E" CONTEODO NA P
rp 2 ~“p B! EXPOSIGIO VER Coad
12 R B 1ArE BAL DO PRO B LR
ESTKUTURA 12ongi 0o, FESSOR DU g
DO CUNTEDDO i1 F g 1y F gt TREY — -
UA MELTE DOS bp B! ESTRUTURA 5 Ea ‘5O p! ESTRUTURA
“GRANDLS CIIN t——! x S o ::> COGNITIVA —— ¥ & ¢! 'RpEC coungw,\
TISTAS® E RE 10 3 Rt o 105 /O A Ri ALINO
VISTAS CIEN- 190 % PROFESSOR (oo 'R
TIFICAS, TEX|- DR ! 'prR 1D, ]
TOS, ETC. 10 5 ! 10 p i Lci_,-
voA oA, ESTRUTURA
1 R | I R | DO CONTEODO
i
A A NO
L= Lo LIVRO TEXTO

Figura III.1 - Estadgios da transferéncia da estrutura de um
conteido para a estrutura cognitiva do aluno.
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Podemos esperar que a estrutura de um conteiido repou
se nas mentes dos "grandes cientistas". Estg estrutura é comuni
cada através dos seus trabalhos de pesquisa e livros textos avan
cados. Ela & "absorvida" e armazenada na estrutura éognitiva -
aqui entendida como uma organizagao conceitual hierarquica - do
professor em maior ou menor grau de "fidedignidade". O profes
sor tenta comunicar a estrutura do contetido ao aluno atraves de
exposicao verbal, material escrito ou outro meio qualquer. Esta
comunicagao & facilitada ou limitada pela aptiddo do professor
para realizar a tarefa. Isto &, quando o professor 1é os escri-
tos dos "grandes cientistas", sua aptidao para a aprendizagem
funciona como um filtro que terd conseqliéncias na formacdo da
sua estrutura cognitiva. No momento em que ele vai ensinar, sua
aptidao para ensinar também funciona como um filtro, podendo al
terar a transmissdo da sua estrutura no momento da exposicao. Fi
nalmente, a aptiddo do aluno para aprender funciona como um ter

ceiro filtro no processo de comunicacao da estrutura de um con-
teddo.

E evidente que esta € uma visao muito Simplificada do
processo ensino-aprendizagem. Poderiamos, por exemplo, fazer uma
pergunta mais fundamental: Como o conhecimento que uma pessoa
possui interage com o material instrucional para produzir uma
nova estrutura de conhecimento? Porém, o acesso éo que uma pes
soa sabe e, em particular, como o seu conhecimento & organizado,
& um problema extremamente complicado. Contudo, se as pesquisas
sobre o ensino devem progredir, alguma atengao deve ser concen
trada no acesso a estrutura cognitiva.

Numa primeira aproximagao, pode-se elaborar um modelo

[ | P I I e B Wooqh (KRBT IR
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bastante simples para a estrutura cognitiva, e a medida que os
dados experimentais forem permitindo, pode-se sofistica-lo. A
estrutura cognitiva pode ser algo como uma configuragao onde os
pontos representam conceitos de uma certa area de conhecimento,
e as distancias entre os pontos medem o grau de relacionamento
gue ha entre os conceitos. Quer dizer, quanto mais proximos,
mais relacionados est3o os conceitos. Outra propriedade de um
modelo simples para a estrutura cognitiva poderia ser a organi
zacao hierdrquica, sugerida por Ausubel [A68] . Assim, os concei
tos mais gerais, mais inclusivos ficariam no topo dessa hierar
quia.

Concretamente, o modelo para a estrutura-cognitiva a
ser testado nesse trabalho tem caracteristicas geométricas, on
de os conceitos sdo representados por pontos de uma configura-
cao espacial, e as distancias representam o grau de relaciona
mento entre os conceitos.

Outra caracteristica importante do modelo refere-se &
hierarquia conceitual, ou a hierarquia naformagEOtkaaglomerados
de conceitos (Capitulo VI). Em primeiro lugar os conceitos mais
importantes se agrupam, e esses aglomerados "atraem" outros con
ceitos a eles relacionados. Essa "atracao" diminui com adiminui

cao da importéncia do conceito no contexto do conteido apresentado.

Definido o modelo, resta-nos desenvolver e testar téc
nicas de medida para sua investigagdo. No ensino de Ciéncias de
um modobgeral, e no de Fisica em particular, a solugao de pro-
blemas tem sido largamente usada para investigar a aquisigao de
conhecimento conceitual. No caso de uma pesquisa sobre a estru

tura cognitiva, esse instrumento talvez seja muito drastico,prin



cipalmente se levarmos em conta a simplificagao do nosso modelo,
onde a habilidade basica exigida refere-se a memdéria. O aluno
deve sef capaz de se lembrar dos conceitos relacionados a cada
conceito dado, ou ser capaz de ter uma nogao de proximidade para
um dado par de conceito. A solugao de um problema, ao contrario,
envolvevum nimero muito maior de habilidades, o que implica na
necessidade de um controle de variaveis certamente muito compli
cado, e por isso mesmo talvez ineficiente no estagio atual das
pesquisas nessa area.

Instrumentos que parecem adequados para a investiga
géo da estrutura cognitiva, sao os chamados testes de associa
cdo de palavras, os quais tém apresentado bons resultados na in
vestigacdo da organizagio conceitual na memdria [T58], [BP70],
[sh72], [snh73], [RP76] e [Pr76].

Descrevemos a seguir os dois testes usados no experi

mento.

III.2 - Teste de Associacao Escrita de Conceitos (TAEC)

a) Coleta dos Dados

Cada conceito~-chave, i.e., cada um dos conceitos
selecionados para a pesquisa, & apresentado no topo de uma fo-
lha, e os sujeitos (Ss) devem escrever logo abaixo tantos con
ceitos (ou palavras) quantos puderem associar ao conceito dado,

num certo tempo. A tarefa & geralmente feita em um minuto para
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cada conceito-chave.
Um exemplo de um TAEC com as instrugoes dadas aos

alunos, pode ser visto no apéndice E.

b) Analise dos Dados

Os dados do TAEC sao transformados num coeficiente
de relacionamento entre os conceitos-chave. Este coeficiente foi
definido por Gaskorf e Houston [GH63], e varia entre 0 e 1, con
forme o grau de relacionamento entre os conceitos.

A validade deste coeficiente esta vinculada & pre
missa de que o grau de relacionamento, ou medida de proximidade
entre dois conceitos varia com a ordem hierérquiéa dos concei
tos ou palavras associados a esses conceitos. Na definigao des
sa hierarquia, temos duas condigoes a serem satisfeitas:

v 1. O numero de elementos comuns aos dois grupos de
conceitos, ou seja, o numero de palavras comuns associadas aos
dois conceitos dados.

2. A posigao (rank) que cada conceito ou palavra
ocupa nos respectivos grupos.

Assim, dois conceitos serao absolutamente idénti
cos, quando: primeiro, o nimero de palavras ou conceitos asso
ciados for o mesmo para ambps; e seqgundo, a posigao (rank) ocu
pada por cada palavra ou conceito for exatamente a mesma nos
dois grupos.

Tanto o niimero como a posigdo das palavras ou con
ceitos associados a um par de conceitos-chave sao levados em

conta no coeficiente de relacionamento, mas antes de defini-lo
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€ preciso introduzir os conceitos de "sentido associativo" e "re
lacionamento associativo".

Dado o conceito u, define-se o seu "sentido associati
vo" pela seqliéncia (ays a5, «.., a ), onde a; =ueay ..., ap
sao éondeitos ou palavras associadas ao conceito dado u, por um
individuo num dado tempo. Por exemplo, suponhamos que ao concei
to-chave Forga tenham sido associados os seguintes conceitos:

Forga

Massa
Aceleracao
Momentum
Tempo
Impulso.
O "sentido associativo" deste conceito & a seqliéncia
(forca, massa, aceleragao, momentum, tempo, impulso).
O "relacionamento associativo" entre dois conceitos u
e v & definido como uma fungao da intersecgao ou superposigao
(overlap) dos respectivos "sentidos associativos" [GH63]. Essa
intefsecgao depende tanto do numero de conceitos comuns aos dois
"sentidos", quanto da posigao que conceitos associados ocupam
nos dois grupos. Assim, dois conceitos que possuem o mesmo "sen
tido associativo” e a mesma ordenagao, apresentam a maxima in
tersngéo. Quando um "sentido associativo" & menor do que outro
ou quando as posigGes (rank) dos conceitos associados sao di
ferentes, tem-se uma intersecgao menor.
O coeficiente de relacionamento ou medida de proximi
dade (MP) entre dois conceitos & a relagdo entre a intersecgao

obtida e a maxima intersecgao possivel.

Vejamos agora como calcular essas intersecgdes. Ini-

bl ( . ) ' ' o Ve e g ] . 1l ] [T |q\ e
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cialmente devemos dar valores &s posigoes ocupadas, ou seja, es
tabelecer o "rank" dos conceitos associados.
Sejam u e v dois conceitos-chave diferentes. Sejam Os

sentidos associativos

il
c

A = (al, COVIRRRY aj, ceeys am); a;

B = (bll b2' co ey bll R bn); b1=V

Seja n >m. A cada elemento ay de A, na j-ésima posigao, atribui-

-se o valor (n-j-+l)p, onde n @ o numero de elementos em B e p

& um nimero positivo fixo (p >0). Da mesma forma, b,, na i-és

[+

ma posicao de B atribui-se o valor (n-i+1)P.

Isto significa que o primeiro conceito, tanto em A
gquanto em B, possui o valor nP. A "importadncia psicoldgica" de
cada conceito associado & uma fungao da sua ordem de emissao. O
peso p caracteriza essa propriedade. Quanto maior o valor de p,
maior sera o peso dado ao primeiro conceito associado. O adequa
do valor de p depende das caracteristicas dos conceitos-chave.
Quando eles possuem conceitos associados dominantes (o que pode
riamos denominar de "anisotropia no espago semantico"), exigem
um alto valor de p. Na realidade, a determinagdo de p & quase
sempre feita com base em resultados empiricos. Sao calculados os
coeficientes com varios p, e aquele que propiciar melhores re
sultados, i.e., melhor ajuste, serd adotado.

Vejamos como calcular as intersecgoes. Sejam

A = (u, o1 eenr am)



B = (v, b eeey b )
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Consideremos agora o conjunto C = (cl, Cor vnny ck), de todos
os conceitos comuns a A e B. C & o conjunto intersecgdo dos con
, R . - > .

juntos A e B. Vamos definir os vetores R e B, cujas componentes

sa80 as posicdes associadas aos conceitos, i.e.
K=§= (np' (n_l)p’ c ooy l) .

. > -
A partir de C, podemos definir os vetores A e 3, sim
plesmente substituindo elemento seu pelo correspondente elemen-
to de R e ﬁ, respectivamente.

A intersecgao dos dois sentidos associativos & dada

->
por‘ﬁ.B. Exemplo:

o
i

(a, b, ¢, d)
B = (h, d, a' e, b, f' g)

Supondo p = 1, e de acordo com a definicdo de atribuicao de

posicao, segue que

R=8=1(7,6,5, 4,3, 2,1) |,

enquanto

Dai, teremos
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A interseccdo serd
A.2=7x5+6x3+4x6 = 77 .

E evidente que a mixima superposigao ocorre quando os
dois conceitos tém o mesmo sentido associativo e a mesma ordena
cao (conceitos iguais na mesma posigdao nas duas seqliéncias) . Nes
se caso, teriamos

K=§=}r4=§bi= (np’ (n-l)p’ e« ooy l) ’

e a mdxima interseccao seria

n
A2 =R8= 1 (x)?P (ITII.1)
MM K=1 |

Contudo, o que se deseja & calcular o coeficiente de
relacionamento entre dois conceitos diferentes. Neste caso,a in
tersecgdo maxima nao & dada pela equagao (III.1l). Quando u # v,

e tém posigoes trocadas, teremos

At=wP, m VP, ..., 1) e F' = (n-1P, nP, m-2)P, ...,
B

e a interseccao maxima sera

: n-2
'3 =nPn-1P + (n-1)PnP + 1 k2P (III.2)
K=1 '

A equagdo (III.2) representa a intersec¢ao maxima quan
do apenas um par de conceitos tem a posigao invertida, em rela-

¢cao ao outro, no caso, justamente o par de conceitos-chave.



De (III.1l) e (III.2), vem que

2
A'.2' = A.B- [np- (n - 1)9] . (ITI.3)

Sendo a intersecgdo obtida dada por A.3, teremos que

o coeficiente de relacionamento ou medida de proximidade sera

> >

MP = A.B ~ (III.4)

A.B- [np- (n-l)P]2

Isto &, a MP entre dois conceitos & a razao entre a intersecgao
obtida e a maxima possivel para as seqfiéncias de palavras oucon
ceitos associados aos dois conceitos-chave. Esse coeficiente po
de assumir valores entre 0 e 1.

_ Para exemplificar, apresentaremos parte de um teste
respondido pdr um aluno de Fisica II, no inicio e no final do
estudo de Termodindmica. Os conceitos-chave selecionados para o

exemplo sao temperatura e calor.

Inicio do Estudo

TEMPERATURA CALOR
Quantidade de Calor (Q.C) Efeito Joule (E.J)
Variagao da Temperatura (V.T) Trocas de Calor (T.C)

Variagao da Temperatura (V.T)
¥
o Calorias (C)
Quantidade de Calor (Q.C)

Calor Especifico (C.E)
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Considerando p = 1, vem que
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A=B=(7, 6, 5, 4, 3, 2, 1)
¢ = {Q.c, V.T}
A=10(6,5 e =(2, 4)
MP = e = T35 = 0-23
7°4+6°+5°+4°+37+27+17 -1
Final do Estudo
TEMPERATURA CALOR

Quantidade de Calor (Q.C)
Entropia (El)

Energia (E2)

21
I
W
i
o)
(92
{8
w

(@]
I

{Q.c, E1, E2}

(5, 4, 3) e 2

-1
n

Usando a relacao (III.4), teremos

MP = 0.29

Calor Especifico (C.E)
Trabalho (T)

Quantidade de Calor (Q.C)
Entropia (El)

Energia (E2)

= (3, 2, 1)
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Portanto, a MP indica que ao final do estudo o aluno estabele-

ceu uma maior relagao entre os conceitos de temperatura e calor.

c) Comentarios

Este instrumento esta de acordo com nosso modelo
de estrutura cognitiva, na medida em que admitimos as "entida-
des" como sendo os conceitos, e a "operagao" considerada como a
associagao. Além disso, a estrutura hierarquizada proposta por
Ausubel estad implicita no valor atribuido a P, na medida em que
o0 valor de p relaciona~se com a importancia dada aos primeiros

conceitos associados.

III.3 - Teste de Associacao Numérica de Conceitos (TANC)

a) Coleta dos Dados

Formam-se todos os possiveis pares de conceitos se
lecionados para a pesquisa, distribuindo~os aleatoriamente. Ca

da par de conceitos & seguido por uma escala de 1 a 7, "1" sig
nificando o mais alto grau de relacionamento entre os conceitos
de um dado par, de acordo com o ponto de vista do estudante, e
"7" representando o menor grau de relacionamento. Isto e, quan
do dois conceitos de um par s3o extremamente relacionados, o es
tudante deve marcar o nlimero 1, caso contrario marcara o 7.
Os numeros de 2 a 6 representam situagOes intermediarias. Ao con

trario do TAEC, o TANC nao tem limite de tempo. O teste, com as

instrugoes dadas aos alunos encontram-se no apéndice E.
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b) Analise dos Dados

O TANC fornece uma medida direta de proximidade en
tre os conceitos, portanto os dados sao diretamente introduzi-

dos nos programas de andlise multidimensional, como se verda no

capitulo VII.
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IV -~ ARRANJO EXPERIMENTAL

Esta experiéncia tem como objetivo investigar a influ
éncia, ﬂa estrutura cognitiva do aluno, da organizagao dada ao
contéﬁdo de ensino. Em outras palavras, procura-se investigar
até que ponto determinada organizagao conceitual da matéria de
ensino altera a estrutura cognitiva existente antes da instru
cao. |

Duas organizagoes diferentes do conteiddo de Termodind
mica fofam apresentadas a duas turmas regulares da disciplina
Fisica II, do Departamento de Fisica da UFRGS, utilizando-se o
sistema de Ensino Personalizado [M75], [M77b]. A fim de procu
rarvrestringir a diferenga de tratamento a organizagao sequen
cial do conteudo e aos correspondentes materiais instrucionais,
os,dois.gruposvtiveram o mesmo método de ensino, osvmesmos tes
tes, o mesmo sistema de avaliagao e os mesmos monitores.

A experiéncia foi realizada durante o primeiro semes-
tre de 1978, no Instituto de Fisica da UFRGS. Testes de associa
cao de conceitos foram usados para investigar como os estudan-
tes relacionam e organizam os conceitos basicos de Termodinami
6a. Esses testes (TANC e TAEC) foram aplicados antes e apos a

instrucgao.

IV.l - As Amostras

As amostras usadas nessa experiéncia eram constitui-



das reépeétivamente por 31 e 27 alunos de Ciéncias e Tecnologia,
i.e., aluﬁos de Fisica, Quimica, Matematica e dos Cursos de En-
genharia.

‘Estas amostras nao foram selecionadas aleatoriamente
por motivos de ordem administrativa. No ato da matricula os es-
tudantes tém liberdade de escolher qualquer das turmas de Fisi-
ca II. As preferéncias sao principalmente determinadas pelo ho-
rario '(ambos os grupos tiveram horarios situados na faixa da
tarde) .

‘Como ja foi dito, os objetivos desse trabalho sao: fa
zer uma aplicagéo da AMD e da AAH ao mapeamento cognitivo de
conceitos fisicos e investigar a influéncia da organizacao de um
conteido na formagdo e, ou modificacdo da estrutura cognitiva.
Portanto, nao estamos interessados em descobrir as vantagens de
uma ou outra organizagao. Consequentemente nao nos interessa,em

principio, averiguar as diferencas ou equivaléncias entre os

£ ]

dois grupos.

IV.2 - As Duas Abordagens ao Contetdo

0 grupo controle foi submetido & organizagao concei-
tual do livro Fisica, vol. I-2 de Resnick e Halliday [RH74], en
quanto a abordagem usada no grupo experimental foi baseada na

teoria da aprendizagem de Ausubel. O objetivo desta segao & mos
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trar as diferengas entre essas duas abordagens.
A figura IV.l mostra a seqliéncia do conteudo apresenta

do ao grupo controle.
TEMPERATURA, CALOR E 12 LEI DA TERMODINAMICA

TEORIA CINETICA DOS GASES

ENTROPIA E 2% LEI DA TERMODINAMICA

FIGURA IV.l - Seqliéncia do contetdo para o
grupo controle.

Esta & a séqﬁéncia do livro-texto do cﬁrso [RH74], o©
qual foi usado pelo grupo controle.

A Figura IV.2 mostra a seqliéncia do contelido usado pa
ra o.grupo experimental. Esta abordagem é uma tentativa de orga
nizar o contetido de acordo com os principios da diferenciagao
progressiva e da reconciliagao integrativa, descfitos no Capitu
lo II.

A seqliéncia inicia com uma discussao bastante geral
sobre Fisica; conceitos em Fisica; situagdo da Termodindmica e
da Teoria Cinética no contexto da Fisica, e assim por diante.
Apds essa visao geral da Fisica, segue-se uma abordagem um pou
cO mais especifica, focalizando os conceitos de temperatura, ca
lor e entropia intuitivamente, sob o ponto de vista macroscopi

co. As trés leis da Termodindmica sdo também apresentadas de



forma genérica. Este & o conteiido da primeira unidade, cujo tex
to pode ser visto no Apéndice C.

A segunda unidade retoma os conceitos de temperatu
ra, calor e entropia e os discute sob o ponto d vista da teoria
cinética dos gases. Finalmente, na terceira unidade os concei
tos e as leis fundamentais sao aplicados a situagdes especifi

cas.

D FISICA, CONCEITOS FISICOS, TERMODINAMICA E <
D TEORIA CINETICA -

v
CALOR, TEMPERATURA E ENTROPIA

e N

CONSERVAGRO EQUILIBRIO SEGUNDA LET DA
DA ENERGIA TERMICO TERMODINAMICA

TEORIA CINETICA DOS GASES
(Interpretagao microscopica de calor, temperatura e entropia)

APLICACDES DOS CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS
DA TERMODINAMICA

FIGURA IV.2 - Seqliéncia do Contelido para o Grupo Experimental.

Na medida em que essa seqliéncia introduz primeiramen
te os conceitos e ideias mais gerais sobre o assunto para, so-
mente apds, diferencia-los em termos de detalhe e especificida

de, ela enfatiza o principio de diferenciagao progressiva pro
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posto por Ausubel.

Por outro lado, essa seqliéncia procura também explo
rar explicitamente relagoes de subordinagao e superordenagao en
tre concéitos. Embora os conceitos e idéias mais gerais e inclu
sivos sejam introduzidos no inicio da instruqéo, procura-se mos
trar logo como conceitos e idéias subordinadas estao a eles re

lacionados e, entao, se volta a novos significados para os con-
ceitos dé ordem mais alta na hierarquia. Com isso, procura-se
atingir o que Ausubel chama de reconciliacao integrativa.
~ Resumindo, tentou-se organizar o conteiido da Termodi
namica dé acordo com os principios da diferenciagao progressiva
e da reconciliacdo integrativa numa forma de "vai-vem", "subin
do" e "descendo" na hierarquia conceitual. Isto &, os conceitos
mais fundamentais foram inicialmente apresentados de forma gené
rica,_ihtuiﬁiva. Seguiu-se a apresentagao dealguhs conceitos su
bordinados, para logo depois especificar mais cada conceito, ela
borar cada lei, e apresenta-los em situagoes diferentes, com
exemplos e problemas especificos.
Os guias de estudo do grupo controle sao apresentados
no Apéndice D, enquanto os do grupo experimental;juntamentecom

as apostilas de Termodinamica encontram-se no Apéndice C.
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V - ANALTISE MULTIDIMENSIONAL

V.1l - Introducao

Andlise multidimensional (AMD) & uma técnica estatis

tica capaz de fornecer uma representagao espacial de um conjun

to de estimulos psicoldgicos, a partir das medidas de similari-
dade entre eles. Esses estimulos psicoldgicos podem, em princi-
pio,ser de qualquer natureza, particularmente conceitos de uma
determinada Area do conhecimento, tais como conceitos de Eletri
cidade e Magnetismo, Termodinamica, Mecanica etc. As medidas
de similaridade podem ser obtidas com a aplicagSo de qualquer
um dos atuais testes de associagdo de conceitos [P77], dois dos
quais foram apresentados no Capitulo III.
| Sob o ponto de vista de andlise numérica, a AMD con
siste basicamente em ajustar uma configuracao de n pontos num
espaco r-dimensional, tal que as distancias nesse espago e as
medidas de similaridade sejam monotonicamente relacionadas.
Podemos dividir a AMD em dois tipos: métrico e nao mé
tricq. C tipo métrico se caractériza pela necessidade de usar
os valores das similaridades no processo de ajuste. Devido as
caracteristicas dos testes usados para a obtengao das similari
dades, essas medidas geralmente violam a desigualdade triangu-
lar, i.e., dados trés conceitos i, j e k, nem sempre se tem

+ S para todo i, j, k, (v.1l)
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ondebsjk € a medida de similaridade entre os conceitos j e k.

Para que um conjunto de similaridades possa ser ajus
tado através de um algoritmo métrico, todas as medidas devem sa
tisfazer a relagao (V.1l). Na apresentagao desses algoritmos dis
cutiremos uma transformagao que elimina as possiveis violagdes
da relagao (V.1).

O tipo nao meétrico nao usa os valores das similarida-
des no processo de ajuste. Tudo de que ele necessita & da orde
nagao ( rank ) dessas medidas. Isto &, dada apenas a ordem cres
cente ou decrescente das similaridades, o algoritmo determina a
configufagéo que melhor se ajusta aos valores experimentais. Es
se ajuste € tal que a ordem ( rank ) das distancias entre os

pontos da configuragao & tao proxima quanto possivel da  ordem

das similaridades. Assim, se a medida de similaridade entre os

conceitos i e j & a menor entre todas, i.e., ocupa a primeira
posigao-na ordem crescente, entao a distancia entre os pontos
i e j da configuragao devera ter um valor tao proximo gquanto
possivel da primeira posigao na ordenagao das distancias.

Na verdade, o algoritmo MINISSA-I, descrito na secgao
V.4 usa os valores das similaridades, apesar de ser do tipo nao
métrico. Essas medidas sao usadas para se estimar a configura-
g¢ao inicial, apds o que apenas a ordem passa a ser usada.

Outra caracteristica que distingue um algoritmo da AMD
é sua capacidade de ajustar apenas uma matriz de similaridades,
ou varias delas simultaneamente. No primeiro caso, diremos que
o algoritmo & de uma fonte, enquanto denominaremos de varias fon

tes o outro caso.
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A matriz de entrada para um algoritmo'de uma fonte &
a média das matrizes de todos os sujeitos do grupo'pesquisado.

Nos algoritmos de varias fontes, as matrizes indivi
duais sao os dados de entrada, e o ajuste final permite que se
fagé uma analise das diferencas apresentadas pelos individuos,
quando solicitados a estimarem similaridades entre conceitos (ou

qualquer outro estimulo psicoldgico).

: Alguns algoritmos de uma fonte sao apfesentados nesse
capituio, e quando nos referirmos a medida de similaridade, Sij'
entre os conceitos i e j, na realidade estaremos nos referindo
a médié das similaridades entre Os conceitos i e j, para o gru
po de Ss que constitue a amostragem.

- DBDpresentaremos apenas um algoritmo de varias fontes,
o INDSCAL [ CC70b | . Outros algoritmos podem ser encontrados
nas .seguintes referéncias: [B77], [TM63] e [TYD77].

Antes de iniciarmos o estudo dos varios algoritmos, &
conveniente discutirmos mais alguns aspectos relativos ao ajus
te das medidas.

Dadas n(n-l)/2* medidas de similaridade entre n con
ceiﬁos; & sempre possivel estabelecer uma configurégﬁo de n pon
tos num espago de n -1 dimensOes, tal que o ajuste seja perfei
to,fi.e., tal que a ordenacao ( rank ) seja exataménte a mesma
das similaridades. Se a similaridade entre os conceitos i e j
ocupa a posic3o X na ordenacdo, entdo a distancia entre os pon-
tos i e'j também ocupard a posicao X na ordenagao das distanci-~

as. Para melhor compreensao, consideremos quatro conceitos, cu-

* . :
n(n-1)/2 & justamente o numero de elementos abaixo ou acima
da diagonal de uma matriz n x n.
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jas similaridades estao assim ordenadas

< S < S < S (v.2)

S 14

23 13 34

Conforme ja foi dito, & possivel determinarmos uma con
figuragao de quatro pontos, para esse caso num espago tri-dimen

sional, tal que as distancias obedecam a mesma ordenagao (V.2),
ou seja

<d;, <d

d < d

23 14

Se iniciarmos com uma configuragao tal como na Figura V.1, onde

d

d d,,=d

12°9)3%dy4r € dyy=dy5=

simplesmente efetuando rotagOes convenientes.

d,,, podemos obter a ordenagao (V.3)

X

*2 7

| J 6V

Figura V.1.

Exemplo de uma configuracao inicial para um ajuste de

quatro pontos.
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Por exemplo, podemos girar o plano yz em torno do ei
X0 y, até que o ponto 3 se aproxime o suficiente do ponto 2,
sem alteiar as outras distancias. Procede-se dessa forma, até
se obter a ordenacao desejada.

Conforme sera discutido no Capitulo VII, tal solugao
nao tem significado estatistico, na medida em que a configura
cao resultante teria uma grande probabilidade de ser devida a
uma matriz aleatdria, ao invés de refletir a estrutura inerente
aos resultados do teste utilizado. Portanto, o que se deseja nu
ma aplicacao da AMD & obter a configuracao no espago de menor
dimensido possivel, onde & menor a probabilidade do resultado ser
devido a uma matriz aleatdria.

Como ja foi dito, a AMD & feita em varios espagos com
diferentes dimensoes, apdos o que se decide qual o espago mais
apropriado. Kruskal [K64a] sugere alguns procedimenfos para se
determinér a dimensdo apropriada. No Capitulo VII apresentare-
mos essas sugestoes, e um outro procedimento baséado no método

Monte Carlo, sugerido por Klahr [K169].

V.2 - O Método de Torgerson.
Vv.2.1 - Caracteristicas Gerais
Torgerson ETSS] foi um dos primeiros pésquisadores a

desenvolver um metodo de analise multidimensional. A partir do

seu trabalho muitos algoritmos foram desenvolvidos, :com graus
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de sofisticagdo crescentes.

O algoritmo de Torgerson & do tipo métrico, pois usa
O0s valores das medidas de similaridade no processo 'de ajuste,
Essas medidas s3ao submetidas a duas transformagbes. Na primeira,
uma constante & somada a cada medida, de modo qué elas satisfa
¢am a relagao métrica da desigualdade triangular, e na segunda
transformagao essas novas "distancias" dio origem a produtos es
calares, apds o que se procede ao ajuste, o que & feito atra
vés de uma fatoracdo da matriz dos produtos escélares, método
ja& conhecido da técnica de anilise fatorial [H60].

O método da constante aditiva foi inicialmente propos
to por Torgerson, e aperfeicoado por Messick e Abelson [MAS56].
A idéia basica era de que a constante deveria ser tal que as me
didas fossem representadas por uma configuragao num: espago de
menor dimensao possivel. |

Posteriormente, Carrol e Wish [CW74] mostraram que a
constante deveria apenas possibilitar is medidas de similarida
de satisfazerem a relacao métrica da desigualdade triangular
(v.1).

Tendo em vista o cardter de revis3o desta segcao apre
sentéremos apenas o ponto de vista de Carrol e Wish, mesmo por
que atualmente existem outros algoritmos mais elaborados e mais
eficientes. Esta breve revisio do método de Torgerson tem por

tanto, uma finalidade fundamentalmente histdrica.

V.2.2 - Formalismo Matematico.

Para que uma configuragao de n pontos seja ajustada

Vi )
e o [ |

I T B TT] [T e I [ TR TR




41

por um conjunto de n(n -1)/2 medidas de similaridade, através de

um método de AMD métrico, & necessdrio que essas medidas satis
facam a desigualdade triangular (V.1).
O problema de ajustar as medidas 3 desiqualdade (V.1)

pode ser resolvido pela adigao de uma constante, i.e., pela

transformacgao

-

Sjk = Sjk +C , (v.4)

sugerida por Carrol e Wish [CW74], onde C independe de j e k.

A transformagao (V.4) deve ser tal que

gjk < §j2 + §k2 ’ . para todo j, k, ¢,

ou

S.., +C<Ss8, +C+s +Cc ,

k2

ik 507 Sig v para todo j, k, %. (V.5)

-

j A menor constante C, que satisfaz (V.5) &
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Os valores éjk s3o "distancias" na medida em que sa
tisfazem a desigualdade triangular (V.1l), e éjj =0 .
Vejamos agora como essas "distdncias" dao origem a

"produtos escalares". Sejam

>
]

(le, ij, ceer Xjr)

P
1

= (Xkl, sz, o e ey Xkr) I

dois vetores no espago r-dimensional. O produto escalar & dado

por

r
Psk = (Xj.Xk) = I Xja Xa (v.7) )

a=1

Vamos normalizar a configuracao de modo que sua ori

gem seja a centrdide, cuja p-&sima coordenada &

1 n
C = ;1- i X. (V.8)

X, .
p Jp p

1ogov

X =Py =P; =P = o , (V.9)

onde a notagao
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foi usada.

Por outro lado, em um espago Euclideano as distaneias

sao dadas por

2 c 2 I 2 2
djk.- til (xJt - xkt) = tzl (xjt + Xt 2th th)
isto &,
2 2 2
ondei
2 r 2
5 = & XS
I = It

Seqgue de (V.9) e (V.10), que

2 _ ,2 2

2 2 2
ac; =25 + % V.

Je J . (v.12)
a2 =322 + 22 (V.13)

e (V.14)

usando (V.10), chegaremos a
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_ n n n : ‘
1 < 2 2 2 2 >
P.y = - 1d,, - & 4., - & 45, + I d. (V.15)
qk 2 jk j=1 jk k=1 jk 5,k=1 Jk _
A forma matricial de (V.7)
= XK', (Vi16)

onde o sobrescrito ' representa a operagao de transposigéo.

Entao, dadas as similaridades, pode-se estimar a cons
tante aditlva através de (V.6), determinar a matriz P por inter

médio de (V.15), e resolver (V.16) por uma técnica de minimos

quadrados.

- Conforme ja foi dito, esse & o formaliémo matematico
do mdtodo de Torgerson, partinds da id&ia de Carrol e Wish so
bre a determinagao da constante aditiva. Na realidade, o metodo

de Torgerson & mais proximo da t&cnica de anilise fatorial [H60],

cuja discussao nao estd nos objetivos desse trabalho.

V.3 - O Método de Kruskal
V.3.1 - Caracteristicas Gerais

Na segao anterior vimos que Torgerson [T58] foi um
dos prlmeiros pesquisadores a desenvolver um algorltmo métrico
de AMD. A principal caracteristica desse algoritmo & que ele usa
os vélores das similaridades no processo de ajuste e que & ne
cessdrio supor uma relagdo definida entre as similaridades e as

distdncias da configuracdo. Por exemplo, supor que exista uma

| | ' | i I i ' ' ' i } [T A RN} |
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relagdo linear, ou exponencial.
‘ Shepard [She62a], [She62b] mostrou que ndo & necessa
rio deflnlr a priori uma funcao relacionando similaridades edis

tancias. Com a elaboragao do seu algoritmo nao métrico, ele mos

trou que deve haver apenas uma relagao monotonica. Isto &, o
ajuste deve apenas preservar a ordem ( rank ) das similaridades.

Embora o método de Shepard tenha sido de fundamental
importancia para o desenvolvimento dos atuais algoritmos nao mé
tricos, nao o apresentaremos aqui, visto que Kruskal ﬁ64a] usou
as principais caracteristicas desse método na eiaboragéo de um
algoritmo semelhante, porém mais formal, sob o ponto de vista
de analise numérica. Portanto, apresentaremos apenas o algorit
mo de Kruskal, denominado MDSCAL (MultlDimensional SCALing).

: O resultado fundamental do trabalho d.eE Shepard refe
re—se ‘ao fato de que necessitamos apenas de uma relagao monoto
nica entre as similaridades e as distancias da conflguragao ajus
tada. Isto é, devemos ajustar uma configuragao inicial qualquer,
até que a ordenacao das distancias seja tao prox1ma quanto pos
51ve1 da_ordenagao das similaridades.

‘ Intuitivamente, o problema pode ser visto assim. Ini
cia-se com uma configuragao qualquer. Como o objetivo é estabe
lecer a ordenagao das similaridades, tenta-se aproximar os pon
tos que éstio "muito longe", e afastar aqueles que estdao "muito
préxihos". "Muito longe" e "muito proximo", no sentido de viola
cao da ordem. Assim, se a similaridade 512' entre os conceitos
l e 2 ocupa a primeira posicao da ordenagao ("raﬂk") das simila
ridades, e a distancia d;,, entre os pontos 1 e 2 ocupa, por

exemplo, a décima posigdo na ordenacao das distincias, entdo os
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pontos 1 e 2 estao "muito afastados" um do outr@. Nesse caso o
algdritmo deve ser capaz de aproxima-los.

Da mesma forma, se a similaridade S38i ehtre os con
ceitos 3 e 8 ocupa a oitava posicao da ordenagas das similarida
des, e a distancia d38 ocupa, por exemplo, a primeira da ordena

c3o das distancias, entdo os pontos 3 e 8 estdo "muito proximos',
e o algoritmo deve afasta-los.

Desse modo, deve haver algum tipo de "interagao" en

tre os pontos. Isto &, deve haver uma "forga de repulsao" ou de
"atracao" entre os pontos, capaz de afasti-los ou aproximi-los

conforme o caso. :
Essa idéia, desenvolvida por Shepard [She62a], foi usa
da por Kruskal [K64a] para definir uma fungdo do tipo xg, que

cle denbmincu "Stress", que mede a qualidade do ajuste, Quanto
menoi o "Stress", melhor o ajuste. Assim, o objetivo do algorit
mo MDSCAL & minimizar a fungao "Stress", o que & conseguido apro
ximando.os pontos "muito afastados" e afastando aqueles que es
tao fmuito proximos".

Tal operacgdo & feita através do método do gradiente
("steepést descent"). Isto coloca o algoritmo no mesmo nivel de
uma fegresséo por minimos quadrados. Assim, AMDvpode ser encara
da cbmo;um problema de ajuste estatistico - as similaridades sao
dadas e desejamos encontrar uma configuragao cujas distancias

melhor se ajustem a essas medidas.

V.3.2 - Formalismo Matematico

O que se segue sobre o formalismo do algoritmo MDSCAL

Ck b i o oo ‘ P N N T TR} Mo T [N TR T T R A T
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& baseado nas referéncias [K64a] e [K64b].
Para facilitar a exposigao, vamos considerar que to
das as similaridades sejam diferentes. Ao final introduziremos

as técnicas para se considerar os casos onde existe mais de uma
medida com o mesmo valor. Tendo em vista essa consideragao, po

demos estabelecer um "rank" para as similaridades.

< 8 < ... < 8 (Vv.17)

Si191 < Si242 iMIM

onde M = n(n-1)/2, e n € o numero de conceitos.(ou qualquer ou
tro estimulo psicoldgico).

O problema & determinar uma configuragao.de n pontos
num espago r-dimensional, de forma que as distancias entre os
pontos 6bedegam, tanto quanto possivel, ao "rank" (V.17). 1Isto
€, que as distancias e as similaridades sejam imonotonicaménte
relacionadas.

Se fizermos um grafico de S versus d, isto &, cada pon
to (i, j) tem abscissa dij e ordenada Sij' a monotonicidade e
obtida quando tivermos uma curva ascendente, como na Figura V.2.

Vale salientar que a curva ascendente corresponde as
medidas semelhantes &s fornecidas pelo TANC (Capitulo III). Is
to &, medidas cujo valor & proporcional a distdncia entre os
conceitbs. Quanto maior essa medida, mais afastados os concei-
tos.

As medidas fornecidas pelo TAEC s3o inversamente
proéorcionais as distancias. Quanto maior o valor; mais proxi-
mos?estSo os conceitos. Nesse caso, a curva dé monotonicida-

de é descendente. Sob o ponto de vista do formalismo, nao exis-
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te nenhuma diferenca entre essas medidas, de modo que nao nos

preocuparemos em distinguir uma da outra.

(N}
(o]
<
o
@
<
"
-
@
2,3
(4.5)
(2,5) (1,2
(3,5) /(1,4)
: (3,9)
(,5)
DISTANCIA

Figura V.2 - Relagao monotonica perfeita entre similaridades

e distancias.

A Figura V.2 apresenta uma relacgao monotonica perfei
ta, o que dificilmehte ocorre numa aplicagao real.

Na verdade o que se faz & estabelecer um critério de
ajusﬁe, que informa quao bem uma configuragdo se ajusta as medi
das experimentais.

Esse critério & estabelecido através de uma funcao do

tipoixz, denominada "Stress" (S). Define-se essa fungao da se-
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seguinte forma

n - 2
L (d..-4d,.
o %5 13
s = |Ld=l (V.18)
2
I 4
i,3=1 13

onde dij & a distancia Euclideana entre os pontos i e j

[ r 2} 1/2 -
d,. = I (X,_.-X.)) ’ z (V.19)
ij a=1 ia ja :
e 815 sao numeros monotonicamente relacionados aisij, ou seja,
se '

514 < Sxp v
entao

diy € 9y

Posteriormente apresentaremos o algoritmo para deter
minaf esses numeros. Por enquanto, & suficiente fermos em mente
que eles existem.

Vale lembrar que quando se ajusta uma bonfiguragao se
gundo otcritério de monotonicidade, as disténciaé nao sao ajug
tadaé aos valores das similaridadeé, mas apenas 6 "rank" das dis
tdncias & ajustado ao "rank" das similaridades. Isto significa
que duas configuragoes cujas distdncias difiram por um fator
consﬁante K podem se ajustar igualmente bem a um:mesmo conjunto
de similaridades. Como &ij é proporcional a dij,;é facil compre

2

ender a necessidade do fator de normalizagdq, I dj4 na defi
- i,9=1
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nigao (v.18).

O melhor ajuste & obtido quando a fungao S atinge o
minimo. Agora, podemos colocar uma quest3o de ordem metodoldgi
ca. Como se determina uma configuragao de "Stress" minimo?

Conforme Kruskal [K64a], podemos responder a esta ques
tdo em trds niveis. Ao nivel intuitivo, podemos descrever o pro
cedimento como de aproximagao sucessiva._

| Iniciamos com uma configuragéo arbitraria; movemos 1i
geiramente todos os pontos, de modo a melhorar a configuracao,
€ entao repetimos este procedimento até atingirmos uma configu
ragéo em relagao a qual nenhuma melhora & possivel. De modo ge
ral movemos oS pontos X; em diregao a Xj se aij < dij' e em di-
recao contraria se aij > dij' de modo a fazer aij 0 mais proxi
mo p@ssivel de dij'

Ao nivel tedrico, vemos que nosso probiema e minimi
zar uma funcao de muitas variaveis, S(Xl, Xo0 el Xn). Na reg
lidade o "Stress" S & uma funcao de nxr variiveis, porque cada
vetor Xi tem r coordenadas. O problema de minimizar;umaA funcao
de muitas variidveis & um problema padrao em analise numérica, e
para resolve-lo podemos usar uma técnica iterativa largamente a
dotada conhecida como o método do gradiente ("S&k@est descent") .

| Ao nivel prético a resposta sera dada posteriormente,
com é descrigao detalhada do algoritmo desenvolvido por Kruskal
[K64b] .

| Outra questao pratica é a determinagéo do nimero
de dimens6es. Kruskal [K64a] sugere uma abordagem que passare-
mos a apresentar. No Capitulo VII apresentaremos um critério es

tatIstico para orientar a escolha do nimero de dimensoes, i.e.,

(| [ [T ] | . b | R AN |u mno il (|l [ TN ERE )
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o espago apropriado para o ajuste.

Segundo Kruskal, em ultima instancia a determinagao do
nimero de dimensdes necessario para descrever os dados ficara a
cargo do pesquisador. Dependera do seu julgamento cientifico,
i.e., da sua vivéncia no probleﬁa pesquisado. Mesmo assim, ele
considera algumas orientagoes metodoldgicas.

A analise poderd ser feita em varios espagos com dife
rentes dimensdes. A dependéncia do "Stress" minimo com a dimen
sio podera fornecer alguma indicagao da dimensao apropriada.
Quando r (nfimero de dimensdes) cresce, o "Stress" diminui. Quan
dor >n-1, o "Stress" & sempre nulo. Entao, & razoavel esco-
lher um valor de r, acima do qual a variagao do "Stress" minimo
é muito pequena. "Bons dados algumas vezes exibeﬁ um 'cotovelo’
na curva de S versus r, indicando o valor apropriado de r"[K64a].

Um segundo critério & o da interpretabilidade das co
ordenadas. Nesse ponto, a vivéncia do pesquisador é de fundamen
tal impoiténcia. Ele deve verificar que uma solugao (r+1) - di
mensional acrescenta pouca informagao aquela obtida em r dimen-
sdes, e nesse caso, admitir a solugdo r-dimensional.

Vejamos agora o problema sob o ponto de vista de ana
1isefnumérica.

- Conhecendo-se a funcao S, determina-se seu gradiente
= ( 38 35 ceany 3%§—>, a partir do qual incrementa-

Lyl A AN ’
90Xy, 9X; nr

-se a configuragao.

A nova configuragao X' serd obtida através de

' — - o :
Xis = Xis EEETET dig ! : | (v.20)
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onde o & o passo de incrementacdo, e mag(g) € um fator de norma

lizagcao dado por
1/2
mag(g) = [l X 2 ] .

O passo de incrementagao o, segundo Kruskal, "8 o re

sultado de uma consideravel experimentacao numérica" "[K64b,

P. 121] e obedece & seguinte relagio

% tual = aanterior‘(fator angular) . (fator de relaxacgao).

. (fator de boa sorte) |,

onde

(cos 9)3-0
fator angular = 4.0 r Sendo

® = &ngulo entre o gradiente atual (g9) e o anterior (g")

z

g9 g.
cos 6 = i,s ts is
P ois I ale]
i,s i,s
~ 1.3
fator de relaxacao = 5= ¢ Com
1+ (58R)™"
SSR = min|1 ( _ "Stress" atual ) .
- MRty \"StressT de 5 interacOes anteriores d

fator de boa sorte = min[}, (

"Stress" atual )
"Stress" anterior :

Em correspondéncia particular enviada a Roskam ELR77]

[N i P i IR . ' ' | v I Y AT T |\\ ] i [ ' [ Yl
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Kruskal justifica a definigao de o.

Para ele, "apds termos dado um 'passo', podemos ver
se este foi muito grande ou muito pequeno examinando O angulo
entre o gradiente atual e o anterior. Se O novo gradiente esta
quase na mesma diregdo do anterior (i.e., o a&ngulo entre eles é
proximo daOoLentéo poderiamos ter dado um 'passo' maior. Se o
novo gradiente & perpendicular ao anterior, o 'passo' que demos
estava mais ou menos correto. Se o novo gradiente estd na dire
gao contrdria ao anterior (i.e., 0 dngulo entre eles & proximo
de 180%), entdo o 'passo' que demos foi muito grande. Normalmen
te ocorre na pratica que um bom tamanho para o proximo 'passo’
& aproximadamente igual ao do 'passo' anterior. Usando este fa
to, ajustamos o tamanho do proximo 'passo’ de modo que ele seja
um pouco maior ou menor do que o anterior, dependendo do angulo
entre os gradientes... Ajustamos também o 'passo' de incrementa
c3o por outros fatores baseados em consideragoes secundarias, mas
0 mecanismo acima & o principal". [LR77, p. 393].

| Substituindo (V.19) em (V.18), e tendo em vista que -

-~

dij é constante, mostra-se facilmente que as coordenadas de g

sao dadas por

T U g i S M G Gay) (Fan = %) (v.21)
ke T 7 5 k1T %k3 S* T* | ° a3 ’ .
[

onde Gki é a delta de Kronecker usual,
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2

* =
T % dij

i’j

Agora vejamos como determinar os aij. Sabemos que se
Sij < S,,, entdo aij < akz. Isto &, aij & uma funcdo de Sij e
dij’ tal que minimiza S("Stress"). Para uma melhor compreensao
do algoritmo, acompanharemos a exposicao com um exemplo bastan-
te simples.

Sejam quatro "conceitos" hipot&ticos, cuja matriz de
similaridades & dada na Tabela V.l. Na verdade, sO necessitamos
conhecer os elementos acima ou abaixo da diagonal, pois ela &
simétrica.

Tabela V.1
Matriz de similaridades para quatro "conceitos" hipotéticos.

A partir da Tabela V.1l podemos construir os vetores

SIMIL e 1IJ

SIMIL

i

(L.5, 3.0, 3.4, 6.8, 7.5, 8.3)

(V.22)
IJ = (2.3, 3.4, 1.4, 1.3, 1.2, 2.4)

O vetor IJ fornece a ordenagao crescente das similaridades, i.e.,

T
L I R T AT A TR TR LRI Bl e
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IJ(l) = 2.3 significa que a similaridade entre os "conceitos" 2
e 3 @ a menor de todas. Assim, de acordo com IJ temos o seguin

te "rank" de similaridades.

S < 8 < S < S < S < S (V.23)

13 12 24 ¢

O MDSCAL inicia com uma configuragao arbitraria. cCal
cula-se as distdncias entre todos os pontos dessa configuragdo
e constrpe-se o vetor DIST, de modo que DIST(k) & a distancia
entre os pontos correspondentes aos conceitos de IJ(k).

Supomos as distancias calculadas, de modo que

DIST = (5, 4, 1, 2, 6, 3) , (V.24)
isto &, '623 =5, d;,=4,d,=1,d,=2,d,=6e d, = 3.
Isto decbrre do fato de IJ(1l) = 2.3, de modo que DIST(l) & a

distadncia entre os pontos 2 e 3. Os outros elementos de DIST

sao determinados de modo analogo.

-

Podemos agora determinar os numeros dij' e coloca-los

no vetor D. Os valores de aij podem ser descritos da seguinte
forma: existe uma partigao de similaridades em blocos consecuti
vos bl’ bz, ceay bu, tal que em cada bloco o valor de dij
tante, ab2(1'<£‘<u), e igual 3 média dos dij no bloco. O proble

é cons

-

ma € encontrar a particao correta, de modo que os Sij e os dij
sejam monotonicamente relacionados.
O algoritmo inicia com a particao mais geral, de

n(n-1)/2 blocos, cada um contendo uma medida de similaridade,



20

ou équivalentemente, cada um contendo um elemento de IJ. Neste
caso inicial aij = dij' A partir dai, prossegue-se acoplando blo
cos até se obter a partigdo correta.

Para descrevermos como se faz esse acoplamento, neces
sitamos introduzir algumas definigoes, relacionadas com o fato

das similaridades estarem em ordem crescente, e com a necessida

de de se obter uma relagcdao monotonica entre os S;5 € os aij.

Um bloco pode ser: _

a) Monotonicamente (mon.) satisfeito 3 direita, repre

sentado por |<

b) Mon. satisfeito & esquerda, <|

c) Ativo para cima (ou para a direita), 4

d) Ativo para baixo (ou para a esquerda),

e) Ativo para cima e satisfeito 3 direita, +<.

As outras possiveis combinagoes podem ser feitas por
analogia a (e).

Um bloco é ativo'quando ele pode ser acoplado com ou
tro. Se ele pode ser acoplado com um bloco i direita (para ci-
ma), ele & 4. Caso contrario, i.e., quando ele pode ser acopla
do com um bloco & esquerda (para baixo), ele seri +.

Se b_, b e b+ sao trés blocos adjacentes em ordem as

cendente, entao:

a) b & |< se p < Ay,

b) b e <| se ab_ < db.

No caso do nosso exemplo, a particao inicial fornece

O , R . , | T T N TR TRETI e b H [ T




57

o vetor

(wh’
i

(5, 4, 1, 2, 6, 3) , (v.25)

-~

porque no inicio, D = DIST. Considerando-se 5(2) =b_, 6(3) =b

e D(4) = b+, vemos que D(3) =b & |<. Por outro 1ad6, se consi
derarmos D(4) = b_, D(5) = b e D(6) = b,, vemos que D(5) =b &
<|.

O primeiro bloco de uma particao & sempre <|, além de
poder ser |<. Ao contrdrio, o Gltimo bloco & sempre |<, além de
poder ser <|. No inicio do processo, o primeiro bloco é +.

Na Figura V.3 apresentamos o "fluxograma" do algoritmo,

onde usamos as seguintes convengoes:

=

Passa a ser (por exemplo, bi passa a ser V)

®

Acoplamento (p.ex.,lﬁ_abi_fl, significa que o blo-

co b, sera acoplado ao bloco bi-fl)'

Vamos usar o "fluxograma" da Figura V.3 para determi

nar a pértigéo do exemplo dado na Tabela V.1.
v Antes porém, necessitamos introduzir um "contador", que
nos informara o nimero de blocos acoplados. No inlcio, tal ve

tor e

ICONT = (0O, O, O, O, O, 0) ,

e a particdo inicial fornece o vetor apresentado em (V.25), onde

5(1)'= 5 & 4, mas nao +4<; logo, bl = bl @ b2' i{e.,:o bloco 1

sera acoplado ao 2.
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( INTCIO )

b1‘+1—2"+

Figura V.3 - "Fluxograma" para determinar o vetor D, cujas
g P

componentes sao monotonicamente relacionadas

ds similaridades.

, 4 [ TR TR T R I
L oo I ) . . R R T TR TR e b ]
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] = 5+4

bl 5 = 4.5, de modo que agora teremos

ICONT = (2, 1, 0, 0, 0, 0) ,

D= (4.5, 1, 2, 6, 3) .

O vetor ICONT nos diz que o bloco 1 &€ o resultadodo aco
plamento de dois blocos, iniciando no primeiro, i.e., o primei-
ro e o segundo bloco.

Agora, D(1) @ 4 e <4, passando a ser +; mas nao sendo
4.5+ 1
2

+<, resulta que abl = = 2.75, e

ICONT (3, ., 0, 0, 0, 0) ,

o
i

(2.75, 2, 6, 3) .

De acordo com a Figura V.3, D(1) & +, e <+, logo, ele

é +, mas nao e 4<, dai

ICONT

i
—~
=3
-
|
-

0’ 0’ OI 0) [

D = (2.375, 6, 3) .

Agora, D(1) & <4 >, i.e. monotonicamente satisfeito &
esquerda e a direita. Quando um bloco atinge tal situag&o, ele
deixa de ser ativo, e o bloco seguinte (no caso, D(2) = 6) pas

sa a ser +.

D(2) péo é 4<, logo, 4., =
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ICONT = (4, 1, 0, 0, 2, 5) |,

o
I

(2.375, 4.5) .

Nesse caso, ICONT diz que os quatro primeiros blocos
formam um Gnico, e os dois Gltimos formam outro bloco.

Com essa particao, temos o resultado final, ou seja,
D = (2.375, 2.375, 2.375, 2.375, 4.5, 4.5) .

Vemos entdo, que D e SIMIL sio monotonicamente rela

cionados, porque se

SIMIL(K) < SIMIL(L) |,

entao

D(K) € D(L) .

O fluxograma completo do MDSCAL é apresentado na Figu
ra V.4.
A normalizagao da configuracdo & tal que a origem se

ja o centrdide, cuja i-8sima coordenada &

1 n
Cc = - z x-- ’
i n =1 ji
e
n
2
b X, =n .
i,s=1 1S

1 | A I . i Lo e Al I oo I | [ T
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Determina

l

Calcula
Gradiente

Nova l¢ | Calcula
Configuragao a

Figura V.4 - Fluxograma do algoritmo MDSCAL.
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Vamos agora considerar a situagao na qual duas ou mais
medidas sao iguais. Kruskal [K64a] propoe duas abordagens. A
prlmelré nao impoe nenhum vinculo a dij e dkz’ quando Sij:=sk2'
Isto &, o Gnico vinculo entre aij e akz € o de monotonicidade,

ou seja, se

-~ - \<-
Sij < Skz ’ entao dij dkz .
A segunda abordagem impde a igualdade dos aij, quando
ocorre uma igualdade nas similaridades, i.e., se

o - < -
i3 K entao dij < dk2 ’

Siy = Skg v

entao dij = dk2 .
De Leeuw [D??] demonstra que as duas abordagens pro-

postas por Kruskal sao corretas.

V.3.3 - Uma Aplicacdao do Método

O algoritmo MDSCAL foi usado por Bricker e Pruzansky
EBP?O] para analisar uma matriz de similaridades entre 24 tons
audiveis. Estes variavam em freqliéncia (5, 10, 20 e 40 hertz),
percentagem de modulagao (3%, 10% e 25%) e forma de onda (senoi
dal e quadrada).

Inicialmente todos os tons eram apresentados aos su

i 1 [ } ' i T e R L R AU T TR S TR TR T [T TP
[ b 1 i . o .
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jeitos, épés o0 qgue liam as seguintes instruqSes:k"Os tons que
vocé acabou de ouvir serao apresentados aos pares durante a ex
periéhcia. Existe um conjunto de numeros (0 a 9) ha sua folha
de reéposta, para cada par de tons. Apds ouvir cada par, marque
o numero, no conjunto correspondente, que melhor’expressa quao
diferentes sao os tons. Se nao houver qu&kner diferenga, i.e.,
se os tons parecem iguais, marque o nimero "0". Sé a diferencga
entre os tons for pequena, marque "l1". Se a diferenga for extre
mamente Qrande, marque um dos maiores numeros. Para diferencgas
intermediarias, marque os nﬁmeroé”intermediérios. Vocé tera ape
nas um breve intervalo de tempo apds cada par, de modo que VOCé
deve marcar o numero de acordo com a impressao geral. Lembre-se,
use oS numeros menores para as pequenas diferencas, e os  nume
ros maiores para grandes diferengas" [BP70]. |

A sequir, os pares eram apresentados conforme o esque

ma abaixo.

. ] Intervalo para a
‘ Tom i Tom j * resposga N

L ‘ | . ] 1 » L

o 1 2 T3 4 5 6

b

Témpd;‘segundo.

- 0 ajuste foi realizado num espago Euclideano tri-di

mensional, conforme figuras V.5, V.6 e V.7.
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Figura V.5 - Solugao do MDSCAL (DIM 2 x DIM 1) para

a experién

cia de Bricker e Pruzansky: circulo significa onda
senoidal, quadrado, onda quadrada. Os niimeros cor

respondem as freqliéncias. Figuras

"cheias" repre

sentam 3%, "vazias" menores 10% e as maiores 25%,
de percentagem de modulacao.
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DIM 3
0s qD Ow | )
Y 020
810 020’ .~ 040
ﬂb’ 040 , ' 4‘D
o W20 W40 DIM 1
;s ' Q40
. D ‘020
* ‘o -
Os |
B

Figuré V.6 - Solugao do MDSCAL (DIM 3 x DIM 1) para a experién
- cia de Bricker e Pruzansky: circulo significa onda
senoidal, quadrado, onda quadrada. Os numeros cor
respondem as freqliéncias. Figuras "cheias" repre

sentam 3%, "vazias" menores 10% e as maiores 25%.
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Figura V.7 - Solugdo do MDSCAL (DIM 3 x DIM 2) pafa a experién
cia de Bricker e Pruzansky: circulo significa onda
senoidal, quadrado, onda quadrada. Os nUmeros cor
respondem as freqliéncias. Fiquras "cheias" repre
sentam 3%, "vazias" menores 10% e as maiores 25%.

Nessas figuras, o circulo significa onda senoidal, e
© quadrado, onda quadrada. Os nimeros correspondem as freqtién
cias. As figuras "cheias" representam 3% da modulacao, as figqu
ras "&azias" menores, 10%, e as maiores 25%.

| A Figura V.5 mostra claramente que a dimensao 1 repre
senta a freqliéncia, e a 2 a percentagem de modulagao. A forma

da onda & representada pela dimensao 3, conforme podemos obser

T 1 Vo - N R | [ o I P [ Y T EE T ] |H i [ ] B T N T B ALY T | S S |
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var na Fiqura V.6.

A apresentagao dessa aplicagao do MDSCAL nao tem o ob
jetivo de discutir as implicagoes dos resultados, mas apenas mos
trar:a capacidade do teste (comparagao de tons) e do algoritmo

de restabelecerem as caracteristicas fisicas dos estimulos.

V.4 - 0 Método de Guttman e Lingoes.

V.4.1 - Caracteristicas Gerais

0 algoritmo SSA-I (Smallest Space Analysis-I) desen-
volvido por Guttman e Lingoes [L73] @ muito semelhante ao de
Kruskal'(MDSCAL), apresentado na secao V.3. Tantb Kruskal como
Guttman:e Lingoes partiram do trabalho de Shepard [She62a], e
indeéendentemente chegaram a resultados semelhanfesf. A princi
pal diferenga entre os dois algoritmos esta na cénstrugao do pas
so de incrementagao ("step-size") e na definigao de matriz D"
do SSA-I e D do MDSCAL. |

V No SSA-I a funcgao ¢* que caracteriza o "Stress" & mi
nimizada através da variagao simultanea das matrizes D e D*, on
de D é uma matriz de distancia, e D* € a "imagem em rank" de D.

Essas matrizes coluna s3o relacionadas através de uma transfor

~ o * c s ~ .
macao T : definida na segao seguinte.

* : .
No inicio do nosso estudo sobre analise multidimensional che

gambs ~a desenvolver um algoritmo semelhante ao SSA-I, sem
conhecermos o trabalho de Guttman e Lingoes. '



68

No processo de minimizacao sao usados dois algoritmos:
algoritmo de uma fase,e algoritmo de duas fases. O 6bjetivo fun
dameﬂtal>do algoritmo de duas fases & determinarza.forma final
da transformagao T*, enquanto no algoritmo de uma fase modifi
ca-se a matriz D, de modo a ajustar-se aos dados experimentais.
Isto &, b algoritmo de duas fases envolve a solugao separada de:
primeiro, um conjunto de distancias desconhecidaé em termos de

. .
um conjunto de valores fixo e conhecido (dij), e, segundo, um

: *
conjunto de valores desconhecidos (dij) em termos de um conju&

to de distancias fixo e conhecido., No algoritmo de uma fase os
dois conjuntos sao desconhecidos.

Na secao seguinte descreveremos o formalismo matemati
i ' - * ) '
co do SSA-I, usando sempre a fungao ¢ . Para efeito de programa

¢ao em computador, e equivaléncia com o MDSCAL,GuttmameIdngoes

usam a fungao normalizada ¢,

$ = —2 | (V.26)

E facil mostrar que a fungao S, do MDSCAL representa

O seno entre os vetores D e D
S = sen(D, D) ,
enquahtov(v.26), implica em
¢ = 2 senz%q,sendo Y o angulo entfe DeD .

Para tornar os dois algoritmos mais equivalentes, de

' 1 il i il
ol ] [ [ . ' ] . » ' Fooab i ik i " ' TR
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fine-se o coeficiente de alienagao K

| £ od,.a%*,\ 272
2 1/2 i ijij
K ='[i"(1"¢) } = (1= -41—-——5——-
| I dij
1,]
2 * 1/2 *
= [?-cos (D, D {] = gen(D, D") . (V.27)

A equagao (V.27) pode ser demonstrada é partir das
propriedades de D e D* apresentadas na segao segﬁinte.

Na segao V.4.3 apresentaremos alguns resultados que

mostram o comportamento do algoritmo SSA-I, particularmente com

relagao ao coeficiente K.

V.4.2 - Formalismo Matematico

0 que se segue sobre o formalismo matemético do SSA-I
foi baseado na referéncia [LR77].

Seja a fungao ¢*, que caracteriza o "Stress".

$* = T (d,.-4d..) (V.28)
i,3 J

onde‘d;j,é a "imagem em ordenagao" ("rank image") de dij' satis

fazendo as seguintes propriedades:

*
r a*, = 1 a. (V.29)
i, 3 4,9 13
I d;§ = I dij (V.30)
i,J i, )
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3 < %p + S8 Sy <8y . (V3D

Como j& foi dito, os vetores D e D* sdo relacionados

E

atraves da transfor@agaq_T*,:quejpode ser melhor especificada

. ! (,_\ i i ' * )
atraves das matrizes de ordem m = n(n-1)/2, E e E cujos elemen-
tos sao
| 1, se Sijkbcﬁpa a posicdo k em S
k v

caso contrario

Lo

'se d,. ocupa a posicao k em D

caso contrario

onde, 1 =1, voo, n=1; j =141, co.,nek=1, cco, m.

A matriz transformacao sera
™ = E(E¥)' , (V.32)
onde o sobrescrito ', representa a oﬁéfa?éd'de'tréhépésigéo, e

os elementos de T* s3o tais que

AR 1 I . o . . i P . o< LD
poi e g Lo f A . : 1 2 )
L A g L} U H EN St - N : i R

1, se S1j e dk2 ocupam a mesma posi

g _ Jcao'em'S e D, respectivamente.
(13) (ko) N .

0, caso contrario.

H i [N ek
HEREE 1

As "imagens" sdo obtidas através da relagao
D . (V.33)

Vejamos um exemplo para esclarecer melhor as defini

- 2 * * 2
coes de E, E e T . o

oo : e [ ' o I I S ) Jod oy f'“”‘" ] ‘? P I IR TR I R . bkl u-'%‘l\‘l H
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- Consideremos quatro "conceitos", cujas similaridades

satisfardo a seguinte ordenagao

S.,, < 823 < 512 < 524 < 513 < 514 . (V.34)

34

Supondo que num certo estagio do processo iterativo
as distancias entre os quatro pontos da configuragao satisfagam

a ordenagao abaixo

d13 < d23 < @y <Ay, < dyp < d34 ' (V. 35)

a matriz E, de ordem m = n(n-1)/2 = 4(4-1)/2 = 6, sera

= O O ©O © O
o o O O O
o O O O O
o H O O O O
o O O O +~ O
©o O o B O O

-

porque S,, é o terceiro elemento na ordenagao (V.34), S,3 € o
quinto, e assim por diante, até Sy4 que é o primeiro da ordena-
cao.

. De modo andlogo, determina-se E*.

o O O o+ O
o O o O O O
o O O H O O
o H O O O O
o O O © o ¢
= O O O O O
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logo,

T = E(E¥) =

o O O O -~ O

- O O O o o

o O O O O =

© O = O O O

o = O O O o

o O O = O O
.

A matriz T* é uma espécie de "tabela cartesiana", com

0 seguinte formato

1a | D3 | Oy | dgy

2| oo 1o ] oo

12 13

14| 0 0 o | o 0 1

S,31 0 0 0 1 0 0

2a| O | O ol o | 1| o

Dessa forma, podemos facilmente ver que

1, se Sij e dkz ocupam a mesma posicao nas

. respectivas ordenagoes (V.34) e (V.35)

Y4,9) ke) =
0, caso contrario.

E evidente também, que uma relagcao monotonica perfei

ta & obtida quando T* & a matriz identidade.

i i [ : i . [ T S TRV MH\ [ ' (O] [T | [ R
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A "imagem" de D sera dada por i

0
1 o

* * 0

D =TD =
0
0
do que resulta,

: oy
i i [ T SR Al RE i i

Podemos testar essa solugao, atraves de um grafico do

IVIN S daivaal ao Lnw g b Foapddnd
rank" das dlstancias .versus o "rank" das similaridades. i Cada
S T N 61 L Snirooe gvanad P ,um FICN I S E I Y THIAE 3 PRI SNN NES)

unidade nos eixos 0 genados .cor esponde ao "rank" ocupado pe

. .
i an v T

la respect;va.simllarldade ou dlstanciq

L= T 2 o Yoo e
S n‘.uir‘ EN S8 IS sompa BV ooy

distanc1as e as s;milar;dades, teriamos uma curva do tlpO)’ X.

ik SEESWE LY sin e SR NE PUEY N fEAY <

O desvio dessa curva é medido atraves do metodo da ;“1magem em,

SEE S 1SS rmink: P Anp e ERIGEEEIEY Y LEEe iy S PESRT SIS N

ordenaqao , dquer dizer mede-se 0 desv1o da monotonicidade.

vy ¥ ¥ - e - v FE ey
PR ESESE Sl A TS SPGB 4 €575 e gy s

Ly Ee) )
A AN h RS

qucasq do nosso exemplo, teremos_

o 1y g AT PN Lo o A
e B S MY LI

.iz..:n'- »"';'«r-‘,;l.."'
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dy dy |----0(34)

| : |
dy dy, *"*';=‘“;"';“*;(f(h2) .
A0
Y S N . Ly
IRz
.
d34 du r-°-4 -------------- 4---;1----<g(h4)

- ___+.__...__.._._.
!
__...(2_—_'._
X

'S,, SIMILARIDADES

(2]
o
»

v
~
]
K
N

v
~
P
K
]

Figura V.8

Representagdo grifica do método de "imagem em ordenagdo".

: As linhas tracejadas sd3o os desvios da reta de monoto
nicidade, que devem ser minimizadas. Essa &€ uma forma intuitiva
de estabelecer o método da "imagem". As "imagens" de determina
das atpa:tir da Figura V.8 s3ao exatamente iguais Aquelas deter
minadas analiticamente. |

: ~ Entdo, dadas as similaridades Sij e detérminadaé as
"imagéns& de, o problema resume-se em minimizar é fungao ¢*,ou
equivalentemente, o coeficiente de alienagao K.

é Guttman e Lingoes usam dois algoritmos no processo de

minimizaqao- algoritmo de uma fase e algoritmo de duas fases. A

fIT] S [ o . v P T S R VR S | 1 RN P R | I [ SR S SR TR BT
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sequir descrevemos esses dois algoritmos, e na secao V.4.3 apre

sentaremos alguns resultados a titulo de ilustragao.

Algoritmo de Uma Fase

Derivando (V.28) com relagao a X, ., obtemos

36" . 8d, 4 ad;>> 8,
— =2 I (d,,-4d%.) ———1-5——1 =2 ¥ d.. == +
aXka i,3 1] i3 axka xka i,3 1] aXka

De acordo com a definicao das "imagens", tem-se

ad, ad¥.
Lod,. 5——1 = I d;. s—ll ,
i,J I %a 1,3 3 ¥ya

de modo que

*

20* , 8d, . 8d . , od..
= 5 d,. —td-2 3 d,. wosd-2 I 4, =3 (V.36)
a 4,3 3 %ka 1,3 P Fka o 4,3 i3 9Xya
A expressao
adI.
R Y 5—-1
i,J 13 Xka

& a soma dos produtos das distancias pelas derivadas das respec
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tivas "imagens". A observagao cuidadosa da Figura V.8 evidencia

que
Bd;. ex 295
I dij 3?”1 = I dij = ;o (v.37)
i, ka i,) ka

onde d;; € a distancia entre os pontos K e %, cuja imagem & dij‘

Substituindo (V.37) em (V.36), teremos

% _ 4 g [d Loa** +a* )] "3 (V.38)
T m— -— . » it [} . K} . Ny —— ’ L]
axka i,3 13 2'7ij ij axka :
onde
D** = (?")'p .
Definindo
3 B R *
di5 = 3433 +diy)
e usando
r 2 1/2
%3~ [ail‘xia”xja’ 1
teremos
30" _ 41 (d..-4..) fia” %ja) _ 4z (1-—§ii)(x - X. ) (V.39)
90X, ) ij ij dij - 3 dij ia ja :

Definindo a matriz C, tal que

[ . | [ i . PR w [T I booe n [N oy i I N | [N Y N B
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/ 3
1+ 3 a}-]i; (1 = §)
A k %ik
cij=< :
l-'ﬁ: (1763) ’
- 1]

vemos que [h_l Eﬂ tem as seguintes propriedades importantes pa

ra o ajuste:

- & simétrica

- soma das filas e colunas igual a 1.

- quanto mais proximo de dij for aij’ mais proximo de
zero sergo os elementos fora da diagonal, e mais proximos dauni
dade SerEO os elementos da diagonal. De modo que, quando ¢* =0,
™! C] & a matriz identidade.

Com essa definicao, (V.39) toma a segﬁinte forma

= 4 ;‘. Cc .(xia—xja) . (V.40)

*
—BL = 0 ’
oX.
la
ou seja :
% C..X., =T C,.X. .
1 la ' 1
3 J 3 J Ja
Mas

ij

L. M
(@1
it
o
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logo

X, =1 c..x,
ia n 3 ij ja
Agora, podemos variar as coordenadas de acordo com a
relacao
(s+1) _ 1 .2 (s) (s)
' =""'EC-- X- . .
Xia g i] ja - (v.41)

% (s) - -
38}?' | : Cij(S)xia(S) . Clj(s) J_a(s) ’
0% ad j j |
-3¢*-(S) - (s) (s + 1)
B = 4nXia 4nXia '

e finalmente, temos uma relagao equivalente a (V.41) para o in

cremento das coordenadas

ia ia 4n

(s) -
o (s+1) _ (s)__l_[_aL] . (V. 42)

Algoritmo de Duas Fases

A primeira fase do algoritmo consiste em minimizar a

funcgao

0* = & (d;5-8,)° (V.43)

L R Y (| Ty S TN} AN T R R B Y T O P A ARTEY BT
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onde;éij'sao nimeros dados, segundo critérios abaixo estabeleci
dos.
Entdo, dada a matriz A, cujos elementos sao os nime

ros Gi o problema & minimizar 0¥, ou seja encontrar a matriz

jl

» . . * - -~
D que minimiza Q" . Apds essa operagao, entra-se na segunda fase,

onde obtemos

A(S'*'l) *D(S)

=T

Com esse novo valor de A, entra-se novamente na pri-
meira fase, determinando-se a nova matriz D. Dessa forma, sain
do de uma fase e entrando na outra, o algoritmo prossegue até a

convergéncia.

(0)

Em principio, a matriz inicial D pode ser arbitra

riamente escolhida, porém, segundo Lingoes e Roskam |LR77|, uma

boa matriz D(O) pode ser formada com os auto-vetores de

1+ 3% p,p/m; (1 =73)
(0) K ik
Ci] =

1 - pij/m 7 (i 75:])

onde m = n(n-1)/2, e Py & a posigao ocupada pela Similaridade_

3

S;:. Assim, se S,. ocupa, por exemplo, a quinta posigaoc no"rank"

1] J

das similaridades, entdo Piq = 5.

0 algoritmo de duas fases usa dois indices de itera

cao, s e t. A primeira fase ocorre "dentro" de cada s, onde o t
varia de 0 a t .
max

Em outras palavras, a primeira fase consiste do proce

dimento iterativo
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1
onde t =0, ..., tmax' e
/
a* (s -1)
1+ ik (i = 3)
ka9
* (s, t) < 1k
ia
J gt (5-1)
ij .
be—y— (70,
ij
Resuitados experimentais tém mostrado que o valor de tmax pode
ficar em torno de cinco, i.e., tmax = 5.

No inicio de cada iteragdo s, calcula-se amatriz "ima

gem" da matriz distancia da iteragdo s=1, ou seja, caleula-se

p*(8) _ p(s) _ prp(s-1) (V.45)

. *x (s C e : ..

Conhecendo-se a matriz D* ), inicia-se a primeira fa

se da iteracao s, ou seja varia-se Xia de acordo com (V.44) ,até
s ' - . * N

atingir-se o minimo de Q . Quando isso ocorrer, usaremos nova-

mente (V.45), e assim por diante.

Antes da convergéncia, o*(s) # ¢*(S), pois

2
x(s) _ (s) _ % (s-1)

o*(8) = 3 [dij(s) —d’.‘.(s)]z .

. 1
1,] J

[ - [ i . i L N S T N | T Y 1 L T TR T T T Poed ol koA o0 N D
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' 0 algoritmo de duas fases sO termina quando Q* = ¢,

ou seja, guando a matriz D na iteragao s ajusta-se simultanea
mente 3 matriz D* da iteracdo s -1 e da iteragao s. Nesse momen
to, passa~se para o algoritmo de uma fase, onde a fungao o* &
minimizada, variando-se simultaneamente D e D*.

~ salienta-se que no algoritmo de duas fases, minimiza-
-se Q*, variando-se apenas D na diregdo de D*. Ao contrario, o
algoritmo de uma fase varia D e D* simultaneamente, éara minimi
zar ¢*

 Desse modo, a dupla fase funciona como um pré-ajuste,

enquahto a fase Unica & o "ajuste fino" do processo total.

V.4.3 - Comportamento do Algoritmo: Exemplo Numérico

- Para ilﬁstrar o comportamento do algoritmo de duas fa

ses, vejamos um exemplo apresentado por Lingoes e Roskam |LR77{.
Dez pontos foram distribuidos aleatoriamente num espa
¢o de ciﬂco dimensdes. A matriz "input", Tabela V.2, foi forma
da a partir da ordenagao crescente das distancias. Assim, na Ta
bela V.2 o elemento (10, 7) @ 1, porque a distancia dlo, 2 ocu
pa a primeira posigcdo na ordenagao ("rank"),i.e.,_dlo' 7 é ame

nor distancia.

| 0 algoritmo foi usado para fazer um ajuste em duas di

mensdes com a configuragdo inicial da Tabela V.3, obtida pelo

método de Guttman e Lingoes (segao V.4.2).



Tabela V.2 - Matriz de "similaridades".

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1l
2 16
3 4 3
4 |23 | 40 | 28
5 8 5 6 | 20
6 10 | 32 | 14 2 7
7 |26 {18 {21 |36 |17 | 22
8 124 |31 29|44 |33 |35 9
9 |39 |45 | 41 | 30 {34 27|42 38
10 (15 |12 119 |37 (1L [ 25| 1|13 | 43
Tabela V.3 - Configuragao inicial.
DIM 1 DM 2
1 -0.1472 0.0657
2 -0.2387 -0.0902
3 -0.1719 0.0441
4 0.0528 0.9185
5 -0.1177 0.0872
6 ~-0.0246 0.2738
7 ~0.2076 -0.2163
8 -0.2047 -0.7011
9 1.2731 ~0.2056
10 ~0.2136 -0.1761

} foioa ‘”‘“‘H o

'y

Vol b
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- Usou-se tm = 5 no algoritmo de duas fases, mas quan

aXx
do a variacio de Q* & muito lenta, a primeira fase & encerrada
em t = 1 ou 2, passando-se & segunda fase.

Na Tabela V.4 temos a "histdria" & processo iterativo

da dupla fase.

Tabela V.4 - "Histdria" do processo iterativo na dupla fase.
s | t K Q*
0 .30319
0 9.4142
. 1 5.8414
. 2 5.0865
. 3 4,3462
. 4 4,2554
. 5 4.2304
1 .15593
2 0 2.4464
. 1 1.8117
. 2 1.7060
. 3 1.6779
. 4 1.6602
. 5 1.6570
2 .11405
3 0 1.3050
. 1 1.1764
. 2 1.1183
. 3 1.1070
. 4 1.1012
5 1.0991
3 .10491
4 0 1.1037

Continua



Tabela V.4 - Continuagao.

s t K Q*
.10195
0 1.0421
1 1.0353
2 1.0334
6 .10269
7 1.0574
1.0528
. 1.0521
7 .10305
8 0 1.0647
. 1 1.0612
2 1.0609
.10311
0 1.0660
1 1.0628
. 2 1.0627
9 .10323
10 1.0684
. 1.0653
10 .10332
11 1.0703
. 1.0673
11 .10340
12 1.0703
. 1.0690
12 .10347
13 1.0734
. 1.0704
13 .10351
14 1.0744
. 1.0715
14 .10356

it

84
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A partir de s = 14 os valores de K e Q* oscilam em
torno de .10356 e 1.0715, respectivamente.

Observa-se que o menor valor de K @ obtidoem s =5,

K = .10195. O programa volta para s = 5, considera x(s==5) como

configuragae inicial, ¢ inicia o algoritmo de uma fase, cuja

"historia"™ & apresentada na Tabela V.5.

Tabela V.5 - "Histdria" do processo iterativo na fase unica.

s K o*

5 .10195 1.0421
6 .09824 .9675
7 .09651 .9336
8 .09627 .9289
9 .09607 .9251
10 .10110 1.0248
16 .09314 .8694

. A partir de s = 16 os valores de K e ¢* apresentam
uma pequena oscilacao em torno de 09314 e .8694, respectivamen-
te. |

- A configuragao final & apresentada na Tabela V.6.



86

Tabela V.6 - Configuragdo final do exemplo numérico.

.09314

D-I D-II

1 -0.0629 0.6190
2 -0.9336 ~ 0.5053
3 -0.3561 0.4862
4 1.1672 0.5218
5 0.0416 0.2621
6 0.6210 0.3338
1 -0.6879 -0.4764
8 -0.6227 -1.0496
9 1.5359 -0.8798
10 -0.7025 -0.3225

Vale salientar que o exemplo apresentado refere -se a
uma configuragao num espago de cinco dimensodes, cujo ajuste foi
feito em duas dimensoes, razao pela qual se obteve um alto va
lor para o coeficiente de alienagao (K = .09314),vconsiderando—
~S€ que Os pontos realmente pertenciam a uma configuracao espa
cial. Nesses casos, os valores de K coétumam ser da ordem de
1073,

Nos casos em que as medidas de similaridade apresen-
tam algum nivel de erro, oOs valores de K podem ser da ordem de
1071, No Capitulo VII discutiremos essa questdao do nivel de
erro, mas podemos adiantar que uma das principais fontes de er
ro & a violagdo da desigualdade triangular.

Na Tabela V.7 apresentamos os valores de K e o nimero

de iteragdes para os ajustes dos nossos testes de associagao de

T [ T SRR Ol

[ T N S R TR | AT Beooe
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conceito$.

Na coluna teste, a letra A refere-se a& TANC, e a B
ao TAEC; o nimero refere-se a oportuhidade de apiicaq&o, engquan
to E significa grupo experimental e C, grupo controle.

Por exemplo, AlE significa: TANC apresentado na pri

meira oportunidade (antes da instru?EO) ao grupo experimental.

Tabela V.7 - Valores de K e nlimeros de iteragdes para os diver
sos testes de associacao de conceitos.

TESTE K ITERACOES
AlE .1076 74
alc(®)

A2E .0412 67
a2c(®)

B1E .0033 100
B1C .0613 42
B2E .0013 38
B2C .0313 75

(*) Testes que ndo proporcionaram um ajuste com significlncia es
tatistica ao nivel de .01l.

V;S - 0 Método de Carrol e Chang

V.5.1 - Caracteristicas Cerais

O método de Carrol e Chang, denominado INDSCAL (Indi-

vidual Differences SCALing), trata das diferencas individuais.
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O problema & encontrar uma configuragéo num espago Eu
clideano ponderado, r-dimensional, de modo que as distancias,

dadas pela relagao

2

2
dijk = W, (X._ -X

;1 ia'Tja ka) !

[ e B

(V.46)
a

melhor se ajustem as medidas de similaridade.

Na equagao (V.46), wia representa a imPorténcia que ©
sujeito i atribui a dimens3o (ou fator) a, quando estima a simi
laridade entre dois conceitos. Por causa da existdncia dos pe
sos W, _, & que o espago & dito ponderado.

Xja € a coordenada do conceito j na dimens3o a, e o

espago dos Xja

dos W, & o espaco dos sujeitos.

e denominado espago dos conceitos, enquanto o

Além desses dois espagos, temos um "espago privado"
para cada sujeito, representado pelas coordenadas Yija' confor

me relagao abaixo
v, =w/?x. . (V. 47)

Yija € a coordenada do objeto j, na dimensio a, atribuida pelo
sujeito i. Assim, cada sujeito i atribui uma coordenada Yija’ e
teremos portanto, m espagos individuais, os quais representam
as estruturas cognitivas dos sujeitos.

Substituindo (V.47) em (V.46), teremos

) . (v.48)

veod ! (B : . Il [T T T T TR (| AE R Ik F TP T I T S TR [ T B T T T
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Assim, no caso de uma investigagao sobre a estrutura
cognitiva, trata-se de analisar as diferencas que existem en-
tre os individuos para a formacdo dessa estrutura cognitiva. IS
to &, o metodo tem como objetivo investigar como cada individuo
organiza os conceitos na sua estrutura cognitiva.

~Além de fornecer uma configuracao ou "mapeamento <09

nitivo" para cada sujeito, o INDSCAL tambem fornece uma configu
racao representativa do grupo pesquisado, semelhante aos resul
tados dos métodos anteriores.

0 algoritmo, elaborado por Carrol e Chang [cc70b], &
do tipo métrico, porque transforma as similaridades em produtos
escalares, e através de ajuste pelo método dos minimos quadra-
dos determina as coordenadas da configuragao.

 Pelo fato de ser um algoritmo métrico, 6 INDSCAL exi
ge que as similaridades satisfacam a desigualdade triangular
(V.1). Essa exigéncia & atendida através da estimhtiva de uma
constante aditiva, como na equagao (V.6). As similaridades dao
origem a produtos escalares através da equacgao (V.15).

O que se segue sobre o formalismo matematico do INDSCAL

é baseado na referéncia [CC70b].

Vv.5.2 - Formalismo Matematico.

Sejam m sujeitos atribuindo medidas de similaridade
entre n conceitos (ou quaisquer estimulos psicologicos).
Sijk é a medida de similaridade entre os conceitos j

e k, fornecida pelo sujeito i.
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A relagao (V.48) seque a métrica Euclideana usual (nao

ponderada), de modo que o espaco privado do sujeito i & um espa

¢o Euclideano.

O algoritmo numérico calcula os Xja e W, ., apos o que
podemos determinar os espacos privados que nos interessarem.
Ja vimos que as similaridades dao origem a produtos

escalares, de forma analoga a relagao (V.15).

~ Por outro lado, temos que

_ . 7 2 1/2
bijk - g Yija Yika - £ Wia Xja Wia Xka d
ou seja,;
r o
bijk = ail W xja Xea (V.49)

Podemos considerar que Xj e Xka pertencam a configu-

a
ragoes diferentes, escrevendo

r
= (E) (D)
b:., = El wia xja Xka . (V.50)
O algoritmo consiste em atribuir valores a duas variid
veis, e pelo método dos minimos quadrados determinar a tercei
. . * -
ra, de modo que os bijk se ajustem aos valores bijk’ obtidos a
partir das medidas experimentais, conforme a relagao (V.15).
Inicialmente atribui-se valores arbitrarios a X(E) e
X(D), e define-se uma espécie de produto direto (ou de Kronecker)
dessas duas matrizes nxr, de forma que o resultado & uma ma-

triz n2><r.

| : i [ " ! i i P T T RO ¥ I VO R I T T ST B B S T SN bl des bl o d
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. E E E D
Sejam Xy x2, ceny Xr e Xl’ xg, cs oy xgbos vetores co
, E_ D ,
luna (nx1) das matrizes X* e X, respectivamente.

Isto &,
E ' D
X135 X135
E D
xp = %1 e X2 = %21
g )
Xni Xni

Define-se a matriz

G = xF ®xP
cujos vetores coluna sao Gys Gys «..y Gy, onde

_ JE D
Gi = Xy ® Xy -

Ou seja, cada coluna de G @ o produto direto usual das
correépondentes colunas de XE e XD.

O "produto direto" que resulta em G foi representado pe

lo simbolo "®" para distinguir do produto de Kronecker usual,

cujo simbolo e " ®".

- Utilizando-se agora as estimativas dos bi'k' teremos

B* = W(G)l . (V.51)

A solucdo de (V.51) segundo um crit@rio de minimos

quadrados sera
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w = B*[(6)'¢]"1 . (V.52)

A segquir, define-se o "produto direto":de W e XE, e
determina-se X°.

0 algoritmo prosseque conforme o esquema W& X~ =
=01 ;!D-LH;I ;(D = Gg"= ;(E‘?-O;(E ;(D = G"= ;V, ate a conver

géncia, quando teremos X© & xP,

V.5.3 - Algumas Aplicagdes.

O que se seque sao extratos de alguns relatos de apli

¢ag0es do INDSCAL.

a. Similaridades entre 24 tons audiveis

Carrol e Chang retomaram os dados coletados por Bri
cker e Pruzansky [BP70] e aplicaram o INDSCAL.

O arranjo experimental ja foi descrito na secao V.3.3,
de modo que passaremos a apresentar os resultados.

Como podemos observar nas figuras V.9, V.10 e V.11 o
espaco dos conceitos determinado pelo INDSCAL aproxima-se bas-
tante da solucao do MDSCAL, apresentada na secdo V.3.3.

A dimensao 1 foi interpretada como o eixo das freqﬂég
cias,.a dimensao 2 como o das percentagens de modulagdo, e a di

mensao 3 como o da forma da onda.

[ | il ' v Il e } [ ‘”‘"\w‘“ \|~ al . b e [ I B IR
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Figura V.9 - Circulo refere-se a onda senoidal, quadrado a onda
quadrada. Os numeros referem-se ds freqliéncias. Fi
guras menores representam modulagao . a 3%, fi
guras intermediarias modulacao a 10%, e as figuras

maiores 25%.
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0 espago dos sujeitos, apresentado nas figuras V.12,
V.13 e V;l4, mostra que de um modo geral os sujeitos atribuiram
pecog iquais ds trés dimensoes. Isto &, 9quande julgaram qy

atribuiram a similaridade entre dois tons, levaram em con-
ta os trés fatores, com igual importancia. Isso esta de acordo

com o exame clinico, no qual todos os sujeitod Aptasapkapam uma

audicao normal.

omz 0
n

23 2
7

7 sz
615 4 51219

DiMY -

_Figura V.12 - Espago dos sujeitos.
DIM 1 = Freqliéncias
DIM 2 = Percentagens de modulagao
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Figura V.13 = Egpago doc cujeieos

DIM 1
DIM 3

DIM3

Freqliéncias

Forma da onda

DIM 2

Figura V.14 - Espacgo

dos sujeitos.

T
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b. Percepcao das cores

Carrol e Wish [CW74] analisaram dados coletados por
Helm em 1964, sobre percepcao das cores. |
Eles nao descrevem o arranjo experimental elaborado
por Helm, de modo que apresentaremos apehas os resultados e dis
cussdes apresentados por Carrol e Wish [CW74].
E'Encontrou—se uma configuracao bi-dimensional, cohfog

me a'Figuré V.15.

DIM 2
: G
GY(2) B
GY(1) PB
DIM 1
iy P(1)
- Pl2)

RP

Figura V.15 - Aplicagao do INDSCAL aos dados de Helm, sobre per
cepcao de cores. DIM 1 representa o eixo amarelo-
-azul, e a DIM 2, 0 eixo verde-vermelho.

£ interessante notar que a configuracao apresentada na
Figura V.15 ajusta-se perfeitamente ao diagrama de Munsell, en-
contrado em qualquer livro sobre a teoria das cores.

Outro resultado bastante interessante refere-se a de



98

ficiéncia visual de alguns sujeitos da amostragem. Exames clini
COs usuais mostraram que quatro sujeitos do'grupo, apresentavam
defeitos visuais na faixa verde-vermelho ("deficient in red-green

color vision").

A Figura V.16, que aprasenta o espago dos sujeitos(*),
mostra claramente a existéncia desses sujeitos com deficiénecia
visual (sujeitos CD1, CD2, CD3 e CD4). Esses sujeitos deram uma
importanéia muito maior a dimensdo 1, quando atribuiram valores

de similaridade entre cores.

DIM2
N10b

N10a
“Na
N7Ns
N%§4
N2
NI

CD4aq,b -
CD3

cDl

DIM1

Figura V.16 - Espaco dos sujeitos. Aplicagao do INDSCAL aos da
dos de Helm sobre percepcido das cores.

A deficiéncia visual dos sujeitos CD1, 2, 3 e 4 & bem
caracterizada, quando se determina seus espagos privados.

Um sujeito normal tende a apresentar um espago priva

" . :
*) Os sujeitos CD4 e N10 foram submetidos ao teste duas vezes.

i i ol 1 - o [ TR TR R [ e dpi ) i T TV A SR ]
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do aproximadamente igual ao espago dos conceitos (Figura V.15),
enquanto um deficiente tende a "achatar" a Figuré V.15 na dimeg
sao que corresponde & sua deficiéncia.

Isso pode ser observado nas figuras a seqguir.

DiM 2

6v(z) e

GY(1) . PB

DIM 1
P(1)
P(2)

RP

Figura V.17 - Espacgo privado do sujeito NlOa.

DIM 2

' G
GY(2) 8

GY(1) | ' . pB

DIM1
P()
P(2)

" RP

Figura V.18 - Espago privado do sujeito N7.
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DIM 2
e |
e | .8 .
etn .. | e
DIM1
, P2)
' RP
. |

Figura V.19 - Espago privado do sujeito CD4a.

DIM2

ooen) 6. B
e - P8
e PR oMY
Y P(2)
RP
R

Figura V.20 - Espago privado do sujeito CDl.

c. Similaridade entre nacgdes

Carrol e Wish [CW75] analisaram dados coletados por

Wish, sobre as similaridades entre 12 paises. O teste usado por
Wish era muito semelhante ao TANC, descrito no Capitulo III. To
dos os pares de paises enmnapresentados, seguidos de uma escala

de zero a dez. Se o0s palises eram muito semelhantes (para o su

AT ' [ o . [T \“"\M TR ' ) 5 [ S T RPN |
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jeito que julgava) marcava-se um nimero alto, proximo de dez,
ou mesmo o dez. Caso contrario, i.e., se os paiseé eram bastan
te diferentés, marcava-se um nimero pr6ximo de zero, Ou mesmo O
Zero. .

" Além desse teste, os sujeitos foram solicitados a in
dicar sua posicao com relagdo & guerra do vietnd. A partir da po
sicio assumida, os Ss eram classificados como "Pombos" ("Doves"),
"ralcoes" ("Hawks") e "Moderados" ("Moderates").

' Os dadéé pe£mitiram o0 ajuste de uma configuragao tri-
-dimensiénal, com dimensoes representando “alinhamentofpolitico
e idebloéia" (essencialmente "comunista" versus"nao-comunista'),
"desehvolvimento econdmico" e "geografia e cultura" (essencial
mente "leste" versus "oeste“i.

As figuras V.21 e V.22 apresentam as projegoes nos
planos l;2 e 1-3, respectivamente. .

Na Figura V.23 vemos'que'és "Falcoes" colocam maior
&nfase no alinhamento politico das nagdes, do qué no desenvolvi
mento econdmico. Isto &, quando um "Falcao" julga a similarida-
de entre?duas nagoes, ele dard um valor tanto maior,:quantonais
alinhédas;'péliticaménte, elaé forem. O fata de ambas serem de

senvolvidas ou n3o, tem pouca importancia no julgamento.
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ECONOMICAMENTE
DESENVOLVIDO

« |lomm 2
d °
. UsA
e
RUSSIA Y
° JAPAO
° : FRANCA ISRA
YUGOSLAVIA . RAEL
COMUNISTA NAO-COMUNISTA
) : ' DIM 1
. ®
CHINA
e
° BRASIL
CUBA o
EGITO INDIA
Fcomso

SUBDESENVOLVIDO

Figura V.21 - Aplicacao do INDSCAL ao teste de simi

laridade entre nagdes. DIM 1 x DIM 2
[cw75] .
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OESTE °
DIM 3 BRASIL
.
cusAa .
®
FRANCA
®
USA
COMUNISTA jp CONGO NAO-COMUNISTA
R(JSSIA.‘ DIM 1
YUGOSLAVIA
®
ISRAEL
° ®
CHINA EGITO
JAPAO
[}
INDIA

LESTE

_Figura V.22 - Aplicacao do INDSCAL ao teste de simi

laridade entre nacoes. DIM 1 x DIM 3

[cw75] .
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ALINHAMENTO POLITICO

Figura V.23 - Espaco dos sujeitos para a aplicacgao
do INDSCAL & experiéncia de Wish [cw75] -

No caso da Russia e Estados Unidos, um "Falcao" forne
cerad um valor baixo para a similaridade, enquanto um "Pombo" pro
cedera de forma contraria.

Para um "Falcao", Russia e U.S.A. sao muito diferen-
tes, porque uma @ comunista e o outro capitalista.

Para um "Pombo" essas duas nagoes sao muito semelhan
tes, porque ambas sao economicamente desenvolvidas.

Como acabamos de ver, a andlise multidimensional, par
ticularmente o modelo INDSCAL, pode simultaneamente fornecer in

~ - . - . ~
formagoes sobre os estimulos psicologicos (tons, cores, nacgoes
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ou conceitos fisicos) e sobre os sujeitos, cujos julgamentos

constituem os dados da analise.
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; *
VI - ANALISE DE AGRUPAMENTOS HIERARQUICOS

No capitulo II apresentamos alguns testes de associa
cao que fornecem medidas de similaridade entre um dado conjunto
de conceitos. O problema & descobrir a estrutura, se houver, ine
rente ao‘conjunto de medidas de similaridade.

| No capitulo V apresentamos a AMD, uma técnica capaz
de estabelecer tal estrutura, restrita a um espaqb métrico, par
ticularménte o espago Euclideano.

" Veremos agora uma técnica alternativa, que nao impoe
tal réstrigéo ao conjunto de dados. Isto &, enquanto a AMD su-
poe que os conceitos sejam representados por pontos num espago
Euclideano, a an3lise de agrupamentos hierarquicos (AAH) supoe
apenas a existéncia de uma estrutura com uma métrica particular,

nio necessariamente num espago fisico, concreto.

VI.1 - A Métrica da AAH

A Figura VI.l mostra um resultado tipico de uma AAH.

* - -
Baseado na referéncia |Jo67]
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Figura VI.1 - Resultado de uma AAH para 6 “conceitos".

Vejamos algumas caracteristicas desse resultado. No
primeiro nivel de agrupamento .00, cada conceito €& um aglomera-
do, de modo que com "seis conceitos", teremos seis aglomerados.
A seguir vem o nivel .04, com cinco aglomerados; o conjunto {3, 5}
é um aglomerado, e os outros quatro "conceitos" s3ao eles pro-
prios os aglomerados. No nivel .07 temos quatro aglomerados
{3, 5, 6}, {1}, {4} e {2}. No nivel .23 temos {3, 5, 6, 1} e
{4, 2}, e finalmente no nivel .31 temos apenas um aglomerado
{3, 5, 6, 1, 4, 2}. Podemos interpretar esses niveis como dis-
tancias entre os aglomerados, satisfazendo uma determinada mé-
trica, ou equivalentemente, como "interagoes" entre os aglomera
dos.vNesse sentido, no nivel .00 teremos as "interagaes“ mais
"fortes". As "interagoes" vao se tornando mais "fracas" a medi-
da que o nivel de agrupamento vai aumentando. Paia efeito de a-

nalise, consideraremos o nivel .00 apenas como referéncia, de

AT ; o . | T T T w”\l”\w , I A )i o LI B
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modo que a "interagao" mais "forte" & entre os "conceitos" 3 e
5, ao ni&el .04 .

No nivel .00 sempre temos tantos aglomerédos quantos
forem os conceitos. O nimero de aglomerados vai diminuindo até
o valor unitario.

Se num dado agrupamento hierarquico (AH) a formagao
de aglomerados for tal que cada conceito se agrega a um aglome-
rado ja formado, teremos um AH do tipo "linear". O exemplo da
Figura Vi.l € "nao linear", pois os conceitos 2 e 4 formam um
grupo isolado no nivel .23.

Vejamos agora como esse esquema de agrupamento hierar
quico fornece um tipo particular de distancias entre os "concei
tos", i.e. uma métrica.

Sejam n "conceitos" e uma seqliéncia de m+l agrupamen-

tos, Co’ Cl’ C2 ceer Cp- A cada agrupamento cj esta associado
um nivel Gye Cy €& o nimero de aglomerados no nivel oy (a =0e
co==n).

Supondo que seja conhecido o resulfado da Figura VI.1,
o problema é determinar a métrica da estrutura, ou seja, as dis
tancias entre todos os "pontos", ou "conceitos";

Dados dois "conceitos" x e y, sabemos que ém S (agru
pamento de "interagdes" mais fracas) x e y estao no mesmo grupo.
Seja j o menor inteiro do conjunto |D, 1, ..., nﬂ, tél que no a
grupamento cyr X € y estejam no mesmo grupo.

: Podemos definir a distdncia entre x e y, d(x, y), co-

mo:

d(x, y) = a. (VI.1)
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Na Figura VI.1 temos d(3, 5) = .04, a(1, 4) = .31,
da(l, 6) = .23, d(5, 5) = .00, e assim por diante. A matriz dis
tancia para os seis "conceitos" da FiguraVI.1 & dada na Tabela

VI.1.

Tabela VI.1 - Matriz dist&@ncia correspondente & Figura VI.1

1 2 3 4 5 6

1 o | .31 | .23 | .31 | .23 | .23
> | .; o | .31 |.23 [ .1 [ .:m
3 | .23 | .31 o | .31 | .04 | .07
a | .31 | .23 | .31 o | .31 | .m;
5 | .23 | .31 | .04 | .31 o | .07
6 | .23 | .31 | .07 | .31 | .07 0

~Da definigao (VI.1l) resulta que

dix, x) =0_ =0

d(x, Y)

i
Q
LN
o
n
o
]
M
K

d(X, Y) d(y: X)

Para mostrar que d & uma boa métrica,falta apenas mos
trar a desigualdade triangular. Sejam x, y e z trés "conceitos"
quaisquer, e sejam

d(x, y)

I
Q

i

d(y, z)

(R ‘ [ . b [ B S T \WH\» 1 R R I o [
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Entao, x e y estao no mesmo aglomerado em cy;eye z
estao no:mesmo aglomerado em ¢, . Como 0s agrupaméntos sao hie-
rarquicos, o grupo que corresponde ao maior dentre j e k, inclui
o outro. Seja % este inteiro, i.e, 2= max[j,k]. Entao, em Cor
x, y € z estao todos no mesmo grupo. Da definicao de d, podemos

escrever

d(x, z) < a,
e
a, = max[aj, ak] ;
finalmente,

d(x, z) € max[d(x, y), d(y, 2)] . (VI.2)

Por outro lado,

max [d(x, y), dly, 2z)] € d(x, y) +d(y, z)

entao
d(x, y) € d(x, y) +d(y, 2z) . (VI.3)
| A relagdo (VI.2) &€ a desigualdade ultramétrica, que &

muito mais "forte" que a desigualdade triangular (vi.3). Entao,

mostramos que dada uma seqiiéncia de agrupamentos podemos obter
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a métrica da estrutura. Fagamos agora o contrario. Dada uma ma-
triz distancia, tal como na Tabela VI.1, representando alguma mé
trica d que satisfaz a relagdo (VI.2), devemos determinar uma se
qliéncia de agrupamentos tal como na Figura VI.1l. No nivel .00
nos femos O agrupamento de referéncia, com seis grupos . Ca-
da "conceito" € um grupo . O menor elemento da matriz distan
cia & .04, a distdncia entre os "conceitos" 3 e 5. Entdo, no ni
vel .04 temos cinco aglomerados, {3, 5}, {1}, {2}, {4}, {e}. Ago
ra, note na' Tabela VI.1 que 3 e 5 est3o exatamente 3 mesma dis-
tancia de todos os outros "conceitos". Isto €, se X representa

qualquer dos "conceitos" 1, 2, 4 ou 6, entao
d(3, x) = d4(s5, x) , para todo X.

O aglomerado {3, 5} passa a ser um novo "conceito", e

a distancia de qualquer "conceito" x ao grupo {3, 5} sera
d({3, 5}, x) = d(3, x) = d(5, x) .

Dessa forma, podemos construir nova matriz, tal como

na Tabela VI.2.
' Podemos agora determinar o novo agrupamento, no nivel
.07 (menor elemento da matriz), com os grupos {3, 5,6}, {1},
{2}, {4}. pProsseguindo assim, chegaremos ao 4ltimo agrupamento,

onde todos os "conceitos" formam um Gnico aglomerado ,tal como na

Figura VI.1.

il ' | . b o . { " ' \”\l”\w ' I i | CR [ BT



Tabela VI.2

Matriz 5x5 apds o. primeiro agrupamento.

1 2 {3,5} 4 6
1 0 .31 .23 .31 .23
2 .31 0 .31 .23 .31
{3,5} .23 .31 0 .31 .07
4 .31 .23 .31 0 .31
6 .23 .31 .07 .31 0
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Evidentemente o algoritmo desenvolvido été aqui trata
de um caso particular, no qual as distancias satisfazem a desi-
gualdade ultramétrica (relagao (VI.2)). Ou seja, dados dois "con
ceitos" x e y agrupados no nivel Y i.e. d(x, y) = oy, a rela
cao (VI.Z)nos diz que d(x, z) = d(y, z), porque se d(x, z) #
# d(y, z), uma deve ser maior do que a outra, digamos

d(x, z) > d(y, 2) (VI.4)

Por outro lado, conforme a desigualdade (VI.2)

d(x, z) <€ max[d(x, y), d(y, z)]

A

max[aj, dly, z)]

Mas, devido a relagao (VI.4)

d(x, z) € aj :
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Sendo uj O menor elemento da matriz distancia, resulta
d(x, z) = oy
Levando esse resultado a (VI.4), teremos

d(y, z) < aj '

o que é uma contradigdo, visto que o € a menor distancia, por
definigao. Assim, a dist@ncia entre um grupo {x, v} e um

"conceito" z & dada por
a({x, y}, z) = d(x, z) = daly, z). (VI.5)

Em geral, as medidas de similaridade n3o satisfazem a

relagao (VI.2),e (VI.5) deve ser escrita como
d({x, vy}, z) = £(d(x, z), dly, z)). (VI.6)

Uma fungao muito boa, quando se deseja um algoritmo

nao métrico, i.e.,que preserva a ordem, & a fungcao "minimo". As

sim, (VI.6) fica
d({x, v}, z) = min[d(x, z), dly, z)] . (VI.7)

Entao, dada uma matriz de similaridades, podemos cons

truir uma seqliéncia de agrupamentos hierdrquicos, de acordo com

Vbl ‘ o . b VL e e LI [ O N i B R B RN
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o algoritmo abaixo:

1 - O agrupamento ¢, NO nivel .00 & o agrupamenfo de referén
cia.

2 - Suponha que estamos no agrupamento cj-l' com a matriz dis
tancia incluindo todos os aglomerados ou "conceitos", andlo-
go a Tabela VI.2. Seja @j O menor elemento dessa matriz. Agru
pe o par de "conceitos" e,ou aglomerados com distancia @y pa
ra criar c4s DO nivel oy

3 - Determine uma nova matriz distancia para cj, da seguinte
forma: se X e y estao agrupados em cyr © nEo.em:cj_l (i.e.,
&(x,‘y) = aj) defina a diétancia do aglomerado{x, y} a qual
querj“conceito“ ou aglomerado z, pela equagao (VI.7). Se x e
y‘séb "conceitos" e,ou aglomerados emcy g, nSo agrupados em
05' d(x, y) permanece com o mesmo valor.

4 - Repifa os passos 2 e 3 até atingir o agrupamentd com um Gni

co aglomerado.

O algoritmo desenvolvido aqui aplica-se as medidas de
similariéades tipo distancias, ou seja, se dois conceitos x e y
sdo muito semelhantes, a medida de similaridade deve ser peque
na. Similaridade aqui & algo como proximidade. O TANC fornece
medidas desse tipo.

Para o caso de medidas tipo correlagao, para os quais
dois éonceitos muito semelhantes tendem a ter medida de simila-

ridade alta, o algoritmo deve ser modificado, da seguinte forma:

1 -~ ao deve ser o«

2 - a5 no passo 2 deve ser o maior elemento da matriz,
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3 - a definigao (VI.7) deve ser
d({x, vy}, z) = max[d(x, z), dly, 2z)].

Sob o ponto de vista formal, nao ha nenhum problema,
porque uma medida do tipo correlagao, tais como aquelas forneci
das pelo TAEC, transformam-se em medidas tipo distancia, confor

me a equagao

6'

]
’—l
|
(o]

-

onde § & uma medida tipo correlagdo, e §' & do tipo distancia.

sl | . vl v ol ' ( . W wwmu | [for v |1 SR Y [ S B el
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VII - RESULTADOS

. VII.1 - Determinacao das Dimensoes Apropriadas na Anadlise

Multidimensional

Conforme discutido no Capitulo V, o método de analise
multidimensional determina uma configuragao num espago r-dimen
sional que melhor se ajusta as medidas de similaridade obtidas
com a apiicagao dos testes de associagao de concéitos. Para is
so, minimiza-se uma fungao do tipo xz, e o valor% minimo dessa
funcdo & o que se denomina critério de ajuste. No caso especifi
co do prbgraima MINISSA-I [L73] a funcgao a ser minimizada & o coe
ficiente?de alienagao K, apresentado na secgao v.4.

Entao, para cada espago determina—se;umltminimo que
mede a qﬁalidade do ajuste. Quanto menor o valor.de K, melhor o
ajuste. O problema & gue para qualquer matriz de dados, a curva
de K versus dimens3o & sempre decrescente. Isso nos obriga a es
tabelecer critérios para a determinagao da dimens3do apropriada.

- Segundo Kruskal Ek64aj a curva do "stress" (no nosso
caso, K) versus dimensao deve apresentar um "cotovelo" pronun-
ciado»na,dimensao apropriada. No entanto, conforme estudos pos
teriores [sk69]), [IP74], [WP71], esse "cotovelo" sd aparece em
dadosfcom poucos erros. Dados aleatdrios ou com vmuitos erros

apresentam uma curva "suave" do tipo exponencial. A questdo do ni

vel de erro tem sido estudada atravds de técnicas Monte Carlo*,

* - - ) .
Tecnicas Monte Carlo sao usadas na investigagao do comportamen
to de matrizes aleatdrias, quando submetidas a determinados
algoritmos.
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onde>os erros sao introduzidos nas matrizes. Nas aplicagoes re
ais torna-se dificil determinar o nivel de erro, bem como a sua
fonte. Acredita~se que um tipo de erro caracteristico € a viola
Gao da desigualdade triangular. No teste de associag3o numérica,
por exemplo, a variacdao do "zero" da escala pode provocar tal
violagao, i.e., o fato de uma medida igual a 3, por exemplo, nao
ter o mesmo significado para todos os Ss.

De qualquer forma, sabe-se que o0s erros num conjunto
de dados:dificultam a existeéncia do "cotovelo" sugerido por
Kruskal.

Por outro lado, costuma-se levantar a ’seguinte ques
tao: Néo sera a configuragao obtida devida a uma distribuicgao
aleatoria de similaridades? Nesse caso a estrutura apresentada
pela analise multidimensiondl n3o representaria o grupo pesqui
sado, mas uma fonte qualquer. Isto &, haveria uma grande proba
bilidade de uma distribuigao aleatoria de similaridades forne
cer a mesma estrutura.

Por isso, devemos estabelecer um critério de signifi
cidncia estatistica. Esse critério pode ser estabelecido a par
tir da distribuigao de probabilidade para a ocorréncia de uma
matriz com similaridades aleatorias.

O estudo Monte Carlo do programa a ser usado permite
determinar a distribuigéo de probabilidades. Determina-se a cur
va de freqiiéncia acumulada de K versus K, e a partir dai éstabg
lece-se o valor maximo permitido para K, em cada dimens3o, a um
dado nivel de significancia.

A curva de freqfiéncia acumulada relativa fornece a pro

Vb ) ‘ ol . . o L R R (NI TN [foo v i 1) P [N Y RN (D
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babilidade para que uma matriz aleatdria tenha determinado coe
ficiente de alienacao K, em determinada dimensao. Por exemplo,
na Figura VII.1 vemos que hd uma probabilidade de 50% de uma ma
triz 8 x 8 aleatdoria ter um valor .43 para K, em: uma dimensao.
Por butro lado, ha uma probabilidade menor que 1%, para que uma
matriz 8 x 8 aleatdria tenha K igual .296. Ou seja, ao nivel de

.01, o maximo K permitido & .296, em uma dimensao.

moor DIM3 . oMz "DIM 1

901
.80
J0H-
60 |-
S50+

a0k

A

FREQUENCIA ACUMULADA RELATMA _

.30
.20
A0

: . i | 0 J
100. 200 . 300 400 500 K(x1073)

Figura VII.1 - Estudo Monte Carlo: Freqliéncia acumulada relati
va versus coeficiente de alienacao K.

A Figura VII.1 foi obtida através da analise de 100
matrizes 8 x 8 com elementos aleatdrios. Estes resultados foram
obtidos para 1, 2 e 3 dimensodes, conforme pode-se ver na Figura
VII.1. A Tabela VII.1l apresenta os valores maximos permitidos pa
ra K ao nivel de .0l. Isto &, um valor de K superior ao da tabe
la na dimensao correspondente, nao & estatisticamente significa

tivo ao nivel de .0l.



Tabela VII.1 - Maximo K permitido ao nivel de .01l.

Dimensao Kyzx.
1 .296
2 .118
3 .012

A Tabela VII.2 apresenta os valores obtidos‘paral(nos
varios testes aplicados. Nessa tabela, a letra "A" refere~se ao
teste de associagcao numérica, e "B" ao teste de ‘aséociagéo es
crita. O nimero que se segue refere-se a oportunidade de aplica
gao. Assim "1" significa teste antes da instrugao, e "2" ao fi
nal. ﬁE"lrefere-se ao grupo experimental e "C" a¢ controle. Por
tanto, AlC & o teste de associag@o numérica aplicado antes da
instrﬁgéo ao grupo controle. B2E €& o teste de associagdo escri
ta aplicado no final da instrugao ao grupo experimental. "p" &
O expoente que aparece na formula III.4. .

Observa-se na Tabela VII.2, que alguns»testes apresen
tam significado estatistico em mais de uma dimensao. Para deci-
dir qual a dimensao mais apropriada, investigamos o coeficiente

_ Kobtido

a.—
Kméx.

A dimensdo com o menor a serd adotada como a mais apro
priada uma vez que esse coeficiente & proporcional 3 probabili-
dade de uma matriz ser aleatdria. Os valores de a encontram-se

na Tabela VII.3. Com esses resultados podemos fornecer as dimen

sdes apropriadas (Tabela VII.4).
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Tabela VII.2 - Valores obtidos para o coeficiente
‘ de alienacdo K.

DIMENSAO 1 2 3
TESTE
AlC .392 .143 .058
AlE .338 .108 .018
A2C .429 .122 .022
A2E .305 .041 .009
B p=1 .287 ,079 .046
1 p=2 .286 .061 .032
C | p=3 .278 .066 .055
B | p=1 .242 .072 .007
1 p=2 .250 .085" .003
E =3 .246 .094 .010
B =1 .328 .031 .014
2 p= .345 .103 .017
c =3 .379 .138 .025
B =1 .202 .036 .001
2 p=2 .241 .048 .009
E | p=3 .251 .051 .005
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Tabela VII.3 - Valores do coeficiente «.

DIMENSEO 1 2 3
TESTE
AlC 1.32 1.21 4.83
AlE 1.14 .92 1.50
a2c 1.45 1.03 1.83
A2E 1.03 | .35 .75
B | p=1 .97 .67 3.83
1 | p= .97 .52 2.67
c | p=3 .94 .56 4.58
B | p=1 .82 .61 .58
1 | p=2 .84 .72 .25
E | p=3 83 80 83
B | p=1 1.11 .26 1.17
2 | p=2 1.17 .87 1.42
c | p=3 1.28 1.17 2.08
B | p=1 .68 .31 .08
2 | p=2 .81 .41 .75
E | p=3 .85 .43 .42
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Tabelé VII.4 - Dimensoes apropriadas para os varios testes.

TESTE DIMENSAO
AlC Nenhuma
AlE 2
A2C Nenhuma
A2E 2

B1C (p=2) 2 ]
BlE (p=2) 3
B2C (p=1) 2
B2E (p=1) 3

VII.2 - Teste de Associacao Numérica de Conceitos (TANC)

As médias dos testes de todos os Ss dos 'dois grupos,
antes e apOs a instrugao encontram-se nas Tabelas VII.5 e VII.6,
onde Os conceitos sao representados por seus simbolos, i.e., Tem
peratura (T); Entropia (S); Calor (Q):; Energia (U); Calor Espe-
cifico (C); Variavel de Estado (VE); Trabalho (W) e Equilibrio
Térmico (ET).

Conforme a Tabela VII.4 o TANC do grupo controle nao
apresentou, segundo a analise multidimensional, uma estfutura
estatisticamente significativa ao nivel .01, nem antes nem apds
a insﬁruqéo. Ao contrario, o grupo experimental apresentou uma
estrutura bidimensional nas duas oportunidades, sendo que ao fi
nal da instrugao o coeficiente o passou de .92 para .35 (Tabe-

la VII.3), significando um melhor ajuste, ou equivalentemente,
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Tabela VII.5 - Teste de associagao numérica de conceitos ante
rior 3 instrugdo. Resultados do grupo experimen
tal estao acima da diagonal, e do grupo controle

abaixo.

T | S ol ul c|Vvel| w/|Er
T 2.34 |1.80 | 2.53 | 2.83 | 2.20 | 4.40 | 1.83
s | 2.00 2.57 [ 2.89 | 4.54 | 4.14 | 4.29 | 4.04
Q | 2.19]2.41 1.27 | 2.932.97 | 2.87 | 3.23
U | 3.37|2.67|1.56 3.76 | 3.37 | 1.60 | 3.69
c | 3.523.54|3.15 | 3.67 3.45 | 5.31 | 4.24
VE | 2.67 |3.70 | 3.22 | 4.41 | 3.89 1 4.67 |3.17
W | 4.93(3.63[2.33|1.41 |5.15 | 4.73 5.20
ET | 2.00 | 3.19 | 3.04 | 4.11 [4.19 | 3.85 | 5.37

Tabela VII.6 - Teste de associagdo numérica de conceitos apds a
instrugao. Resultados do grupo experimental es
tao acima da diagonal, e do grupo controle abai
xo.

T 1.9011.93}2.20{2.73|4.20 | 3.60 | 1.20

2.33 3.00| 3.13|5.41 | 1.67 | 3.57 | 2.63

)]

1.7812.33 1.07}12.70 | 4.66 | 2.10 | 2.21

3.00 | 3.15 { 1.33 | - 3.80 | 3.40 [ 1.63 | 2.71

2.59 | 4.78 | 2.41| 3.78 5.83]5.27 | 4.10

2.41 | 2.00 {4.52| 4.04 | 4.56 4.47 | 4.00

sl5lolaclo

3.74 1 3.851.69]1.44|5.11 | 5.00 3.87

ET | 1.07 | 4.56 | 2.56 | 3.22 | 4.15 | 4.15 [ 4.74

. i i | o o . ' | PR ‘w”m : e
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uma estrutura com a métrica Euclideana mais bem definida.

Na Figura VII.2 temos os graficos de K; versus dimen
sao para os grupos experimental e controle. Observa-se claramen
te qﬁe o teste A2E apresenta um "cotovelo" na solugao bidimen-
sional, ao passo que as outras curvas se aproximam mais de uma
eXponencial "suave", resultado esperado para uma matriz aleatdo

ria, ou com muitos erros [SK69], [IP74], [wP71].

& K(%)

AE __A\C_ p2C

30}~
25}~
20}
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| I 1 T ; -
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Figura VII.2 - Kobtido versus dimensdo para o0s grupos experimen
tal e controle: resultados do TANC antes e apOs
a instrucgao.

As Figuras VII.3 e VII.4 apresentam o "mapeamento cog

nitivo" do grupo experimental antes e apds a instrucao, respec



tivamente. Comparando essas figuras, observamos uma sensivel mo
dificagao na estrutura ao final da instrucdo. Na Figura VII.3 os
conceitos estao espalhados, nao havendo nenhum agrupamento pre
dominante. Ao contrario, a Figura VII.4 apresenta trés aglome-
rados distintos. Um com {Q, U, W},outro com {T, ET}, e um ter-

ceirc com {S, VE}.

®

Figura VII.3 - "Mapeamento Cognitivo" do grupo experimental: re
sultado do TANC anterior & instrucgdo.

Podemos dizer que a "lei zero" da termodindmica esta
representada pelo aglomerado {T, ET}e a primeira lei por {Q, U, Wk

Embora menos nitidamente, a segunda lei pode ser vi-




sualizada na proximidade dos dois "clusters" {T, ET} e {S, Vel}.

Figura VII.4 - "Mapeamento Cognitivo" do grupo experimental: re

sultado do TANC apds a instrugao.

‘A andlise de agrupamentos hieradrquicos (Capitulo VI)
mostra claramente a existéncia desses trés aglomerados (Figura
VII.6). Além disso, a Figura VII.5 mostra que antes da instru-
cao o grupo experimental apresentou uma formagao de agrupamentos
do tipo "linear", no sentido em que cada conceito foi se agre
gando a um aglomerado ja existente. O contrario ocorreu no teste
apds a instrucdo, onde na escala hierarquica o primeiro grupo e

{0, u}.
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Figura VII.5 - Agrupamentos hierarquicos do grupo experimental:
resultado do TANC anterior a instrugao.

Podemos interpretar essa escala hierdrquica como uma
escala de "interagoes". As "interagdes fortes" estdo no topo da
hierarquia, o que para o TANC significa o menor valor da esca-
la. Assim, devemos consultar as Figuras VII.5, VII.6, VII.7 e
VIT.8 tendo em mente que quanto maior o ponto de ligagao dos con
ceitos, menor a "interagao" entre eles. Desse modo, a Figura
VII.6 mostra que a "interagao" entre {W} e {Q, U} & menor que
entre {T} e {ET}.

Outra informagao obtida a partir da Figura VII.6 diz
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respeito a estrutura do contelido. Podemos dizervque a ‘"estrutu
ra cognitiva" do grupo experimental, ao final da instrucao, re
presentada na Figura VII.4, cuja organizagdo conceitual hierar-
quica é apresentada na Figura VII.6, se ajusta muito bem a "es

trutura Ausubeliana", apresentada aos Ss (Capitulo II).

2:70 —
‘L93f—
‘.L9o;_
.67 - .
" 1.63 —
1.20 —]
1.07 —

00— ¢ E T T ET. VDE CE
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L E A M U R T R T- LP

0 R B . P I M R I A 0E

R G A - E LI 0 A D R C

: I L R Tc p v o0 1

A H A 8 0 1 E F

0 T R A L I

. U I c

R 0 0

A .

Figura VII.6 - Agrupamentos hierarquicos do grupo experimental:
resultado do TANC apds a instrugao.

Podemos notar que o agrupamento "linear" antes da ins
trucao fol bastante modificado apds a instrugao. Na Figura VII.6
vemos que Os conceitos mais fortemente associados sao CALOR (C)

e ENERGIA (U), em segundo lugar vem TEMPERATURA (T) e EQUILIBRIO



TERMICO (ET), depois TRABALHO (W) agrega-se ao par {Q, U}. Em se
guida surge o par {S, VE}. A existéncia desses trés aglomerados
reflete muito bem a organizagao do contelido segundo a teoria de
Ausubel,

Os resultados obtidos com o grupo experimental suge
rem fortemente que os Ss adquiriram a estrutura do contelido co
mo ela foi apresentada. Além disso, essa estrutura possui uma
métrica Euclideana num espago bidimensional que possibilitou o

ajuste apresentado na Figura VII.{4.

3.15 —
2.67 —
2.]9 Gy ¢
2.00 —
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0 R B P IM R 1 A OE
R G A £ LI 0 K D  RC
A | L R Tc¢ P -V o 1
A H A BO. I E . F
0 T R. A L - 1
SR : ¢
R 0 0.
A

Figura VII.7 - Agrupamentos hierarquicos do grupb controle: re
sultado do TANC anterior a instrugao.
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Figura VII.8 - Agrupamentos hierarquicos do grupo controle: re
sultado do TANC apds a instrugao.

| Como jad vimos, o grupo controle nao apresentou uma e€s
trutﬁra com uma métrica Euclideana definida, visto que o ajuste
ndo teve significado estatIistico. O resultado da andlise multi
dimensiohal mostra apenas a inexisténcia da estrutura métrica
(Euciideana). Por outro lado, a analise de agrupamentos hierar
quicos @ capaz de extrair a estrutura existente numa matriz de
similaridades, com uma métrica nao Euclideana (Capiﬁulo vI).

As Figuras VII.7 e VII.8 mostram os resultados de apli

cagdao dessa anadlise ao grupo controle. Observa-se na Figura VII.7
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0 carater "linear" do agrupamento, com aéenas uma violagao no
nivel 2.00, onde T, ET e S agregam-se, para depois se agruparem
com o aglomerado {Q, U, W}, ja existente.

Apos a instrugéo O grupo controle apreséntou a estru
tura da Figura VII.8. Podemos dizer que os resultados do grupo
controle refletem a organizagao de contetido do livro de Resnick
& Halliday [RH74], discutida no capitulo IV.

As Fiqguras VII.6 e VII.8 mostram as diferengas entre
as "estruturas cognitivas" dos grupos experimental e controle.

A diferenga fundamental estd no nivel 1.90 da Figura
VII.6, onde o par {T, ET} agrega-se ao par {S, VE}, formando um
aglomerado que podemos interpretar como relacionado a sequnda lei
da Termodinadmica. Além disso, o grupo experimental, ao final da
instrugéé, apresentou claramente os aglomerados ligados &as trés
leis da Termodinamica, enquanto o grupo controle nao caracteri-
zou nitidamente a segunda lei como uma conseqliéncia do equill
brio térmico.

Em resumo, temos que duas organizagoes de conteldos
diferentes, foram apresentadas a dois grupos de alunos. A anali
se de agrupamentos hierarquicos aplicada aos testes de associa
cao nnmérica de conceitos mostrou que as "estruturas cognitivas"
dos dois grupos, ao final da instrugao, apresentaram diferencgas
estruturais relevantes e que essas diferengas talvez sejam de
vidas as diferentes organizacoes de conteudo.

Alem disso, a analise multidimensional permite con-
cluirﬁos que o grupo experimental apresentou uma estrutura com

uma métrica Euclideana bidimensional, enquanto o grupo controle
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nao Apresentou essa métrica, pelo menos ao nivel de significan
cia estatistica de .0l.

Como ja foi esclarecido, este trabalhoz nao pretende
analisar a vantagem de uma organizagao sobre outia, mas apenas
investigar até que ponto a organizagao de um contetido influen
cia a formagao da estrutura cognitiva. Nesse sentido, tanto a
analise multidimensional quanto a analise de agrupamentos hie

rarquicos sugerem essa influéncia.

VII.3 - Teste de Associacdo Escrita de Conceitos (TAEC)

VII.3.1 - Grupo Controle

Conforme discutido no Capitulo III, o valor apropria
do para o expoente p que aparece na eq. (III.4) aeve ser deter
minado eﬁpiricamente. Para isso, analisamos cada TAEC com p=1,
2, 3. O valor de p que fornece o melhor ajuste pérece ser omais

apropriado. Assim, conforme as Tabelas VII.2 e VII.3, aos tes
tes antes da instrugao associamos p=2, e apésaiinstrugao p=1.
As matrizes correspondentes a esses valores de p en
contram-se nas Tabelas VII.7 e VII.S. |
. Conforme os resultados da Tabela VII.3, o grupo expe
rimental apresenta uma configuragao tridimensional nasduas opor
tunidadeé, com o coeficiente o diminuindo de .25 para.08. O gru
po contrble apresentou uma configuragao bidimensional nas duas
oportunidades e o diminuiu de .52 para .26. Isto significa que
os dois grupos apresentaram estruturas com menor nivel de erro

ao final da instrugdo. Isto &, as propriedades métricas das es

truturas sao mais evidentes ao final da instrugao.



Tabela VII.7 -
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Teste de associagdo escrita de conceitos (p = 2)
anterior & instrugao. Resultados do grupo experi
mental estao acima da diagonal e do grupo contro
le abaixo.

T | S Q U] C|VE | W |ET
T .02 1.45) .13 (.10 (.17 |.06 | .20
S |.16 .08} .07 |.01].01 {.03].02
Q | .51).22 .311.08|.08 |.17 | .13
U [.10].09 |.21 .021.02 {.31 (.07
C |.14 /.06 /.28 .06 .05 (.03 |.11
VE | .16 |.07 .12 .04 |.10 .00 | .06
W 1.07(.05].13|.31{.06] .04 .04
ET 331.091.25(.08 .08/ .13 |.05

Tabela VII.8 -

Teste de associagao escrita de conceitos (p = 1)
apos a instrugao. Resultados do grupo experimen-
tal estao acima da diagonal e do grupo controle

abaixo.

T S Q U C | VE W | ET
T .33{.46 | .33 (.33|.15|.28 .50
S .41 .271.201.18 .32 [.17].33
Q | .521.39 .46 | .43 .13 |.43 .36
U | .31}1.22].42 .22 1.14 | .47 | .28
C | .36[.21|.44 .18 .08 1.21]1.26
VE | .25].34|.20].17|.12 15 1.15
W | .271.20|.49 (.49 [.22].15 .23
ET | .48 .27 ].40 .20 (.29 |.18 |.22
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As Figuras VII.9 e VII.1l0 apresentam os graficos de
K versus dimensao para os grupos experimental e controle, res-
pectivamente. Os "cotovelos" evidenciam as dimensoes apropria

das.

K (%)
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Figura VII.9 - Kobtido versus dimensao para o grupo experimen
' tal: resultado do TAEC (p =2) antes e apos a ins
trucgao.

Os resultados da aplicagao da analise mﬁltidimensional
ao grﬁpo'controle sao apresentados nas Figuras VII.1ll e VII.1l2.
As principais modificagoes na estrutura anterior & instrugao
(Figufa VII.11), sdo a aproximacdo dos conceitos S e VE, e o fa
to de a configuragao como um todo ter sido "comprimida",i.e. to-

dos os valores abaixo da diagonal da Tabela VII.7 sao menores



que os correspondentes na Tabela VII.8. Isto significa que ao

final da aprendizagem, o grupo controle estabeleceu um maior

grau de relacionamento entre os conceitos.

LK%
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Figura VII.10 - Kobtido versus dimensao para o grupo controle:
resultados do TAEC (p=2) antes e apds a instru
cao.

Eﬁ-termos estruturais podemos dizer que houve apenas
uma modificagéo, Na Figura VII.1l1l os conceitos S, ET e VE estao
alinhados nessavordem, enquanto na Figura VII.1l2 a ordeme ET, S
e VE.

Na medida em que o TAEC & capaz de fornecer um "mapea

mento cognitivo" podemos dizer que a instrucao produziu uma al

[N i o 1 | oo [ Ipr . o 1 [ ‘

[T}




136

teragdo na "estrutura cognitiva", no que se refere ao grau de
relacionamento entre os conceitos. Para falar em termos geomé
tricos, a instrugao produziu uma "compressao" na "estrutura cog
nitiva". Em termos de organizagao conceitual,porém, a alteracgao

foi pouco relevante.

Figura VII.1ll - "Mapeamento cognitivo" do grupo controle: resul
tado do TAEC (p =2) anterior a instrugao.



&

Figura VII.12 - "Mapeamento cognitivo" do grupo controle: resul

tado do TAEC (p=1) apds a instrugao.




Este resultado & confirmado pela analise de agrupamen
tos hierarquicos, apresentada nas Figuras VII.13 e VII.1l4, onde
Os agrupamentos antes e apds a instrugdo sao do tipo "linear",

com apenas uma violagao no nivel .31 da Figura VII.13.

T C ET CE E E T VDE
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Figura VII.13 - Agrupamentos hierdrquicos do grupo controle: re
sultado do TAEC (p=2) anterior 3 instrugido.
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Figura VII.1l4 - Agrupamentos hierarquicos do grupo controle: re
' sultado do TAEC (p=1) apdos a instrugao.

VII.3.2 - Grupo Experimental

As projegoes nos trés planos coordenados das configu-
ragoes tridimensionais do grupo experimental sao apresentadas
nas Figuras VII.15, VII.16 e VII.17 para o teste anterior & ins
trucao, e nas Figuras VII.18, VII.19 e VII.20 pafa o teste apos

a instrugao.
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Dim 2

@ '. 1 S @ DIMI‘

Figura VII.15 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 2 x DIM 1) do grupo
experimental: resultado do TAEC (p =2) anterior

a instrucao.
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. DIM 3

@

O,

DIM 1

Figura VII.16 - "Mapeamento cognitivo"™ (DIM 3 x DIM 1) do grupo
experimental: resultado do TAEC (p =2) anterior

a instrucao.
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DIM3

OIM 2

Figura VII.17 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 3 x DIM 2) do grupo
experimental: resultado do TAEC (p =2) anterior
a instrugao.

Comparando as figuras correspondentes ao teste inicial
com as do teste final comprovamos que ha uma diferenca estrutu-
ral relevante. A linha formada pelos conceitos C, Q, Ue W nao
e enéontrada em nenhum plano do teste inicial. Da mesma forma,

o conjunto isolado {S, T, ET} inexiste na configuragao inicial.
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DIM 2

oM

Figura VII.18 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 2 x DIM 1) do grupo
experimental: resultado do TAEC (p=1) apds a

instrucgao.
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DIM 3

DIM ¥

©

Flgura VII.19 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 3><DIM 1) do grupo

experimental: resultado do TAEC (p=1) apds a
instrugao.
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DIM 3

- e

Figura VII.20 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 3 x DIM 2) do grupo
' experimental: resultado do TAEC (p=1) apos a
instrucao.

. Na Figura VII.1l9 temos dois aglomeradosvbem caracteri
zados. Um representando a lei zero da Termodinémiéa, com OsS con
ceitos T e ET, e o outro correspondendo & primeira lei, com os
conceitos Q, W e U. A segunda lei pode ser representada pelo
aglomerado {T, S, ET} da Figura VII.20, reforcado pela proximida
de de‘Q.

Do que foi exposto pode-se concluir que o grupo expe-
rimental apresentou uma estrutura cognitiva onde és trés leis da

Termodinamica sao caracterizadas pela existéncia de aglomerados
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com oS conceitos envolvidos em cada uma das leis, 0 que esta coe

rente com os resultados do TANC.

A andlise de agrupamentos hierarquicos para o grupo
experimental (Figuras VII.2l e VII.22) mostra uma "linearidade"
no primeiro teste, e uma nao "linearidade" no segundo, onde os
aglomerados da lei zero e da primeira lei ocorrem nos niveis .50
e .46, respectivamente, mas a segunda lei da Termodindmica nao

esta bem caracterizada.

08 oy

I —

A7

.20 —

I} R D

Ca5

o= 3 C 3 T ET- VDE " CE E
£ A N R. QE AES. - AS N
M- L E A UR R T Le: T
P 0 R B IM I. A 0E R
E - R G A LI A D RC 0
R . 1 L IcC v o . P
A -A H BO E F 1
T . 0 R L I A
u , I C
R ‘ 0 0
A

Figura VII.2l - Agrupamentos hierdrquicos do grupo experimental:
resultado do TAEC (p =2) anterior a instrugao.
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Figura VII.22 - Agrupamentos hierarquicos do grupo experimental:
resultado do TAEC (p=1) apds a instrucao.

VII.4 - Convergéncia dos Testes de Associacdo de Conceitos.

Os testes de associagao de conceitos foram usados co
mo inétrumento de acesso 3 estrutura cognitiva. Supoe-se portan
to que, se os conceitos forem organizados na memériafdos Ss de
forma estruturada, essa estrutura deve ser refletida pelas medi
das de similaridade fornecidas pelos testes.

AMD e AAH sdo, por outro lado, técnicas capazes de ex

peloop ' : b [ ) [ ] thion s e w
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trair a estrutura inerente 3s medidas. O "mapeamento cognitivo"
da AMD ou os agrupamentos hierarquicos da AAH seriam representa
gBes'geométricas ou organizacionais da estrutura cognitiva.

Uma questao que surge & sobre a capacidade de repre

sentagdo dessas técnicas. Isto &, até que ponto as figuras da
AMD e a organizacao da AAH representam a estrutura cognitiva.

Uma possivel resposta a tal questao poderia ser dada
com base:no nosso "conhecimento" da estrutura do conteudo. Pode
riamos investigar até que ponto a solugao da AMD e,ou da AAH se
ajusta ao que entendemos por estrutura do conteﬁdo. Isto tem si
do feito‘durante a apresentagao dos resultados. Outra questao
importante refere~se 3 convergancia dos dois tesﬁes; i.e., medi
r3o eles a mesma habilidade? Serdo eles capazes de representar
os meémos aspectos da organizagao conceitual?

. Nesta secgdo tentaremos investigar essa convergéncia,
a partir dos resultados da AAH, porque o0s resultados da AMD in
dicam que sob o ponto de vista métrico ﬁrovavelmente os dois
testes medem aspectos diferentes da estrutura coénitiva, haja
visto:que para o grupo controle, o TANC nao forneceu uma estru
tura ajustavel, ao nivel de .01, enquanto o TAEC se ‘ajustou a

uma configuragao bidimensional.

ViI.4.1l - Grupo Experimental

As Figuras VII.5 e VII.2l1 apresentam os resultados da
AAH para o TANC e TAEC, respectivamente.

‘Observa-se que além do cardter "linear", os resulta



149

dos convergem razoavelmente bem, principalmente se levarmos em
conta que o TAEC tem uma forte componente de ordem semantica.

Isto &, além das relagOes que dois conceitos possam ter sob o
ponto de vista fIsico, h3 a possibilidade de que eles sejam as
sociados pelo significado que seus nomes tenham na linguagem cO

mum. Esse talvez seja um aspecto que interfere no TAEC, e nao

no TANC. Essa interferéncia & mais sensivel ao final da instru
cao, quaﬁdo o resultado do TANC apresenta uma organizagao hie-
rarquica bastante compativel com o modelo Ausubeiiano (Figura
VII.6), enquanto o TAEC continuou apresentando a dependéncia se

mantica (Figura VII.22), apesar da estrutura ser bem diferente
daguela da Figura VII.21. Mesmo assim, podemos identificar uma

certa’cohvergéncia nas figuras VII.6 e VII.22. O conjunto {T, ET}

encontra-se em ambas as figuras. O fato de que T e ET cejam mais

fortemenfe associados no TAEC do que no TANC talvez seja devido
34 componente semintica. Isto &, além desses conceitos estarem
bastante relacionados no contexto da Termodinamica, - eles tem
uma gtande ligagcao no que diz respeito aos significados dos seus
nomes.

O aglomerado {Q, U, W} da Figura VII.6, por pouco nao
apareceu na Figura VII.22, no nivel .47. A partir desse nivel,
a deﬁendéncia semantica predominou na Figura VII.22. Observa-se
no entanto, que o0s conceitos S e VE quase se agrupam ao mesmo
tempo ao  grupo {T, ET, U, W, Q, C}, no nivel .33.

| Concluindo, podemos dizer que existe uma éerta conver
géncia dos testes, e que os dados estao a indicaf uma pequena

violagao aparentemente devida a uma componente semdntica doTAEC.
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VII.4.2 - Grupo Controle

A influéncia da componente semantica & bastante sensi

vel na Figura VII.13, quando comparada com a Figura VII.7. Pode
mos observar uma boa convergéhcia entre as figuras VII.5 e VII.7
(TANC dos grupos experimental e controle, respectivamente), en
quanto és figuras VII.13 e VII.21 (TAEC dos grupos experimental
e contrble, respectivamente) apresentam diferengas' sensiveis.
Nos parece que essa diferenga seja devida a uma maior predomi
néncia da componente semantica no grupo controlé, antes da ins
trugao.

_ Apds a instrucdo a interagao mais forﬁe apresentada
pelo TANC foi entre T é ET, enquanto no TAEC con%inuou sendo en
tre T er. Mesmo assim, a convergéncia melhorou éo final da ins
trugdo. O conjunto {Q, T, U, W, ET} existente nbs niveis 1.78
(Figura VII.8) e .48 (Figura VII.1l4) indica um cérto grau de
convérgéncia, mas o fato de que C se agrupa a esse = grupo na
Figuia VII.14, e nao na Figura VII.8 talvez sejaidevido a compo
nente sémantica.

| Portanto, os dados apresentados sugerem que os dois
testes (TAEC e TANC) possibilitam o acesso a estfutura cogniti
va, mas hé uma possibilidade de que eles megam aspectos diferen
tes dessa estrutura. Parece que existe uma componente semantica
na médida fornecida pelo TAEC. Essa componente téndéria a asso-
ciarvconceitos cujos nomes tém significados semelhantes na 1lin
guagem comum, cotidiana. Isto &, além das relagoes que dois con

ceitos possam ter no contexto de determinada diSciplina, eles
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podem se relacionar pelo fato de seus nomes lembrarem coisas se

melhantes no senso comum.
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VIII - SUMARIO E CONCLUSOES

A influéncia da organizagao do contelido de Termodind
mica na estrutura cognitiva do aluno, foi investigada.

Duas organizagoes diferentes desse contelido foram apre
sentadas a duas turmas da disciplina Fisica II, no Instituto de

Fisica da UFRGS, no primeiro semestre de 1978.

Ao grupo controle apresentou-se a organizagao do 1i
vro-textb Fisica, de Resnick e Halliday [RH74], € ao grupo expe
rimental uma organizagao baseada na teoria de aprendizagem de
Ausubel [A68], [M77a] e [M78].

' A organizagao conceitual na estrutura cognitiva doalu
no fdi ihvestigada através de dois testes de associagao de con
ceitos.

- No teste de associagao numérica de conceitos (TANC),
sao apresentados todos os possiveis pares de conéeitos selecio-
nados‘pafa a pesquisa, e ao lado de cada par existe uma escala
de 1a 7;

| Se o aluno julga que oOs éonceitos de uﬁ par sao extre
mamente ?elacionados, segundo seu critério de julgamento, deve
marcar ognﬁmero 1. Ao contrario, se ele julga qué 0s conceitos
tém pquﬁissima ou nenhuma relagao, marcara o nimero 7. Os nime
ros de 2 a 6 representam situagoes intermediarias.

No outro instrumento usado, o teste de associagao es
crita de: conceitos (TAEC), cada conceito selecioriado_ @ escrito
numa folha, e os alunos devem escrever abaixo de cada um, 0s con

ceitos qﬁe julgam ser a ele relacionados. A tarefa € realizada
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em um minuto para cada conceito-chave,
Os dados do TAEC sao transformados num coeficiente de
relacionamento [GHGB], proporcional a similaridade entre os con

ceitos.
As matrizes de similaridade do TANC e do TAEC foram a
nalisadas atraves da técnica de anflise multidimensional (AMD)

e da andlise de agrupamentos hierdrquicos (AAH).

; Salienta-se que este trabalho nao teve o objetivo de
inveStigar as vantagens de uma organizagao sobre>outra. Nao nos
interessou saber se a organizagao Ausubeliana & mais, ou menos,
eficiente do que a do livro de Resnick e Halliday.

O que se procurou investigar, foi até que ponto deter
minada organizacdo conceitual da matéria de ensino altera a es
trutura cognitiva existente antes da instrugao.

Além disso, a investigagao fundamentou;se nos resulta

dos dos testes de associagcdao de conceitos (TANC e TAEC) e nas

analises numéricas apresentadas .

VIII.1 - Teste de Associacao Numérica de Conceitos (TANC)

Como ja foi dito, a AMD supde a existéncia de uma mé
trica Euclideana subjacente as matrizes de similaridades.

Os resultados da aplicagéo da AMD aos TANC, apresenta
dos na segao VII.2 mostraram que O grupo controlé deixou de apre

sentar uma organizacao conceitual com significa@ncia estatistica

ao nivel de .0l.
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Isto &, o TANC do grupo controle antes e apds a ins
trugao nao permitiu um ajuste, com significéncia:estatistica,em
dimenséo:alguma.

O grupo experimental, ao contrario, apfeséntou uma con
figuraggo bidimensional antes e apds a instrugao.

| NSO nos foi possivel identificar precisamente as di
mensoes das configuragdes bidimensionais do grupo experimental.

Em outras palavras, se essas dimensoes representam fatores re-
levanteé para o julgamento das similaridades entfe conceitos de
Termodihémica, nao sabemos exatamente quais sao esses fatores.

Porém, ao final da instrugao, o "mapeamento cogniti-
vo" do grupo experimental (Figura VII.4) sugere que O eixo ver-
tical separa os conceitos de acordo com as leis aa Termodinami-
ca. Particularmente a lei zero e a primeira lei da Termodinami-
ca eStEd bem caracterizadas.

Outra interpretagao que pode ser dada ao "mapeamento
cognitivo" refere-se & organizagao conceitual.

Nesse sentido, os dados permitem concluir que ao fi-
nal da instrucdo o grupo experimental apresentou uma configura-
cdo na qual as leis da Termodinamica s3o identificadas pela e-
xisténcia de grupos de conceitos envolvidos em cada uma delas.

| Em outras palavras, os conceitos de calor, energla e
trabalho, que participam explicitamente da primeirazlei da Ter-
modinémica, formam um grupo bem definido, e maisvouvmenos isola
do.

Da mesma forma temperatura e equilibrio térmico, rela



cionados através da lei zero, constituem um grupo isolado.

Quanto & segunda lei da Termodinimica, a formagao de
um aglomerado que a representasse seria muito dificil numa confi

guragao bidimensional, embora possamos imaginar que a proximida

de dos grupos {T, ET} e (S, VE}, na Figura VII.4, indique
uma representacao da segunda lei da Termodindmica.

Resumindo, a AMD do TANC permite-nos concluir que pe
lo menos.ao nivel de significincia estatistica de .01, a organi
zagao Ausvbeliana proporcionou uma modificacao: sensivel na
estrutura cognitiva do grupo de alunos da amostragem.

| E importante salientar que o "mapeamento cbgnitivo“do
grupo experimental apds a instrugao apresentou-se bastante coe-
rente com a organizagao do contelido.

A analise de agrupamentos hierérquicos:(AAH) do grupo
experimental confirma as conclusdes até aqui apresentadas, ra-
zao pela qual passaremos aos resultados do grupo controle.

Comparando as figuras VII.7 e VII.8 podemos dizer que,
segundo a AAH, houve uma modificagao na estrutura cognitiva do
grupo controle ao final da instrucao.

Além disso, podemos verificar que O tipo de agrupamen
to da Figura VII.8 sugere uma organizagao conceitual semelhante
aquela do livro-texto de Resnick e Halliday [RH74] .

Concluindo, podemos dizer que os resultados do TANC
sugerém que as diferentes organizacOes de conteiido provocaram
modificagOes diferentes nas estruturas cognitivas dos dois gru-

pPos que constituiram as amostras da pesquisa.
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VIII.2 - Teste de Associacao Escrita de Conceitos (TAEC)

Os resultados do TAEC, apresentados na segao VII.3,in

dicam que a modificagao na estrutura cognitiva do grupo experi

rental foi mais relevante do que a do grupo controle.
Quando falamos de modificacdo mais relevante, estamos

nos referindo ao aspecto estrutural.

A analise multidimensional do TAEC do grupo controle,
por exemplo, mostrou que antes e apds a instrugdo o "mapeamento
cognitivo" permaneceu basicamente o mesmo. A modificagao mais
sensivel ficou por conta de uma "compress3o" na configuragao. Is
to &, alguns conceitos, ao final da instrugao, sé aproximaram
mais, enquanto outros se afastaram.

- Em termos estruturais, no entanto, nio houve modifica
cao rele?ante. | |

- Ja o grupo experimental apresentou uma éenéivel modi-
ficacao ho "mapeamento cognitivo". Ao final da instrugao surgi
ram grupds de conceitos ("clusters"”) representando as trés leis
da Termodinémica, © que nao ocorreu cCom O grupo controle.

 Uma informacao importante sugerida pelos éresultados
do TAEC éfa existéncia de uma "componente sem&ntica";

EAlém das relagoes que dois conceitos possam ter sob o
ponto de vista fisico, no contexto da disciplina estﬁdada, ha a
possibilidade de que eles sejam associados pelo significado que
seus nbmes tenham na linguagem comum.

Esse talvez seja um aspecto que interfere no TAEC e

n3o no TANC. £ provavel que essa interferéncia tenha afetado a
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convergéncia dos dois testes, conforme discutido na secao VII.d.

VIII.3 - Continuidade do Trabalho: Algumaé Sugestoes

Considerando-se a extensao do assunto e o caradter in
trodutdric deste trabalho, era de se esperar a existéncia de
"pontos pendentes", os quais serao apresentados a titulo de su

gestoes para futuras pesquisas.

a. Analise Multidimensional

Acreditamos que um passo natural a ser dado na aplica

¢30 da AMD & a utilizag3o de algoritmos de varias fontes, tais

como o INDSCAL, aprasentado na segdo V.5, su 8 ALSCAL [TVD77].

Estudos de Monte Carlo para determinag'éo da dimensao
apropriada também sao de grande utilidade pratica. Até o presen
te momento, temos conhecimento de tais estudos apenas com o
MDSCAL.

A capacidade do coeficiente a (Tabela VII.3) de orien
tar a'escolha da dimensao apropriada, também merece uma investi
gacao mais aprofundada.

Finalmente, esforco deve ser feito na tentativa de se
identifiéar as dimensoes, como fatores relevantes para o julga

mento: de similaridades.

b. Teste de Assoclagao Escrita de Conceitos (TAEC)

Acreditamos que o TAEC merece estudos no sentido de
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se determinar a forma de aplicagao mais apropriada. Particular-

mente o intervalo de tempo adotado e o expoente bp da equagao

(III.4).

Talvez seja valido tentar outro tipo de TAEC, onde ao
lado de éada conceito-chave & dada uma lista de conceitos, e os
Ss sEb sblicitados a colocarem tais conceitos em‘ordem, de acor

do com o grau de relagéo ao conceito-chave. Nesse caso, o teste
nao teria limite de tempo.

E provavel que a "componente semantica" esteja ligada
a queStéo do tempo, e o teste acima proposto poderia fornecer

alguma informagao a esse respeito.

c. Outros Testes de Associagao de Conceitos

£ importante também que se tente a utilizagao de ou-
tros testes de associacao de conceitos, tais como os sugeridos
na referéncia |[P77]|, e se proceda & comparagao com os testes a-

qui descritos (TANC e TAEC).
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APENDICE A

CONTEUDO DAS UNIDADES DO GRUPO EXPERIMENTAL

UNIDADE I -

UNIDADE IT -

UNIDADE IITI -

CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS DA TERMODINAMICA: In

trodugﬁo; Fisica Classica Moderna e Contemporanea;
Conceitos em Fisica; os Conceitos de Temperatura e

Calor; o Conceito de Entropia; a Primeira Lei da
Termodindmica; a Segunda Lei da Termodinimica; Con

clusao.

TEORIA CINETICA DOS GASES: Introducido; Definigao
Macroscdpica de um Gas Ideal; Equagao de Estado;
Definigao Microscopica de um Gas Ideal: Teoria Ci
nética; a Pressao de um Gas; a Temperatura de um
Gas Ideal; Calor Especifico de um Gas Ideal - Equi

particao da Energia.

APLICAGOES DOS CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS DA

TERMODINAMICA: Primeira Lei da Termodinamica; Teo-
ria Cinética dos Gases; Transformagdes Reversiveis
e Irreversiveis; o Ciclo de Carnot; a Segunda Leil

da Termodindmica; Rendimento das Maquinas.
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apPNpICE B

CONTEUDO DAS UNIDADES DO GRUPO CONTROLE

UNIDADE I -

UNIDADE II -

TEMPERATURA, CALOR E PRIMEIRA LEI DA TERMODINAME

CA: Deacpiadas Maaspssadpica & Microgedpicar Equili
brio Térmico - A "Lei Zero" da Termodinamica;
Calor, Uma Forma de Energia; Quantidade de Calor e
Calor Especifico; Capacidade T&rmica Molar dos S&
lidos; Condugdo de Calor; Equivalente Mecanico do
Calor; Calor e Trabalho; Primeira Lei da Termodind
mica; Algumas Aplicagoes da Primeira Lei da Termo

dinamica.

TEORIA CINETICA DOS GASES: Introdugao; Gas Ideal -
Descricdo Macroscdpica; Gas Ideal - Definigao Mi
croscopica; Cadlculo Cinético da Pressao; Interpre
tacao Cinética da Temperatura; Forgcas Intermolecu
lares; Calor Especifico de um Gas Ideal; Equiparti

¢ao da Energia.

UNIDADE III - ENTROPIA E SEGUNDA LEI DA TERMODINAMICA: Introdu-

cao; Transformagoes Reversiveis e Irreversiveis; O
Ciclo de Carnot; a Segunda Lei da Termodinamica;
o Rendimento das Maquinas; a Escalé Termodinamica
de Temperatura; Entropia - Processos Reversiveis;

Entropia - Processos Irreversiveis; Entropia e Se

gunda Lei; Entropia e Desordem.
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APEN.DICE C - GUIAS DE ESTUDO PARA O GRUPO EXPERIMENTAL
E NOTAS DE TERMODINAMICA DE ACORDO COM A
TEORIA DE AUSUBEL



lez

INSTITUTO DE FISICA - UFRGS

proTes YT (T8 10%) - 1078

Unidade I

CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS DA TERMODINAMICA

I - INTRODUCRO

O estudo de fendmenos térmicos dentro do curso que
vocé esta agora iniciando restringe-se as trés.primeiras unida-
des. Na'érimeira delas procuraremos situar este estudo dentro
do contexto da Fisica e introduziremos os conceitbs e leis fun
damentals da Termodinamica de um ponto de vista macroscopico, ge
ral e 1ntu1t1vo. Na segunda, usaremos a Teoria Cinética dos Ga
ses para chegar a uma interpretacao microscépica dos conceitos
e leis introduzidas na primeira. Finalmente, na terceira unida
de, concluiremos o estudo dos fendOmenos térmicos dando énfase a
apiicag6es dos conceitos e leis estudados nas duas primeiras.

Estas trés unidades estao sequenciadas no sentido do
geral para o particular porque acreditamos que sua aprendizagem
sera facilitada se antes de entrar em detalhes vocé tiver uma
visao geral do assunto Como o livro texto deste Curso nao se
adapta bem a esse t1po de abordagem, preparamos textos espe-
ciais para acompanhar as duas primeiras unidades. Quando for pos
51vel, no entanto, faremos uso do livro-texto indicando-lhe as

partes do mesmo a serem consultadas e/ou estudadas. (Isso acon
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tecerd principalmente na terceira unidade) .

ad

Vs i

= OBJETIVOS

Ao término desta unidade vocé deveri ser capaz de:

Distinguir entre Termodindmica e Teoria Cinética, situando-
-as no contexto da Fisica.

Explicas 9 que se entende por temperatura da Uﬂ Qiétéma, a

partir da nogao de equilibrio térmico e da Lei Zero (ou Prin

cipio Fundamental) da Termodinimica.

Identificar calor como uma forma de energia, estabelecendo a

| ‘
alferenga entre calor e temperatura.

Distinguir entre capacidade térmica e calor esPecifiqq,
Usar as equagdes 2 e 3 do texto anexo para calcular quantida

des de calor e diferengas de temperatura.

Explicar de um ponto de vista macroscopico e intuitivo o que
se entende por entropia de um sistema.

Enunciar a Primeira Lei da Termodinidmica e identifici-la com
© Principio de Conservagio da Energia.

Distinguir entre calor e trabalho.

Explicar o que se entende por energia interna de um sistema.
Dentre as grandezas Q(calor trocado com o meio ambiente), W
(trabalho realizado) e AU(variagdo da energia interna), di-
zer qual(is) depende(m) do processo utilizado para levar o
siétema termodindmico de um determinado estado inicial a um

determinado estado final.
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Enunciar a Seqgunda Lei da Termodinamica em termos de entro

|

pia e dar exemplos ilustrativos.

Distinguir entre temperatura, calor e entropia, em termos ma

-

1
Croscopilcos.

III - PROCEDIMENTO SUGERIDO

- Leia cuidadosamente o texto anexo e, se necessario,

discuta suas duvidas com um monitor ou com o professor.

- - Procure fazer uma auto-avaliagao. Vocé acredita que

& capaz de fazer o que estd previsto nos objetivos? Inclusive

se os mesmos forem avaliados indiretamente através de questoes

de um teste?

- As seguintes questdes de estudo poderao auxilia-lo

nessa auto-avaliagao:

l.

Questdes 1, 3, 5, 8, 10, 16, 17, 18, 20 e 23 do capitulo 22

do Hailiday-Resnick,‘vol. I-2.

Quando juntamos as cartas de um baralho ou quando construi

mos uma casa de tijolos, por exemplo, estamos aumentando a
ordem do mundo fisico. Isto viola a séguﬂda Lei da Termodina
mica? '

Considere uma caixa que contém um certo niimero muito pequeno
de moléculas, digamos cinco. Algumas vezes acontecera por aca
sofque tddas estas moléculas estejam na metade esquerda da
caixa, ficando a metade direita completamente:vazia. Isso &
possivel no caso em que a caixa contenha um grande numero de

moléculas? Explique. Relacione com entropia.



4. A éntropia obedece alguma lei de conservacao? Explique.

5. Comente a afirmativa: "Uma maquina térmica converte movimen

to mecanico desordenado em movimento mecanico organizado".

- Resolva os sequintes problemas (eles referem-se ao
objetivo 5):

22-5, 6 e 11 do capitulo 22 do Halliday & Resnick. (No

problema 11, o calor especifico médio & calculado por
1 fT Teorema do va

E = SR CdT ’
T—TB I

O

- .
lor medio

Resposta do problema 6: 45,5°C.

- Em relagdo ao objetivo 10, na primeira metade da

secggo 22-6 do Halliday & Resnick os autores deiéam bem claro
quais as'grandezas que dependem ou nao do trajeto (na segunda
metade tais grandezas sao relacionadas através da Primeira Lei
da Termodinamica). No final da secgao 22-5 esta demonstrado que
0 trabalho depende da trajetdoria; leia esta parte e depois ten
te mostrar isso sem consultar o livro.

- Quando vocé se sentir suficientemente preparado em
relagao aos objetivos desta unidade pegca o teste da mesma a um
monitor. Se o resultado desse teste mostrar que vocé atingiu os
objetivos da unidade, vocé recebera o material da 2a. unidade.
Caso contrario vocé deveri reestudar a unidade e submeter-se a
novo teste tantas vezes quantas forem necessarias a fim de que

vocé demonstre dominio sobre o contetido da unidade.
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Unidade I

CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS DA TERMODINAMICA

INTRODUGCAO: Termodindmica e Teoria Cinética

Nas trés primeiras unidades deste curso vocé estudara
topicos relativos a duas areas da Fisica conhecidas como Termo-

. . 4 ] 3 - [} 3 - 4
dinamica e Teoria Cinetica. Na Teoria Cinetica estuda-se pro-

priedades da matéria do ponto de vista atdmico tentando enten
der tais.propriedades com base na suposicao de que a matéria &
constituida de atomos que obedecem certas leis. E possivel, no
entanto, estabelecer relagoes entre varias propriedades de cer
tos materiais sem conhecer a sua estrutura interna, i.e.,sem le
var em conta a existéncia de atomos e moléculas. Justamente es-—
se &€ o objeto da Termodinimica, i.e., determinarirelagaes entre
propriedades de materiais sem levar em conta suas estruturas in
ternas. (Na verdade deveriamos dizer sem conhecer estruturas in
ternas porque, historicamente, a Termodinamica foi desenvolvida
antes de que se chegasse a um certo nivel de compreensao acerca
da estrutura interna da matéria). Pode-se também distinguir en-
tre Termodindmica e Teoria Cinética dizendo que a primeira lida
apenas com varidveis macroscOpicas tais como a pressao, a tempe
ratura e o volume enquanto que a segunda pressupoe é existéncia
de dtomos e aplica as leis da Mecdnica aos atomos que consti-
tuem:a matéria. Ambas, no entanto, lidam com o mesm6 tipo de fe

nomenos fisicos.
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Nesta primeira unidade procuraremos nos ater mais a

Termodindmica; 4%y & GStas relagdes entre propriedades maw

croscSpicas da matéria e a interpretagdo macroscdpica dos concei
tos fisicos fundamentais envolvidos nessas relagoes. Na segunda
tnidede analisaremos octas megmac F@lQQSEE & 23nasital d8 ponto

de vista mierosedpico. Finalmente, na terceira unidade, para com

pletar nosso estudo de fendmenos térmicos enfatizaremos aplic&
goes das leis e conceitos estudados nas duas primeiras unidades.

Eftretanto, antes de nos tornarmos mals especificos

no estudo desta unidade talvez seja conveniente situarmos a Ter

modindmica e a Teoria Cinética no contexto da Fisica.

*
FISICA CLASSICA, MODERNA E CONTEMPORANEA

As fases do desenvolvimento da Figjca pedem ser divi

didas (um pouco arbitrariamente) em classica, moderna e contem

poranea. Antes do final do século XIX, um conhecimento detalha-
do havia sido adquirido em subdisciplinas da Fisica tais como
Mecanica, Termodindmica, Eletromagnetismo, Otica e Hidrodinami
ca. Por volta de 1900, parecia que a descrigao tedrica dessas
areas estava praticamente completa e nao haviam mais descober
tas importantes a serem feitas. Coletivamente, estas subdisci-

Plinas constituem o que se convencionou chamar de Fisica Classi

ca.

* ‘ ’
Traduzido e adaptado do livro "Physics and the Physical

Universe" de Jerry B. Marion.
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No entanto, os Ultimos anos de século XIX e as tres

décadas do século XX produziram uma série de novas idéias em FIi

S:{.Cél. Burante essa gpoca a Radioa{:.{vidade £OZ=. c!escoberta e pos

teriormente usada para investigar a estrutura do atomo. O desen

volvimento da Teoria da Relatividade forgou o cuidadoso exame e

a posterior modificagao dos conceitos de espago e tempo entao

existentes. A Teoria Quantica foi formulada a partir das tenta

tivas feitas para descrever o comportamento de sistemas atOmi-
cos. Esses anos decisivos, durante os quais a Fisica foi sacudi
da por novas descobertas e novas teorias, & o periodo correspon

dente a Fisica Moderna.

Os anos 30 testemunharam a primeira observacgido de on
das de radio emitidas por estrelas, a descoberta do neutron e da
fissao nuclear e a detecgao da primeira particulé elementar nao
encontrada naturalmente nos atomos. Descobertas como essas leva
ram a uma enorme quantidade de resultados experimentais e tedri
cos em todos os novos campos da Fisica. Tais resultados conti
nuam a ser obtidos atuaimente nos laboratdrios de pesquisa e o
desenvolvimento cientifico, as novas idéias e as novas descober

tas que lhes deram origem constituem a Fisica Contemporanea.

Como se pode depreender da descrigao acima, a Termodi
namica estad claramente inserida na Fisica Classica (assim como
a Mecéniéa que vocé ja estudou). A Termodindmica atingiu seu ma
ior desenvolvimento no fim do século XIX com o trabalho de cien
tistas como Carnot, Joule, Kelvin e outros. E a Teoria Cinéti
ca? Bem, no fundo € também Fisica Classica porque foi também de

senvolvida até o final do s@culo XIX e langa md3o apenas de con
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ceitos da Mecanica Classica, Por Qutro lado, parece estar de cer

ta forma bastante proxima da Fisica Moderna porque na verdade &

um ramo subsididrio da Mecdnica Estatistica a qual, atravds da

incorporagao de conceitos da Fisica Quantica, deu origem i Meca

nica Estatistica Quintica. Na Maadmias Ratatistica as lels da

Mecdnica sdo aplicadas estatisticamente atravds de técnicas mais
formais e abstratas do que as da Teoria Cinética (esta usa téc-

Kicas matematicas relativamente simples para calcular valores
médios enquanto que aquela usa, por exemplo, probabilidades). A

proposito, as leis da Termodinimica podem tamhém sk GHRIES5as
quantitativamente, na linguagem da Mecinica Estatistica.

Como ja foi dito, nosso estudo limitar-se-3 a tOpicos

de Termodindmica ¢ Tgoia Cingtica, AlEm disso, no estudo da Tag

ria Cinética nos restringiremos a aplica-la aos gases porque ne

les as interagoes entre atomos s3o muito mais fracas do que nos

liquidos e nos sblidos, o que simplifica grandemente o tratamen
to matematico. Dissemos também que nesta primeira unidade nos
ateriamos mais 3 Termodindmica, i.e., a certas relagoes entre
propriedades macroscOpicas da mat@ria. Também as leis da Termo-
dindmica serdo introduzidas nesta unidade, porém tanto essas
leis como outras relagdes éntre varidveis termodin@micas impli-
cam na utilizagéo de conceitos. Assim sendo, passaremos agora a
uma discussdo sobre conceitos em Fisica e logo apds introduzire

mos trés "conceitos-chave" da Termodinimica.

T . ' w o I ) C ik RN e
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CONCEITOS EM FISICA

Vocé talvez ja tenha ouvido dizer que conceitos sao

muito importantes em Fisica. (Muita gente diz isso mas nao poe

em pratica, em muitos cursos e livros-texto os conceitos mais
importantes, "conceitos-chave", ficam perdidos em meio a uma

grande quantidade de fatos irrelevantes). Mas afinal, o que & um
conceito?

Bem, confiamos que em cursos anteriorés vocé tenha
aprendid6 alguns conceitos fisicos (por exemplo, massa, compri-
mento, tempo e energia) e podemos poupar o esforgo: necessario
por tentar explicar precisamente o que & um conceito. Assim sen
do, sem procurar uma definicao rigorosa, interprétaremos um con
ceito como sendo um "pedago de linguagem" que aponta em duas di

recoes:

Conceito

T

Regularidade em even

Pessoa; aquele que usa tos; o que ha de co-
I

o conceito; usuario num em eventos

O conceito de trabalho, por exemplo,paﬁafisicos (aque
les que ﬁsam) € usado para exprimir processos de transferéncia
de energia (regularidades) que nao sejam devidos a diferengas
de temperatura; para outros usuarios esse conceito geralmente
esta asséciado a esforgo fisico ou mental. Da mesma forma, o con
ceitoide tempo (ou intervalo de tempo) pode também ser usado

para mostrar que conceitos dependem dos usuarios. Entretanto,no
3
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contexto da Fisica & importante ter sempre em mente que concei-

t05 descrevem regularidades em eventos fisicos, ou seja, coisas

que acontecem no mundo fisico.

Os conceitos fisicos tem um carater evolutivo, i.e.,

eles mudam ao longo do tempo. Por exemplo, os conceitos de mas

sa, espago e tempo foram modificados pela Teoria da Relativida-

de. O conceito de um atomo como sendo um "pudim de ameixas" (Mg
delo de Thomson) foi modificado pelo Modelo Nuclear. Obviamente,

. u ~ .
O0s conceitos nao mudam somente porque outros sao sugeridos, ou

seja, para seguir a moda. A evolugao dos conceitos fisicos & uma

decozkéneia da ¢volugdo da propria Fisica. As vezes, leva muito

tempo para que um conceito seja modificado e em muitos casos ve

lhos conceitos nao sao simplesmente abandonados em favor dos ou

tros. O que ocorre ¢ qu§ oF MmAtes da aphicabilidads desses con
ceitos sdo determinados pelo avango da Fisica. Por exemplo, os
conceitos de massa, espago e tempo como nao dependentes da velo
cidade sao perfeitamente validos na Mecadnica nao relativistica
(velocidades muito inferiores a da luz).

Outras vezes, nao s um determinado conceito & modifi
cado em decorréncia de novas evidéncias experimentais mas toda
uma estrutura conceitual (conceitos-chave inter-relacionados) é
sucedida por outra. A Fisica Moderna, por exemplo, & melhor dis
tinguida da Fisica Classica pela sua estrutura conceitual do que
por qualquer outra coisa. A Fisica Moderna comegou a desenvol-
ver-se somente quando ficou claro que os conceitos classicos nao
podiam ser usados para explicar varios resultados experimentais

de grande importancia.
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Nas trés primeiras unidades deste curso enfatizaremos

os conceitos fisicos mais relevantes ao estudo da Termodindmica

e da Teoria Cinética. Entretanto, como vocé talvez tenha notado

@M cursos anteriores alguns conceitos sao mais importantes do

que outros, mais gerais, mais inclusivos. Por exemplo, os con-

ceitos de massa, comprimento e tempo s3ao conceitos basicos por
que muitbs outros conceitos, tais como velocidade, quantidade de
movimento, densidade, ete., podem ser definidos em fungao des-
ses conceitos fundamentais.

Assim sendo, passaremos agora a concentrar nossa aten
cdo em trés conceitos fundamentais para o estudo da Termodindmi

ca: Calor, Temperatura € Entropia. Nesta unidade discutiremos

estes conceitos do ponto de vista macroscdpico enquanto que na
unidade Seguinte procuraremos, através da Teoria Cinética, dar
uma interpretacao mec@nica a estes conceitos que, no fundo, &

uma interpretagao do ponto de vista microscdpico.

OS CONCEITOS DE TEMPERATURA E CALOR

Comecaremos com os conceitos de temperatura e calor

porqué do primeiro todos temos uma nogao intuitiva enquanto que
o segundo esta muito relacionado com um outro conceito que 3ja
lhe & bastante familiar, o de energia.

A nogdo intuitiva de temperatura que todos:temos nos
& dada através do sentido do tato. Por meio do tato podemos dis
tinguir,,embora grosseiramente, entre quente e frio. Podemos in

clusive estabelecer uma ordem de aquecimento, i.e., decidir se
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um corpo A estd mais quente do que um outro corpo B, se B esta

mais quente do que um terceiro corpo C; e asgim por diante, Is-

so nos da uma idéia do que seja temperatura, mas sabemos também

que nosso tato pode ser "tapeado": por exemplo, coloquemos uma
mac em agua fria e a outra em agua quente e, depois, coloquemos

3% duas simultaneamente em dgua moIma. Negca €ago, 4 mAs gus aa

tava na agua fria sentirda a agua morna como quente e aoutra que

estava na agua quente sentiri a agua morna como fria. Este exem

ple € suficiente para mostrar que o0 nosso sentido intuitivo de

LaMBAYALYLa nao e fidedigno e certamente nio & adequado do pon-

to de vista da Fisica. Além disso, o intervalo de nosso sentido

de temperatura & bastante limitado. Procuremos ent3o uma idéia

mais objetiva de tompararuva:

Suponha que um objeto A, que parece frio em contato com
a nossa mao, e um objeto idéntico, B, que parece quente,
sejam colocados em contato com um outro. Apds um inter
valo de tempo suficiente, A e B darao origem a mesma sen
sagao de temperatura. Dizemos, entdo, que A e B estdo
em equilibrio térmico um com o outro. Podemos generali-
zar esta expressao "dois corpos estao em equilibrio tér
mico" para significar que os dois corpos estio em esta
dos tais que, se os dois fossem colocados em contato,
os sistemas® combinados estariam em equilibrio térmico.

A comprovagao ldgica e operacional do equilibrio térmi

A0 analisarmos uma situagdo fIsica,usualmente focalizamos nos
sa atengao em uma porgao de matéria que separamos, mentalmen-
te, do meio externo a ela. Uma tal porgao se denomina sistema.
Tudo aquilo que nao pertence ao sistema e que exerce influén
cia direta em seu comportamento denomina-se a vizinhancga.

b i ' ' [T ‘ ) ] ‘mw Ve oW [ [ cle b [
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co consiste em usar um terceiro corpo, ou corpo de pro

A A .
va, tal como um termometro. Isto e resumido num postula
do, freqlilentemente denominado Lei Zero da Termodinamica:

Qe A e B es{:;o em equ:'.iﬂario {:grmico com um terceiro corx

po C (o "termOmetro"), entao A e B estao em equilibrio

{'_;I'IIIZILCO en‘:re SZI. .

Esta discussao exprime a idéia de que a temperatura de

um sistema & uma propriedade que, eventualmente, atinge

o mesmo valor que a de outros sistemas, quando todos
eles sao colocados em contato. Este conceito concorda
com nossa idéia diaria de temperatura como sendo uma me
dida do estado de aquecimento ou frieza de um sistema
porque, tanto quanto podemos confiar em nosso sentido
de temperatura, o estado de aquecimento de todos os ob
jetos torna-se o mesmo apos se manterem em contato por
um tempo suficiente. :

Uma maneira mals formal, mas talvez mais fﬁndamental,
de expressar a Lei Zero & a seguinte: Existe uma grande
za escalar, denominada temperatura, que & uma proprieda
de de todos os sistemas termodinamicos (em estado de
equilibrio), tal que a igualdade de temperatura & uma
condigcao necessaria e suficiente para o equilibrio tér-
mico. (Halliday & Resnick, Fisica, vol. I-2, 586)

Vocé talvez esteja pensando que a idéia de que a tem

peratura de um sistema € uma propriedade que, eventualmente, atin

ge o mesmo valor que a de outros sistemas, quando todos eles sao

colocados em contato, ainda nao & suficiente para captar o con

ceito de temperatura. Concordamos, mas lembre-se que estamos
pensando em termos macroscopicos. Uma melhor compreensao deste
conceito vira com a visao microscOpica dada pela Teoria Cinéti
ca. Por enquanto ficaremos no nivel macroscopico. Observe, no

entahto, que nao estamos tentando definir temperatura. Assim co
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mo comprimento, massa e tempo, temperatura € um conceito funda-

mental e como tal nao & definido ou & definido operacionalmente.

Qual seria entao uma definigao operacional de temperatura?

plesmente, a quantidade medida por um termometro.

[RTIAT '

E¥14tém diversas grandezas fisicas mensuravels que va

riam quando varia a nossa percepgac de temperatura. En-

tre estas estao o volume de um 11quldo, o) comprlmentoée
uma barra, a resisténcia elétrica de um fio, a pressao
de um gas mantido a volume constante, o volume de um

gas mantido a pressao constante e a cor do filamento de
uma lampada. Qualquer destas grandezas pode ser usada

BAVA ASMALPUIY um térmometro, isto e, para estabelecer

uma determinada escala termométrica. Uma tal escala ter

momaswian & amwaBalaaidn pals a8s8lha d& uha delermina-

da substdncia termométrica e de uma determinada proprie
dade termométrica desta substadncia. Em seguida, defini

oS 2 aoeala tawmamAtwias, admivinds uma ¥alagds méhotd

nica contInua entre a propriedade escolhida da . nossa
substancia e a temperatura medida em nossa escala. Por
exemplo, a substancia termométrica podera ser um liqui-
do em um tubo de vidrd capilar e a propriedade termomé
trica podera ser o co@primento da coluna liquida; ou a
substancia termométri?a podera ser um gas, mantido em
um recipiente a volume constante, e a propriedade termo
métrica podera ser a pressao do gas, e assim por diante.
Deve-se entender que cada escolha de uma substancia e
propriedades termométricas, juntamente com a relacao ad
mitida entre a propriedade e a temperatura, conduz a
uma escala termométrica especifica cujas medidas ndo de
vem coincidir necessariamente com as medidas realizadas
em outra escala termométrica qualquer, definida de ma-
neira independente. (Halliday & Resnick, Fisica, wol.I-2,
p.p. 586 e 587)

Sig

(O contelido deste curso nao inclui estudo de termdome-
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tros e escalas termométricas, mas se vocé estiver interessado no

assunto sugerimos consultar a referéncia acima.)

Passemos agora ao conceito de calor. Durante o século

XVII uma teoria foi desenvolvida segundo a qual o calor era um

"sutil"® fluido elastico cujas particulas se repeliam entre si

mas eram atraidas pelas particulas constituintes dos corpos ma-

teriais comuns e cuja presenca dentro de um corpd determinava o
calor desse corpo. Esse fluldo recebeu o nome de caldrico e a
teoria correspondente ficou conhecida como teoria do caldrico.
Até o fim do século XIX os fendmenos térmicos eram explicados
admi tindo-se a existdncia de uma substincia material chamada ca
16rico. Acreditava-se, por exemplo, que um corpo a uma tempera
tura mais alta possuia mais calorico do que outro a uma tempera
tura mais baixa. Quando os dois corpos eram colocados em conta
to aquelé que tinha mais caldrico cedia parte dessa substancia
ao outro até que ambos atingissem a mesma temperatura, i.e.,que
tivessemia mesma quantidade de caldrico.

Nos fundamentds da teoria do caldrico estava a idéia
de que o calor era uma quantidade fisica que se conservava. Ama
ioria das experiéncias e observagdes feitas pelos proponentes
da teoria do caldrico foram feitas em condigdes. muito particula

res cujos resultados sugeriam que o calor tal como eles o defi

O adjetivo "sutil" era geralmente aplicado a qualquer fendme
no que envolvesse alguma coisa cuja agao pudesse ser observa-
da mas que era invisivel e nao podia ser detectada por instru
mentos de pesagem.
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niam era uma quantidade que permanecia sempre constante, 1i.e.,

poderia ser transferida de um COrpo para outro pas nag pqderia
ser criada nem destruida. Entretanto, o conceito de calor como

substancia, cuja quantidade total permanecia constante, nao so

breviveu a subsequentes evidéncias experimentais. A teoria do ca

15rico fol encontrando cada vez mais dificuldades para explicar

fatos experimentais que por sua vez levaram 3 conclusao que o ca

——

lor & uma forma de energia ao invés de uma substdncia.

0 conceito de energia certamente lhe élfamiliar. Hoje

em dia até os jornais falam diariamente em energia. Falam do es

jJotamento d¢ pogeas fenies naturais de energia, da energia nu-

clear, do aproveitamento da energia solar e assim por diante.No

| . ’ .
seu curso de Fisica I vocé trabalhou muito com o conceito - de

ener?ia e aPrendeu que a enerﬂia 5e CONFTEYH {Biiﬂﬁii&ﬂ ou lﬁi

de conservagéo da energia), ou seja, a energia como um todo se
conserva, nao pode ser criada nem destruida somente transferida
e transformada em outra forma. Por outro lado, vocé deve estar
lembrado que o principio de conservagao da energia nao & neces
sariamente valido para uma forma particular de energia. A "lei
de conservagao da energia mecanica", por exemplo, tem sérias di
ficuldades. Esta "lei" & valida somente se o trabalho feito pe
las forgcas de atrito for desprezado. Quando existem forcas de
atrito atuando num sistema, sua energia mecanica total diminui.
Fala-se entdo em dissipagdo da energia mecdnica pelo trabalho
feito por forgas dissipativas. Entretanto, o que ocorre, na ver
dade, & que apesar de que hd uma perda de energia mecinica uma

quantidade equivalente de energia aparece sob forma chamada ener

Pal oo fl 1 i o ' ) [ [TEEENS . T [T [ P | {
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gia térmica, i.e., calor.

Assim sendo, no exemplo acima o que se conserva & a

ener?ia total e ndao a energia mecanica. A perda de energia mecé

nica é igual ao acréscimo de energia térmica do sistema, de mo

do que a energia como um todo se conserva. Alias, a igualdade:

Aeydceimg do gnergin tdrmica = Energia meecanica fornecida

nos permite imaginar uma experiéncia que estabelega uma relagao
de equivaléncia entre estas duas formas de energia. Esse tipo
de experiéncia foi feito muitas vezes, entre 1840 e 1868,por um
ingléé chamado James Joule. Esquematicamente, o dispositivo, ex

perimental usado por Joule estd representado nha Figura 1.

termémetro

roda com pdlhetas

A medida que a massa M cai ao longo de uma altura h
ela perde uma energia potencial U=Mgh. A queda do peso faz a ro
da girar e agitar a agua que, consequentemente, se agquece. Ao
fim do processo quando a agua volta ao repouso, O acréscimo de
temperatura AT & registrado pelo termbmetro. O acréscimo de ener

gia térmica da agua depende n3dao sd da temperatura mas também da
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propria massa m de Agua. Atrav@s de suas experiéncias Joule es

tabeleceu a seguinte relagdos:
Acréscimo de energia térmica da agua = (4,2.103 Joule/kg®C) m AT

Levando em conta que este acréscimo & igual a perda

de energia (mecanica) potencial Mgh e trabalhando com valores

numéricos chega-se a relagao:
1 caloria = 4,18 Joules

que & comumente conhecida como equivalente mecinico do calor.

(Caloria & a quantidade de calor necessaria para elevar a tempe

ratura de lg de agua de 14,5 a 15,5 °c.)

Calor € entao uma forma de energia; aquecer ou es-

friar um’corpo siﬁnifica simPlesmente aumentar ou diminq;ﬁ FAVE]

energia térmica. Aproveitamos esta idéia para ilustrar algo que
ja foi dito anteriormente: os conceitos fisicos nao sio imuta
veis. O conceito de energia @ um dos mais importantes de toda a
Fisica, porém, inicialmente, era empregado de forma bastanUareg
trita, principalmente em termos de energia mecanica. Aos pou-
cos, no entanto, a prdopria evolugao da Fisica foi tornando este
conceito muito mais abrangente, incluindo energia térmica, ener
gia elétrica, energia magnética, energia nuclear e muitas ou-
tras formas de energia. O conceito de energia é hoje t3o impor
tante na Fisica que n3o seria exagero dizer que Fisica & um es

tudo da energia. Por exemplo, como veremos mais adiante, a pri
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meira lel da Mermodinamica nada maid & d& yus uma apliasads 4s

principio de conservacao da energia.

Antes de passarmos ao conceito de entropia, vamos in

troduzir dois conceitos subordinados aos conceitos de calor e

temperatura: capacidade térmica e calor especifico. (Este pare-

ce ser o momento oportuno para intréduziy AALAS AanAaikaR  paY

que acabamos de falar em temperatura e calor.)

Chama-se capacidade térmica, C, de um corpo o quocien

te entre a quantidade de calor (energia térmica), AQ, fornecida

ao corpo e o correspondente acréscimo de temperatura, AT.

0

il
l>l>
30

(Eq. 1)

A palavra "capacidade" nao deve ser interpretada como
"a quantidade de calor que um corpo pode reter", uma vez que ela
significa, simplesmente, o calor fornecido a um corpo para ele-
var de uma unidade sua temperatura.

A capacidade térmica por unidade de massa ég um corpo,

denominada calor especifico (ou calor de massa), depende da na

tureza da substancia da qual ele € feito e @ definido como o

quociente entre sua capacidade térmica e sua massa:
c = £Q (Eq. 2)

. Tanto a capacidade térmica quanto o calor especifico
de uma dada substancia nao sao constantes, mas dependem da tem
peratura. As equagdes anteriores fornecem apenas os valores mé

dios destas grandezas no intervalo de temperatura considerado,
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AT. A uma dada temperatura T, o calor especifico de um corpo &
definido como
dQ

c =

= =37 (Eq. 3)

A partir desta expressao, a quantidade de calor forne

cida a um corpo de massa m, para levi-lo de uma temperatura ini

cial T; a uma temperatura final Te, & calculada por
(Eq. 4)

onde ¢ & o calor especifico do corpo e, em geral, & uma fun?ag
|

da temperatura, embora dentro de certos intervalos ele possa ser

considerado constante. (Halliday & Resnick, Fisica, vol. I-2,

p.p. 607-608).

Uma vez introduzidos estes conceitos subordinados, pas

Semos ao terceiro conceito-chave para o nosso estudo de Termodi

-~ . - N .
Namica e Teoria Cinetica: entropia.

O CONCEITO DE ENTROPIA

O conceito de entropia & um conceito que nao pode ser
precisamente définido exceto através de complexos termos técni-
cos. Entretanto, & um conceito de tanta importidncia e tio fre
quentemente usado que vale a pena procurar entender intuitiva-
mente seu significado. A entropia estd intimamente relacionada
com as idéias de ordem e desordem quando estas sao definidas em

termos de probabilidade de ocorréncia de uma determinada distri

badl i 1 : e i | [} kg » [ T | I T [ I T -t
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buigdo estatIistica para um conjunto de elementos. Alguns exem-

plos esclarecerao isso. Suponhamos que uma camada de areia fina

branca & colocada numa jarra e sobre ela & colocada uma outra

camada de arcia fina pista, Sacudindo suficientemente a jarra &

de se esperar que com o tempo a areia branca se misture com a

preta e a mistura passe a ter cor cinza. Entretanto, por mais
que se sacuda a jarra, & altamente improvavel que se consiga ob

ter novamente a distribuicaoc inicial, i.e., as duas camadas se-
paradas‘de areia branca e preta. Por que isso? A resposta esta
tistica & que existem milhdes de maneiras mais através das quais
os gr3os de areia podem se entremear do que o niimero de manei-
ras através das quais eles podem se distribuir em duas camadas
distintas. A disposigao ordenada inicial (duas camadas distin-
tas) tornou-se desordenada durante o processo de sacudir a jar
ra (o qual da movimento aleatdbrio aos graos de areia); a distri
buicdo menos provavel foi suplantada por outra mais " provavel.
NZo se esta, no entanto, dizendo que se continuasse sacudindo a
jarra ndo se poderia apGs um longo periodo de tempo reproduzir
a disposicdo ordenada inicial de duas camadas distintas; esta
se dizendo somente que & altamente improvavel. Quanto maior o
niimero de graos de areia no conjunto (mistura), mais improvavel
se torna a reprodugao da ordem original. Considere agora um con
junto pequeno: um baralho de cartas que quando novo estava sepa
rado por naipes, (portanto, ordenado) & embaralhado e se torna
desordenado durante o processo. A probabilidade de reproduzir a
ordem original, apesar de pequena, & ainda suficientemente gran

de para que isso ocorra ocasionalmente. De vez em quando numa ro
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dada de bridge ocorre que cada jogador recebe 13 cartas do mes

mo naipe.

Ao considerar conjuntos de moléculas, no entanto, se
esta considerando niimeros extremamente grandes. O niimero de mo

’ - - . - .
lécuias em 1 cm” de gas e superior a 10", o qual émaior do que

a soma de todos os 9raos de areia de todas as praias 40 mundo,

Se conectarmos dois recipientes - um dos quais completamente va

| J - ! . ‘ J - .
418 (vacuo) e o outro cheio de gas - o gas, através do movimen-

to aleatorio de suas moléculas, rapidamente ocupara também o es

pago existente no recipiente inicialmente vazis. Tasyissmente,

devido ao fato de que o movimento aleatdério das moléculas conti

nua, € possivel que no futuro todas elas retornem ao recipiente

onde estavam, deixando o outro vazio, Niig §iasb6 nada na dindmi

ca Newtoniana que impega isso. Porém, a probabilidade estatisti
ca contra isso & tdo grande que considera-se impossivel.qmaocoE
ra. (O tempo que seria necessirio para que esta improvavel ocor
réncia acontecesse & muitas, muitas vezes maior do que os bi-
lhoes de anos de existéncia do universo.)

A medida desta tendéncia de grandes conjuntos de mold
culas em movimento aleatdrio irem de uma menos provavel configu
ragao (um arranjo ordenado) para uma mais provavel (mais desor
denada) & chamada entropia. Podemos, entao, definir entropia co
Mo uma medida do grau de desordem. A tendéncia de todas as mu-
dangas fisicas em irem na direcdo de uma configuragao mais pro
vavel até que um estado de equilibrio seja atingido o qual cor
responde a maxima probabilidade chama-se segunda lei da Termodi

namica. Enunciada de outra forma, essa lei diz que qualquer mu
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danga espontanea num sistema de particulas (ou seja, qualquer
mudanga que ocorre no gictema gem ganho ou perda de energia em
relagcdo a vizinhancga) sera na diregao do aumento de entropia e
que a entropia sera maxima quando for atingido o equilibrio

(RiPlEY{ J.A.Jr.f The Elements and Structure of the EP sical
. b 1l oy I‘wm

Sciences, p.p. 233-234)

Posteriormente, ainda nesta unidade, voltaremos a fa
lar de entropia e da segunda lei da Termodinimica. Por enquanto
fiquemos apenas com a nocao de que entropia & uma medida do grau

de desordem de um sistema.

A PRIMEIRA LEI DA TERMODINAMICA

De um modo geral, pode-se dizer que a Termodinamica &

o ramo da Fisica que trata da influéncia mutua entre calor, tra

balho e energia. A primeira lei da Termodindmica estabelece uma

relagcao entre estes conceitos, porém, antes de introduzi-la dis-
cutamos um pouco tals conceitos. |

Calor como ja vimos & uma forma de energla, a energia
térmica. Energia pode ser definida como capacidade de realizar
trabalho. Trabalho pode ser transformado em calor (um exemplo
disso & a experiéncia de Joule) e vice-versa (nas maquinas tér
micas utiliza-se calor para realizar trabalho). Isso significa
que estes trés conceitos (calor, trabalho e energia) estao pro-
fundamente relacionados. Mas, por outro lado talvez vocé esteja

tendo dificuldades em discriminad-los. Vocé pode estar se pergun
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tando: Afinal qual & a diferenca entre calor e trabalho?

vamos entao estabelecer una distingdo antra oseas dais

conceitos:

Definiremos calor como energia em transito do um ooy

po (ou sistema) a outro, devido a diferenca em temperatura en-

tre eles. Ao transmitir-se de um corpo a outro, exclusivamente

devido a diferenga de temperatukas SALIG 6165, € QUE A energia

recebe a denominagao de energia térmica. Se o calor fosse uma

substancia, ou um tipo de energia que nao se transformasse en-
quanto estivesse contida no sistema, nao seria possivel retirar

calor indefinidamente deste, sem alteri-lo. No entanto, tomando

como exemplo o aparelho de Joule podemos retirar da agua uma

quantidade indefinida de calor, por exemplo, ligando~a a um sis

tema mais frio, sem alterar as condigoes dela. Para isso, & cla

ro, & preciso que o aparelho esteja funcionando éonﬁinuamente.
Da mesma forma, o trabalho também nzo €algo que um sis
tema contenha em quantidade definida; pode-se fornecer uma quan
tidade indefinida de trabalho a um sistema sem alterar suas condi
¢oes, como também ilustra o aparelho de Joule. O trabalho, como
© calor, implica em transferéncia de energia. Porém, para dis
tinguir entre calor e trabalho define-se este Gltimo como a ener

gia que é transferida de um sistema para outro de modo tal que

a diferenca de temperaturas nao esteja diretamente envolvida. O

termo trabalho inclui todos os processos que envolvem transfe-
réncia de energia, mas exclui especificamente agqueles em que a
transferéncia de energia seja devida a diferenca de temperatura.

(Observe que essa definicao & consistente com a definicao AW =Fdx
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que vocé estudou anteriormente; a forga F podia ser de natureza

elétrica, magnética, gravitacional, etc., e nao havia diferencga

de temperatura envolvida nessa definigao.)

Uma vez estabelecida uma distingao entre calor e tra-

balho resta ainda discutir um pouco o terceiro conceito (ener
gia) envolvido na formulagao da primeira lei da Termodinamica.

MPodas as coisas materials consistem de ‘Atomos e mole
culas, os quais estdo continuamente em movimento tanto se o ma-
terial fér gasoso, lIiquido ou sdlido. Portanto, mesmo se um ob
jeto esta em repouso, numa posicao de energia potencial zero (em
relagso a um certo nivel de referéncia), existe energia associa
da ao movimento interno dos atomos e moléculas qﬁe o constituem.

Ou seja,fexiste sempre uma certa energia interna para qualquer

conjunto de atomos ou moléculas. Se alterarmos o sistema fazen
do com que seus atomos e moléculas se movam mais violentamente,

dizemos que foi adicionada energia térmica ao sistema (fazendo

trabalho sobre o sistema ou cedendo calor ao mesmo), aumentando
assim a energia interna.

A conservagao da energia € uma lei geral da Fisica‘e,
como tal, deve ser valida quando consideramos tanto a energia
interna de um sistema como possiveis formas de energia "exter-
na". Chamemos de U a energia interna de um sistema e de Q aquan
tidade de calor (ou energia térmica) fornecida a esse sistema.
Se o sistema recebe uma quantidade de calor Q e nao realiza ne
nhum trabalho, sua energia interna & aumentada de'uma quantida
de AU exatamente igual a quantidade de calor recebida: AU = Q.

O sistema, no entanto, pode realizar um certo trabalho, W, quan



do suprido da energia térmica (calor) Q; por exemplo, se o sis
tema &€ um gas contido num cilindro com um &mbolo ele pode se ex
pandir elevando o émbolo, i.e., exercendo uma forgca sobre o ém-
bolo e provocando um deslocamento do mesmo, fazendo ent3o um tra

balho. Nesse caso, obviamente, o acréscimo de energia interna @&

menor porque parte do calor recebido foi gasto na realizagao do

trabalho. Entao, segundo o principio de conservacgao da energia,
|

a variagdo de energia interna & igual ao calor fornecido ao sis

tema penos ¢ trabalho feito por ele:

aY =9 - (Eg. 3)

Esta equagao & chamada Primeira Lei da Termodinamica,
- . ' o L d . ~
mas e simplesmente um enunciado do principio de conservagao da

energia quando existe energia tévmiea anvalvida no processo.

| Nesta equacao, Q & considerado positivd quando o ca-
lor 6 recebido pels aistema e negativo quando & cedido enguanto
que W & positivo quando o trabalho & realizado pelo sistemae ne
gativo quando & realizado sobre o sistema.

Se o sistema sofre uma variagdo infinitesimal de esta
do, entao apenas uma quantidade infinitesimal de calor dQ & ab
sorvida ou cedida e apenas uma quantidade infinitesimal de tra-
balho AW & realizada, de modo que a variacdo da energia interna
dU sera também infinitesimal. Neste caso, a primeira lei tem a

seguinte forma diferencial.

du = dQ - aw (Eq. 6)
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Nota importanté: Para completar o estudo do assunto desta &ec-

.gao & indispensavel a leitura das secgOes 22-6

@ 11=7 do livro de toxto (Nalliday & Resnick,
vol. I-2)

A SEGUNDA LEI DA TERMODINAMICA

Como ja vimos, o fato de que qualquer mudanga espontd
nea (i.e., sem ganho ou perda de energia em relagao a vizinhan-
ca) num sistema de particulas ocorre na diregao do acréscimo de
entropia:e que a entropia seria maxima quando for atingido o
equilibrio & conhecido como Sequnda Lei da Termodinamica. Explo

- remosS um pouco mais o assunto:

E esta famosa lei que determina a diregdo do fluxo dca
lor. Dois corpos isolados que estao a diferentes tempe
raturas quando postos em contato acabarao por atingir a
mesma temperatura de equilibrio, i.e., passardo de uma
distribuicao mais ordenada (diferentes temperaturas) pa
ra uma menos ordenada (mesma temperatura) porém mais pro
vavel. Devido a esta lei, a vasta quantidade de energia
térmica dos oceanos, por exemplo, nao estd disponivel.
Somente se fizermos com que esta energia flua para um
outro corpo a temperatura mais baixa & que poderiamos

aproveita-la. Relacionado a isso, estda a idéia de "

moxr
te térmica" do universo... tem sido argumentado que de
vido a aparente inviolabilidade da segunda lei da Termo
dinadmica o universo marcha. inexoravelmente para um esta
do de maxima entropia no qual todos os corpos estariam
num estado de energia minima. Quando isso acontecesse,
daqui ha bilhoes de anos, nada novo ou significante po
deria ocorrer no universo porque nao haveria diferencgas

de energia (consequentemente, nao haveria fluxo de ener
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gia, nao haveria energia disponivel para a vida, poy
exemplo) . Entretanto, por mais impressionante e depres
Sivo que este progndstico possa parecer ele &, na verda

n N N
de, mera especulagao. Sabemos t83o pouco sobre o univer
so e o temos observado por um periodo de tempo tao pe-

queno que qualquer extrapolagao do conhecimento que te
mos agora € simples especulagao... B verdade que atd ago

ra 4 §egunda loi 41 Tormodindmian muman #ai wialads g

continua sendo uma generalizagao empirica, uma Gtil di
retriz para futuras investigagoes cientificas, mas ain

o L L ‘
da assim nao & uma certeza mais absoluta do que a lei
de conservagao da matéria que era t3o amplamente aceita

ha uma ou duas geragdes atris. (Ripley, J.A. Jr., The
Elements and Structure of the Physical Sciences, P-pP.

£34-139)

Uma das caracteristicas que distinguem a entropia de

{ . . . N ‘
~conceltos tais como energia, quantidade de movimento e outros
que obedecem leis de conservagdo € que ndo existe um principio
de conservagao da entropia. Na realidade, sucede o contrario. A

entropia aumenta em cada transformacao natural, caso se conside
§ r <

rem todos os sistemas que participam da transformagao. Ja vimos
exemplos disso, mas consideremos mais um: misturemos um litro
de Adgua a 100°C com um litro de dgua a 0°C. Apds a mistura das
aguas quénte e fria teremos 2 litros de agua a uma temperatura
de SOQC. Se calculassemos (faremos isso na terceira:unidade des
te estudo) a entropia do sistema antes e depois da mistura che-
garlamos a conclusdo de que a entropia da mistura & maior do que
a soma das entropias das aguas quente e fria separadamente. Hou
ve, portanto, um aumento de entropia na transformacao.

Na verdade, nao & necessiria a mistura fisica das

bal el . ' i [ : 0 I R [ ) i T Vo
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Aguas quente e fria para obter o estado de equilibrio final. Po

der-se-ia simplesmente Permitir o fluxo de calor por condugéo
ou por radiagao da agua quente a fria. O mesmo aumento de entro

pia resultaria.

Pode ocorrer que a entropia de um certo sistema que

participa de uma transformacao natural (a agua quente, por exem

plo) diminua, mas quando se adicionam todas as variag&es de en

tropia na transformagao, os aumentos de entropia sao sempre maio
res, em valor absoluto, que os decréscimos. Somente em alguns
casos especiais as variagOes positivas e negativas sao iguaisem
modulo de modo que a entropia total permanece constante, de um
modo geral ha um aumento de entropia. Pode-se entao formular um
principio geral, considerado parte da segunda lei da Termodind
mica, segundo o qual, em todas as transformag&es; a entropia au

menta ou permanece invariavel. Ou seja, nao existe transforma-

cao alguma na qual a entropia decresga.

0 que significa, no entanto, esse aumento de entropia
que acompanha qualquer transformagao espontdnea na natureza? A
resposta, ou pelo menos uma resposta, & que ele representa uma
medida da indisponibilidade da energia. Expliquemos: considere-
mos de novo o exemplo da mistura da agua quente e fria. Antes
da mistura, poderiamos ter usado a agua quente cdmo a fonte a al
ta temperatura (fonte quente) e a agua fria como a fonte a bai

- - . *
xa temperatura (fonte fria) de uma maquina térmica e, durante

*
Maquina té&rmica & qualquer dispositivo que transforme calor em

trabalho (ou vice-versa):; este assunto sera estudado na ter-
ceira unidade.



a transmissao do calor, da fonte quente a fria, poder-se~ia ob

ter algum trabalho: mecanico. Entretanto, uma vez que tsnham si-

do misturadas as aguas quente e fria e que ambas hajam atingido

uma temperatura uniforme, perde-se por completo, ¢§ta QFeLtuni
dade de converter calor em trabalho. A dgua morna jamais se des
misturaré (ou melhor, & altamente improvavel que isso acontec¢a)

separando-se em uma parte quente e outra fria. Nao ha, no entan

to, diminuigéo:de energia quando as aguas quente e fria se mis

turam, o gque existe & uma diminuig¢3o da guantidade disponivel de

energia ou um aumento da parte nao disponivel de energia, signi

fioands tal awpressao gue uma dada quantidade de energia nao

mais podera ser utilizada para conversao em trabalho. Logo, quan

do a entropia aumenta, passa-se a dispor de menos energia dispo -

nivel para conversio em trabalho. A entropia pode entao ser in

terpretada também como uma medida da indisponibilidade da ener
gia.
A segunda lei da Termodindmica pode també&m ser enun

ciada, de . varias outras maneiras, geralmente relacionadas  a ma

quinas térmicas, poré@m todas sio conseqiiéncias diretas da formu

lagao dessa lei em termos de entropia que é a mais geral. Assim

sendo, deixaremos outras formulagoes da segunda lei para mais:

tarde. Por enquanto estamos discutindo apenas os aspectos mais

gerais e inclusivos da Termodinamica.

CONCLUSAO

Nesta unidade, procuramos dar-lhe uma vis3o geral do

Vi ' ' - . (hos oy ' T T T 1 F T YT AT S S T T PR T T
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estudo que vocé estd iniciando. Primeiramente falamos um pouco
de Fisica e situamos a Termodinamica e a Teoria Cinética no con

texto da Fisica. DePois, introduzimos os conceitos-chave Para 0

estudo da Termodinamica: temperatura, calor (energia) e entro-

Pia: A SS9WE, QiSCULEMOS @& Primeiia ¢ & sequnda l¢is da Termo

dinamica. Tudo isso foi feito de uma maneira bem geral e intro

dutdria porque acreditamos que sua aprendizagem sera facilitada

se vocé antes de entrar nos detalhes tiver uma visao do todo en

|
fatizando apenas os conceitos e leis mais importantes.

Na prOxima unidade, vocé estudara Teoria Cinética, a
qual-coﬁstaré, essencialmente, de uma interpretacao dos concei
tos de temperatura, calor e entropia do ponto de vista da Meca
nica; Obviamente, alguns novos conceitos serao ihtroduzidos,mas
basicaménte o que se procurara fazer & diferenciar ‘ainda mais
os trés conceitos-chave introduzidos nesta primeirarunidade.

Finalmente, na terceira unidade entraremos nas aplica
gSesbdeStes conceitos e das leis da Termodinamica. Isto &, en-
traremos nos detalhes, nos cilculos. Deixamos esta parte para o
fim porque acreditamos que antes de se aplicar conceitos e leis
fisicas & preciso té-los bem definidos, diferenciados e organi
zados em nossa mente. Caso contrario ficamos a fazer calculos
sem Saber porque e a obter resultados que nao significam nada
para nds. (Vocé ja nao passou pela experiéncia de ficar aplican
do fSrmulas e mais formulas sem saber por que ou sem saber o que

elas significam?)
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INSTITUTO DE FISICA - UFRGS
FIsIcA II (FIS 103) - 1978

Unidade II

TEORIA CINETICA DOS GASES

I - INTRODUCKO

Nesta unidade abordaremos os conceitos de femperatura
calor e entropia desde um ponto de vista microscépicb. (Lembre
qgue na uﬁidade anterior eles foram introduzidos sob um ponto de
vista macroscopico). Para atingir esse objetivo,  primeiramente
desenvolveremos um modelo microscépico (isto &, um modelo que le
ve em conta que a matéria & formada por atomos e moléculas) para
um gas ideal. Depois aplicaremos a mecanica Newtoniana ao agre
gado de particulas que compoem o gas para, finalmente, chegar-
mos a interpretacao microscopica dos conceitos de temperatura,
calor e entropia. Basicamente, essa & a esséncia da Unidade, po
rém, ao longo dela alguns novos conceitos serao introduzidos e,
sobretudo, uma importante equagdo - a equagao de estado dos
gases ideais - sera também introduzida.

| Observe que esta unidade representa, de um modo geral,
um detalhamento da primeira, pois os mesmos conceitos e leis se
rao aqui discutidos de forma mais especifica, mais minuciosa. Po
rém em relacdo & proxima unidade esta unidade & ainda um pouco

geral porque nao entra em aplicagdes mais praticas. A aplicagao
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dos conceitos e leis fundamentais da Termodindmica sera objeto

' l -~
4a terceira unlaade, com a qual encerraremos o estudo dos fend-

menos térmicos.

II

- OBJETIVOS

Ao término desta unidade vocé deverd ser capaz de:
Definir gas ideal do ponto d& vista macroscdpico (ou seja,
POr meio de uma equagao de estado) e descrevé-lo do ponto de
vista microscdpico, segundo o modelo da Teoria Cindtica (ou
seja, enunciar e explicar as hipdteses basicas do modelo).

Interpretar do ponto de vista microscopico a pressio exercl

da por um 935 ideal, especificando de que fatoreg ala depen
de.

Interpretar do ponto de vista microscopico a temperatura de

um gas ideal e comparar essa interpretacao com a obtida do
ponto de vista macroscdpico.

Relacionar a interpretacgao microscopica de temperatura com o
trabalho realizado sobre um sistema isolado e com a velocida
de das moléculas de um g3s.

Interpretar do ponto de vista microscdpico (i.e., & 1luz do
modelo de um gas ideal) o conceito de calor e mostrar que es
sa:interpretagéo € consistente com a interpretagio macroscd-
pica.

Especificar sob que condigoes se pode obter trabalho a partir
da energia térmica e relaclonar isso com a segunda lei da Ter

modinamica.
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7. Interpretar do ponto de vista microscopico o conceito de ‘en

tropia e mostrar que essa interpretagao & consistente com a

interpretagao macroscopica.

8. Estabelecer a relagao entre a energia interna e a temperatg
ra de um gas ideal monoatomico (gas perfeito), deduzindo a
paﬁtir desta relacao e da primeira lei da Termodinamica as
expressoes de C,e Cp (capacidades térmicas molares a volume

constante e a pressao constante respectivamente).

9. Explicar o que se entende por equipartigao de energia e apli
ca-la no calculo de calores especificos molares (capacidades
térmicas molares) de gases ideais, conhecidoo niimero de graus

debliberdade.

III - PROCEDIMENTO SUGERIDO

- Leia com atengdo o texto anexo e as secgoes do Halli
day & Resnick recomendadas ao seu final. Esclareca suas duvidas
com um monitor ou com o professor.

- - Procure se auto testar para ver se & capaz de fazer
o que:se‘espera de vocé nos objetivos desta unidade.
- As sequintes questoes de estudo poderao auxilia-lo

nessa auto-testagem:

1. Procure explicar com suas proprias palavras as‘hipéteses ba
sicas do modelo microscopico proposto para o gas ideal.

2. Tente reproduzir o cialculo da pressao consultando o texto ape
nas quando necessario. Interprete fisicamente a expressao fi

nal da pressao.
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3. Utilize suas prdprias palavras para interpretar do ponto ‘de
vista microscOpico os conceitos de temperatura, calor e en-
tropia. Essas interpretagdes sao coerentes com as interpreta

¢0es macroscopicas? Explique.

4. Qual & o problema em utilizar a energia t&rmica do oceano pa

ra realizar trabalho?
5. Explique por que a realizagdo de um trabalho sobre umgas con

tido num recipiente isolado provoca um aumento na temperatu-
ra do gas.
- Em relacio aos objetivos 8 e 9 sugere-se o seguinte:
a. Lela as secgOeg 237 a 8. |
b. Responda a questdo 23-19 (obs.: Capacidade Térmica Molar =
= Calor Especifico Molar).

c. Reproduza separadamente para gases monoatSmicos, = diatdmicos

e poliatdmicos os cdlculos de Cp, Cv e y feitos na secgdo
23-8 a partir da equiparticfo de energia,
d. Se um gas tiver 9 graus de liberdade, determine Cv e Cp.

e. Resolva os problemas 23-26 e 30 (Respostas: 30:220 cal, 70%;
26: 3,1 x 103 3/kg°K)

- Quando vocé se sentir suficientemente preparado em
relagcao aos objetivos desta unidade apresente-se para fazer o

teste da unidade.
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Unidade II

TEORIA CINETICA DOS GASES

I - INTRODUCAO

Como dissemos na unidade anterlor, a Mecanica Eé£é£i§
tica, lidando com a mesma area da Termodindmica, pressupoe a
existéncia de atomos e moléculas e aplica as leié da Mecanica
aos atomos e moldculas que constituem o sistema. No nivel chama

do Teoria Cinética, a Mecdnica Estatistica utiliza té&cnicas ma

tematicas relativamente mais simples para calcular médias como,
por exemplo, a energia cinética média-das molé&culas de um gas.A
Teoria Cindtica pode ser aplicada n3o sd a gases como também a
sdlidos e liquidos, porém no caso de gases as interagOes entre
itomos sdo muito mais fracas do que nos liguidos e sdlidos, o que
simplifiéa grandemente o tratamento matematico do problema.

Na unidade anterior, enfatizamos trés conceitos-chave:
temperatﬁra, calor (energia térmica) e entropia. _Esses concei
tos foram introduzidos sem muito rigorismo, de um ponto de vis
ta maéroscépico, langcando mao de exemplos intuitivos e procuran
do relaciona-los com o que vocé ja sabia. Dissemos, no entanto,
gue na segunda unidade procurariamos diferenciar melhor tais con
ceitos através de uma interpretacdo mecanica e microscSpica dos
mesmos., Precisamente isso & o que faremos nesta unidade:

Construiremos um modelo mecanico, palpavel, como qual

possamos interpretar os conceitos de temperatura, calor e entro
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pia. Especificamente, proporemos um modelo para um gas ideal e
aplicaremos as leis de Newton para determinar o comportamento do

agregado de moléculas que compde o gas. Isto &, construiremos

um modelo de um gas e procuraremos, usando somente conceitos me

canicos (massa, espago, tempo ¢ as igis (g movimento), dbter quan

tidades que possam ser interpretadas como temperatura, calor e
entropia.

Pagssaremos, entao, agora a desenvolver o modelo do

' .
gas; feito isso, usaremos esse modelo para interpretar os con-~

ceitos de temperatura, calor e entropia. No desenvolvimento des

se modelo, vocé verd que outros conceitos, tais como pressio e
~ - ' -~ -
volume, saé tambem importantes para o estudo dos fendmenos tér

micos. Além disso, uma equagao muito importante sera introduzi

120 2 oquasas da aatado dos gases ldeals.

II - DEFINIGCAO MACROSCOPICA DE UM GAS IDEAL: Equagcao de Estado

. Ja dissemos que nos sdlidos e liquidos as interacgoes
inter-atdmicas sao muito complexas e por isso nos restringire-
mos aos gases. Entretanto, em muitos casos, os gases tambémznng
sentam interagoes complexas e devido a isso temos que distin-
guir entre gas ideal e gas real. Fundamentalmente, um gas ideal
€& aquele no qual as forgas intermoleculares siao despreziveis, de
modo que as interagdes entre as moléculas sio devidas apenas aos
eventuais choques eldsticos entre as mesmas. Por isso, nos con
centraremos no modelo de um gas ideal. Além da simplicidade, os

resultados obtidos com esse modelo fornecem uma boa aproximagao
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para gases reais. Gases reals sob determinadas condigoes compoxr

tam-se quase que como gases ideais.

Podemos estudar um gas ideal sob o ponto de vista ma

crocodpico como do ponto de vista microscopico. Passaremos ago

ra a definicdo macroscdpica de um gas ideal:

Seja um recipiente de volume V, contendo uma quantida

P . . 4
de de gas de massa m. Define-se massa especifica do gas, pelare

lagao

(1)

©
I
<ig

; A experiéhcia mostra que se a massa.espécifica for su
ficienteﬁente baixa (valor de V muito grande comparado com m),
todos os gases, qualquer que seja sua composigao quimica, ten
dem a apresentar ﬁma certa relagao simples entre ' as varidveis
termodinamicas p, V, T (pressao, volume e temperatura).

- Essa relagdao & uma conseqiiéncia de duas leis experi-

mentais: .

l. Lei dé Boyle: Para uma dada massa de gas, mantida a tempera
tura constante, a pressac varia inversamente com o volume.

2. Lei de Charles/Gay-Lussac: Para uma dada massa;de gas, manti
da a pressao constante, o volume varia diretamente com a tem

peratura.

Esses dois resultados experimentais podem ser resumi-

dos na relagao

pV

i

URT , (2)
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- Py ' R
onde U e a massa do gas em moles e R & uma constante universal

chamada constante dos gases

= 8,314 Joule/mol’K = 1,986 cal/mol’K ,

Esta equagao & chamada equagdo de estado de um gas ide-

al; definimos um gds ideal, do ponto de vista macroscépico, co

mo aqusde qus okedece a esta equacdao sob quaisquer Condicﬁes. Ob

viamente, tal g3s nio existe na realidade, mas & um conceito

Gtil devido ao fato de que a densidades suficientemente baixas,

o comportamento de todos os gases reais se aproxima do comporta

mento éo ggs ideal.

Nos exercicios desta unidade e na unidade seguinte,
voltaremos a tratar esta relagao com maior profundidade. Por en

quanto, o importante, é sabermos que PV & proporcional a T, e

que a constante de proporcionalidades & UR.

IIT - DEFINICAO MICROSCOPICA DE UM GAS IDEAL: Teoria Cindtica

Como ja vimos, a parte da Fisica que estudo o compor
tamento dos gases (e outros tipos de material) nos processos em
que ha troca de calor, sob o ponto de vista macroscopico, deno
mina-se Termodindmica. A equagao de estado apresentada na secgao
anterior & uma das relagdes mais fundamentais da Termodinamica.
Posterlormente veremos algumas aplicacgoes dessa relagao.

Nossa tarefa agora, & tratar o gas ideal sob o ponto

de vista microscopico. Isto significa que em principio deveria

PHE ' B C ! [T [ B e I R TR T T RR R} TR PR ek o i TR M
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mos aplicar as leis da meedniea a cada moldcula do gég @ entao,

descrever o comportamento do sistema. No entanto, esse tipo de

abordagem & impossivel, dado o grande nimero de moléculas (de or

dem 10%31). Mas esse obstdculo nio & motivo de desespero, por-

gue o que nos interessa sao os efeitos do movimento molecular,
ag grandezas macroscopicas. Essas grandezas sao resultados mé-
dios dotcomportamento de todas as moléculas. Por exemplo, quan

do estamos interessados numa grandeza relacionada com a veloci
dade das moléculas o que nos interessa & a velocidade média de

todas as moléculas.

Pelo fato de usar as leis da mecdnica e da estatisti-
ca, essa parte da Fisica (que lida com a mesma area da ciéncia
que a Termodinimica, mas que leva em consideragab a existéncia
de atomos e moléculas denomina-se Mecdnica Estatistica.

Novamente deveremos definir o que entendemos por gas
ideal. No caso macroscopico, a definigdo estava ligada a rela-
cdo entre a massa do gas e o volume do recipiente e a equagao
de estado. Agora, deveremos vincular nossa definicao aos aspec
tos microscdpicos. Para nds, um gas ideal & aqueie que satisfaz

as seguintes condigoes:

1. As moléculas sao dotadas de movimento desordehado e obedecem
As leis da Newton. As moléculas podem mover-se em todas  as
diregées, com varias velocidades. Para podermos determinar as
caracteristicas de seus movimentos, supomos que as leis de
Newton sejam validas no nivel microscopico. Esta hipdtese se
ra aceita ou rejeitada, conforme os fatos experimentais pre

vistos com base nelas sejam ou nao corretos.



2. O numero total de moléculas do gas & grande. O sentido, a di
recao e o modulo da velocidade das moléculas podem sofrer mu

dangas bruscas devido @s c¢olisGes com outras moléculas e com

as paredes do recipiente. Por causa das colisdes, as trajetd
rias das moléculas serdo em ziguezague. Entretanto, por cau

sa do nimero tao elevado de moléculas, supomos que a ocorrén

cia de inimeras colisCes manterd a distribuicdo de velocida-

des, bem como o movimentp desordenado das moléculas.

3. 0 volume das moléculas & uma fragdo desprezivel do volume ocu

pado pelo gas. Apesar de existir um grande numero de molécg

las, elas sao extremamente pequenas. Sabemos que O volume de

um ggs pode variar grandemente sem muita difiéuldade e que,

se o gas for condensado, o volume ocupado pelo liquide pode
Ser milhares de vezes menor do que o volume do gas. Logo, es

8a hipotese e plausfvel. (Investigacdes posteriores relati-
vas ao tamanho das moléculas nos mostraram a necessidade de
modificar essa hipdtese (eq. de Van der Waals) no caso de den
sidades elevadas).

4. As forgas que atuam sobre as moléculas sio despreziveis, ex
ceto durante uma colisao. Como conseqtiéncia dessa hipotese,
0 movimento das moléculas & retilineo e uniforme entre duas
colisdes. A distdncia média entre as moldculas & muito gran
de comparada a seus tamanhos, devido a suposicao de que as
moléculas s3o muito pequenas. Logo, o alcance das forgcas mo
leculares & suposto comparavel ao tamanho molecular.

5. As colisOes sdo eldsticas e de duragao desprezivel. O momen

to linear (ou momentum), bem como a energia cinética, sao con

el . i ' I . [T i ) I I EEERT] D 1 'Y T o
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servados nas colisdes entre duas moléculas ou entre as molé

culas e as paredes do recipiente. O tempo que decorre entre

duas aslisses cucengivag @ muito maior do que o tempo de du

racao de uma colisao. Como conseqfiéncia, tem-se que a ener-

gia cinftica, convertida e engagia potencial durante a coli
sio, seja de novo disponivel como energia cinética, em inter
valos de tempo tao breves, que podemos ignorar inteiramente

essa transformagao.

-~ *
IV - A PRESSAO DE UM GAS( )

Vamos agora calcular a pressdo de um gas, sob o ponto
de vista microscépico, ou seja, a partir da teoria cinética. Pa
ra simplificar consideraremos O gas em .um recipiente cibico de

paredes perfeitamente elasticas.

y
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De acordo com a nossa definicao de gas ideal, nenhuma
molécula exerce forca sobre outra, a Gnica interacao entre elas

€ devida aos eventuais choques. As moléculas se :movimentam de
uma forma caotica, em ziguezague, e de vez em gquando chocam-se
com dutra molécula ou com as paredes ds vadipiente, mudando a
direcao do seu movimento. Sempre que uma moldcula choca-se com
uma parede do recipiente, ela transfere uma certa quantidade do
seu momento linear. De acordo com a segunda lei de Newton, a
quantidade de momento linear transferida para umtcofpo na unida

de de tempo, & justamente a for?a exercida naquelg COLRO,

(3]

=
il
=18,

Por outro lado, a forga por unidade de 3rea & a pres

sao exercida sobre a superficie do corpo.

pressao = P = FORR;:;\ = % (4)

Entao, tudo que temos a fazer, & calcular a quantida-
de de momento linear transferido para uma parede, por todas as
moléculas, na unidade de tempo. Isso nos da a forca exercida pe
las moléculas na parede. Dividindo a forca pela area da parede,
teremos a pressao exercida pelo gas.

Para simplificar o cadlculo, podemos pProceder daseguin
te forma: calculamos a pressao exercida por uma molécula qual-

quer. O resultado final sera a soma das pressoes de todas as mo

léculas.

it ' . , | L . Pl . S oy [ T T [0 ARIE t PRI I b [ T R T
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Para simplificar ainda mais o cdlculo, faremos a ana

1ise do movimento apenas na direcao X.

Se uma molécula colidir com a parede Al, sua componen

te v mudard de sinal; a variacao Ap do momento linear sera
Ap; = pe-pi - mv ,-mv ., = —2mvxl : (5)

Devido ao fato que o momento linear se conserva,eaquantidade de
momento linear transferida & parede sera 2mvxl.

Podemos descrever o movimento da molécula, qualitati
vamente: ela choca-se com Al e dirige-se para Az; No caminho,
ela pode colidir com outras moléculas, mas vamos Supor que isso
nao ocorra (a essa altura, ja se percebe porque dissemos na in
trodugdo que a nossa andlise era bastante simplificada). Nesse
caso, apds colidir com A,, retorna em diregdo a A,. Qual o tem-
po necessirio para esse trajeto de ida e volta? Ou Seja, qual o
tempo entre duas colisoes na parede Al?

X =vt= 20 = v_.t=> t = — (6)

x1

Entdo, o niimero de colisdes com A, por unidade de tem

v
- x1
po, sera -~ .

Em uma colisao, a molécula transfere 2 mvx para a pa

\4
rede. Em 7%% colisoes, a quantidade de momento linear transfe

rida sera

mv_ .2

v
2mv x1 _ x1
XL 55 =2




207

n 2
Vxl

) €& a quantidade de momento linear transferida i

parede, por unidade de tempo, gg . Ou seja, a forca exercitada

pela molécula sobre a parede.

A pressao sera

i =T 32773 (7)

P =Py +py+Pyt... +p =;’% (V1 ¥ Vgo +V 3+ 4V 1) =
N
2 2 2 52
+ +... + . .
I T Vikn, _ Nm i'xi
= — N ) =5 (8)
83 N )

onda N & 0 nimers da mslaculas no veciplente.

n = l% € a densidade dezmoléculas, o numero de molé~
L

£ Vxi . s 2
e o valor medio de v+ re

xXi

culas por unidade de volume e

presentado por v " ou < v.” >, p = mnv 2 = pVXZ r onde p = mn &

a massa por unidade de volume, isto &, a massa especifica ou

densidade.

Para qualquer moléculas tem-se v2 = viq-v§-+v§. Como

as particulas (ou moléculas) se movem desordenadamente, sem ne
o 2, 2

vy eV,

nhuma diregao preferencial, os valores médios v_<, sao

iguais

%
=
N

1
p = 3 PV (9)

bal . ' ' i i ) R T I T N o L 1
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- Apesar da simplicidade utilizada no calculo dessa ex
pressdo, cono a eliminagdo dos choques entre as moléculas, o re
sult;do seria o mesmo se considerdssemos tais colisdes, por cau

sa da conservacao do momento linear e da energia cinética nos

choques eldsticos.

A raiz quadrada de v2 € chamada velocidade guadrati

ca média; & uma espécie de média da velocidade molecular.
RN

V - A TEMPERATURA DE UM GAS IDEAL

~ Na unidade anterior foi apresentada umé nogao geral
do cohceito de temperatura. Sob o ponto de vista macroscopico,
ele & uma grandeza que pode ser medida com o auxilio de um ter
mémetro. Observa-se també@m que se dois corpos estdo em equili
brio térmico com um terceiro, estdo em equilibrio entre si. Es
ta afirmagéo & o teor da lei zero da termodinémiéa. Por outro
lado, a diferenca de temperatura entre dois corpos indica o sen
tido do fluxo de calor. Quando dois corpos de temperaturas di-
ferenteszséo colocados em contato, o calor passa do corpo de tem
peraturaimaior para o de temperatura menor.
Sob o ponto de vista microscopico, a températura esta
relacionada com a energia cinética média das molécuias do gas.
- Essa energia cindtica média & devida ao movimento de
translagdo das moléculas em relagao ao centro de massa do gas.
Isto éignifica que a temperatura do gas nao & modificadapelo mo

vimento do centro de massa.
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Neste caso, o equilibrio t&rmico entre dois corpos &
atingido quando as energias cinéticas médias de suas moléculas
forem iguais.

Vejamos agora como escrever a temperatura em fungao da
energia cinética média das moléculas.

Se multiplicarmos pelo volume V ambos os membros da

(Eq. 9),:obtemos

o2

W)

pv =

PV = massa total do gas = pm, onde y € A Massa €M MmO
les e M o0 peso molecular.

Entao,

1 2 _2 1 2
PV = 3 uMv® = Z (5 uMv®) (10)
3 Y]
2 - . o - o : ~
% uMv” @ a energia cinadtieca total de translacao das

moléculas, pois

Energia cinética total = % mvi-&% mv§-+...-k% mvﬁ =
N
L vi2
i=1 2 2

_ 1
—-z—mN

N

N

A equacao de estado de um gas ideal (Eq. 2), &
PV = uRT (Eq. 2)

Comparando as equagdes 2 e 10, tem-se que

[NURET . s i | o I o a0 Lo et e B
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URT = % (% quZ)
2 1.2
-2 (* (11)
T M (2 Mv™)
ou
3 1.2
(jRT—jMV)

Na relagao (ll) temos a temperatura como fungao da

energia ¢in§tica total de translaggo por mol de um gas ideal.

NOos sabemos que O numero de Avogadro, No, € o nimero

de moléculas por mol. Assim, %% = m & a massa de uma molécula,

e podemos escrever 11 de outra forma

win
&lmi-

No(% Mvz) =

=3

1]
wino
éumpa

ﬁ% & uma constante denominada constante de Boltzmann, K. Pode-

mos dizer que K & a constante do gas por molécula.

"~ Finalmente teremos

(12)

=

=

i
N =

g

<

mv )———9 %

th

_ 2
T = 35

VI ~ INTERPRETACAO MECANICA DOS CONCEITOS DE TEMPERATURA, CALOR
E ENTROPIA

- Conforme foi proposto no inicio desta uhidade, apdos o
desenvolvimento de um modelo para um gas ideal usariamos este
modelo para interpretar mecdnica e microscopicamente os concei
tos de temperatura, calor e entropia. Na construgao do modelo,

definimos gas ideal do ponto de vista macroscopico (equagao de
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estado) e microscopico. Depois calculamos a pressido exercida por

um gas ideal e finalmente obtivemos uma expressao para a tempe

ratura. Esta expressao (Bq. 12) fol a sequinte:
T = g%. (energia cinética média das moléculas do gas)

Esta expressao nos diz que a temperatura do gas & pro
porciénal a energia cinética média das moléculas do gis. Pode-
mos dizer que esta equacao & uma definigdo microscdpica e meca
nica de temperatura: microscOpica porque foi obtida com base na
teoria cindtica dos gases que & uma teoria microscdpica, mecani
ca porque relaciona a temperatura a conceitos da Mecinica (mas
Sa, espago e tempo). Observe que essa definicao nio contradiz
em nada a interpretagao macroscdpica de temperatura dada na uni
dade anterior. Naquela oportunidade dissemos que a temperatura

de um sistema & uma propriedade que, eventualmente, atinge o

mesmo valor que a de outros sistemas, quando todos eles sio co
locados em contato. Dissemos que operacionalmente temperatura é
a quantidade medida por um termometro; dissemos também que a tem
peratura & uma propriedade que determina a direcao do fluxo de
calor entre dois corpos. Todas essas nogoes macroscopicas de tem
peraturavnéo entram em conflito com a interpretacao microscopi
ca dada a esse conceito nesta unidade.

Por exemplo, quando dois ou mais sistemas atingem a
mesma:temperatura (equilibrio térmico) isso significa que suas
moléculas tém a mesma energia cinética média. Se um sistema es-

ta a uma temperatura mais elevada do que a de outro isso signi

fica que a energia cinética média de suas moldculas € maior do

[T | [l i I ' I q ] ' N T he s U -
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que a do outro, e assim por diante.

0 fato de que a temperatura de um gas & proporcional

3 energia cinética média de suas moléculas € tamb€m consistente

com a observacao de que quando o trabalho é feito sobre um gas,
contido num recipiente isolado, sua temperatura aumenta e O acrés
cimo & proporcional & quantidade de trabalho feito sobre gas.

Uma vez que o trabalho & feito sobre o sistema de particulas mi

GIOSCOBLGED qUS SOMRYSH @ JaF; #Fte trabalbo sb pode resultar e

aumento da energia cinética média dessas unidades microscopicas.
Esse aumento de energia cinética & igual ao trabalho feito so
bre o gas. Porém, aumentar a energia cinética mé&dia significa
aumentar a temperatura, logo, o acréscimo de temperatura sera
proporcibnal ao trabalho feito sobre o gas.

| Observe que neste exemplo estamos essencialmente 1i
dandélcom a primeira lei da Termodinamica para o caso em que O

sistema nao troca calor com o meio exterior:

AU = Q - W & a express3o da la. lei; nesse caso Q = O

W

Il

e W é negativo porque & realizado sobre o sistema, logo AU
ou seja, o trabalho feito sobre o sistema & igual ao acréscimo
de energia interna do sistema, o que por sua vez implica em
acréscimo de temperatura porque esta & proporcional a energia
cinética média das moléculas cujo aumento decorre do aumento de
energia interna.

Outra consegfiéncia da definic¢do microscopica de tempe
ratufa estd relacionada com a velocidade das molé&culas de um

gas. Da equacao (12) tem-se que:

ve = 222 (13)
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onde‘vqm =Vv? & chamada velocidade quadratica média. Conside-

rando dois gases, compostos de moléculas de massés diferentes,
a meSma‘temperatura, segue-se da expressao acima que as molécu
las do gas mais pesado movem-se em média mais vagarosamente do
que as do gas mais leve uma vez que a energia cinética médial &
a mesma.

A equagao 12 nos permite também definir uma escala ab

soluta de temperaturas, i.e., nos prevé uma escala com um 2zero
natural e nao arbitrario:

1
(

T = 3 mv2)

2
3K

Quando a energia cinética média das moléculas for ze

ro, i.e., quando as moléculas do gas estiverem em completo re-

pouso e, consequentemente, n3o houver nenhum movimento aleatd

rio de moléculas, a temperatura, tal como definida acima, esta
ra no zero absoluto. (Esta & uma interpretagao classica, do pon
to de vista da Mecanica Qudntica, o zero absoluto nio & mais as
sociado & auséncia de todo e qualquer movimento das moléculas,
0 qual nunca ocorre em sistemas quanticos, e sim com o estado
energético mais baixo possivel do sistema. Para um sistema clas

sico esse estado mais baixo & o de auséncia total de movimento).

Passemos agora ao conceito de calor. Na unidade ante-
rior este conceito foi introduzido, do ponto de vista macroscod
pPico, como sendo uma forma deenergia, a energia térmica. Vamos
agora aborda-lo do ponto de vista microscopico. Obviamente esta

abordagem leva em consideragao o fato de que a matéria & consti
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tuida de moléculas e estas de atomos. Na verdade, o fato de que
a matéria € constituida de atomos & tao importante, que segundo
Feynman*, se houvesse um cataclisma e todo conhecimento cientl
fico fosse perdido, com excegao de uma sentenga que seria deixa

da para as geragoes futuras, essa sentenga haveria de ser: "To

: ) N 4
das as coisas sao feitas de atomos - pequenas particulas que se

movem continuamente, exercendo atragOes umas sobre as  outras

quando estao proximas, mas repelindo-se quando comprimidas en

tre si".

Se tivéssemos um super-microscopico, qﬁe nos capaci
tasse a observar o interior da matéria (se isso fosse possivel!)
veriamos pequenos corpos, as moléculas, num incessante movimen-

to de ziguezague, como nos gases, ou num continuo movimento vi

bratorio, como nos so0lidos. Justamente esse movimento molecular

€ o que representamos pelo conceito de calor. Quando maior o mo

vimento das moléculas, quanto maior a velocidade, quanto maior
a energia cinética das moléculas (maior temperatura!) maior se
ra o calor, ou energia térmica do sistema. Invertendo a ordem
das palavras, quanto maior a temperatura, maior energia cinéti
ca, maior movimento e, consequentemente, maior sera a energia
térmica.

‘ Consideremos um cristal de gelo. Apesar de que existe
uma estrutura cristalina definida, i.e., os atomos tem posicoes
definidas no cristal, eles nao estao parados, eles estao vibran

do "no 1ugar". A medida que aumentamos a temperatura, eles vi

* : : i
R.P.Feynman, The Feynman Lectures on Physics, vol. I, p. 1-2
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bram com amplitudes cada vez maiores até que "saem do lugar" e

a "estrutura comega a desmoronar". A isso chamamos fus3o. O ge

1o passa entao para o estado liquido sob a forma de agua. Aumen
tando-se continuamente a temperatura da agua chega-se a um pon
to em que ela comega a se transformar em vapor. Isto &, aumen-
tando-se a temperatura aumenta-se a energia térmica da 4agua e

isso leva a evaporagao. Sob o ponto de vista microscdpico, como

1sso funciona? O vapor que co forma & resultanta da  liberacas
de moléculas de adqgua. Na temperatura ambiente isso nio ocorre

(ou ocorre em pequena escala) porque as forcas de atragao entre

- ~ . . - ‘
- as moleculas sao relativamente intensas. Porém, quando se aumen

ta a temperatura, aumenta-se a energia cinética média das molé

Culas, elas se movimentam muito mais e chega~se a um ponto em

que muitas delas conseguem vencer as forcas de atracio e aban

donam o liquido formando o vapor.

Observe que a Interpretacao microsc8picae mecAnica de
calor em termos de movimento molecular & consistente com a defi
nigao macroscoépica dada na unidade anterior. Naquela oportunida
de definimos calor como energia em transito de um sistema a ou
tro, devido a diferenca de temperatura.entre eles. Consideremos,
entao dois gases em temperaturas diferentes. Se as temperaturas
sao diferentes isso significa que suas moldculas estdo com ener
gias cinéticas médias diferentes. Colocando esses sistemas (ga
ses) em contato haverad uma transferéncia de energia cinética das
moléculas mais energéticas (maior temperatura) para as menos
energéticas (menor temperatura) até que todas tenham a mesma

energia cinética média (temperatura de equilibrio) atingindo-se,
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assim, o equilibrio térmico. Ha, portanto, uma transferéncia de

energia de um sistema para o outro devido a diferenga de tempe
yaturas. A energia em transito nessa situacao € chamada de ca-

lor ou energia termieca.

Na mesma oportunidade em que definimos calor como ener
gia em transito devido a diferenga de temperaturas,distinguimos

entre calor e trabalho definindo este como sendo energiaem tran

sito em processos nos quais a transferéncia de energia nao seja

devida a diferenga de temperatura. Mostramos também que & possi
vel obter-se calor a partir da realizagao de um trabalho (expe
riéncia de Joule). Agora, no entanto, que estamos discutindo o
conceito de calor do ponto de vista cinético (miéroscépico) po
demos perguntar: Quando se pode obter trabalho aiparﬁir de ca
lor?*

Ja nos referimos ao fato de que um trabalho realizado
sobre um gas contido num recipiente isolado @ convertido em ener
gia cinética das moléculas do gas, aumentando a £emperatura do
mesmo. Pode-se inverter o processo permitindo que um corpo quen
te se resfrie e converta energia térmica em trabalho? Energia
por definigdo & capacidade de realizar trabalho, logo, em prin
cipid, deve ser possivel obter trabalho a partir da energia té£
mica. Em que circunstincias entao?

Por exemplo, uma barra de ferro quente pode realizar

trabalho: se jogarmos esta barra numa certa quantidade de agua,

* i . . -
Adaptado de "An Introduction to the Meaning and Structure of
Physics" por L.N.Cooper. '



217

parte dessa agua ird ferver e produzir vapor que pode ser usado
para acionar uma maquina térmica a vapor. Por outro lado, por
que nao & possivel, no verao, extrair um pouco da energia térmi

ca da atmosfera e usar essa energia para realizar um trabalho

itil, resfriande assim a atmosfera deixando-a mais agradavel?
Voltemos ao nosso modelo de um gas ideal. A energia

térmica do gas & devida ao movimento cadtico, aleatdrio, das mo

léculas. A fim de poder usar essa energia para a realizagao de

um trabalho, precisamos de alguma maneira converter esse movi-

mento aleatorio em movimento organizado. Uma maneira de se con

sequir isso @ dispor de uma grande quantidade de certo material

(chamemos de reservatorio) em uma temperatura muito mais baixa

do que a temperatura da substancia da qual estamos tentando ob

ter trabalho. Entao (tal como no caso da barra de ferro quente

jogada na égﬁa fria) pode-se obter trabalho a partir da subst52

cia quente enquanto ela esfria e o reservatdrio aquece.
Suponha, no entanto, que (tal como no caso da atmosfe
ra) nao existe um enorme reservatorio a uma temperatura muito
abaixo da temperatura da atmosfera. Como poderiamos obter traba
lho a partir da energia térmica do gés? Considere o arranjo mos
trado na figura abaixo. Uma roda de pads € colocada dentro de
um gas de tal modo que possa girar em torno de um eixo. Se as
moléculas do gads cooperassem e batessem nas pas de um lado s&,
elas poderiam fazer a roda girar. Isto &, poderiam fazer um tra
balho e, consequentemente o gis esfriaria. (Uma roda d'adgua fun
ciona assim, mas o movimento da agua & organizado). Entretanto,

as moléculas nao cooperam. Elas bombardeiam as pas de todos os

[T . ! } i i I I A [TV T TR e o
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lados e a roda fica imovel.

Poder-se-ia tentar melhorar o arranjo usando um dispo
sitivo que fizesse com que a roda girasse num so0 sentido, mas o
bdispositivo acabaria aquecendo tanto que dentro de pouco tempo
nao maié faria com que a roda girasse num sO0 sentido. O fato é
que as particulas nao se organizam por si mesmas (ou pelo menos
isso & altamente improvavel) de tal modo que possamos obter tra
balho atpartir de seu movimento aleatdrio, a menos que tenhamos
um reservatdrio com particulas cujo movimento seja muito menos
intenso (isto &, a uma temperatura mais baixa).

Tal fato estd implicito na segunda lei da Termodinami
ca e .intimamente relacionado com o conceito de ehtroEia.EsuacoE
ceito como ja foi visto na unidade anterior estd@ relacionado com
o grau de desordem do sistema considerado. Consideremos o siste
ma formado por dois reservatdrios, um quente e o outro frio. Exis
te, entao, uma certa ordem inicial, isto &, a energia cinética
média das moléculas de cada reservatdrio & bem definida e dife-
rente da do outro. Colocando os reservatdrios em contato haverd

um fluxo de calor entre os dois e poderemos usar esse calor pa

ra realizar trabalho. Mas esse fluxo de calor & uma transforma-
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¢ao natural gue ocorre no sistema, a qual, de acordo com a se
gunda lei da Termodindmica, ocorre na dire¢do do aumento da en-
tropia. Aumento de entropia significa maior desordem no sistema
(mesma temperatura) em relagdo a ordem inicial (diferentes tem-
peraturas). Ro atingir-se o equilibrio térmico (entropia mixima)

entre Os reservatoOrios volta-se a situagao de um inico reserva

torlo do qual nao se pode obter trabalho espontaneamente.

Portanto, a possibilidade ou ndo de se obter trabalho
a partir da energia térmica esta relacionada com a segunda lei
da Termodinamica e com o conceito de entropia. Vamos agora exa-
minar esse conceito do ponto de vista microscdpico. Antes poréem

devemos esclarecer melhor o que significa, nesse contexto, or-

dem e desordem.

Suponha que dividamos o espago em pequenos elementos

de volume. Se nds tivermos um certo niimero de "moléculas bran
cas" e "moléculas pretas", de quantos modos podemos distribui-~
~-las entre os elementos de volume, de modo que as "brancas" fi
quem de um lado e as "pretas" do outro? Por outro lado, quantos
modos poderiamos distribui-las, sem nenhuma restricao do tipo
"quem vai para onde", i.e., qualguer uma pode ir em qualquer lu
gar? Obviamente existem muito mais modos de distribuir as molé
culas no segundo caso. Quer dizer, & muito mais facil distri-
buir as moléculas, de modo que qualquer uma ocupe gqualquer lu
gar, do que separa-las em duas regides, cada uma delas contendo
moléculas de apenas um tipo. Repetindo, existem muito mais for-
mas, ou modos, de distribuir as moléculas "3 vontade", do que

com a condigao de separar as "brancas" das "pretas".
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£ claro que a situagao pode ser vista sob dois aspec

tos, um externo, que chamamos macroscopico, € outro interno, ou

microscopico.

A vis3o macroscopica, como o nome sugere, & o aspecto
exterior do conjunto, ou sistema. Por exemplo, todas as "bran

cas" de um lado e as "pretas" do outro. A visdao macroscopica é

apenas isto, as "brancas" de um lado e as "pretas" dooutro. aAge
ra, intefnamente, sob o ponto de vista microscdpico, a situagado
& outra. Considere apenas as "brancas", e separe duas delas, de
nominando-as A e B. Agora, fixe-se em dois elementos de volume
le 2. E.claro gue externamente, pouco importa que A esteja em
1 ou em 2. O que importa & que as "brancas" estejam juntas, se
paradas das "pretas". Internamente existe uma diferenga, A e B
podem estar juntas, de duas formas diferentes: A em leBen?2,
ou o contrario. B por isso que existe um grande nimero de manei
ras de se distribuir as moléculas internamente, sem alterar o as
pectoiexterior, ou macroscopico.

O aspecto exterior, nds chamamos de estado macroscépi
co ou MACROESTADO, enquanto que o interior é denominado estado
microscopico ou MICROESTADO. Entao, do que foi dito acima, con
clui-se que para um determinado macroestado existem muitos mi-
croestados.

Nos medimos a desordem pelo numero de modos gque nos
podembs distribuir as moléculas, de modo que externamente o con
junto tenha o mesmo aspecto, ou melhor, a desordem € o numero
de microestados que fornecem o mesmo macroestado. O LOGARITMO

DO NOMERO DE MICROESTADOS (ou o logaritmo da desordem) E A EN
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TROPIA. A desordem no caso em que as "moléculas brancas" sio se
paradas das "moléculas pretas" & menor do que quando elas sao

distribuidas "a vontade", de modo que a entropia naquele caso e

menor.

Na primeira unidade fol apresentada uma primeira abor
dagem do conceito de entropia, e ali se enfatizou a ideia de que

a entropia era uma medida do grau de desordem. Agora, Vocé & ca

paz de entender melhor, sob o ponto de vista microscopico, o que
significa isso. E mais, vocé acaba de ver uma relagao quantita

tiva. A entropia € o logaritmo da "desordem". Se W & 0 nimero

de microestados entdao, a entropia S, sera

S=Kin W

K € a constante de Boltzmann.

O conceito de ordem estd ligado &s restrigdes que se
impoem quando se deseja distribuir um certo nfmero de moleculas.
No exemplo das moléculas "brancas" e "pretas", o:fato de se exi
gir Que as "brancas" fiquem separadas das "pretas", implica nu
ma restricao muito maior do que se elas pudessem ser distribui-
das a vontade. No primeiro caso (moléculas separadas) a ordem &
maior, porque tem-se mais restricdes na distribuigcao. Como exis
tem muito mais modos diferentes de se distribuir as moléculas
"a vontade" do que separadas, a probabilidade de ocorrer natu-
ralmente uma distribuicdo aleatdria ("3 vontade") & muito maior
do que uma distribuig@o de moléculas separadas (pretas de um 1la

do e brancas do outro).

Isto significa que os processos naturais vio da "or
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Na verdade, esse fato €& a essenc1a da segunda 1e1 da

Termodindmica. Aqui vocé viu uma interpretagao microscopica des

sa lei.
Vejamos outro exemplo: considere uma caixa, com uma

PP
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moléculas, podemos colgga—igs nagcaixa, de varaos medos., -, .Dois
exemplos de macroestados sao: todas as moléculas na regiao A,
(ou na regiao B) e as moléculas espalhadas por toda a caixa. O
segundo macroestado apresenta um grau de desordeﬁ muito maior,
conseéuentemente uma entropia maior. Entdo, se deixarmos o gas
na caixa ele ira ocupar todo o volume, porque & essa configura

cdo que apresenta a maior entropia. Na unidade seguinte vocé ve
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Na secgao anterloﬁ utilizamos. o modeloi de um gas ide

al para interpretar microscopicamente os conceitos de temperatu
o = {("melio™ mo _obsdes) [siolnd sigoiiqd

ra, calor e ehtrOpla. Agora, a gulza de complementagao do estu-

2 = {("mobiozab" nio obsies) lsnlil plooriad
do de gases'ideals vamos aplicar o modelo para explicar o calor

especifico dos gases:

2 > .G
ESTE ASSUNTO DEVERA!SER ESTUDADO NAS SECCOES 23-7 e

23-8 do HALLIDAY & RESNICK, vol. I-2,
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INSTITUTO DE FISICA - UFRGS

FisIicAa ITI (FIS 103) - 1978

Unidade III
APLICACOES DOS CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS DA TERMODINAMICA

I - INTRODUCAO

Nas duas unidades anteriores discutimos os conceitos
e leis fundamentais da Termodindmica. Os conceitos-chave foram

temperatura, calor e entropia e as leis foram a lei zero (equi-

librio térmico), a primeira lei (conservacao da energia) e a se

gundablei (aumento da entropia). Na primeira unidade adotamos um

ponto de vista macroscopico, isto e, esses conceitos e leis fo
ram introduzidos sem levar em conta a natureza atdmica e molecu
lar da matéria. Na segunda, analisamos esses mesmos conceitos e
leis do ponto de vista microscdpico, fazendo uso da Teoria Cine
tica aplicada a um modelo de um gas ideal que levou em conta o
fato de que a matéria & constitulda de atomos e moléculas.
Nessas duas unidades foram também introduzidos outros
conceitos tais como energia interna, capacidade termica, calor
especifiéo, pressio, volume e densidade de um gas. Foi também
introduzida uma importante equagao, a equacao de estado dos gg‘
ses ideais. Além disso, dois conceitos ja bastante conhecidos -

trabalho e energia - tiveram papel importante no estudo dessas

unidades. (Tivemos também opoftunidade de fazer uso de outros
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conceitos ja conhecidos tais como forca e momento linear).

Como ja foi explicado, estas trés unidades referentes
ao estudo de fendmenos térmicos obedecem uma seqiéncia que vai
do geral para o particular. Comegamos com uma discussao geral
sobre Fisica, depois falamos de Termodindmica e Teoria Cinédtica
e introduzimos os conceitos e leis fundamentais sob um ponto de
vista macroscOpico, intuitivo e exemplificativo. A sequir nos
aprofundamos um pouco adotando o ponto de vista microscépico.Sg
guindo essa orientagdo deixamos muitas das aplicacoes especifi
cas, os calculos, para esta terceira unidade. Cremos que assim
vocé nao se defrontara com as dificuldades que muitos alunos
tém ao aplicar conceitos e leis para resolver um problema: nao
sabem 0 que estao fazendo porque ja estdo aplicando conceitos e
leis sem té-los antes aprendido bem, sem compreeﬁder O seu sig
nificado fisicd.

Na prdxima unidade deste curso sera iniciado 0 estudo

dos fendmenos elétricos e magnéticos.

IT - OBJETIVOS

Ao término desta unidade vocé devera ser capaz de:

1. Aplicar a Primeira Lei da Termodin&mica ds transformacdes ter
modinamicas sofridas jpor um determinado sistema, representan
do essas transformacdes num diagrama p-V e calculando uma das
grandezas Q, W e AU a partir das outras duas.

2. Resolver problemas envolvendo uma Oou mais das seguintes equa
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gaes: la. Lei da Termodindmica (eq. 5, Unidade I), equagao de
estado dos gases ideais (eq. 2, Unidade 1II), energia cinéti
ca média de translacao por molécula (eq. 23-8, Halliday &
Resnick), calores especificos molares dos gases ideais mono
atdmicos (egs. 23-10 e 23-11, Halliday & Resnick), equagdo das

transformagoes adiabaticas (eq. 23-12).

Distinguir entre transformagoes reversiveis e irreversiveis
em termos de estados de equilibrio e nao-equilibrio.
Representar um Ciclo de Carnot em um diagrama P-V, descreven
do suas quatro etapas, e explicar porque ele atua como uma
maquiha térmica.

Resolver problemas envolvendo o Ciclo de Carnbt e o rendimen
to de maguinas térmicas.

Ekplicar o0 que se entende por variavel de estédo e identifi
car a entropia S como uma variavel de estado, mostrando que
fds entre dois estados de equilibrio ﬁem o} meémo valor para
todos os caminhos reversiveis ligando esses estados.
Enunciar a 2a. Lei da Termodindmica em termos de entropia.
Distihguir entre processos reversiveis e irreversiveis em
termos de entropia.

Calcular a variagao de entropia em processos térmicos sim~-

ples.

IIT -~ PRbCEDIMENTO SUGERIDO

Para ajuda-lo a atingir os objetivos desta unidade su

gere-se que vocé siga o roteiro abaixo.
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Objetivo 1:
- Releia a segao 22-7 do Halliday e Resnick (inclusive o exem

plo 3);

- Resolva os problemas 22-23, 24 e 25,

Objetivo 2:

- Examine os exemplos 1 e 2 do Capitulo 23 do Halliday e
Resnickﬁ | |

- Resolva os problemas 23-3}:4,’5, 6 e 7;

- Mostre que pV = uRT pode ser escrita como pV = NKT;

~ Resolva os problemas 23-11 e 16;

- Examine o exemplo 5 e resolva os problemas'23~39 e 40,

Obﬁetivo 3:

- Leia as segoes 25-1 e 2;

Procure distinguir claramente processos reverslveis de ir

reversiveis;

Responda as questdes 25-4, 5 e 7;

- O que se pode afirmar sobre transformacoes isotérmicas e
adiabéticas, no que diz reépeito d sua reversibilidade? (ver
a edicdo antiga do Halliday).

Objetivos 4 e 5:

~ Leia as segoes 25-3, 4 e 5, exceto a demonstragao do Teore

ma de Carnot;

Observe que a expressao 25-1 & o resultado que se obtém

aplicando a la. Lei da Termodinidmica ao Ciclo de Carnot;

Analise cuidadosamente os exemplos 1 e 2 do Capitulo 25;
~ Responda as questdes 12 e 13;

~ Resolva os problemas 1, 7, 8, 10, 11, 13 e 14.

| . “ ' [ [ T | fé at [ P o b} i
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5. Objetivos 6, 7, 8 e 9: . vl

23-16: 3,67 x 10

Leia aszéE§6es”25-ﬁ “8"e Yy st Tt AT
Estabelega em termos de entropla, uma dlstingao entre pro
blemas rever51vels e 1rrever51vels, e compare a coma dis

tlngao feita anterlormente em termos de estados de equili

brio;..... . o w0 T ‘mﬁjﬁﬂ;wiﬁgﬁgﬁ

Enuncie a 2éb;iéiqaa“Téfmodin§mica em termos de entropia;

Anallse OS exémpios 3 e 4, [ERTTR R SRS o eI

a.«"

vaesponda a questao 25 16-

Resolva os problemas 25-16, 17 e 22.

Respostas de problemas pares:

22-24:  a) Q W AU b) W = -20J
A>B->+ + 4 ABCA
B>C~»+ O +
C+A>»~- = -

23-4: Q = RT Qn(Vf/Vi)

23-6: 0,039 moles: 494°K

16 moléculas

25-10: 0,07J3; 0,5J; 2J; 50
25-14: 12,23

25-22: Calor absorvido:

la. transformacdo: Q = RT &n2(la. fase)
Q = 3C,T (2a. fase)

2a. transformacdo: Q = RT #n(1/2)(la. fase)
Q= 3pV4—3€VT(2a. fase)
= 3CpT
Trabalho executado:
= RT %n2(la. fase)

= 0 (2a. fase)
= RT n(1/2)(la. fase)
= 3pV (2a. fase)

la. transformacgao:

2a. transformagao:

s =35 =
|



Variagao da Energia Interna:

la. transformacdo: AU
AU

2a. transformagao: AU
AU

- Variagao de Entropia:
la. transformagdo: AS

AS

2a. transformagao: AS
AS

0 (la

3C.T (2a. fase)
v

fase)

0 (la. fase)

3CVT (2a. fase)

Rin2 (la, fase)
CV2n4(2a; fase)

Rin (1/2) (la. fase)

)

R2n4-+CV2n4 (2a. fase)

Cpind

[T TR
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'APENDICE D - GUIAS DE ESTUDO PARA O GRUPO CONTROLE
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INSTITUTO DE FISICA - UFRGS

FISICA II (FIS 103)

Unidade I

TEMPERATURA, CALOR E 19 LEI DA TERMODINAMICA
(Halliday & Resnick, Vol. I-2, Caps. 21 e 22).

I - INTRODUGAO

Até aqui seus estudos de Fisica estiveram relaciona
dos com diversos tipos de fendmenos mecd@nicos. Trés conceitos
fundamentais, comprimento, massa e tempo, foram usados mas nao
foram definidos rigorosamente. Ao invés disso, procurou-se dar
a vocé uma idéia intuitiva de seu significado fisico.

Nas duas primeiras unidades do curso que vocé estd ago
ra iniciando serao estudados fendmenos térmicos. Inicialmente es
tes fendmenos serdo discutidos em termos de outro conceito fun
damental, temperatura, de uma maneira essenpialmente nao mecéni
ca. Na Unidade II a interpretagao mecénica do conceito de tempe
ratura serd discutida. Antes disso, pordm, vocé estudard o Pri
meiro Principio da Termodinfmica, o qual nada mais & do que ©
Principio de Conservacdo da Energia aplicado a fenOmenos térmi-
cos. .Uma adverténcia, no entanto, se faz necessaria: apesar de
que é calor pode ser identificado como uma forma de energia, nao
é de se esperar que o calor seja uma quantidade que se conserva.

A energia, como um todo, se conserva, mas nao necessariamente
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uma certa forma de energia. A energia mecanica, por exemplo, nem

sempre se conserva. Por outro lado, sendo o calor uma forma de
energia, & razoavel esperar que possa ser transformado em ou-

tras formas de energia ou em trabalho. Além disso, nao deve ser
surpresa o fato de que todos os processos de transformagao de
calor em trabalho ou em outras formas de energia devam obedecer

o principio de conservagao da energia, que nesse caso aparece

com o nome de Primeiro Principio da Termodinimica,

IT - OBJETIVOS

Ao término dessa unidade vocé deverd ser capaz de:

1. Explicar o que se entende por temperatura de um sistema, a

partir da nogao de equilibrio térmico e da "Lei Zero" (ou Prin
cipio Fundamental) da Termodinimica.

2. Identificar calor como uma forma de energia, estabelecendo a
diferenga entre calor e temperatura.

3. Distinguir entre capacidade tdrmica e calor especifico.

4. Usar as expressSeé 22-1 e 22-3 para calcular quantidades de
calor e diferencas de temperatura.

5. Distinguir entre calor e trabalho.

6. Dentre as grandezas Q (calor trocado com o meio ambiente), W
(trabalho realizado) e AU (variacdo da energia interna), di-
zer qual(is) depende(m) do proéesso utilizado para levar o
sistema termodindmico de um determinado estado inicial a um

determinado estado final.

kil i i + 1ad 0 R IR v [ | ¥ Hoow vbe LB bl b e T8s - - dles 1




7. Aplicar a Primeira Lei da Termodinamica as transformacoes
termodinamicas sofridas por um determinado sistema, represen -
tandc essas transformacOes num diagrama p-V e calculando uma

das grandezas §, We U a partir das outras duas.

IIT - PROCEDIMENTO SUGERIDO

1. Objetivo 1:
- Leia as secgoes 21-1 e 21-2;
-~ Tente explicar com suaSApréprias’palavras_o Que se enten
de por temperatura. Parta da"Lei‘Zéré"(ou Principio Fun

damental) da Termodindmica. .

2. Objetivo 2:
- Leia a segao 22-1;

- Responda a questdo 22-1;

3. Objetivos 3 e 4:
- Ieia a segao 22-2;
-~ Responda as guestoes 22-6 e 10;
- Resolva os problemas 22-5 e 6;
- Resol?a o problema 22-11.

"AuxTlio: o calor especifico médio & calculado por:

z = 1 T cdT Teorema do va
‘ T-T, * lor medio
. ; TO : R

4, Objetivo 5:
- leia as segdes 22-5 e 22-6;

‘- Responda a questao 22-16;



- Resolva os problemas 22-1 e 14;

- Obtendo, sem consultar o livro, uma expressao para calcu
lar o trabalho total realizado por um gés{ contido num
cilindro, quando o gas se expande de um vdlume vy ate um
vblume Vei .

- Mostre, usando um diagrama p-V, que o trabalho executado

| Por um sistema depende nao so dos estados inicial e fi

nal mas também do trajeto intermediirio.

5. Objetivos 6 e 7;:
‘L Leia a segdo 22-7.
Na primeira metade dessa secao o autor deixa claro  quais
as grandezas que dependem ou nio do trajeto. Na Segunda metade
tais grandezas sao relacionadas através da Prlmeira Lei da Ter

modinamica (eq. 22-6), que & muito importante e por isso  vocé
deve grava~la. Evite, no entanto, a simples memorizagao. Procu-~
re entender o que esta dito nessa equacao. Observe que ela sim
Plesmente expressa o resultado da aplicagcao do Principio de Con
servagao da Energia as transformacoes termodinimicas.

- Responda a questao 22-23;

~ Resolva o problema 22-22;

- Leia a segao 22-8;

Responda a questao 22~20;

-~ Resolva os problemas 22~-23, 24 e 25,

6. Leitura Opcional:
~ Segoes 21-3 a 8. Estas secoes tratam de assuntos baStag
te simples, tais como termBmetros, escalas termométricas

e dilatagcao dos corpos, com os quais supOe~se que vocé

YT i . el - . pori N T P T [ TR ) The s his I P
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esteja familiarizado. Caso, no entanto, isso nao for ver
dadeiro, recomenda-se fortemente a leitura dessas segdes;

~ BAs secdes 22-3 e 4 ficam excluidas e os seus conteudos
ndo serdo exigidos em testes;

- Para ver como O assunto desta unidade & abordado em ou
tros textos, sugere-se:
SEARS-ZEMANSKY, Fisica, Vol. 2. Editora dé Universidade
de Brasilia.
B. ALVARENGA,A. MAXIMO, Fisica, Vol. 2.

7. kespostas dos problemas pares:
22-6: 45,5°C
22-14: 153,7°C

22-22: 1 cal = 4,193

22-24: a) Q W AU b) Wapca = -20 J
A+B + + +
B-~»C + 0 +

c+a - - -
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INSTITUTO DE FISICA - UFRGS

FISICA II (FIS 103)

Unidade II

TEORIA CINETICA DOS GASES
(Halliday & Resnick, Vol. I-2, Cap. 23)

I - INTRODUGEO

- Na unidade anterior, os conceitos de températura e ca
lor nSo foram relacionados com conceitos mecdnicos. Na verdade,
tempefatura e calor foram definidos (ao menos intuitivamente) in
dependentemente da mecanica. Ocorre, no entanto,‘que uma inter
pretagéo;mecanica desses conceitos & muito Gtil para compreen-
dé-los mélhor. Para chegar a essa interpretagao & necessirio an
tes um modelo mecdnico para um gas ideal e investigar as conse
glléncias das leis de Newton aplicadas a esse gas.; Este estudo
chamaése:Teoria Cinética dos gases e de posse do modelo mecani
co obtido a partir desta teoria & possivel obter uma interpreta

cao microscdpica para o conceito de temperatura, por exemplo.

II - OBJETIVOS

Ao término desta unidade, vocé deverd ser capaz de:

1. Definir gas ideal do ponto de vista macroscopico (ou seja,
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por meio de uma equagdo de estado) e descrevé~lo do ponto de
vista microscOpico, sequndo o modelo da Teoria Cinética (ou

seja, enunciar e explicar as seis hipoteses basicas do mode
lo).

Interpretar do ponto de vista microscopico a pressao exerci
da por um gas ideal, especificando de que fatores ela depen
de.

Interpretar do ponto de vista microscOpico a temperatura de
um gas ideal e comparar essa interpretacao com a obtida do
ponto de vista macroscépico.

Estabelecer a relagdo entre a energia interna e a temperatu
ra_degum gas ideal monoatdmico (gis perfeito), deduzindo a
partir desta relagio e da la. Lei da Termodindmica as expres

soes de C, © Cp (capacidades térmicas molares a volume cons
tante e a pressao constante, respectivamente).

Resolver problemas envolvendo uma ou mais das sequintes equa
¢oes: la. Lei da Termodinimica (eq. 22-6), equacdo de estado
dos gases ideais (eq. 23-2), energia cinética média de trans
lacao por molacula (eq. 23-8), calores especificos molares
dos gases ideais monoatdmicos (egqs. 23-10 e 23-11), equagoes
das transformagdes adiabaticas (eq. 23-12),

Explicar o que se entende Por equiparticao de energia e apli
ca-la no calculo de calores especificos molares (capacidades

térmicas molares) de gases ideals, conhecido o nlimero de

graus de liberdade.

o . | b e
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IIT - PROCEDIMENTO SUGERIDO

Objetivos 1 e 5:

Leia as segoes 23-1, 23-2 e 23-3;

Observe que a equacao 23-2 pode ser considerada como de
finindo um gas ideal em escala macroscopica;

Procure explicar com suas proprias palavras as seis hipd
feses basicas do modelo microscoOpico apresentado na se
cao 23-3;

Resolva os problemas 3, 4, 5, 6 e 7.

Objetivo 2:

Leia a segao 23-4;

Tente reproduzir o calculo da pressao consultando o ii-
vro apenas quando necessario;

Iﬁterprete fisicamente a equagao 23-3;

Examine o exemplo 4 e resolva o problema 23-12.

Objetivos 3 e 5:

Leia a segao 23-5;

Procure gravar a expressao 23-5 pois a paitir dela & que
se obtém a interpretacao mecdnica, ou microscopica, da
temperatura;

Deduza a expressao 23-6 consultando o livro quando neceg
sErio, porém procure grava-la na forma U = % kT dque e
uma expressao importante.

Observe que da equacdo 23-5 também obtemoé a energia ci
nética média de tfanslagao para u moles, % uRT, e da 23-6
a energia cinética média de translagao para N moléculas,

3
"2’ NkTo
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Mostre que pV = uRT pode ser escrita pV = NKT.

Resolva os problemas 23-11 e 16.

Objetivos 4 e 5:

Leia a secao 23-7;

Responda a questdo 23-19 (Obs.: capacidade té&rmica mo-
lar = calor especifico molar);

Resolva o problema 23-26;

Examine o exemplo 5 e resolva os problemas 23-39 e 40.

'Objetivo 6:

Leia a segado 23-8;

Reproduza separadamente para gases monoatdmicos, diatomi
cos e poliatomlcos, os calculos de Cp, Cv-e Y feitos nes
sa segao a partir da equipartigﬁo de energia.

Se um gas tiver 9 graus de liberdade, determine C e Cp;

Resolver O problema 23-30.

Problemas opcionais:

-

Como exercicio, sugere-se que os problemas 25 e 29 sejam

também resolvidos.

Leitura opcional:

Todos os assuntos do Cap. 24 sao interessantes e teis co
mo base para um segundo curso de termodindmica. Tais as
suntos nao foram incluidos no programa da disciplina uni

camente por falta de tempo. A leitura desse capitulo &,

- portanto, recomendada mas ni3o sera exigida em testes;

Para vocé ver como o assunto desta unidade &€ abordado em

outros textos, sugere-se:

B.ALVARENGA - A. MAXIMO, Fisica, Vol. 2.

1 . . foi T T N T R




SEARS-ZEMANSKY, Fisica, Vol. 2 - Ed.

silia.

FERENCE-LEMON-STEPHENSON, Calor.

8. Respostas dos problemas pares:

4:1

6:

i12:_

16:
26

30:

Q = RT n (Vf/Vi)

0,039 mol; 494%k

a. 424m/s; b. 73%k, 1172%
3,67 x 101% moléculas

3,1 x 1033/kg°K

220 cal, 70%

Universidade de

240
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INSTITUTO DE FISICA - UFRGS

FISICA II (FIS 103) - 1977

Unidade III

ENTROPIA E 22 LEI DA TERMODINAMICA
(Halliday & Resnick, Vol. I-2, Cap. 25)

I - INTRODUGEO

A Primeira Lei da Termodinamica, estudada na Unidade
I, correéponde ao Principio da Conservagao da Energia, e estabe
lece simplesmente que sO podem ocorrer na natureza aqueles pro-
cessos termodinamicos que conservam a energia total do sistema
mais meio ambiente. No entanto, nem todos Os processos que con
servam a energia podem ocorrer na natureza. Por exemplo, a pas
sagem esponti3nea de calor de um corpo frio a um corpo mais quen
te, esfriando ainda mais o primeiro e aquecendo ainda mais o se
gundo, & um processo que, embora conservando a energia total,
nao ocorre na natureza. Deve portanto haver uma lei, ainda mais
restritiva que a Primeira, capaz de especificar, dentre os pro-
cessos que conservam a energia, quais os que efetivamente podem
ocorrer na natureza.

Esta lei, denominada de 22 1ei da Termédinamica, sera
estudada nesta unidade. Para chegar a um enunciado préciso e a
uma boa compreensao da 2? ILei, deveremos antes estudar o Ciclo

de Carnot e as Maguinas Térmicas, assunto este de grande inte-
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resse pratico, bem como introduzir o conceito de Entropia.

Esta @ a Ultima unidade sobre fendmenos térmicos. A

partir da proxima unidade passaremos ao estudo dos fendmenos elé

tricos.

ITI ~ OBJETIVOS

8.

Ro término desta unidade, vocé deverad ser capaz de:

Distinguir entre transformagoes reversiveis e irreversiveis
em termos de estados de equilibrio e nao-equilibrio.
Representar um Ciclo de Carnot em um diagrama P-V, descreven
do suas quatro etapas, e explicar porgque ele atua como mmamé
quina térmica.

Resolver problemas envolvendo o Ciclo de Carnot e o rendimen
to de maquinas térmicas.

Enunciar a 22 Lei da Termodinfimica tanto na formulagao de
Clausius quanto na de Kelvin-Planck.

Explicar o que se entende por variavel de estado e identifi
car a entropia S como uma variavel de estado, mostrando que
de entre dois estados de equilibrio tem o mesmo valor para
todos os caminhos reversiveis ligando esses estados.
Enunciar a 22 Lei da Termodindmica em termos de entropia.
Distinguir entre processos reversiveis e irreversiveisem ter
mos de entropia.

Calcular a variagao de entropia em processos térmicos  sim-

ples.

[ . | . o P IR | PR T T R ] Ihi s 4iie < | |4 Y FETIETY PT S S
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III - PROCEDIMENTO SUGERIDO

Objetivo 1:

Leia as secgoes 2541 e 2;

Procure distinguir claramente processos reversiveis e ir
reversiveis;

Responda as questoes 4, 5 e 7;

0 que se pode afirmar sobre transformagOes isotérmicas e
adiabaticas, no que diz respeito a sua reversibilidade?

(ver a edigdo antiga do Halliday);

'Objetivos 2 e 3:

Leia as segoes 25-3 e 5, exceto a demonstxag%o do Teore
ma de Carnot; 7

Observe que a expressiao 25-1 & o resultado que se obtém
éplicando a 12 Lei da Termodindmica ao Ciclo de Carnot;
Analise cuidadosamente os exemplos 1 e 2{

Responda as questoes 12 e 13;

Resolva os problemas 1, 7, 8, 10, 11, 13 e 14.

Objetivo 4:

Leia a segao 25-4;
Enuncie a Segunda Lei da Termodin@mica em termos das for

mulacdes de Clausius e de Kelvin-Planck.

Objetivos 5, 6, 7 e 8:

Leia as segoes 25-7, 8 e 9;
Estabeleca, em termos de entropia, uma distingcao entre

processos reversiveis e irreversiveis e compare-a com a
distingao feita anteriormente em termos de estados de

equilibrio.
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- Enuncie a 22 Lei em termos de entropia;

1

Analise os exemplos 3 e 4;

Responda a questao 16;

Resolva os problemas 16, 17 e 22,

Leitura opcional:

- A secao 25-10 & extremamente interessante, porém fora do
escopo desta unidade. Sua leitura & recomendada, mas seu
contelido ndo serd exigido em testes. Também ndo se exigi
rd em testes o contelido da secdo 25-6;

- Sugere-se ainda a léitura dos seguintes textos:

FISICA - Sears & Zemanski, Vol..2, Ed. Universidade de
: Brasilia.

FISICA - Beatriz Alvarenga & Antonio Maximo, Vol. 2.
CURSO DE FISICA - Ference Jr., Lemon, Stephenson, Ed.

Edgard Blicher Ltda.

Respostas dos Problemas Pares:

10: 0,073; 0,53; 2J; 5J.
14: 12,23

22: Calor absorvido:

12 transformagio: Q = RT &n2 (12 fase)
Q= 3 CVT (22 fase)
2% transformacdo: Q = RT #n(1/2) (12 fase)
Q = 3pV+3C,T (22 fase)
=3 CpT
Trabalho executado:
12 transformagdo: W = RT &n2 (12 fase)

W=0 (2% fase)
28 transformagcao: W = RT 2n(1/2) (12 fase)
W= 3 pV (22 fase)

o v T 1T A 1}« i [ B [ B t LR [
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Variacao da energia interna:
12 transformagao: AU = O (12 fase)
AU = 3C_T (27 fase)
22 transformacdo: AU = O (12 fase)
AU =3 CVT(Z? fase)

I

Variacao de entropia:

R 2n 2 (12 fase)

c in 4 (22 fase)

R 2n(1/2) (12 fase)

R 2n 4+C fn4 (22 fase)
Cp ¢n 4

12 transformagdo: AS
AS

28 transformacao: AS
AS

it
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TESTE I

ASSOCIACAO ESCRITA DE CONCEITOS

INSTRUGOES

Este primeiro teste destina-se averificar quantos con

ceités fisicos vocé & capaz de associar a um dado conceito num
detefminado tempo. Nos lhe daremos uma palavra &nlpalavras)que
represehta(m) um conceito fisico e vocé devera escrever ao lado
dela tantas outras palavras quanto possivel. Estas palavras de
verdo ser do campo da Fisica, da linguagem usual da Fisica que
vocé:conhece de cursos anteriores, deste curso e de livros onde
estudou ou estd atualmente estudando. N3o esperamos que vocé se
ja capaz de preencher todos os espagos existenteé numa certa p§

gina. Olque esperamos & que vocé preencha tanto quanto possivel.

Abaixo, apresentamos um exemplo:

CARGA ELETRICA

Carga elétrica campo elétrico | Carga elétrica .elétron,
Carga elétrica corrente eletrica ‘Carga elétrica .........
Carga elétrica for¢a............ Carga elétrica .........

Em cada uma das paginas seguintes vocé encontrarda um
Ginico conceito fisico. Proceda tal como no exemplo acima escre
vendo ao lado desse conceito tantas palavras quantas vocé seja

capaz de a ele associar dentro do campo da Fisica. Assegure-se

de sempre pensar no conceito dado e nao nas palavras que vocé



ja escreveu. O conceito dado estd repetido justamente por isso.
Vocé terd um minuto para cada pagina. 0 professor ou

monitor lhe dira quando mudar de pagina. N3o passe para a pagi

na seguinte antes do aviso dado pelo professor,




Tempefatura
Temperatura
Temperatura

Tempefatura
Tempefatura
Temperatura
Temperatura
Temperatura
Tempefatura
Tempefatura
Temperatura
Temperatura
Temperatura
Tempefatura

Temperatura

TEMPERATURA
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TESTE II

ASSOCIAGAO NUMERICA DE CONCEITOS

INSTRUCOES

Este teste destina-se a verificar com que grau de in

tensidade vocé relaciona ou associa certos conceitos fisicos. A
pégiha éeguinte contera um certo numero de pare{ de conceitos.
Ao lado de cada par existe uma escala numérica qﬁe vai de la?7.
Nessa eécala, 1 corresponde a um alto grau de reiacionamento en
tre Qs conceitos (e.g., carga elétrica e campo eiétrico, corren
te eéreéisténcia) e 7 a praticamente nenhuma relégio (e.g., mo
mentd e volume). Se vocé achar que os conceitos Qe um determina
do pér éstiverem intimamente relacionados coloqué um X sobre o
nﬁme#o 1 da escala. Por outro lado, se na sua opiniao um concei
to do pér nao tiver nada a vér com o outro, coloéue'o X no nﬁmg
ro 7; Estas sao as duas situagEes extremas, Os nﬁmeros entre 1
e 7 refletem situagdes intermedidrias: quanto mais perto de 1
vocé colocar o X maior € o relacionamento que voéé vé entre os
concéito; e quanto mais perto de 7 menor esse relacionamento.

(N3o hd limite de tempo para este teste).



Calor ~ Energia

Trabalho - Equilibrio Térmico

Energia - Variavel de Estado

Variavel de Estado - Equilibrio Térmico
Calor - Trabalho

Temperatura - Equilibrio Térmico
Temperatura - Entropia

Temperatura - Calor ‘
Temperatura - Calor Especifico
Energia - Equilibrio Térmico

Entropia - Variavel de Estado
Entropia - Trabalho

Calor - Entropia

Entropia - Energia

Entrdpia@ - Calor Especifico

Entropia - Equilibrio Térmico
‘Temperatura - Variavel de Estado
calor - Variavel de Estado

Trabalho -~ Variavel de Estado

Calor Especifico - Equilibrio Térmico
Trabalho - Calor Especifico
Temperatura - Energia

Calor Especifico - Varidvel de Estado
Trabalho ~ Energia

Calor - Calor Especifico

Energia - Calor Especifico

Calor - Equilibrio Térmico
Temperatura - Trabalho
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