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RESUMO 

Investigou-se a influência da organização do conteúdo 

de Termodinâmica na estrutura cognitiva do aluno. 0 experimento 

foi realizado com estudantes de Física Geral da UFRGS. 

Testes de associação de conceitos foram usados como 

instrumentos de medida, e analisados através de técnicas de anã 

lise multidimensional (AMD) e anãlise de agrupamentos hierârqui 

cos (AAH), as quais fornecem um "mapeamento cognitivo" dos con 

ceitos usados na pesquisa. 

Os resultados obtidos sugerem que a influência de di 

ferentes organizações dadas ao conteúdo da matéria de ensino so 

bre a estrutura cognitiva detectada pela AMD e AAH. 

ABSTRACT 

The effect of different approaches to content 

organization on the learner's cognitive structure was 

investigatel. Subject matter was thermodynamics at introductory 

college level and the experiment was carried out at UFRGS. 

Concept association tests were used as measurement 

instruments, and analysed through multidimensional scaling (MDS) 

and hierarquical clustering analysis (HCA), which provided a 

"cognitive mapping" of the concepts used in the investigation. 

The obtained resulte suggest that the effect, on the 

learner's cognitive structure, of different content organizations 

given to the subject matter is detected by MDS and AAH. 
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I - INTRODUÇÃO 

Os objetivos desse trabalho são: a) aplicar a análise 

multidimensional (AMD) [T58], [S64á.], [W646], [GR77], [She62a] 

e a análise de agrupamentos hierárquicos (AAH) [do67] ao umapea 

mento cognitivo" de conceitos físicos; b) investigar a influen 

cia da organização dada ao conteúdo de ensino, na estrutura coa 

nitiva do aluno, luz da AMD e da AAH. 

Os instrumentos de medidas usados na pesquisa foram 

dois testes de associação de conceitos (Capítulo III). No teste 

de associação numérica de conceitos (TANC) Pr58], são apresenta 

dos todos os possiveis pares de conceitos selecionados para a 

pesquisa, aos quais se atribuem valores em uma escala de 1 a 7. 

Se o aluno julga que os conceitos de um par são extremamente re 

lacionados, segundo seu critério, deve marcar o número 1.Po oon 

trãrio, se ele julga que os conceitos tem pouquIssima ou nenhu 

ma relação, marcará o número 7. Os números de 2 a 6 são usados 

em situações intermediárias. Essas medidas, denominadas medidas 

de similaridade ou medidas de proximidade, formam uma matriz si 

me-trica, com diagonal nula, que será objeto de análise estatis 

tica. Isto é, a matriz de similaridade é a entrada einput") dos 

algoritmos numéricos da AMD e da AAH. 

No outro instrumento usado, o teste de associação es 

crita de conceitos (TAEC) [GH63] cada conceito selecionado é es 

crito numa folha, e os alunos devem escrever abaixo de cada um, 

os conceitos que julga serem a ele relacionados. A tarefa é rea 

lizada em um minuto
* 
para cada conceito-chave (conceito selecio 

Tempo usualmente adotado. 
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nado para a pesquisa). Ao contrário do TANC, que fornece direta 

mente as medidas de similaridade entre os conceitos, o TAEC for 

nece essas medidas apenas indiretamente. Isto é cada conceito-

-chave é seguido por uma lista de conceitos a ele relacionados. 

A medida de similaridade entre dois conceitos-chave é proporcio 

nal ao número de conceitos associados iguais e às posições que 

esses conceitos ocupam em cada lista de conceitos associados. 

Com  base nesse pressuposto, define-se um coeficiente de relacio 

namento Ed1463] entre os conceitos-chave (Capitulo III). Esses 

coeficientes de relacionamento, que assumem valores de 0 a 1, 

irão constituir a matriz de similaridade a ser analisada pelos 

algoritmos numéricos. 

A escolha dos referidos testes como instrumentos de 

medida deve-se ao fato de que são os mais usados, entre tantos 

outros [P77], e que não é do nosso conhecimento qualquer anâli 

se comparativa de suas aplicações. 

Talvez a primeira aplicação de tais testes numa pes 

guisa na *área de ensino de ciências seja o trabalho de Johnson 

[J67]. Surgiram a seguir outros trabalhos na mesma área DS1172], 

[51173], [Sh7], CGS75], Ror76], CRP76] e [M77a]. Johnson [J671 

e Moreira 0M77a] analisaram os resultados dostestes utilizando-

-se da estatística usual, basicamente anãlise de variância. Nos 

demais trabalhos citados os dados foram analisados segundo a anã 

lise multidimensional, uma técnica estatística capaz de estabe 

lecer uma configuração de n pontos a partir das distâncias en 

tre eles. Sob o ponto de vista de análise numérica, uma aplica 

ção da AMD resume-se em efetuar o ajuste de uma configuração es 

pacial a um conjunto de medidas, tais como distâncias entre pon 
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tos, correlações entre variâveis, ou medidas de similaridade en 

tre conceitos de uma certa ãrea do conhecimento. Isto e, dadas 

  

n(n- 1)/2 medidas de proximidade (distâncias, correlações ou si 

milaridades) entre n objetos (pontos, variâveis, estímulos ou 

conceitos) a AMD estabelece uma configuração de npontos de modo 

que as distâncias e as medidas de proximidade sejam monotonica 

mente relacionadas. 

Sob o ponto de vista da aplicação ao "mapeamento coa 

nitivo" a AMD exige que se suponha uma organização conceituai 

na mem-Orla dos alunos, constituindo o que se denomina "estrutu 

ra cognitiva". Supõe-se que essa organização pode ser visualiza 

da através de um modelo geométrico, no qual uma configuração de 

n pontos, num espaço r-dimensional, representa a estrutura cog-

nitiva. s pontos representam os conceitos e as distâncias são 

relacionadas às medidas de similaridade, obtidas com a aplica 

  

ção do TAEC e do TANC. Supõe-se ainda que a estrutura cognitiva 

pode ser representada por uma configuração num espaço Euclidea 

no, onde as distâncias entre os pontos são calculadas através 

da relação 

= [ E 	Xit. - Xjt ) dij 
L=1 

X. e 12, x. sendo as t-ésimas coordenadas dos pontos i e j, res 7t 

  

pectivamente. 

Vale salientar que utilizamos o caso particular do es 

paço Euclideano, mas poderíamos ter usadomespaço métrico qual 



quer, tal como o Rr f cuja distância definida em (I.2) * . 
P 

r 	 lip 
dij = [ E IX. - X. P] 

t=1 	jt ( I. 2 ) 

Isto é, no caso geral, a aplicação da AMD exige que 

se suponha a existência de um espaço métrico qualquer. 

Existem dois tipos gerais de algoritmos de AMD: algo 

ritmos métricos e não métricos. Os algoritmos métricos caracte 

rizaM-se fundamentalmente por usarem os valores das similarida 

des no processo de ajuste enquanto os não métricos usam apenas 

a ordenação dessas medidas. A ordenação das similaridades é pois, 

a única informação essencial para os algoritmos não métricos. 

No capitulo V são descritos alguns dos mais conhecidos algorit 

mos métricos e não métricos. 

No nosso trabalho utilizamos um algoritmo não métrico, 

o MINISSA-I [L73], [LR77], cuja sigla significa "Michigan Israel 

Netherland Integrated Smallest Space Analysis". O programa ini 

cia com uma configuração mais ou menos arbitréria e prossegue 

ajustando os pontos, de modo que a ordem das distâncias seja tão 

próxima quanto possível da ordem das similaridades, segundo o 

critério dos mínimos quadrados. Isto é, ajusta-se as distâncias 

ãs similaridades de modo que elas sejam monotonicamente relacio 

4 

nadas. O ajuste é feito em vârios espaços com diferentes dimen 

e um critério de significância estatística (Capitulo VII) 

Kolmogorov, A.N. & Formin, S.V. Elements of the Theory of 

Functions and Functional Analysis.  Vol. 1, Rochester, 
Graylock Press, 1957. p. 19. 



orienta a escolha do espaço apropriado. 

Conforme jã foi dito, supõe-se que as medidas de simi 

laridade reflitam uma estrutura métrica particularmente no es 

paço Euclideano. Quando essas medidas violam de forma inaceitã-

vel tal hipótese, o ajuste não apresenta significância estatís 

tica, no sentido em que uma matriz de dados aleatõrios poderia 

fornecer a mesma configuração. Nesse caso diremos que os concei 

tos não estão estruturados segundo tal mítrica. Contudo, embora 

a organização não reflita uma métrica num espaço concreto, ela 

pode apresentar algum tipo de hierarquia conceituai. Tal infor 

mação pode ser obtida através da análise de agrupamentos hierár 

quicos (AAH), desenvolvida no Capítulo VI. 

AAH é uma técnica alternativa, de muito valor quando 

as medidas de similaridade violam de forma inaceitãvei uma de 

terminada métrica. Como pode ser visto no Capítulo VI, a defini 

ção de distância na AAH satisfaz a uma métrica particular, embo 

ra esta não defina um espaço concreto, AAH apresenta a hierar 

guia na formação de aglomerados de conceitos. Os conceitos mais 

fortemente relacionados e mais importantes no contexto do con 

teúdo são os primeiros a se agruparem. Os agrupamentos seguem-

-se numa ordem hierârquica, segundo a importância de cada con 

ceito na organização do conteúdo. 

AAH admite, portanto, que a configuração pertença a 

um espaço não-Euclideano, abstrato, com uma métrica particular. 

Nesse espaço abstrato não se pode evidentemente visualizar as 

posições dos pontos, ou conceitos, como no caso da AMD, mas po 

de-se saber como eles se agrupam, ou seja, a ordem na qual eleS 

formam "clusters", o que não deixa de ser um dado relevante so 
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bre a organização espacial. 

0 segundo objetivo dessa dissertação é 

 

investigar a 

influência, na "estrutura cognitiva" do aluno, da organização 

dada ao conteúdo de ensino, ã luz da AMD e da AAH. Isto é, ate 

que ponto a organização de um conteúdo modifica a estrutura coa 

nitiva" existente antes da aprendizagem? Essa investigação e fei 

ta sob o ponto de vista da AMD e da AAH, e com a utilização dos 

dois testes de associação de conceitos jã mencionados (TANC e 

TAEC). 

Duas organizações do conteúdo de Termodinâmica, ao ni 

vel de Física Geral, foram apresentadas a duas turmas da disci 

plina Fisica II do Instituto de Física da UFRGS, no primeiro se 

mestre de 1978. A organização apresentada ao grupo controle foi 

a do livro-texto Fisica, Vol. 1-2, de Resnick e Halliday [RH74] 

enquanto que ao grupo experimental apresentou-se uma organiza 

ção baseada na teoria da aprendizagem de Ausubel [A68], OW78]. 

Não se trata aqui de saber qual a melhor organização, mas como 

cada uma modifica a "estrutura cognitiva" existente antes da 

aprendizagem, 

Tenta-se tambem abordar o problema de convergência 

dos testes de associação de conceitos, i.e., tenta-se investi-

gar ate que ponto eles medem as mesmas propriedades da "estrutu 

ra cognitiva". 

Algumas noções da teoria de Ausubel, relevantes para 

o nosso estudo, serão apresentados no capitulo seguinte, enquan 

to no Capítulo IV encontra-se a descrição do arranjo experimen 

tal. 

I 
	

I 	II 
	

I 



II - NOOES SOBRE A TEORIA COGNITIVA DE DAVID AUSUBEL 

Como o prOprio titulo sugere, neste capitulo apresen 

taremos uma descrição parcial da teoria de Ausubel, tendo emvis 

ta que ela foi usada na nossa experiência, e também porque ela 

nos parece ser potencialmente relevante para o ensino de Fisica 

em geral. Evidentemente a descrição da teoria de Ausubel num sõ 

capitulo e uma tarefa por demais ambiciosa, porém a apresenta-

ção de algumas noções fundamentais para a organização de conteti 

dos de Fisica nos parece imprescindível. Alem da obra do prO-

prio autor [A68], uma importante referência é o livro de J. D. 

Novak EN77], no qual ele apresenta uma compreensivel interpreta 

ção de tal teoria. 

0 que se segue sobre a teoria de Ausubel foi extraído 

da referência [M78], onde aplicaçaes no ensino de Fisica são es 

pecificamente abordadas. 

II.1 - Aprendizagem Significativa e Aprendizagem Mecânica 

A ideia central da teoria de Ausubel é a de aprendiza 

gem significativa. Para Ausubel, aprendizagem significativa em 

processo através do qual uma nova informação relaciona-se com 

um aspecto relevante da estrutura de conhecimento do indivíduo. 

Ou seja, este processo envolve a interação da nova informação 

com alguns conceitos específicos existentes na estrutura cogni-

tiva, os quais Ausubel define como conceitos subsunçores ou sim 

plesmente subsunçores. 

7 



A aprendizagem significativa ocorre quando a nova in 

formação ancora-se em conceitos relevantes  preexistentes na es-

trutura cognitiva do aprendiz. Ausubel vê o armazenamento de in 

formações no cérebro humano como sendo altamente organizado,for 

mando uma hierarquia conceitual na qual elementos mais específi 

cos de conhecimento são ligados (e assimilados) a conceitos mais 

gerais, mais inclusivos. Estrutura  cognitiva  significa, portan 

to, uma estrutura hierárquica de conceitos que são representa 

ções de experiências sensoriais do indivíduo. 

Em Física, por exemplo, se os conceitos de força e cam 

po jâ existem na estrutura cognitiva do aluno eles servirão de 

subsunçores para novas informações referentes a certos tipos de 

força e campo como, por exemplo, a força e o campo eletromagné-

ticos. Entretanto, este processo de "ancoragem" da nova informa 

ção resulta em crescimento e modificação do conceito subsunçor. 

Isso significa que os subsunçores existentes na estrutura cogni 

tiva podem ser abrangentes e bem desenvolvidos ou limitados e 

pouco desenvolvidos dependendo da freqüência com que ocorre a 

aprendizagem significativa em conjunto com um dado subsunçor.No 

exemplo dado, uma idéia intuitiva de força e campo serviria co 

mo subsunçor para novas informações referentes a forças e cam 

pos gravitacional, eletromagnético e nuclear, por exemplo; ã me 

dida porem, que esses novos conceitos fossem aprendidos de manei 

ra significativa isso resultaria em crescimentO e elaboração dos 

conceitos subsunçores iniciais. Isto é, os conceitos de força e 

campo ficariam mais elaborados, mais inclusivos e mais aptos a 

servir de subsunçores para novas informações relativas a forças 

til{ 	I 	I 	 I 	I 	I 
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campos ou correlatas. 

Contrastando com a aprendizagem significativa, Ausu 

bel define aprendizagem mecânica como sendo a aprendizagem de 

novas informaçaes com pouca ou nenhuma associação a conceitos 

relevantes existentes na estrutura cognitiva. Nesse caso, a no 

va informação é armazenada de maneira arbitrãria, não 'havendo 

interação entre a nova informação e aquela jã armazenada. 0 co 

nhecimento assim adquirido fica arbitrariamente distribuído na 

estrutura cognitiva sem ligar-se a conceitos subsunçores especí 

ficos. A aprendizagem de pares de silabas sem sentido é um exem 

plo típico de aprendizagem mecânica, porém a simples memoriza-

ção de fórmulas, leis e conceitos em Fisica, pode também ser to 

mada como exemplo embora se possa argumentar que algum tipo de 

associação ocorrerá nesse caso. Na verdade, Ausubel não estabe 

lece a distinção entre aprendizagem significativa e aprendiza-

gem mecânica como sendo uma dicotomia e sim como um "continuum". 

Da mesma forma, essa distinção não deve ser confundida com a 

distinção entre aprendizagem por descoberta e aprendizagem por 

recepção. Segundo Ausubel, na aprendizagem por recepção o que 

deve ser aprendido é aprendido em sua forma final, enquanto que 

na aprendizagem por descoberta o conteúdo principal a ser apren 

dido deve ser descoberto pelo estudante. Entretanto, após a des 

coberta em si a aprendizagem só e significativa se o conteúdo 

descoberto ligar-se a conceitos subsunçores relevantes jã exis 

tentes na estrutura cognitiva. Ou seja, quer por recepção como 

por descoberta a aprendizabem é significativa, segundo a concep 

ção Ausubeliana, se a nova informação incorpora-se de forma não 



arbitrária â. estrutura cognitiva. 

11.2 - Subsunçores  

Supondo que a aprendizagem significativa deve ser pre 

ferida em relação ã aprendizagem mecânica e que aquela pressu-

põe a existência prévia de, conceitos subsunçores, o que fazer 

quando eles não existem? Como pode a aprendizagem ser significa 

tiva nesse caso? De onde vêm os subsunçores? Como se formam? 

Uma resposta plausível é que aprendizagem mecânica é 

sempre necessária quando uM indivíduo adquire informação numa 

ãrea de conhecimento completamente nova para ele. Isto é, apren 

dizagem mecânica ocorre até que alguns elementos de conhecimen 

to, relevantes a novas informações na mesma área, existam na es 

trutura cognitiva e possam servir de subsunçores, ainda que pou 

co elaborados. A medida que a aprendizagem começa a ser signifi 

cativa esseá subsunçores vão ficando cada vez mais elaborados e 

mais capazes de ancorar novas informações. 

Outra poSsivel resposta é que em crianças pequenascon 

ceitos são adquiridos através de um processo conhecido como for  

mação  de conceitos  o qual envolve generalizações de instâncias 

especificas. Porem ao atingir a idade escolar a maioria das cri 

anças já possui um conjunto adequado de conceitos que permite a 

ocorrência da aprendizagem significativa. A partir dai, apesar 

de que ocasionalmente ocorre ainda a formação de conceitos, a 

maioria dos novos conceitos é adquirida através de assimilação,  

1 0 

■ 1 	■ III 	 I 	 I 	!, 
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diferenciação progressiva e reconciliação integrativa de concei 

tos DM77], processos que serão discutidos posteriormente. 

Ausubel, por outro lado, recomenda o uso de organiza-

dores avançados que sirvam de âncora para a nova aprendizagem e 

levem ao desenvolvimento de conceitos subsunçores que facilitem 

a aprendizagem subseqüente. 0 uso de organizadores avançados é 

uma estratégia proposta por Ausubel para deliberadamente manipu 

lar a estrutura cognitiva a fim de facilitar a aprendizagem sia 

nificativa. Organizadores avançados são materiais introdutórios 

apresentados antes do material a ser aprendido em si. Contraria 

mente a sumãrios que são ordinariamente apresentados ao mesmo 

nível de abstração, generalidade e inclusividade, simplesmente 

destacando certos aspectos do assunto, organizadores são apre-

sentados num nivel mais alto de abstração, generalidade e inclu 

sividade. Segundo o prOprio Ausubel, no entanto, aprincipal fun 

ção do organizador avançado é a de servir de ponte entre o que 

o aprendiz jã sabe e o que ele deve saber a fim de que o mate-

rial possa ser aprendido de forma significativa. Ou seja, orga 

nizadores avançados são úteis para facilitar a aprendizagem na 

medida em que funcionam como "pontes cognitivas". 

11.3 - Assimilação e Assimilação Obliteradora 

Ausubel descreve o processo de subsunção através do 

que ele chama de "princípio da assimilação", o qual e represen-

tado simbolicamente da seguinte maneira: 
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Nova infor 	Relaciona 	Conceito 	Produto in _ 	 _ 	 _ 
mação, po 	da a e as 	subsunçor 	teracional _ 
tencialmen --• similada 	--+ existente --4 (subsunçor 
te signifi 	por 	 na estru- 	modificado) 
cativa 	 tura coa 

nitiva 

a 
	

A 	 Ata' 

Portanto, a assimilação é um processo que ocorre quan 

do um conceito ou proposição a, potencialmente significativo, é 

assimilado sob uma idéia ou conceito mais inclusivo, já existen 

te na estrutura cognitiva, como um exemplo, extensão, elabora-

ção ou qualificação do mesmo. Tal como sugerido nodiagrama, não 

só a nova informação a mas também o conceito subsunçor A, com o 

qual ela se relaciona, são modificados pela interação. Além dis 

so, a' e A' permanecem relacionados como coparticipantes de uma 

nova unidade a'A', que nada mais é do que o subsunçor modifica-

do. 

Por exemplo, se o conceito de força nuclear deve ser 

aprendido por um aluno que já possui o conceito de força bem es 

tabelecido em sua estrutura cognitiva, o novo conceito específi 

co (força nuclear) serã assimilado pelo conceito mais inclusi 

vo (força) jã adquirido. Entretanto, considerando que esse tipo 

de força é de curto alcance (em contraposição a outros que são 

de longo alcance) não somente o conceito de força nuclear adqui 

rirá, significado para o aluno, mas também o conceito geral de for 

ça que ele já possuía serã modificado e tornar-se-á mais inclu 

sivo (i.e., seu conceito de força incluirá agora também forças 

11 	 1 11,1 	 1,t 	I 
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de curto alcance). 

Ausubel sugere que a assimilação ou ancoragem prova-

velmente tem um efeito facilitador na retenção. Para explicar 

como novas informações recentemente assimiladas permanecem dis 

poniveis durante o período de retenção ele admite que, durante 

um período de tempo variável, elas permanecem dissociáveis de 

suas idéias âncora e, portanto, reproduzíveis como entidades in 

dividuais: 

A' a' i •—  A' +a' 

Ou seja, o produto interacional A'a', durante um cer 

to período de tempo, é dissociável em A' e a' favorecendo assim 

a retenção de a'. No entanto, apesar de que a retenção é favore 

cida pelo processo de assimilação, o conhecimento assim adquiri 

do está ainda sujeito ã influência erosiva de uma tendência re-

ducionista da organização cognitiva: é mais simples e econômico 

reter apenas as idéias, conceitos e proposições mais gerais e es 

táveis do que as novas idéias assimiladas. Imediatamente após a 

aprendizagem significativa, começa um segundo estágio de subsun 

ção: a assimilação obliteradora.  As novas informações tornam-se 

espontânea e progressivamente menos dissociáveis de suas idéias 

âncora (subsunçores) até que não mais estejam disponíveis, i.e., 

não sejam mais reproduzíveis como entidades individuais. Atinge- 

-se então um grau de dissociabilidade nulo e A'a' reduz-se sim 

plesmente a A'. O esquecimento é, portanto, uma continuação tem 

poral do mesmo processo de assimilação que facilita a aprendiza 
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gem e a retenção de novas informações. 

Observa-se, no entanto, que a ocorrência da assimila-

ção obliteradora como uma continuação natural dia assimilação não 

significa que o subsunçor volta ã sua forma original. 0 resíduo 

da assimilação obliteradora é P, o membro mais estãvel do pro 

duto A'a', i.e., o subsunçor modificado. Outro aspecto a ser des 

tacado é que, obviamente, descrever o processo de assimilação 

em termos de uma única interação A'al é uma simplificação pois, 

em menor escala, uma nova informação interage também com outros 

subsunçores e o grau de assimilação em cada caso depende da re 

levãncia do subsunçor. 

11.4 - Diferenciação Progressiva e Reconciliação Integrati  
va 

À medida que a aprendizagem significativa ocorre, con 

ceitos são desenvolvidos, elaborados e diferenciados em decor 

rância de sucessivas interações. Do ponto de vista Ausubeliano, 

o desenvolvimento de conceitos facilitado quando os elementos 

mais gerais, mais inclusivos de um 

primeiro lugar e, posteriormente, 

conceito são introduzidos em 

esse conceito 	progres- 

sivamente diferenciado em termos de detalhe e especificidade. 

Segundo Ausubel, o principio da diferenciação progressiva deve 

ser levado em conta ao programar o conteúdo, i.e., as idéias 

mais gerais e mais inclusivas da disciplina devem ser apresenta 

das no início para, somente então, ser progressivamente diferen 

ii11111i 	 IiI11 	 I 	 , 1 
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ciadas em termos de detalhe e especificidade. Ao propor isso, 

Ausubel baseia-se em duas hipóteses: a) É mais fácil para seres 

humanos caPtar aspectos diferenciados de um todo mais inclusivo, 

previamente aprendido, do que chegar ao todo a partir de suas 

partes diferenciadas. b) A organização do conteúdo de uma certa 

disciplina na mente de um indivíduo é uma estrutura hierárquica 

na qual as idéias mais inclusivas estão no topo da estrutura e 

progressivamente incorporam proposições, conceitos e fatos me-

nos inclusivos e mais diferenciados. 

Entretanto, a programação do conteúdo deve não st; pro 

porcionar a diferenciação progressiva mas também explorar expli 

citamente relações entre proposições e conceitos, chamar aten 

ção para diferenças e similaridades importantes e reconciliar 

inconsistências reais ou aparentes. Isso deve ser feito para 

  

atingir-se o que AusUbel chama de reconciliação integrativa  e 

que ele descreve como uma antitese prática usual dos livros 

texto em Separar ideias e tópicos em capítulos e seções. 

Segundo Novak ON77], para atingir-se a reconciliação 

integrativa de forma mais eficaz deve-se organizaroensino "des 

cendo e subindo° nas estruturas conceituais hierárquicas a medi 

da que a nova informação á apresentada. Isto é, começa-se com 

os conceitos mais gerais, mas preciso ilustrar logo como os 

conceitos subordinados estão a eles relacionados é então, vol- 

tar, atravês de exemplos, a nOvos significados pata os concei 

tos de ordem mais alta na hierarquia. 



11.5 - Aprendizagem Superordenada 

A medida que ocorre aaprendizagem significativa, além 

da elaboração dos conceitos subsunçores é também possivelaocor 

rância de associações entre esses conceitos. Por exemplo, a me 

dida que uma criança desenvolve os conceitos de cão, gato, leão, 

etc., ela pode mais tarde aprender que todos esses são subordi-

nados ao conceito de mamífero. A medida que o conceito de mama 

fero é desenvolvido, os conceitos previamente aprendidos assu-

mem a condição de subordinados e o conceito de mamífero repre 

senta uma aprendizagem superordenada [N76]. 
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III - MAPEAMENTO COGNITIVO 

III.1 Conceituação 

Instrução pode ser entendida como a comunicação da es 

trutura de um conteúdo através de uma fonte (i.e. professor, 1i 

vro-texto etc) para outra fonte (i.e.,aluno). Embora a instru 

ção seja um processo interativo, essa visão unilateral tem um 

valor heurístico. Ela nos permite enumerar alguns dos importan 

tes estágios que a estrutura de um conteúdo atravessa e atravês 

dos quais (provavelmente) é transformada. Shavelson [Sh74] suge 

re uma possível representação desse fluxo, apresentada na Figu-

ra III.1. 
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Figura III.1 - Estãgios da transferência da estrutura de um 

conteúdo para a estrutura cognitiva do aluno. 



Podemos esperar que a estrutura de um conteúdo repou 

se nas mentes dos "grandes cientistas". Esta estrutura é comuni 

cada através dos seus trabalhos de pesquisa e livros textos avan 

çados. Ela é "absorvida" e armazenada na estrutura cognitiva - 

aqui entendida como uma organização conceitual hierárquica - do 

professor em maior ou menor grau de "fidedignidade". 0 profes 

sor tenta comunicar a estrutura do conteúdo ao aluno através de 

exposição verbal, material escrito ou outro meio qualquer. Esta 

comunicação é facilitada ou limitada pela aptidão do professor 

para realizar a tarefa. Isto e, quando o professor lê os escri-

tos dos "grandes cientistas", sua aptidão para a aprendizagem 

funciona como um filtro que terã conseqüências na formação da 

sua estrutura cognitiva. No momento em que ele vai ensinar, sua 

aptidão para ensinar também funciona como um filtro, podendo al 

terar a transmissão da sua estrutura no momento da exposição.Fi 

  

nalmente, a aptidão do aluno para aprender funciona como um ter 

ceiro filtro no processo de comunicação da estrutura de um con-

teúdo. 

É evidente que esta é uma visão muito simplificada do 

processo ensino-aprendizagem. Poderiamos,por exemplo, fazer uma 

pergunta mais fundamental: Como o conhecimento que uma pessoa 

possui interage com o material instrucional para produzir uma 

nova estrutura de conhecimento? Porém, o acesso ao que uma pes 

soa sabe e, em particular, como o seu conhecimento é organizado, 

e um problema extremamente complicado. Contudo, se as pesquisas 

sobre o ensino devem progredir, alguma atenção deve ser concen 

trada no acesso ã estrutura cognitiva. 

Numa primeira aproximação, pode-se elaborar um modelo 

II 	 It 
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bastante simples para a estrutura cognitiva, e à medida que os 

dados experimentais forem permitindo, pode-se sofisticá-lo. A 

estrutura cognitiva pode ser algo como uma configuração onde os 

pontos representam conceitos de uma certa área de conhecimento, 

e as distâncias entre os pontos medem o grau de relacionamento 

que há entre os conceitos. Quer dizer, quanto mais próximos, 

mais relacionados estão os conceitos. Outra propriedade de um 

modelo simples para a estrutura cognitiva poderia ser a organi 

zação hierárquica, sugerida por Ausubel [A68]. Assim, os concei 

tos mais gerais, mais inclusivos ficariam no topo dessa hierar 

quia. 

Concretamente, o modelo para a estrutura cognitiva a 

ser testado nesse trabalho tem características geométricas, on 

de os conceitos são representados por pontos de uma configura-

ção espacial, e as distâncias representam o grau de relaciona 

mento entre os conceitos. 

Outra característica importante do modelo refere-se à 

hierarquia conceitual, ou à hierarquia na formação de aglomerados 

de conceitos (Capitulo VI).Em primeiro lugar os conceitos mais 

importantes se agrupam, e esses aglomerados "atraem" outros con 

ceitos a eles relacionados. Essa "atração" diminui com adiminui 

ção da importância do conceito no contexto do conteúdo apresentado. 

Definido o modelo, resta-nos desenvolver e testar téc 

nicas de medida para sua investigação. No ensino de Ciências de 

um modo geral, e no de Física em particular, a solução de pro- 

blemas tem sido largamente usada para investigar a aquisição de 

conhecimento conceitual. No caso de uma pesquisa sobre a estru 

tura cognitiva, esse instrumento talvez seja muito drástico,prin 



cipalmente se levarmos em conta a simplificação do nosso modelo, 

onde a habilidade básica exigida refere-se ã memória. 0 aluno 

deve ser capaz de se lembrar dos conceitos relacionados a cada 

conceito dado, ou ser capaz de ter uma noção deproximidade para 

um dado par de conceito. A solução de um problema, ao contrãrio, 

envolve um número muito maior de habilidades, o que implica na 

necessidade de um controle de variáveis certamente muito compli 

cado, e por isso mesmo talvez ineficiente no estãgio atual das 

pesquisas nessa ãrea. 

Instrumentos que parecem adequados para 	investiga 

ção da estrutura cognitiva, são os chamados testes de associa 

ção de palavras, os quais têm apresentado bons resultados na in 

vestigação da organização conceituai na memória [T58], DWP70], 

[Sh72], [Sh73], [RP76] e [Pr76]. 

Descrevemos a seguir os dois testes usados no experi 

mento. 

111.2 - Teste de Associação Escrita de Conceitos (TAEC)  

a) Coleta dos Dados 

Cada conceito-chave, i.e., cada um dos conceitos 

selecionados para a pesquisa, é apresentado no topo de uma fo- 

. lha, e os sujeitos (Ss) devem escrever logo abaixo tantos con 

ceitos (ou palavras) quantos puderem associar ao conceito dado, 

num certo tempo. A tarefa é geralmente feita em um minuto para 

■■ I 	I 
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cada conceito-chave. 

Um exemplo de um TAEC com as instruções dadas aos 

alunos, pode ser visto no apêndice E. 

b) Análise dos Dados 

Os dados do TAEC são transformados num coeficiente 

de relacionamento entre os conceitos-chave. Este coeficiente foi 

definido por Gaskorf e Houston [GH63], e varia entre O e 1, con 

forme o grau de relacionamento entre os conceitos. 

A validade deste coeficiente está vinculada à pre 

missa de que o grau de relacionamento, ou medida de proximidade 

entre dois conceitos varia com a ordem hierárquica dos concei 

tos ou palavras associados a esses conceitos. Na definição des 

sa hierarquia, temos duas condições a serem satisfeitas: 

1. O número de elementos comuns aos dois grupos de 

conceitos, ou seja, o número de palavras comuns associadas aos 

dois conceitos dados. 

2. A posição (rank) que cada conceito ou palavra 

ocupa nos respectivos grupos. 

Assim, dois conceitos serão absolutamente idênti 

cos, quando: primeiro, o número de palavras ou conceitos asso 

ciados for o mesmo para ambos; e segundo, a posição (rank) ocu 

pada por cada palavra ou conceito for exatamente a mesma nos 

dois grupos. 

Tanto o número como a posição das palavras ou con 

ceitos associados a um par de conceitos-chave são levados em 

conta no coeficiente de relacionamento, mas antes de defini-lo 
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é preciso introduzir os conceitos de "sentido associativo" e "re 

lacionamento associativo". 

Dado o conceito u, define-se o seu "sentido associati 

vou pela seqüência (ai, a2, am), onde ai = u e a2, am 

são conceitos ou palavras associadas ao conceito dado u, por um 

indivíduo num dado tempo. Por exemplo, suponhamos que ao concei 

to-chave Força tenham sido associados os seguintes conceitos: 

Força  

Massa 

Aceleração 

Momentum 

Tempo 

Impulso. 

O "sentido associativo" deste conceito é a seqüência 

(força, massa, aceleração, momentum, tempo, impulso). 

O "relacionamento associativo" entre dois conceitos u 

e v é definido como uma função da intersecção ou superposição 

(overlap) dos respectivos "sentidos associativos" EGH63]. Essa 

intersecção depende tanto do número de conceitos comuns aos dois 

"sentidos", quanto da posição que conceitos associados ocupam 

nos dois grupos. Assim, dois conceitos que possuem o mesmo "sen 

tido associativo" e a mesma ordenação, apresentam a máxima in 

tersecção. Quando um "sentido associativo" é menor do que outro 

ou quando as posições (rank) dos conceitos associados são di 

ferentes, tem-se uma intersecção menor. 

O coeficiente de relacionamento ou medida de proximi 

dade (MP) entre dois conceitos ó a relação entre a intersecção 

obtida e a máxima intersecção possível. 

Vejamos agora como calcular essas intersecções. Ini- 

I 
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cialmente devemos dar valores às posições ocupadas, ou seja, es 

tabelecer o "rank" dos conceitos associados. 

Sejam u e v dois conceitos-chave diferentes. Sejam os 

sentidos associativos 

A = (al' a2 
a ) • 
m ' a 1 = u 

B = (bi, b2, 	bi, 	bn); bi = v 

Seja n 	A cada elemento ai de A, na j-ésima posição,atribui- 

-se o valor (n-j +1)P, onde n é o número de elementos em B e p 

."11111tullemlmsiti"fixo
palnesmaforma,b.fna i-ési 

ma posição de B atribui-se o valor (n- i + 1)P. 

Isto significa que o primeiro conceito, tanto em A 

quanto em B, possui o valor nP. A "importância psicolõgica" de 

cada conceito associado é uma função da sua ordem de emissão. 0 

peso p caracteriza essa propriedade. Quanto maior o valor de p, 

maior será o peso dado ao primeiro conceito associado. 0 adequa 

do valor de p depende das características dos conceitos-chave. 

Quando eles possuem conceitos associados dominantes (o que pode 

ríamos denominar de "anisotropia no espaço semántico"), exigem 

um alto valor de p. Na realidade, a determinação de p quase 

sempre feita com base em resultados empíricos. São calculadosos 

coeficientes com vários p, e aquele que propiciar melhores re 

sultados, i.e., melhor ajuste, será adotado. 

Vejamos como calcular as intersecções. Sejam 

A = (u, a2, 	am) 



e 

B = (v, b2, 	bn) 

Consideremos agora o conjunto C = (ci, c2, 	ck), de todos 

os conceitos comuns a A e B. C o conjunto intersecção dos con 

juntos A e B. Vamos definir os vetores À e 11, cujas componentes 

sao as posiçOes associadas aos conceitos, i.e. 

	

À = 	= (nP, (n - 1)P, ..., 1) 	. 

	

4. 	4. 
A partir de C, podemos definir os vetoresft e:N, sim 

plesmente substituindo elemento seu pelo correspondente elemen-

to de A e à, respectivamente. 

	

A intersecção dos dois sentidos associativos 	dada 

por 	Exemplo: 

A = (a, b, c, d) 

B = (h, d, a, e, b, f, g) 

Supondo p = 1, e de acordo com a definição de atribuição de 

posição, seaue aue 

	

= 	= (7, 6, 5, 4, 3, 2, 1) 	, 

enquanto 

Daí, teremos 

C = (a, b, d) 

(7, 6, 4) 	e 	já)" = (5, 3, 6) 
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A intersecção será 

11.8= 7x5+6 x3+4 x = 77 . 

É evidente que a máxima superposição ocorre quando os 

dois conceitos têm o mesmo sentido associativo e a mesma ordena 

ção (conceitos iguais na mesma posição nas duas seqüências). Nes 

se caso, teríamos 

= ã =JIM = M = (nP , (n- 1)P, ..., 1) 

e a máxima intersecção seria 

25 

it 	= À.ã = E 	(K) 2p 
M M 	K =1 

Contudo, o que se deseja é calcular o coeficiente de 

relacionamento entre dois conceitos diferentes. Neste caso,a in 

tersecção máxima não é dada pela equação 	 Quando u # v, 

e têm posições trocadas, teremos 

At  = (nP, (n 1)P, ..., 1) 	e 	= ((n-1)P, nP, (n-2)P.., 1) 

e a intersecção máxima será 

 

n - 2 
= nP (n- 1)P + (n-1)PnP + E 

K = 1 

 

A equação (III.2) representa a intersecção máxima quan 

do apenas um par de conceitos tem a posição invertida, em rela-

ção ao outro, no caso, justamente o par de conceitos-chave. 
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De (III.1) e 	vem que 

	

,A,' 	= A.B [n1) - (n - 1)9 
2 

Sendo a intersecção obtida dada por,AA, teremos que 

o coeficiente de relacionamento ou medida de proximidade serã 

MP - A.11- [n1)- (n - 1)121 2 

Isto e, a MP entre dois conceitos é a razão entre a intersecção 

obtida e a mãxima possível para as seqüências de palavras oucon 

'ceitos associados aos dois conceitos-chave. Esse coeficiente po 

de assumir valores entre 0 e 1. 

Para exemplificar, apresentaremos parte de um teste 

respondido por um aluno de Física II, no início e no final do 

estudo de Termodinâmica. Os conceitos-chave selecionados para o 

exemplo são temperatura e calor. 

Início do Estudo 

	

TEMPERATURA 	 CALOR 

Quantidade de Calor (Q.C) 	Efeito Joule (E.J) 

Variação da Temperatura (V.T) 	Trocas de Calor (T.C) 

Variação da Temperatura (V.T) 

Calorias (C) 

Quantidade de Calor (Q.C) 

Calor Específico (C.E) 

11, ■ 	I 



Considerando p = 1, vem que 

A = B = (7, 6, 5, 4, 3, 2, 1) 

C = {Q.C, V.T} 

A.= (6, 5) 	e .":" = (2, 4) 

MP - 
6 x 2 +  5 x 4 	 32 - 

139 
- 0.23 

7
2 + 6

2 + 5
2 + 4 2 + 3 2 + 2 2 + 1 2 - 1 

Final do Estudo 

TEMPERATURA 	 CALOR 

Quantidade de Calor (Q.C) 	 Calor Especifico (C.E) 

Entropia (El) 	 Trabalho (T) 

Energia (E2) 	 Quantidade de Calor (Q.C) 

Entropia (El) 

Energia (E2) 

= 	= (6, 5, 4, 3, 2, 1) 

C = {Q.C, El, E2} 

jt = (5, 4, 3) 	e .7p,' = (3, 2, 1) 

Usando a relação (III.4), teremos 

MP = 0.29 

2 7 
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Portanto, a MP indica que ao final do estudo o aluno estabele-

ceu uma maior relação entre os conceitos de temperatura e calor. 

c) Comentários 

Este instrumento estã de acordo com nosso modelo 

de estrutura cognitiva, na medida em que admitimos as "entida-

des" como sendo os conceitos, e a "operação" considerada como a 

associação. Além disso, a estrutura hierarquizada proposta por 

Ausubel está implícita no valor atribuído a p, na medida em que 

o valor de p relaciona-se com a importância dada aos primeiros 

conceitos associados. 

111.3 - Teste de Associação Numérica de Conceitos (TANC)  

a) Coleta dos Dados 

Formam-se todos os possíveis pares de conceitos se 

lecionados para a pesquisa, distribuindo-os aleatoriamente. Ca 

da par de conceitos é seguido por uma escala de 1 a 7, "1" sig 

nificando o mais alto grau de relacionamento entre os conceitos 

de um dado par, de acordo com o ponto de vista do estudante, e 

"7" representando o menor grau de relacionamento. Isto é, quan 

do dois conceitos de um par são extremamente relacionados, o es 

tudante deve marcar o número 1, caso contrário marcarã o 7. 

Os números de 2 a 6 representam situações intermediárias.Ao con 

trário do TAEC, o TANC não tem limite de tempo. 0 teste, com as 

instruções dadas aos alunos encontram-se no apêndice E. 
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b) Análise dos Dados 

0 TANC fornece uma medida direta de proximidade en 

tre os conceitos, portanto os dados são diretamente introduzi-

dos nos programas de análise multidimensional, como se verá no 

capítulo VII. 
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IV - ARRANJO EXPERIMENTAL 

Esta experiência tem como objetivo investigar a influ 

encia na estrutura cognitiva do aluno, da organização dada ao 

conteúdo de ensino. Em outras palavras, procura-se investigar 

até que ponto determinada organização conceitual da matéria de 

ensino altera a estrutura cognitiva existente antes da instru 

ção. 

Duas organizações diferentes do conteúdo de Termodinâ 

mica foram apresentadas a duas turmas regulares da disciplina 

Física II, do Departamento de Física da UFRGS, utilizando-se o 

sistema de Ensino Personalizado [M75], DM77b]. A fim de procu 

rar restringir a diferença de tratamento ã organização sequen 

cial do conteúdo e aos correspondentes materiais instrucionais, 

os dois grupos tiveram o mesmo método de ensino, os mesmos tes 

tes, o mesmo sistema de avaliação e os mesmos monitores. 

A experiência foi realizada durante o primeiro semes-

tre de 1978, no Instituto de Física da UFRGS. Testes de associa 

ção de conceitos foram usados para investigar como os estudan-

tes relacionam e organizam os conceitos básicos de Termodinãmi 

ca. Esses testes (TANC e TAEC) foram aplicados antes e após a 

instrução. 
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IV.1 - As Amostras 

As amostras usadas nessa experiáncia eram constituí- 
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das respectivamente por 31 e 27 alunos de Ciências e Tecnologia, 

i.e., alunos de Física, Química, Matemática e dos Cursos de En-

genharia. 

Estas amostras não foram selecionadas aleatoriamente 

por motivos de ordem administrativa. No ato da matricula os es-

tudantes têm liberdade de escolher qualquer das turmas de Físi-

ca II. As preferências são principalmente determinadas pelo ho-

rãrio (ambos os grupos tiveram horãrios situados na faixa da 

tarde). 

Como já foi dito, os objetivos desse trabalho são: fa 

zer uma aplicação da AMD e da AAH ao mapeamento cognitivo de 

conceitos físicos e investigar a influência da organização de um 

conteúdo na formação e, ou modificação da estrutura cognitiva. 

Portanto, não estamos interessados em descobrir as vantagens de 

uma ou outra organização. Consequentemente não nos interessa,em 

principio, averiguar as diferenças ou equivalências entre os 

dois grupos. 

IV.2 - As Duas Abordagens ao' Conteúdo 

0 grupo controle foi submetido à organização concei-

tual do livro Física, vol. 1-2 de Resnick e Halliday ORH74], en 

quanto a abordagem usada no grupo experimental foi baseada na 

teoria da aprendizagem de Ausubel. 0 objetivo desta seção é mos 

I 
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trar as diferenças entre essas duas abordagens. 

A figura IV.1 mostra a seqüência do conteúdo apresenta 

do ao grupo controle. 

TEMPERATURA, CALOR E l s? LEI'DA TERMODINÂMICA 

TEORIA CINÉTICA DOS GASES 

ENTROPIA E 2 LEI DA TERMODINÂMICA 

FIGURA IV.1 - Seqüência do conteúdo para o 

grupo controle. 

Esta é a seqüência do livro-texto do curso [RH74], o 

qual foi usado pelo grupo controle. 

A Figura IV.2 mostra a seqüência do conteúdo usado pa 

ra o grupo experimental. Esta abordagem é uma tentativa de orga 

nizar o conteúdo de acordo com os princípios da diferenciação 

progressiva e da reconciliação integrativa, descritos no Capítu 

lo II. 

A seqüência inicia com uma discussão bastante geral 

sobre Física; conceitos em Física; situação da Termodinâmica e 

da Teoria Cinética no contexto da Física, e assim por diante. 

Após essa visão geral da Física, segue-se uma abordagem um pou 

co mais especifica, focalizando os conceitos de temperatura, ca 

lor e entropia intuitivamente, sob o ponto de vista macroscópi 

co. As três leis da Termodinâmica são também apresentadas de 



FISICA, CONCEITOS FISICOS, TERMODINAMICA E 
TEORIA CINETICA 

CALOR, TEMPERATURA E ENTROPIA 

CONSERVAÇÃO 	EQUILIBRIO 	SEGUNDA LEI DA 
DA ENERGIA 	TERMICO 	TERMODINAMICA 

TEORIA CINETICA DOS GASES 
(Interpretação microscOpica de calor, temperatura e entropia 
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forma genérica. Este "é o conteúdo da primeira unidade, cujo tex 

to pode ser visto no Apêndice C. 

A segunda unidade retoma os conceitos de temperatu 

ra, calor e entropia e os discute sob o ponto davista da teoria 

cinética dos gases. Finalmente, na terceira unidade os concei 

tos e as leis fundamentais são aplicados a situações específi 

cas. 

APLICAÇÕES DOS CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS 
DA TERMODINÂMICA 

FIGURA IV.2 - Seqüência do Conteúdo para o Grupo Experimental. 

Na medida em que essa seqüência introduz primeiramen 

te os conceitos e ideias mais gerais sobre o assunto para, so- 

mente após, diferencie-los em termos de detalhe e especificida 

de, ela enfatiza o princípio de diferenciação progressiva pro 
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posto por Ausubel. 

Por outro lado, essa seqüência procura também explo 

rar explicitamente relações de subordinação e superordenação en 

tre conceitos. Embora os conceitos e idéias mais gerais e inclu 

sivos sejam introduzidos no início da instrução, procura-se mos 

trar logo como conceitos e idéias subordinadas estão a eles re 

'acionados e, então, se volta a novos significados para os con-

ceitos de ordem mais alta na hierarquia. Com  isso, procura-se 

atingir o que Ausubel chama de reconciliação integrativa. 

Resumindo, tentou-se organizar o conteúdo da Termodi 

nãmica de acordo com os princípios da diferenciação progressiva 

e da reconciliação integrativa numa forma de "vai-vem", "subin 

do" "descendo" na hierarquia conceitual. Isto é, os conceitos 

mais fundamentais foram inicialmente apresentados de forma gene 

rica, intuitiva. Seguiu-se a apresentação &alguns conceitos su 

bordinados, para logo depois especificar mais cadaconceito, ela 

borar cada lei, e apresentã-los em situações diferentes, com 

exemplos e problemas específicos. 

Os guias de estudo do grupo controle são apresentados 

no Apêndice D, enquanto os do grupo experimental, juntamente com 

as apostilas de Termodinãmica encontram-se no Apêndice C. 



V - ANIILISE MULTIDIMENSIONAL 

V.1 - Introdução 

Análise multidimensional (AMD) é uma técnica estatís 

tica capaz de fornecer uma representação espacial de um conjun 

to de estímulos psicolOgicos, a partir das medidas de similari-

dade entre eles. Esses estímulos psicolOgicos podem, em princí-

pio,ser de qualquer natureza, particularmente conceitos de uma 

determinada ãrea do conhecimento, tais como conceitos de Eletri 

cidade e Magnetismo, Termodinâmica, Mecânica etc. As medidas 

de similaridade podem ser obtidas com a aplicação de qualquer 

um dos atuais testes de associação de conceitos [P771, dois dos 

quais foram apresentados no Capítulo III. 

Sob o ponto de vista de anãlise numérica, 	AMD con 

siste basicamente em ajustar uma configuração de n pontos num 

espaço r-dimensional, tal que as distâncias nesse espaço e as 

medidas de similaridade sejam monotónicamente relacionadas. 

Podemos dividir a AMD em dois tipos: métrico e não mé 

trico. 0 tipo métrico se caracteriza pela necessidade de usar 

os valores das similaridades no processo de ajuste. Devido ãs 

características dos testes usados para a obtenção das similari 

dades, essas medidas geralmente violam a desigualdade triangu-

lar i.e., dados tres conceitos i, j e k, nem sempre se tem 
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para todo i, j, 	 (V.1) S 	S. + S jk 	ij 	ik 
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onde Sjk  é a medida de similaridade entre os conceitos j e k. 

Para que um conjunto de similaridades possa ser ajus 

tado através de um algoritmo métrico, todas as medidas devem sa 

tisfazer a relação (V.1). Na apresentação desses algoritmos dis 

cutiremos uma transformação que elimina as possíveis violações 

da relação (V.1). 

O tipo não métrico não usa os valores das similarida-

des no processo de ajuste. Tudo de que ele necessita é da orde 

nação ( rank ) dessas medidas. Isto é, dada apenas a ordem cres 

cente ou decrescente das similaridades, o algoritmo determina a 

configuração que melhor se ajusta aos valores experimentais. Es 

se ajuste é tal que a ordem ( rank ) das distâncias entre os 

pontos da configuração é tão próxima quanto possível da ordem 

das similaridades. Assim, se a medida de similaridade entre os 

conceitos i e j é a menor entre todas, i.e., ocupa a primeira 

posição na ordem crescente, então a distância entre os pontos 

i e j da configuração deverá ter um valor tão próximo quanto 

possível da primeira posição na ordenação das distâncias. 

Na verdade, o algoritmo MINISSA-I, descrito na secção 

V.4 usa os valores das similaridades, apesar de ser do tipo não 

métrico. Essas medidas são usadas para se estimar a configura-

ção inicial, após o que apenas a ordem passa a ser usada. 

Outra característica que distingue um algoritmo daAMD 

é sua capacidade de ajustar apenas uma matriz de similaridades, 

ou várias delas simultâneamente. No primeiro caso, diremos que 

o algoritmo é de uma fonte, enquanto denominaremos de várias fon 

tes o outro caso. 
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A matriz de entrada para um algoritmo de uma fonte é 

a média das matrizes de todos os sujeitos do grupo pesquisado. 

Nos algoritmos de vãrias fontes, as matrizes indivi 

duais são os dados de entrada, e o ajuste final permite que se 

faça uma anãlise das diferenças apresentadas pelos indivíduos, 

quando solicitados a estimarem similaridades entre conceitos (ou 

qualquer outro estímulo psicológico). 

Alguns algoritmos de uma fonte são apresentados nesse 

capitulo, e quando nos referirmos à medida de similaridade, Sii, 

entre os conceitos i e j, na realidade estaremos nos referindo 

à média das similaridades entre os conceitos i e j, para o gru 

po de Ss que constitue a amostragem. 

Apresentaremos apenas um algoritmo de vérias fontes, 

o INDSCAL FCC70b] Outros algoritmos podem ser encontrados 

nas seguintes referências: 1}377], [TM63g e [TYD77]. 

Antes de iniciarnios o estudo dos vãrios algoritmos, é 

conveniente discutirmos mais alguns aspectos relativos ao ajus 

te das medidas. 

Dadas n(n- 1)/2 medidas de similaridade entre n con 

ceitos, é sempre possível estabelecer uma configuração de n pon 

tos num espaço de n-1 dimensões, tal que o ajuste seja perfei 

to, i.e., tal que a ordenação ( rank ) seja exatamente a mesma 

similaridades. Se a similaridade entre os conceitos i e j 

ocupa a posição X na ordenação, então a distância entre os pon- 

tos i e j também ocuparâ a posição X na ordenação das distânci- 

as. Para melhor compreensão, consideremos quatro conceitos, cu- 

das 

n(n- 1)/2 é justamente o número de elementos abaixo ou acima 

da diagonal de uma matriz nxn. 



xl.x. 	 IX 	 x111,1111111, I I 	 I MI 	 x,1111 	 111 	 I MI, 0 	 01- 	 I 	 111 
	

o 	 4,11, 	11 o 	I 
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jas similaridades estão assim ordenadas 

S 23 < S14 < S 13 < S 34 . 	 (V.2) 

Conforme já foi dito, é possível determinarmos macon 

figuração de quatro pontos, para esse caso num espaço tri-dimen 

sional, tal que as distâncias obedeçam ã mesma ordenação (V.2), 

ou seja 

d23 < d14 < d13 < d34 
	 (V.3) 

Se iniciarmos com uma configuração tal como na Figura V.1, onde 

d12 d13=d14' e d24 =d23=d34, podemos obter a ordenação (V.3) 

simplesmente efetuando rotaçóes convenientes. 

Figura V.1. 

Exemplo de uma configuração inicial para um ajuste de 

quatro pontos. 

IO x 	 V 
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Por exemplo, podemos girar o plano yz em torno do ei 

xo y, até que o ponto 3 se aproxime o suficiente do ponto 2, 

sem alterar as outras distâncias. Procede-se dessa forma, até 

se obter a ordenação desejada. 

Conforme serâ discutido no Capitulo VII, tal solução 

não tem significado estatístico, na medida em que a configura 

ção resultante teria uma grande probabilidade de ser devida a 

uma matriz aleatória, ao invés de refletir a estrutura inerente 

aos resultados do teste utilizado. Portanto, o que se deseja nu 

ma aplicação da AMD é obter a configuração no espaço de menor 

dimensão possível, onde é menor a probabilidade do resultadoser 

devido a uma matriz aleatória. 

Como ja foi dito, a AMD é feita em Vários espaços com 

diferentes dimensões, após o que se decide qual o espaço mais 

apropriado. Kruskal [K64a] sugere alguns procedimentos para se 

determinar a dimensão apropriada. No Capitulo VII apresentare-

mos essas sugestões, e um outro procedimento baseado no método 

Monte Carlo, sugerido por Klahr [K169]. 

V.2 - 0 Método de Torgerson. 

V.2.1 - Características Gerais 

Torgerson [T58] foi um dos primeiros pesquisadores a 

desenvolver um método de análise multidimensional. A partir do 

seu trabalho muitos algoritmos foram desenvolvidos, com graus 
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de sofisticação crescentes. 

O algoritmo de Torgerson é do tipo métrico, pois usa 

os valores das medidas de similaridade no processo de ajuste. 

Essas medidas são submetidas aduas transformações. Na primeira, 

uma constante é somada a cada medida, de modo que elas satisfa 
çam a relação métrica da desigualdade triangular, e na segunda 

transformação essas novas "distâncias" dão origem a produtos es 
calares, após o que se procede ao ajuste, o que é feito atra 

vós de uma fatoração da matriz dos produtos escalares, método 

já conhecido da técnica de análise fatorial [H60]. 

O método da constante aditiva foi inicialmente propos 

to por Torgerson, e aperfeiçoado por Messick e Abelson [MA56]. 

A idéia básica era de que a constante deveria ser tal que as me 

didas fossem representadas por uma configuração num espaço de 

menor dimensão possível. 

Posteriormente, Carrol e Wish [CW74] mostraram que a 

constante deveria apenas possibilitar às medidas de similarida 

de satisfazerem a relação métrica da desigualdade triangular 

(V.1). 

Tendo em vista o caráter de revisão desta seção 

sentaremos apenas o ponto de vista de Carrol e Wish, mesmo 

que atualmente existem outros algoritmos mais elaborados e 

eficientes. Esta breve revisão do método de Torgerson tem 

tanto, uma finalidade fundamentalmente histórica. 

apre 

por 

mais 

por 

V.2.2 - Formalismo Matemático. 

Para que uma configuração de n pontos seja ajustada 

1•11. I 	NIII 	 ■ 111.1 	 II 
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por um conjunto de n(n- 1)/2 medidas de similaridade, atravesde 

um m'étodo de AMD métrico, é necessârio que essas medidas satis 

façam a desigualdade triangular (V.l). 

0 problema de ajustar as medidas ã desigualdade (V.1) 

pode ser resolvido pela adição de uma constante, 	Le., 	pela 

transformação 

â. = S. + C , 3k 	3k (v.4) 

sugerida por Carrol e Wish ECW74], onde C independe de j e k. 

A transformação (V.4) deve ser tal que 

jt + kt ' para todo j, k, 

O U 

Sjk + C < 	+ C + Skt + C , 
sit 

e finalmente, 

C S. - S. - S 3k 	3t 	kt ' para todo j, t. 	(V.5) 

A menor constante C, que satisfaz (V.5) é 

Cmin = max(S. - S. - S ) 3k 	32. 	kt 

 

(V.6) 
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Os valores 	são "distâncias" na medida em que sa Sik 

tisfazem a desigualdade triangular (V.1), e sii = o . 

Vejamos agora como essas "distâncias" dão origem a 

"produtos escalares". Sejam 

= (X 	Xj2' ..., Xjr ) 

e 

k = (Xkl' Xk2' 	Xkr) 

dois vetores no espaço r-dimensional. 0 produto escalar é dado 

por 

Pik = (LS'i ) = E X. X k 	ja ka a=1 
(V.7) 

Vamos normalizar a configuração de modo que sua ori 

gem seja a centrOide, cuja p-ésima coordenada é 

1 C = — E X. p n j=1 3P 
(V.8)  

As novas coordenadas serão 

= 	'-' C 	f 
3P 	3P 	P 

logo 

onde a notação 

X = p = p. = p .t 	.k 	3. = 0 	 (V.9) 

1.111 	 11 	 I 	 ■ I 	 I 



X .t = E X. j--1 it 

foi usada. 

Por outro lado, em um espaço Euclideano as distâncias 

SÃO dadas por 

2 	2 
d
2 = E (X. - x ) 2 = E ( 	+ Xkt - 2X.t Xkt) jk 	3t 	kt 	

Xit 
t=1 	 t=1 

i sto é , 

2 	2 	2 d. = t. + t - 2 
3k 	3 	k 	Pjk 

(V.10 ) 

onde 

2 	2 
t. = E X. 
3 	t=1 3t 

Segue de (V.9) e (V.10), que 

A2 	02 j. 02 

	

".k = '4". . 'k 	
(V.11) 

2 	2 dl. = t. + t 	 (V.12) 
3 	. 

	

d2 = £2 + t2 	 (V.13) 
.. 	• 	. 

Efetuando a operação (V.11) + (V.12) 	(V.13), teremos 

2 	 2 	2 
d2 + d. - d

2 = t. + t 	 (V.14) 
.k 	3. 	• • 	3 	k ' 
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usando (V.10), chegaremos a 
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P3 	2 	jk 
1 ( 2 

	

d. - E d.u.- E 	+ 	E 
2 	n 	2 

j=1 3' k=1 3^ j,k=1 
(V.15) 

A forma matricial de (V.7) 

= NOV), 	 (V&16) 

onde o sobrescrito ' representa a operação de transposição. 

Então, dadas as similaridades, pode-se estimar a cons 

tante aditiva através de (V.6), determinar a matriz P por inter 

médio de (V.15), e resolver (V.16) por uma técnica de minimos 

quadrados. 

Conforme jã foi dito, esse é o formalismo matemãtico 

do método de Torgereon, partindo da idãiã de Carrol e Wish so 

bre a determinação da constante aditiva. Na realidade, o método 

de Torgersonémais próximo da técnica de anãlise fatorial [H6CO, 

cuja discussão não estã nos objetivos desse trabalho. 

- 0 Método de Kruskal 

V.3.1 - Características Gerais 

Na seção anterior vimos que Torgerson [T58] foi um 

dos primeiros pesquisadores a desenvolver um algoritmo métrico 

de AMD. A principal característica desse algoritmo é que ele usa 

os valores das similaridades no processo de ajuste e que é ne 

cessãrio supor uma relação definida entre as similaridades e as 

distâncias da configuração. Por exemplo, supor que exista uma 

V.3 
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relação linear, ou expOnencial. 

Shepard [She62a], [511e64] mostrou que não é necessá 

rio definir a priori uma função relacionando similaridades edis 
• 

tâncias. Com  a elaboração do seu algoritmo não métrico, ele mos 

trou que deve haver apenas uma relação monotonica. Isto é, o 

ajuste deve apenas preservar a ordem ( rank ) das similaridades. 

Embora o método de Shepard tenha sido de fundamental 

importância para o desenvolvimento dos atuais algoritmos não mé 

tricos, não o apresentaremos aqui, visto que Kruskal gMa] usou 

as principais características desse método na elaboração de um 

algoritmo semelhante, porém mais formal, sob o ponto de vista 

de análise numérica. Portanto, apresentaremos apenas o algorit 

mo de Kruskal, denominado MDSCAL (MultiDimensional SCALing). 

0 resultado fundamental do trabalho de Shepard refe 

re-s ao fato de que necessitamos apenas de uma relação monoto 

nica entre as similaridades e as distâncias da configuração ajus 

tada. Isto é, devemos ajustar uma configuração inicial qualquer, 

até que a ordenação das distâncias seja tão próxima quanto pos 

sivel da ordenação das similaridades. 

Intuitivamente, o problema pode ser visto assim: Ini 

cia-se com uma configuração qualquer. Como o objetivo é estabe 

lecer a ordenação das similaridades, nta-se aproximar os pon 

tos que estão "muito longe", e afastar aqueles que estão "muito 

prOximos". "Muito longe" e "muito prOximo", no sentido de viola 

ção da ordem. Assim, se a similaridade S12, entre os conceitos 

1 e 2 ocupa a primeira posição da ordenação ("rank") das simila 

ridades, e a distância d
12' entre os pontos 1 e 2 ocupa, por 

exemplo, a décima posição na ordenação das distâncias, então os 
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pontos 1 e 2 estão "muito afastados" um do outro. Nesse caso o 

algoritmo deve ser capaz de aproximá-los. 

Da mesma forma, se a similaridade S 38 , entre os con 

ceitos 2 e á ocupa a oitava posição da ordenação dag gimilarida 

des, e a distância d38 
ocupa, por exemplo, a primeira da ordena 

ção das distâncias, então os pontos 3 e 8 estão "muito próximos", 

e o algoritmo deve afastá-los. 

Desse modo, deve haver algum tipo de "interação" en 

tre os pontos. Isto 5, deve haver uma "força de repulsão" ou de 

"atração" entre os pontos, capaz de afastá-los ou aproximá-los 

conforme o caso. 

Essa idéia, desenvolvida por Shepard [She64], foi usa 

da por Kruskal [K64a] para definir uma função do tipo x 2 , que 

ele denominou "Strese, que mede a qualidade do ajuste, Quanto 

menor o "Stress", melhor o ajuste. Assim, o objetivo do algorit 

mo MDSCAL é minimizar a função "Stress", o que é conseguido apro 

ximando os pontos "muito afastados" e afastando aqueles que es 

tão "muito próximos". 

Tal operação é feita através do método do gradiente 

("steepest descent"). Isto coloca o algoritmo no mesmo nível de 

uma regressão por mínimos quadrados. Assim, AMD pode ser encara 

da como um problema de ajuste estatístico - as similaridades são 

dadas e desejamos encontrar uma configuração cujas distâncias 

melhor se ajustem a essas medidas. 

V.3.2 - Formalismo Matemático 

O que se segue sobre o formalismo do algoritmo MDSCAL 

1 
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é baseado nas referências N64a] e [K646]. 

Para facilitar a exposição, vamos considerar que to 

das as similaridades sejam diferentes. Ao final introduziremos 

as técnicas para se considerar os casos onde existe mais de uma 

medida com o mesmo valor. Tendo em vista essa consideração, po 

demos estabelecer um "rank" para as similaridades. 

Siljl < Si2j2 < 	< SiMjM ' 	 (V.17) 

ondeM= n(n- 1)/2,enéonilmero de conceitos (ou qualquer ou 

tro estímulo psicológico). 

0 problema é determinar uma configuraçao de n pontos 

num espaço r-dimensional, de forma que as distâncias entre os 

pontos obedeçam, tanto quanto possivel, ao "rank" (V.17). Isto 

é, que as distâncias e as similaridades sejam 

relacionadas. 

Se fizermos um gráfico de S versus d, 

monotonicamente 

isto é, cada pon 

to(i,j)temabscissad.ewdenada.amonotonicidade é ij 	 Sii, 

obtida quando tivermos uma curva ascendente, como na FiguraV.2. 

Vale salientar que a curva ascendente corresponde ãs 

medidas semelhantes ãs fornecidas pelo TANC (Capitulo III). Is 

to é, medidas cujo valor é proporcional à distância entre os 

conceitos. Quanto maior essa medida, mais afastados os concei-

tos. 

As medidas fornecidas pelo TAEC são inversamente 

proporcionais às distâncias. Quanto maior o valor, mais próxi- 

estão os conceitos. Nesse caso, a curva de monotonicida-

descendente. Sob o ponto de vista do formalismo, não exis- 

MOS 

de é 
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te nenhuma diferença entre essas medidas, de modo que não nos 

preocuparemos em distinguir uma da outra. 

Figura V.2 - Relação monotonica perfeita entre similaridades 

e distâncias. 

A Figura V.2 apresenta uma relação monotonica perfei 

ta, o que dificilmente ocorre numa aplicação real. 

Na verdade o que se faz .e estabelecer um critério de 

ajuste, que informa quão bem uma configuração se ajusta às medi 

das experimentais. 

Esse critério é estabelecido através de uma função do 

tipo 	denominada "Stress" (S). Define-áe essa função da se- 

■■11 ■ W . 	I" 



seguinte forma 

	

- n 	- 2- 

	

E 	(d. - d ) 
i,j=1  

E 	dij
2 

- i,j=1 

onde 	é a distância Euclideana entre os pontos i e j dij 
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(V.18) S - 

  

= 	z 	(x 	- x. ) dii 	 ia 	ja a=1 
(v.19) 

   

e d. são números monotonicamente relacionados a 
13 

., ou seja, i] 

se 

  

 

S . < S i] 

 

então 

âij 4 ;1/42. 

mina 

Posteriormente apresentaremos o algoritmo para deter 

esses números. Por enquanto, é suficiente termos em mente 

  

que eles existem. 

Vale lembrar que quando se ajusta uma onfiguração se 

gundo o critério de monotonicidade, as distâncias não são ajus 

tadas aos valores das similaridades, mas apenas o "rank"das dis 

tâncias é ajustado ao "rank" das similaridades. Isto significa 

que duas configurações cujas distâncias difiram por um fator 

constante K podem se ajustar igualmente bem a um mesmo conjunto 

desimilaridades.~.éProporcional a d 	é fácil compre cid n 2 
ender a necessidade do fator de normalização, 	E d.. na defi 

i,j=1 13 
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nição (V.18). 

O melhor ajuste é obtido quando a função S atinge o 

mínimo. Agora, podemos colocar uma questão de ordem metodológi 

ca. Como se determina uma configuração de "Stress" mínimo? 

Conforme Kruskal [K64a], podemos responder a estaques 

tão em três níveis. Ao nível intuitivo, podemos descrever o pro 

cedimento como de aproximação sucessiva. 

Iniciamos com uma configuração arbitrária, movemos li 

geiramente todos os pontos, de modo a melhorar a configuração, 

e então repetimos este procedimento até atingirmos uma configu 

ração em relação a qual nenhuma melhora é possível. De modo ge 

ral movemos os pontos X i  em direção a X. se 
3 d,.13 < d1,,, e em di- 

 reção contrária se 21..13  > d.., de modo a fazer I13. o mais próxi 13  
4 mo poss ível de d... 1] 

Ao nível teórico, vemos que nosso problema é minimi 

zar uma função de muitas variáveis, S(X 1 , X2 , ..., Xn). Na rea 

lidade o "Stress" S é uma função de =variáveis, porque cada 

vetor X. tem r coordenadas. O problema de minimizar uma função 

   

de muitas variáveis é um problema padrão em análise numérica, e 

para resolve-lo podemos usar uma técnica iterativa largamente a 

dotada conhecida como o método do gradiente ("Steepest ~rant"). 

Ao nível prático a resposta será dada posteriormente, 

com a descrição detalhada do algoritmo desenvolvido por Kruskal 

[K646]. 

Outra questão prática é a determinação do número 

de dimensões. Kruskal [X64a] sugere uma abordagem que passare-

mos a apresentar. No Capitulo VII apresentaremos um critério es 

tatístico para orientar a escolha do número de dimensões, i.e., 

4 	11141 ■ 	 V 
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o espaço apropriado para o ajuste. 

Segundo Kruskal, em última instância a determinação do 

número de dimensões necessário para descrever os dados ficará a 

cargo do pesquisador. Dependerã do seu julgamento científico, 

i.e., da sua vivência no problema pesquisado. Mesmo assim, ele 

considera algumas orientações metodológicas. 

A análise poderá ser feita em vários espaços com dife 

rentes dimensões. A dependência do "Stress" mínimo com a dimen 

são poderá fornecer alguma indicação da dimensão apropriada. 

Quando r (número de dimensões) cresce, o "Stress' diminui. Quan 

do r n- 1, o "Stress" é sempre nulo. Então, é razoável esco- 

lher um valor de r, acima do qual a variação do "Stress" mínimo 

é muito pequena. "Bons dados algumas vezes exibem um 'cotovelo' 

na curva de S versus r, indicando o valor apropriado der"[K64a.i. 

Um segundo critério é o da interpretabilidade das co 

ordenadas. Nesse ponto, a vivência do pesquisador é de fundamen 

tal importância. Ele deve verificar que uma solução (r+ 1) - di 

mensional acrescenta pouca informação àquela obtida em r dimen- 

e nesse caso, admitir a solução r-dimensional. 

Vejamos agora o problema sob o ponto de vista de anã 

numérica. 

Conhecendo-se a função S, determina-se seu gradiente 

saes, 

lise 

( as 	as 	as 
ax11 ' 	axlr '"' 9Xnr ' 

-se a configuração. 

A nova configuração X' será obtida através de 

a X' = X. 	 g. 
is 	is 	íã-iã-Ts-g-r is 

g = 

(V.20) 

a partir do qual incrementa- 
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onde a é o passo de incrementação, e mag(g) é um fator de norma 

lização dado por 

1/2 1 mag(g) = 	
. E a2 

-is] 1,s 

0 passo de incrementação a, segundo Kruskal, ué o re 

sultado de uma considerâvel experimentação numérica" 	[1(64b, 

p. 121] e obedece 	seguinte relação 

(fator angular).(fator de aatual = aanterior. relaxação). 

.(fator de boa sorte) , 

onde 

3.0 
fator angular = 4.0 (cos 0) 

, sendo 

O = ângulo entre o gradiente atual (g) e o anterior ( g ) 

11, 

E gi gis i,s cos O - 

fator de relaxação - 	5.0 , com 
1+ (5SR) 

1.3 

"Stress" atual  5SR = min
[
1, (

" Stress" de 5 interações anteriores)] ; 

(  "Stress" atual  1 fator de boa sorte = min[1, 
"Stress" anterior) 

Em correspondência particular enviada a Roskam DLR77] 

2 	 1/2 rE g. 	E g? 2] 
Li's is i,s is 

.41.1,P• 	II I- 	- 
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Kruskal justifica a definição de a. 

Para ele, "após termos dado um 'passo', podemos ver 

se este foi muito grande ou muito pequeno examinando o ângulo 

entre o gradiente atual e o anterior. Se o novo gradiente estã 

quase na mesma direção do anterior (i.e., o ângulo entre eles é 

próximo de 0°),então poderíamos ter dado um 'passo' maior. Se o 

novo gradiente é perpendicular ao anterior, o 'passo' que demos 

estava mais ou menos correto. Se o novo gradiente estã na dire 

ção contrária ao anterior (i.e., o ângulo entre eles próximo 

de 180°), então o 'passo' que demos foi muito grande. Normalmen 

te ocorre na prâtica que um bom tamanho para o próximo 'passo' 

é aproximadamente igual ao do 'passo' anterior. Usando este fa 

to, ajustamos o tamanho do próximo 'passo' de modo que ele seja 

um pouco maior ou menor do que o anterior, dependendo do ângulo 

entre os gradientes... Ajustamos também o 'passo de incrementa 

ção por outros fatores baseados em considerações secundárias,mas 

o mecanismo acima "é o principal". CLR77, p. 393]. 

Substituindo (V.19) em (V.18), e tendo em vista que 

ki é constante, mostra-se facilmente que as coordenadas de g 

são dadas por 

rdii - 

gkt = S E "kl.- (Skj) L 	s* 	Tlej 	d. 
¡si 	 ij 

onde i 
e a delta de Kronecker usual, 

S* = E (d 	a .)2 
" 

e 

, 	(V.21) 



2 T* = E d. „ ij 

Agoravejamoscmodeterminaros_sabemos que se ai; 
sii 	Skt, então aij 	ak,. Isto é, dij é uma função de Sii e 

dii, tal que minimiza S("Stress"). Para uma melhor compreensão 

do algoritmo, acompanharemos a exposição com um exemplo bastan-

te simples. 

Sejam quatro "conceitos" hipotéticos, cuja matriz de 

similaridades é dada na Tabela V.1. Na verdade, só necessitamos 

conhecer os elementos acima ou abaixo da diagonal, pois ela é 

simétrica. 

Tabela V.1 
Matriz de similaridades para quatro "conceitos" hipotéticos. 

1 2 3 4 

1 

2 7.5 

3 6.8 1.5 

4 3.4 8.3 3.0 

A partir da Tabela V.1 podemos construir os vetores 

SIMIL e IJ 

SIMIL = (1.5, 3.0, 3.4, 6.8, 7.5, 8.3) 

(V.22) 
IJ = (2.3, 3.4, 1.4, 1.3, 1.2, 2.4) 
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0 vetor IJ fornece a ordenação crescente das similaridades, i.e., 
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IJ(1) = 2.3 significa que a similaridade entre os "conceitos" 2 

e 3 é a menor de todas. Assim, de acordo com IJ temos o seguin 

te "rank" de similaridades. 

S 	<S<S<S<S<S. 23 	34 	14 	13 	12 	24 ( V.23 ) 

0 MDSCAL inicia com uma configuração arbitrária. Cal 

cula-se as distâncias entre todos os pontos dessa configuração 

e constroe-se o vetor DIST, de modo que DIST(k) é a. distância 

entre os pontos correspondentes aos conceitos de IJ(k). 

Supomos as distâncias calculadas, de modo que 

DIST = (5, 4, 1, 2, 	3) 	, 	 (V.24) 

isto é, d23 = 5, d34 = 4, di4 = 1, di3 = 2, d12 = 6 e d24 = 3. 

Isto decorre do fato de IJ(1) = 2.3, de modo que DIST(1) é 

distancia entre os pontos 2 e 3. Os outros elementos de DIST 

são determinados de modo análogo. 
A 

Podemos agora determinar os números di], e colocá-los 
A 

novetorD.Osvaloresded.podem ser descritos da seguinte ij 

forma: existe uma partição de similaridades em blocos consecuti 

vos 	b 	hi tal que em cada bloco o valor de d. é cons l' 	2' 	 ij 
tante ' d(1<R, <p), e igual ã média dos d ij no bloco. O proble 

ma é encontrar a partição correta, de modo que os Sij e os dij 

sejam monotonicamente relacionados. 

O algoritmo inicia com a partição mais geral, 	de 

n(n- 1)/2 blocos, cada um contendo uma medida de similaridade, 
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ou equivalentemente, cada um contendo um elemento de IJ. Neste 

casoinicialcLij =cLij* A partir daí, prossegue-se acoplando blo 

cos até se obter a partição correta. 

Para descrevermos como se faz esse acoplamento, neces 

sitamos introduzir algumas definições, relacionadas com o fato 

das similaridades estarem em ordem crescente, e com a necessida 

de de se obter uma relação monotonica entre os S.. e os I. 
13 	13 

Um bloco pode ser: 

a) Monotonicamente (mon.) satisfeito ã direita, repre 

sentado por l< 

b) Mon. satisfeito à esquerda, <J 

c) Ativo para cima (ou para a direita), 4,  

d) Ativo para baixo (ou para a esquerda), 

e) Ativo para cima e satisfeito ã direita, +<. 

As outras possíveis combinações podem ser feitas por 

analogia a (e). 

Um bloco é ativo quando ele pode ser acoplado com ou 

tro. Se ele pode ser acoplado com um bloco à direita (para ci-

ma), ele é +. Caso contrário, i.e., quando ele pode ser acopla 

do com um bloco à esquerda (para baixo), ele será +. 

Se b_, b e b+ são três blocos adjacentes em ordem as 

cendente, então: 

a) b ê I < se db  < o+ 

b) b é <I se ab_ < 

No caso do nosso exemplo, a partição inicial fornece 

,1 1 1,11 1 1 1 4 , 	11 1 	I I w. 
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o vetor 

= (5, 4, 1, 2, 6, 3) 	, 	 (V.25) 

porque no inicio, D = DIST. Considerando-se D(2) = b_, D(3) = b 

e D(

• 

4) = b+' 
vemos que 15(3) = b é I‹. Por outro lado, se consi 

derarmos 5(4) = b_, 5(5) = b e B(6) = b+, vemos que 6(5) = b é 

<I. 

0 primeiro bloco de uma partição sempre <I, além de 

poder ser I‹. Ao contrário, o Ultimo bloco é sempre I<, além de 

poder ser <I. No inicio do processo, o primeiro bloco é +. 

Na Figura V.3 apresentamos o "fluxograma" do algoritmo, 

onde usamos as seguintes convençoes: 

---cal■ E Passa a ser (por exemplo, bi passa à ser +) 

G E Acoplamento (p.ex. , bi bi 1, significa que o blo-

eco b. s rá acoplado ao bloco bi +1). 

Vamos usar o "fluxograma" da Figura V.3 para determi 

nar a partição do exemplo dado na Tabela V.1. 

Antes porem, necessitamos introduzirum"contador",que 

nos Informará o número de blocos acoplados. No inicio, tal ve 

tor 
es• 

ICONT = (0, 0, 0, 0, 0, 0) 	, 

e a partição inicial fornece o vetor apresentack) em (V.25), onde 

15(1) = 5 é 4., mas não 4,<; logo, bi = bi (1) b2, i.e., o bloco 1 

será acoplado ao 2. 
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Figura V.3 - "Fluxograma" para determinar o vetor D, cujas 

componentes são monotonicamente relacionadas 

às similaridades. 



5 9 

5 +4 = 	4.5, de modo que agora teremos 
2 

ICONT = (2, 1, 0, ó, O, O) 	, 

(4.5, 1, 2, 6, 3) . 

a _ 
bl 

e 

0 vetor ICONT nos diz que o bloco 1 e o resultadodb aco 

plamento de dois blocos, iniciando no primeiro, i.e., o primei- 

ro e o segundo bloco. 

Agora, 5(1) é 	e <4,, passando a ser 4.; mas não sendo 

4.5+1  +<, resulta que dbl - 	
- 2.75, e 2 

ICONT = ( 3, 1, O, O, O, O) , 

= (2.75, 2, 6, 3) . 

De acordo com a Figura V.3, D(1) é +, e <4,, logo, ele 

mas não é +<, dai 

ICONT = (4, 1, O, O, O, O) 

(2.375, 6, 3) 	. 

Agora, 5(1) é < +>, i.e. monotonicamente satisfeito ã 

esquerda e ã direita. Quando um bloco atinge tal situação, ele 

deixa de ser ativo, e o bloco seguinte (no caso 5(2) = 6) pas 

sa a ser Is. 

5(2) não é 4.<, logo, db2 = 6 ;. 3 - 4.5, e 



ICONT = (4, 1, O, O, 2, 5) , 

(2:375, 4.5) . 

Nesse caso, ICONT diz que os quatro primeiros blocos 

formam um único, e os dois últimos formam outro bloco. 

Com essa partição, temos o resultado final, ou seja, 

(2.375, 2.375, 2.375, 2.375, 4.5, 4.5) . 

Vemos então, que D e SIMIL são monotonicamente rela 

cionados, porque se 

SIMIL(K) < SIMIL(L) , 

então 

$(K) 	D(L) . 

O fluxograma completo do MDSCAL é apresentado na Figu 

ra V.4. 

A normalização da configuração é tal que a origem se 

ja o centróide, cuja i-ésima coordenada é 

C. = 1 — E X.. 1 	n 
j=1 31  

e 

n 
E Xis  n 

i,s=1 is 

60 
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((INICIO 
Cria ou Lê 

Configuração 
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d
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FIM 

 

Nova 
Configuração 
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a 4 	 

Figura V.4 - Fluxograma do algoritmo MDSCAL. 
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Vamos agora considerar a situação na qual duas ou mais 

medidas são iguais. Kruskal N64à] propõe duas abordagens. A 

primeira não impõe nenhum vínculo a dij e ala, quando Sij =Skt. 

Istoé,ormicovIriculowitrecLed é o de monotonicidade, 
ij 

ou seja, se 

S.. < S 13 	k£ ' então 	a.. 

	

13 	KL • 

- 
A segunda abordagem impõe a igualdade dos dij, quando 

ocorre uma igualdade nas similaridades, i.e., se 

S.. < S 	, 	então 	d. < 

	

13 	k£ 	 ij 

e se 

S.. = S 	, 	então 	d. = d. 

	

. 13 	kt 	 ij 	idt, • 

De Leeuw [D77] demonstra que as duas abordagens pro-

postas por Kruskal são corretas. 

V.3.3 - Uma Aplicação do Mêtodo 

0 algoritmo MDSCAL foi usado por Bricker e Pruzansky 

[WP70] para analisar uma matriz de similaridades entre 24 tons 

audíveis. Estes variavam em freqüência (5, 10, 20 e 40 hertz), 

percentagem de modulação (3%, 10% e 25%) e forma de onda (senoi 

dal e quadrada). 

Inicialmente todos os tons eram apresentados aos su 
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jeitos, após o que liam as seguintes instruções: "Os 	tons que 

você acabou de ouvir serão apresentados aos pares durante a ex 

periência. Existe um conjunto de números (0 a 9) na sua folha 

de resposta, para cada par de tons. Após ouvir cada par, marque 

o número no conjunto correspondente, que melhor expressa quão 

diferentes são os tons. Se não houver qu*Nter diferença, i•e•I 

se os tons parecem iguais, marque o número "O". Se a diferença 

entre os tons for pequena, marque "1". Se a diferença for extre 

mamente grande, marque um dos maiores números. Para diferenças 

intermediárias marque os números intermediários. Você terá ape 

nas um breve intervalo de tempo após cada par, de modo que você 

deve marcar o número de acordo com a impressão geral. Lembre-se, 

use os números menores para as pequenas diferenças, e os núme 

ros maiores para grandes diferenças"[SP70]. 

A seguir, os pares eram apresentados conforme o esque 

ma abaixo. 

Tom i 

  

Tom j 
Intervalo para a 4. 

resposta 

 

      

      

6 

Tempo, segundo. 

0 ajuste foi realizado num espaço Euclideano tri-di 

mensional, conforme figuras V.5, V.6 e V.7. 
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DIM 2 

Figura V.5 - Solução do MDSCAL (DIM 2 x DIM 1) para a experien 

cia de Bricker e Pruzansky: círculo significa onda 

senoidal, quadrado, onda quadrada. Os números cor 

respondem ãs frecffiâncias. Figuras "cheias" repre 

sentam 3%, "vazias" menores 10% e as maiores 25%, 

de percentagem de modulação. 
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Figura V.6 - Solução do MDSCAL (DIM 3x DIM 1) para a experiên 

cia de Bricker e Pruzansky: círculo significa onda 

senoidal, quadrado, onda quadrada. Os números cor 

respondem às freqüências. Figuras "cheias" repre 

sentam 3%, "vazias" menores 10% e as maiores 25%. 



DIM 3 

Figura V.7 - Solução do MDSCAL (DIM 3 xDIM 2) para a experiên 

cia de Bricker e Pruzansky: circulo significa onda 

senoidal, quadrado, onda quadrada. Os números cor 

respondem ãs freqüências. Figuras "cheias" repre 

sentam 3%, "vazias" menores 10% e as maiores 25%. 

Nessas figuras, o circulo significa onda senoidal, e 

o quadrado, onda quadrada. Os números correspondem às freqüên 

cias. As figuras "cheias" representam 3% da modulação, as figu 

ras "vazias" menores, 10%, e as maiores 25%. 

A Figura V.5 mostra claramente que a dimensão 1 repre 

senta a freqüência, e a 2 a percentagem de modulação. A forma 

da onda é representada pela dimensão 3, conforme podemos obser 
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var na Figura V.6. 

A apresentação dessa aplicação do MDSCAL não tem o ob 

jetivo de discutir as implicações dos resultadossmas apenas mos 

trar a capacidade do teste (comparação de tons) e do algoritmo 

de restabelecerem as características físicas dOs estímulos. 

V.4 - 0 Método de Guttman e Lingoes. 

V.4.1 - Características Gerais 

O algoritmo SSA-I (Smallest Space Analysis-I) desen-

volvido por Guttman e Lingoes [L73] é muito semelhante ao de 

Kruskal (MDSCAL), apresentado na seção V.3. Tanto Kruskal como 

Guttman e Lingoes partiram do trabalho de Shepard EShe624], e 

independentemente chegaram a resultados semelhantes . A princi 

pal diferença entre os dois algoritmos estã na construção dopas 

so de incrementação ("step-size") e na definição de matriz D 

do SSA-I e do MDSCAL. 
* 

No SSA-I a funçao 0 que caracteriza o "Stress" é mi 

nimizada através da variação simultanea das matrizes D e D*, on 

de D é uma matriz de distância, e D* é a "imagem em rank" de D. 

Essas matrizes coluna são relacionadas através de uma transfor 
* 

maçao T definida na seção seguinte. 

No início do nosso estudo sobre anãlise multidimensional che 

gamos a desenvolver um algoritmo semelhante ao SSA-I, sem 

conhecermos o trabalho de Guttman e Lingoes. 
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No processo de minimização são usados dois algoritmos: 

algoritmo de uma fase,e algoritmo de duas fases. O objetivo fun 

damental do algoritmo de duas fases é determinar a forma final 

da transformação T , enquanto no algoritmo de uma fase modifi 

ca-se a matriz D, de modo a ajustar-se aos dados experimentais. 

Isto é, o algoritmo de duas fases envolve a solução separada de: 

primeiro, um conjunto de distâncias desconhecidas em termos de 

umconjuntodevaloresmcoeconhecido(d..), e, segundo, um 
1] 

conjunto de valores desconhecidos (dl] ) eem termos de um conjun 

to de distâncias fixo e conhecido. No algoritmo de uma fase os 

dois conjuntos são desconhecidos. 

Na seção seguinte descreveremos o formalismo matemáti 

co do SSA-I, usando sempre a função 0 * . Para efeito de programa 

ção em computador, e equivalência com o MDSCAL, Guttmane Lingoes 

usam a função normalizada 0, 

(V.26) 

 

  

É facil mostrar que a função S, do MDSCAL representa 

o seno entre os vetores D e D 

S = sen(D, D) 	, 

enquanto (V.26), implica em 

y 
' = 2 sen 2 

 2,-,  sendo y o ângulo entre D e D * . 

Para tornar os dois algoritmos mais equivalentes, de 



fine-se o coeficiente de alienação K 
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d..e 	2 

( 1 - 	 iiiE ij2. ij ¡si dii 

- 1/2 

   

- (p) 21 1/2 

    

MON 

   

     

     

1/2 
= 	- COS

2 
(D, D*)] 	sen(D, D*) . (V.27)  

A equação (V.27) pode ser demonstrada a partir das 

propriedades de D e D* apresentadas na seção seguinte. 

Na seção V.4.3 apresentaremos alguns resultados que 

mostram o comportamento do algoritmo SSA-I, particularmente com 

relação ao coeficiente K. 

V.4.2 - Formalismo Matemãtico 

0 que se segue sobre o formalismo matemãtico do SSA-I 

foi baseado na referencia [I,R77]. 

Seja a função 0*, que caracteriza o "Stress". 

o* = E (d - d*. 
ij 	1] (V.28) 

onde d.. e a "imagem em ordenação" ("rank image") de d.., satis 13 	 1] 	- 

fazendo ãs seguintes propriedades: 

E 	= E d . 	ij 	ij 
ifi 

(V.29) 

2 E C2 = E d. . . ij . i,] 
(V.30) 



ocupa a posiçráo k em D 
'e 

caso contrãrio 
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< e 7 	se 	S < S ij 	KR, (V.31) 

  

Como já foi dito os vetores D e D* são relacionados 

através da transformaçao T 

através 

tos são 

quejpode ser melhor- especificada 

das matrizes de ordem m = n(n- 1)/2, E e E cujos eleman- 

II 
1, se S. ocupa a posição k em ij 

O, caso contrãrio 

onde, 	= 1, 	n- 1; j = + 	n e 

A matriz transformação serã 

T* = E(E*)' 

• • • 

(V.32) 

onde o sobrescrito representa a operaçao de transposição, e 
~ 

os elementos de T* são tais que 

 

 

1, se Sii e dia ocupam a mesma posi 

t
* 	 ção em S e D, respectivamente. 
(ij)(kft) 

0, caso contrário. 

As "imagens" são obtidas através da relação 

D* = T*D . 

 

  

  

 

(V.33) 

Vejamos um exemplo para esclarecer melhor as defini 

Oes de E, E e T . 
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Consideremos quatro "conceitos", cujas similaridades 

satisfarão a seguinte ordenação 

S 34 < S23 < S12 
< S2 4 < S 13 

< S14 é (V.34) 

Supondo que num certo estãgio do processo iterativo 

as distâncias entre os quatro pontos da configuração satisfaçam 

a ordenação abaixo 

d13 < d23 < d14 < d24 < d12 < d34 ' 
(V.35) 

  

a matriz E, de ordem m = n(n- 1)/2 = 4(4-1)/2 = 	serã 

/O O 1 O O 0 \ 

/ 	O O O O 1 O \ 
E O O O O O 1 

O 1 O O O O 

\ 	O O O 1 O O 

\ 1 O O O O O/ 

porque Si2 é o terceiro elemento na ordenação (V.34), S 13 é o 

quinto, e assim por diante, ate S 34 que é o primeiro da ordena- 

çao. 

De modo anãlogo, determina-se E*. 

/o o o oi o\ 
I 1 O O O O O 

O O 1 O O O 

O 1 O O O O 

V00100 / 

000 0 0 1/ 



logo, 
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O 1000 

00000 

0 0 0 0 1 

0 0 1 0 0 

0 0 0 1 0/ 

1000 O/ 

T * = E(E
-4.  

) 	= 

/ 01 

0 

0 

:

) 

0 

A matriz T*  é uma espécie de "tabela cartesiana", com 

o seguinte formato 

d
12 

d
13 

d
14 d23 d24 d34 

S12 O O 1 O O O 

S13 1 O O O O O 

S14 O O O O O 1 

S23 O 0 0 1 O O 

S24 O O O O 1 O 

S34 0 1 O O O O 

Dessa forma, podemos facilmente ver que 

t*
i,i) (kt) 

= 

1, se S..
13 e  dk2, ocupam a mesma posição nas 

respectivas ordenações (V.34) e (V.35) 

, caso contrário. 

É evidente também, que uma relação monotonica perfei 

ta é obtida quando T*  é a matriz identidade. 



D
* 

e T
*
D e 

do que resulta, 

4,,,,z,;:f 
12 

D* 	d34 

d24 

i 
r; 

-',„,, 

',' 	
,, ,. 

+, 

^-, 	 ...'!, 	 ,., 

r'j.":,'' 	 ,i,, ,,,:,'`' 

- 

A "imagem" de D serã dada por 

Podemos testar essa solução, através de um grãfico do 

"rank" das distâncias_versus o "rank" das similaridades. 	Cada 
(,) 

unidade nos eixos coordenados,corresponde ao ",rank" ocupado pe, 

la respectiva similaridade ou distância. 

: Assim, se tivessemos uma relação monotonica entre as 

distâncias e as similaridades teramos uma curva do tipo y = x. 
' 

!".ç 
0 deeviO. dessa curva é medido através do método da .?imagem em_ 

;".Lt 

ordenação", quer dizer, mede-se o-desvio da monotonicidade. . 
„A 	 Ui. 

No caso do nosso exemplo, teremos 

73 
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di3 d34 

di4 

d2 

d34 

dn 

- -0(3 ,4) 

	

I 	. 

	

- I 	* 	470,2) 

1 

	

1 	i 

	

'I 	1 

3 	Sn Su 2 	1 Shs SIMILARIDADES 

Figura V.8 

Representação gráfica do método de "imagem em ordenação". 

 

As linhas tracejadas são os desvios da reta de monoto 

que devem ser minimizadas. Essa é uma forma intuitiva nicidade 

de estabelecer o método da "imagem". As "imagens" 	determina 

das a partir da Figura V.8 são exatamente iguais àquelas deter 

minadas analiticamente. 

Então, dadas as similaridades 	e determinadas as Sii 

"imagens" dij' o problema resume-se em minimizar a função 0*, ou 

equivalentemente, o coeficiente de alienação K. 

Guttman e Lingoes usam dois algoritmos o processo de 

minimização: algoritmo de uma fase e algoritmo de duas fases. A 

I 	PP PP 	P- 	II{II 	P 	IP 	• I 	pl 	I 	 I 	PP{ 	I 	I, 	1.1 	• 	I 
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seguir descrevemos esses dois algoritmos, e na seção V.4.3 apre 

sentaremos alguns resultados a titulo de ilustração. 

Algoritmo de Uma Fase 

Derivando (V.28) com relação a Xka, obtemos 

âd.. 	âd,..., 

	

2 E (d.. - d* ) --12 	'J - 2[;E,i d.. 
( i,i 	13 	ij 	âXka axka 	 13 

gd* 	ae 	âd. 
. . (1.'. —--1-- d. --2-1 d* --11) 

	

ij âXka 	ij âxka 	
. 

1,3 13 9Xka 

3d.. 
__12 
"Sca 

â(t, 	= 
âx ka 

De acordo com a definição das "imagens", tem-se 

	

gd.. 	 âe. 
d.. 	= E e. 
13 ax 

i,j 	ka 	i,j 13 aXka 

de modo que 

	

âd.. 	 ad4. 	 âd.. 

	

E d.. --I"' 	2 E d . --=1 	2 E d7. --1/ 	(V.36) 

	

13 âXka 	i3 âXka 	13 âXka 

A expressão 

gd.. 
E d.. --12 1] Uka 

é a soma dos produtos das distâncias pelas derivadas das respec 
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tivas "imagens". A observação cuidadosa da Figura V.8 evidencia 

que 

âd.. 
E d.. 	- E d” 	1)  , i,j  1) aXka 	i,j  i) âXka  (V.37) 

** onde d..13  é a distância entre os pontos K e 2,, cuja imagem é d ij . 

Substituindo (V.37) em (V.36), teremos 

90 _ 
âXka 

x 	 adi j j  L 13 2 13 	13 	âXka  (V.38) 

   

onde 

D**  = (T* ) 1 D . 

Definindo 

	

1 ** 	* 

	

d. 	= - (d. +d..) ij 	2 ij 	13 

e usando 

r 	 1/2 

	

d13 . . = 	ia E (X  ia  
a=1 

teremos 

x. -x 	 a 
j 	ij 	13 ' 

,  - 4 	(d 	a.. 	ia 	ja  - 4 E (1 - 	ia 	3 (X 	-X. a ) (V.39) i d  j 	 dij  

Definindo a matriz C, tal que 

¡I I! lo 	I 	o 	 I 	I 
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âik 	. 	. 1 + E 	(1 = 3) 
k 

C.. = 
13 a.. 

- 	(i d.. 1] 

r -1 ^-1 vemos que uri Cj tem as seguintes propriedades importantes pa 

ra o ajuste: 

- é simétrica 

- soma das filas e colunas igual a 1. 

-quantomaispróximoded.for d , mais próximo de 

	

ij 	ij 

zero serão os elementos fora da diagonal, e mais próximos dauni 

dade serão os elementos da diagonal. De modo que quando O* =O, 

[ri-1 C] é a matriz identidade. 

Com essa definição, (V.39) toma a seguinte forma 

	 - 4 E 	.(X 	-X. ) . 9X. 	 ij ia 	ja ia 
(V.40) 

0 mínimo de (p* ocorre quando 

"*  - 0 9X. ia 

ou seja 

E C..X. 	= E C..X. 	. 2.3 ja 

Mas 

E 	= n , ij 



logo 

1 	- X. 	= - E C..X. 	. ia 	n . 13 ja 

Agora, podemos variar as coordenadas de acordo com a 

relação 

(s +1) 	1 	- 	(s) 	(s) xia 	- E C.. 	X. 
n 	13 	ia (v.41) 

De (V.40), temos 

^ 	(5) 	(5) m(, 	(s) = 4 E C. 	X, ["*1 ia 	 ij 	ia 	- 4 E C. ij( 
)x. (3) 

ja 	' 

(s + 1) [1(1)."1(s) - 4 X (s) 3 . 	n ia 	- 4nXia Xia 

e finalmente, temos uma relação equivalente a (V.41) para o in 

cremento das coordenadas 

(s) (s +1) 	(s) 	r  ag)  x. 	= x. ia 	 4nLa . (V.42) 

Algoritmo de Duas Fases 

A primeira fase do algoritmo consiste em minimizar a 

função 

Q* = 	E 
(d.._ cs..)2 

i,j 13 	13 (V.43) 

I 	■ 1 	l ■ 	 I 	 I, 	1, 	 ,11= 	.1 1 	11 
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são números dados, segundo critérios abaixo estabeleci 

dos. 

Então, dada a matriz A, cujos elementos são os núme 

ros 8 ii , o problema é minimizar Q * , ou seja encontrar a matriz 

D que minimiza Q * . Após essa operação, entra-se na segunda fase, 

onde obtemos 

+ 1) = T* D (s) 

Com esse novo valor de A, entra-se novamente na pri-

meira fase, determinando-se a nova matriz D. Dessa forma, sain 

do de uma fase e entrando na outra, o algoritmo prossegue até a 

convergência. 

Em princípio, a matriz inicial D
(0) pode ser arbitra 

riamente escolhida, porém, segundo Lingoes e Roskam ILR771, uma 

boa matriz D (0) pode ser formada com os auto-vetores de 

onde 

( 0) 
Ci i 

+ E p. /m; (i = k  ik 

- 	; (i g j) 

onde m = n(n- 1)/2, e p ij  é a posição ocupada pela similaridade 

S ij . Assim, se S ij 
ocupa, por exemplo, a quinta posição no"rank" 

das similaridades, então p ij  = 5. 

O algoritmo de duas fases usa dois índices de itera 

ção, s e t. A primeira fase ocorre "dentro" de cada s, onde o t 

varia de O a tmax 

Em outras palavras, a primeira fase consiste do proce 

  

  

   

   

dimento iterativo 
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(t +1) 	1 	* (s t) 	(t) X. 	 — E c.. 	' 	. ia 	n . 11 
Xja (V.44) 

onde t = O, 	tmax , e 

 

* (s - 1) 
dik ( i =J ) 

* (s t) c.. 	' 
1 3 

 

(t) dik 

   

 

 

  

Resultados experimentais têm mostrado que o valor de t
max pode 

ficar em torno de cinco, i.e., t
110X 

= 5. 

No inicio de cada iteração s, calcula-se amatriz "ima 

gem" da matriz distância da iteração s..1, ou seja, calcula-se 

D*(s) = A (s) = 	 (V.45) 

Conhecendo-se a matriz D *(s) , inicia-se a primeira fa 

se da iteração s, ou seja varia-se Xia de acordo com (V.44),ate 

atingir-se o mínimo de Q*. Quando isso ocorrer, usaremos nova-

mente (V.45), e assim por diante. 

Antes da convergência, Q*(s)*(s) , pois 

Q*(s) = E 	[d. . (s) -d* (s - 1)] 2 

13 
i,j - 

O*(s) = E 	[d..(s) - 	(s)]
2 

L ij 	13 
i,j 

I 	pi 	I 	 II 	■ I 

e 
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0 algoritmo de duas fases sõ termina quando Q* = 0*, 

ou seja, quando a matriz D na iteração s ajusta-se simultanea 

mente ã matriz D* da iteração s 1 e da iteração s. Nesse momen 

to, passa-se para o algoritmo de uma fase, onde a função 0* é 

minimizada, variando-se simultaneamente D e D*. 

Salienta-se que no algoritmo de duas fases, minimiza-

-se Q*, variando-se apenas D na direção de D*. Ao contrãrio, o 

algoritmo de uma fase varia D e D* simultaneamente, para minimi 

zar 0 * 

Desse modo, a dupla fase funciona como um pré-ajuste, 

enquanto a fase única é o "ajuste fino" do processo total. 

V.4.3 - Comportamento do Algoritmo: Exemplo Numérico 

Para ilustrar o comportamento do algoritmo de duas fa 

ses, vejamos um exemplo apresentado por Lingoes e Roskam ILR771. 

Dez pontos foram distribuidos aleatoriamente num espa 

ço de cinco dimensões. A matriz "input", Tabela V.2, foi forma 

da a partir da ordenação crescente das distâncias. Assim, na Ta 

bela V.2 o elemento (10, 7) é 1, porque a distância d 10, 7 ocu 

pa a primeira posição na ordenação ("rank"),i.e., dio, 7 é a me 

nor distância. 

0 algoritmo foi usado para fazer um ajuste em duas di 

mensões com a configuração inicial da Tabela V.3, obtida pelo 

método de Guttman e Lingoes (seção V.4.2). 



Tabela V.2 - Matriz de "similaridades". 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 

2 16 

3 4 3 

4 23 40 28 

5 8 5 6 20 

6 10 32 14 2 7 

7 26 18 21 36 17 22 

8 24 31 29 44 33 35 9 

9 39 45 41 30 34 27 42 38 

10 15 12 19 37 11 25 1 13 43 

Tabela V.3 - Configuração inicial. 

DIM 1 DiM 2 

r-I  
N

 r
)
 •e

r
 L

f
l
 kC,  

N
  C

O
  

cn 

-0.1472 0.0657 
-0.2387 -0.0902 

-0.1719 0.0441 
0.0528 0.9185 

-0.1177 0.0872 
-0.0246 0.2738 
-0.2076 -0.2163 

-0.2047 -0.7011 
1.2731 -0.2056 

-0.2136 -0.1761 

82 
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Usou-se tmax 
= 5 no algoritmo de duas fases, mas quan 

do a variação de Q* ê muito lenta, a primeira fase é encerrada 

em t = 1 ou 2, passando-se ã segunda fase. 

Na Tabela V.4 temos a "histOriandb processo iterativo 

da dupla fase. 

Tabela V.4 - "HistOrie do processo iterativo na dupla fase. 

s t K Q* 

O
 e-4

 C•4 	
n

r  
lt) 	

r-I  C
•4 	

r-f 	
Ce1

 nt' 	
O

  

.30319 
9.4142 

5.8414 

5.0865 
4.3462 

4.2554 

4.2304 

.15593 
2.4464 

1.8117 
1.7060 

• 1.6779 
1.6602 

1.6570 

.11405 
1.3050 

1.1764 
1.1183 
1.1070 

1.1012 

1.0991 

.10491 
1.1037 

Continua 



Tabela V.4 - Continuação. 

s t K 4* 

5 

r-I  C
•4 	

O
 r
i  

(N
i 	

("Ni 	
C

:I
 1-1  

(N
I 	

O
 	

r-I 	
r
-I 	

C
/
 r-I 	

0
 r-I 

.10195 

6 1.0421 

1.0353 

1.0334 

6 .10269 

1.0574 

. 1.0528 

. 1.0521 

.10305 

1.0647 

. 1.0612 

1.0609 

8 .10311 

1.0660 

. 1.0628 

1.0627 

9 .10323 

10 1.0684 

1.0653 

10 .10332 

11 1.0703 

1.0673 

11 .10340 

12 1.0703 

1.0690 

12 .10347 

13 1.0734 

1.0704 

13 .10351 

14 1.0744 

1.0715 

14 .10356 

84 



85 

A partir de s = 14 os valores de K e O *  oscilam em 

torno de .10356 e 1.0715, respectivamente. 

Observa- se que o menor valor de X é obtido em s = 5, 

K = .10195. O programa volta para s = 5, considera X (s =5) como 

configurarão inicial, C inicia Q algoritmo de uma fase, 	cuja 

"história" é apresentada na Tabela V.S. 

Tabela V.5 - "História" do processo iterativo na fase única. 

s K 0*  

5 .10195 1.0421 

6 .09824 .9675 

7 .09651 .9336 

8 .09627 .9289 

9 .09607 .9251 

10 .10110 1.0248 

. . . 

16 .09314 .8694 

A partir de s = 16 os valores de K e 0 *  apresentam 

uma pequena oscilação em torno de .09314 e .8694, respectivamen-

te. 

A configuração final é apresentada na Tabela V.6. 



Tabela V.6 - Configuração final do exemplo numérico. 

i
 r
-
i
 C

M
 en

  
n

r
  

1
-r)  

1/40
 r--
 C

O
  

C
T1/4  

C
>

  
e-1  

K = .09314 

D- I D-11 
, 

-0.0629 0.6190 

-0.9336 0.5053 

-0.3561 0.4862 

1.1672 0.5218 

0.0416 0.2621 

0.6210 0.3338 

-0.6879 -0.4764 
-0.6227 -1.0496 
1.5359 -0.8798 

-0.7025 -0.3225 

Vale salientar que o exemplo apresentado refere-se a 
uma configuração num espaço de cinco dimensões, cujo ajuste foi 

feito em duas dimensões, razão pela qual se obteve um alto va 

lor para o coeficiente de alienação (K = .09314) considerando- 

-se que os pontos realmente pertenciam a uma configur 

cial. Nesses casos, os valores de K costumam ser da 

10 -3 . 

ação espa 

ordem de 

Nos casos em que as medidas de similaridade 

tam algum nivel de erro, os valores de K podem ser da 

10-1 . No Capitulo VII discutiremos essa questão do 

apresen-

ordem de 

nivel de 

erro, mas podemos adiantar que uma das principais fontes de er 

ro é. a violação da desigualdade triangular. 

Na Tabela V.7 apresentamos os valores de K e o número 

de iterações para os ajustes dos nossos testes de associação de 
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)1+ 	 w 
	

I H4-11 	t 	■ H1 



conceito, 

Na coluna teste, a letra A refere-se ao TANC, e a B 

ao TAEC; o número refere-se ã oportunidade de aplicação, enquan 

to E significa grupo experimental e C, grupo controle. 

Por exemplo/ AlE si9nifica: TANC apresentado ng pri 

meira oportunidade (antes da instrnão ao srupo experimental. 

Tabela V.7 - Valores de K e números de iterações para os diver 

sos testes de associação de conceitos. 

TESTE K ITERAÇõES 

AlE .1076 74 

AlC(*) 
. 

A2E .0412 67 

A2C(*) 

BlE .0033 100 

B1C .0613 42 

B2E .0013 38 

B2C .0313 75 

(*) Testes que não proporcionaram um ajuste com significância es 

tatistica ao nivel de .01. 

V.5 - 0 Kétodo de Carrol e Chang 

87 

V.5.1 - Caracteristicas Gerais 

0 método de Carrol e Chang, denominado INDSCAL (Indi-

vidual Differences SCALing), trata das diferenças individuais. 



88 

O problema e encontrar uma configuração num espaço Eu 

clideano ponderado, r-dimensional, de modo que as distâncias, 

dadas pela relação 

2 	r  dijk = E Wia(Xja -Xka )
2 

 a=1 
(V.46) 

melhor se ajustem às medidas de similaridade. 

Na equação (V.46), wia  representa a importância que 

sujeito i atribui ã dimensão (ou fator) a, quando estima a simi 

laridade entre dois conceitos. Por causa da existencia dos pe 

sos Wia , e que o espaço e dito ponderado. 

Xja  e a coordenada do conceito j na dimensão a, e o 

espaço dos Xja  e denominado espaço dos conceitos, enquanto o 

dosWi . a  o espaço dos sujeitos. 

Além desses dois espaços, temos um "espaço privado" 

para cada sujeito, representado pelas coordenadas Y.ja , 
i 

me relação abaixo 

confor 

y 	w1/2 
ija 	ia • (V.47) 

Yija  é a coordenada do objeto j, na dimensão a, atribuída pelo 

sujeitoi—Assim,cadasujeitoiatribuitna morderiada y
.ja

, e  
i 

teremos portanto, m espaços individuais, os quais representam 

as estruturas cognitivas dos sujeitos. 

Substituindo (V.47) em (V.46), teremos 

2 	
= E(Y. . 	) 2 dijk. 	

ija 	ika a= 	
. -Y

1  
(V.48) 
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. 	N 
Assim, no caso de uma investigaçao sobre a estrutura 

cognitiva, trata-se de analisar as diferenças que existem en-

tre os indivíduos para a formação dessa estrutura cognitiva. Is 

to é, o método tem como objetivo investigar como cada indivIduo 

organiza os conceitos na sua estrutura cognitiva. 

Além de fornecer uma configuração ou "mapeamento coH 

nitivon para cada sujeito, o INDSCAL tambem fornece uma configu 

ração representativa do grupo pesquisado, semelhante aos resul 

tados dos métodos anteriores. 

0 algoritmo, elaborado por Carrol e Chang [CC70b], g 

do tipo métrico, porque transforma as similaridades em produtoE 

escalares, e através de ajuste pelo método dos minimos quadra-

dos determina as coordenadas da configuração. 

Pelo fato de ser um algoritmo métrico, o INDSCAL exi 

ge que as similaridades satisfaçam a desigualdade triangular 

(V.1). Essa exigência é atendida através da estimativa de uma 

constante aditiva, como na equação (V.6). As similaridades dão 

origem a produtos escalares através da equação (V.15). 

0 que se segue sobre o formalismo matemãticocb nmscAL 

é baseado na referencia [IDC70b]. 

V.5.2 - Formalismo Matemãtico. 

Sejam m sujeitos atribuindo medidas de similaridade 

entre n conceitos (ou quaisquer estímulos psicolOgicos). 

Sijk 
é a medida de similaridade entre os conceitos 

e k, fornecida pelo sujeito i. 
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A rela7ão (V.48) segue a métrica Euclideana usual (nÃO 

ponderada), de modo que o espaço privado  do sujeito i é um espa 

c0 Euclideano. 

OalgoritmonuméricocalculaosX.eW , apOs o que 
ia 

podemos determinar os espaços privados que nos interessarem. 

Já vimos que as similaridades dão origem a produtos 

escalares, de forma análoga ã relação (V.15). 

Por outro lado( temos que 

b. 	E Y. 	Y 	= X W1/2 X. W3.12V ijk 	ija ika 	ia ja ia Aka ' a 	 a 

e ou seja, 

bijk = E W. X. X ia 	ka 
ael 

(V.49) 

Podemos considerar que Xja e Xka pertençam a configu-

raçoes diferentes, escrevendo 

(E) 	(D) = E w. x. X bijk 	ia ja ka • a=1 
(V.50) 

0 algoritmo consiste em atribuir valores a duas variá 

veis, e pelo método dos mínimos quadrados determinar a tercei 

ra, de modo que os bijk se ajustem aos valores bijk, obtidos a 

partir das medidas experimentais, conforme a relação (V.15). 

Inicialmente atribui-se valores arbitrãrios a X(E) e 

X (D) e define-se uma espécie de produto direto (ou de Kronecker) 

dessas duas matrizes nxr, de forma que o resultado é uma ma-

triz n2 
x r. 

1 	 1,11, 	 I 	 I, 	II 
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E E 	E 	D D 	D 
Sejam Xl. X2. .... Xr e Xif X2r ..., Xr os vetores co 

luna n x 1) dag matrizes XE e XD, respectivamente. 

Isto é, 

 

741\ 
Xi 

 

xE 2i 	e 	Xi = 

  

nil 

Define-se a matriz 

G = XE G X D 

 

vetores coluna são G l' G2' ..., Gr , onde cujos 

  

E 	D Gi = xi O x. . 

Ou seja, cada coluna de G é o produto direto usual das 

correspondentes colunas de XE e XD. 

0 "produto diretonque resulta em G foi representado pe 

lo simbolo "W para distinguir do produto de Kronecker usual, 

cujo simbolo é "O" . 

Utilizando-se agora as estimativas dos bijk, teremos 

B* = W(G) 	. 	 (V.51) 

A solução de (V.51) segundo um critério de mínimos 

quadrados serã 
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= B*G[(G) GO-1 • 	 (V.52) 

A seguir, define-se o "produto direto" de W e X E , 	e 

determina-se RD. 
. 	 2 

0 algoritmo prossegue conforme o esquema W E1 X 

= Cl =-7.) i'!D14; C! ;(p 	G" =5 X"E"--*X- 2 	= 	t°411 até ã conver 

gé'ncia, quando teremos XE XD. 

V.5.3 - Algumas Aplicações. 

0 que se segue são extratos de alguns relatos de apli 

çações do INDSCAL. 

a. Similaridades entre 24 tons audiveis 

Carro]. e Chang retomaram 

cker e Pruzansky [BP70] e aplicaram 

0 arranjo experimental já 

de modo que passaremos a apresentar 

Como podemos observar nas 

os dados coletados por Bri 

o INDSCAL. 

foi descrito na seção V.3.3, 

os resultados. 

figuras V.9, V.10 e V.11 o 

espaço dos conceitos determinado pelo INDSCAL aproxima-se bas-

tante da solução do MDSCAL, apresentada na seção V.3.3. 

A dimensão 1 foi interpretada como o eixo das freqüen 

cias, a dimensão 2 como o das percentagens de modulação, e a di 

mensão 3 como o da forma da onda. 



DIM e 

Figura V.9 - Circulo refere-se a onda senoidal, quadrado a onda 

quadrada. Os números referem-se às freqüências. Fi 

guras menores representam modulação a 3%, fi 

guras intermediárias modulação a 10%, e as figuras 

maiores 25%. 
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0 espaço dos sujeitos, apresentado nas figuras V.12, 

V.13 e V.14, mostra que de um modo geral os sujeitos atribuiram 

pesos iguais às três dimensões. Isto é, quando julgaram 011 

   

4ribuiram a similaridade entre dois tons, levaram em con- 

ta os três fatores, 

com o exame cliinico, 

audição normal. 

com igual importância. Isso está de acordo 

no qual toàos os sujeitoé ápi'égèRtãràfi 

004 2  
4 

10 

23 W 
7 

17 13
9 

6 15 	51219 16 

D1141 

Figura V.12 - Espaço dos sujeitos. 

pim = Freqüências 
DIM 2 = Percentagens de modulação 



D1M3 

Figura V.13 ■ Espaço dos sujeitos 
DIM 1 = Freqüências 

DIM 3 = Forma da onda 

011413 

Figura V.14 - Espaço dos sujeitos. 
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Jp. Percepção das cores 

Carrol e Wish [CW74] analisaram dados coletados por 

Helm em 1964, sobre percepçâo das cores. 

Eles não descrevem o arranjo experimental elaborado 

por Helm, de modo que apresentaremos apenas os resultados e dis 

cussoes apresentados por Carrol e Wish [CW74]. 

Encontrou-se uma configuração bi-dimensional, confor 

me a Figura V.15. 

DIM 2 

G 
DY(2) 

97 

GY(1) PB 

DIM 1 

' Y 
P(1) 

P(2) 

RP 
R 

Figura V.15 - Aplicação do INDSCAL aos dados de Helm, sobre per 

cepção de cores. DIM 1 representa o eixo amarelo-

-azul, e a DIM 2, o eixo verde-vermelho. 

É interessante notar que a configuração apresentadana 

Figura V.15 ajusta-se perfeitamente ao diagrama de Munsell, en-

contrado em qualquer livro sobre a teoria das cores. 

Outro resultado bastante interessante refere-se ã de 
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ficiência visual de alguns sujeitos da amostragem. Exames clini 

cos usuais mostraram que quatro sujeitos do grupo, apresentavam 

defeitos visuais na faixa verde-vermelho ("defiçient ln red-green 
color vision"). 

A Figura V.16, que apresenta o espaço dos sujeitos(*), 
mostra claramente a existência desses sujeitos com deficiência 

visual sujeitos CD1, CD2, CD3 e CD4). Esses sujeitos deram uma 

importância muito maior à dimensão 1, quando atribuiram valores 

de similaridade entre cores. 

DIM 2 
N 10b 

N10a 
N9 

N8 
N7NG 
N5 N4 

N3 
N2 
NI 

CD4a,b 
CD3 

CD2 
UM 

D1M 1 

Figura V.16 - Espaço dos sujeitos. Aplicação do INDSCAL aos da 

dos de Helm sobre percepção das cores. 

A deficiência visual dos sujeitos CD1, 	3 e 4 é bem 

caracterizada, quando se determina seus espaços privados. 

Um sujeito normal tende a apresentar um espaço priva 

(*) Os sujeitos CD4 e N10 foram submetidos ao teste duas vezes. 

iM[ I 	 I I, 	1 	 ■ 
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do ap roximadamente igual ao espaço dos conceitos (Figura V.15), 

   

enquanto um deficiente tende a "achatar" a Figura V.15 na dimen 

são que corresponde ã sua deficiência. 

Isso pode ser observado nas figuras a seguir. 

DIM 2 
G 

GY(2) 

GY(1) PB 

DIM 1 

RP 

Figura V.17 - Espaço privado do sujeito N10a. 

DIM 2 
G 

GY(2) 

GY(1) PB 

DIM 1 

P(1) 
Y 

P(2) 

RP 

Figura V.18 - Espaço privado do sujeito N7. 



1 00 

Figura V.19 - Espaço privado do sujeito CD4a. 

DIN 2 

G 
• 	GY(2) • 

GYO) 

GIM] 
P(1) 

P(2) 
RP 

R 

Figura V.20 - Espaço privado do sujeito CD1. 

c. Similaridade entre nações 

Carrol e Wish [CW75] analisaram dados coletados por 

Wish sobre as similaridades entre 12 paises. 0 teste usado por 

Wish era muito semelhante ao TANC descrito no Capitulo III. To 

dos os pares de países eranapresentados, seguidos de uma escala 

de zero a dez. Se os paises eram muito semelhantes (para o su 
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jeito que julgava) marcava-se um número alto, prOximo de dez, 

ou mesmo o dez. Caso contrãrio, i.e., se os palses eram bastan 

te diferentes, marcava-se um número prOximo de zero ou mesmo o 

zero. 

Além desse teste, os sujeitos foram solicitados a in 

dicar sua posição com relação ã guerra do Vietnã. A partir da po 

  

sição assumida, os Ss eram classificados como "Pombos" ("110otme), 

"Falcões" ( Hawks") e "Moderados" ("Moderates"). 

Os dados permitiram o ajuste de uma configuração tri-

-dimensional, com dimensões representando "alinhamento politico 

e ideologia" (essencialmente "comunista" versus"não-comunista"), 

"desenvolvimento econômico" e "geografia e cultura" (essencial 

mente "leste" versus "oeste"). 

As figuras V.21 e V.22 apresentam as projeções nos 

planos 1 2 e 1-3, respectivamente. 

Na Figura V.23 vemos que os 'Falcões" colocam maior 

ânfase no alinhamento politico das nações, do que no desenvolvi 

mento econômico. Isto e, quando um "Falcão" julga a similarida- 

de entre duas naçõeS, ele darã um valor tanto maior quantonais 

alinhadas politicamente, elas forem. 0 fato de &Libas serem de 

senvolvidas ou não, tem pouca importância no julgamento. 



ECONOMICAMENTE 
DESENVOLVIDO 

• 
RÚSSIA 

• 
YUGOSLtiVIA 

COMUNISTA  

• DIM 2 

• 
USA 

• 
• JAPÃO 

• 
FRANÇA 	ISRAEL 

NÃO-COMUNISTA 

• 
CHINA 

• 
CUBA • 

EGITO 
• 

INDIA 

• CONGO 

DIM 1 

• 
BRASIL 

SUBDESENVOLVIDO 

Figura V.21 - Aplicação do INDSCAL ao teste de simi 

'aridade entre nações. DIM 1 x DIM 2 

FCW75-1 . 
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OESTE 

DIM 3 • 

• 
BRASIL 

*- 
CUBA 

• 
FRANÇA 

• 
USA 

COMUNISTA 

RÚSSIA. • 
YUGOSLAVIA 

CONGO 	NÀO-COMUNISTA 
DIM 1 

• 
ISRAEL 

• 
CHINA 

• 
EGITO 

LESTE 

• . 
JAPAO 

• 
INDIA 

Figura V.22 - Aplicação do INDSCAL ao teste de simi 

laridade entre nações. DIM 1 x DIM 3 

ECW75-1. 
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ALINHAMENTO POLÍTICO 

Figura V.23 - Espaço dos sujeitos para a aplicação 

do INDSCAL ã experiencia de Wish ICW751. 

No caso da Russia e Estados Unidos, um "Falcão" forne 

cerá um valor baixo para a similaridade, enquanto um "Pombo"pro 

cederá de forma contrária. 

Para um "Falcão", Russia e U.S.A. são muito diferen-

tes, porque uma "è comunista e o outro capitalista. 

Para um "Pombo" essas duas naçOes são muito semelhan 

tes, porque ambas são economicamente desenvolvidas. 

Como acabamos de ver, a anãlise multidimensional, par 

ticularmente o modelo INDSCAL, pode simultaneamente fornecer in 

formações sobre os estímulos psicolOgicos (tons, cores, nações 
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ou conceitos físicos) e sobre os sujeitos, cujos 	julgamentos 

constituem os dados da análise. 



VI - ANALISE DE AGRUPAMENTOS HIERARQUICOS* 

No capítulo II apresentamos alguns testes de associa 

ção que fornecem medidas de similaridade entre um dado conjunto 

de conceitos. 0 problema é descobrir a estrutura,se houver, ine 

rente ao conjunto de medidas de similaridade. 

No capítulo V apresentamos a AMD, uma técnica capaz 

de estabelecer tal estrutura, restrita a um espaço métrico, par 

ticularmente o espaço Euclideano. 

Veremos agora uma técnica alternativa, que não impõe 

tal restrição ao conjunto de dados. Isto é, enquanto a AMD su-

p8e que os conceitos sejam representados por pontos num espaço 

Euclideano, a análise de agrupamentos hierárquicos (AAH) supõe 

apenas a existencia de uma estrutura com uma métrica particular, 

não necessariamente num espaço físico, concreto. 

VI.1 - A Métrica da AAH  

A Figura VI.1 mostra um resultado típico de uma AAH. 

Baseado na referência Po67] 
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.31 

.23 

.07 

                

                

                

                

                

.04 

.00 

                

                

          

3 

   

1 2 

 

              

Figura VI.1 - Resultado de uma AAH para 6 "conceitos". 

Vejamos algumas características desse resultado. No 

primeiro nível de agrupamento .00, cada conceito é um aglomera-

do, de modo que com "seis conceitos", teremos seis aglomerados. 

A seguir vem o nível .04, com cinco aglomerados; o conjunto {3, 5} 

é um aglomerado, e os outros quatro "conceitos" são eles pré- 

prios os aglomerados. No nível .07 temos quatro aglomerados 

{3, 5, 6}, {1}, {4} e {2}. No nível .23 temos {3, 5, 6, 1} 	e 

{4, 2}, e finalmente no nível .31 temos apenas um aglomerado 

{3, 5, 6, 1, 4, 2}. Podemos interpretar esses níveis como dis-

tãncias entre os aglomerados, satisfazendo uma determinada mé-

trica, ou equivalentemente, como "interações" entre os aglomera 

dos. Nesse sentido, no nível .00 teremos as "interações" 	mais 

"fortes". As "interações" vão se tornando mais "fracas" ã medi-

da que o nível de agrupamento vai aumentando. Para efeito de a-

nálise, consideraremos o nível .00 apenas como referência, de 
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a "interação" mais "forte" 	entre os "conceitos" 3 e modo que 

5, ao nivel .04. 

No nivel .00 sempre temos tantos aglomerados quantos 

forem os conceitos. 0 número de aglomerados vai diminuindo ate 

o valor unitário. 

Se num dado agrupamento hierárquico (AH) a formação 

de aglomerados for tal que cada conceito se agrega a um aglome-

rado já formado, teremos um AH do tipo "linear". 0 exemplo da 

Figura VI.1 é "não linear", pois os conceitos 2 e 4 formam um 

grupo isolado no nivel .23. 

Vejamos agora como esse esquema de agrupamento hierár 

quico fornece um tipo particular de distâncias entre os "concei 

tos", i.e. uma métrica. 

Sejam n "conceitos" e uma seqüência de m+1 agrupamen- 

tos C C C 	.. cm
. A cada agrupamento c, está associado 

' 	o' 	l' 	2 • 	' 

um nivela.c éonúmero de aglomerados no nivela. (a o =Oe j 
co =n). 

Supondo que seja conhecido o resultado da Figura VI.1, 

o problema é determinar a métrica da estrutura, ou seja, as dis 

tãncias entre todos os "pontos", ou "conceitos". 

Dados dois "conceitos" x e y, sabemos que em cm (agru 

pamento de "interações" mais fracas) x e y estão no mesmo grupo. 

Seja j o menor inteiro do conjunto CO, 1, ..., ni], tal que no a 

grupamentoc xeyestejam no mesmo grupo. 
j' 

Podemos definir a distãncia entre x e y, d(x, y), co- 

MO: 

d(x, y) = a. (VI.1 ) 
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Na Figura VI.1 temos d(3, 5) = .04, 	d(1, 4) = .31, 

d(1, 6) = .23, d(5, 5) = .00, e assim por diante. A matriz dis 

tância para os seis "conceitos" da FiguraVI.1 é dada na Tabela 

VI.1. 

Tabela VI.1 - Matriz distância correspondente à Figura VI.1 

1 2 3 4 5 

O .31 .23 .31 .23 .23 

2 .31 O .31 .23 .31 .31 

3 .23 .31 O .31 .04 .07 

4 .31 .23 .31 O .31 .31 

.23 .31 .04 .31 O .07 

.23 .31 .07 .31 .07 O 

Da definição (VI.1) resulta que 

d(x, x) = ao = O 

d(x, y) = aj 	O 	se x g y 

d(x, y) = d(y, x) 

  

Para mostrar que d é uma boa métrica,falta apenas mos 

desigualdade triangular. Sejam x, y e z três "conceitos" trar a 

quaisquer, e sejam 

d(x, y) = a., 

d(y, z) = ak. 

1,11! I 	i 	I 	11 h 	1 	1 	I 	I 
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Então, x e y estão no mesmo aglomerado em c.eyez 

estão no mesmo aglomerado em ck. Como os agrupamentos são hie-

rárquicos, o grupo que corresponde ao maior dentre j e k, inclui 

o outro. Seja R. este inteiro, i.e, maxD,k]. Então, em ct, 

x, y e z estão todos no mesmo grupo. Da definição de d, podemos 

escrever 

d(x, z) 	a2, 

e 

a = max [a . , a ] 3 	k 

finalmente, 

d(x, z) < maxEd(x, y), d(y, z)] 	. 	 (VI.2) 

Por outro lado, 

max[d(x, y), d(y, z)] 	d(x, y) +d(y, z) 	; 

ent'ão 
• 

d(x, y) 	d(x, y) +d(y, z) . 	 (VI.3) 

A relação m.2) 	a desigualdade ultramétrica, que é 

muito mais "forte" que a desigualdade triangular (511.3). Então, 

mostramos que dada uma seqüência de agrupamentos podemos obter 
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a métrica da estrutura. Façamos agora o contrário. Dada uma ma-

triz distãncia, tal como na TabelaVI.1, representando alguma mé 

trica d que satisfaz a relação (V1.2), devemos determinar uma se 

qüência de agrupamentos tal como na Figura VI.1. No nível .00 

nós temos o agrupamento de referência, com seis grupos . Ca-

da "conceito" é um grupo . O menor elemento da matriz distân 

cia é .04, a distância entre os "conceitos" 3 e 5. Então, no ni 

vel .04 temos cinco aglomerados,{3, 5}, {1}, {2}, {4}, {6}. Ago 

ra, note na'Tabela V1.1 que 3 e 5 estão exatamente à mesma dis-

tância de todos os outros "conceitos". Isto é, se x representa 

qualquer dos "conceitos" 1, 2, 4 ou 6, então 

d(3, x) = d(5, x) , 	para todo x. 

O aglomerado { 3, 5} passa a ser um novo "conceito", e 

a distância de qualquer "conceito" x ao grupo {3, 5} serâ 

d({3, 5}, x) = d(3, x) = d(5, x) 	• 

Dessa forma, podemos construir nova matriz, tal como 

na Tabela V1.2. 

Podemos agora determinar o novo agrupamento, no nível 

.07 (menor elemento da matriz), com os 	grupos 	0,5,61, {1}, 

{2}, {4}. Prosseguindo assim, chegaremos ao último agrupamento, 

onde todos os "conceitos" formam um único aglomerado ,tal como na 

Figura VI.1. 



Tabela VI.2 

Matriz 5x5 após o primeiro agrupamento. 

1 2 {3,5} 4 6 

1 O .31 .23 .31 .23 

2 .31 O .31 .23 .31 

{3,5} .23 .31 O .31 .07 

4 .31 .23 .31 O .31 

6 .23 .31 .07 .31 O 

Evidentemente o algoritmo desenvolvido até aqui trata 

de um caso particular, no qual as distâncias satisfazem a desi-

gualdade ultramétrica (relação (VI.2)). Ou seja, dados dois "con 

ceitos"xeyagrupadosnonívela 	 rela 
3 

ção (VI.2)nos diz que d(x, z) = d(y, z), porque se 	d(x, z) 

d(y, z), uma deve ser maior do que a outra, digamos 

d(x, z) > d(y, z) 	. 	 (VI.4) 

Por outro lado, conforme a desigualdade (VI.2) 

d(x, z) 4 max[d(x, y), d(y, z)] 

max[ai, d(y, z)] 

Mas, devido a relação (VI.4) 

d(x, z) 	ai ; 
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Sendo a. o menor elemento da matriz distância, resulta 

d(x, z) = a 

Levando esse resultado a (VI.4), teremos 

d(y, z) < 	. 	, a3 

oqueelimacontradição,vistoque.éa menor distância, por a3 

	

definição. Assim, a distãncia entre um grupo 	fx, y} e um 

"conceito" z é dada por 

d(N, y}, z) = d(x, z) = d(y, z 	 (VI.5) 

Em geral, as medidas de similaridade não satisfazem a 

relação (VI.2),e (VI.5)deve ser escrita como 

d({x, y}, z) = f(d(x, z), d(y, z)) • 	( VI.6 ) 

Uma função muito boa, quando se deseja um algoritmo 

não metrico, i.e.,que preserva a ordem, é a função "mínimo". As 

sim, (V1.6) fica 

d({x, Y}, z) = min[d(x, z), d(y, z)] . 	(VI.7) 

Então, dada uma matriz de similaridades, podemos cons 

truir uma seqüência de agrupamentos hierárquicos, de acordo com 

1,1 	I 	11!11 i 	 111 	 i 	I 
	

I 
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o algorítmo abaixo: 

1 - 0 agrupamento co, no nível .00 é o agrupamento de referen 

cia. 

2 - Suponha que estamos no agrupamento c j-1' com a matriz dis 

tância incluindo todos os aglomerados ou "conceitos", análo-

go à Tabela W.2. Seja ai o menor elemento dessa matriz. Agru 

pe o par de "conceitos" e,ou aglaterados com distância ai pa 

ra criar c no nível a,. 
ji 

3 - Determine uma nova matriz distância para c 	da seguinte 
j' 

forma: se x e y estão agrupados em c e não em c
j-1 (i.e., 

ji 
d(x, y) = a ) defina a distância do aglomerado{x, y} a qual 

quer "conceito" ou aglomerado z, pela equação N7.7). Se x e 

y são "conceitos" e,ou aglomerados em c
j-1' não agrupados em 

c., d(x, y) permanece com o mesmo valor. 
7 

4 - Repita os passos 2 e 3 até atingir o agrupamento com um Uni 

co aglomerado. 

0 algorítmo desenvolvido aqui aplica-se às medidas de 

similaridades tipo distâncias, ou seja, se dois conceitos x e y 

são muito semelhantes, a medida de similaridade deve ser peque 

na. Similaridade aqui é algo como proximidade. 0 TANC fornece 

medidas desse tipo. 

Para o caso de medidas tipo correlação, para os quais 

dois conceitos muito semelhantes tendem a ter medida de simila-

ridade alta, o algorítmo deve ser modificado, da seguinte forma: 

1 - 	deve ser 03 o 

2 - a, no passo 2 deve ser o maior elemento da matriz, 



3 - a definição (VI.7) deve ser 

d({x, y}, z) = max[d(x, z), d(y, z)] . 

Sob o ponto de vista formal, não hã nenhum problema, 

porque uma medida do tipo correlação, tais como aquelas forneci. 

das pelo TAEC, transformam-se em medidas tipo distância, confor 

me a equação 

6' = 1 - 6 	, 
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onde (5 e uma medida tipo correlação, e 6' é do tipo distância. 

NI 	 I 



VII - RESULTADOS 
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VII.l - Determinação das Dimensões Apropriadas na Análise  

Multidimensional  

Conforme discutido no Capitulo V, o método de análise 

multidimensional determina uma configuração num espaço r-dimen 

sional que melhor se ajusta às medidas de similaridade obtidas 

com a aplicação dos testes de associação de conceitos. Para is 

so, minimiza-se uma função do tipo X2 , e o valor mínimo dessa 

função é o que se denomina critério de ajuste. No caso especifi 

co do programa MINISSA-I [L73] a função a ser minimizada é o coe 

ficiente de alienação K, apresentado na secção V.4. 

Então, para cada espaço determina-se umKminimo que 

mede a qualidade do ajuste. Quanto menor o valor de K, melhor o 

ajuste. O problema é que para qualquer matriz de dados, a curva 

de K versus dimensão é sempre decrescente. Isso nos obriga a es 

tabelecer critérios para a determinação da dimensão apropriada. 

Segundo Kruskal [K64a] a curva do "stress" (no nosso 

caso, K) versus dimensão deve apresentar um "cotovelo" pronun- 

ciado na dimensão apropriada. No entanto, conforme estudos pos 

teriores [SK69], [IP74], [WP71], esse "cotovelo" só aparece em 

dados com poucos erros. Dados aleatórios ou com muitos erros 

apresentam uma curva "suave" do tipo exponencial. A questão do ri 

vel de erro tem sido estudada através de técnicas Monte Carlo*, 

* 
Técnicas Monte Carlo são usadas na investigação do comportamen 

to de matrizes aleatórias, quando submetidas a determinados 

algoritmos. 
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onde os erros são introduzidos nas matrizes. Nas aplicações re 

ais torna-se difícil determinar o nivel de erro, bem como a sua 

fonte. Acredita-se que um tipo de erro característico é a viola 

ção da desigualdade triangular. No teste de associação numérica, 

por exemplo, a variação do "zero" da escala pode provocar tal 

violação, i.e., o fato de uma medida igual a 3,por exemplo, não 

ter o mesmo significado para todos os Ss. 

De qualquer forma, sabe-se que os erros num conjunto 

de dados dificultam a existéncia do "cotovelo" sugerido por 

Kruskal. 

Por outro lado, costuma-se levantar a seguinte ques 

tão: Não será a configuração obtida devida a uma distribuição 

aleatória de similaridades? Nesse caso a estrutura apresentada 

pela análise multidimensional não representaria o grupo pesqui 

sado, mas uma fonte qualquer. Isto é, haveria uma grande proba 

bilidade de uma distribuição aleatória de similaridades forne 

cer a mesma estrutura. 

Por isso, devemos estabelecer um critério de signifi 

cância estatistica. Esse critério pode ser estabelecido a par 

tir da distribuição de probabilidade para a ocorrência de uma 

matriz com similaridades aleatórias. 

0 estudo Monte Carlo do programa a ser usado permite 

determinar a distribuição de probabilidades. Determina-se a cur 

va de freqüência acumulada de K versus Kl e a partir dai estabe 

lece-se o valor máximo permitido para K, em cada dimensão, a um 

dado nivel de significância. 

A curva de freqüencia acumulada relativa fornece a pro 

l ■ 	I 	 1 1 41111i 	I 	Illos 
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babilidade para que uma matriz aleatória tenha determinado coe 

ficiente de alienação K, em determinada dimensão. Por exemplo, 

na Figura VII.1 vemos que hã uma probabilidade de 50% de uma ma 

triz 8x 8 aleatória ter um valor .43 para K, em uma dimensão. 

Por outro lado, hã uma probabilidade menor que 1%, para que uma 

matriz 8 x8 aleatória tenha K igual .296. Ou seja, ao nível de 

.01 o mãximo K permitido é .296, em uma dimensão. 

Figura VII.1 - Estudo Monte Carlo: Freqüência acumulada relati 

va versus coeficiente de alienação K. 

A Figura VII.1 foi obtida através da anãlise de 100 

matrizes 8x 8 com elementos aleatórios. Estes resultados foram 

obtidos para 1, 2 e 3 dimensões, conforme pode-se ver na Figura 

VII.1. A Tabela VII.1 apresenta os valores mãximos permitidos pa 

ra K ao nível de .01. Isto é, um valor de K superior ao da tabe 

la na dimensão correspondente, não é estatisticamente significa 

tivo ao nível de .01. 



Tabela V11.1 - Mãximo K permitido ao nível de .01. 

Dimensão K - Max. 

1 .296 

2 .118 

3 .012 

A Tabela V11.2 apresenta os valores obtidos para Knos 

vãrios testes aplicados. Nessa tabela, a letra "A" refere-se ao 

teste de associação numérica, e "B" ao teste de associação es 

crita. 0 número que se segue refere-se à oportunidade de aplica 

ção. Assim "1" significa teste antes da instrução, e "2" ao fi 

nal. "E" refere-se ao grupo experimental e "C" ao controle. Por 

tanto, AlC é o teste de associação numérica aplicado antes da 

instrução ao grupo controle. B2E é o teste de associação escri 

ta aplicado no final da instrução ao grupo experimental. "p" é 

o expoente que aparece na fórmula 111.4. 

Observa-se na Tabela V11.2, que alguns testes apresen 

tam significado estatístico em mais de uma dimensão. Para deci-

dir qual a dimensão mais apropriada, investigamos o coeficiente 

a - K - max. 

A dimensão com o menor a será adotada como amais apro 

priada uma vez que esse coeficiente é proporcional "à probabili-

dade de uma matriz ser aleatória. Os valores de aencontram-se 

na Tabela V11.3. Com  esses resultados podemos fornecer as dimen 

sóes apropriadas (Tabela VII.4). 
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Tabela VII.2 - Valores obtidos para o coeficiente 

de alienação K. 

DIMENSÃO 1 2 3 

TESTE 

.392 .143 .058 AlC 

AlE .338 .108 .018 

A2C .429 .122 .022 

A2E .305 .041 .009 

B 

1 

C 

p=1 .287 ,079 .046 

p=2 .286 .061 .032 

p=3 .278 .066 .055 

B 

1 

E 

p=1 .242 .072 .007 

p=2 .250 .085 .003 

p=3 .246 .094 .010 

B 

2 

C 

p=1 .328 .031 .014 

p=2 .345 .103 .017 

p=3 .379 .138 .025 

B 

2 

E 

p=1 .202 .036 .001 

p=2 .241 .048 .009 

p=3 .251 .051 .005 
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Tabela VII.3 - Valores do coeficiente a. 

DIMENSÃO 1 2 

TESTE 

1.32 1.21 4.83 AlC 

AlE 1.14 .92 1.50 

A2C 1.45 1.03 1.83 

A2E 1.03 .35 .75 

B 

1 

C 

p=1 .97 .67 3.83 

p=2 .97 .52 2.67 

p=3 .94 .56 4.58 

B 

1 

E 

p=1 .82 .61 .58 

p=2 .84 .72 .25 

p=3 .83 .80 .83 

B 

2 

C 

p=1 1.11 .26 1.17 

p=2 1.17 .87 1.42 

p=3 1.28 1.17 2.08 

B 

2 

E 

p=1 .68 .31 .08 

p=2 .81 .41 .75 

p=3 .85 .43 .42 
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Tabela VII.4 - Dimensões apropriadas para os vários testes. 

TESTE DIMENSÃO 

A1C Nenhuma 

A1E 2 

A2C Nenhuma 

A2E 2 

B1C (p=2) 2 

B1E (p=2) 3 

B2C (p=1) 2 

B2E (p=1) 3 

VII.2 - Teste de Associação Numérica de Conceitos (TANC)  

As médias dos testes de todos os Ss dos dois grupos, 

antes 'e apôs a instrução encontram-se nas Tabelas VII.5 e VII.6, 

onde os conceitos são representados por seus símbolos, i.e., Tem 

peratura (T); Entropia (S); Calor (Q); Energia (U); Calor Espe-

cífico (C); Variável de Estado (VE); Trabalho (W) e Equilíbrio 

Térmico (ET). 

Conforme a Tabela VII.4 o TANC do grupo controle não 

apresentou, segundo a análise multidimensional, uma estrutura 

estatisticamente significativa ao nível .01, nem antes nem após 

a instrução. Ao contrário, o grupo experimental apresentou uma 

estrutura bidimensional nas duas oportunidades, sendo que ao fi 

nal da instrução o coeficiente a passou de .92 para .35 (Tabe-

la VII.3), significando um melhor ajuste, ou equivalentemente, 
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Tabela VII.5 - Teste de associação numérica de conceitos ante 

rior ã instrução. Resultados do grupo experimen 

tal estão acima da diagonal, e do grupo controle 
abaixo. 

T S Q U C VE W ET 

T 2.34 1.80 2.53 2.83 2.20 4.40 1.83 

S 2.00 2.57 2.89 4.54 4.14 4.29 4.04 

Q 2.19 2.41 1.27 2.93 2.97 2.87 3.23 

U 3.37 2.67 1.56 3.76 3.37 1.60 3.69 

C 3.52 3.54 3.15 3.67 3.45 5.31 4.24 

VE 2.67 3.70 3.22 4.41 3.89 4.67 3.17 

W 4.93 3.63 2.33 1.41 5.15 4.73 5.20 

ET 2.00 3.19 3.04 4.11 4.19 3.85 5.37 

Tabela VII.6 - Teste de associação numérica de conceitos após a 
instrução. Resultados do grupo experimentai es 
tão acima da diagonal, e do grupo controle abai 
XO. 

T S Q U C VE W ET 

T 1.90 1.93 2.20 2.73 4.20 3.60 1.20 

S 2.33 3.00 3.13 5.41 1.67 3.57 2.63 

Q 1.78 2.33 1.07 2.70 4.66 2.10 2.21 

U 3.00 3.15 1.33 3.80 3.40 1.63 2.71 

C 2.59 4.78 2.41 3.78 5.83 5.27 4.10 

VE 2.41 2.00 4.52 4.04 4.56 4.47 4.00 

W 3.74 3.85 1.69 1.44 5.11 5.00 3.87 

ET 1.07 4.56 2.56 3.22 4.15 4.15 4.74 
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uma estrutura com a métrica Euclideana mais bem definida. 

Na Figura VII.2 temos os grãficos de K versus dimen 

são para os grupos experimental e controle. Observa-se claramen 

te que o teste A2E apresenta um "cotovelo" na solução bidimen-

sional, ao passo que as outras curvas se aproximam mais de uma 

exponencial "suave", resultado esperado para uma matriz aleató 

ria, ou com muitos erros [SK69], [IP74], 0071]. 

Figura VII.2 - K 	versus dimensão para os grupos experimen obtido 
tal e controle: resultados do TANC antes e após 

a instruçao. 

As Figuras VII.3 e VII.4 apresentam o "mapeamento coa 

nitivo" do grupo experimental antes e após a instrução, respec 
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tivamente. Comparando essas figuras, observamos uma sensível mo 

dificação na estrutura ao final da instrução. Na FiguraV11.3 os 

conceitos estão espalhados, não havendo nenhum agrupamento pre 

dominante. Ao contrãrio, a Figura VII.4 apresenta três aglome-

rados distintos. Um com {Q, U, W}loutro com {T, ET}, e um ter-

ceiro com {S, VE}. 

Figura VII.3 - "Mapeamento Cognitivo" do grupo experimental: re 

sultado do TANC anterior ã instrução. 

Podemos dizer que a "lei zero" da termodinâmica está 

representada pelo aglomwado {T, ET}e a primeira lei por {Q,U, 

Embora menos nitidamente, a segunda lei pode ser vi- 

1 ■ • 
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sualizada na proximidade dos dois "clusters" {T, ET} e {S, Ve}. 

Figura VII.4 - "Mapeamento Cognitivo" do grupo experimental: re 

sultado do TANC após a instrução. 

A análise de agrupamentos hierárquicos (Capitulo VI) 

mostra claramente a existência desses três aglomerados (Figura 

vII.6). Além disso, a Figura VII.5 mostra que antes da instru-

ção o grupo experimental apresentou uma formação de agrupamentos 

do tipo "linear", no sentido em que cada conceito foi se agre 

gando a um aglomerado já existente. O contrário ocorreu no teste 

após a instrução, onde na escala hierárquica o primeiro grupo é 

{Q, 
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Figura VII.5 - Agrupamentos hierárquicos do grupo experimental: 

resultado do TANC anterior ã instrução. 

Podemos interpretar essa escala hierárquica como uma 

escala de "interaçOes". As "interações fortes" estão no topo da 

hierarquia, o que para o TANC significa o menor valor da esca-

la. Assim, devemos consultar as Figuras VII.5, VII.6, VII.7 e 

VII.8 tendo em mente que quanto maior o ponto de ligação doscon 

ceitos, menor a "interação" entre eles. Desse modo, a Figura 

VII.6 mostra que a "interação" entre {W} e {Q, U} menor que 

entre {T} e {ET}. 

Outra informação obtida a partir da Figura VII.6 diz 
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respeito ã estrutura do conteúdo. Podemos dizer que a "estrutu 

ra cognitiva" do grupo experimental, ao final da instrução, re 

presentada na Figura VII.4, cuja organização conceituai hierár-

quica é apresentada na Figura VII.6, se ajusta muito bem ã nes 

trutura Ausubeliana", apresentada aos Ss (Capitulo II). 
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Figura VII.6 - Agrupamentos hierárquicos do grupo experimental: 

resultado do TANC após a instrução. 

Podemos notar que o agrupamento "linear" antes da ins 

trução foi bastante modificado após a instrução.NaFigura VII.6 

vemos que os conceitos mais fortemente associados são CALOR (C) 

e ENERGIA (U), em segundo lugar vem TEMPERATURA(T) e EQUILÍBRIO 
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TÉRMICO (ET), depois TRABALHO (10 agrega-se ao par {Q, U}. Em se 

guida surge o par {S, VE}. A existência desses três aglomerados 

reflete muito bem a organização do conteúdo segundo a teoria de 

Ausubel. 

Os resultados obtidos com o grupo experimental suge 

rem fortemente que os Ss adquiriram a estrutura do conteúdo co 

mo ela foi apresentada. Além disso, essa estrutura possui uma 

métrica Euclideana num espaço bidimensional que possibilitou o 

ajuste apresentado na Figura VII.4. 

Figura VII.7 - Agrupamentos hierãrquicos do grupo controle: re 

sultado do TANC anterior ã instrução. 
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sultado do TANC após a instrução. 

Como já vimos, o grupo controle não apresentou uma es 

trutura com uma métrica Euclideana definida, visto que o ajuste 

não teve significado estatístico. O resultado da análise multi 

dimensional mostra apenas a inexistência da estrutura métrica 

(Euclideana). Por outro lado, a análise de agrupamentos hierãr 

quicos é capaz de extrair a estrutura existente numa matriz de 

similaridades, com uma métrica não Euclideana (Capítulo VI). 

As Figuras VII.7 e VII.8 mostram os resultados de apli 

cação dessa análise ao grupo controle. Observa-se na Figura VII.7 
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o carater "linear" do agrupamento, com apenas uma violação no 

nivel 2.00, onde T, ET e S agregam-se, para depois se agruparem 

com o aglomerado{Q, U, W}, já existente. 

Apôs a instrução o grupo controle apresentou a estru 

tura da Figura VII.8. Podemos dizer que os resultados do grupo 

controle refletem a organização de conteúdo do livro de Resnick 

& Halliday ERH74], discutida no capitulo IV. 

As Figuras VII.6 e VII.8 mostram as diferenças entre 

as "estruturas cognitivas" dos grupos experimental e controle. 

A diferença fundamental está no nivel 1.90 da Figura 

VII.6, onde o par {T, ET} agrega-se ao par {S, VE}, formando um 

aglomeradoque podemos interpretar como relacionado ã segunda lei 

da Termodinâmica. Além disso, o grupo experimental, ao final da 

instrução, apresentou claramente os aglomeradosligados ãs três 

leis da Termodinâmica, enquanto o grupo controle não caracteri-

zou nitidamente a segunda lei como uma conseqüência do equili 

brio térmico. 

Em resumo, temos que duas organizaçOes de conteúdos 

diferentes, foram apresentadas a dois grupos de alunos. A análi 

se de agrupamentos hierárquicos aplicada aos testes de associa 

ção numérica de conceitos mostrou que as"estruturas cognitivas" 

dos dois grupos, ao final da instrução, apresentaram diferenças 

estruturais relevantes e que essas diferenças talvez sejam de 

vidas às diferentes organizações de conteúdo. 

Além disso, a análise multidimensional permite con-

cluirmos que o grupo experimental apresentou uma estrutura com 

uma métrica Euclideana bidimensional, enquanto o grupo controle 



132 

não apresentou essa métrica, pelo menos ao nivel de significân 

cia estatística de .01. 

Como jã foi esclarecido, este trabalho não pretende 

analisar a vantagem de uma organização sobre outra, mas apenas 

investigar até que ponto a organização de um conteúdo influen 

cia a formação da estrutura cognitiva. Nesse sentido, tanto a 

análise multidimensional quanto a análise de agrupamentos hie 

rárquicos sugerem essa influência. 

VII.3 - Teste de Associação Escrita de Conceitos (TAEC)  

VII.3.1 - Grupo Controle 

Conforme discutido no Capitulo III, o valor apropria 

do para o expoente p que aparece na eq. (III.4) deve ser deter 

minado empiricamente. Para isso, analisamos cada TAEC com p = 1, 

2, 3. 0 valor de p que fornece o melhor ajuste parece ser omais 

apropriado. Assim, conforme as Tabelas VII.2 e VII.3, aos tes 

tes antes da instrução associamos p = 2, e apOs a instrução p=1. 

As matrizes correspondentes a esses valores de p en 

contram-se nas Tabelas VII.7 e VII.8. 

Conforme os resultados da Tabela VII.3, o grupo expe 

rimental apresenta uma configuração tridimensional nasduas opor 

tunidades, com o coeficiente a diminuindo de .25 para .08. 0 gru 

po controle apresentou uma configuração bidimensional nas duas 

oportunidades e a diminuiu de .52 para .26. Isto significa que 

os dois grupos apresentaram estruturas com menor nivel de erro 

ao final da instrução. Isto é, as propriedades métricas das es 

truturas são mais evidentes ao final da instrução. 
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Tabela VII.7 - Teste de associação escrita de conceitos (p = 2) 

anterior ã instrução. Resultados do grupo experi 

mental estão acima da diagonal e do grupo contro 
le abaixo. 

TSQUCVEWET 

T .02 .45 .13 .10 .17 .06 .20 

S .16 .08 .07 .01 .01 .03 .02 

Q .51 .22 .31 .08 .08 .17 .13 

U .10 .09 .21 .02 .02 .31 .07 

C .14 .06 .28 .06 .05 .03 .11 

VE .16 .07 .12 .04 .10 .00 .06 

W .07 .05 .13 .31 .06 .04 .04 

ET .33 .09 .25 .08 .08 .13 .05 

Tabela VII.8 - Teste de associação escrita de conceitos (p = 1) 

após a instrução. Resultados do grupo experimen- 

tal estão acima da diagonal e do grupo controle 
abaixo. 

T SQUCVEWET 

T .33 .46 .33 .33 .15 .28 .50 

S .41 .27 .20 .18 .32 .17 .33 

Q .52 .39 .46 .43 .13 .43 .36 

U .31 .22 .42 .22 .14 .47 .28 

C .36 .21 .44 .18 .08 .21 .26 

VE .25 .34 .20 .17 .12 .15 .15 

W .27 .20 .49 .49 .22 .15 .23 

ET .48 .27 .40 .20 .29 .18 .22 



134 

As Figuras VII.9 e VII.10 apresentam os gráficos de 

K versus dimensão para os grupos experimental e controle, res-

pectivamente. Os "cotovelos" evidenciam as dimensões apropria 

das. 

Figura VII.9 - Kobtido versus dimensão para o grupo experimen 

tal: resultado do TAEC (p =2) antes e após a ins 

trução. 

ao grUpo 

Os resultados da aplicação da análise multidimensional 

controle são apresentados nas Figuras VII.11 e VII.12. 

  

As principais modificações na estrutura anterior instrução 

(Figura VII.11), são a aproximação dos conceitos S e VE, e o fa 

to de a configuração como um todo ter sido "comprimida",i.e. to-

dos os valores abaixo da diagonal da Tabela VII.7 são menores 
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que os correspondentes na Tabela VII.8. Isto significa que ao 

final da aprendizagem, o grupo controle estabeleceu um maior 

grau de relacionamento entre os conceitos. 

Figura VII.10 - Kobtido versus dimensão para o grupo controle: 

resultados do TAEC (p = 2) antes e após a instru 

çao. 

Em termos estruturais podemos dizer que houve apenas 

uma modificação. Na Figura VII.11 os conceitos S, ET e VE estão 

alinhados nessa ordem, enquanto na Figura VII.12 a ordeme ET S 

e VE. 

Na medida em que o TAEC capaz de fornecer um "mapea 

mento cognitivo" podemos dizer que a instrução produziu uma al 
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teração na "estrutura cognitiva", no que se refere ao grau de 

relacionamento entre os conceitos. Para falar em termos geome 

tricos, a instrução produziu uma "compressão" na "estrutura coa 

nitiva". Em termos de organização conceitual,porem, a alteração 

foi pouco relevante. 

VE 

Figura VII.11 - "Mapeamento cognitivo" do grupo controle: resul 

tado do TAEC (p =2) anterior ã instrução. 



Figura VII.12 - "Mapeamento cognitivo" do grupo controle: resul 

tado do TAEC (p = 1) após a instrução. 

'37 
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Este resultado é confirmado pela análise de agrupamen 

tos hierárquicos, apresentada nas Figuras VII.13 e VII.14, onde 

os agrupamentos antes e após a instrução são do tipo "linear", 

com apenas uma violação no nível .31 da Figura VII.13. 
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Figura VII.13 - Agrupamentos hierãrquicos do grupo controle: re 

sultado do TAEC (p= 2) anterior ã instrução. 
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Figura VII.14 - Agrupamentos hierárquicos do grupo controle: re 

sultado do TAEC (p = 1) após a instrução. 

VII.3.2 - Grupo Experimental 

As projeções nos três planos coordenados das configu- 

rações tridimensionais do grupo experimental são apresentadas 

nas Figuras VII.15, VII.16 e VII.17 para o teste anterior à ins 

trução, e nas Figuras VII.18, VII.19 e VII.20 para o teste após 

a instrução. 



2 

DIM 1 

Figura VII.15 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 2 x DIM 1) do grupo 

experimental: resultado do TAEC (p = 2) anterior 

ã instrução. 
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Figura VII.16 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 3 x DIM 1) do grupo 

experimental: resultado do TAEC (p =2) anterior 
ã instrução. 
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Figura VII.17 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 3 x DIM 2) do grupo 

experimental: resultado do TAEC (p = 2) anterior 

à instrução. 

Comparando as figuras correspondentes aoteste inicial 

com as do teste final comprovamos que há uma diferença estrutu-

ral relevante. A linha formada pelos conceitos C, Q, U e W não 

é encontrada em nenhum plano do teste inicial. Da mesma forma, 

o conjunto isolado {S, T, ET} inexiste na configuração inicial. 
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Figura VII.18 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 2x DIM 1) do grupo 

experimental: resultado do TAEC (p = 1) após a 

instrução. 
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Figura VII.19 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 3 x DIM 1) do grupo 

experimental: resultado do TAEÇ (p= 1) após a 

instruçÃo. 
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DIM. 2 

Figura VII.20 - "Mapeamento cognitivo" (DIM 3 x DIM 2) do grupo 

experimental: resultado do TAEC (p = 1) ap6s a 

instrução. 

Na Figura VII.19 temos dois aglomerados bem caracteri 

zados. Um representando a lei zero da Termodinâmica, com os con 

ceitos T e ET, e o outro correspondendo à primeira lei, com os 

conceitos Q, W e U. A segunda lei pode ser representada pelo 

aglomerado {T, S, ET} da Figura VII.20, reEorçado pela proximida 

de de Q. 

Do que foi exposto pode-,se concluir que o grupo expe-

rimental apresentou uma estrutura cognitiva onde as três leis da 

Termodinãmica são caracterizadas pela existência de aglomerados 
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com os conceitos envolvidos em cada uma das leis que está coe 

rente com os resultados do TANC. 

A análise de agrupamentos hierárquicos para o grupo 

experimental (Figuras VII.21 e VII.22) mostra uma "linearidade" 

no primeiro teste, e uma não "linearidade" no segundo, onde os 

aglomenmks da lei zero e da primeira lei ocorrem nos níveis .50 

e .46, respectivamente, mas a segunda lei da Termodinâmica não 

está bem caracterizada. 
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Figura VII.21 - Agrupamentos hierárquicos do grupo experimental: 

resultado do TAEC (p = 2) anterior instrução. 
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Figura VII.22 - Agrupamentos hierárquicos do grupo experimental: 

resultado do TAEC (p = 1) após a instrução. 

VII.4 - Convergência dos Testes de Associação de Conceitos. 

Os testes de associação de conceitos foram usados co 

mo instrumento de acesso ã estrutura cognitiva. Supõe-se portan 

to que, se os conceitos forem organizados na memória dos Ss de 

forma estruturada, essa estrutura deve ser refletida pelas medi 

das de similaridade fornecidas pelos testes. 

AMD e AAH são,,  por outro lado, técnicas capazes de ex 
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trair a estrutura inerente às medidas. 0 "mapeamento cognitivo" 

da AMD ou os agrupamentos hierárquicos da AAH seriam representa 

ções geométricas ou organizacionais da estrutura cognitiva. 

Uma questão que surge é sobre a capacidade de repre 

sentação dessas técnicas. Isto é, até que ponto as figuras da 

AMD e a organizaç.ão da AM representam a estrutura cognitiva. 

Uma possível resposta a tal questãopoderia ser dada 

com base no nosso "conhecimento" da estrutura do conteúdo. Pode 

ríamos investigar até que ponto a solução da AMD e ou da AAH se 

ajusta ao que entendemos por estrutura do conteúdo. Isto tem si 

do feito durante a apresentação dos resultados. Outra questão 

importante refere-se à convergancia dos dois testes, i.e., medi 

rão eles a mesma habilidade? Serão eles capazes de representar 

os mesmos aspectos da organização conceitual? 

a partir 

Nesta secção tentaremos investigar essa convergência, 

dos resultados da AAH, porque os resultados da AMD 	in 

dicarn que sob o ponto de vista métrico provavelmente 	os dois 

testes medem aspectos diferentes da estrutura cognitiva, 

visto que para o grupo controle, o TANC não forneceu uma 

haja 

estru 

tura ajustável, ao nivel de .01, enquanto o TAEC se ajustou a 

uma configuração bidimensional. 

VII.4.1 - Grupo Experimental 

As Figuras VII.5 e VII.21 apresentam os resultados da 

AAH para o TANC e TAEC, respectivamente. 

Observa-se que além do caráter "linear", os resulta 
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dos convergem razoavelmente bem, principalmente se levarmos em 

conta que o TAEC tem uma forte componente de ordem semântica. 

Isto é, além das relações que dois conceitos possam ter sob o 

ponto de vista fisico, hl& a possibilidade de que eles sejam as 

sociados pelo significado que seus nomes tenham na linguagem co 

mum. Esse talvez seja um aspecto que interfere no TAEC, e não 

no TANC. :Essa interferência é mais sensível ao final da instru 

ção, quando o resultado do TANC apresenta uma organização hie-

rãrquica bastante compatível com o modelo Ausubeliano (Figura 

VII.6), enquanto o TAEC continuou apresentando a dependência se 

mântica (Figura VII.22), apesar da estrutura ser bem diferente 

daquela da Figura VII.21. Mesmo assim, podemos identificar uma 

certa convergência nas figurasVII.6 e VII.22. O conjunto {T, ET} 

encontra-se em ambas as figuras. 0 fato de que T e ET gdammais 

fortemente associados no TAEC do que no TANC talvez seja devido 

ã componente semântica. Isto é, além desses conceitos estarem 

bastante relacionados no contexto da Termodinâmica, eles têm 

uma grande ligação no que diz respeito aos significadosdbs seus 

nomes. 

0 aglomerado {Q, U, W} da Figura VII.6 por pouco não 

apareceu na Figura VII.22, no nível .47. A partir desse nível, 

a dependência semântica predominou na Figura VII.22. Observa-se 

no entanto, que os conceitos S e VE quase se agrupam ao mesmo 

tempo ao grupo {T, ET, U, W, Q, C}, no nível 

Concluindo, podemos dizer que existe uma certa conver 

gência dos testes, e que os dados estão a indicar uma pequena 

violação aparentemente devida a uma componente semântica dDTAEC. 

.33. 
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VII.4.2 - Grupo Controle 

A influencia da componente semântica é bastanté mui 

vel na Figura VII.13, guando comparada com a Figura VII.7. Pode 

mos observar uma boa convergência entre as figuras VII.5 e VII.7 

(TANC dos grupos experimental e controle, respectivamente), en 

quanto as figuras VII.13 e VII.21 (TAEC dos grupos experimental 

e controle, respectivamente) apresentam diferenças sensíveis. 

Nos parece que essa diferença seja devida a uma maior predomi 

nãncia da componente semântica no grupo controle, antes da ins 

trução. 

Após a instrução a interação mais forte apresentada 

pelo TANC foi entre T e ET, enquanto no TAEC continuou sendo en 

tre T e Q. Mesmo assim, a convergência melhorou ao final da ins 

trução. O conjunto {Q, T, U, W, ET} existente nos níveis 1.78 

(Figura VII.8) e .48 (Figura VII.14) indica um certo grau de 

convergência, mas o fato de que C se agrupa a esse grupo na 

Figura VII.14, e não na Figura VII.8 talvez seja devido à compo 

nente semântica. 

Portanto, os dados apresentados sugerem que os dois 

testes (TAEC e TANC) possibilitam o acesso à estrutura cogniti 

va, mas hâ uma possibilidade de que eles meçam aspectos diferen 

tes dessa estrutura. Parece que existe uma componente semântica 

na medida fornecida pelo TAEC. Essa componente tenderia a asso-

ciar conceitos cujos nomes têm significados semelhantes na lin 

guagem comum, cotidiana. Isto ê, além das relações que dois con 

ceitos possam ter no contexto de determinada disciplina, eles 
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podem se relacionar pelo fato de seus nomes lembrarem coisas se 

melhantes no senso comum. 

!UH 



VIII - SUMARIO E CONCLUSÕES 

A influencia da organização do conteúdo de Termodinâ 

mica na estrutura cognitiva do aluno, foi investigada. 

Duas organizações diferentes desse conteúdo foramapre 

sentadas a duas turmas da disciplina Física II, no Instituto de 

Fisica da UFRGS, no primeiro semestre de 1978. 

Ao grupo controle apresentou-se a organização do li 

vro-texto Fisica, de Resnick e Halliday [RH74], e ao grupo expe 

rimental uma organização baseada na teoria de aprendizagem de 

Ausubel [A68], DY177S] e [M78]. 

A organização conceitual na estrutura cognitiva doalu 

no foi investigada através de dois testes de associação de con 

ceitos. 

No teste de associação numérica de conceitos (TANC). 

são apresentados todos os possíveis pares de conceitos selecio-

nados para a pesquisa, e ao lado de cada par existe uma escala 

de 1 a 7. 

Se o aluno julga que os conceitos de um par são extre 

mamente relacionados, segundo seu critério de julgamento, deve 

marcar o número 1. Ao contrãrio, se ele julga que os conceitos 

tem pouquíssima ou nenhuma relação, marcarâ o número 7. Os núme 

ros de 2 a 6 representam situações intermediárias. 

No outro instrumento usado, o teste de associação es 

  

15 2 

  

conceitos (TAEC), cada conceito selecionado é escrito crita de 

   

numa folha, e os alunos devem escrever abaixo de cada um,os con 

ceitos que julgam ser a ele relacionados. A tarefa é realizada 
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em um minuto para cada conceito-chave. 

Os dados do TAEC são transformados num 

 

coeficiente de 

  

relacionamento [GH63], proporcional à similaridade entre os con 

ceitos. 

As matrizes de similaridade do TANC e do TAEC foram a 

nalisadas atraves da tecnica de annise multialmensional (MD) 

e da análise de agrupamentos hierárquicos (Wh 
Salienta-se que este trabalho não teve o objetivo de 

investigar as vantagens de uma organização sobre outra. Não nos 

interessou saber se a organização Ausubeliana é mais, ou menos, 

eficiente do que a do livro de Resnick e Halliday. 

0 que se procurou investigar, foi até que ponto deter 

minada organização conceituai da matéria de ensino altera a es 

trutura cognitiva existente antes da instrução. 

Alem disso, a investigação fundamentou-se nos resulta 

dos dos testes de associação de conceitos (TANC e TAEC) e nas 

anãlises numéricas apresentadas . 

VIII.1 -Teste de Associação Numérica de Conceitos (TANC) 

Como jã foi dito, a AMD supõe a existência de uma me 

trica Euclideana subjacente ãs matrizes de similaridades. 

Os resultados da aplicação da AMD aos TANC, apresenta 

dos na seção VII.2 mostraram que o grupo controle deixou daapre 

sentar uma organização conceituai com significância estatistica 

ao nivel de .01. 

v 
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Isto e, o TANC do grupo controle antes e após a ins 

  

trução não permitiu um ajuste, com significãncia estatística,em 

dimensão alguma. 

0 grupo experimental, ao contrãrio, apresentou macon 

figuração bidimensional antes e após a instrução. 

Não nos foi possível identificar precisamente as di 

mensões das configurações bidimensionais do grupo experimental. 

Em outras palavras, se essas dimensões representam fatores re-

levantes para o julgamento das similaridades entre conceitos de 

Termodinãmica, não sabemos exatamente quais são esses fatores. 

Porém, ao final da instrução, o "mapeamento cogniti- 

tical separa os conceitos 

ca. Particularmente a lei 

que o eixo ver-

de acordo com as leis da Termodinãmi-

zero e a primeira lei da Termodinâmi- 

vo" do grupo experimental (Figura VII.4) sugere 

ca estão bem caracterizadas. 

Outra interpretação que pode ser dada ao "mapeamento 

cognitivo" refere-se à organização conceitual. 

Nesse sentido, os dados permitem concluir que ao fi-

nal da instrução o grupo experimental apresentou uma configura-

ção na qual as leis da Termodinâmica são identificadas pela e-

xistência de grupos de conceitos envolvidos em cada uma delas. 

Em outras palavras, os conceitos de calor, energia e 

traba lho, que participam explicitamente da primeira lei da Ter-

modinãmi ca, formam um grupo bem definido, e mais ou menos isola 

do. 

Da mesma forma temperatura e equilíbrio térmico, rela 
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cionados através da lei zero, constituem um grupo isolado. 

Quanto à segunda lei da Termodinâmica, a formação de 

UM aglomerado que a representasse seria muito difícil numa confi 

guração bidimensional, embora possamos imaginar que a proximida 

de dos 	grupos 	{T, ET} o {S, VE}, na Figura VII.4, 	indique 
uma representação da segunda lei da Termodinâmica. 

Resumindo, a AMD do TANC permite-nos concluir que pe 

lo menos ao nível de significância estatística de .01, a organi 

zarcão Ausubellana proporcionou uma modificação sensível na 

estrutura cognitiva do grupo de alunos da amostragem. 

É importante salientar que o "mapeamento cognitivo"db 

grupo experimental após a instrução apresentou-se bastante coe- 

rente com a organização do conteúdo. 

A análise de agrupamentos hierãrquicos (AAH) do grupo 

experimental confirma as conclusões até aqui apresentadas, ra-

zão pela qual passaremos aos resultados do grupo controle. 

Comparando as figuras VII.7 e VII.8 podemos dizer que, 

segundo a AAH, houve uma modificação na estrutura cognitiva do 

grupo controle ao final da instrução. 

Além disso, podemos verificar que o tipo de agrupamen 

to da Figura VII.8 sugere uma organização conceitual semelhante 

àquela do livro-texto de Resnick e Hailiday [RH74]. 

Concluindo, podemos dizer que os resultados do TANC 

sugerem que as diferentes organizações de conteúdo provocaram 

modificações diferentes nas estruturas cognitivas dos dois gru-

pos que constituiram as amostras da pesquisa. 

1 
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VIII.2 - Teste de Associação Escrita de Conceitos (TAEC)  

Os resultados do TAEC, apresentados na seção VII.3,in 

dicam que a modificação na estrutura cognitiva do grupo experi 

mental foi mais relevante do que a do grupo controle. 

Quando falamos de modificação mais relevante, estamos 

nos reÉerináo ao aspecto estrutural. 

A anãlise multidimensional do TAEC do grupo controle, 

por exemplo, mostrou que antes e apOs a instrução o 'mapeamento 

cognitivo" permaneceu basicamente o mesmo. A modificação mais 

sensível ficou por conta de uma "compressão" na configuração. Is 

to e alguns conceitos, ao final da instrução, se aproximaram 

mais enquanto outros se afastaram. 

Em termos estruturais, no entanto, não houve modifica 

ção relevante. 

Jã o grupo experimental apresentou uma sensível modi-

ficação no 'mapeamento cognitivo". Ao final da instrução surgi 

ram grupos de conceitos ("clusters") representando as tres leis 

da Termodinâmica, o que não ocorreu com o grupo controle. 

Uma informação importante sugerida pelos resultados 

do TAEC é a existencia de uma "componente semântica". 

Alem das relações que dois conceitos possam ter sob o 

ponto de vista físico, no contexto da disciplina estudada, hã a 

possibilidade de que eles sejam associados pelo significado que 

seus nomes tenham na linguagem comum. 

Esse talvez seja um aspecto que interfere no TAEC e 

não no TANC. É provãvel que essa interferencia tenha afetado a 
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convergéncia dos dois testes, conforme discutido na seção VII.4. 

VIII.3 - Continuidade do Trabalho: Algumas Sugestões  

Considerando-se a extensão do assunto e o caráter in 

troduWrio decte trabalho, era de se esperar a existência de 

"pontos pendentes", os quais serão apresentados a titulo de su 

gestões para futuras pesquisas. 

a. Anãlise Multidimensional 

Acreditamos que um passo natural a ser dado na aplica 

ção da AMD é a utilização de algoritmos de vãrias fontes, tais 

COMO INDSCAL, aprèséntado na nção VA, esu o ALSCAL PITD71]. 
Estudos de Monte Carlo para determinação da dimensão 

apropriada também são de grande utilidade prãtica. Até o presen 

te momento, temos conhecimento de tais estudos apenas com o 

MDSCAL. 

tar a 

A capacidade do coeficiente a (Tabela VII.3) de orien 

escolha da dimensão apropriada, também merece uma investi 

  

gação mais aprofundada. 

Finalmente, esforço deve ser feito na tentativa de se 

identificar as dimensões, como fatores relevantes para o julga 

mento de similaridades. 

b. Teste de Associação Escrita de Conceitos (TAEC) 

Acreditamos que o TAEC merece estudos no sentido de 

■ I 	 I 
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se determinar a forma de aplicação mais apropriada. Particular- 

mente o intervalo de tempo adotado e o expoente p da equaçao 

(III.4), 

Talvez seja vãlido tentar outro tipo de TAEC, onde ao 

lado de cada conceito-chave é dada uma lista de conceitos, e os 

Ss são solicitados a colocarem tais conceitos em ordem, de acor 

do com o vau de rela7ão ao conceito-chave. Nesse caso, o teste 

não teria limite de tempo. 

É provãvel que a "componente semântica" esteja ligada 

ã questão do tempo, e o teste acima proposto poderia fornecer 

alguma informação a esse respeito. 

c. Outros Testes de Associação de Conceitos 

É importante também que se tente a utilização de ou-

tros testes de associação de conceitos, tais como os sugeridos 

na referência ri,77], e se proceda à comparação com os testes a-

qui descritos (TANC e TAEC). 



APÉNDICE A 

CONTEODO DAS UNIDADES DO GRUPO EXPERIMENTAL 

UNIDADE I - CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS DA TERMODINÂMICA: In 

trodu7ão; Fisica Clássica Moderna e Contemporânea; 

Conceitos em Fisica; os Conceitos de Temperatura e 

Calor; o Conceito de Entropia; a Primeira Lei da 

Termodinâmica; a Segunda Lei da Termodinâmica; Con 

clusão. 

UNIDADEII - TEORIA CINÉTICA DOS GASES: Introdução; Definição 

Macroscópica de um Gãs Ideal; Equação de Estado; 

Definição Microscópica de um Gãs Ideal: Teoria Ci 

nética; a Pressão de um Gãs; a Temperatura de um 

Gãs Ideal; Calor Especifico de um Gãs Ideal - Equi 

partição da Energia. 

UNIDADEIII- APLICAÇÕES DOS CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS DA 

TERMODINÂMICA: Primeira Lei da Termodinâmica; Teo-

ria Cinética dos Gases; Transformações Reversíveis 

e Irreversíveis; o Ciclo de Carnot; a Segunda Lei 

da Termodinâmica; Rendimento das Mãquinas. 
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APPNDICE 8 

CONTEÚDO DAS UNIDADES DO GRUPO CONTROLE 

UNIDADE I - TEMPERATURA, CALOR E PRIMEIRA LEI DA TERMODINAMI 

CA: DéAd2j4T5M Mamiese8pin g Mierombloal Equili 
brio Térmico - A 	"Lei Zero" 	da Termodinâmica; 

Calor, Uma Forma de Energia; Quantidade de Calor e 

Calor Especifico; Capacidade Térmica Molar dos SO 

lidos; Condução de Calor; Equivalente Mecânico do 

Calor; Calor e Trabalho; Primeira Lei da Termodinâ 

mica; Algumas Aplicações da Primeira Lei da Termo 

dinâmica. 

UNIDADE II - TEORIA CINÉTICA DOS GASES: Introdução; Gás Ideal -

Descrição Macroscópica; Gás Ideal - Definição Mi 

croscOpica; Cálculo Cinético da Pressão; Interpre 

tação Cinética da Temperatura; Forças Intermolecu 

lares; Calor Especifico de um Gás Ideal; Equiparti 

ção da Energia. 

UNIDADEIII ENTROPIA E SEGUNDA LEI DA TERMODINÂMICA: Introdu-

ção; Transformações Reversíveis e Irreversíveis; O 

Ciclo de Carnot; a Segunda Lei da Termodinâmica; 

o Rendimento das Máquinas; a Escala Termodinâmica 

de Temperatura; Entropia - Processos Reversíveis; 

Entropia - Processos Irreversíveis; Entropia e Se 

gunda Lei; Entropia e Desordem. 
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APÊNDICE C - GUIAS DE ESTUDO PARA 0 GRUPO EXPERIMENTAL 

E NOTAS DE TERMODINÂMICA DE ACORDO COM A 

TEORIA DE AUSUBEL 
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INSTITUTO DE FISICA - UFRGS 

rIgla TT (PTS 101) - 19'79 

Unidade I 

CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS DA TERMODINÂMICA 

I - IldllóDUÇA05 

0 estudo de fenômenos térmicos dentro do curso que 

você estã agora iniciando restringe-se às três primeiras unida-

des. Na primeira delas procuraremos situar este estudo dentro 

do contexto da Fisica e introduziremos os conceitos e leis fun 

damentais da Termodinâmica de um ponto de vista macroscópico,ge 

ral e intuitivo. Na segunda, usaremos a Teoria Cinética dos Ga 

ses para chegar a uma interpretação microscópica dos conceitos 

e leis introduzidas na primeira. Finalmente, na terceira unida 

de, concluiremos o estudo dos fenômenos térmicos dando ênfase a 

aplicações dos conceitos e leis estudados nas duas primeiras. 

Estas três unidades estão sequenciadas no sentido do 

geral para o particular porque acreditamos que sua aprendizagem 

será facilitada se antes de entrar em detalhes você tiver uma 

visão geral do assunto. Como o livro texto deste curso não se 

adapta bem a esse tipo de abordagem, preparamos textos espe-

ciais para acompanhar as duas primeiras unidades. Quandolbr pos 

sivel, no entanto, faremos uso do livro-texto indicando-lhe as 

16 2 

partes do mesmo a serem consultadas e/ou estudadas. (Isso acon 



tecerá principalmente na terceira unidade). 

11 - OBJETIVOS 

Ao término desta unidade você deverá ser capaz de: 

1. Distinguir entre Termodinâmica e Teoria Cinética, situando-

-as no contexto da Física. 

2. Expl4Gãi 9 gile õe entende por temporatura  do um siflèmas a 

partir da noção de equilíbrio térmico e da Lei Zero (ou Prin 
AM. 

cipio Fundamental) da Termodinâmica. 

3. Identificar calor como uma forma de energia, estabelecendo a 

diferença entre calor e temperatura. 

4. Distinguir entre capacidade térmica e calor específic91 

5. Usar as equações 2 e 3 do texto anexo para calcular quantida 

(les de calor e diferenças de temperatura. 

6. Explicar de um ponto de vista macrosccipico e intuitivo o que 

se entende por entropia de um sistema. 

7. Enunciar a Primeira Lei da Termodinâmica e identificá-la com 

o Princípio de Conservação da Energia. 

8. Distinguir entre calor e trabalho. 

9. Explicar o que se entende por energia interna de um sistema. 

10.Dentre as grandezas Q(calor trocado com o meio ambiente), W 

(trabalho realizado) e AU(variação da energia interna), di-

zer qual(is) depende(m) do processo utilizado para levar o 

sistema termodinâmico de um determinado estado inicial a um 

determinado estado final. 

16 3 
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11.Enunciar a Segunda Lei da Termodinãmica em termos de entro 

pia e dar exemplos ilustrativos. 

12. Distinguir entre temperatura, calor e entropia, em termos ma 

, 

croscopicos. 

III - PROCEDIMENTO SUGERIDO 

- Leia cuidadosamente o texto anexo e, se necessãrio, 

discuta suas dúvidas com um monitor ou com o professor. 

- Procure fazer uma auto-avaliação. Você acredita que 

é capaz de fazer o que está previsto nos objetivos? Inclusive 

se os mesmos forem avaliados indiretamente através de questões 

de um teste? 

- As seguintes questões de estudo poderão auxiliá-lo 

nessa auto-avaliação: 

1. Questões 1, 3, 5, 8, 10, 16, 17, 18, 20 e 23 do capítulo 22 

do Halliday-Resnick, vol. 1-2. 

2. Quando juntamos as cartas de um baralho ou quando construí 

mos uma casa de tijolos, por exemplo, estamos aumentando a 

ordem do mundo físico. Isto viola a segunda Lei da Termodinâ 

rnica? 

3. Considere uma caixa que contém um certo número muito pequeno 

moléculas, digamos cinco. Algumas vezes acontecerá poraca 

que todas estas moléculas estejam na metade esquerda da 

caixa, ficando a metade direita completamente vazia. Isso é 

possível no caso em que a caixa contenha um grande número de 

moléculas? Explique. Relacione com entropia. 

de 

S O 
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4. A entropia obedece alguma lei de conservação? Explique. 

5. Comente a afirmativa: "Uma máquina térmica converte movimen 

to mecânico desordenado em movimento mecânico organizado". 

- Resolva os seguintes problemas (eles referem-se ao 

objetivo 5): 

22-5, 6 e 11 do capítulo 22 do Halliday & Resnick. (No 

problema 11, o calor específico médio é calculado por 

- 	1 
C = 	f T-T 	cdT 1  

O To  

Teorema do va 

lor médio 

Resposta do problema 6: 45,5°C. 

- Em relação ao objetivo 10, na primeira metade da 

11 
secçao 22-6 do Halliday & Resnick os autores deixam bem claro 

quais as grandezas que dependem ou não do trajeto (na segunda 

metade tais grandezas são relacionadas através da Primeira Lei 

da Termodinâmica). No final da secção 22-5 está demonstrado que 

o trabalho depende da trajetória; leia esta parte e depois ten 

te mostrar isso sem consultar o livro. 

- Quando você se sentir suficientemente preparado em 

relação aos objetivos desta unidade peça o teste da mesma a um 

monitor. Se o resultado desse teste mostrar que você atingiu os 

objetivos da unidade, você receberá o material da 2a. unidade. 

Caso contrário você deverá reestudar a unidade e submeter-se a 

novo teste tantas vezes quantas forem necessárias a fim de que 

você demonstre domínio sobre o conteúdo da unidade. 

14d 



Unidade I 

CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS DA TERMODINÂMICA 

INTRODUÇÃO: Termodinâmica e Teoria Cinética 

Nas três primeiras unidades deste curso você estudará 

tópicos relativos a duas áreas da Física conhecidas como Termo- 

dinLica e Teoria Cinetica. Na Teoria Cinetica estuda-se pro-

priedades da matéria do ponto de vista atômico tentando enten 

der tais propriedades com base na suposição de que a matéria é 

constituída de átomos que obedecem certas leis. É possível, no 

entanto estabelecer relações entre vãrias propriedades de cer 

tos materiais sem conhecer a sua estrutura interna, i.e.,sem le 

var em conta a existência de átomos e moléculas. Justamente es-

se é o objeto da Termodinâmica, i.e., determinar relações entre 

propriedades de materiais sem levar em conta suas estruturas in 

ternas. (Na verdade deveríamos dizer sem conhecer estruturas in 

ternas porque, historicamente, a Termodinâmica foi desenvolvida 

antes de que se chegasse a um certo nível de compreensão acerca 

da estrutura interna da matéria). Pode-se também distinguir en-

tre Termodinâmica e Teoria Cinética dizendo que a primeira lida 

apenas com variãveis macroscópicas tais como a pressão, a tempe 

ratura e o volume enquanto que a segunda pressupõe a existência 

de 'átomos e aplica as leis da Mecânica aos 'átomos que consti- 

tuem a matéria. Ambas, no entanto, lidam com o mesmo tipo de fe 

  

166 

nómenos físicos. 
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Nesta primeira unidade procuraremos nos ater mais à 

Termodinâmiwf jR1Qe, ú gurtae relações entre propriedades ma- 
croscOpicas da matéria e à interpretação macroscOpica dos concei 

tos fisicos fundamentais envolvidos nessas relaçOes. Na segunda 

unidul@ analigumog ostag mesmas reheãêg A V5158AtÉbA ab pOnto 
de vista microse8pico. Finalmente, na terceira unidade, para com 

pletar nosso estudo de fenômenos térmicos enfatizaremos aplica 

çOes das leis e conceitos estudados nas duas primeiras unidades. 

Enttetanto, antes de nos tornarmos mais especificos 

no estudo desta unidade talvez seja conveniente situarmos a Ter 

modinâmica e a Teoria Cinética no contexto da Fisica. 

FISICA CLASSICA, MODERNA E CONTEMPORANEA 

As fases do desenvolvimento da ri.41,çã pgdul §Q1' dlyi 

didas (um pouco arbitrariamente) em clássica, moderna e contem 

porânea. Antes do final do século XIX, um conhecimento detalha-

do havia sido adquirido em subdisciplinas da Fisica tais como 

Mecânica, Termodinâmica, Eletromagnetismo, Ótica e Hidrodinâmi 

ca. Por volta de 1900, parecia que a descrição teõrica dessas 

áreas estava praticamente completa e não haviam mais descober 

tas importantes a serem feitas. Coletivamente, estas subdisci-

plinas constituem o que se convencionou chamar de Fisica Clâssi  

ca. 

Traduzido e adaptado do livro "Physics and the Physical 

Universe" de Jerry B. Marion. 

i 	 11, 	1,1 	1 	I 
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No entanto, os últimos anos de século XIX e as três 

décadas do século XX produziram uma serie de novas idéias em Fi 

sica. Surante essa epoca a Lilowkividacle  !ol descobert.a e pos 

teriormente usada para investigar a estrutura do átomo. 0 desen 

volvimento da Teoria  da Relatividade  forçou o cuidadoso exame e 

a posterior modificação dos conceitos de espaço e tempo então 

existentes. A Teoria Quântica  foi formulada a partir das tenta 

tiva feitas para descrever o comportamento de sistemas atômi- 

cos. Esses anos decisivos, durante os quais a Física foi sacudi 

da por novas descobertas e novas teorias, é o perlodo correspon 

dente à Física Moderna.  

Os anos 30 testemunharam a primeira observação de on 

das de rádio emitidas por estrelas, a descoberta do neutron e da 

fissão nuclear e a detecção da primeira partícula elementar não 

encontrada naturalmente nos átomos. Descobertas como essas leva 

ram a uma enorme quantidade de resultados experimentais e teóri 

cos em todos os novos campos da Fisica. Tais resultados conti 

nuam a ser obtidos atualmente nos laboratOrios de pesquisa e o 

desenvolvimento científico, as novas idéias e as novas descober 

tas que lhes deram origem constituem a Fisica Contemporânea.  

Como se pode depreender da descrição acima, a Termodi 

nãmica está claramente inserida na Fisica Clássica (assim como 

a Mecânica que você já estudou). A Termodinâmica atingiu seu ma 

ior desenvolvimento no fim do século XIX com o trabalho de cien 

tistas como Carnot, Joule, Kelvin e outros. E a Teoria Cinéti 

ca? Bem no fundo é também Física Clássica porque foi também de 

senvolvida até o final do século XIX e lança mão apenas de con 
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ceitos da Mecânica Clássiç e  rp4 Qut ro lado, parece estar de cer 
ta forma bastante próxima da Física Moderna porque na verdade é 

um ramo subsidiário da Mecânica Estatística a qual, através da 

incorporação de conceitos da Física Quântica, deu origem à Mecã 

nica Estatística Quântica. Nd MAMSiM Eã .ka-Listica as leis da 

Mecânica são aplicadas estatisticamente através de técnicas mais 

formais e abstratas do que as da Teoria Cinética (esta usa tec- 

4 
matemãicas relativamente simples para calcular valores 

médios enquanto que aquela usa, por exemplo, probabilidades). A 

propósito, as leis da Termodinâmica podem tafikú wç/. uNpremm, 

quantitativamente, na linguagem da Mecânica Estatística. 

Como já foi dito, nosso estudo limitar-se-á a tópicos 

de Termodinâmica 9 Wwilú Wútiale Alem disso, nosstudo clÃ Too 
ria Cinética nos restringiremos a aplicá-la aos gases porque ne 

les as interações entre átomos são muito mais fracas do que nos 

líquidos e nos sólidos, o que simplifica grandemente o tratamen 

to matemático. Dissemos também que nesta primeira unidade nos 

ateríamos mais à Termodinâmica, i.e., a certas relações entre 

propriedades macroscópicas da matéria. Também as leis da Termo-

dinâmica serão introduzidas nesta unidade, porém tanto essas 

leis como outras relações entre variáveis termodinâmicas impli-

cam na utilização de conceitos.  Assim sendo, passaremos agora a 

uma discussão sobre conceitos em Física e logo após introduzire 

mos três "conceitos-chave" da Termodinâmica. 



CONCEITOS EM FISICA 

Você talvez já tenha ouvido dizer que conceitos são 

muito importantes em Fisica. (Muita gente diz isso mas não põe 

em prática, em muitos cursos e livros-texto os conceitos mais 

importantes, "conceitos-chave", ficam perdidos em meio a uma 

grande quantidade de fatos irrelevantes). Mas afinal, o que é um 

conceito? 

Bem, confiamos que em cursos anteriores você tenha 

aprendido alguns conceitos físicos (por exemplo, massa, compri-

mento, tempo e energia) e podemos poupar o esforço necessário 

por tentar explicar precisamente o que é um conceito. Assim sen 

do, sem procurar uma definição rigorosa, interpretaremos um con 

ceito como sendo um "pedaço de linguagem" que aponta em duas di 

reções: 

Conceito 
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Regularidade em even 

tos; o que há de co-

mum em eventos 

Pessoa; aquele que usa 

o conceito; usuário 

0 conceito de trabalho, por exemplo,parafísicos (aque 

les que usam) é usado para exprimir processos de transferência 

de energia (regularidades) que não sejam devidos a diferenças 

de temperatura; para outros usuãrios esse conceito geralmente 

está associado a esforço físico ou mental. Da mesma forma, o con 

ceito de tempo (ou intervalo de tempo) pode também ser usado 

para mostrar que conceitos dependem dos usuârios. Entretanto,no 
e 
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contexto da Física é importante ter sempre em mente que concei- 

tge desGrevem regularidades em eventos físicos, ou seja, coisas 
que acontecem no mundo físico. 

Os conceitos físicos tem um caráter evolutivo, 	•e• 

eles mudam ao longo do tempo. Por exemplo, os conceitos de mas 

sa, espaço e tempo foram modificados pela Teoria da Relativida- 

de. 0 conceito de um âtomo como sendo um "pudim de ameixas" (Mo 
1.1 

delo de Thomson) foi modificado pelo Modelo Nuclear.Obviamente, 

os conceitos nao mudam somente porque outros são sugeridos, ou 

seja para seguir a moda. A evolução dos conceitos físicos é uma 

çlçç9“§i191“ 	WTOlUçãO üd própria F151.021 Ã5 VeZeS, leva muito 
tempo para que um conceito seja modificado e em muitos casos ve 

lhos conceitos não são simplesmente abandonados em favor dos ou 

tr°s• 9ue Qc°FFe § 9519 9W lámúltwã úa ullçabilidado likeõ con 
ceitos são determinados pelo avanço da Fisica. Por exemplo, os 

conceitos de massa, espaço e tempo como não dependentes da velo 

cidade são perfeitamente válidos na Mecânica não relativistica 

(velocidades muito inferiores a da luz). 

Outras vezes, não só um determinado conceito é modifi 

cado em decorrência de novas evidências experimentais mas toda 

uma estrutura conceitual (conceitos-chave inter-relacionados) é 

sucedida por outra. A Fisica Moderna, por exemplo, é melhor dis 

tinguida da Fisica Clássica pela sua estrutura conceitualdb que 

por qualquer outra coisa. A Fisica Moderna começou a desenvol-

ver-se somente quando ficou claro que os conceitos clâssioosnão 

podiam ser usados para explicar vãrios resultados experimentais 

de grande importância. 

I 	 111 
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Nas três primeiras unidades deste curso enfatizaremos 

os conceitos físicos mais relevantes ao estudo da Termodinâmica 

e da Teoria Cinética. Entretanto, como você talvez tenha notado 

em cursos anteriores alguns conceitos são mais importantes do 
que outros, mais gerais, mais inclusivos. Por exemplo, os con- 

ceitos de massa, comprimento e tempo são conceitos básicos por 

que muitos outros conceitos, tais como velocidade, quantidade de 

movimento, densidade, etc., podem ser definidos em função det- 

ses conceitos fundamentais. 

Assim sendo, passaremos agora a concentrar nossa aten 

ção em três conceitos fundamentais para o estudo da Termodinâmi 

ca: Calor, Temperatura e Entropia. Nesta unidade discutiremos 

estes conceitos do ponto de vista macroscópico enquanto que na 

unidade seguinte procuraremos, através da Teoria Cinética, dar 

uma interpretação mecânica a estes conceitos que no fundo, é 

uma interpretação do ponto de vista microscOpico. 

OS CONCEITOS DE TEMPERATURA E CALOR 

Começaremos com os conceitos de temperatura e calor 

porque do primeiro todos temos uma noção intuitiva enquanto que 

o segundo está muito relacionado com um outro conceito que jã 

lhe é bastante familiar, o de energia. 

A noção intuitiva de temperatura que todos temos nos 

é dada através do sentido do tato. Por meio do tato podemos dis 

tinguir embora grosseiramente, entre quente e frio. Podemos in 

clusive estabelecer uma ordem de aquecimento, i.e. decidir se 
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um corpo A está mais quente do que um outro corpo B, se B estã 

mais quente do que um terceiro corpo Cf e asçAa 	elmtel 

so nos dá uma idéia do que seja temperatura, mas sabemos também 

que nosso tato pode ser "tapeado": por exemplo, coloquemos uma 

mão em água fria e a outra em água quente e, depois, coloquemos 

slsww §1multaneamente em dgua mun. Negge cago, a mie 	ég 
tava na ãgua fria sentirã a água morna como quente e aoutra que 

estava na água quente sentirá a ãgua morna como fria. Este exem 

plo é suficiente para mostrar que o nosso sentido intuitivo de 

téfiriêeátkit'a nao e riaeáigno e certamente ngo éj adequado do pon- 

to de vista da Física. Além disso, o intervalo de nosso sentido 

de temperatura é bastante limitado. Procuremos então uma idéia 

mais objetiva de tomporaturm 

Suponha que um objeto A, que parece frio em contato com 

a nossa mão, e um objeto idêntico, B, que parece quente, 

sejam colocados em contato com um outro. Após um inter 

valo de tempo suficiente, A e B darão origemamesma sen 

sação de temperatura. Dizemos, então, que A e B estão 

em equilíbrio térmico um com o outro. Podemos generali-

zar esta expressão "dois corpos estão em equilíbrio tér 

mico" para significar que os dois corpos estão em esta 
dos tais que, se os dois fossem  colocados em contato, 
os sistemas* combinados estariam em equilíbrio térmico. 

A comprovação lOgica e operacional do equilíbrio térmi 

Ao analisarmos uma situação física,usualmente focalizamos nos 
sa atenção em uma porção de matéria que separamos, mentalmen-
te, do meio externo a ela. Uma tal porção se denomina sistema. 

 Tudo aquilo que não pertence ao sistema e que exerce influên 

cia direta em seu comportamento denomina-se a vizinhança.  



co consiste em usar um terceiro corpo, ou corpo de pro 

A 
va, tal como um termometro. Isto e resumido num postula 

do, freqüentemente denominado Lei Zero da Termodinâmica: 

se A e  5 estao em equilíbrio térmico com um terceiro cor 

po C (o "termômetro"), então A e B estão em equilíbrio  

termico entre si. 

Esta discussão exprime a idéia de que a temperatura de 

um sistema é uma propriedade que, eventualmente, atinge 

o mesmo valor que a de outros sistemas, quando tolos 

eles são colocados em contato. Este conceito concorda 

com nossa idéia diária de temperatura como sendo uma me 
dida do estado de aquecimento ou frieza de um sistema 

porque, tanto quanto podemos confiar em nosso sentido 

de temperatura, o estado de aquecimento de todos os ob 

jetos torna-se o mesmo após se manterem em contato por 

um tempo suficiente. 

Uma maneira mais formal, mas talvez mais fundamental, 

de expressar a Lei Zero é a seguinte: Existe uma grande 

za escalar, denominada temperatura, que é uma proprieda 

de de todos os sistemas termodinâmicos (em estado de 

equilíbrio), tal que a igualdade de temperatura é uma 

condição necessária e suficiente para o equilíbrio tér-

mico. (Halliday & Resnick, Física, vol. 1-2, 586) 

Você talvez esteja pensando que a idéia de que a tem 

peratura de um sistema é uma propriedade que,eventualmente,atin 

ge o mesmo valor que a de outros sistemas, quando todos eles são  

colocados em contato,  ainda não é suficiente para captar o con 

ceito de temperatura. Concordamos, mas lembre-se, que estamos 

pensando em termos macroscópicos. Uma melhor compreensão deste 

conceito virá com a visão microscópica dada pela Teoria Cinéti 

174 

ca. Por enquanto ficaremos no nível macroscópico. Observe, 	no 

entanto, que não estamos tentando definir temperatura. Assim co 
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mo comprimento, massa e tempo, temperatura é um conceito funda-

mental e como tal não é definido ou é definido operacionalmente. 

Qual seria então uma definição operacional de temperatura? Sim 

plesmente, a quantidade medida por um termômetro. 

EkjAtêm diversas granaezas Ersicas mensurívels que va 
riam quando varia a nossa percepção de temperatura. En- 

tre estas esta() o volume àe um liquiào, o comprimento& 

uma barra, a resistência elétrica de um fio, a pressão 

de um gãs mantido a volume constante, o volume de um 
- 

gas mantido a pressao constante e a cor áo Klamento ãe 

uma lâmpada. Qualquer destas grandezas pode ser usada 

ISAM 6514g.EKiii‘ um térmOmetro, Isto e, para estabelecer 
uma determinada escala termométrica. Uma tal escala ter 

momátrim ã Astákálmitlã 	Ammlha dê iáa determina- 
da substância termométrica e de uma determinada proprie 

dade termométrica desta substância. Em seguida, defini 

1110g unis têmemãtrim, ulmitings 	ml4i6 m6h6US 
nica continua entre a propriedade escolhida da nossa 

substância e a temperatura medida em nossa escala. Por 
exemplo, a substância termometrica poderã ser um liqui-
do em um tubo de vidrá capilar e a propriedade termomé 

trica poderá ser o contprimento da coluna liquida; ou a 

substância termometria poderá ser um gás, mantido em 

um recipiente a volume constante, e a propriedade termo 

metrica poderã ser a pressão do gás, e assim por diante. 
Deve-se entender que cada escolha de uma substância e 

propriedades termométricas, juntamente com a relação ad 

mitida entre a propriedade e a temperatura, conduz a 

uma escala termomêtrica especifica cujas medidas não de 

vem coincidir necessariamente com as medidas realizadas 

em outra escala termometrica qualquer, definida de ma-
neira independente. (Halliday & Resnick, Fisica,vca.I-2, 
p.p. 586 e 587) 

(0 conteúdo deste curso não inclui estudo de termôme- 

1, 11 	 I 	 I 	 , 	II 	4,1 



tros e escalas termométricas, mas se você estiver interessadDno 

assunto sugerimos consultar a referência acima.) 

Passemos agora ao conceito de calor. Durante o século 

XVII uma teoria foi desenvolvida segundo a qual o calor era um 

"sutil"* fluido elástico cujas partículas se repeliam entre si 

mas eram atraídas pelas partículas constituintes dos corpos ma- 

teriais comuns e cuja presença dentro de um corpo determinava o 

calor desse corpo. Esse fluido recebeu o nome de calórico e a 

teoria correspondente ficou conhecida como teoria do calórico. 

Até o fim do século XIX os fenômenos térmicos eram explicados 

admitindo-se a existência de uma substância material chamada ca 

lórico. Acreditava-se, por exemplo, que um corpo a uma tempera 

tura mais alta possuía mais calórico do que outro a uma tempera 

tura mais baixa. Quando os dois corpos eram colocados em conta 

to aquele que tinha mais calórico cedia parte dessa substância 

ao outro até que ambos atingissem a mesma temperatura, i.e.,que 

tivessem a mesma quantidade de calórico. 

Nos fundamentos da teoria do calórico estava a idéia 

de que o calor era uma quantidade física que se conservava.Ama 

ioria das experiências e observações feitas pelos proponentes 

da teoria do calórico foram feitas em condições muito particula 

res cujos resultados sugeriam que o calor tal como eles o defi 

0 adjetivo "sutil" era geralmente aplicado a qualquer fenôme 

no que envolvesse alguma coisa cuja ação pudesse ser observa-

da mas que era invisível e não podia ser detectada por instru 

mentos de pesagem. 
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niam era uma quantidade que permanecia sempre constante, i.e., 

poderia ser transferida de um corpo para outro 113U 49 indellã 

ser criada nem destruída. Entretanto, o conceito de calor como 

substância,  cuja quantidade total permanecia constante, não so 

breviveu a subsequentes evidências experimentais. A teoria do ca 

grico Éol encontrando cada vez mais dificuldades para explicar 

fatos experimentais que por sua vez levaram à conclusão cpe o ca 

lor é uma forma  de energia  ao invés  de uma substância.  

1 	 • 8 conceito ae energia cerÉamente ine e familiar. Hoje 

em dia até os jornais falam diariamente em energia. Falam do es 

Ptament0 s19 WWWU i2iMã uturalo do energia, da energia nu 
clear, do aproveitamento da energia solar e assim por diante.No 

seu curso de Fisica I você trabalhou muito com o conceito de 

enervia e auendeu que a energia pe wimin tyiimwIplo ou lel 
de conservação da energia), ou seja, a energia como um todo se 

conserva, não pode ser criada nem destruída somente transferida 

e transformada em outra forma. Por outro lado, você deve estar 

lembrado que o principio de conservação da energia não é neces 

sariamente válido para uma forma particular de energia. A "lei 

de conservação da energia mecânica", por exemplo, tem sérias di 

ficuldades. Esta "lei" é válida somente se o trabalho feito pe 

las forças de atrito for desprezado. Quando existem forças de 

atrito atuando num sistema, sua energia mecânica total diminui. 

Fala-se então em dissipação da energia mecânica pelo trabalho 

feito por forças dissipativas. Entretanto, o que ocorre, na ver 

dade, e que apesar de que há uma perda de energia mecânica uma 

quantidade equivalente de energia aparece sob forma chamada ener 



perimental usado por Joule está representado na Figura 1. 

termômetro 

peso=Mg 

roda com palhetas 
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gia térmica, i.e., calor. 

Assim sendo, no exemplo acima o que se conserva é a 

enervia total e não a energia mecânica. A perda de energia mecá 

nica é igual ao acréscimo de energia térmica do sistema, de mo 

do que a energia como um todo se conserva. Aliás, a igualdade: 

Aeráseimo de energia tármica n Energia mecânica fornecida 

nos permite imaginar uma experiência que estabeleça uma relação 

de equivalência entre estas duas formas de energia. Esse tipo 

de experiencia foi feito muitas vezes, entre 1840 e 1868,por um 

inglês chamado James Joule. Esquematicamente, o dispositivo, ex 

A medida que a massa M cai ao longo de uma altura h 

ela perde uma energia potencial U=Mgh. A queda do peso faz a ro 

da girar e agitar a água que, consequentemente, se aquece. Ao 

fim do processo quando a âgua volta ao repouso, o acréscimo de 

temperatura AT é registrado pelo termômetro. 0 acréscimodb ener 

gia térmica da ãgua depende não só da temperatura mas também da 



179 

própria massa m de água. Através de suas experiências Joule es 

tabelççeu a seguinte relação; 

Acréscimo de energia térmica da água = (4,2.10 Joule/kg °C) m AT 

Levando em conta que este acréscimo é igual a perda 

de energia (mecânica) potencial Mgh e trabalhando com valores 

numéricos chega-se à relação: 

1 caloria = 4,18 Joules 

que é comumente conhecida como equivalente mecânico  do calor.  

(Caloria é a quantidade de calor necessária para elevar a teme 
a_ 

ratura de lg de água de 14,5 a 15,5 °C.) 

Calor é então uma forma de energia; aquecer ou es-

friar um corpo significa simplesmente aumentar ou dimingu wsiú 

energia térmica. Aproveitamos esta idéia para ilustrar algo que 

já foi dito anteriormente: os conceitos físicos não são imutã 

veis. O conceito de energia é um dos mais importantes de toda a 

Física, porém, inicialmente, era empregado de forma bastante res 

trita, principalmente em termos de energia mecânica. Aos pou-

cos, no entanto, a própria evolução da Física foi tornando este 

conceito muito mais abrangente, incluindo energia térmica, ener 

gia elétrica, energia magnética, energia nuclear e muitas ou-

tras formas de energia. O conceito de energia é hoje tão impor 

tante na Física que não seria exagero dizer que Física é um es 

tudo da energia. Por exemplo, como veremos mais adiante, a pri 
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meira lei cia Termoainâmica naaa Miâ atS Vá UMA atslim(íts ela 

principio de conservação da energia. 

Antes de passarmos ao conceito de entropia, vamos in 

troduzir dois conceitos subordinados aos conceitos de calor e 

temperatura: capacidade térmica e calor especifico. (Este pare- 

ce ser o momento oportuno pára intócluii' ég.L6g msnmilms 58r 

que acabamos de falar em temperatura e calor.) 

Chama-se capacidade térmica, C, de um corpo o quocien 

te entre a quantidade de calor (energia térmica), AQ, fornecida 

ao corpo e o correspondente acréscimo de temperatura, AT. 

C = AQ 
	

(Eq. 1) 

A palavra "capacidade" não deve ser interpretada como 

"a quantidade de.calor que um corpo pode reter" uma vezque ela 

significa, simplesmente, o calor fornecido a um corpo para ele-

var de uma unidade sua temperatura. 

A capacidade térmica por unidade  de massa de um corpo, 

denominada calor especifico (ou calor de massa), depende da na 

tureza da substância da qual ele é feito e é definido como o 

quociente entre sua capacidade térmica e sua massa: 

Tanto a capacidade térmica quanto o calor especifico 

de uma dada substância não são constantes, mas dependem da tem 

peratura. As equações anteriores fornecem apenas os valores mé 

dios destas grandezas no intervalo de temperatura considerado, 
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AT. A uma dada temperatura T, o calor específico de um corpo é 

definido como 

A partir desta expressão, a quantidade de calor forne 

cida a um corpo de massa m, para levã-lo de uma temperatura ini 

T. a uma temperatura final T
f' é calculada por 

f f Q = m 	cdT 
IT. 

(Eq. 4) 

onde c é o calor específico do corpo e, em prair é UM ft11 

da temperatura, embora dentro de certos intervalos ele possa ser 

considerado constante. (Halliday & Resnick, Fisica, vol. 1-2, 

p.p. 607-608). 

Uma vez introduzidos estes conceitos subordinados,pas 

semos ao terceiro conceito-chave para o nosso estudo de Termodi 

nanica e Teoria Cinetica: entropia.  

0 CONCEITO DE ENTROPIA 

0 conceito de entropia um conceito que não pode ser 

precisamente definido exceto através de complexos termos técni-

cos. Entretanto, é um conceito de tanta importãncia e tão fre 

guentemente usado que vale à pena procurar entender intuitiva-

mente seu significado. A entropia estâ intimamente relacionada 

com as ideias de ordem e desordem quando estas são definidas em 

termos de probabilidade de ocorrência de uma determinada distri 
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buição estatística para um conjunto de elementos. Alguns exem- 

plos esclarecerão isso. Suponhamos que uma camada de areia fina 

branca e colocada numa jarra e sobre ela é colocada uma outra 

camada de areia tina lugtã, ÇNuçlindo suficientemente a jarra é 

de se esperar que com o tempo a areia branca se misture com a 

preta e a mistura passe a ter cor cinza. Entretanto, por mais 

que se sacuda a jarra, é altamente improvável que se consiga ob 

ter novamente a distribuição inicial, i.e., as duas camadas se-

paradas de areia branca e preta. Por que isso? A resposta esta 

tistica é que existem milhões de maneiras mais através dasquais 

os grãos de areia podem se entremear do que o número de manei-

ras através das quais eles podem se distribuir em duas camadas 

distintas. A disposição ordenada inicial (duas camadas distin-

tas) tornou-se desordenada durante o processo de sacudir a jar 

ra (o qual dá movimento aleatório aos grãos de areia); a distri 

buição menos provável foi suplantada por outra mais provável. 

Não se está, no entanto, dizendo que se continuasse sacudindo a 

jarra não se poderia  após um longo período de tempo reproduzir 

a disposição ordenada inicial de duas camadas distintas; está 

se dizendo somente que é altamente  improvável. Quanto maior o 

número de grãos de areia no conjunto (mistura), mais improvável 

se torna a reprodução da ordem original. Considere agora um con 

junto pequeno: um baralho de cartas que quando novo estava sepa 

rado por naipes, (portanto, ordenado) é embaralhado e se torna 

desordenado durante o processo. A probabilidade de reproduzir a 

ordem original, apesar de pequena, e ainda suficientemente gran 

de para que isso ocorra ocasionalmente. De vez em quando numaro 
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dada de bridge ocorre que cada jogador recebe 13 cartas do mes 

mo naipe. 

Ao considerar conjuntos de moléculas, no entanto, se 

está considerando números extremamente grandes. O número de mo 

féculas em 1 cm3  de gás é superior a 10 19 , o qual é maior doque 

a soma de todos os grãos de areia de tocas as In4AQ Ç10 1111111a0s 

Se conectarmos dois recipientes - um dos quais completamente va 

tvacuo) e o outro cheio de gás - o gás, através do movimen- 

to aleatório de suas moléculas, rapidamente ocupará também o es 

paço existente no recipiente inicialmente valia. illAõei6áthéhte, 

devido ao fato de que o movimento aleatório das moléculas conti 

nua, é possível que no futuro todas elas retornem ao recipiente 

onde estavam, deixando o outro vazish Eiv wiiii“w pada na  anás' 
ca Newtoniana que impeça isso. Porém, a probabilidade estatisti 

ca contra isso é tão grande que considera-se impossível que ocor 

ra. (O tempo que seria necessário para que esta improvável ocor 

róncia acontecesse é muitas, muitas vezes maior do que os bi-

lhões de anos de existência do universo.) 

A medida desta tendência de grandes conjuntos de mole 

culas em movimento aleatório irem de uma menos provável configu 

ração (um arranjo ordenado) para uma mais provável (mais desor 

denada) é chamada entropia. Podemos, então, definir entropia co 

mo uma medida do grau de desordem. A tendência de todas as mu-

danças físicas em irem na direção de uma configuração mais pro 

vável até que um estado de equilíbrio seja atingido o qual cor 

responde a máxima probabilidade chama-se segunda lei da Termodi 

nãmica. Enunciada de outra forma, essa lei diz que qualquer mu 

W1 	 I 	I 	4 , 1 	I 
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dança espontânea num sistema de partículas (ou seja, qualquer 

mudança gue ocorre no sistema sem ganho ou perda de energia em 

relação à vizinhança) serã na direção do aumento de entropia e 

que a entropia serã máxima quando for atingido o equilíbrio 

(Rirleirf J.A.Jr.f The Elements and Structure of the Ph sical 

Sciences, p.p. 233-234) 

Posteriormente, ainda nesta unidade, voltaremos a rd 

lar de entropia e da segunda lei da Termodinâmica. Por enquanto 

fiquemos apenas com a noção de que entropia é uma medida do grau 

de desordem de um sistema. 

A PRIMEIRA LEI DA TERMODINÂMICA 

De um modo geral, pode-se dizer que a Termodinâmica é 

o ramo da Fisica que trata da influência mútua entre calor, tra 

balho e energia. A primeira lei da Termodinâmica estabelece uma 

relação entre estes conceitos, porem, antes de introduzi-la dis 

cutamos um pouco tais conceitos. 

Calor como já vimos e uma forma de energia, a energia 

termica. Energia pode ser definida como capacidade de realizar 

trabalho. Trabalho pode ser transformado em calor (um exemplo 

disso e a experiência de Joule) e vice-versa (nas máquinas ter 

micas utiliza-se calor para realizar trabalho). Isso significa 

que estes três conceitos (calor, trabalho e energia) estão pro- 

fundamente relacionados. Mas, por outro lado talvez você esteja 

dificuldades em discriminá-los. Você pode estar se pergun tendo 
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tando: Afinal qual é a diferença entre calor e trabalho? 

Vamos então estabelecer umã distinção entro ostAs deig 
conceitos: 

Definiremos calor como energia em trânsito dg um eor 
po (ou sistema) a outro, devido a diferença em temperatura  en- 

tre eles. Ao transmitir-se de um corpo a outro, exclusivamente 

devido a diferenp de temp 	Wiltre LM É 	d enerad 
recebe a denominação de energia térmica. Se o calor fosse uma 

substância, ou um tipo de energia que não se transformasse en- 

quanto estivesse contida no sistema, não seria possível retirar 

calor indefinidamente deste, sem alterá-lo. No entanto, tomando 

como exemplo o aparelho de Joule podemos retirar da água uma 

quantidade indefinida de calor, por exemplo, ligando-a a um sis 

tema mais frio, sem alterar as condições dela. Para isso, é cla 

ro, é preciso que o aparelho esteja funcionando continuamente. 

Da mesma forma, o trabalho tambem não éalgo quem sis 

tema contenha em quantidade definida; pode-se fornecer uma quan 

tidade indefinida de trabalho a um sistema sem alterar suas condi 

ções, como também ilustra o aparelho de Joule. 0 trabalho, como 

o calor, implica em transferencia de energia. Porém, para dis 

tinguir entre calor e trabalho define-se este último como a ener 

gia que transferida de um sistema para outro de modo tal que 

a  diferença de temperaturas não esteja diretamente envolvida. O 

termo trabalho inclui todos os processos que envolvem transfe-

rencia de energia, mas exclui especificamente aqueles em que a 

transferencia de energia seja devida a diferença de temperatura. 

(Observe que essa definição éconsistente coma definição dW=Fdx 

■ 11 
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que você estudou anteriormente; a força F podia ser de natureza 

elétrica, magnética, gravitacional, etc., e não havia diferença 

de temperatura envolvida nessa definição.) 

Uma vez estabelecida uma distinção entre calor e tra-

balho resta ainda discutir um pouco o terceiro conceito 	(ener 

gia) envolvido na formulação da primeira lei da Termodinâmica. 

Todas as coisas materiais consistem de 'átomos e mole 

culas, os quais estão continuamente em movimento tanto se o ma-

terial for gasoso, liquido ou saldo. Portanto, mesmo se um ob 

jeto está em repouso, numa posição de energia potencial zero (em 

relaçao a um certo nível de referência), existe energia associa 

da ao movimento interno dos ãtomos e moléculas que o constituem. 

Ou seja, existe sempre uma certa energia interna para qualquer 

conjunto de átomos ou moléculas. Se alterarmos o sistema fazen 

do com que seus átomos e moléculas se movam mais violentamente, 

dizemos que foi adicionada energia térmica ao sistema (fazendo 

trabalho sobre o sistema ou cedendo calor ao mesmo), aumentando 

assim a energia interna. 

A conservação da energia é uma lei geral da Física e, 

como tal, deve ser válida quando consideramos tanto a energia 

interna de um sistema como possíveis formas de energia "exter-

na". Chamemos de U a energia interna de um sistema e de Qaquan 

tidade de calor (ou energia térmica) fornecida a esse sistema. 

Se o sistema recebe uma quantidade de calor Q e não realiza ne 

nhum trabalho, sua energia interna é aumentada de uma quantida 

de AU exatamente igual ã quantidade de calor recebida: AU = Q. 

  

0 sistema, no entanto, pode realizar um certo trabalho, w, quan 
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do suprido da energia térmica (calor) Q; por exemplo, se o sis 

tema é um gás contido num cilindro com um êmbolo ele pode se ex 

pandir elevando o êmbolo, i.e., exercendo uma força sobre o êm- 

bolo e provocando um deslocamento do mesmo, fazendo entãoum tra 

balho. Nesse caso, obviamente, o acréscimo de energia interna é 

menor porque parte do calor recebido foi gasto na realização do 

trabalho. Então, segundo o principio de conservação da energia, 

a variação de energia interna é igual ao calor fornecido ao sis 

tema P9n4Q g tobalho feito por  el@: 

áV = 	W 	 (Eq. 5) 

Esta equação é chamada Primeira  Lei da Termodinâmica, 

 mas é simplesmente um enunciado do principio de conservação da 

energia guando existe energia tármin ényólvida no processo. 
Nesta equação, Q é considerado positivo quando o ca- 

lor ê recebido pelô sistémâ é negativo guando cedido enquanto 
que W é positivo quando o trabalho é realizado pelo sistemaene 

gativo quando é realizado sobre o sistema. 

Se o sistema sofre uma variação infinitesimal de esta 

do, então apenas uma quantidade infinitesimal de calor dQ é ab 

sorvida ou cedida e apenas uma quantidade infinitesimal de tra-

balho dW é realizada, de modo que a variação da energia interna 

dU serã também infinitesimal. Neste caso, a primeira lei tem a 

seguinte forma diferencial. 

	

dU = dQ - dW 	 (Eq. 6) 

1,11,,I 	I 	 PS"' 
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Nota importantei Fara completar o estudo do assunto desta su- 
ção é indispensável a leitura das secções 22-6 
g 22E7 do livro de texto Nallidu & Reolok, 
vol. 1-2) 

A SEGUNDA LEI DA TERMODINÂMICA 

Como jã vimos, o fato de que qualquer mudança espontâ 

nea (i.e., sem ganho ou perda de energia em relação ã vizinhan- 

ça) num sistema de partículas ocorre na direção do acréscimo de 

entropia e que a entropia será máxima quando for atingido 	o 

equilíbrio é conhecido como Segunda Lei da Termodinâmica. Explo 

remos. um  pouco mais o assunto: 

É esta famosa lei que determina a direção do fluxo daca 

lor. Dois corpos isolados que estão a diferentes tempe 

raturas quando postos em contato acabarão por atingir a 

mesma temperatura de equilíbrio, i.e., passarão de uma 

distribuição mais ordenada (diferentes temperaturas) pa 

ra uma menos ordenada (mesma temperatura) porém maisrno 

vável. Devido a esta lei, a vasta quantidade de energia 

térmica dos oceanos, por exemplo, não estã disponível. 

Somente se fizermos com que esta energia flua para um 

outro corpo a temperatura mais baixa é que poderíamos 

aproveitá-la. Relacionado a isso, está a idéia de "mor 

te térmica" do universo... tem sido argumentado que de 

vido a aparente inviolabilidade da segunda lei da Termo 

dinâmica o universo marcha inexoravelmente para um esta 

do de máxima entropia no qual todos os corpos estariam 

num estado de energia mínima. Quando isso acontecesse, 

daqui há bilhões de anos, nada novo ou significante po 

deria ocorrer no universo porque não haveria diferenças 

de energia (consequentemente, não haveria fluxo de ener 



gia, não haveria energia digponivol para a vida, por 
exemplo). Entretanto, por mais impressionante e depres 

sivo que este prognóstico possa parecer ele é, na verda 

áe, mera especuiaçto. Sabemos tto pouco sobre o univer 

so e o temos observado por um período de tempo tão pe- 

queno que qualquer extrapolação do conhecimento que te 

mos agora é simples especulação... É verdade que atéago 

rã ã wunda loi da Tormodinâmima RIMA #6i 
continua sendo uma generalização empírica, uma útil di 

retriz para futuras investigações científicas, mas ain 

da assim nàjo é uma certeza mais absoluta do que a lei 

de conservação da matéria que era tão amplamente aceita 

há uma ou duas gerações atrás. (Ripley, J.A. Jr., 	The 
Elements and Structure of the Physical Sciences, 	p.p. 

Z34-235) 

Uma das características que distinguem a entropia de 

conceitos tais como energia, quantidade de movimento e outros 

que obedecem leis de conservação é que não existe um princípio 

de conservação da entropia. Na realidade, sucede o contrário. A 

entropia aumenta em cada transformação natural( caso se conside 

rem todos os sistemas que participam da transformação. Jã vimos 

exemplos disso, mas consideremos mais um: misturemos um litro 

de água a 100°C com um litro de água a 0°C. ApOs a mistura das 

águas quente e fria teremos 2 litros de água a uma temperatura 
o 

de 50 C. Se calculássemos (faremos isso na terceira unidade des 

te estudo) a entropia do sistema antes e depois da mistura che-

garíamos ã conclusão de que a entropia da mistura é maior dogue 

a soma das entropias das águas quente e fria separadamente. Hou 

ve, portanto, um aumento de entropia na transformação. 

Na verdade, não é necessãria a mistura física das 

189 
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águas quente e fria para obter o estado de equilíbrio final. Po 

der-se-ia simplesmente permitir o fluxo de calor por condução 

ou por radiação da água quente ã fria. O mesmo aumento de entro 

pia resultaria. 

Pode ocorrer que a entropia de um certo sistema que 

participa de uma transformação natural (a água quente, por exem 

plo) diminua, mas quando se adicionam todas as variações de en 

tropia na transformação, os aumentos de entropia são sempre maio 

res, em valor absoluto, que os decréscimos. Somente em alguns 

casos especiais as variações positivas e negativas são iguais em 

módulo de modo que a entropia total permanece constante, de um 

modo geral há um aumento de entropia. Pode-se então formular um 

princípio geral, considerado parte da segunda lei da Termodinâ 

mica, segundo o qual, em todas as transformações, a entropia au 

menta ou permanece invariâvel. Ou seja, não existe transforma-

ção alguma na qual a entropia decresça. 

O que significa, no entanto, esse aumento de entropia 

que acompanha qualquer transformação espontânea na natureza? A 

resposta, ou pelo menos uma resposta, é que ele representa uma 

medida da indisponibilidade da energia. Expliquemos: considere-

mos de novo o exemplo da mistura da água quente e fria. Antes 

da mistura, poderíamos ter usado a água quente como a fonte a al 

ta temperatura (fonte quente) e a água fria como a fonte a bai 

xa temperatura (fonte fria) de uma máquina térmica *  e, durante 

Máquina térmicaé qualquer dispositivo que transforme calor em 

trabalho (ou vice-versa); este assunto será estudado na ter-

ceira unidade. 
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a transmissão do calor, da fonte quente à fria, poder-se-ia ob 

ter algum trabalho mecânico. Entretanto( uma vez 9mç uma §1- 

do misturadas as águas quente e fria e que ambas hajam atingido 

uma temperatura uniforme, perde-se por completo( ÇM gysatunl 
dade de converter calor em trabalho. A agua morna jamais se des 

misturará (ou melhor, é altamente improvável que isso aconteça) 

separando-se em uma. parte quente e outra fria. Não hã no entan 

to, diminuição de energia quando as águas quente e fria se mis 

turam, o que existe é uma diminuição da quantidade disponímflde 

energfta ou um aumento da parte não disponível de energia signi  

fiem&  tal Upresso que uma Jacta quantidade de energia não 
mais poderã ser utilizada ,para conversão em trabalho. Logo,quan 

do a entropia aumenta passa se a dispor de menos energia dispo 

nível para conversão em trabalho. A entropia pode então ser in 

terpretada também como uma medida da indisponibilidade da ener 

gia. 

A segunda lei da Termodinâmica pode também ser enun 

ciada de várias outras maneiras, geralmente relacionadas a ma 

quinas térmicas, porém todas são conseqüências diretas da formu 

lação dessa lei em termos de entropia que é a mais geral. Assim 

sendo, deixaremos outras formulaçaes da segunda lei para mais 

tarde. Por enquanto estamos discutindo apenas os aspectos mais 

gerais e inclusivos da Termodinãmica. 

CONCLUSÃO 

Nesta unidade, procuramos dar-lhe uma visão geral do 

■ 	 I 
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estudo que você está iniciando. Primeiramente falamos um pouco 

de Física e situamos a Termodinâmica e a Teoria Cinética no con 

texto da Física. Depois, introduzimos os conceitos-chave para o 

estudo da Termodinâmica: temperatura, calor (energia)  e entro- 

pj,,  A MUll't siUSGUWWM prlmelra w a sçgunda lelã da Telma 
dinâmica. Tudo isso foi feito de uma maneira bem geral e intro 

dutOria porque acreditamos que sua aprendizagem serã facilitada 

se você antes de entrar nos detalhes tiver uma visão do todo en 

fatizando apenas os conceitos e leis mais importantes. 

Na próxima unidade, você estudará Teoria Cinética, a 

qual constarã, essencialmente, de uma interpretação dos concei 

tos de temperatura, calor e entropia do ponto de vista da Mecâ 

nica. Obviamente, alguns novos conceitos serão introduzidos,mas 

basicamente o que se procurarã fazer é diferenciar ainda mais 

os três conceitos-chave introduzidos nesta primeira unidade. 

Finalmente, na terceira unidade entraremos nas aplica 

ções destes conceitos e das leis da Termodinâmica. Isto é, en-

traremos nos detalhes, nos cãlculos. Deixamos esta parte para o 

fim porque acreditamos que antes de se aplicar conceitos e leis 

físicas é preciso tê-los bem definidos, diferenciados e organi 

zados em nossa mente. Caso contrãrio ficamos a fazer cãlculos 

sem saber porque e a obter resultados que não significam nada 

para nós. (Voce já não passou pela experiência de ficar aplican 

do fórmulas e mais fórmulas sem saber por que ou sem saberoque 

elas significam?) 
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INSTITUTO DE FÍSICA - UFRGS 

FÍSICA II (FIS 103) - 1978 

Unidade II 

TEORIA CINÉTICA DOS GASES 

I - INTRODUÇÃO 

Nesta unidade abordaremos os conceitos de temperatura 

calor e entropia desde um ponto de vista microscópico. (Lembre 

que na unidade anterior eles foram introduzidos sob um ponto de 

vista macroscópico). Para atingir esse objetivo, primeiramente 

  

desenvolveremos um modelo microscópico (isto é, um modelo que le 

ve em conta que a matéria é formada por átomos emoléculas) para 

um gás ideal. Depois aplicaremos a mecânica Newtoniana ao agre 

gado de partículas que compõem o gás para, finalmente, chegar-

mos ã. interpretação microscópica dos conceitos de temperatura, 

calor e entropia. Basicamente, essa é a essência da Unidade, po 

rém, ao longo dela alguns novos conceitos serão introduzidos e, 

sobretudo, uma importante equação - a equação de estado dos 

gases ideais - será também introduzida. 

Observe que esta unidade representa, de um modo geral, 

um detalhamento da primeira, pois os mesmos conceitos e leis se 

rão aqui discutidos de forma mais específica, mais minuciosa. Po 

rém em relação à proxima unidade esta unidade é ainda um pouco 

geral porque não entra em aplicações mais práticas. A aplicação 

194 
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dos conceitos e leis fundamentais da Termodinâmica sere objeto 

terceira uniclacle, com a qual encerraremos o estudo dos fenô-

menos termicos. 

II - OBJETIVOS 

Ao termino desta unidade voce deverá. ser capaz de: 

1.Definir gãs  ideal do ponto dê vista macroscOpico (ou seja, 
por meio de uma equação de estado) e descreve-10 do ponto de 

vista microscópico, segundo o modelo da Teoria Cinética (ou 

seja enunciar e explicar as hipóteses básicas do modelo). 

2. Interpretar do ponto de vista microscópico a pressão exerci 

da por um 34Q 	especificando de que fatores ela depon 
de. 

3. Interpretar do ponto de vista microscópico a temperatura  de 

um gás ideal e comparar essa interpretação com a obtida do 

ponto de vista macroscópico. 

4. Relacionar a interpretação microscópica de temperatura com o 

trabalho realizado sobre um sistema isolado e com a velocida 

de das moleculas de um gãs. 

5. Interpretar do ponto de vista microscópico (i.e., 	luz do 

modelo de um gás ideal) o conceito de calor e mostrar que es 

sa interpretação é consistente com a interpretação macroscó-

pica. 

6. Especificar sob que condiçOes se pode obter trabalho apartir 

da energia termica e relacionar isso com a segunda lei daTer 

modinâmica. 

. ■ 
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7. Interpretar do ponto de vista microscõpico o conceito de en 

tropia e mostrar que essa interpretação é consistente com a 

interpretação macroscópica. 

8. Estabelecer a rela7ão entre a ener9ia interna e a temperatu 

ra de um gãs ideal monoatômico (gás perfeito), deduzindo a 

partir desta relação e da primeira lei da Termodinâmica as 

expressões de C e C (capacidades térmicas molares a volume 
v 	p 

constante e a pressão constante respectivamente). 

9. Explicar o que se entende por equipartição de energia e apli 

cá-la no cãlculo de calores específicos molares (capacidades 

têrmicas molares) de gases ideais, conhecidoo número degraus 

de liberdade. 

PROCEDIMENTO pinERIDO 

- Leia com atenção o texto anexo e as secções doHalli 

day & Resnick recomendadas ao seu final. Esclareça suas dúvidas 

com um monitor ou com o professor. 

- Procure se auto testar para ver se é capaz de fazer 

o que se espera de você nos objetivos desta unidade. 

- As seguintes questões de estudo poderão auxiliã-lo 

nessa auto-testagem: 

1. Procure explicar com suas prOprias palavras as hipõteses bã 

sicas do modelo microscõpico proposto para o gãs ideal. 

2. Tente reproduzir o cãlculo da pressão consultando° texto ape 

nas quando necessãrio. Interprete fisicamente a expressão fi 

nal da pressão. 

- 
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3. Utilize suaS própriaS palaVraS para interpretar do ponto de 

vista microscópico os conceitos de temperatura, calor e en- 

tropia. Essas interpretaçôes são coerentes com as interpreta 

Ç5es macroscópicas? Explique. 

4. Qual é o problema em utilizar a energia térmica do oceano pa 

ra realizar trabalho? 

5. Explique por que a realização de um trabalho sobre um cgis con 

tido num recipiente isolado provoca um aumento na temperatu-

ra do gãs. 

- Em relação aos objetivos 8 e 9 sugere-se o seguinte: 

a.Leia as secções 23E7 e 8. 
b. Responda a questão 23-19 (obs.: Capacidade Térmica Molar 

= Calor Específico Molar). 

c. Reproduza separadamente para gases monoatômicos, diatômicos 

e poliatômicos os cálculos de Cp, Cv e y feitos na secção 

23-8 a partir da equipartição de energia. 

d. Se um gás tiver 9 graus de liberdade, determine Cv e Cp. 

e. Resolva os problemas 23-26 e 30 (Respostas: 30:220 cal, 70%; 
3 	o 26: 3,1 x 10 J/kg K) 

- Quando você se sentir suficientemente preparado em 

relação aos objetivos desta unidade apresente-se para fazer o 

teste da unidade. 

I 	i ■ 	I 



Unidade II 

TEORIA CINÉTICA DOS GASES 

I - INTRODUÇÃO 

Como dissemos na uniclacle anterior, a Mecanica Pâtàtíl 

ti ca, lidando com a mesma área da Termodinâmica, pressupõe a 

existência de átomos e moléculas e aplica as leis da Mecânica 

aos átomos e moléculas que constituem o sistema. No nível chama 

do Teoria Cinética, a Mecânica Estatística utiliza técnicas ma 

temáticas relativamente mais simples para calcular médias COMO, 

por exemplo, a energia cinética média das moléculas de um gás.A 

Teoria Cinética pode ser aplicada não só a gases como também a 

sólidos e líquidos, porém no caso de gases as interações entre 

átomos são muito mais fracas do que nos líquidos e sólidos, oque 

simplifica grandemente o tratamento matemático do problema. 

Na unidade anterior, enfatizamos três conceitos-chave: 

temperatura, calor (energia térmica) e entropia. Esses concei 

tos foram introduzidos sem muito rigorismo, de um ponto de vis 

ta macroscópico, lançando mão de exemplos intuitivos e procuran 

do relacioná-los com o que você já sabia. Dissemos, no entanto, 

que na segunda unidade procuraríamos diferenciar melhor tais con 

ceitos através de uma interpretação mecânica e microscópica dos 

mesmos. Precisamente isso é o que faremos nesta unidade: 

Construiremos um modelo mecânico, palpável, comoqual 

possamos interpretar os conceitos de temperatura, calor e entro 
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pia. Especificamente, proporemos um modelo para um gãs ideal e 

aplicaremos as leis de Newton para determinarocornportamento do 

agregado de moléculas que compõe o gãs. Isto é, construiremos 

um modelo de um gãs e procuraremos, usando somente conceitos me 

cãnicos (massa, espnot tempo e sãS leis de movimentoh dblàn:quan 
tidades que possam ser interpretadas como temperatura, calor e 

entropia. 

Passaremos, então, agora a desenvolver o modelo do 

gas; feito isso, usaremos esse modelo para interpretar os con- 

ceitos de temperatura, calor e entropia. No desenvolvimento des 

se modelo, você verã que outros conceitos, tais como pressão e 

VOlUMé, sao tambem importantes para o estudo dos fenômenos tér 

MicOS. Além disso, uma equação muito importante será introduzi 

da! Mei!. /iá Amtâclõ cios gases Meais. 

II - DEFINIÇÃO MACROSCÓPICA DE UM GAS IDEAL: Equação de Estado 

Já dissemos que nos sólidos e líquidos as interações 

inter-atOrnicas são muito complexas e por isso nos restringire-

mos aos gases. Entretanto, em muitos casos, os gases também apre 

sentam interaçóes complexas e devido a isso temos que distin-

guir entre gãs ideal e gãs real. Fundamentalmente, um gás ideal 

aquele no qual as forças intermoleculares são desprezíveis,de 

modo que as interações entre as moléculas são devidas apenas aos 

eventuais choques elãsticos entre as mesmas . Por isso, nos con 

centraremos no modelo de um gás ideal. Além da simplicidade, os 

resultados obtidos com esse modelo fornecem uma boa aproximação 
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para gases reais. Gases reais sob determinadas condições compor 

tam-se quase que como gases ideais. 

Podemos estudar um gás ideal sob o ponto de vista ma 

Or00b100 Offin Co ponto de lata microrõpico. rassaremo ago 
ra definição macroscópica de um gãs ideal: 

Seja um recipiente de volume V, contendo uma quantida 

de de gãs de massa m. Define-se massa especifica do gáls,pelare 

lação 

p = — V 
(1) 

A experiência mostra que se a massa especifica for su 

ficientemente baixa (valor de V muito grande comparado com m), 

todos os gases, qualquer que seja sua composição química, ten 

dem a apresentar uma certa relação simples entre as variáveis 

termodinâmicas p, V, T (pressão, volume e temperatura), 

Essa relação é uma conseqüência de duas leis experi- 

mentais: 

1. Lei de Boyle: Para uma dada massa de gás, mantida a tempera 

tura constante, a pressão varia inversamente com o volume. 

2. Lei de Charles/Gay-Lussac: Para uma dada massa de gãs, manti 

da a pressão constante, o volume varia diretamente com a tem 

peratura. 

Esses dois resultados experimentais podem ser resumi-

dos na relação 

pV = pRT , 	 (2) 
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onde 1.1 e a massa do gás em moles e R e uma constante universal 

chamada constante dos gases 

R = 8,314 Joulefmol °K = 1,986 cal(mol o  K , 

Esta equação é chamada 2s2rj2cje22 t,sgnãsie-

al; definimos um gás ideal, do ponto de vista macroscópico, co 

mo aquele que 2inúeçe a esta equação sob quaisquer condições. Ob 
viamente, tal gás não existe na realidade, mas é um conceito 

útil devido ao fato de que a densidades suficientemente baixas, 

o comportamento de todos os gases reais se aproxima do comporta 

mento do gás ideal. 

Nos exercícios desta unidade e na unidade seguinte, 

voltaremos a tratar esta relação com maior profundidade. Por en 

quanto, o importante, à sabermos que PV é proporcional a T, e 

que a constante de proporcionalidades é pR. 

III - DEFINIÇÃO MICROSCÓPICA DE UM aS IDEAL: Teoria Cinética 

Como já vimos, a parte da Física que estudo o compor 

tamento dos gases (e outros tipos de material) nos processos em 

que há troca de calor, sob o ponto de vista macroscópico, deno 

mina-se Termodinâmica. A equação de estado apresentada na secção 

anterior é uma das relações mais fundamentais da Termodinâmica. 

Posteriormente veremos algumas aplicações dessa relação. 

Nossa tarefa agora, é tratar o gás ideal sob o ponto 

de vista microscópico. Isto significa que em principio deveria 
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mos apli cãr aS léis dé mécânica a cada molécula do gãs e então, 

descrever o comportamento do sistema. No entanto, esse tipo de 

abordagem é impossível, dado o grande número de moléculas (cksor 

dem 1023' . Mas esse obstãculo não é motivo de desespero, por- 

que o que nos interessa são os efeitos do movimento molecular, 

as grandezas macroscôpicas. Essas grandezas são resultados mé- 

dios do comportamento de todas as moléculas. Por exemplo, quan 

do estamos interessados numa grandeza relacionada com a veloci 

dade das moléculas o que nos interessa é a velocidade média de 

todas as moléculas. 

Pelo fato de usar as leis da mecânica e da estatísti-

ca, essa parte da Física (que lida com a mesma área da ciência 

que a Termodinâmica, mas que leva em consideração a existência 

de ãtomos e moléculas denomina-se Mecânica Estatística. 

Novamente deveremos definir o que entendemos por gâs 

ideal. No caso macroscópico, a definição estava ligada ã rela-

ção entre a massa do gás e o volume do recipiente e ã equação 

de estado. Agora, deveremos vincular nossa definição aos aspec 

tos microscópicos. Para nós, um gãs ideal é aquele que satisfaz 

às seguintes condições: 

1. As moléculas são dotadas de movimento desordenado e obedecem 

ás leis da Newton. As moléculas podem mover-se em todas as 

direções, com várias velocidades. Para podermos determinaras 

características de seus movimentos, supomos que as leis de 

Newton sejam válidas no nivel microscópico. Esta hipótese se 

rã aceita ou rejeitada, conforme os fatos experimentais pre 

vistos com base nelas sejam ou não corretos. 
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2. 0 número total de moleculas do gás é grande. 0 sentido, a di 

reção e o módulo da velocidade das moléculas podem sofrer mu 

danas bruscas devi0o ÀS QQ1iSUS GOM outras moléculas COM 

as paredes do recipiente. Por causa das colisOes, as trajetO 

rias das moléculas serão em ziguezague. Entretanto, por cau 

sa do número tão elevado de moléculas, supomos que a ocorren 

cia de inúmeras colisões manterá a distribuição de velocida- 

des, bem como o mvimentO desordenado das moléculas. 
3. 0 volume das moléculas é uma fração desprezível dovolume ocu 

pado pelo gãs. Apesar de existir um grande número de molécu 

las, elas são extremamente pequenas. Sabemos que o volume de 

um gas pode variar grandemente sem muita dificuldade e que, 

se o gás for condensado, o volume ocupado pelo liquido pode 

ser milhares de vezes menor do que o volume do gás. Logo, es 

gã hipiStéSó e plausivel. (Investigaçães posteriores relati-

vas ao tamanho das moléculas nos mostraram a necessidade de 

modificar essa hipótese (eq. de Van der Waals) no caso deden 

sidades elevadas). 

4. As forças que atuam sobre as moléculas são desprezíveis, ex 

ceto durante uma colisão. Como conseqüência dessa hipótese, 

o movimento das moléculas é retilíneo e uniforme entre duas 

colisões. A distância média entre as moléculas muito gran 

de comparada a seus tamanhos, devido à suposição de que as 

moléculas são muito pequenas. Logo, o alcance das forças mo 

leculares é suposto comparãvel ao tamanho molecular. 

5. As colisões são elâsticas e de duração desprezível. 0 momen 

to linear (ou momentum), bem como a energia cinética, são con 



204 

servados nas colisões entre duas moléculas ou entre as mole 

cuias e as paredes do recipiente. 0 tempo que decorre entre 

duas calisgss sucoggivas ó muito maior do que o tempo de du 
ração de uma colisão. Como conseqTencia, tem-se que a ener- 

gia cinética) convertlúa um ufiçís0 p9tencial durante a coli 

são, seja de novo disponível como energia cinética, em inter 

valos de tempo tão breves, que podemos ignorar inteiramente 

essa transformação. 

IV - A PRESSÃO DE UM GÁS") 

Vamos agora calcular a pressão de um gás, sob o ponto 

de vista microscOpico, ou seja, a partir da teoria cinética. Pa 

ra simplificar consideraremos o gãs em um recipiente cúbico de 

paredes perfeitamente elásticas. 
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De acordo com a nossa definição de gãs ideal, nenhuma 

molécula exerce força sobre outra, a única interação entre elas 

é devida aos eventuais choques. As moléculas se movimentam de 

uma forma caótica, em ziguezague, e de vez em quando chocam-se 

gOM outra molécula ou com as paredes dó réóipiente, mudando a 

direção do seu movimento. Sempre que uma molécula choca-se com 

uma parede do recipiente, ela transfW;Q uma certa qua ntidade do 
seu momento linear. De acordo com a segunda lei de Newton, a 

quantidade de momento linear transferida para um corpo na unida 

de de tempo, é justamente a fo9a exercida nagmçlç ww), 

= sià 
	

Ç3 

Por outro lado, a força por unidade de ãrea é a pres 

são exercida sobre a superfície do corpo. 

pressão = P = 	 - F AREA A (4) 

Então, tudo que temos a fazer, é calcular a quantida-

de de momento linear transferido para uma parede, por todas as 

moleculas, na unidade de tempo. Isso nos clã a força exercida pe 

las moléculas na parede. Dividindo a força pela ãrea da parede, 

teremos a pressão exercida pelo gás. 

Para simplificar o cálculo, podemos proceder daseguin 

te forma: calculamos a pressão exercida por uma molécula qual- 

quer. 0 resultado final será a soma das pressões de todas as mo 

Féculas. 
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Para simplificar ainda mais o cálculo faremos a aná 

lise do movimento apenas na direçao N. 

Se uma molécula colidir com a parede Al, sua compone2 

te vx 
mudarã de sinal; a variação Ap do momento linear será 

6P1=Pf-Pi-mvxl-mvxl = -2mvxi 
	 (5) 

Devido ao fato que o momento linear se conserva,aquantidade de 

momento linear transferida ã parede serã 2mvxi. 

Podemos descrever o movimento da molécula, qualitati 

vamente: ela choca-se com Ai e dirige-se para A2 No caminho, 

supor que isso ela pode colidir com outras moléculas, mas vamos 

não ocorra (a essa altura, já se percebe porque dissemos na in 

trodução que a nossa análise era bastante simplificada). Nesse 

caso após colidir com A2, retorna em direção a Ai. Qual o tem-

po necessário para esse trajeto de ida e volta? Ou seja, qual o 

tempo entre duas colisões na parede Al? 

2£ 
X = vt=4 2£ = vxlt= t - 	 

Então, o número de colisões com Ai por unidade de tem 
vxl po, serã 2£ • 

Em uma colisão, a molécula transfere 2 mvx para a pa 
vxl rede. Em --- colisões, a quantidade de momento linear transfe 2£ 

rida serã 

(6) 
xl 

2mvxl xl mvxl2 

2£ 



2 
mvxl é a quantidade de momento linear transferida 
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parede, por unidade de tempo, Sjit . Ou seja, 

pela molécula sobre a parede. 

A pressão serã 

a força exercitada 

	

2 	2 

	

mvxl 	vxl 
2' 	2, 2 	£ 3 

A pressão total será 

2 
Pl + P P3 + • • • + Pn = —3- (vxl2 +vx22 +vx3

2 
 • • +vxn )  = 

N 

	

2 	2 	2 	E 2 v 
 +v  x2 	+v 	.v . m(  251 a 	xn )  = Nm 	xl 

3 

	

£
3 	N 

onda N 8 o número dó moléculas he recipiente. 

	

n= 	 é a densidade de 2mo léculas, o número 4e mole- 
st, 3 v 4  

culas por unidade de volume e E Nxi  e o valor médio de vx
2 , re 

 presentado por v
x
2  ou < vx

2 >. p = mnv
x2 = px v 2 , onde p = mn é 

a massa por unidade de volume, isto é, a massa específica ou 

densidade. 

Para qualquer moléculas tem-se v2 = v2 +v2
y  +v

2
. Como x 	z 

as partículas (ou moléculas) se movem desordenadamente, sem ne 

 --7 nhuma direção preferencial, os valores médios v
x 
7 , v-7  e vz são y 

iguais 

2 	2 	2 
xv = v =vy 

v2 = v
x
2 	2 	 --2  +v +v

z
2 = 3vx 

2  vx 	v 

P = 1 pv2  

P = 

pl (7) 

(8) 

(9) 
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Apesar da simplicidade utilizada no cálculo dessa ex 

pressão como a eliminação dos doquee entre ao moi:óculo: o re 
sultado seria o mesmo se considerássemos tais colisões, por cau 

sa da conservação do momento linear e da energia cinética nos 

choques elãsticos. 
2 - 

A raiz quadrada de v e chamada velocidade quadráti  

ca média; é uma espécie de media da velocidade molecular. 
an —Juan 

V - A TEMPERATURA DE UM GAS IDEAL 

Na unidade anterior foi apresentada uma noção geral 

do conceito de temperatura. Sob o ponto de vista macroscópico, 

ele é uma grandeza que pode ser medida com o auxílio de um ter 

mômetro. Observa-se também que se dois corpos estão em equilí 

brio térmico com um terceiro, estão em equilíbrio entre si. Es 

ta afirmação é o teor da lei zero da termodinâmica. Por outro 

lado, a diferença de temperatura entre dois corpos indica o sen 

tido do fluxo de calor. Quando dois corpos de temperaturas di- 

são colocados em contato, o calor passa do corpo detem 

maior para o de temperatura menor. 

Sob o ponto de vista microscópico, a temperatura esta 

relacionada com a energia cinética média das moléculas do gãs. 

Essa energia cinética média é devida ao movimento de 

translação das moléculas em relação ao centro de massa do gás. 

Isto significa que a temperatura do gãs não é modificadapelo mo 

vimento do centro de massa. 

ferentes 

peratura 
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Neste caso, o equilíbrio térmico entre dois corpos 

atingido quando as energias cinéticas médias de suas moléculas 

forem iguais. 

Vejamos agora como escrever a temperatura enfunção da 

energia cinética média das moléculas. 

Se multiplicarmos pelo volume V ambos os membros da 

(Eq. 9) obtemos 

1 	2 pV = 5- pVy 

pV = massa total do Os = fim, onde m 	amo em mo 
les e M o peso molecular. 

Então, 

1 	2 pV = pMv 2 1 	2 pMv ) (10) 

1 	2 - 
pMv e a energia cinética total de translaçâo das 

moleculas, pois 

Energia cinética total 1 	2 1 	2 	1 	2 = mvi +7 mv2 + 	2- MVn " 

E v.2 
= 1 mN i=11  1 	2 	1 	2 - mNv = 7 pimv 2 

A equação de estado de um gãs ideal (Eq. 2), é 

pV = pRT 

Comparando as equações 2 e 10, tem-se que 

(Eq. 2) 



pRT = 	(.
1 

pMv
2 ) 3 2 

T =
2 

(- V
2

) 
2R 2 

3 	 2 
(- RT = Mv ) 2 	7 

Na relação (11) temos a temperatura como função da 

o energia cinetica total de translaçao por mol de um gas ideal. 

Nós sabemos que o número de AvogadrO, NO, é o niimer0 

de moléculas por mol. Assim, 	=méamassa de uma molécula, No 

e podemos escrever 11 de outra forma 

. 2 1 , ,1 „ 2, 	2 1 1 M 2 -5 /-7-t INok-2.- 1-4v / = 	 v ) 
Sfo 

AL é uma constante denominada constante de Boltzmann, K. Pode-No 

mos dizer que K é a constante do gãs por molécula. 

Finalmente teremos 
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OU 

     

2 1 	2 T = 	mv )====> 3 	1 	2 KT = mv (12) 

VI - INTERPRETAÇÃO MECANICA DOS CONCEITOS DE TEMPERATURA, CALOR 

E ENTROPIA 

Conforme foi proposto no início desta unidade, após o 

desenvolvimento de um modelo para um gás ideal usaríamos este 

modelo para interpretar mecânica e microscopicamente os concei 

tos de temperatura, calor e entropia. Na construção do modelo, 

definimos gás ideal do ponto de vista macroscópico (equação de 
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estado) e microscópico. Depois calculamos apressão exercida pOr 

um gés ideal e finalmente obtivemos uma expressão para a tempe 

ratura. Ega express-a'o (Eq. 12) foi a seguinte: 

2 
E . (energia cinética média das moléculas do Os) 

Esta expressão nos diz que a temperatura do gás é pro 

porcional à energia cinética média das moléculas do gás. Pode-

mos dizer que esta equação é uma definição microscópica e mecâ 

nica de temperatura: microscópica porque foi obtida com base na 

teoria cinética dos gases que é uma teoria microscópica, mecâni 

ca porque relaciona a temperatura a conceitos da Mecânica (mas 

sa, espaço e tempo). Observe que essa definição não contradiz 

em nada a interpretação macroscópica de temperatura dada na uni 

dade anterior. Naquela oportunidade dissemos que a temperatura 

de um sistema é uma propriedade que, eventualmente, atinge o 

mesmo valor que a de outros sistemas, quando todos eles são co 
locados em contato. Dissemos que operacionalmente temperatura é 

a quantidade medida por um termômetro; dissemos também que atem 

peratura é uma propriedade que determina a direção do fluxo de 

calor entre dois corpos. Todas essas noçOes macroscópicasde tem 

peratura não entram em conflito com a interpretação microscópi 

ca dada a esse conceito nesta unidade. 

Por exemplo, quando dois ou mais sistemas atingem a 

mesma temperatura (equilibrio térmico) isso significa que suas 

moléculas têm a mesma energia cinética média. Se um sistema es-

tã a uma temperatura mais elevada do que a de outro isso signi 

fica que a energia cinética média de suas moléculas é maior do 

1111,1,, 	 '11 
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que a do outro, e assim por diante. 

0 fato de que a temperatura de um gãs é proporcional 

"à energia cinética média de suas moléculas também consistente 
com a observação de que quando o trabalho é feito sobre um gás, 

contido num recipiente isolado, sua temperatura aumenta e o acres 

cimo é proporcional à quantidade de trabalho feito sobre gás. 

Uma vez que o trabalho é feito sobre o sistema de partículas mi 

croodpluu que gay§wm ?kr 	tr'balho só pode resultarem 

aumento da energia cinética média dessas unidades microscópicas. 

Esse aumento de energia cinética é igual ao trabalho feito so 

bre o gãs. Porém, aumentar a energia cinética média significa 

aumentar a temperatura, logo, o acréscimo de temperatura serã 

proporcional ao trabalho feito sobre o gás. 

Observe que neste exemplo estamos essencialmente li 

dando com a primeira lei da Termodinâmica para o caso em que o 

sistema não troca calor com o meio exterior: 

AU =Q-Wéaexpressão da la. lei; nesse casoQ= O 

e W é negativo porque é realizado sobre o sistema, logo AU = W 

ou seja o trabalho feito sobre o sistema é igual ao acréscimo 

de energia interna do sistema o que por sua vez implica em 

acréscimo de temperatura porque esta é proporcional à energia 

cinética média das moléculas cujo aumento decorre do aumento de 

energia interna. 

Outra conseqüência da definição microscópica de tempe 

ratura está relacionada com a velocidade das moléculas de um 

gás. Da equação (12) tem-se que: 

v2 - 
3KT 	 (13) 
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onde vqm =‘,/:-,f é chamada velocidade quadrática média. Conside-

rando dois gases, compostos de moléculas de massas diferentes, 

à mesma temperatura, segue-se da expressão acima que as molécu 

las do gás mais pesado movem-se em média mais vagarosamente do 

que as do gás mais leve uma vez que a energia cinética media 

a mesma. 

A equação 12 nos permite também definir uma escala ab 

soluta de temperaturas, i.e., nos prevê uma escala com um zero 

natural e não arbitrário: 

	

2 ,1 	, T = 	tw 	2) 3K z 

Quando a energia cinética média das moléculas for ze 

ro, i.e., quando as moléculas do gás estiverem em completo re- 

pouso e, consequentemente, não houver nenhum movimento aleató 

rio de moléculas, a temperatura, tal como definida acima, esta 

rã no zero absoluto. (Esta é uma interpretação clássica, do pon 

to de vista da Mecânica Quântica, o zero absoluto não é mais as 

sociado à ausência de todo e qualquer movimento das moléculas, 

o qual nunca ocorre em sistemas quânticos, e sim com o estado 

energético mais baixo possível do sistema. Para um sistema clãs 

sico esse estado mais baixo é o de ausência total de movimento). 

Passemos agora ao conceito de calor. Na unidade ante-

rior este conceito foi introduzido, do ponto de vista macroscó 

pico, como sendo uma forma de energia, a energia térmica. Vamos 

agora abordá-lo do ponto de vista microscópico. Obviamente esta 

abordagem leva em consideração o fato de que a matéria é consti 

II1*1 1 ■■ 	I 
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tuída de moléculas e estas de ãtomos. Na verdade o fato de que 

a matéria é constituída de átomos é tão importante que segundo 

Feynman , se houvesse um cataclisma e todo conhecimento cientí 

fico fosse perdido, com exceção de uma sentença que seria deixa 

da para aS gerações futUraS, eSSa Sentença haveria de ser: "To 

das as coisas sgo feitas de Étomos - pequenas partículas que se 

movem continuamente, exercendo atrações umas sobre as outras 

quando estão próximas, mas repelindo-se quando comprimidas en 

tre si". 

Se tivéssemos um super-microscópico, que nos capaci 

tasse a observar o interior da matéria (se isso fosse possível!) 

veríamos pequenos corpos, as moléculas, num incessante movimen-

to de ziguezague, como nos gases, ou num contínuo movimento vi 

bratório, como nos sólidos. Justamente esse movimento molecular  

é o que representamos pelo conceito de calor.  Quando maior o mo 

vimento das moléculas, quanto maior a velocidade, quanto maior 

a energia cinética das moléculas (maior temperatura!) maior se 

rã o calor, ou energia térmica do sistema. Invertendo a ordem 

das palavras, quanto maior a temperatura, maior energia cinéti 

ca, maior movimento e, consequentemente, maior serã a energia 

térmica. 

Consideremos um cristal de gelo. Apesar de que existe 

uma estrutura cristalina definida, i.e., os átomos tem posições 

definidas no cristal, eles não estão parados, eles estão vibran 

do "no lugar". A medida que aumentamos a temperatura, eles vi 

R.P.Feynman, The Feynman Lectures on Physics,  vol. I, p. 1-2 



bram com amplitudes cada vez maiores até que "saem do lugar" e 

a "estrutura começa a desmoronar". A isso chamamos fusão. 0 ge 

lo passa então para o estado liquido sob a forma de água. Aumen 
tando -se continuamente a temperatura da ãgua chega-se a um pon 

to em que ela começa a se transformar em vapor. Isto e, aumen-

tando-se a temperatura aumenta-se a energia térmica da ãgua e 

isso leva à evaporação. Sob o ponto de vista microscópico, como 

isso funciona? 0 vapor que sé forma 8 résultanté da libm4iô 
de moléculas de 'água. Na temperatura ambiente isso não ocorre 

(ou ocorre em pequena escala) porque as forças de atração entre 

as molÉculas são relativamente intensas. Porém, quando se aumen 

ta a temperatura, aumenta-se a energia cinetica media das mole 

ela0 õe movimentam muito mais e chegamse a um ponto em 
que muitas delas conseguem vencer as forças de atração e aban 

donam o líquido formando o vapor. 

A ' Observe que a interpretaçao microscopicaemecanica de 

calor em termos de movimento molecular é consistente com a defi 

nição macroscOpica dada na unidade anterior. Naquela oportunida 

de definimos calor como energia em trânsito de um sistema a ou 

tro, devido a diferença de temperatura entre eles. Consideremos, 

então dois gases em temperaturas diferentes. Se as temperaturas 

são diferentes isso significa que suas moleculas estão com ener 

gias cineticas medias diferentes. Colocando esses sistemas (ga 

ses) em contato haverá uma transferencia de energia cinética das 

moleculas mais energeticas (maior temperatura) para as menos 

energéticas (menor temperatura) ate que todas tenham a mesma 

energia cinética media (temperatura de equilíbrio) atingindo-se, 
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assim, o equilíbrio térmico. HA, portanto, uma transferência de 

energia de um sistema para o outro devido a diferença de tempe 

raturas. A energia em trânsito nessa situação é chamada de ca- 

lor ou energia tõrmica. 

Na mesma oportunidade em que definimos calor comoener 

gia em trânsito devido a diferença de temperaturas,distinguimos 

entre calor e trabalho definindo este como sendo energiaemtrân 

sito em processos nos vais a transferência de energia não seja 

devida a diferença de temperatura. Mostramos também que é possí 

vel obter-se calor a partir da realização de um trabalho (expe 

riência de Joule). Agora, no entanto, que estamos discutindo o 

conceito de calor do ponto de vista cinético (microscópico) po 

demos perguntar: Quando se pode obter trabalho a 

lor? * 

partir de ca 

Jã nos referimos ao fato de que um trabalho realizado 

sobre um gãs contido num recipiente isolado .e convertidoera ener 

gia cinética das moléculas do gãs, aumentando a temperatura do 

mesmo. Pode-se inverter o processo permitindo que um corpo quen 

te se resfrie e converta energia térmica em trabalho? Energia 

por definição .é capacidade de realizar trabalho, logo, em prin 

cípio, deve ser possível obter trabalho a partir da energia tér 

mica. Em que circunstâncias então? 

Por exemplo, uma barra de ferro quente pode realizar 

trabalho : se jogarmos esta barra numa certa quantidade de ãgua, 

  

   

Adaptado de "An Introduction to the Meaning and Structure of 

Physics" por L.N.Cooper. 
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parte dessa água irá ferver e produzir vapor que pode ser usado 

para acionar uma máquina térmica a vapor. Por outro lado, por 

que não é possível, no verão, extrair um pouco da energia térmi 

ca da atmosfera e usar essa energia para realizar um trabalho 

útil, rèsfriando assim a atmesféra dsimandes-a mais agratrával? 

Voltemos ao nosso modelo de um gãs ideal. A energia 

térmica do Os é devida ao movimento caótico, aleatório, das mo 

léculas. A fim de poder usar essa energia para a realização de 

um trabalho, precisamos de alguma maneira converter esse movi- 

mento aleatõrio em movimento organizado§ Uma maneira de se con 

seguir isso é dispor de uma grande quantidade de certo material 

(chamemos de reservatório) em uma temperatura muito mais baixa 

do que a temperatura da substãncia da qual estamos tentando ob 

ter trabalho. Então (tal como no caso da barra de ferro quente 

jogada na água fria) pode-se obter trabalho a partir da substân 

cia quente enquanto ela esfria e o reservatório aquece. 

Suponha, no entanto, que (tal como no caso da atmosfe 

ra) não existe um enorme reservatório a uma temperatura muito 

abaixo da temperatura da atmosfera. Como poderíamos obter traba 

lho a partir da energia térmica do gâs? Considere o arranjo mos 

trado na figura abaixo. Uma roda de pãs é colocada dentro de 

um gãs de tal modo que possa girar em torno de um eixo. Se as 

moléculas do gás cooperassem e batessem nas pãs de um lado só, 

elas poderiam fazer a roda girar. Isto é, poderiam fazer um tra 

balho e, consequentemente o gás esfriaria. (Uma roda d'água fun 

ciona assim, mas o movimento da água é organizado). Entretanto, 

as moléculas não cooperam. Elas bombardeiam as pãs de todos os 

I 



lados e a roda fica imóvel. 

Poder-se-ia tentar melhorar o arranjo usando um dispo 

sitivo que fizesse com que a roda girasse num só sentido, mas o 

dispositivo acabaria aquecendo tanto que dentro de pouco tempo 

não mais faria com que a roda girasse num só sentido. O fato é 

que as partículas não se organizam por si mesmas (ou pelo menos 

isso é altamente improvável) de tal modo que possamos obter tra 

balho a partir de seu movimento aleatório, a menos que tenhamos 

um reservatório com partículas cujo movimento seja muito menos 

intenso (isto é, a uma temperatura mais baixa). 

Tal fato está implícito na segunda lei da Termodinâmi 

ca e intimamente relacionado com o conceito de entropia.Este  con 

ceito como já foi visto na unidade anterior está relacionado can 

o grau de desordem do sistema considerado. Consideremos o siste 

ma formado por dois reservatórios, um quente e o outro frio. E3ds 

te, então, uma certa ordem inicial, isto é, a energia cinética 

média das moléculas de cada reservatório é bem definida e dife-

rente da do outro. Colocando os reservatórios em contato haverá 

um fluxo de calor entre os dois e poderemos usar esse calor pa 

ra realizar trabalho. Mas esse fluxo de calor é uma transforma- 

218 
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ção natural que ocorre no sistema, a qual, de acordo com a se 

gunda lei da Termodinâmica, ocorre 	direÇÃO do aumento da en- 

tropia. Aumento de entropia significa maior desordem no sistema 

(mesma temperatura) em relação a ordem inicial (diferentes tem-

peraturas). Ao atingir-se °equilíbrio térmico (entropia máxima) 

entre os reservatórios volta-se a situação de um único reserva 

tOrio do qual não se pode obter trabalho espontaneamente. 

Portanto, a possibilidade ou não de se obter trabalho 

a partir da energia termica estã relacionada com a segunda lei 

da Termodinâmica e com o conceito de entropia. Vamos agora exa-

minar esse conceito do ponto de vista microscópico. Antes porém 

devemos esclarecer melhor o que significa, nesse contexto, or- 
dem e desordem. 

Suponha que dividamos o espaço em pequenos elementos 

de volume. Se nOs tivermos um certo número de "moléculas bran 

cas" e "moléculas pretas", de quantos modos podemos distribuí-

-las entre os elementos de volume, de modo que as "brancas" fi 

quem de um lado e as "pretas" do outro? Por outro lado, quantos 

modos poderíamos distribuí-las, sem nenhuma restrição do tipo 

"quem vai para onde", i.e., qualquer uma pode ir em qualquer lu 

gar? õbviamente existem muito mais modos de distribuir as mole 

culas no segundo caso. Quer dizer, é muito mais fácil distri-

buir as moléculas, de modo que qualquer uma ocupe qualquer lu 

gar, do que separã-las em duas regiões, cada uma delas contendo 

moléculas de apenas um tipo. Repetindo, existem muito mais for-

mas, ou modos, de distribuir as moléculas "à vontade", do que 

com a condição de separar as "brancas" das "pretas". 
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É claro que a situação pode ser vista sob dois aspec 

toS um externo, que chamamos macroscópico, e outro interno, ou 

microscOpico.  

A visão macroscópica, como o nome sugere, é o aspecto 

exterior do conjunto, ou sistema. Por exemplo, todas as "bran 

cas" de um lado e as "pretas" do outro. A visão macroscópica é 

  

apenas isto, as "brancas" de um lado e as "pretas" dooutroe Ago 

ra, internamente, sob o ponto de vista microscópico, a situação 

é outra. Considere apenas as "brancas", e separe duas delas, de 

nominando-as A e B. Agora, fixe-se em dois elementos de volume 

1 e 2. É claro que externamente, pouco importa que A esteja em 

1 ou em 2. 0 que importa é que as "brancas" estejam juntas, se 

paradas das "pretas". Internamente existe uma diferença, A e B 

podem estar juntas, de duas formas diferentes: A em 1 e B em 2, 

ou o contrário. É por isso que existe um grande número de manei 

ras de se distribuir as moléculas internamente, sem alterar o as 

pecto exterior, ou macroscópico. 

O aspecto exterior, nós chamamos de estado macroscOpi 

co ou MACROESTADO, enquanto que o interior é denominado estado 

microscópico ou MICROESTADO. Então, do que foi dito acima, con 

clui-se que para um determinado macroestado existem muitos mi-

croestados. 

Nós medimos a desordem pelo número de modos que nós 

podemos distribuir as moléculas, de modo que externamente o con 

junto tenha o mesmo aspecto, ou melhor, a desordem é o número 

de microestados que fornecem o mesmo macroestado. O LOGARITMO 

DO NOMERO DE MICROESTADOS ODU o logaritmo da desordem) É A EN 
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TROPIA. A desordem no caso em que as "moléculas brancas" são se 

paradas das "moléculas pretas" é menor do que quando elas são 

distribuídas "à vontade", de modo que a entropia naquele caso é 

menor. 

Na primeira unidade foi apresentada uma primeira abor 

dagem do conceito de entropia, e ali se enfatizou a idéia de que 

a entropia era uma medida do grau de desordem. Agora, você é ca 

paz de entender melhor, sob o ponto de vista microscópico, o que 

significa isso. E mais, você acaba de ver uma relação quantita 

tiva. A entropia é o logaritmo da "desordem". Se W é o número 

de microestados então, a entropia S, será 

S =K Zn W 

X é a constante de Boltzmann. 

O conceito de ordem está ligado às restrições que se 

impõem quando se deseja distribuir um certo número de moléculas. 

No exemplo das moléculas "brancas" e "pretas", o fato de se exi 

gir que as "brancas" fiquem separadas das "pretas", implica nu 

ma restrição muito maior do que se elas pudessem ser distribuí-

das à vontade. No primeiro caso (moléculas separadas) a ordem é 

maior, porque tem-se mais restrições na distribuição. Como exis 

tem muito mais modos diferentes de se distribuir as moléculas 

"à vontade" do que separadas, a probabilidade de ocorrer natu-

ralmente uma distribuição aleatória ("à vontade") é muito maior 

do que uma distribuição de moléculas separadas (pretas de um la 

do e brancas do outro). 

Isto significa que os processos naturais vão da "or 

1 1C1111.1 • , •• I.. 
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dem" para a "desordem"-, de docille a,entropi tendea ament 

- SiSTENA- 

EM 

"ORDEM" 

gSTW. 
EM 

"DESORDEM" 

Entropia 

Entropia 

inicial (estado em "ordem") = 
, 

final (estado em "desordem" = s 

	

s. 	< 

A 	 )' 
Na verdade, esse fato é a essência da segunda lei da 

Termodinâmica. Aqui você viu uma interpretação microscópica des 

sa lei. 

Vejamos outro exemplo: considere uma caixa, com uma 

divisão/no,crentto,diviatindo!la:eM "Ias reglões-XJe-B:' 

	

,AVel 
	

12. 

w3A 

tiveFjps,pim.~. qt}aifygd,,dgfp,g, gás,,,;yale, dizer uip niupprp de, 

moléculas, po4mos colpRés naTcaixa, de váriosimpdos,-,_Dois 

exemplos de macroestados são: todas as moléculas na região A, 

(ou na região B) e as moléculas espalhadas por toda a caixa. 0 

segundo macroestado apresenta um grau de desordem muito maior, 

consequentemente uma entropia maior. Então, se deixarmos o gãs 

na caixa ele irá ocupar todo o volume, porque é essa configura 

ção que apresenta a maior entropia. Na unidade seguinte você ve 
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rásfali.~as ,a.pTica:çõttp_w_ctiffil.olalesp deris,r4ttoplitlab alo 91:)" 	f-k-f .-cf fri fj 

1 
VII - CALOR ESPECIPtffilíÊ U4 GAS 	-furoltapá t ção da Energia 

1,11 	I 
t 	I Ir 

1VagOt 

Na secção_anterio, utilizaMs o modelojde um gás ide 

al para interpretar microscopicamente os conceitos de temperatu 
,d 	("Plbwa M9 oludd) ibtuÈni niovrta 

ra, calor e ehtropia. Agora, à guiza de complemehtação do estu- 
2, 	nyieblo2:,bli 	obwjae) 	Ltclo1JICJI 

do de gases ideais vamos aplicar o modelo para eXplicar o calor 

especifico dos gases: 

	

2 	,2 
ESTE ASSUNTO DEVERA.SER EStUDADO NAS SECÇÕES 23-7 e 

23-8 do HALLIDAY & RESNICK, vol. 1-2. 
5b 101 5bnup0a 5b bin5EE9 5 5 011A (.)CCO .,)fialc)V fsrli 
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INSTITUTO DE FISICA - UFRGS 

FISICA II (FIS 103) - 1978 

Unidade III 

APLICAÇÕES DOS CONCEITOS E LEIS FUNDAMENTAIS DA TERMODINUICA 

- INTRODUÇÃO 

Nas duas unidades anteriores discutimos os conceitos 

e leis fundamentais da Termodinâmica. Os conceitos-chave foram 

temperatura, calor e entropia e as leis foram a lei zero (equi-

líbrio térmico), a primeira lei (conservação da energia) e a se 

gunda lei (aumento da entropia). Na primeira unidade adotamosun 

ponto de vista macroscOpico, isto e, esses conceitos e leis fo 

ram introduzidos sem levar em conta a natureza atômica e molecu 

lar da matéria. Na segunda, analisamos esses mesmos conceitos e 

leis do ponto de vista microscOpico, fazendo uso da Teoria Ciné 

tica aplicada a um modelo de um gãs ideal que levou em conta o 

fato de que a matéria constituida de ãtomos e moléculas. 

Nessas duas unidades foram também introduzidos outros 

conceitos tais como energia interna, capacidade térmica, calor 

específico, pressão, volume e densidade de um gãs. Foi também 

introduzida uma importante equação, a equação de estado dos ga 

ses ideais. Além disso, dois conceitos jã bastante conhecidos - 

trabalho e energia - tiveram papel importante no estudo dessas 

unidades. (Tivemos também oportunidade de fazer uso de outros 
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conceitos já conhecidos tais como força e momento linear). 

Como já foi explicado, estas três unidades referentes 

ao estudo de fenômenos térmicos obedecem uma seqfiéncia que vai 

do geral para o particular. Começamos com uma discussão geral 

sobre Física, depois falamos de Termodinâmica e Teoria Cinética 

e introduzimos os conceitos e leis fundamentais Sob um ponto de 
vista macroscópico, intuitivo e exemplificativo. A seguir nos 

aprofundamos um pouco adotando o ponto de vista microscópico. Se 

guindo essa orientação deixamos muitas das aplicações especifi 

cas, os cálculos, para esta terceira unidade. Cremos que assim 

você não se defrontara com as dificuldades que muitos alunos 

têm ao aplicar conceitos e leis para resolver um problema: não 

sabem o que estão fazendo porque jã estão aplicando conceitos e 

leis sem te-los antes aprendido bem, sem compreender o seu sia 

nificado físico. 

Na próxima unidade deste curso será iniciado o estudo 

dos fenômenos elétricos e magnéticos. 

II - OBJETIVOS 

Ao término desta unidade você deverá ser capaz de: 

1. Aplicar a Primeira Lei da Termodinâmica ástransformações ter 

modinâmicas sofridas,por um determinado sistema, representan 

do essas transformações num diagrama p-V e calculando uma das 

grandezas Q, W e AU a partir das outras duas. 

2. Resolver problemas envolvendo uma ou mais das seguintes equa 

I 
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ções: la. Lei da Termodinâmica (eq.5,Unidade I), equação de 

estado dos gases ideais (eq. 2, Unidade II), energia cinéti 

ca média de translação por molécula (eq. 23-8, Halliday & 

Resnick), calores específicos molares dos gases ideais mono 

atômicos (eqs. 23-10 e 23-11, Halliday 8, Resnick), equação das 

transformações adiabáticas (eq. 23-12). 

3.Distinguir entre transformações reversíveis e irreversíveis 

em termos de estados de equilíbrio e não-equilíbrio. 

4. Representar um Ciclo de Carnot em um diagrama P-V, descreven 

do suas quatro etapas, e explicar porque ele atua como uma 

mêquina térmica. 

5. Resolver problemas envolvendo o Ciclo de Carnot e o rendimen 

to de méquinas térmicas. 

6. Explicar o que se entende por varavel de estado e identifi 

car a entropia S como uma variével de estado mostrando que 

fdS entre dois estados de equilíbrio tem o mesmo valor para 

todos os caminhos reversíveis ligando esses estados. 

7. Enunciar a 2a. Lei da Termodinâmica em termos de entropia. 

8. Distinguir entre processos reversiveis e irreversíveis em 

termos de entropia. 

9. Calcular a variação de entropia em processos térmicos sim-

ples. 

PROCEDIMENTO SUGERIDO 

Para ajudé-lo a atingir os objetivos desta unidade su 

gere-se que você siga o roteiro abaixo. 



227 

1. Objetivo 1: 

- Releia a seção 22 7 do Halliday e Resnick (inclusive o exem 

plo 3); 

- Resolva os problemas 22-23 24 e 25. 

2. Objetivo 2: 

- Examine os exemplos e 2 do Capítulo 23 do Halliday e 

Resníck; 

- Resolva os probleMas 23-3, 4 5, 6 e 7; 

- mostre que pV = pRT pode ser escrita como pV = NKT; 

- Resolva os problemas 23-11 e 16; 

- Examine o exemplo 5 e resolva os problemas 23 39 e 40. 

3. Objetivo 3: 

- Leia as seções 25-1 e 2; 

- Procure distinguir claramente processos reversiveis de ir 
reversiveis; 

- Responda as questões 25-4, 	e 7; 

- 0 que se pode afirmar sobre transformações isotermicas e 

adiabáticas, no que diz respeito ã sua reversibilidade?(= 

a edição antiga do Halliday). 

4. Objetivos 4 e 5: 

- Leia as seções 25-3, 4 e 5, exceto a demonstração do Teore 

ma de Carnot; 

- Observe que a expressão 25-1 e o resultado que se obtem 

aplicando a la. Lei da Termodinâmica ao Ciclo de Carnot; 

- Analise cuidadosamente os exemplos 1 e 2 do Capitulo 25; 

- Responda as questões 12 e 13; 

- Resolva os problemas 1, 7, 8, 10, 11, 13 e 14. 

" 	1101- 	II- 
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5. Objetivos 6, 7, 8 e 9: 

- Leia as seções 25-7, 

- Estabeleça em termos de entropia, uma distinção entre pro 

blemas reversíveis e irreversíveis, e compare-a com a dis 

tinção feita anteriormente em termos , de estados de equili 

brio; 

- Enuncie a 	. Lei da Termodinâmica em termos de entropia; 

- Analise os exeMplos 3 e 4; 

- h  Responda a questão 25-16; 

—Resolva os problemas 25-16, 17 e 22. 

6. Respostas de problemas pares: 

22-24: 	a) 	Q 	W 	AU 	b) W = -20J 

	

A 4- B -4- + 	+ 	+ 	 ABCA 

B 4- C 	+ 	O 	+ 

C 4- A 4- - 

23-4: 	Q = RT 2,n (V f
/V.) 

23-6: 	0,039 moles: 	494°K 

23-16: 3,67 x 10 16 moléculas 

25-10: 	0,07J; 	0,5J; 	2J; 	5J 

25-14: 	12,2J 

25-22: Calor absorvido: 
la. transformação: Q = RT tn2(la. fase) 

Q = 3Cv
T (2a. fase) 

2a. transformação: Q = RT R.n(1/2)(1a. fase) 

Q = 3pV+3CvT(2a. fase) 

= 3CpT 

Trabalho executado: 
la. transformação: W = RT tn2(1a. fase) 

W = O 	(2a. fase) 
2a. transformação: W = RT R.n.(1/2)(1a. fase) 

W = 3pV 	(2a. fase) 



Variação da Energia Interna: 

la. transformação: AU = 0 (1a. fase) 

AU = 3C
vT (2a. fase) 

2a. transformação: AU = 0 (1a. fase) 

AU = 3CvT (2a. fase) 

Variação de Entropia: 

la. transformação: AS = RAn2 (1a. fase) 

AS = CvAn4(2a. fase) 

2a. transformação; AS = RU (1/2) (1a, fase) 
AS = Rtn4 + CvAn4 (2a. fase) 

= Cptn4 
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INSTITUTO DE FISICA - UFRGS 

FISICA II (FIS 103) 

Unidade I 

TEMPERATURA, CALOR E 1? LEI DA TERMODINÂMICA 
(Halliday & Resnick, Vol. 1-2, Caps. 21 e 22). 

- INTRODUÇÃO 

Até aqui seus estudos de Fisica estiveram relaciona 

dos com diversos tipos de fenômenos mecânicos. Três conceitos 

fundamentais, comprimento, massa e tempo, foram usados mas não 

foram definidos rigorosamente. Ao invés disso, procurou-se dar 

a você uma ideia intuitiva de seu significado físico. 

Nas duas primeiras unidades do curso que você está ago 

ra iniciando serão estudados fenômenos térmicos. Inicialmente es 

tes fenômenos serão discutidos em termos de outro conceito fun 

damental, temperatura, de uma maneira essencialmente não mecâni 

ca. Na Unidade II a interpretação mecânica do conceito de tempe 

ratura serã discutida. Antes disso, porém, você estudará ce; Pri 

meiro Principio da Termodinâmica, o qual nada mais é do que o 

Principio de Conservação da Energia aplicado a fenômenos térmi- 

COS. Uma advertência, no entanto, se faz necessária: apesar de 

  

que o calor pode ser identificado como uma forma de energia,não 

õ de se esperar que o calor seja uma quantidade que se conserva. 

A energia, como um todo, se conserva, mas não necessariamente 
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uma certa forma de energia. A energia mecânica, por exemplo, nem 

sempre se conserva. Por outro lado, sendo o calor uma forma de 

energia, é razoãvel esperar que possa ser tr ansformado em ou- 

tras formas de energia ou em trabalho. Além disso, não deve ser 

surpresa o fato de que todos os processos de transformação de 

calor em trabalho ou em outras formas de energia devam obedecer 

o principio de conservaçao da energia, que nesse caso aparece 

com o nome de Primeiro Principio da Termodinâmica. 

II - OBJETIVOS 

Ao término dessa unidade você deverá' ser capaz de: 

I. Explicar o que se entende por temperatura  de um sistema, 	a 

partir da noção de equilibrio térmico e da "Lei Zeron(ou Prin 

cipio Fundamental) da Termodinâmica. 

2. Identificar calor como uma forma de energia, estabelecendo a 

diferença entre calor e temperatura. 

3. Distinguir entre capacidade térmica e calor especifico. 

4. Usar as expressões 22-1 e 22-3 para calcular quantidades de 

calor e diferenças de temperatura. 

5. Distinguir entre calor e trabalho. 

6. Dentre as grandezas Q (calor trocado com o meio ambiente), W 

(trabalho realizado) e AU (variação da energia interna), di-

zer qual(is) depende(m) do processo utilizado para levar o 

sistema termodinâmico de um determinado estado inicial a um 

determinado estado final. 

110 	
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7. Aplicar a Primeira Lei da Termodinâmica às transformações 

termodinâmicas sofridas por um determinado sistema, represen 

tando essas transformações num diagrama p-V e calculando uma 

das grandezas Q, W e Uapartir das outras duas. 

III - PROCEDIMENTO SUGERIDO 

1. Objetivo 1: 

- Leia as seções 21-1 e 21-2; 

Tente explicar com suas prOprias palavras o que se enten 

de por temperatura. Parta da"Lei Zero"(ou Principio Fun 

damental) da Termodinâmica. 

2. Objetivo 2: 

- Leia a seção 22-1; 

- Responda a questão 22-1; 

3. Objetivos 3 e 4: 

- Leia a seção 22-2; 

- Responda as questões 22-6 e 10; 

- Resolva os problemas 22-5 e 6; 

- Resolva o problema 22-11. 

Auxilio: o calor especifico médio é calculado por: 

= 	cdT . T
1
To f To  

Teorema do va 
lor médio 

4. Objetivo 5: 

Leia as seções 22-5 e 22-6; 

Responda a questão 22-16; 
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- Resolva os problemas 22-1 e 14; 

- Obtendo, sem consultar o livro, uma expressão para calcu 

lar o trabalho total realizado por um gãs contido num 

cilindro, quando o gás se expande de um volume Vi até um 

volume V • f' 

- mostre, usando um diagrama p-V, que o trabalho executado 

por um sistema depende não sõ dos estados inicial e fi 

nal mas também do trajeto intermediãrio. 

5. objetivos 6 e 7: 

- Leia a seção 22-7. 

Na primeira metade dessa seção o autor deixa claro quais 

as grandezas que dependem ou nâo do trajeto. Na segunda metade 

tais grandezas são relacionadas através da Primeira Lei da Ter 
•■•11 

modinamica (eq. 22-6), que é muito importante e por isso você 

deve gravâ-la. Evite, no entanto, a simples memorização. Procu- 

re entender o que estã dito nessa equação. Observe que ela sim 

plesmente expressa o resultado da aplicação do Principio de Con 

servação da Energia ãs transformações termodinâmicas. 

- Responda a questão 22-23; 

- Resolva o problema 22-22; 

- Leia a seção 22-8; 

Responda a questão 22-20; 

- Resolva os problemas 22-23, 24 e 25. 

6. Leitura Opcional: 

- Seções 21-3 a 8. Estas seções tratam de assuntos bastan 

te simples, tais como termômetros, escalas termométricas 

e dilatação dos corpos, com os quais supõe-se que vocé 
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esteja familiarizado. Caso, no entanto, isso não for ver 

dadeiro, recomenda-se fortemente a leitura dessas seções; 

- As seções 22-3 e 4 ficam excluidas e os seus conteúdos 

não serão exigidos em testes; 

- Para ver como o assunto desta unidade abordado em ou 

tros textos, sugere-se: 

SEARS-ZEMANSKY, Fisica, Vol. 2. Editora da Universidade 

de Brasilia. 

B. ALVARENGA,A. MUIMO, Fisica, Vol. 2. 

7. Respostas dos problemas pares: 

22-6: 45,5°C 

22-14: 153,7°C 

22-22: 1 cal = 4,19J 

22-24: a) 
	

Q W AU 
	

b) WABCA = -20 J 

A B + + + 
B 4. C + O + 

C .4 A 	- 	- 



INSTITUTO DE FÍSICA - UFRGS 

FÍSICA II (FIS 103) 

Unidade II 

TEORIA CINÉTICA DOS GASES 

(Halliday & Resnick, Vol. 1-2, Cap. 23) 

I - INTRODUÇÃO 

Na unidade anterior, os conceitos de temperatura e ca 

lor não foram relacionados com conceitos mecânicos. Na verdade, 

temperatura e calor foram definidos (ao menos intuitivamente) in 

dependentemente da mecânica. Ocorre, no entanto, que uma inter 

pretação mecânica desses conceitos é muito útil para compreen-

de-los melhor. Para chegar a essa interpretação é necessârio an 

tes um modelo mecânico para um gâs ideal e investigar as conse 

qüências das leis de Newton aplicadas a esse gâs. Este estudo 

chama-se Teoria Cinética dos gases e de posse do modelo mecâni 

co obtido a partir desta teoria ó possível obter uma interpreta 

ção microscópica para o conceito de temperatura, por exemplo. 

II - OBJETIVOS 

Ao término desta unidade, você deverâ ser capaz de: 
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1. Definir aãs ideal do ponto de vista macroscOpico (ou seja, 
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por meio de uma equação de estado) e descreve-10 do ponto de 

vista microscõpico, segundo o modelo da Teoria Cinética (ou 

seja, enunciar e explicar as seis hipOteses bãsicas do mode 

lo). 

2. Interpretar do ponto de vista microscópico a pressão exerci 

da por um gãs ideal, especificando de que fatores ela depen 

de. 

3. Interpretar do ponto de vista microscópico a temperatura de 

um gâs ideal e comparar essa interpretação com a obtida do 

ponto de vista macroscópico. 

4.Estabelecer a relação entre a energia interna e a temperatu 

ra de um gãs ideal monoatOmiço (gás perfeito), deduzindo a 

partir desta relação e da la. Lei da Termodinâmica as expres 

siSes de C e C (capacidades térmicas molares a volume cons v 	p 
tante e a pressão constante, respectivamente). 

5. Resolver problemas envolvendo uma ou mais das seguintes equa 

ções: la. Lei da Termodinâmica (eq. 22-6), equação de estado 

dos gases ideais (eq. 23-2), energia cinética média de trans 

lação por molécula (eq. 23-8), calores especificos molares 

dos gases ideais monoatOmicos (eqs. 23-10 e 23-11), equações 

das transformações adiabãticas (eq. 23-12). 

6. Explicar o que se entende por equipartição de energia e apli 

cã-la no cãlculo de calores especificos molares (capacidades 

térmicas molares) de gases ideais, conhecido o número de 

graus de liberdade. 



III - PROCEDIMENTO SUGERIDO 

1. Objetivos 1 e 5: 

- Leia as seções 23-1, 23-2 e 23-3; 

- Observe que a equação 23-2 pode ser considerada como de 

finindo um gãs ideal em escala macroscõpica; 

- Procure explicar com suas prOprias palavras as seis hipõ 

teses bãsicas do modelo microscõpico apresentado na se 

ção 23-3: 

- Resolva os problemas 3, 4, 5, 6 e 7. 

2. Objetivo 2: 

Leia a seção 23-4; 

- Tente reproduzir o cãlculo da pressão consultando o 

vro apenas quando necessário; 

- Interprete fisicamente a equação 23-3; 

- Examine o exemplo 4 e resolva o problema 23-12. 

3. Objetivos 3 e 5: 

- Leia a seção 23-5; 

- Procure gravar a expressão 23-5 pois a partir dela é que 

se obtém a interpretação mecânica, ou microscõpica, 	da 

temperatura; 

- Deduza a expressão 23-6 consultando o livro quando neces 
3 sãrio, porém procure gravã-la na forma U = kT que é 

uma expressão importante. 

- Observe que da equação 23-5 também obtemos a energia ci 

ri-ética média de translação para p moles, 	pRT, e da 23-6 

a energia cinética média de translação para N moléculas, 
3 7 NkT. 
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- Mostre que pV = pRT pode ser escrita pV = NkT. 

Resolva os problemas 23-11 e 16. 

4. Objetivos 4 e 5: 

- Leia a seção 23-7; 

- Responda a questão 23-19 (Obs.: capacidade térmica mo-

lar = calor especifico molar); 

- Resolva o problema 23-26; 

- Examine o exemplo 5 e resolva os problemas 23-39 e 40. 

5. Objetivo 6: 

- Leia a seção 23-8; 

- Reproduza separadamente para gases monoatômicos, diatômi 

cos e poliatOmicos, os cálculos de C
ia' Cv e y feitos nes 

sa seção a partir da equipartição de energia. 

- Se um gás tiver 9 graus de liberdade, determine C
v e Cp ; 

- Resolver o problema 23-30. 

6. Problemas opcionais: 

- Como exercício, sugere-se que os problemas 25 e 29 sejam 

-bambem resolvidos. 

7. Leitura opcional: 

- Todos os assuntos do Cap. 24 são interessantes e 'úteis co 

mo base para um segundo curso de termodinâmica. Tais as 

suntos não foram incluídos no programa da disciplina uni 

camente por falta de tempo. A leitura desse capitulo é, 

portanto, recomendada mas não será exigida em testes; 

- Para você ver como o assunto desta unidade é abordado em 

outros textos, sugere-se: 

B.ALVARENGA - A. MÁXIMO, Física, Vol. 2. 
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SEARS-ZEMANSKY, Fisica, Vol. 2 - Ed. Universidade de Bra 

sília. 

FERENCE-LEMON-STEPHENSON, Calor. 

8. Respostas dos problemas pares: 

4: Q = RT 	(Vf/Vi ) 

6: 0,039 mol; 494 °K 

12: a. 424m/s; 	b. 73°K,1172°K 

16: 3,67 x 10 16 moléculas 

26: 3,1 x 10 3J/kg°K 

30: 220 cal, 70% 



INSTITUTO DE FISICA - UFRGS 

FISICA II (FIS 	- 1977 

Unidade III 

ENTROPIA E 2? LEI DA TERMODINÂMICA 

(Halliday & Resnick, Vol. 1-2, Cap. 25) 

- INTRODUÇÃO 

A Primeira Lei da Termodinâmica, estudada na Unidade 

I, corresponde ao Principio da Conservação da Energia, e estabe 

lece simplesmente que sO podem ocorrer na natureza aqueles pro-

cessos termodinâmicos que conservam a energia total do sistema 

mais meio ambiente. No entanto, nem todos os processosque con 

servam a energia podem ocorrer na natureza. Por exemplo, a pas 

sagem espontânea de calor de um corpo frio a um corpo mais quen 

te, esfriando ainda mais o primeiro e aquecendo ainda mais o se 

gundo, é um processo que, embora conservando a energia total, 

não ocorre na natureza. Deve portanto haver uma lei, ainda mais 

restritiva que a Primeira, capaz de especificar, dentre os pro-

cessos que conservam a energia, quais os que efetivamente podem 

ocorrer na natureza. 

Esta lei, denominada de 2? Lei da Termodinâmica, será 

estudada nesta unidade. Para chegar a um enunciado preciso e a 

uma boa compreensão da 2? Lei, deveremos antes estudar o Ciclo 

de Carnot e as Mâquinas Termicas, assunto este de grande inte- 
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resse prático, bem como introduzir o conceito de Entropia. 

Esta é a última unidade sobre fenômenos térmicos. A 

partir da próxima unidade passaremos ao estudo dos fenômenos elé 

tricos. 

II - OBJETIVOS 

Ao término desta unidade, você' deverá ser capaz de: 

1. Distinguir entre transformações reversíveis e irreversíveis 

em termos de estados de equilíbrio e não-equilíbrio. 

2. Representar um Ciclo de Carnot em um diagrama P-V, descreven 

do suas quatro etapas, e explicar porque ele atua como mamã 

quina térmica. 

3. Resolver problemas envolvendo o Ciclo de Carnot e o rendimen 

to de máquinas térmicas. 

4. Enunciar a 29 Lei da Termodinâmica tanto na formulação de 

Clausius quanto na de Kelvin-Planck. 

5. Explicar o que se entende por variável de estado e identifi 

car a entropia S como uma variável de estado, mostrando que 

fdS entre dois estados de equilíbrio tem o mesmo valor para 

todos os caminhos reversíveis ligando esses estados. 

6. Enunciar a 29 Lei da Termodinâmica em termos de entropia. 

7. Distinguir entre processos reversíveis e irreversiveisem ter 

mos de entropia. 

C. Calcular a variação de entropia em processos térmicos sim- 

ples. 

I 	, 	I 	1,, 	4,,, 



III - PROCEDIMENTO SUGERIDO 

1. Objetivo 1: 

- Leia as seções 25-1 e 2; 

- Procure distinguir claramente processos reversíveis e ir 

reversíveis; 

- Responda as questões 4, 5 e 7; 

- 0 que se pode afirmar sobre transformações isotérmicas e 

adiabãticas, no que diz respeito â sua reversibilidade? 

(ver a edição antiga do Halliday); 

2. Objetivos 2 e 3: 

- Leia as seções 25-3 e 5, exceto a demonstração do Teore 

ma de Carnot; 

- Observe que a expressão 25-1 é o resultado que se obtém 

aplicando a 19' Lei da Termodinâmica ao Ciclo de Carnot; 

- Analise cuidadosamente os exemplos 1 e 2; 

- Responda as questões 12 e 13; 

- Resolva os problemas 1, 7, 8, 10, 11, 13 e 14: 

3. Objetivo 4: 

- Leia a seção 25-4; 

- Enuncie a Segunda Lei da Termodinâmica em termos das for 

mulações de Clausius e de Kelvin-Planck. 

Objetivos 5, 6, 7 e 8: 

- Leia as seções 25-7, 8 e 9; 

- Estabeleça, em termos de entropia, uma distinção entre 

processos reversíveis e irreversíveis e compare-a com a 

distinção feita anteriormente em termos de estados 	de 

equilíbrio. 
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- Enuncie a 2? Lei em termos de entropia; 

- Analise os exemplos 3 e 4; 

- Responda a questão 16; 

- Resolva os problemas 16, 17 e 22. 

5. Leitura opcional: 

- A seção 25-10 é extremamente interessante, porém fora do 

escopo desta unidade. Sua leitura é recomendada, mas seu 

conteúdo não será exigido em testes. Também não se exigi 

rã em testes o conteúdo da seção 25-6; 

Sugere-se ainda a leitura dos seguintes textos: 

FÍSICA - Sears & Zemanski, Vol. 2, Ed. Universidade 	de 

Brasília. 

FÍSICA - Beatriz Alvarenga & Antonio Máximo, Vol. 2. 

CURSO DE FÍSICA - Ference Jr., Lemon, Stephenson, Ed. 

Edgard Blicher Ltda. 

6. Respostas dos Problemas Pares: 

10: 0,07J; 0,5J; 2J; 5J. 

14: 12,2J 
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22: Calor absorvido: 

i? transformação: Q = RT 2.1-12 (1? 
3 CvT (2? 
RT Zn(1/2) 

3pV+3CvT 

3 C T 

Q = 
2? transformação: Q = 

= 

fase) 

fase) 

(1? fase) 

(2? fase) 

Trabalho executado: 

1? transformação: W = RT 2n2 (1? fase) 
W = 	(2? fase) 

2? transformação: W = RT Zn(1/2) (1? fase) 
W = 3 pV 	(2? fase) 



Variação da energia interna: 

1? transformação: AU = 0 	(1? fase) 

AU = 3Cv (2? fase) 

2? transformação: AU = 0 	(1? fase) 
a AU = 3 Cv T(2. fase) 

Variação de entropia: 

1? transformação: AS = R Ui 2 (1? fase) 
a AS = C

v
tn 4 (2. fase) 

29' transformação: AS = R tn(1/2)(1 fase) 
AS = R Stal 4 + C tn4 (2? fase) 

= C Ral 4 
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APÊNDICE E - TESTES DE ASSOCIAÇÃO DE CONCEITOS: 

INSTRUÇÕES E PAGINA EXEMPLO 

2 4(;) 



TESTE I 

ASSOCIAÇÃO ESCRITA DE CONCEITOS 

INSTRUÇõES 

Este primeiro teste destina-se averificar quantos con 

ceitos fisicos você é capaz de associar a um dado conceito num 

determinado tempo. NOs lhe daremos uma palavra (ou palavras)que 

representa(m) um conceito físico e você deverã escrever ao lado 

dela tantas outras palavras quanto possvel. Estas palavras de 

verão ser do campo da Fisica, da linguagem usual-da FIsica que 

você conhece de cursos anteriores, deste curso e de livros onde 

estudou ou esta atualmente estudando. Não esperamos que você se 

ja capaz de preencher todos os espaços existentes numa certa pã 

gina. 0 que esperamos é que você preencha tanto quanto possivel. 

Abaixo, apresentamos um exemplo: 

CARGA ELÉTRICA 

Carga elétrica cano elétrico  
Carga elétrica corrente elétrica 

força  Carga elétrica 

Carga elétrica 

Carga elétrica 

Carga elétrica 

elétron 

 

 

Em cada uma das páginas seguintes você encontrará um 

  

único conceito fisico. Proceda tal como no exemplo acima escre 

vendo ao 

capaz de 

lado desse conceito tantas palavras quantas você' seja 

a ele associar dentro do campo da Fisica. Assegure-se 
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de sempre pensar no conceito dado e não nas palavras que você 
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jã escreveu. 0 conceito dado estã repetido justamente por isso. 

Voce terá um minuto para cada pãgina. O professor ou 

monitor lhe dir.-á quando mudar de pãgina: Não paSse para a pãgi  

na_92222.nte antes do aviso dado pelo professor. 



TEMPERATURA 

249 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 

Temperatura 



TESTE II 

ASSOCIAÇÃO NUMÉRICA DE CONCEITOS 

INSTRUÇõES 

Este teste destina-se a verificar com que grau de in 

tensidade você relaciona ou associa certos conceitos físicos. A 

página seguinte conterá um certo número de pares de conceitos. 

  

Ao lado de cada par existe uma escala nUmérica que vai de 1 a 7. 

  

Nessa escala, 1 corresponde a um alto grau de relacionamento en 

tre os conceitos (e.g., carga elétrica e campo elétrico, corren 

te e resistência) e 7 a praticamente nenhuma relação (e.g., mo 

mento e volume). Se você achar que os conceitos de um determina 

do par estiverem intimamente relacionados coloque um X sobre o 
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número 1 da escala. Por outro lado, se na sua opinião um concei 

to do par não tiver nada a ver com o outro, coloque o X no núme 

ro 7. Estas são as duas situações extremas, os números entre 1 

e 7 refletem situações intermediárias: quanto mais perto de 1 

você colocar o X maior é o relacionamento que você vê entre os 

conceitos e quanto mais perto de 7 menor esse relacionamento. 

Não há limite de tempo para este teste). 
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Calor-Energia 

Trabalho - Eguilibrio Térmico 

Energia - Variãvel de Estado 

Variãvel de Estado - Equilíbrio Térmico 
Calor-Trabalho 

Temperatura - Equilibrio Térmico 
Temperatura - Entropia 

Temperatura - Calor 

Temperatura - Calor Especifico 

Energia - Equilíbrio Térmico 

Entropia-Variãvel de Estado 
Entropia - Trabalho 

Calor - Entropia 

Entropia - Energia 

Entropia - Calor Especifico 

Entropia - Equilíbrio %mico 
Temperatura - Variãvel de Estado 
Calor - Variãvel de Estado 

Trabalho Variãvel de Estado 

Calor Especifico - Equilíbrio Térmico 
Trabalho-Calor Especifico 

Temperatura - Energia 

Calor Especifico - Variével de Estado 
Trabalho - Energia 

Calor - Calor Especifico 

Energia - Calor Especifico 

Calor - Equilibrio Térmico 

Temperatura - Trabalho 

3 4 5 

in 	 11[ 	i 	I 	i ■ 	 I 	 I 
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