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RESUMO 

Neste trabalho analisamos a propagaçãode ondas eletro 

magnéticas não lineares em plasmas constituídos por três espéci-

es de partículas, considerando dois casos distintos. 

No primeiro estudamos a propagação de ondas eletrostá 

ticas íon-acústicas em plasmas compostos por elétrons, íons nega 

tivos e íons positivos,indicando que,para certo valor crítico da 

concentração dos íons negativos,a usual aproximação de íons frios 

pode não ser boa. 

No segundo caso investigamos os processos de modula-

ção não linear de ondas eletromagnéticas transversais em plasmas 

constituídos por elétrons, pósitrons e íons. Neste contexto vá-

rias situações são abordadas: modulação oblíqua ao vetor da onda 

portadora com geração de campos magnéticos quase estáticos, modu 

lação na vizinhança de pontos críticos, efeitos decorrentes da 

inclusão de fortes campos magnéticos e efeitos cinéticos associa 

dos à temperatura do plasma. 



ABSTRACT 

In this work we analyse nonlinear eletromagnetic wave 

propagation in plasmas made up by three types of particles, 

considering two distinct cases. 

In the first one we study the propagation of electrostatic 

ion-acoustic waves in plasmas made up by electrons, positive ions 

and negative íons, indicating that for certain critical values of 

negative ion concentration the usual approximation of cold ion 

fluid may not be good. 

For the second case we investigate the modulational 

processes of transversally polarized electromagnetic waves in 

plasmas made up by electrons, positrons and ions. Within this 

context various situations are treated: modulations oblique with 

respect to the direction of the high frequency wave vector, 

low-frequency magnetic field generation,modulations in the 

neighborhood of critical points, effects derived from the 

inclusion of stronq magnetic fields and kinetic effects associated 

with plasma temperatures. 
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I - INTRODUÇÃO 

Neste trabalho estaremos estudando a questão da pró 

pagação de ondas eletromagnéticas não lineares emplasmas cons-

tituídos por mais de duas espécies de partículas; tal tipo de 

plasma será referido como plasma multiespécie. O nosso interes-

se especifico de investigar ondas emplasmas multiespócie 
se de 

ve a dois pontos complementares básicos: primeiro - plasmas fre 

qdentemente se manifestam através de seu comportamento coletivo, 

o qual esta intimamente ligado a fenômenos ondulatórios; segun-

do - a composição usual dos plasmas, baseada no modelo de duas 

espécies distintas de particulas,por vezes não é a mais encon-

trada em sistemas naturais, o que naturalmente leva pesquisado-

res experimentais ou teóricos a incluirem em seus modelos uma 

grande multiplicidade de tipos de partículas. 

De fato, acompanhemos por exemplo a evolução da li-

nha de investigação na propagação de ondas eletrostáticas de bai 

xa freqüência em plasmas constituídos por elétrons (e) e íons (i) 

(ondas íon acústicas) . Em um priieiro momento o sistema adequado 

de equações era linearizado e o plasma considerado era aquele 

formado por elétrons e um tipo de íons (ver [KT73] por exemplo). 

Tal tipo de modelo foi extensivamente explorado tanto teórica 

quanto experimentalmente, o que eventualmente levou, em uma se-

gunda etapa, ã apreciação das propriedades não lineares do sis-

tema. Nesta fase, algumas importantes idéias teóricas (consultar 

[AAP+75]) que já manifestavam princípios não lineares universais, 



foram veiculadas; o conceito de sóliton lon-acústico tornou-se 

popular e uma série de trabalhos se encarregou de investigar 

seu comportamento sob as mais variadas condições. Simultanea-

mente ã extensa produção teórica, alguns pesquisadores preocu-

param-se em confirmar este comportamento através de dados expe 

rimentais.. Em 1970 por fim, os sólitons íon acústicos foram de 

tectados em uma importante experiência realizada por físicos a- 

mericanos [ITB70]. Mais tarde, em observância às condições sob 

as quais ondas eletrostáticas não lineares se propagavam na io 

nosfera ou nos experimentos de laboratório [UD74,GOD66] alguns 

autores refinaram o modelo básico de plasma que suportava on- 

das íon-acústicas, considerando a presença de mais de uma espe 

cie de íons. Pela associação destes novos modelos com técnicas 

não lineares já conhecidas pode-se investigar teoricamente quais 

as novas manifestações ondulatórias que emergeriam dos siste-

mas. Em particular Tagare e Das [DT75] mostraram que em plas-

mas de elétrons, íons positivos e íons negativos, a variedade 

de sólitons presentes era consideravelmente enriquecida; de fa-

to eles provaram que os sólitons acompanhados de compressões 

de densidade eletrónica, presentes nos plasmas simples, podiam 

se transformar em sólitons compressivos ou rarefativos quando 

a terceira espécie fónica era incluída. Confirmando as expecta 

tivas teóricas em uma experiência simples e objetiva [LFN84] , 

ás novas espécies de sólitons foram detectadas, o que mais uma 

vez sugeriu que a simetria entre teoria e experimentos era a-

dequada em se tratando deste tema. 

Especificamente, neste estágio o que se conhecia 
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precisamente era o comportamento das ondas quando o plasma não 

possuía a terceira espécie jônica ou quando era largamente po-

voado por esta terceira espécie; pouco se conhecia do mecanis-

mo intermediário de transição de uma situação para outra. Em 

1984 a teoria adequada foi construída [Wa84] e comprovada expe 

rimentalmente[NT84]. A teoria foi apresentada em uma forma pri 

mitiva, desconsiderando a presença de certos efeitos que se sa 

biam não fundamentais para o caso de ausência da terceira com- 

ponente. Recentemente, todavia, mostramos que estes efèites 

(temperatura dos íons, "outoff" dos sOlitons) são de fato fun 

damentais nas situações de transição, o que obviamente torna 

necessária sua inclusão [RSD87a]. 

Cabe notar aqui que as técnicas de inclusão de uma 

terceira espécie seguem os mais variados padrões. Ora a tercei 

ra componente difere das outras simplesmente por uma temperatu 

ra em particular, ora difere somente em massa, por vezes em car 

ga e em outras situações, em todos os Itens citados. Os comen-

tãrios acima referem-se àquela situação em que as duas espéci-

es de íons possuam cargas opostas, massas distintas e tempera-

turas distintas, o que de uma certa maneira pode dar uma visão 

bastante geral dos processos físicos envolvidos. 

Induzidos pelos resultados curiosos que se revela-

ram no contexto da propagação de ondas eletrostáticas, nossa 

próxima questão foi referente a que acontecia com relação 

pagação de ondas eletromagnéticas não lineares nos plasmas moas 

tiespécie.Para tanto observamos os seguintes pontos: 

O conhecimento das propriedades de propagação 
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ondas eletromagnéticas em plasmas compostos de elétrons e íons 

já esta relativamente sedimentado (veja por exemplo [SRYT86]); 

abe-se que a localização de radiação neste caso é importante 

tanto em âmbito experimental quanto astrofísico, sendo esta lo 

calização conectada a mecanismos que envolvem modulações não li 

neares de ondas transversais de alta freqüência. Um ramo de es 

tudos bem mais recente é aquele que investiga processos de lo- 

calização em plasmas constituídos por elétrons e pósitrons. Já 

foi mostrado que este tipo de plasma esta presente na magnetos 

fera dos pulsares [Rs75], sendo originado basicamente através 

de mecanismos contínuos de produção de pares, o que lhe confe 

re uma relativa estabilidade. 

Recentemente alguns trabalhos pioneiros mostraram 

que estes plasmas podem promover modulação de ondas [CK83,LB81] 

eletromagnéticas, o que explicaria os observados pulsos concen 

trados de radiação emitidos pelos pulsares. A partir dal, o 

modelo básico foi aprimorado diversas vezes, sendo no entanto 

a composição do plasma sempre a de elétrons e pOsitrons. 

Nossa contribuição específica foi então a de estu-

dar modelos em que, além de elétrons e pOsitrons,também esti-

vessem presentes íons. Tais modelos, além de permitirem a pos-

sibilidade de efetuar a transição entre plasmas de elétrons e 

íons e plasmas de elétrons e pOsitrons, podem representar 	a 

composição real dos pulsares 	, jã que os campos elétri- 

cos presentes em suas superfícies promovem extração de íons pe 

sados, com sua subseqüente agregação ao plasma magnetosférico 

já presente; analisamos então este tipo de plasma sob os mais 
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variados pontos de vista, procurando ampliar e precisar resul- 

tados teóricos com relação ao tema. 

No capítulo II, desenvolvemos a teoria dos sólitons 

íon-acústicos em plasmas de elétralpe tons. Inicialmente deri 

vamos alguns resultados conhecidos para o caso de uma única es 

pecie de lons,com a finalidade de familiarização com as técni- 

cas básicas e com os pertinentes conceitos físicos. Em seqüên- 

cia s  estudamos o comportamento do sistema sob os efeitos de uma 

terceira componente, os íons negativos. Mostramos então quetua 

visão objetiva do problema é favorecida pela definição de ins-

trumentos de calculo específicos, assim como os potenciais de 

Sagdeev, ou potenciais efetivos; fica claro neste ponto que as 

equações estacionarias que descrevem ondas não lineares são bas 

tante equivalentes às de um oscilador anarmOnico sob a ação de 

um campo de forças derivado dos potenciais efetivos. Finalmen 

te estabelecemos uma equação não linear de evolução para as on 

das íon- acústicas, apropriada àquela região onde há a transi-

ção entre baixa e alta densidade de íons .negativos. Efeitos de 

temperatura são incluídos para as duas espécies de íons, reve-

lando que as amplitudes dependem diferentemente da temperatura 

dos íons positivos e da dos íons negativos. Mostramos a exis-

tência de cortes ("cut-offs") para os sólitons, consideramos 

a presença de efeitos cinéticos e discutimos resultados de re-

cente experiência [W3 21]. 

No capitulo III passamos à análise da formação de 

ondas eletromagnéticas moduladas não lineares em plasmas de elé 

trons, põsitrons e íons. 
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Inicialmente desenvolvemos formalmente a teoria das 

múltiplas escalas temporais, multiplicidade esta adequada àgran 

de disparidade dos períodos característicos dos processos ondu- 

latórios investigados (período longo ++ escala de tempo lenta 

de modulação - período curto 	escala de tempo rápida,determi- 

nada pela alta freqüência da onda portadora); o modelo em foco 

é o de um oscilador harmónico perturbado por termos não linea- 

reg. 1t técnica da múltipla escala de tempo, em particular, nos 

fornece o caminho seguro para a remoção das divergências secu-

lares oriundas da aplicação ingênua das teorias de perturbação 

convencionais [Da72]. 

Com isto em mente, a localização não linear de on-

das eletromagnéticas moduladas obliquamente (em relação a seu 

vetor de onda) é considerada. Mostramos que a amplitude da onda 

se transforma em uma função fortemente dependente do ângulo for 

mado entre as direções de modulação e do vetor de onda. Mostra-

mos também que se este ângulo não é nulo, aparece a possibilida 

de da geração de campos magnéticos de baixa freqüência, também 

conhecidos como campos quase estáticos; estes campos são impor-

tantes em questões relativas â física da fusão nuclear [NPS87]. 

A análise de modulação colinear em plasmas de elétrons e pOsi-

trons mostra que certos termos omitidos em alguns trabalhos, tor 

nam-se importantes quando as velocidades de propagação das modu 

lações são altas. 

A seguir, notamos que a equação derivada para o 

caso acima não é válida quando a densidade dos íons se aproxima 

de uma determinada densidade especial a que chamamos criticais 
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to já acontecia com os sólitons Lon acústicos). Em torno des-

ta densidade uma nova equação não linear de evolução é então de 

rivada. Mostramos que a variedade de soluções associadas a ela 

é bem superior às associadas com o caso não critico, podendo 

de fato haver diferenças qualitativas profundas entre elas. 

Nosso pr ,, i_mo passo é o de incluir campos magneti- 

cos nos sistemas estudados. Considerando propagação de ondas 

ao longo destes campos, indicamos umá série de diferenças em 

relação aos casos mais simples. Por exemplo, o cálculo da rela 

ção de dispersão não linear 'fornece dois modos eletromagnéti-

cos diferentes quando a densidade de íons é não nula, enquanto 

que os sólitons associados a estes modos podem ser compressivos 

ou rarefativos, dependendo do valor do vetor de onda da porta- 

dora. 

Completando este terceiro capitulo, analisamos fi 

nalmente efeitos cinéticos sobre os sólitons eletromagnéticos. 

Mostramos que estes efeitos são importantes sempre que as velo 

cidades de propagação são baixas. Sub-dividindo a secção em 

três tópicos principais, analisamos em seqüência sólitons em: 

plasmas (e),(p) na ausência de campos externos; plasmas (e)-(p) 

com campos magnéticos modulados; plasmas (e)-(p)-(i) submeti-

dos a ação de campos magnéticos ultra intensos. Reparamos nes-

te contexto, que a presença de partículas confinadas, transmi-

tidas e refletidas pode mudar consideravelmente o cenário for-

mado até então pelas aproximações de fluidos. 

Finalmente, no capitulo IV apresentamos um resumo 

das principais conclusões de nosso trabalho e indicamos possí-

veis extensões do mesmo. 



11 - ONDAS 10N-ACOSTICAS NÃO LINEARES 

O objetivo básico deste capitulo é a derivação de 

soluç6es não lineares para o problema de propagação de ondas 

íon-acústicas em plasmas compostos por elétrons e um certo nú- 

mero de espécies iônicas. Para que tenhamos uma definição cla- 

ra do sistema ilsiCO e com a finalidide de ilustrar as técni- 

cas envolvidas, o primeiro passo será direcionado ã anãlise de 

sistemas compostos por elétrons e uma única espécie de íons. 

Posteriormente situações mais gerais serão investigadas. 

11 - 1 - ONDAS ÍON - ACUST1CAS EM PLASMAS COMPOSTOS POR ELÉTRONS 

E UMA ESPÉCIE 1ONICA [Da72] 

11-1-1 - O Modelo de onda íon-agiátíca 

Fixemos nosso sistema dinâmico como sendo composto 

por uma onda eletrostática que se propaga unidimensionalmente 

(ao longo do eixo x digamos) em um plasma eletro(e)-iOnico(i). 

Por hipótese o sistema é homogêneo e livre de quaisquer campos 

externos.Aderaisconsicleremososionscon os 

elétrons como possuindo uma temperatura constante denotada por 

Te . 

De acordo com estes dados, podemos construir o con 

junto de equações que descreve a dinâmica do problema: 

a) Equações de momentum: 

ksie.  
rât+v 	)V 	e ,( ,z\)- 

e 	exe 



C 2X 	) 

onde m
e
(m) é a massa do elétron (íon), 0 é o potencial ele 

trostético e ve (vi ) é a velocidade dos elétrons (íons) ao lon 

go do eixo x • 0 termo 
	k

B
T
e 

n ç ne na equação (II-1) é igual 
e 

 

a e  (P e = pressão no fluido eletrônico) se tomarmos P ez n 'e   

= nekBTe com Te =constante. Resumindo, nossas equações de mo 

mentum indicam que os dois fluidos tem como fonte de movimento 

campos eletrostáticos e campos de pressão; o modelo usa íons 

frios e elétrons isotérmicos; 

b) Equações de continuidade 

4- 	rrl v = o 
é e 	e e 

1Y144, 	fYIA. 	o ) 

c) Equação de Poisson 

 

  

Se considerarmos situações para as quais as varia-

ções temporais são muito mais lentas do que a freqüência carac 

teristica de vibração dos elétrons, podemos equivalentemente 

pensar no fluido eletrOnico como sendo um fluido de massa zero. 

De fato, expressando analiticamente a condição proposta neste 

parágrafo vê-se que 

t 	<. LbJ Pe. (11-6) 

(onde toPe é à referida frequermia de vibração, com pe = 
1-1 1)10 e 	e 

/1,= densidade de equilíbrio) 



v 
?ta 

e 42  
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se cumpre se tomarmos me  ► O . Fisicamente esperamos que neste 

regime apenas os íons, que tem massa muito superior a dos elé-

trons, permaneçam na qualidade de entes dinâmicos ira:pendentes. 

O movimento dos elétrons será função direta do movimento Jônico; 

em outras palavras, os elétrons ser;o ° arrastados °  pelos tons. 

Com estas considerações feitas, e ademais, adimen-

sionalizando o sistema (II-1)-(II-5) segundo as regras: 

x 	g 	 X 

	

( kis Te i 	eq/.2 .7 )4a) 

Li ff"). e 	t/'4  

ti 
trY1 

obtemos o conjunto de equações 

v 4.- V 	= 	 (II-8) 

n1 4- -à env -= o 
	 (II-9) 

2)2 4) =exp. 	- 	
(II-10) 

A linearização das equações (II-8)-(II-10) em tor-

no do equilíbrio uniforme n=1 , v=0 , 4)=0 reproduz a rela 

ção de dispersão linear que caracteriza ondas íon.-acústicas 

i 4- 4W 
-1

) 	 (II-11) 

ou, em variáveis dimensionais 

\-1  

	

11/4) 2= Lu 	(1  	
(II-12) 

 4- 
P.; 	 ) 

No limite k),D +0 a equação (11-12) nos fornece: 

5 k t a ((k AD ) 3 	) 	 (11-13) 
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k 

( 

T 

k m

1/2 onde 
Ca 
 r. Be  ) ) 

e,neste caso, definido como a velocidade 

característica das ondas íon-acústicas. 

11 - 1 - 2 - E“..i.to4 Não Líneau4 

Após esta rápida familiarização com o sistema e a 

derivação de algumas de suas propriedades lineares, iniciar-nos- 

-erros no estudo de efeitos não lineares através da anãlisè da pro 

pagação de ondas solitárias associadas ás equações (II-8)-(II - 

1 0 ) . 

Buscamos soluções que dependam de x e t atra- 

vés de uma única variável x - Mt (MI:Número de Mach Ev o  /cs 
 = ve 

locidade do pulso solitário/velocidade íon acústica). As condi 

ções de contorno apropriadas para um pulso isolado são: 

d 4) e 4) + 0 

d
E
v e v ►  0 	 (II-14) 

n 1 

d n O 

	

quando J x -14t1 	, onde definimos C EX-Mt 

As equações (I1-8) e (II-9) são imediatamente inte 

gradas para que obtenhamos: 

	

ryi 	 

M - V 

(M- V)
.2 

 

com o uso adicional das condições (II-14). 
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Substituindo as equações (I1-15) e (II-16) na equação (II-10), 

multiplicando por dei) e integrando, ficamos com: 

1/,Z 	z 
1(d ÇI)) 	.e. )(1,D + 	m -  

2 
Ondas solitárias compressivas (n>n 

o
) são soluções 

 

da equação (II-17) se 1 <14 < 1.6 

Para propósitos futuros i. estaremos interessados em 

soluções para as quais 6141 EM-1 <<1 . Esperamos naturalmente 

que para 24 ► 1 , a solução se aproxime daquela do problema li-

near; em outras palavras, se &M<<1 então 0 <<1 . 

Expandindo a equação 11 -17 em 0 e 6M e retendo 

somente as contribuições dominantes, obtemos: 

(ci3 + 3 

que pode ser analiticamente integrada (em constraste à equação 

completa (eq. II-17)) para fornecer 

4 = 3 5 M Sue [ 	 1/-2- ( )<_ M )] 

Vemos da equação (II-19) que a amplitude máxima do 

pulso é Or4 =15M >O (sólitons compressivos) e que sua largura é 

da ordem de (d m)-1/2 É fundamental notar que as variáveis 

x,t e 4) mantem entre si algumas ligações representáveis por meio 

de uma simples teoria de escalas. Para tanto, introduzamos 

variável c -rd M («1) como sendo uma .medida da amplitude do 

pulso. O argumento na equação (II-19) pode ser expresso como 

(II-20) 
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sendo o resultado final,representativo de uma teoria fracamente 

não linear que contem duas variáveis independentes 

1 	AN, 
s: 6 	x 	) 

e um certo número de variâveis dependentes 

( ) 

v v m-1 G (11-22) 

O que faremos a seguir é usar as condições (II-21) 

e (11-22) e, sem nenhuma outra restrição quanto "ti forma de solu 

ção (como aquela feita logo acima das equações (11-14)), dedu- 

zir uma equação geral para ondas fracamente não lineares que te 

nha como solução especial, a solução (I1-20). Mais adiante,. ar- 

gumentaremos a favor das vantagens de se dispor de uma equação 

como esta que procuramos. 

11-1-3 - Equação Kohteweg-de VALe4 (KdV) pana Onda4 ron-acUtí-

caá Não Líneaxe4 

Suponhamos que n,4 e v tenham uma expansão 

série de potências de c em torno de um equilíbrio livre de cam 

pos externos, i.e., 

1r1:: 	# e  ,„,fo + 	# 

6 ci)1 1) 	ez 4. 12.1 4_ 
(11-23) 

(11-24) 

(11-25) 
v il) 	v (z) 4.„ s, 

V 

Além disto, transformetos as variáveis de acordo com 



dotLiz 	„,„ 
fornecem 

, 

rã 111) 1 (,n 11.) 

231 	
v( 1) 4_ v (i i vã I V II) =- 

T 

12.3 = 

_ L IA) 

22 1 9)  
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as fórmulas (II-21), ou seja 

3 ) 

4- É 
3/ 4/.2, aJ  

(11-26) 

Em mais baixa orden (em c), as equações (II-8)-(II-10) 

se ternam 
c7 11.1 	v  (1) 

onde eventuais constantes de integração das perturbações são to 

radas como iguais a zero. 

Na próxima ordem em c , as equações (II-8)-(II-10) 

Eliminando n
(2) e v (2)  das equações (11-29)-(11-30) 

e usando (11-27) e (11-28), encontramos una equação de evolução temporal 

•  para 4) (I) 

1"
jb li) 	ll) ,ã àl ) 	4 .-à 3  &ti = o  

• (II -31) 

Esta última equação é conhecida como a equação de 

Kortemn-de Vries. Ela descreve a evolução de um distúrbio inici 

al que se propaga com M-1 

Notemos que, a equação (II-31) apresenta uma solu- 
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ção especial do tipo 

H.1 
(¡ I ,T)=19  (3'- CT 
 

3c Se  	[ri  c ) ( 

(11-32) 

Identificando c =614 , vemos que (11-32) é exatamen 

te (II-19), o que já havia sido previsto. 

A equação (II-31) surge na discussão de numerosos 

problemas físicos, dos quais as ondas.lon acústicas são apenas 

um exemplo, tia possue também granle variedade 	soluçOeg, 
seguir, discutiremos a inteurrelação entre dispersão e não linea-

ridade na estrutura destas soluções. 

11-1-4 - iteguma4 PAophíedade4 da equação KdV 

Suponhamos que o termo não linear da equação (II-.31) 

possa ser desprezado. A equação se torna então 

,3 d 	lo=c2 . 
2, 	17 

Buscando soluções do tipo eí(k 	to'T  

,3 
4- 	o 

Recordando-nos de que a equação KdV estáclefinidaem 

um referencial que se movimenta com velocidade normalizada uni-

tária, a relação (II-34), no referencial laboratório, passa a 

ser: 

k - 1 k 3 
.2, 

ou, em variáveis dimensionais 

(11-33) 

temos 

(11-34) 
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u1/4) 	i< 	1-1 a 2 ka 
-D (11-35) 

A equação (11-35) corresponde aos dois primeiros ter 

mos da expansão em k da relação (II-12). É fundamental ressal 

tar que pacotes formados com ondas que satisfaçam (11-35) 	se 

propagam com'velocidade c
5 
 e tendem a se alargar lentamente 

1 
no tempo devido ao pequeno fator dispersivo --2 (ÀDk)

2  É ób- 

ylw qfi gfi 	 não se rode obter soluções cu ro formato 
seja invariável no tempo, ao estilo das soluções (11-32) por e-

xemplo. 

Por outro lado se considerarmos a equação (II-31) 

com o termo não linear mas sem o termo dispersivo, ficamos com 

a seguinte forma: 

cr) (1) 	= 0 

27 	 (.11-36) 

Do ponto de vista do referencial C', a equação (II.216) 

representa soluções cuja velocidade de propagação é proporcional 

à própria solução em um ponto C' e em um instante T. 

Graficamente (figura II-1) é possível ver de ime- 

diato o que acontece com um pulso lançado no sistema em T <ti  . 

Para qualquer T >t 1  (definido como o instante da 

"quebra da onda") a solução do problema não é única e portanto 

não adequada fisicamente. 

O que se depreende dos dois casos limites analisa-

dos acima, é que é precisamente o balanço entre efeitos com ten 

dências inversas (quebra (=efeito não linear) e alargamento (= 

dispersão linear))o responsãvel pela existência de soluções in- 



T < t
1 

T = t, 

eem 	 em. ~mu ••=11. Ol■ 111.1M ■••••• 1•■•■ 1=1••• 	 =Ia •••• 	1■10 MEM. 

T > t 

▪ ,11■10 - Me... 	 4111■11,  ■■•■• 	 .~110 

17 

Figura 11-1 - Processo de "quebra" de ondas descrito no tex 

to [Da72]. 
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variantes do tipo (II-19) ou (11-32). 

Por meio de uma técnica de cálculo denominada técni 

ca do espalhamento inverso [GUM67] pode - se mostrar que solu-

ções do tipo onda solitária (11-32) permanecem com a mesma for 

ma inclusive após colidirem com ondas similares. De uma manei 

ra geral, sempre que ondas solitárias preservarem seu formato 

inclusive após colisões, serão denominadas sólitons• Com a mes 

ma teoria de espalhamento inverso se mostra que, freqüentemente, quais 

quer distúrbios iniciais decaem para conjuntos de sólitons que 

se propagam no sistema para T +c° . Dai, a justificativa para o 

estudo das propriedades das ondas solitárias isoladas de peque-

na amplitude. 

Dito isto, consideramos encerrada esta análise com 

objetivos didáticos sobre a propagação de ondas íon-acústicas 

não lineares em plasmas compostos por elétrons e íons. Nosso w§ 

ximo ponto é o de investigar quais as conseqdências da inclusão 

de mais de uma espécie iônica na propagação destas ondas. 

11 - 2 - ONDAS ÍON'-ACOSTICAS EM-PLASMAS COMPOSTOS, POR ELÉTRONS 

laRIAS ESPÉCIES. IONICAS 

Como já havíamos mencionado na introdução, inúmeras 

modificações do sistema retratado na subsecção anterior foram 

realizadas ao longo destes últimos anos. O objetivo básico era 

o de entender quais as relações entre as mudanças nas caracte-

rísticas básicas do plasma e as modificações na propagação dos 

pulsos solitários. Daqui por diante nos restringiremos a uma ten 
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dência relativamente recente que é a de proceder a análise da 

propagação de ondas solitárias em plasmas compostos por elétrons, 

uma espécie de lons positivos e uma espécie de lons negativos. 

11 - 2 - 1 - Sõlítoní Íon - kiiátíeo4 em Pla4maa COM TOO, Negatívo4 

Como foi brevemente mencionado na introdução, Das e 

Tagare [DT75] previram teoricamente a possibilidade de propaga- 

çao de sOlitons íon-acústicos de rarefação (n < n
o

), além dos tra 

dicionais compressivos, em plasmas com lons negativos, lons po- 

sitivos e elétrons. Ludwig, Ferreira e Nakamura [LFN841 verifi-

caram experimentalmente esta previsão. 

A equação final obtida por Das e Tagare [DT75] foi 

inspirada no uso de regras de escala, idênticas às usadas na sub 

secção anterior. Ela pode ser escrita como 

1 )4) ã i  ;$ 	
3 

eà2li  c) = 0 	

(11-37) 

U z = "ilwo n/Gz 

onde n+o (n-o ) é a densidade dos íons positivos (negativos) ror 

malizadaàdensidade de elétronseQearazão m_/m4.  . Natu-

ralmente consideramos sistemas com carga liquida igual a zero, 

ou seja, supondo íons uma vez ionizados, 

.42 (3+ 
 

r'lL„ 
1 1, 	""-0 

Li 
_ 3  

q2  

rsr) 	 nn 
- o (11-38) 

Se em (I1-37) tomamos n
-O 

 = O, reobtenos o caso expresso 

pela equação (II-31), pois U = 1 neste caso. tina rápida investigação, mostra 

que o coeficiente do termo não linear da equação (11-37) pode 

ser positivo ou negativo. Se ele for positivo os tradicionais 
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sálitons compressivos podem ter lugar no sistema, pois a equa 

ção terá estrutura similar à equaçio(II-31). Contudo, se ele for 

negativo, os seditons rarefativos, mencionados anteriormente,po 

dem se propagar (isto é facilmente visto; basta efetuar a subs-

tituição 4) -■ -4) para que obtenhamos uma equação do tipo da e-

quação (11-31), onde no entanto as variáveis possuem sinal in- 

verso). Suponhamos agora que o coeficiente do termo não linear 

,, • 	n 
seja próximo de zero, digamos 3-=i= - 3 	- 1 - e. Nestas 

U 
condições a equação efetiva de evolução é a equação (11-33). De 

acordo com comentários já feitos, nesta situação não há a possi 

bilidade da formação de ondas solitárias. 

O que de fato ocorre é que as regras de escala usa-

das na subsecção 11-1 não podem ser aplicadas aqui se desejar-

mos excitar sOlitons no sistema. ; A modificação apropriada (se 

possível) das regras de escala deve ser feita dentro do ponto 

de vista de que os termos não lineares ainda devem ser compa-

ráveis ao termo dispersivo para ondas cujas amplitude é da ordem 

de e . Supondo, pois, que o coeficiente do termo não linear se 

ja da ordem de e , as novas regras de escala passam a ser: 

u(e 3 )
i 
 , N u(e) 	4 ,v o (6) 	 (11-39) 

Recomeçando os cálculos com a suposição (11-39) apli 

cada ao sistema de equações adimensionalizadas como anteriormen 

te, obtemos 

(1r)  ry,
e 	

• e 

'n:}. 4 21x ("1 + V+ ) 
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(I I-40) 

e buscando soluções sob a forma de série de potências, 

oo 

obteMos, seguindo táticas similares às empregadas na derivação 

'No 3 ""--.0 
V H 	Qz. 

4 (1 	- 	o  5- 	4..o 	6 
-ri 	v 

#4 

	

6 	tv-v6 

de (II-31), 
ir 1) + (3 

z 
4. 4

(i) 	f l 
T
.») ) 

 

I 	• 20,  i 	I 	 ) 	
o 

(11-42) 

onde obviamente devemos considerar 

3 `'1 +.0 	3 ''1-0 	1, E. 
vy 	Q z 1i ti 

Alem de conter termos já presentes na eq. (11-37) , 

a equação (11-42) também contém um termo que envolve uma potên-

cia cúbica do potencial 4) . No caso em que o coeficiente do 

termo bilinear desta equação for estritamente nulo, ainda have-

rá a possibilidade de balanço entre dispersão e o mencionado ter 

mo trilinear. Este ê um ponto importante que será melhor anali-

sado com a introdução de uma técnica conhecida como técnica dos 
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potenciais efetivos a partir da equação (11.43). 

Novamente, aqui nos restringiremos a soluções do ti 

po (1)(t.,0 = (1)(n) 	com n E 	- ct. 

De (II-41) temos então 

1 2,  tal 	J? 
d cr 	- (1 1-43 ) 

p- c (V I 	(rnt2 	3"1-0 _
ii)3 

+ 
com "Pm  u 	eu 1-1 

-"1- ( 4  5" 	"'"' 4-45 ""° 	1) (10  
2 4-1 	u 6 	c2, 306 

(11-44) 

A equação (11-43) é idêntica àquela que 	governa 

o movimento unidimensional de uma partícula de coordenada (I) em 

um potencial anarmônico (P) como função do tempo n. 

O potencial P neste caso é chamado de potencial 

efetivo (ou de Sagdeev). 

Evidentemente este tipo de abordagem do problema po 

deria ter sido introduzido nas secções anteriores. Só não o foi 

lá, devido à relativa simplicidade de cálculos. No presente ca-

so, a introdução do potencial efetivo apresenta uma vantagem adi 

cional. Como observado por Watanabe [Wa84] quando do estudo de 

soluções exatas, o potencial P descreve concomitantemente as 

situações em que o coeficiente do seu termo cúbico é ou não pe-

queno, permitindo assim uma análise da transição entre essas duas 

situações. Isto fica quase evidente se notarmos que o potencial 

associado à equação (11-37) está contido na equação (11-44). 

A figura (II-2) nos mostra o potencial efetivo P 

como função da amplitude da onda 4) (1) . Consideramos o caso 

Q = 0.176 e com c = 0.04 [Wa84]. Denotando n -o  /n  +o  por r, 



-0.5 

-0003 

• (t) Ne. 0.05 

0 003 

01  

-0 .003 	 -0003 
(c) 141..0.102 	 (10N- 0.15 

0003 	 0003 

-05 	 05 -05 	 05 1 

(e) N=0.20 
-0003 
(f) N=0.25 

Figura 11-2 - Transição da situação em que há somente sóli 

tons compressivos (r =0 ) para aquela em 

que há somente sOlitons rarefativos (r =0,25); 

em todas as situações c =0,04. Figura repro-

duzida de [Wa84], com N Er . 
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fazemos r variar de zero a 0.25. Nestes gráficos, a posição i 

nicial de nossa partícula fictícia é sempre o ponto (0,0) . Es 

te ponto corresponde naturalmente a kl -*O, onde o potencial e 

letrostático é nulo. Partindo desta posição de equilíbrio instá 

vel (e o equilíbrio deve ser instável para que alguma coisa a- 

conteça no sistema) a partícula excursiona para frente ou para 

trás, com energia total igual a 0 4. 
,até que encontre uma raiz 

de P . Estas raízes de P nos dão diretamente a amplitude má-

xima do sOliton; a partir dai o movimento da partícula é inver-

tido,voltando à posição inicial. É relevante notar que, como já 

havíamos visto logo abaixo da equação (II-17), aqui também, se 

c< 0, não há a formação de sólitons. 

Conforme se vê na figura II-2 ) quando r 0 podemos 

excitar simultaneamente sólitons compressivos e rarefativos, 

o que não ocorre quando r = 0 . Ai então somente temos sólitons 

compressivos. Se r >0.20, apenas sólitons rarefativos estarão 

presentes no sistema. A figura 2 mostra de fato a transição en-

tre a situação em que estão presentes apenas sólitons compres-

sivos e a em que estão presentes somente  os rarefativos. Do 

ponto de . vista experimental esta mecânica de transição é, no mi 

nimo, um ponto curioso do problema [NT84]. Note-se que a figura 

II-2(c) representa o caso em que o coeficiente do termo biline-

ar em P (ver eq. 11-43) é exatamente nulo. Nestas condições, 

em vista do coeficiente do termo trilinear ser sempre positivo, 

sólitons de rarefação e compressão com mesma amplitude se propa 

gam no plasma. 

Com relação a esta situação ainda devemos mencionar 

que a equação (11-42) também pode ser resolvida pela técnica do 



r'n e = exi° ( 4) ) 

v, 4_ 	v+  = (.2 4.  
' 	x  

3 TI. .-àx  V+ = o a P 1- vt )( 

rrl e  4- 1■1 - X14.  . 

• ( 11 -46) 

(11-47) 

(11-48) 

(11-49) 

ax +_Tt ,ãx 	) 
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espalhamento inverso [Wa74] )  o que nos leva a concluir que o ter 

mo NsOliton", empregado tantas vezes nesta secção é correto. 

11-2-2 - E6eL.to4 TeAmíco4 Iâníco4 4ob4e SRítonó fon - Aciatíco4 
em Pla4ma4 com Ton4 Negatívo4 [RSD87a] 

Efeitos térmicos para a situação em que as ondas 

não lineares são descritas pela equação KdV são bastante co-

nhecidos (veja por exemplo [Ta73]). 

Nosso objetivo nesta secção é o de analisar a inclu 

são de temperaturas Ti± para os fluidos iõnicos naquela situa 

ção em que o coeficiente do termo bilinear da equação KdV é 

pequeno. Uma restrição importante deve no entanto ser feita; as 

temperaturas iiinicas devem ser muito menores do que a eletrônica, ca 

so contrario efeitos cinéticos passam a ser importantes [KT73]. 

O sistema de equações é bastante similar aos já uti 

lizados. A grande diferença é a presença de termos de pressão 

para os íons negativos e íons positivos: 

"1.4. + 	( 	v+ ) _o 
(11-45) 

A equação (11-48) é a equação para o campo de pres- 

INSTITUTO DE 
IOTEC  
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são dos íons positivos (R i) e íons negativos (p. ) . As normali-

zações são identicas às anteriores com as seguintes adições: 

= 
Te 

P4. -4 	Ft  

o T+  (II-50) 

Devemos notar que a equação (11-48) é derivada da 

condição de adiabaticidade dos íons: 

.t 4. vs. fãx  )(T f  "(1 4-3 	o , 

A aproximação adiabática é boa para os ions,se levarmos em con-

ta o fato de que suas grandes massas dificultam seu movimento e 

subseqüente isotermalização, ao contrário do que ocorre com elé 

trons. 

Para derivar as equações apropriadas às escalas usa 

das, faremos uso de um procedimento iterativo [NIDT85a]; envol-

vendo menos variáveis, ele é mais simples do que a técnica usada 

nas subsecções anteriores (técnica redutivo-perturbativa). 

A implementação da técnica é feita a partir das se-

gúintes hipóteses: 

a) Todas as grandezas (A),menos o potencial eletros 

tático (que é variável de iteração),possúem uma expansão na for 

ma: 

A =Ao +A
1

+A
2

+ 	 (II - 51) 

onde Ao  denota o valor de equilíbrio de A ; A ,A 2 ,... 	são 
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de ordem c 1
,c

2 ,... respectivamente; 

b) o potencial 0 ele mesmo é de ordem c mas não 

é expandido; 

c) novas variáveis 

=x -ut 	t' = t (11-52) 

são introduzidas onde a constante U será determinada como 

velocidade da onda na aproximação linear; 

d) as derivadas em relação a C e t' devem ser a-

valiadas como 

fvu(6)

) 	

,v o (ez) 
(11-53) 

e) considerando situações experimentais especificas 
T + 

que indicam -- 	, tomamos 

( 11-54) 

Assim, usando estas últimas hipóteses em conjunção 

com o sistema (II-45)-(II-49) se obtém em mais baixa ordem 

rn.to 	 _ _ 	 ) 	-""' (19  
12 t 1)4  

 

(t +o 	 (13. 
1) 2-  

 

(b.0 
(11-55) 

Da última equação segue 

2  U ; (Mio 4 N"Lo 
q. 

(11-56) 

onde não consideramos correções de o(c) devidas à temperatura. 
Na próxima ordem, temos: 
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U 	.i. 
 ')? ( 	0 

	
° 

(r± 	92, 
(24-'Yx4. 0  - 	- 

p +si> 	v 
5 	+0 	± 1  

,L2 'à (I) 4.  3 ri çà (1, 	(d 	3 "1 4-0 	3m- o 	"à 
U tl 	U`l 	:2; 	ü ti 	(.2 2-uLt 

=0 

(11-57) 

(11-58) 

(11-59) 

(II-60) 

onde 
	 4- (r4. n-o • 

(,2" 

A equação (II-60) nos diz que, se o coeficiente do 

termo não linear for negativo (positivo), a. velocidade aumenta (di 

minui) com 4 . A equação (II-60) é desta forma sujeita ao pro-

cesso de "quebra" de ondas descrito na secção 11-1-4. 

Se a concentração de íons negativos for próxima à-

quela para qual o coeficiente do termo não linear de (II-60) se 

anula, então esta equação assume a forma: 

2 4+ 0 3 1f ".à., 4 =o P 
(11-61) U 	I 	uq 	7 ' 

Para que possamos estudar a formação de ondas não li 

neares devemos analisar a próxima ordem do sistema original (II-

45).-(11-49). 

Das equações (11-45), (11-47) e (11-48) temos: 

`\1 4,z" 	'N 1\1  ± 3 4- )5 1 Y1.±. o  V± 3  4- m 4. 1 1/4. e  

pi_ z 	0-  1- 	t 	p, 
Q+ 	 Q+ (14"c• 

=o 
(11-62) 

(11-63) 
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-uâ p
+ 2 + v1. 4 	+ SPto 2? ã 	2  V+•+ 3P+. I  5 v+ =o 1 

Usando (II -57) -(II -60) e (11-64), obtem-se: 

cri } 	4.13çr'llo 	3  f'Ito -2-4 	4_ 	3 No  
-2,- .. 	

U 	 u 	J 	2Q.4.2:0 

(11-66) 

IS 411-, 	6 4. 	- ^Ito 	(1 .2* 	
(11-67) 

Cjit+  11 4 	
9 

 Qf U 6  T 	2 C.4-2  

que em associação a (11-62) e (11-63) fornecem, respectivamente 

u 	-44.21 41koZ
2 	

IWT±^1.ta  4.  9°-±  
U 	(.2+ 	u: u 6-  

( 	3o  -.4.-41.to 	1 	6' 'No 	) 	9
5

(19 	
31° 6- (11-68) t2:. u 5. 	1.2 2' (i }* 	 .2 (2+ u 

e 
—z 

U v _4(  I  
3  - U f( 	u 4  

9  
L24.? U Lf  

	

( 9 Z. 	15-1-  \àAci) + 	? (123  . 	(11-69) 

.zojz-u 4 	(.2 3  ()tf)] I — 	12.—TG-ri 

Finalmente a equação de Poisson nos dã o resultado 

1 3  

	

di Ci) .2 A eà5ici; 	+z 4. c 3,1 4,  
(II-70) 

onde efetuamos as transformações 

Li  

u 3  .2k y5U (74  
z. 'Y1 	4):1-- 41 (2) 	c 4 +o 

, 

(11-71) 

(11-64) 

(11-65) 
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Na equação (II-70) definimos 

1 (1 	5"4o 	6-12  
.213 	u‘ 	(2 3  U 6  

+c, 	,S'A 
2

74  1 — n   + 4  
Ui 	12 2. U4 

C'r. — 

3o á 
+o - aL 	U 4  

(11-74) 

com 	G-  .Y1 ( 
- -V 	Cr '11 	 11-75)  

SOlitons caracterizados pela variável espacial n.= 
= E' --tia4  são obtidos de 

(11-76) 

COM c 	02  u 
U 

As soluções não triviais da equação (11-76) são: 

zio+o (ko  Sec e (  

4):4-(1)°)Seck (fin 	(17° ) 	 ) 

(11-77) 

o onde as amplitudes 4)+ ,4)o  são raizes de A4) 2 +B(1) +C = O 	(isto 

pode ser claramente visualizado com o uso dos potenciais de Sal 

deev) . Temos aqui 4)45°  = C/A ; jã que C >O e A < 0 , as ampli 

tudes tem sinais opostos sendo associados respectivámente á on-

das compressivas e rarefativas. Não e difícil reparar que toman 

do E =O , O na equação (II-70), a equação (11-42) é de pron 

to reobtida. Fica portanto fácil notar que. aumentando o valor 

da concentração de íons negativos a partir de zero, a seguinte 



seqüência similar a da figura 11-2 emerge : sólitons compressi 

vos, um par de sólitons compressivos e rarefativos e finalmente 

sólitons rarefativos. Cabe ressaltar que na presente situação, 

se U se anula (ou seja, o número de Mach é unitário) novamen-

te ficamos com um sóliton apenas, cuja forma é 

_ .2B 

 

(11-78) 

 

A 

cujo sinal é determinado por 13 desde que A O 

Um ponto importante da presente teoria é o de que 

pequenas temperaturas iõnicas (como as usadas aqui) são pratica 

mente negligenciáveis para soluções das equações KdV usuais. O 

fato é que neste caso, o coeficiente do termo não linear é mui-

to maior do que os fatores cri. Se contudo este coeficiente 

pequeno (como no sistema analisado na presente subsecção), 	as 

temperaturas iônicas tornam-se da mesma ordem de grandeza que 

ele,podendo desempenhar um papel fundamental. E precisamente o 

que mostraremos a seguir. 

Analise Numérica das Soluções Obtidas  

Aqui analisamos numericamente efeitos de temperatu-

ra fónica em sólitons compressivos e rarefativos perto da densi 

dade critica (densidade para a qual o coeficiente do termo bili 

near da equação (11-70) é nulo) em termos das variáveis E 

(equação 11-60) e A (equação 11-75). A região de variação das 

temperaturas no plano (6,E) é mostrada na fig. 11-3, como sen 

do aquela áo semi-plano superior delimitada pelas retas E = -à 

e E =QA Para os parametros do plasma escolhemos n+0 = 1.17 , 
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Figura 11-3 - No plano A, E, os valor:es permitidos estão 

entre as linhas E -A e E = QA no semipla 
no superior; B =0 é a reta das densidades 

criticas, a qual, para n 4.0  = 1,17, = 0,17, 

Q =0,5 é dada por E 	-5,1.A -0,2. 
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n-0 =0.17 , 0=0.5 . A linha das densidades criticas B=0 cor 

responde a sOlitons de mesma amplitude ; à direita dee_ 

ta linha 4p+  > i.o. 
01 eàesquerda 4 <14° 1 . Para 	E 	tomamos 

fres valores, 0, 0.1 e 0.2, deixando A cobrir todos os valo- 

res permitidos na fig. 11-3 desde que 0° sejam pequenos. En- 

fim, as curvas para 02 0°  são mostradas na fig. 11-4 para 

C=0,02 Para um dado E , 0: aumenta com o aumento de a_ e 
diminui com o aumento de a+  No que toca à 10° 1 a situação é 

revertida: 101 diminui  com o aumento a_ e aumenta com o au-

mento de a+ . Estes resultados podem ser entendidos fisicamente 

considerando o fato de que 4 está relacionado a compressões 

de íons positivos e de que estas compressões são dificultados 

pelo aumento na temperatura destes íons positivos. Similarmente 

0°  está relacionado à compressões de íons negativos, e estas 

"rarefações" são obstaculizadas por aumentos em T_ . 

Definindo as larguras a +  

+ (1 et, 1: ) 

se obtém 

v` a± a + 
e 	f 

ea I CK I
• 

	

"2 4" I  (IV 	I ) 
(1): 	Le 	(I'  .; I  

Para E = O ,0.1 e 0.2 a variação de 	como fun- 

ção de A é mostrada na fig. (II-5) com c = 0.02 . A interpre-

tação física é similar àquela dos gráficos de amplitude. 
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0.5 

-0.5 
1 	1 	1  

-0.2 -0.1 	 +0.1 	+0.2 

Figura 11-4 - Amplitude dos sólitons (1) °  e (P °  como funções de 

A para três diferentes valores de E: O, 0,1 e 

0,2; outros parâmetros como os da figura 11-2. 
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Figura 11-5 - Largura dos sólitons (a + ) como função de A 

para três diferentes valores de E; ,outros 

parãmetros como os da figura 11-2. 
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Analise de Experimentos  

Como exemplo analisaremos agora medidas realizadas 

em um recente experimento [NT84]. Este experimento foi realiza-

do com uma concentração critica (no sentido da equação (11-42)) 

de íons negativos. Fica então evidente que o primeiro termo do 

coeficiente B da equação (11-76) não contribui. 

Em particular examinamos a dependância.do número de 

Mach M (= u+l) em relação ãs amplitudes dos sólitons 4)7,00 , 

representado na figura (II-6) por círculos claros e pretos res-

pectivamente. Da equação (11 - 76) segue: 

= M 	- 
- 	 ( 	 ) (11-79) 

Para os parâmetros do experimento, A = -1.014 , B = 

= 0.102 . 

As curvas resultantes são representadas pelas linhas 

cheias (a) e (c) na fig. (II-6). Estas curvas teóricas reprodu 

zem qualitativamente um comportamento que se manifesta nos pon 

tos experimentais: eles se separam de uma tal forma que o /lime 

ro de Mach para uma dada amplitude compressional é maior do que 

aquele do correspondente caso rarefativo. A linha inferior es-

tã abaixo do resultado experimental para sólitons com 

pressivos. Para este tipo de onda contudo, é sabido que a supo 

sição de elétrons isotérmicos prediz números de Mach menores 

do que os observados. O problema é que o modelo por nós usado 

desconsidera quaisquer efeitos cinéticos relacionados às parti 

culas envolvidas. Em realidade sabe-se que algumas destas par-

tículas podem viajar com velocidades semelhantes à da onda, o 



ura 11-6 - Números de Mach experimentais como funções das 

amplitudes dos sólitons compressivos ,(o) e ra-
refativos (e). As linhas contínuas representam 

a equação (11-79) para sólitons rarefativos (a) 

e compressivos (c); a linha pontilhada (b) re-

presenta a equação (II-80) para sólitons com 

"l et 

0.1 

37 7 

.0,108, 	A =-0,038, 	
T 	

- 	0,93. 

pressivos. 	n+0 	= 	1,114, 	n...0 	= 	0,114, 	Q =0,476, 
ef 
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que proporcionaria uma troca de energia , onda-particula,não vi 

sivel no modelo de fluidos. No caso especifico que iremos con- 

siderar (sólitons compressivos com (I) >0), elétrons são atraí- 

dos pela onda podendo ser capturados por ela. Pode-se mostrar 

então que a expressão (11-79) é alterada para [Sc73] 

onde 

Ar(17 0 )' 	
( ° ) "'z  

	

.2 	+ 	+ 	:2-, 	"1'4- 	° 

	

16 	Teç  

45 frr 	e t 

(II-80) 

COM 
	 Tef = temperatura dos elétrons "livres" 

e 
	

Tet = temperatura dos elétrons capturados pelo si:ai 

ton. 

No caso dos sólitons de rarefação, devemos informar 

que recentemente se mostrou [Ro86] que elétrons refletidos po-

dem ser tão significativos quanto os capturados dos casos com-

pressivos . Neste presente trabalho contudo sonente as equações ( II-

79 ) e ( I 1-80) são consideradas para uma adequação aos dados ex-

perimentais. 

Tomando Tef/Tet =0.93 obtém-se da eq. (II-80) 	a 

curva pontilhada (b) na fig. 11-6. A concordando com os resul 

tados experimentais é melhorada e em particular a presença de 

sôlitons compressivos abaixo do seu ponto de corte  (dado por 

SM=0  na eq. (11-79)) é explicado. Note-se que este corte ema 

peculiaridade das soluções da equação (II-70) quando c ,que é 

proporcional a SM, se aproxima de zero (equação 11-78). Na ti 
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gora 11-7, apresentamos outro conjunto de curvas teóricas obti 

das supondo que íons positivos e negativos possuam temperatu-

ras 
1 

 ligeiramente diferentes: 0 + =y-5- 0_ = 16.5 • do qual segue 

B = 0.074. Comparada a fig. (II-6) (onde 1 + =u _ =15 ) , a curva 

(a) é baixada, a curva (c) é erguida e, escolhendo T ef  

a curva (b) praticamente não é afetada. 

Conclusões Parciais ao Tema  

Nesta subsecção 11-2-2 apresentamos uma analise dos 

efeitos das temperaturas iônicas sobre a propagação de sOlitons 

íon-acústicos em plasmas constituídos por elétrons, íons posi-

tivos e negativos. Consideramos a situação na qual a concentra 

ção dos íons negativos esta próxima ao seu valor critico, cor-

respondendo a um valor quase nulo do coeficiente do termo qua-

dratico da equação KdV . Isto nos levou a incluir um termo cri 

bico na equação, como também correções de temperatura de o(c) 

ao termo quadrático. Este ordenamento é consistente com condi-

ções que Tweintleemmi en experimentos e com o requerimento da esta 

bilidade marginal de ondas íon-acústicas lineares. As expres-

sões resultantes indicam não apenas que temperaturas iônicas 

tem efeitos significativos nas amplitudes e larguras dos sóli-

tons, mas também que estes efeitos são altamente assimétricos 

quando as temperaturas relativas aos dois tipos de'ions são de 

siguais. g de se esperar que a analise presente possa ser de 

alguma validade na interpretação de resultados experimentais. 

Analisamos um conjunto de dados para os quais a inclusão de tem 

peraturasi  iOnicas reproduz qualitativamente a diferença obser- 

nieJ° ,97,  



.11.111•• 

(a)m_ 

(b10:(Tef<Tet) 

(cln(ref :Tet) 
a 

• O / 

O 
/c 

■15 	o • 
o • 
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1.0? 

1.01 

1.00 
0.1 

Figura 11-7 - O mesmo que a figura 11-6, com E = 0,105, 
T 

A 	-0,010, mej" = 0,97. 
j"et 
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vada nos números de Mach para sólitons compressivos e rarefati 

vos enquanto nenhuma diferença significativa deveria ocorrer de 

acordo com a equação MKdV (equação (II-70) sem o termo quadrá 

tico). Também mostramos que se em adição ã temperatura cônica, 

um efeito de ordem e , se inclui captura de elétrons pelos só 

litons compressivos, um efeito de ordem e 3/2 , a qualida 

de de concordância é melhorada. Naturalmente, para discriminar os 

efeitos aqui nalindes dê outros que contribuem nesta ordem , 

resuitaáos experiMn•aiA .para:varias - temperaturas lônidas seriam úteis. 

Resta-nos mencionar que a inclusão de correções de 

ordem superior [NT85,TR86],bem como á análise da reflexão de e 

létrons pelos sólitons de rarefação [Ro86],podem 	aprimorar 

a sintonia entre resultados teóricos e dados experimentais. 
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III - ONDAS ELETROMAGNÉTICAS NÃO LINEARES DE ALTA FREQUNCIA 

Nas secções subseqüentes, estaremos envolvidos com 

a analise de fenômenos modulacionais em ondas de alta freqüên-

cia devidos à combinação de efeitos lineares e não lineares.nn 

outras palavras, escrevendo as ondas na forma geral ÁsupondoixD 

pagação ao longo do eixo x) 

A(x)t.)r.aCx,t) e 
( x - w t ) 

buscaremos a construção de equações para a amplitude a quines 

te contexto, depende do espaço e do tempo na forma 

(a.) 4. --r" (a) N1 

onde TL TNL são operadores lineares e não lineares respectiva-

mente e onde a derivada temporal pode não estar presente nos casos estacio 

nãrios . Note-se que os fenetnenos modulacionais mencionados acima, devem ser 

definidos carro um processo lento em relação aos processos de alta freqüên-

cia. Com  isto em mente então, podemos escrever 

,ã 	< < 

~x a.z< ka  

no caso em que as amplitudes são pequenas e constantes, a cone 

xão entrewekédada exatamente pela relação de disper-

são linear do sistema. Já para ondas fracamente não lineares, 

a relação de dispersão linear é aproximadamente satisfeita. Em 
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ondas ultra-intensas, a relação de dispersão é basicamente de-

terminada pela onda em si e não especialmente pelo meio de pró 

pagação. 

Como veremos mais adiante, a relação (III-2) apre-

senta um comportamento bastante similar àquele comentado no ca 

pitulo anterior: do balanço entre dispersão linear (que pode es 

tar contida em TL) e componentes não lineares (TNL ) 	estrutu 

ras com extensão finita e invariantes na sua forma (ondas soli 

tárias) podem surgir no sistema. Embora a construção de T
NL 

seja em geral complicada, sabe-se, por exemplo, que T L  , no 

caso de uma onda transversal eletromagnética que se propaga ao 

longo do eixo x em um plasma eletrônico simples, possui baixios 

proporcionais a derivadas segundas espaciais; pois são exata-

mente estes termos que annp5em a estrutura dispersiva da onda 

(veja [Ka75] para uma digressão sobre efeitos dispersivos). 

Como já havíamos feito no capitulo II, a primeira 

secção será destinada à familiarização com as técnicas a serem 

empregadas nas demais. Mostraremos também a existência de equi 

valência entre procedimentos padronizados e outros mais simples 

e mais adequados aos nossos objetivos. Nas secções restantes 

serão feitas aplicações a sistemas físicos concretos. 

111-1 - A TÉCNICA DA MOLTIPLA ESCALA DE TEMPO,[Da72] 

Para 	fixar idéias estudaremos aqui um oscilador 

anarmônico do tipo 

2, 	2. 
d X 4- 1&) 	E X 

3 

(III-4) 
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O fator c é positivo e muito menor do que 1 . Em-

bora o sistema não tenha dependência espacial, esta teénicango 

linear poder; ser estendida diretamente para tais casos. 

Com relação ao oscilador, nossa primeira tentação 

é a de simplesmente buscar uma expansão da solução real em tor 

no da solução linear. Tentemos implementar esta idéia fazendo: 

)sa)=)( 	ex1 
ezxi  

Substituindo a equação (III-5) na equação (III-4) ob 

temos, 

em ordem c c. : 

ci  )( o 4. L'io
2.  
 )( o ""'"") 

Tomemos uma solução particular da equação (III-6) co 

no sendo 

xor A€ _h. t 
+. C . C 

em ordem e 1  : 

)( 4- W X
1 
 = X0

3
, 

c'  

Usando a solução (III 7) encontramos 

2 	 --4wot 	.3 -34...tuo  É" 

cit X1 -4 Loa 	-_-/ lAl /1 e 	c, c. ) / M e 	4_ c_ c , 

Escrevendo 

X1 
 r. X1  ( 0 )+X1  

X --  I 
	A3 

 e, 	
evot 
 4._ c. c• 	) 

1 	tAi'l o 

COM 

. (III -8) 
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obtemos para X1 (w0) a seguinte equação: 

1 2' 	 :lvÉ 
d X (Luo)i- LuX (tu 	 A e 	4. c, 	. 
t 	0 -1 	° 	 (III-10) 

A solução da equação (III-10) comporta-se assintoti 

camente como: 

(III-11 ) 

o que, devido ao fator multiplicativo t )  não é aceitãvel para 

todos os tempos. Estas soluções são chamadas 	seculares. 

Segundo um ponto de vista alternativo, a solução pa 

ra a equação (III-10) poderia ser tentativamente escrita como 
. 

o 	(A),„ c 
X1  Luc ) ti x1  (III -12) 

o que também levaria a problemas de divergência quando inseri-

da em (III-10). 

Suponhamos agora que à freqüência de vibração da so 

lução linear (equação (III-7)) adicionemos um pequeno fator 

constante (5 tal que w0  +là w0 +d com d«wo . A equação 

(III-10) passa a ser escrita como 

_4:tut 	

A't4'I -L  á X -i-Lv 2. 	 I) X - 	(A)°(ii •e- 	f c"") (3  141  Ae f"('. 11-13) É- 	c' 1 	e 

onde o termo 
2(5wo 	-iw (Ae t 4-c.c) provêm da correção às deri- 

vadas temporais de X0  devido ao deslocamento cS ; a equação 

(III-6) por sua vez, não é afetada. 

Escrevemos a equação (III-13) na forma 
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Z 	2 
d A + eu)( 	(3.114 D l  

z
ii 	e 	I- c. c . 

É ( I I I-14) 

Para evitar o comportamento divergente (ou secular), 

basta que tomemos 

s__6  3 Ifil 2  _ 	w -i 

- 
Fica claro neste ponto, que a grande virtude da in- 

trodução do deslocamento de freqflôneia ã à dè Dèrmitir 	18- 
lução perturbativa do problema inicial definido pela equação 

livre de quaisquer divergências seculares. Será curio 

so observar mais tarde que o método do deslOcamento de freqdên 

cia é, em verdade, equivalente 'á soma infinita dos termos di-

vergentes da teoria de perturbações convencional. 

A equação restante é simplesmente dtx l  + wo2  Xi  = O , 

que pode ser absorvida na equação (III-6) sem nenhuma perda de 

generalidade. 

Sumarizando, nossa solução final é 
3•-3 4' W o  t 

X .2  a e 	t o, e 
stAve 

o 

com a = Ae-1& t  e 6. = -e 3iAl?  o
-1 w 	. 2  

(III -16) 

A solução (III-16) vibra em duas escalas' distintas 

de tempo. A primeira delas é a caracterizada pela rápida fre-

qdência wo  ; esta é a escala caracteristica da aproximação li 

near. A segunda escala de tempo, a escala "modulacionarounes-

cala lenta'', é caracterizada pelo fator 6 ,um pequem deslocamento 

de freqüência tipicamente não linear que promove modificações na 



47 

amplitude da solução vibratória. A .segUir, 	construiremos 

uma teoria geral de evolução temporal para o sistema descrito 

pela equação (III-4), que possua (III-16) como solução especi- 

al ou particular (tal procedimento jã foi adotado no cap. II). 

Com esta finalidade, associada a cada escala distinta de tempo 

(t
n

) , introduzamos uma variável particular independente t n 
de tal forma que a derivada temporal possa ser escrita como 

d E 	a 	e. `à 
L.19 

(III -17) 

Quando os cálculos estiverem completos, simplesmen-

te retornamos,á única variável original t através da equação 

(III-17) e das definições 

=t 	t1 =ct , t 2  ='e 2t 	. 	(III-18) 

Este procedimento,brevemente descrito nas Ultimas li 

nhas,é conhecido como técnica das múltiplas escalas temporais. 

Veremos a seguir que a liberdade adicional introduzida pelo uso 

da infinidade de variáveis definidas nas equações (III-17) e 

(III-18) suprime o comportamento secular do sistema não line-

ar, fornecendo soluções do tipo (III-11) apenas para tempos pe 

quenos,quando os problemas de divergência ainda não são operan 

tes. 

Suponhamos pois que a solução da equação (III-4) pos 

sa ser escrita como 

X = Xo +eX1
+e 2x2

+ (III-19) 

COM 
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xo =X
o

(to ,t...) 

	

=Xi (tos ti , • • .) 	 (III-20) 

etc ... 

Usando as equações (III-17) , (III-19) e (III-20) na 

(III-4) obtemos: 

' t(, )(0  wo
2

Xo  = o 

2, 	2 	2 	 2, 	3 
ã Xo 	X f 	,..- 3 j ,vc, I X0  4— Xo  La 	to  1 	1 

etc ... 

Supondo que a solução da equação (III-21) seja 

forma 

_ti le t. 
A (É .,,) e 	° ° fc.C. 

(111-23) 

tem-se, da equação (111-22) 

•Gu - 	o t ,z 	41,44,fr a 	3 -3 Altlo Lo  

e 	 uir x z-SiAlne 
4 	x I  + 	 +A -e- 

	

ou 2. 
	 41m 

-à X +(,0 x,-.(3 	I a A i-2A. Luo 	A ) e 	° 

	

to 	o 

3 --34" Luc  to 
e 

(111-24) 

A 	t 
Escrevendo como antes X

1 = X1 (cdo +X1  oom 1
2  3 
	o o + cc, 

8wo 
temos para X1 (mo) a equação: 

rã X (W )4- 114))(
i 
 KVA:4311112A +-2, 41,u0 

 a 

A o E,  
e 

• 
(111-25) 

A única forma de evitarmos problemas seculares com 

a equação (111-25), ê anulando o termo entre colchetes do lado 
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direito, 

'‘A)0EA:.-.-3 (AN) 

de onde se obtém: 

"; 	('`);"1  A I zA 

Escrevendo A(t 1 ) =5(t )e 	f  

- 3W -1  ( 2 ) 
1 	.2, 	° 

de onde 

L 	te 	 36 ive-4 A I 	 , 
(.1  	5 	' 	- 	 t 	L o 	- 

.2, 

(111-26) 

(111-29) 

A solução (111-29) é idêntica à (III-16) e qualquer 

uma das duas, no limite dt << 1  nos fornece para X(wo) o se 

guinte (e nada surpreendente) resultado: 

X ( (mo  ) 	É SeM wo  ) 

Verifica-se, com estes resultados, que a 

(III-30) 

solução 

(III-301representa uma boa aproximação para a função(III-23), no 

caso de tempos pequenos. Para tempos arbitrários a expansão em 

& de A(ti ) constitui uma série de termos divergefiteS que são 

os termos da teoria de perturbação convencional; a teoria de 

múltiplas escalas de tempo representa, portanto, uma renormali 

zação da freqüência determinada pela teoria linear. 

`Com o exemplo a seguir,. mostraremos que para siste-

mas mais cómplexos a técnica de múltiplas.escalas passa a ser 

n-tt;i1—T-11:j`81)E WIVEZ 
CAEM IC:rTirrn 
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consideravelmente distinta e mais poderosa do que a dos deslocamen-

tos de freqüência. 

Suponhamos que desejamos obter a solução para um os-

cilador descrito pela seguinte equação: 

crl x w z x eíi- Êlxi 2  )(i t x 
r? 	I 

com 	O <e << 1 e 13 >0 , 

(III-31) 

Apliquemos a técnica da múltipla escala à equação 

(III -31); 

x x
o 

+ cx,
4 
 + E 2x + 

x
o  = .X (to  ,t1  ,...) o  

1 
= X1 (to ,t...) (111-32) 

'considerando dt dado pela expansão (III-17). 

Analisando o sistema ordem por ordem obtemos 

em ordem c° : 

	

-àk 	X0 	Lu°
2  
X0  --o 

	

o  	; 

em ordem e 1 : 
2 

rà X 1-(Af2iX f-2;à L X -z(f-r,(X 0 1 2. )1•J'ã L X 

	

to 	o 4 	t",, co  o 	 o to  o' 

(111-33) 

(111-34) 

Suponhamos agora que a solução da equação (111-33) 

seja dada por 
- tAJP 

X - /4 (Ei ) e 	+ C. C. • 
(111-35) 

.A seguir substituamos a equação (111-35) na equação 
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(111-34) para obtermos 

41Ã“C)  

	

kfle 	
€-AlVoto 

i  

(111-36) 

A eliminação dos termos seculares é feita exigindo-se que: 

-zwp) t1 /1 ;( 1 -0 uli z )tivt!A 	 (111-37) 

OU 

'à6 /41 	=.22,-)0 (1. - 	iAl z ) 
	

(111-38) 

A equação (111-38) é uma equação de evolução tempo- 

ral para a variável A não podendo desta fgag ser obtida 
por uma teoria que envolva meros deslocamentos constantes de 

freqüencia. Aqui vislumbramos o poder das teorias de múltipla 

escala, o que se confirmara nas secções seguintes. 

A solução da equação (111-38) é 

	

4 f(Sts- 	(- Ivo 
	 (111-39) 

onde Ao  é a amplitude para t1  =O . Da equação (111-39) ve-

mos que a amplitude satura quando 	 COM 

X1 1--W)( 
c. 

 

(III -40) 

Voltando à variável original t , escrevemos (111-39) 

COMO 

A(t):: 	Li/l5  

1 +VIM A02*-4)exv(-6-Lo, t) 

e a soluçao completa como 

(III-41) 
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,Q, /(5 4/21  )0 	- 	2. 	6w  ) 4.2 1 1-(g-  AD -1)-e)(19(- 

co s ( wo 	 ) 

(111-42) 

onde cp é uma fase inicial. 

Em nossos cálculos 1 a partir deste ponto,a única se-

paração de escalas que usaremos e aquela que divide as deriva-

das temporais (ou espaciais) em derivadas rápidas (e%) e deri 

valas lentas das amplitudes. Por hipótese, as derivadas lentas 

conterão intrinsicamente todas as escalas t
1f

t
2
,..., embora 

este fato não seja explicitado a cada estagio. Espera-se que a 

técnica alternativa aqui descrita seja no mínimo tão eficiente 

quanto ã das múltiplas escalas, já que a primeira engloba a se 

gunda. 

Concluindo esta introdução, notamos que a solução 

para o oscilador (III-4) não envolve variações.de amplitude, en 

quanto a do oscilador (III-31) somente envolve as variações de 

amplitude. 

Os sistemas que analisaremos a seguir envolvem tan-

to variações não lineares nas fases das ondas quanto em suasam 

plitudes, sendo justamente a combinação adequada destas varia-

ções a responsável pelo aparecimento de sólitons, por exemplo. 

Isto ficara claro no decorrer do trabalho. 

111-2 - ONDAS ELETROMAGNÉTICAS NÃO LINEARES EM PLASMAS COMPOS-

TOS POR ELÉTRONS, TONS E POSITRONS 

Como já havíamos mencionado na introdução desta te-

se, durante estes últimos anos uma quantidade considerável de 

trabalho tem sido devotada à analise da propagação de ondas 
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eletromagnéticas não lineares em plasmas de elétrons e pósi- 

trons. Acredita-se fortemente que este tipo de plasma esteja 

presente na magnetosfera de pulsares [RS75]. 

Recentemente foi aventada a idéia de que provavel-

mente estes plasmas também possuam uma certa densidade de íons 

quo nuns domuilflwieg óhtré â populaç:o e..rons e pOsi 

trons[LM441136] • Esta mistura tríplice de partículas pode ser até 

mesmo fundamental em pulsares "jovens" (idade 5 500 anos), quan-

do sua composição com materiais de fraca energia de ligação pro-

picia a extração de íons da crosta externa com a subseqüente in-

corporação destes no plasma magnetosférico criado por produção 

eletromagnética de pares. 

Também jã foi mencionada na introdução a importãn 

cia do estudo da propagação de sOlitons eletromagnéticos neste 

tipo de sistema {CK83], o que efetivamente nos conduz a anali-

sar este tipo de situação sob vários pontos de vista diferen-

tes, jã que nenhum modelo particular se mostra incontestavel-

mente mais ou menos importante,a se julgar pelos dados experi-

mentais disponíveis. 

111 - 2 - 1 - Onda4 Etetumagn'étíca4 FAacamente Não Línewte4 e Ge-

nação de Campo4 ilagnétíco4 de Baíxa FuqUêncía [Ri88] 

O Modelo de Propagação e Equações Iniciais  

Aqui estaremos ocupados em investigar a formação de 

estruturas modulacionais não lineares localizadas em ondas ele 

tromagnéticas circulamente polarizadas que se propagam em rela 

ção ao eixo x , em um plasma não-magnetizado e livre de coli- 
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sões, constituído por elétrons, pósitrons e íons, que no equilí-

brio satisfazem a condição de neutralidade de cargas. 

Introduzindo os potenciais A e ¢ através de suas 

bem conhecidas relações com os campos elétrico e magnético 

E : .:VàLfj , 54 	3:vxA 
c 

escrevemos 

A _ 	1." &,( 

onde A _ (kx-LvÉ )  
+. C. c. + orde)ns s Upen.A. o ne5 

2(kx-wt) 
a A - . (x,z.,t)e 	c•-i-ortaems 'Jura e71i-orieS 
"•)( 

(111-43) 

e a=a(ST - ri) , a x =a Si , a,a
x reais. - 	x 

Com relação às grandezas definidas acima, 	note-se 

que, por hipótese arbitraria, supomos que a amplitude da radia-

ção possua dependência temporal,e dependência espacial somente 

nas coordenadas x e z . Outro ponto importante é que, em se tra 

tando de modulação não linear, condições equivalentes às condi 

ç6es (II1-3) devem ser satisfeitas. Também há que ser notado 

o fato de que ao potencial vetor foi permitida a inclusão de • 

uma componente longitudinal, embora primariamente a onda consi 

derada seja transversal. De fato, fixando definitivamente V.A=.0 

(calibre de Coulomb) é possível mostrar que 

k
-1 

  

(111-47) 

 

o que, em vista das condições de modulação (III-3) pode ser es 
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(111-48) 

Usando a condição (111-48), não é difícil mostrar 

que, enquanto estivermos considerando uma teoria na qual entrem 

apenas as contribuiVies não lineares de mais baixa ordu i  psnk 
mos escrever A. 	z,t)ei(kx-wt) +c.c . Desta forma, sem 

pre mantendo as aproximações consideradas como alicerces bãsi-

cos) podemos omitir o simbolo 1 . Também ficará transparente 

que as contribuições harmônicas superiores designadas em (111-45), 

(111-46) são pequenas anulando-se no caso de modulação coline-

ar de ondas circularmente polarizadas; este resultado já é conhe-

cido e permite substanciais reduções no processamento analíti-

co dos cálculos [MAF85]. 

O nosso conjunto inicial de equações é então: 

a) 

	

	equações para os potenciais (derivadas do sistema de e- 

quações de Maxwell sob a condição V.A = O) , 

A - C 2  S7 21\ = W C 	C  
(111-49) 

72 (12 ze -  frf 

onde p e J são respectivamente a densidade de cargas e a 

corrente elétrica, 

r-2:1 ("oi 	) ã 
- 

(III -50) 

com a =e,p ou i ; 

b) equaçõeá dinâmicas para as partículas na aproximação de flui 
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dos frios e relativisticos de 

COhtihuidade: 

	

'"o/ "1". 	ellot 

mmente; 

onde 

,Pot 	"ot ç-ot  

ti:/c 2  

= 0 

4 à A.4.1Vxí7x/4 
c ti-  C 	

, 
 

(III - 51) 

 

 

são o momentum relativistico e o fator de Lorentz, com a =e,p 

somente, já que os dons, dentro de nossas restrições, são des-

tituídos de movimento. 

Levando em conta que estaremos trabalhando com uma 

dinâmica em duas escalas de tempo absolutamente dispares, es-

crevemos cada grandeza física G do conjunto (111-49) - (111-51) 

como sendo a soma de uma componente de baixa freqüência G (0)(=  

média sobre a escala rápida de tempo) e de uma componente 

de alta freqüência G (h) 
definida como G (h)  =G 	(G (h)  =0) . 

Como exemplo genérico destas duas classes de funções citamos a 

função A(x,t) introduzida em (III-1) no papel de uma grandeza 
(h) G 	e uma função do tipo jA(x,t)1 2  (que não depende das fa 

ses de alta freqüência) classificada como d . Funções do tipo 

[A(x,t) +A * (x,t),J 2  são mais dificeis de tratar, pois são mis-

turas de G (h) 
com G (o) 

; de fato: [A
* 
 (x, t) +A(x,t) 2 =G (h) 

+ G (o) 
com G (h) 

EA* 2
+A2 	

G (o) 
E 21Al 2  . Ainda não foi devi 

damente ressaltado, mas cabe lembrar, que as grandezas do tipo 

G (0)  variam somente na escala lenta, enquanto as G (h) 
vari- 

am de fato nas duas escalas. 
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Assim, considerando todas estas definições e comen- 

tários, decompomos nosso conjunto original de equações em 	um 

subconjunto de alta freqüência e um de baixa freqüência , limi 

tando-nos a não linearidades cúbicas (as não linearidades cúbi- 

cas devem ser mantidas, pelo menos no subconjunto de altas fre- 

qüências, pois,como já vimos na introdução deste capitulo s a am- 
plitude das oscilações normais do meio só evolue no espaço e 

tempo através delas): 

Altas freqüências  

a int k' 4-7, N Y,t )11%)z,  o 4, 01  

() 	v21(4) 	
VI 

(4) ) 
 I  - (L1  

c 2- 	 ("1  
4- - 

e 

(ta ) 
V x Vk il) 

-2  9L- 11 	- -/ f 
'à 2'  A - cz 2/4 = 4iTc g(' ) 	v4)4) 

(111-52) 
( c ) 

) 

Baixas freqüências  

2 4 ( ‘' ) 1.. 	m/h)vIN) 	 (o) 

id o 
7.1/./  , 

( a ) 
(e) 

ã v" ).4 0 4 ) ç)1/( 4) 
=  

14) 	d 
xVxj,k(h)). 	Ato) 

c G 
( 6 ) 

vi(v0)____ 
	r'° 

e 2 (0) 	 to) 
A -cVA 	LOTC -J —C A" o ) 

-1 	9 

(111-53) (e) 

(d) 

COM 

A 	A  (h) + A (o) (h)  e A 	= A 

' Com relação ao subconjunto de modos de baixa fre-

qfiencia há algo por ser dito. Eles estarão aqui restritos a mo- 
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dos forçados (ou virtuais) com freqüência induzida muito dife- 

rente de clualver freqtência carocteristiçã do melo% Neste con- 
texto, sua amplitude será proporcional à grandeza de mais baixa 

ordem que possamos formar com os modos normais 4 PI 4- .11,A1,órét de al- 

ta freqüência, ou seja, produtos bilineares destas últimas. 	A 
próxima não linearidade a ser considerada seria aquela decorren 

te da formação de grandezas proporcionais a potèncias de ordem 
quatro dos modos normais, o que já perfaz uma precisão excessi- 

va para os nossos intentos de construir uma teoria não linear de 

ordem cúbica nas equações de evolução das amplitudes dos modos 

normais. É justamente este tipo de perspectiva que nos permite 

considerar o conjunto (III -53)(a)-(d) sem nenhuma não linearida 

de adicional,como talvez fosse de se esperar. 

Para o conjunto (111-52), desconsideremos de ini-

cio tanto a modulação quanto os termos não lineares, a fim de 

que obtenhamos informações com relação à escala rápida de tempo 

ao estilo do que foi feito no inicio deste capítulo 

Tomando a divergência de (b), derivando (a) em re-

lação ao tempo e considerando (c), obtemos das equações (111-52) 

',)rYN(k) 4. 	9-ct 	¡T e 	n-► e( 	) 	0  . 
t 	 (111-54) 

por outro lado, das equações (111-49) e (III-52)-(bY, 

2 	 . ( -à _ cz 2 
4_Lu )7X/\=o. 

(111-55) 
to  02  , Zkire (y) e ci  (y) r  o  ) 

Estas duas equações independentes descrevem os 

processos ondulatórios na escala rápida;a(III-55) caracteriza 
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a componente transversal (ou eletromagnetica) da onda, e a (111-54) 

a componente longitudinal (ou eletrostâtica). Supondo soluções 

kx da forma e 	corno na equação 	a equação (111-54) 

nos informa que 

/)1 (11) ( 
W2—  wo  ) 

e a equação (111 - 55) que 

x f ( Loz-  kzez-wol--:1-3(4)(wz-k2c2- (A): ) =o . 

(111-56) 

(111-57) 

Estas duas últimas igualdades nos mostram que se 3(0 , a com- 

ponente transversal de onda não pode conviver com a longitudi- 

nal. No nosso caso, por definição, desejamos Vxik# O , de onde 

w '2  4- k tc t  o 

¡ 4)=  o . 
(111-58) 

Em suma, na aproximação linear, as equações para Ilutuações de 

carga se desacoplam da equação para VxA . A equação para VxA 

por sua vez, determina a freqüência característica das vibrações 

lineares (que deve ser usada como passo inicial para a aplica-

ção da técnica das múltiplas escalas) o que implica 

( em que na
h)  =0 . As relações (111-58) são vãlidas em primeira 

aproximação e o fato de que contribuições. não nulas de ordem 

( 
mais alta para nah) e

(h) apareçam no decorrer dos cã:Lados 

deve ser encarada com naturalidade. Assim não ê surpreenden-

te que, como informa a equação (111-58), não haja flutuações de 

densidade acompanhando ondas eletromagnéticas. O acoplamento, se 
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possível, deve ser decorrência das não linearidades do proble-

ma. 

Consideremos agora a contribuição das não lineari 

Oiggi cio wnliintg (III - ái), ainda desprezando as infllÊnclas das 
( flutuações de carga das partículas, i.e., tomando n
a
h)  ,0 (h) 
 ► 0 

(mostraremos mais tarde que embora 0 (h) 

	

h) e n 	não sejam re 
( na 

 
h) 

 nulos, suas ordens de grandeza são suficientemente pe- 

quenas para que não haja necessidade de considera-los no atual 

estagio de calculOS). 

A equação (III-52)-(b) em uma primeira aproximação 

nos fornece (V (h) =v (h) +v(h); V(h) -an)* V(h) =- 	. ~a 	,a1 ,a2 	an 	• „al 

usando a forma especifica(III-45) podemos mostrar 

que a segunda aproximação é ,722 ) 	devido ã 

cular das ondas e que a terceira é V (h) 4. -A mc 

Temos portanto 

0.0 	a e
z V — 1-64  A 

4A1 2 C 
(111-59) 

(2m2c4) A (A.A). 

polarização cir- 
e 2 

fórmula que serã usada mais adiante e que encerra nossa primei- 

ra investida sobre as características de resposta do sistema em 

altas freqüências. 

O conjunto (111-53) envolve uma média que é calcu-

lada a seguir na sua ordem mais significativa: 

0%¡-7,x q = qat  A xqx4 _14__ A xgx A - 
M1C 	""' 	 frn c 	 r.c 	(III -60) 

11.,x 7 a 

onde fizemoS uso de (111-43)-(111-46). 



61 

É interessante notar que este termo entra como 

uma fonte externa para (111-53), Ele é conhecido como 	"Força 
Ponderomotriz". 

Usando um procedimento similar ao que nos conduziu 

aos resultados em altas freqüências, não é difícil mostrar que: 

2 Z to 

Lf" 	(fni° 	toe 	(1 
1. A P )= 	2. "An C 

„ 

	

(a) 4 11 -e2'No  („n(°)  ^r1 	.2 )1Po e  V <ea, -  . t 
rwl 	t e 	r 	Ani 2 C z  (111-62) 

Subtraindo (111-62) de (III-61), temos: 

(Mia) ,n (01\ 4.  tv-2(,,h1ol_ rbi lo ) )_.2(tYleo  ./Y50) v Zci e 
 tX e 	p 	o 	e 	p _ 	 

An-I 2 c (111-63) 

Relembrando o fato de que 	nesta última equa- 

ção é por hipótese muito menor do que qualquer freqüência carac 

teristica (assim como wo ) , obtemos em uma primeira aproxima-

ção iterativa, 

1 (0) 	(o) 	4 	Pie° 'No)  V Z 
ct e 

P 	.21T,Pn C 2' (nneo  4- 	) 
(111-64) 

É importante novamente notar que omáideaw at..<<w
o 

 em (111-63), é equivalente a suprimir a existência de ondas e-

letrostãticas com freqüência característica w
o Assim como nas 

equações (111-57) e (111-58), o que acontece é que ondas ele-

trostãticas no presente contexto não são modos normais do nosso 

sistema, sendo totalmente induzidas (ou forçadas) por combina-

ções não lineares da amplitude do campo eletromagnético. 

(III-6 1 ) 
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A equação (111-64) nos mostra que a separação de 

cargas em baixa freqüência é pequena (proporcional à segunda de 

rivada espacial lenta de uma pequena amplitude ao quadrado) e 

quo puipto monto nA DP8snneã eig Nfts. 
Substituindo (111-65) em (III-61) e (111-62) nós 

encontramos finalmente o seguinte resultado 

.1°)„ .2‘rn 1° 	t2  'N1 (12) 	'%leipo e z  	 2 4- 	( cl  

e 	P 	
. 

t 	- E 	2.c ( Nn 	1-Yleo  f 41po) 	
/ 	(111-65) 

Note-se que no limite n Os por exemplo, a flu 

tuação eletrônica tende ao valor da separação de cargas em um 

plasma elétron-íon, a qual, por sua vez, é praticamente despre 

zível. 

Com todas estas informações, podemos escrever a 

equação para o potencial vetor A (a equação (111-49)) na se-

guinte forma: 

- Q 	tA) 	k c z ãx 	- cz  V .2  ) 011. 

S a. 4_ 02 (  2  e z  C3 2  'm io)  q,) 	
(111-66) 

MI adi 	(h 4-1 eo 1  Po 	I 
Este formato de equação envolve a participação das 

ordens não lineares mais elementares possíveis. , A existência' 

de soluções finitas de pequena amplitude da equação (111-66) 

nos fornecera apoio "a posteriori" para as aproximações utili 

zadas. 

Na equação (111-66), introduzimos 6.5'w 2  -(1 2  -k2  c2; 

esta equação (111-66), considerada em sua parte imaginãria,for 

nece a seguinte igualdade: 
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I<C 1 ) 

(A) (111-67) 

de onde 

Q.: a, (x1  E, E ) r. 	(x- v t 	) (111-68) 

Reunindo os resultados (III-66), (111-65) e (111-68) obte 

nas Tasso conjuntQ final de equações ; 
Z 3 z 

( - c 2 n ot-c a- 	Am 2-c4 

')'1 1°) 	~i "1e a'1 pa e 2 	V c 
)( 	V ami 2(nne o  + 	o 

 

Supondo soluções propagantes ao longo de um eixo 

localizado no plano .x—z, para o qual vale 
A 

(III -71) 

'com C sendo o vetor unitário alinhado com o referido eixo , 

temos 

cirar) 	 (111-72) 

Substituindo n(o) de (III-70) sob 	a condição 

(111-72) em (111-69) tem-se 

	

2 	 2 

	

Pc/-"z 	àlça = 	4- -A)32 z.  
IA 	 (II1-73) 

ou, introduzindo os coeficientes B e C 
A 	A 

d a. -_-: "B Q. — C a 3 

35 

(111-74) 
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A 

Lin(4-71-1 2-  2  /[(v 2i 

A equação (111 - 74) está normalizada de acordo com 
as regras 

paw o (x,z) 	(x, z)
C  

ea 
a 4 

MC 

o 

COM 

r :5 	-= rp  
npo 

 - re - 	  npo +neo 

O potencial de Sagdeev (S), derivável da equação 

(111-74), tema seguinte forma: 

(111-75) 

Não é nada difícil observar que este potencial for 

nece soluções solitárias de pequena amplitude se as seguintes 

condições são satisfeitas 

/N 	A 
C )) 13 > o • 	 (111-76) 

A solução é: 

otr. 	 sece ( T, ) 	 (111-77) 

Se nesta fórmula tomássemos 6 (que é totalmente 

análogo ao deslocamento de freqüência introduzido nas duas pri-

meiras secçõbs deste capitulo III) como nulo, então também te- 
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riamos a = O . Com isto simplesmente verificamos mais uma vez 

que a teoria que construímos está de fato livre das singulari- 

dades seculares, sendo a remoção destas singularidades resulta 

do da introdução da segunda escala temporal - a da lenta modu-

lação. 

Das duas primeiras desigualdades da equação (111-76), 

vê-se clue as soluções são subluminosas. De fato, considerando a 

expresso para a velocidade 

kc 2  

em conjunção com a relação de dispersão não linear associada 

(111-76) temos 

v v < c 

No caso de modulação colinear em plasmas de ele-

tron-pOsitron (r=1/2) vemos pela expressão (111-74) que a con 

dição C >o em (111-76) não é satisfeita; desta forma silitcas não 

são formados. Esta última conclusão não está de acordo com um 

recente trabalho [NAF85]. Parece-nos, no entanto, que para as 

altas velocidades consideradas (uma condição necessária para a 

não inclusão de efeitos térmicos), não há justificativa queime 

leve a desprezar a segunda derivada temporal da equação (Ina-66) 

(que dá origem ao termo V2/c2d
CC 
 a no lado esquerdo da equa-

ção (111-73)), o que foi efetivamente feito em [NAF85]. 

Como já mencionamos se O xV (a velocidade da onda) 

for pequena,(comparável à velocidade das ondas íon acústicas) 
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devemos incluir os efeitos térmicos bem como o movimento dos 

íons. Em particular estes dois efeitos passam a ser importan-

tes no caso de modulações obliquas, quando então temos O x  =O. 

Geração de Campos Magnéticos de Baixa Em:Vencia 

UM característica importante de nosso sistema, é 

a de que campos magnéticos de baixa freqüência podem ser gera- 
dos. Para mostrar isto wmeçuvw 	gatir vã Campos elétrl 
co e magnético de baixas freqüências respectivamente por E e 

As equações de Maxwell com as correntes de mais 

baixa ordem fornecem: 

\7 	a is  5- —C 

DX 	 - 	+. 1 ) 	E 
' 5 	C N. 	 C 

1 
= e 

( e,.  rn 	v(0) ._ 	v  to) 
11 ,e 	po  , p  

= 
(„„ 1 "04) 

e 
1 / (a) (C).  

P 	Iti P (III-80) 

Por outro lado, de (III-53)-b e (111-45) resulta 

v ( ° )_ 401 1: 4■ °.)0.[V (1)xy  c 	x y _Ltà 	fith),_7 101 

t 
 Ato) 

— ot • v —• 	 III— 81) 

onde obviamente usamos 

(111-82) 



Tomando o rotacional de (III-81) tem-se 

(V N 	 -B Ok vA Vd  
- ívn 	5  (III 83) 
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Usualmente é considerada a geração de campo devida à força pOnderamtriZ 

(KJ87); aqui não consideramos a cceponente rotacional dessa força, para en 

fatizar um novo mecanismo de geração. 

Dai segue 

Vxj _ 	 ( 01  4 '1l 	 (111-34) 
n. Ivinc 	

ti 

Combinando as equações (111-78)-(111-84) obtemos uma equação 

de onda forçada para o campo B s  

2, 
_ 	g z+. 	 fFc xVx 	 (111-85) 

ti 

de onde, através do uso das nossas hipóteses de baixa freqüên-

cia,obtemos 

Le 213 _- Liírc x j z  . 
o ,s  

Para a obtenção de 22 , devemos derivar uma ex-

pressão para n21)  . Evidentemente não podemos nos restringir 

a aproximação eleMentar (111-58) que fizemos.quando do nosso 

interesse em obter a equação para a amplitude do campo eletro-

Magnético. Comecemos pois a escrever uma versão mais, precisa pa 

ra a equação da continuidade no regime de altas freqüências: 

'11()  V•(\4141(°) )4 4 	o. 
ot 

(111-86) 

Usando a expressão completa para V
(h) com a inclusão de pe-

quena componente eletrostática temos, de (b)- (II-52) , (c)-(III-52) , 

es• 
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V. 174 
fyy, 

( 	t? 
,24rne rry, c 44  v. 	/) 

(111-87) 

ou, supondo Vo(1 11)  - e i(kx -wt) 

(II) 	(h) 
t-/„ 	-88) 

Finalmente, substituindo (111-88) em (111-86) ob-

temos uma expressão para n a
h) 

 

( ( il ) 4  
c: 	km  2-_ Lii 2,  

o 

1-6(. 
I.A1 C 

(0 ) Jr  

(: 

(111-89) 

      

• 	). 
COM 

para a corrente 1 2 

3 
_ .24.°e (Lve  - 	 et*  C.C . 

2. 	 .2, 	\ 
4, 	Gu NA c 	 LU 	 V11 2( " 	

( III -90) 
°  

e para o campo gerado 

z 	2• _ 	.c. Gdo 	L'P  \( 1-1/1 ( 4-nk_i) 
Lu z_ (4):.: 	evz 

A
- ° 

(III-91) 

onde todas as grandezas foram adimensionalizadas novamente. 

Note-se que n (ah) 
 é induzida por uma , combinação 

bem_mais não linear do campo a , do que aquelas que aparecem 

compondo Tim  em (111-73). Desta forma fica justificado não 

considerarmos a influência das flutuações de alta freqüência das 

densidades, diretamente na equação nodulacional da onda. 

Escrevendo (III-91) em componentes e esquecendo 
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por um instante as suposições feitas sobre a polarização da on 

da, temos: 

3 )(  = C 	[(az 	_ Co c] 

sy  

135 , ,- 3)( Vci, 	) 	ci (1 11 - 9 2) 

  

2 	2 
- 211jo i tiie-wp 1  4r (1-r) c 2 

	

com CB w ' 2 2' 	2 2 	1 f, onde f é um fator depen- w -wo 	Bx 

dente da polarização. (f =1 para polarização circular, f =1/2 

para polarização linear). 

Da equação (111-92) pode-se ver que enquanto cam-

pos circularmente polarizados (a z  = -i ay  ) geram campos magné-

ticos de baixa freqflencia, campos lineares (a =const.real xa) 

não os geram. 

No nosso caso, 

C 
1.1 

_ 	(; 2"ci 
- 	 5 3 

35 5, - (111-93) 

3 	d 5 27 

Com o auxílio das equações (111-93) é posivel cons 

tatar-se que o campo B s  , esta em angulo reto com a direção 

de propagação da onda solitária e que sua máxima amplitude é 

(111-94) 



ou, usando a equação (111-74) 

1 6 C/3  N 113 ( Ê 	
(111-95) 
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Na fig. III-1 apresentamos curvas típicas para B s  

e para a amplitude do campo A , como função da "coordenada" 

)13C 

Análise Numérica 

Analisamos a dependência da amplitude máxima da 

onda solitária a
o ( 	no ângulo O na figura 111-2, to- 

mando 6= -0.01 ; V 2 
 /c é igual a 0.95 e a concentração re-

lativa de pósitrons r das várias curvas foi considerada cio 

mo r(a) =0 , r(b) = 0.1 r(c) =0.2 . Pode ser visto que em to 

dos os casos exceto o da curva (a), a amplitude do sóliton é 

uma função muito sensível do ângulo entre modulação e vetor de 

onda. Para cada concentração há dois pontos nos quais a ampli-

tude vai a infinito. Estes pontos são determinados pelos zeros 

do coeficiente t ; na próxima subsecção mostraremos como cons 

truir uma teoria finita perto deles. Deve também ser notado que 

a medida que a concentração de pósitrons aumenta, a região pa-

ra a existência das ondas solitárias diminue. No caso onde 

r =1/2 (não representado nas figuras) esta região não existe. 

ea. 

	

Escrevendo 	B = E 	(Y) , e definindo a va- -smax.smax 

	

riável b - 10w  V 	e p- B  
5 	--.2 	2 s 

2 (w2 

2 

 w2)-1 

smax onde 	 ao  (r=0) é a am- 
-2 

	

w
o
a (r=0) c 	w -wo 

plitude máxima para concentração nula de pósitrons, estudamos 
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Figura III-1 - Perfis da amplitude do sóliton (a) e do cam 

po magnético de baixa freqüência (B s ) como 

função de ✓Y para í3 c  = 0,75, V2 /c 2  = 0,95, 

r = 0,2 e 6 = -0,005. 
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06 

(b) 

a 

o 	 
--rt/2 

Figura 111-2 - Amplitude máxima do sóliton (a o ) como fun 

ção do ãngulo e entre as direções de modu 
lação e de rápida variação espacial para 

-0,01, V
2 
 /c 2  = 0,95, com r(a) = 0, 

r(b) = 0,1 e r(c) = 0,2. 
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bs 
como função do ângulo e na figura (III-3), usando os mes 

mos parâmetros da figura (III-2). No caso r =1/2 não há cam- 

po gerado. Para r =0, podemos notar pontos de singularidade 

para bs , cuja natureza é a mesma daqueles encontrados 	nos 

gráficos de amplitude. O campo mapético está sempre ausente 

no caso de modulação colinear. 

Conclusões parciais ao tema 

Neste trabalho analisamos a possibilidade de loca' 

lizaçao de ondas eletromagneticas de alta freqüência em 

plasmas não magnetizados, frios e compostos por elétrons, íons 

e pósitrons. A teoria usada foi uma teoria modulacional fraca-

mente não linear que manteve ate termos de ordem calca na e-

quação não linear para a amplitude da onda de alta freqüência. 

Para tanto, expansões adequadas das equações de movimento dos 

vários fluidos envolvidos foram levadas a cabo. Em particular 

deve ficar claro que na construção da corrente não linear para 

a função A (equação (111-49) e equação (III-50)) devem contri 

buir as densidades de baixa freqüência (que são formadas pelo 

produto de duas amplitudes) multiplicadas pelas velocidades de 

alta freqüência em primeira aproximação no campo A, bem como 

as densidades de equilíbrio multiplicadas pela correção relati 

vística de massa às velocidades de alta freqüência. 

Ignorando os efeitos Ponderanctrizes usualmente con 

siderados,,mostramos que campos magnéticos de baixa freqüência 

B são gerados pela onda. Esses campos podem ser importantesem 
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0.25 

bs o 

-0.25 

(c) 

Tu/2 	 0 	 -rt/2 

Figura 111-3 - Dependência do campo magnético (b s ) 

como função do ângulo e, com os pa-

râmetros da figura 111-2. 
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situações estacionárias, quando os efeitosponderonntrizearotacionaissão nu 

los [KJ87]. Neste contexto indicamos, que, se o campo de alta freqüência não 

possui uma ccartgonente circularmente polarizada, o campo magnético nào está 

presente. Deve ser notado que enquanto os campos magnéticos gerados 

por ondas de Langmuir são proporcionais à temperatura dos elé- 

trons [KSH81], eles sao independentes desta no caso presente. 

ISso postos procedamos de imediato ã análise do 
••• 

nosso sistema perto dos pontos para os quais C =O . 

111-2-2 - Teohía de Modulação Não Línean, pA5xíma a04 powto4 

vatíco4 (é.  = O) . [B5D87b] 

Como mencionamos na subsecção anterior, a teoria 

de modulação que envolve não linearidades cúbicas apresenta pro 

blemas perto dos pontos para os quais o coeficiente C (ver e-

quação (111-74)) se anula. Nestes pontos, a exemplo do que já 

ocorria no capítulo anterior, é perdido o balanço entre disper 

são e não linearidade, sendo impossível a construção de solu-

ções localizadas com forma invariável. A solução para este pro 

blema é totalinente análoga àquela usada na obtenção de solu-

ções para a propagação de ondas íon-acústicas em plasmas com-

postos Por íons positivos íons negativos e elétrons. Em outras palavras, 

alterando convenientemente as regras de escala que nos conduzem à equa-

ção não linear de Schr&linger, cuja versão estacionária se acha representa 

da pela forma (111-73), esoeranos obter uma equação de evolução não linear 

para o caso em que o coeficiente do terno cúbico é quase nulo ou nulo. 

Neste sentido, antes de mais nada o que é necessã 

rio fazer, é descobrir quais as regras de escala que nos condo 



'4 rne 1": X (m  eP x = 

X I 
	 I. O 

L
è
A C 2 	I = 1Tc e (nn e, V' 

 

VPL  )-(:àtv 
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zem ã equação não linear de Schrddinger, equação (111-73), 	a 

partir do conjunto inicial de equações (111-49)-(111-51). 

Regras de escala da Equação Não Linear de Schrõdinger 

Primeiramente notemos que a equação (111-73) ain-

da é satisfeita se usarmos as seguintes transformações: 

a 	ca 

d. 4
26 ( 1 11-96) 

Se e for pequeno (c<<l) , a primeira transforma 

ção (111-96) nos indica que estamos face a uma teoria fracamen 

te não linear, que deve poder ser obtida do conjunto inicial de 

equações (111-49)-(111-52) através das nossas conhecidas técni 

cas perturbativas. Isto é corroborado pela segunda transformação 

que indica um pequeno deslocamento de freqüência, e pela ter-

ceira transformação que indica a existência de uma escala de 

tempo lenta. 

Reescrevamos agora o nosso sistema inicial para a 

situação em que a modulação é colinear ao vetor de onda de al-

ta freqüência. Suponhamos que a onda se propague ao longo do 

eixo x . 
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('L vepx )rep=- cf.t p "à, A c  + V p x çx A ) 	(III-100) c , 	,e 

As densidades n 
e 
 ,n

i 
 e np , como antes,obedecem à 

relação n
eo

=npo + n
io no equilíbrio, as cargas são q

e
=e=-q 

P 
e os íons são supostos fixos. As velocidades V

ep  possuem com - _ 

ponente Vepx ao longo do vetor de onda e Vepi  no plano de 

polarização. O momentum relativístico é denotado por p
ep  = ....  

= my
tP  V4 

 , onde m é a massa de repouso de elétrons ou pósi-
-  

trons e yep 	e = (1 - v2 
px /c

2 ) -1/2 x (1 +p 2 
pl  /m

2 o 2 ) 1/2 com c co- 

mo a velocidade da luz. Para o campo de alta freqüência escre-

vemos, 

A (x, E): A (x, E ) (  
'OCX— W ) 

4 	 X 

	

)C. C. = ot.(x,t)(y --Lb)e 	4-c. 	(III-101) 

onde novamente salientamos o vetor de polarização 	 . 

Da equação (III-100) segue imediatamente o resul- 

tado exato: 

P (4e. p 

 

c (III-102) 

com.o qual escrevemos a equação (111-99) na forma: 

'àZ A - 	 Liirez  Cie 	A . 
-t. 

	

-e 	o p 
(III-103) 

Baseando-nos nas relações (111-96), tomaremos a 

amplitude A como A - e , 21tA E 2  e XA - E 2 . Ademais, le 

vando em consideração que as flutuações de densidade não estão 

presentes em primeira ordem, consideraremos nep - nepo E
2 

- e 2 , Vepx E
2 

. Estas três últimas grandezas serão induzi 

das pelo potencial A . 



(111-104) 

fornece 

•?, 	 .2. 
W f 	f 12(6 j, 

(01 
eP 

ã V(°)  = o epo X 
Vep 

qep 	üeP  
iy■-■ C 	Pr.-, c 

0 ° ) _ 
ePx 	("1  X 
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Posto isto, a equação (III-103) em ordem e 	nos 

Em ordem e
2 

, obtemos 

(111-105) --.2í,t,d)i &I -2.4:kêãx at 0(6 3 ) , 

Em particular, a equaçãO (III-105) nos indica que 

c
2 

onde Cfix- 
w 

t,T=t , 9c -0(c) e 	91, -0(c 3 ) 

Consideremos agora a componente x da equação de 

momentum (III-100) juntamente com as equações (111-97) e (IU1-98). 

Estas três equações nos darão a resposta do meio à excitação 

ponderomotriz. 

Na ordem mais elementar (o(6 3
)) significativa es 

te sistema de três equações passa a ser 

O _ 	Li ire (rnet°-. frI10 3 \ 
P 

Como já era de esperar, este sistema é equivalen-

te à versão unidimensional do conjunto (111-53). Na nossa or- 

dem de precisão, podemos substituir â lt  nessas 	equações 

por 	 -V2 , com V=kc 2
ito , já que a diferença en- 

(III -106) 



\PY)  (C') Me 	
(°) 

ep 	po epx 	c)  

(o) r 	(o) 

(o) _ v v 
epx 

4e 	49 _ <2 e 	g  

Mn X 	 x 
 /VA 

) to1 	foi 	Lr M2 o ''1 1)0 	cz  
e 

f‘i 	Vv 
42.0 	po 

(III-110) 
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tre as duas derivadas, como foi demonstrado na equação (III-105) 

é de ordem superior. 

Com esta última consideração, obtemos o seguinte 

conjunto algébrico, o qual descreve um sistema excitado pela for 

ça ponderomotriz, que aqui entra como fonte externa: 

 IZ 
a 

A solução deste sistema é, se n (o) 
a ---40 ep 	.+0 

a qual é idêntica ã obtida na equação (111-65). 

Introduzindo esta última informação na equação 

(III-103) e expandindo adequadamente y ep em potências de A 

obtemos a seguinte equação, 

-r acLf.2 -14-  c z (j 	 c2-- z)f 	 )(-'74(1-1z)-- ve I 	 (III -111) 

que é precisa até o(c 3) e normalizada segundo as regras usadas na sub- 

secção anterior. A equação (III-11), ao ser escrita na forma geral i a ta + 

+ Pa2a + Qial 2a = o, identifica a assim chamada equação não linear de 

Schresdinger. 

A diferença essencial entre as equações (III-111) 

e (111-73), é o termo iArã de (III-111). Este termo 	indica 

que a equação permite uma lenta evolução temporal do formato de 

suas soluções no referencial que se movimenta com a velocidade 

de grupo, 'ao passo que a equação (111-73), como conseqüência do 
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contexto em que foi derivada, descreve soluções estacionarias 

neste referencial. A hipOtese de a ser real é a geradora de GO 

luções estacionarias. 

Como já havíamos notado em ocasiões anteriores, o 

coeficiente do termo cúbico da (III-111) pode se anular se 

O <r <1/2 ; para tanto, basta que tomemos 

v 	( 4- 	) c 2
. 

+o r  

(III-112) 

(TIO t 	o 
e este coeficiente e nulo ou quase nulo (digamos 

de ordem e), as regras de escala usadas não nos conduzem 

uma equação onde haja balanço entre os termos não lineares e 

os termos lineares dispersivos (o termo ata) pois a equação 

efetiva  de evolução seria, .em ordem o(c 3 ): 

Á° ãTOL41.. 7:V_ 	 o . 

A reobtenção do balanço deve ser feita mediante 

uma reformulação das regras de escala, dentro dos moldes já u-

sados anteriormente . Não é dificil ver que, supondo 

1 - 4r(1-r) c2  /N7 2 	o(c) e .ax ,2t 	o(e) , devemos ter: 

"i L7  ( E 4 /*2  ) 

e portanto 	
) 

• -r 

rN a A/ 	( e
3/.2 

) 

ryl to) v (0) kyo),)  (.6)  
eP ' ep 

(III -114) 

(III -113) 



3 
e. 

1°)1/1°)) 	
(o) 

rv 	ol 2, T ek 	(Md "otx 	'd o d5 Voe)! = 
(III-115) 
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onde, como anteriormente, a = a( T) . 

Assim, as duas primeiras ordens em relação a c , 

(c 1/2 e c 312) fornecem equações similares às equações (III-104) 

e (1II-105). Na próxima ordem (o ( c 5/2)), além de obtermos 	o 

nosso jé conhecido termo cúbico, também devemos refinar nossa 

expansão da função 
'ep 

 , bem como calcular uma expressão mais 

precisa (correta até ordem £ 2 ) para as densidades de baixa 

freqüência; tais tipos de termos devem ser incluídos nas expres 

sões para as correntes não lineares. Para ressaltar o fato de 

que os termos que estaremos calculando são o(c
2) , designare-

mo-los por um subindice 2. Assim, por exemplo, a densidade serã es 

critacomonr2 ) ,onde a =e,p, o que implica em 

(o) 
n't 	fY1 (o) 

 
Tornt ot 

( 0 ) 'Y1 
C42. 

Consideremos a equação da continuidade em ordem 

A equação de momentum por sua vez nos fornece 

— rà V °  4-'ã V (°) _ V 2 e
z 	

1 2 1/ (°)  ) 4 'à 1/ °).2" 
caz T 	A.,,,:fcti  5 	ci x 	-r — 2  ck)( 

2 
(13,1°) 	eZ 	 'à I eji:I Q  

", • 	Am e c e 	xr* 	5 
.t 

onde y (*, indica os termos de ordem c do fator relativisti 

co, definido no parãgrafo abaixo da equação (III-100). 

O resultado final para a equação de momentum 

(III-116) 
3 cuz —r  cu 	9---5»,  3 43:2'0' 4- A 	I 	ti  
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onde 

Da equação da 

a  V 2' .2,  e 	L  x 

continuidade obtemos 

(o) 	(Q) 
/Y ■ 

) 

o que completa nosso sistema de equações para as grandezas in-

dexadas com o símbolo "2".. 

Substituindo a equação (III-116) na equação (III-115) 

obtemos: 

onde introduzimos 

v 	5  
4.1: 	Alio A  	. 

Vi 	V 

(o) 
+ 2• 14  — ( ) 	(III-118) 

Usando a equação (III-117) vemos que esta última 

equação se transforma em 

Vn-ri(Ã-e 
3 1z 	( ("e o i-  `"Po ) 

de onde deduzimos 

 

(o)_ 
 = 	a' I zci 4_ t+ rik Ao  4- (4 —itoj ot  

 

 

(III-119) 

sendo 

 

11/W0 	
P 

Plo t- po  

Coletando todos os termos de ordem e 5/2  da equa 

ção (III-103). escrevemos a equação não linear de evolução para 

o campo ã , quando o coeficiente do termo cúbico é quase nulo: 

(III-117) 
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â a -9 a - 
-1- 	2  cz 1  c 	j 	c 2 	V' 

AH- h ) (1- g[1.- —21z 

(4--,z,) 	41 .2611  

Pode-se expressar a integral que ocorre na equa- 

ção (III-120) em termos de derivadas espaciais se procedermos 

ao longo dos seguintes passos: multiplicar a equação (III-120) 

por ã* ; tomar o complexo conjugado da equação (III-120) 	e 

multiplica-lo por ã ; subtrair os resultados, integrar por par 

tes em C . Obtem-se, supondo que â 
c ±00 

Ct. 	d - ..t;-V-71- 1/ 1(.2,1a'.19 	-' 2( 	1 61.1 2' ) 
C a t 	Z2. 	 (111-121) 

A introdução da equação (III-121) na equação (II1-120) 

resulta em: 

a cl/  +1 vz (1- 	 v 	 "A"l aci4_ 
1- 	2 zi k I 	v 

[,2 	c a  /7.(1-íz)(1- 
z , (1-21z(1-h.)))- 3 -1 	1 41 0:-. 4_ 

1.1( 	
1

2 	 a. 	 a' 1 11 
2. 	

A,2. 

A equação (111-122) contem os termos corresponden 

tes à equação (III-111) e também alguns termos adicionais de-

correntes do uso das novas regras de escala. O coeficiente do 

termo cúbico deve ser considerado pequeno, sendo esta nova es-

trutura da equação a responsãvel pelo balanço entre dispersão 

e não linearidade tantas vezes mencionado e a subseqüente for-

mação de ondas solitãrias. Certifiquemo-nos disto, buscando so 

(III-120) 

(111-122) 



luçOes moduladas quase estacionarias na forma: 

(11,,T)._:al) e 
G- ( 	

(111-123) 

com c real e T 	v (constante). 

A parte imaginária da equação (111-122) fornece: 
z  

(4-1)r ( oz z aâz ci_arà .22 0- ) ,- 0 )  
(111-124) 

com a qual obtemos a 2 	= cte., o que, adequado às condições 

de contorno (a (I 	+0) , fornece: 

3.5 	 (111-125) 

Da parte 	real da equação (111-122) extraímos 

a equação 

61.-
- C1 

 a 42C5 a
3 +3 C5 6.1 	 (111-126) 

onde 
.2. V 

V 2/C ZN /C 2- 1) 

z 
C3 - 	iz (4 	- 	) 
3-  vz 	vz. 

- 
C5--.-2 

z 
 Li+& c 't  )1(4.--A0-2n.(4-M).- 5- _C

2 

/LH- 	• 

V 2 	 ve 

Deve-se notar que a grandeza v desempenha papel 

análogo ao deslocamento de freqüência introduzido na subsecção 

anterior. 

Algumas estruturas não lineares associadas com a 

equação 11±1 -126) podem ser visualizadas na fig. 111 -4, que re 

presenta o potencial de Sagdeev S(a) =-1/2(Cia 2+C3a4+C5a6 ) 

84 
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New 6 
( o ) 

-o 
0.1 

6 =kW 

o 

( c ) 

Figura 111-4 - Potenciais de Sagdeev para v =10 -4 , r =0,15 2 2 e V 
g/c =0,6 (a), 0,552342 (b) e 0;552 (c). 
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para os parâmetros v=10 -4 	r = 0.15 e V 2/c 2  =0.6 (curva a), 

0.5523 (curva b) e 0.552 (curva c). 

Quando C  >4C 1  C 5  (o que está exemplificado na cur 3  

va a), se obtém uma solução do tipo onda solitária 

2 a 	.2X1 	sec)(  
- (44  tX11 Sec 	(44 )Q, 

(111-127) 

com x 	, X1,2  = (-C3 	3 ± i/P -4C 1  é 5  )/2C 5 	-- a qual é muito si 
 

milar a uma solução derivada no capitulo II (ver equação (II- 77 ). 

Se C 3 =4C 1C 5 , duas raízes não nulas do polinômio 

S(a) coalescem em uma só, fornecendo um gráfico do tipo do re-

presentado pela curva b). Nestas condições se a partícula mecâ-

nica fictícia inicia seu movimento no ponto (0,0) , ela o en-

cerra no ponto (ao ,0) , com ao  designando a amplitude máxima 

deste movimento. 

A solução para a equação (111-126) neste caso será 

(111-128) 

onde X0  = -C 3/2C 5  . Este tipo de solução representa amplitudes 

que são nulas em E 4 4.°3  e que tendem a um valor constante para 

. Devido a esta propriedade, elas são conhecidas como so- 

luções do tipo 	onda de choque ("shock-like solutions"). Res- 

saltamos que este tipo de choque não é.o tradicional 	criado 

por mecanismos dissipativos; ele é oriundo somente de combina-

ções entre termos dispersivos e termos não lineares. Neste con-

texto, cabe observar que as estruturas oscilatórias caracterís-

ticas dos choques dispersivos não estão presente em nossas solu 
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ções [Sa62]. 

Finalmente chamamos atenção para o fato de que a 

presença de ondas de choque como as consideradas nesta subsec- 

ção, gera o aparecimento de fluxos de particulas estacionários 

nas 	regiões onde sua amplitude é diferente de zero. Es 

tèg flores, dégignaãos por vezes como ventos, g foram inclica-

dos como importantes na descrição de fenômenos espaciais [KP76, 

CM], 

Concluindo, se C 2
3  < C1C 5 , as soluções que se fa 

zem presentes correspondem à fig. 111-4 (c). Dali vemos que a 

partícula ficticia excursiona do ponto de máxima amplitude a 
um ponto de amplitude inferior, retornando após, à posição ori 

ginal. 

Pode-se mostrar que estes sólitons, corresponden-

do a buracos em um campo de radiação homogêneo, têm como estru 

tura analítica, 

cora 

	

az_ az 	.2  )(1 1 )(2 1  s ec 

	

- o 	, 
)(4 .  4..x.,J)secg 

(111-129) 

ao  =amplitude do campo assintótico de radiação, 

, X 1  4,2. 	t J 	cs' )72 

6 Cs  ot zi  -I- 5 (e A„`i  +C3  ) Ci o2  +C1  

c3i  - 	Cs ce r ci 2  + C3  ) 

C 	C5 
e 

[1 4,2 c 
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Conclusões Parciais ao Tema 

Mais uma vez verificamos que a mistura de íons em 

plasmas de elétron-pOsitron produz grandes mudanças na propaga 

ção de ondas eletromagnéticas não lineares, circularmente pola 

rizadas. A figura 111-5 mostra a relação entre amplitude e 

velocidade de propagação para as soluções da equação (111-122), 

para três valores de r : 0.14, 0.15.e 0.16 . Como'já havíamos 

mencionado no contexto de ondas íon-acústicas, pode-se Mostrar) 

 sem maiores esforços, que a solução estacionária de (111-122) 

é válida não apenas próxim ao ponto critico, mas também para 

zonas afastadas dele. O ajuste na escala é automático. Os valo 

res de (V 2  /c 2  ) para os quais o coeficiente do termo cúbico se 

anula são, respectivamente às três concentrações escolhidas: 

(V2/c2)  cr =0.4816, 0.51 e 0.5376. A curva (a) corresponde 	ao -  

caso usual de um plasma de elétrons e íons com r = O . O valor 

de v foi tomado como 10-4 em todos os casos. Para cada r, 

a medida que a velocidade se aproxima de seu valor critico, a 

amplitude aumenta rapidamente até um nivel limite corresponden 

te à velocidade que satisfaz C3  =4C105  . Os níveis limite pa-

ra diferentes r's, ficam então sobre uma curva que caracteriza 

a transição de ondas solitárias a ondas do tipo choque. Estas 

últimas podem estar relacionadas à formação de fluxos de parti 

culas e à formação de "camadas duplas" quase-neutras em plas-

mas multiespécie; suas amplitudes e velocidades são determina-

das pela concentração relativa de partículas. Para valores de 

V2/c2 suficientemente maiores do que o critico, as amplitudes 

representadas na fig. 111-5 tendem ao valor obtido pelo uso 
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V 2
g  /C

2 
	

1.0 

Figura 111-5 - Amplitude máxima da onda solitária como função 

de V2 /c 2 para r(a) .0, r(b) =0,14, r(c) = 0,15 
g  

e r(d) .0,16. Em todos os casos v .10.-4  . O cor 

te em baixas velocidades indica a transição à 

soluções do tipo ondas de choque. 
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da equação não linear de Schradinger, jã que nesta região o ter 

mo cúbico da equação (111-126), por possuir um coeficiente não 

mais de ordem c , passa a predominar sobre as outras não linea 

ridades. 

111-2-3 - Satíton4 Etetumagn'étíco4 em Rea4rna4 de Eléthowó,  Pá- 

b.íthonb e Ioná Fohtemente Magne.tLzado [RSD88] 

Nas subsecOes anteriores analisamos os aspectos 

concernentes ã propagação de ondas eletromagnéticas não linea-

res em plasmas não magnetizados compostos por vários tipos de 

partículas. Com  a presente análise, começamos a incluir os efei 

tos de campos magnéticos externos como ingrediente básico de 

nosso estudo, já que sua presença é quase uma constante em sis-

temas físicos reais. 

Como primeiro ponto analisaremos as condições para 

existéncia de sóli .tons eletromagnéticos compressivos e rarefati 

vos com polarização circular, em plasmas eletro-positro-iOnicos, 

imersos em fortes campos magnéticos. - 

Após alguns trabalhos pioneiros sobre modulação não 

linear de radiação, em plasmas elétron-pósitron livres de cam-

pos externos, tanto por'efeitos relativisticos [CI(83] quanto por 

efeitos térmicos [LB81] algum esforço foi dirigido à, inclusão de 

campos magnéticos externos [SK80;MOT85aiSSY85;MP87]. Como já foi 

mencionado [LMMP86], é de interesse analisar o que acontece quan 

do uma componente fónica é incluída no sistema. NbstnurEnos aqui 

que, a exemplo do caso não magnetizado, a física destes sistemas 

pode ser bastante diferente daquela em que apenas duas espécies 
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estio presentes. Ser& evidenciada a ramificação da relação de 

dispersão calculada por Sakai e Kawata [SK80] e por Stenflo, 

Shukla e Yu [SSY95) em dois modos, um correspondendo à polari-

zação circular à direita e outro à esquerda. Também estaremos 

interessados em descrever quantitativamente quando e sob quais 

condições estes modos são compressivos (correspondendo a um adi 

mulo de partículas na região de concentração da onda) ou rare- 

f ativos (correspondendo a um decréscimo de partículas). A con-

dição de neutralidade completa de cargas usada em [MOT85a,MP87] 

é abandonada para que possamos mostrar que,mesmo em plasmas e-

létron-pOsitron puros, potenciais eletrostãticos devidos a se-

paração de cargas estão presentes. 

Enfim, suponhamos que uma onda eletromagnética se 

propague ao longo do campo magnético externo B o  (=B031), em um 

plasma composto por elétrons (e), pósitrons (p) e íons de mas-

sa imumita(i). Usando a representação de potencial para os cara 

pos elétrico e magnético de alta freqüência, temos: 

t
A 	13 vx A 	

(III -130) 

COM 

a(x t)(y-4°. 2 )e 	4_ C. C. 
A 	A 	4:(kx -)I) 

onde a é real; i,9 e ã denotam os já conhecidos vetores uni 

tãrios ao longo dos três eixos espaciais; k e w são novamen 

te o número de onda e freqüência da onda. Escrevemos as grande 

zas físicas (Q) como uma parcela de equilíbrio (Q0), uma de al 

ta freqüência ( .Q (h) )e outra de baixa freqüência (2 (o) ), relera 
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brando que para polarização circular apenas a freqüência funda-

mental esta presente: 

Q = Q0 + ( o) 
+ 4 (h) 

(III-131) 

As equações de nomentum de alta freqfiência j quevão 

determinar a fonte não linear para o campo A , podem ser escri 

tas na mais baixa ordem del  não linear significativa como 

{

1/ (11) 4-S2  :; 1—Vit_e1/44),rEo + ter 	,Ic z 	r 	Nn ç 

e V (a)x (Vx 	- ( V (°) . 	V (4)  rme  ,uer 	„, 	-f) 	 ) 

v (h) 2  
= onde (— 2 ) 	denota a correção relativistica de massa e onde c 

a carga de elétrons (pósitrons) é novamente e(-e) . Resolvere 

mos a equação (111-132) para Ver) ) 
 como uma função de A 	e 

de 3.7 (1°
ep) 	usando as seguintes suposições: „ 

(111-132) 

     

1 8  1 
eBo 
mcw 

 

JG 
o 

Cd >> 1, que é conhecida como aproximação 

     

     

da onda de deriva para campos magnéticos intensos; 

ep 	n=1  ep 	ep 	 ep 	 (111-133)  

que são expansões perturbativas das velocidades usando o pequeno pá 

rametro 	O -1 
e  

c) ka <<wa ; axe. <<ka, que são as usuais hipóteses de lenta to 

dulação. 

Os resultados que advém da aplicação da equação 

(111-133) ã (111-132) são 

1/ () L- e a  ep - /Vb1C Ç 

b) v (h) = E vh (n) 	vh (11) 	; v (o) _ 0 -2 
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e 
Asei Jto 

11P 
V( 	_I-  e cie  
ep 

, ,11113 
v 	± an: e -  

ryvic(5 
e 	a. 	e k Ve p )  

rni c rs 3 	rmc uzo  

(o) 

	

3ie '4ct +. 	a,....zepep ka _ e ata, 
ep - ny, 	ryn---1c 	a o 	~c p + pine 	fiinv  + 5- 	 

de Miá pedémóg êtdréVé: 

(» i)._  e ct,  (ii-N-145 	1±1(11. 43..if3(51 
? nnC ~ "C ao 	 (111-134) 

	

e 	±-.2(5-1 ) 	e 	 +
3

et
3 

	

fnIC 	b 	 Nne (1lo2 	AM3C 6 (5 41  

onde usamos 

01) AN) 	 (kx-wt) 
yep  Ver 	) e 	4- c. c. 

(04 
cZ e 

Afirmamos aqui (e a demonstração 

adiante) que a primeira parcela de cada um dos 

parênteses de (111-134) não contribuirá quando  

será feita mais 

dois primeiros 

obtivermos a e- 

quação não linear de evolução para o limite elétron-pOsitron 

puro. Com  isto em mente, e visando uma primeira aproximação tra 

tável à teoria, para cada um dos mencionados parênteses inclui 

remos a primeira e segunda parcelas, deixando as demais de la- 

do. Desta forma, o resultado é: 

1-1)  
V

( 	
itKi) 	e 	4-  p  ík 	polgó /yn c 

e 414. 	4-2.-1e" Nne 	dlo 	 p ► C 

a E a  
(.51- 0  

(itz(ç f )- 

- Mn3 cs- fs'i (111-135) 
ata- 4. .2 e 3 a. 
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Para 	determinar o movimento de baixas freqüên- 

cias, necessitamos da força ponderomotriz paralela a B o  , 	a 

qual ê dada por [SSY85]: 

F +  k(5  

ep Am2c 	 x (111-136) 

Notemos que, em contraste ao caso não magnetizado, 

a força dada pela equação (111-136) contém uma contribuição de 

vida às derivadas temporais  do campo eletromagnético. 
Antecipando soluções na forma a(x,t) =a(x - Vt) 

Ea(C) , e usando B »1 a equação (111-136) se torna 

F 
- 4-4-n2tz 

- 	 et -1 (j (5-()(j_ l< V+. kV Is 	01" .  
eP 	 1^.) - 

A exemplo do que ocorria no caso não magnetizado, 

o movimento em baixas freqdâncias é agora dado pelas equações 

de continuidade e nomentum e pela equação de Poisson, todas na 

mais baixa ordem; 

k/1(°)- 
rn 	V1°) ep 	epo ep 

to) 

	

-V V i°)e 42 	(2' e  

	

/Y11 	Zr-"i"t E-2  

,..,Q19 (o) 	to) ,,,.., (o) 

	

;,v O .Z. 	 p - ' 	) X 

ra  -I (1-  kV 4. kV 
tAi 	IA) 

(111-138) 

) °‘)(III-139) 

(111-140) 

com nepo  satisfazendo a condição exata de neutralidade total de 

cargase(neo -npo) = (carga do ion) xni  . 

Destas últimas equações seguem os resultados: 

(111-137) 

(III -141) v`°)_ 	44)  0  ( 	
k V 	2-  

k/u ep """ A,,, ► zczfsz 	/112.  04rn? O 



m '°) 	e a  
e? 	Pnfl'ef)"?' 

1 	o mPo 

V' nofmro 

2k V 

(111-142) 
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(o Note-se que Vep
) 
 -B 

-2  como suposto em (111-133), 

e que as flutuações de densidade podem ser rarefativas ou com- 

pressivas, dependendo do valor da razão :vrr  . Também 
4) (o) . 2í3 -1{ 1  _kV ea 2 

w mc 2 

te de zero mesmo na ausência de íons, o que novamente contras-

ta com plasmas não magnetizados. 

Na equação de Maxwell para o campo A 
^, 

'à t.  A _c dx  
temos 111) 

= 	('''e !e 	— '11p 
ti 

= 

1 ,11 /01,14) 	m,(4)1 v 141 ,v) 	1 ,14) (111-14 3) 
inp 	+- et tie eo„. 4 	pp iv,p 

Usando as equações (III-130), (111-135) 

podemos reescrever a equação (1II-143) na forma 

4- Ipt a 4. k c zâx ct] 4- E ãt  
Ll  

s  4.  Ze
z

wo
z  ri _ 	c 2. ( i _ .2,gy 

A-1 2lirs'i 	1 

e (III-142) 

(111-144) 

deve 

ser ressaltado o fato de que é diferen 

onde 
Lfr 	'11-re( ("e o 11,0  ) 

o - 
W e 2" 1Y1  e o 	p o 

 

h  	
4-/Yi 	) ao 	Po 

="ãto
2 +Au) -k

2
c
2  e o arbitrário mas pequeno (6 <<w

2
) desloca 

mento não linear de frecidáncia. 

A relação de dispersão para as ondas consideradas 

e 



á t 
z. 

(111-145) 

Para A =O ela se reduz ã usual relaç;o de dis-

persão para ondas de Alfvén em plasmas de elétron-pOsitron, de 

rivada por Sakai e Kawata [SK80] e por Stenflo, Yu e Shukla 

[SSY85). Para á (:), contudo,a equação (111-145) fornece dois 

ramos diferentes. Se A >0 (lons carregados positivaMente)a e-

quação (111-145) nos informa que >0 e w_ <0 o que nos 

leva a identificar w+ (w-) com o ramo polarizado à direita 

(esquerda). Para A <O (tons carregados negativamente) a situa 

ção é revertida. No limite 0 2  >>4Ik2 c2 se obtém 

_ k 2 c 2 
- 

A = - - 
A 

k 2c2 

As velocidades de grupo associadas com a equação 

(111-145) são 

k cZ 
 

iSlA)1-6/2 
(111-147) 

enquanto que da parte imaginaria da equação (111-144) segue 

( 	V.I. 6)_ a 4  (  

COM 

como deveria ser. 

Nosso próximo passo é a de adimensionalizar a agua 

ção (111-144) segundo as bem conhecidas regras a + ea/mc2 



4wo/c , d +15/2w 2  , para obter: o 

Z 	
14_ 2  

r I 	V2 	IA.) (M-148) 
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,- Da equação (111-145) segue que V 2 
 <c 2  /A 	conse- 

gdentemente a formação de sólltons está sujeita à usual condi- 

ção de instabilidade modulacional que é idêntica àquela que dá 

9 19m4t9 ode9uo09 Q9 p9tenclol de Sígleev 

h  7. 	1 , 
C (I. 	ZN. 	 it) < 

vz 	(A) 
(111-149) 

Esta condição é sempre satisfeita para um plasma 

de elétrons e íons = 0) . 

Examinemos agora as condições de existência para 

sólitons de rarefação e compressão, relativamente aos dois ra-

mos da relação de dispersão. Para tanto, primeiramente notamos 

que para grandes valores de k , a condição de existência é es 

sencialmente 

)7. ( I - 	< 
V A 

- 1 IZ 
7: C ( { 	(/j 	\ 	C 

) 

a qual sempre pode ser satisfeita mediante una escolha apropria 

da de r ; suponhamos de fato que ela seja cumprida. 

i) 6 >0 

i.1) w =w+ 	• 

kV Para este ramo, não é difícil ver que 	é sem- 

pre maior do que 1 . Isto nos indica simplesmente (ver equação 

(III-142)1'que este tipo de sOliton é sempre compressivo. Irá 

corte (_u.cut-off") para pequenos valores de velocidade. 
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1.2) w=w_ • 

3A Neste caso Podemos ver que se k2 >-- c-2 
 ossóli- 4E tons são compressivos, enquanto que se k 2  < 2-- c-2 eles são 

4g rarefativos. Também 
temos corte para pequenos valores de 

ii) A <O 

Consideramos agora a situação em que 
4 -2-5 2 r(1-r)>1. 

i) A > 

Corresponde ao caso anterior com a permuta 

V 4.  A 

w+ 	. 

11) w =w
+ 

Não há 
formação de sóliton, pois o lado 

de ( 111-146) sempre cresce com o decréscimo de k , 
que na região de grandes valores de k a condição de 

cia já não é satisfeita. 

esquerdo 

enquanto 

existén- 

1.2) tu =o) ._ 

Existem sólitons 
3A ponto k 2 c 2 =-- . A esquerda 
4 .3" 

direita compressivos. 

11) A < 

em uma região finita em torno do 

teremos sOlitons rarefativos, e 

Correspónde ao caso i) com a permuta 

As regiões de existencia que acabamos 

podem ser visualizadas graficamente. Definindo 
15,42 = V

2 

4c r(1-r) 
2 

< P: 2 . Consideremos o caso 

P+ 

a equação (111-149) pode ser eÈcr 

W 	W • 

de discutir 

= 1 - 2kV , 
w± 

lta 	como 

. A figura 111-6(a) a:rE£- 
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■ 

(b) 

- -- ■•• MOMI 

ri) 

Figura 111-6 - P +, P *  como função de k para A <O; a) P: >1, 
b) P *  <1; os subscritos "+" ou "-" de P *  não 
são mostrados pois nesta representação quali 
tativa P *  e P*  são essencialmente iguais. 



100 

ponde a P* (k 402) E P: >1 enquanto que a figura 111-6 (b) corres 

ponde a 1) 3011  < 1 ; P i  > O (< O) corresponde a ondas raref ativas 

(compressivas); nas regiões de existência dos sOlitons, as cur 

vas P+ estão traçadas em linhas cheias. 

ConclusOes parciais ao tema  

Sumarizando esta subsecção, podemos dizer que a- 

nall§amo a modulação não linear de ondas eletromagnéticas cir 
cularmente polarizadas em plasmas frios, fortemente magnetiza-

dos, compostos por elétrons, pósitrons e íons fixos. Este é o 

tipo de plasma que se acredita estar presente na magnetosfera 

de pulsares [WIMP86]. Supondo quase neutralidade de cargas em 

contraste à neutralidade completa usada em [MOT85a,MP87] deri-

vamos uma versão estacionária da equação não linear de Schrd-

dinger para a amplitude da onda. Na aproximação linear dois mo 

dos com freqüências diferentes são obtidos. 

Em um recente trabalho [SSY85] o caso r= 1/2 foi 

examinado sem a anàlise das regiões de existência. Para apli-

car nossos resultados a esta situação devemos antes de mais na 

da chamar atenção de que, quando neo =npo  , nossa teoria ces 

sa de ser válida. De fato, o coeficiente do termo dispersivo 

(que contém a segunda derivada na variável E) se anula neste 

limite. Contudo, através de um refinamento das expressões para 

) -(h as velocidades Vep (i.e., levando em consideração termos de 

mais altas ordens em 8 -1) se pode mostrar que este °Deficiente 

V 2  w 2  
é modificado da seguinte forma: (W V2/c 2_ 1)  . ►  3  A _5 8 -2 

c R0 
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Assim, pode ser visto que para densidades cónicas nulas,  sóli- 
tons estão sempre presentes, já que neste caso os termos dis- 

persivo e não linear tem sinais opostos. Uma análise de nos- 
sas equações mostra também que supondo a -3 9  e d -B -1)  , 
altas concentrações iOnicas implicam em p = q + 2 , enquanto o= 

centrações baixas, em p=q 4. 1 . Como p> 2 para lentas modu- ti  

ea lações, a amplitude —.2  dos sólitons é muito maior na pri-
mc 

Toeira sltuaçao. Esta diferença marcante esta relacionada com o 

fato dequeolimite neo =npo é critico, ou em outras palavras, 
-  

é um limite para o qual o coeficiente dispersivo normalizado é 

muito menor do que a unidade; de fato, devido ã presença do ter 

2 2 
. 

mo B -2 
, podemos escrever O < 

VA  w2 
g -2 «1 . Neste limite 

c no 

critico o balanço entre não linearidade e dispersão j imprescin-

dIvel para a existência de sólitons, exige um reescalonamento 

da amplitude dos campos, induzindo dástiCa redução de intensida 

de. 

O tratamento da separação de cargas no referido 

trabalho deve também ser comentado. Como mostramos, (p (o)  -0 -1 . 
- 

emmnb) n
(o) 	2 -a 	Isto implica Em que, para forte magnetização(ccm 6-1  

.desempenhando o papel •de pequeno parâmetro) , contrariamente ao caso 

não magnetizado onde 0 (o) n (o)  
, a separação de cargas pode 

ser importante perto da região para a qual l _
2 4c  P 2r(1_r) <8-2, 

 V 
dando origem a termos do tipo a-2  ad a2  que correspondem aos 
sólitons de cúspide ("cusped" sólitons) [LS78]. Longe desta re 

gião a dinâmica é essencialmente governada pelo termo cúbico. 
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Devemos, entretanto, chamar a atenção para o fato de que,no ca 

so de instabilidade marginal, outros termos que contribuem para 

a separação de cargas na mesma ordem de grandeza que o termo 

mencionado acima l também deveriam ser considerados; correções à 

flutuação de densidade,por exemplo,geram termos do tipo 8 -6 a5  

que por sua vez satisfazem ã relação O -6
a

5
-$

-2
ad

2a2 
. Portan 

to na equação (21) de [SSY85] não e necessário incluir a contri-

buiião da separação de cargas, ris (  como mostramos (  não há inS 

tabilidade marginal para r = 1/2 ; mas se esta contribuição for 

incluída como correção de ordem superior,outros termos não li-

neares da mesma ordem devem também ser considerados. 

111-2-4 - E6eíto4 Cínítíco4 .sobAe Sõlíton4 Elethomagnétícoá em 

P/a4ma4 Compo4to4 poh E/Etun4, 1,64ítun4 e Tona 

É conveniente ressaltar que, até o presente momen-

to, sempre baseamos nossa análise de existência dos sólitons 

eletromagnéticos em modelos de plasmas fluidos. Levando em•con 

sideração que a velocidade de cada partícula do plasma pode ser 

escrita como a soma de uma componente média U(r,t) (que seria 

a velocidade de fluido, comum a todas as partículas presentes 

em uma região em torno do ponto r) e de uma componente esto-

cástica dA, (que seria especifica a cada partícula), é intuitiva-

mente aceitável que o mencionado modelo só possa se aplicar efe 

tivamente quando a velocidade do sóliton atender a seguinte 

condição: 

;I V - U 15> < 5 , 2 > 
'5oLIToW 

(III -151) 
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com < > denotando alguma adequada média estatística. 

Nos casos em que esta condiçaormo for satisfeita, 

teorias que de uma maneira ou outra identificam o movimento mi 

croscOpico das partículas, são imprescindíveis. [MOT8 5b] 

Nesta senão, estudaremos o que acontece quando 

a equação (III-151) não é satisfeita para a propagação de sóli 

tons eletromagnéticos, ã luz de uma teoria cinética adaptada  a 

partir da teoria das ondas BGK [KT73,Da72]. Como veremos, nos- 

sa teoria não poderá ser estritamente classificada como uma teo 

ria BGK, já que no nosso caso sempre deveremos ter a velocida- 

de de fase não nula; a semelhança com os modos BGK usuais resi 

de no fato de que toda a informação relevante será extraída do 

sistema, no referencial definido pelo cancelamento da velocida 

de de grupo da radiação. Também deve-se observar que nossas so 

luções não serão moduladas no sentido ortodoxo apresentado pe-

las equações (III-3). Haverá, no entanto, uma separação clara 

de escalas espaço-temporais, oriunda do fato de nossas condi-

ções de validade exigirem que as partículas, ao interagirem com 

as ondas de freqüência não nula (em geral alta), as "vejam" co 

mo aproximadamente homogêneas espacialmente. A teoria será 

usada no que segue, para plasmas (e,p) não magnetizados, pias 

mas (e,p) magnetizados moderadamente, plasmas (e,p) forte-

mente magnetizados e plasmas (e,p,i) fortemente magnetizados. 

Antes do estudo das ondas eletromagnéticas no entanto, emprega 

remos a teoria BGK na analise da propagação de ondas eletrostá 

ticas com a finalidade de familiarização com a técnica. 



Ondas Eletrostáticas Não Lineares  

Em uma dimensão espacial (x) , o sistema 

ções que descreve o plasma cinético é constituído por 

quações! 

71_ 	v 	 v  ç-ot  r- o 

é a equação de Vlasov eletrostãtica para a função de distribui 

ção fa (=fa (x,v,t)) das partículas do tipo a , no espaço de 

fases reduzido (conhecido como espaço 11) descrito por uma co- 
ordenada espacial X e uma coordenada de velocidade v ; 

2. 

1( 	(1) 	L111- 2-1 

as.  a equação de Poisson para o potencial elétrico do sistema. A 

expressão para n a 

M 41 I 	dv Md  - 
oto 	‘ 01 	 (111-154) 

e representa simplesmente a densidade de partículas do tipo a 

em um ponto do espaço; n ao  é a densidade de equilíbrio de par 

ticulas, o que implica em que a relação a seguir seja valida: 
4-'10 

f,x,_>. 	v__, 

Examinando nosso sistema de equações, notamos que, 

se da equação (111-154 pudermos escrever f a como uma função 

do potencial eletrostatico, as relações (111-153) e (111-154) 

podem ser usadas para que obtenhamos uma equação autoconsisten 

te (e certamente não linear) para (I) . Para tanto suponhamos 

que de inicio sejamos bem sucedidos em encontrar uma constante 

104 

de equa-

duas e- 

(111-152) 

(111-153) 

(111-155) 
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de movimento para uma partícula do tipo a que se desloca no 

campo (1)(x,t) . Em outras palavras, suponhamos que exista uma 

função 

) (111-156) 

• I I . 
que nao varie ao longo das orbitas x(t),v(t) da partícula. 

Construamos então uma função f a (C) que satisfa-

ça ã relação (111 -155). Apliquemos á seguir sobre f a  , a deri 

vada temporal completa dt  que, por definição, representa a 

variação temporal total da função, ã medida que os pontos x,v 

acompanham a trajetória da partícula. 

Temos então 

(à, 	) á , c o , 
(111-157) 

onde usamos o fato de que C é constante sobre as órbitas fi- 

sicas. 

Por outro lado, escrevendo f ct =fct (x,v,t) temos: 

el kd = x Fct cl E x 	eGt à 6 v Ç _/à 
E .1

V  
- x 	v 

(111 -158) 

que nada mais é do que a expressão do lado esquerdo da relação 

(111-152). Em outras palavras, a relação f a =fa (C) é exata-

mente aquela que conecta a função de distribuição a6 potencial 

eletrostático. Conforme o que jã havíamos mencionado, esta rela 

ção, através da equação (111-154), alimentara o lado direito da 

equação (J11-153) para que obtenhamos a esperada relação de au 

toconsisténcia para 4 

Nosso problema neste ponto, é o de encontrar as 
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possíveis formas para a constante de movimento. Com  este intui 

to, escrevamos as equações dinâmicas para o movimento de uma 

partícula em um campo 

A„.4. 

4) • 

 

   

( 11 1 -1 59 ) 

     

onde m
a 

á a massa da partícula e q a 
sua carga. Agora multi 

pliquemos a relação acima por dx para obter 

(II I - 1 6 0) 

 

A seguir, escrevamos esta relação como 

d t 	d tx  ) 1  1_ Loc 	--.. o , 
fy,(1.t  

para finalmente encontrar a igualdade 

(III-161) 

(111-162) 

2 
01, 

que define a constante que procurávamos (neste caso a constan-

te de movimento é igual "a energia conservada do sistema). Cabe 

ressaltar que, quando efetuamos a passagem da equação (111-159) 

para a (III-160), tivemos de supor que (I) não possuía dependên 

cia explícita no tempo, caso contrario não obteríamos a cons-

tante de movimento. A implicação deste fato para ondas eletros 

táticas é clara - o sistema deve estar em equillbrió: 

9t 	. o 	. (1fr ( x ) 

"à1Fd  .= 	 ( x, v). 

De posse da constante (111-162), o que nos resta 

fazer é definir funções f=f(C) de uma maneira adequada a ca 
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da tipo de sistema estudado. Por exemplo, suponhamos que este- 

jamos considerando um plasma composto por dois tipos de partí- 

culas, cujas funções de distribuição sejam dadas por [KT731: 

a. — 	
s vz

V+ 	ANI 

 
d o 

- c(  ct (111-163) 

 

Este caso envolve apenas partículas que nunca sio 

refletidas pelo potencial 4) jã que supusemos ser a energia 

cinética (1/2 mV
2 ) sempre maior do que a máxima energia poten 
ao 

cial. Ademais,neste modelo, todas as partículas do tipo a pos 

suem a mesma energia total. 

A equação para 4) (equação (111-153)) fica com o 

seguinte aspecto, se considerarmos a =(e),(i) : 

ti 	 t,/e0  
cl 10 —ti iTino  e ( 	 .‘ 	   

e 4)/~ 	le 4- 2¢  4)  I  "I 	(111-164) 

OU 

(111-165) 

COM ,,2 
v
go

+-2e4)/vm 

designando o potencial de Sagdeev. 

Uma típica solução 4 

oscila 	entre os pontos 0 1  e 0 2  . Esta solução esta sujei 

ta ã condição de ausência de reflexão 1 miV io  > le0 2 1 , 

 2 me Veo   
> le01

I e para pequenos valores de 4) ela pode ser 

obtida analiticamente. Expandindo a equação (111-164) em 
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i 	1 
	2 	V2 

2aI 'a 
dx 	̀1) 

 

 

(111-166) 

2 	1 	1  
2 onde D =(4nnoe

2 
 ) ( 	+ 

1 
2 )

-1 define a escala de com- 
mivio  meveo  

primentos do problema. 

A solução da equação (111-166) é, enfim 

(1)  tax Senikx  (111-167) 

Ela representa uma onda senoidal estacionaria no sistema de re 

ferencia no qual os elétrons se movem com velocidade Veo  e os 

íons com velocidade V io . Contudo, quando observado em Um re 

ferencial que se desloca com velocidade Vo  em relação a esse 

em que estivemos trabalhando, o equilíbrio BGK se manifesta co 

mo uma onda com comprimento de onda 21T71 -1 e com freqüáncia 

não nula X Dvo . De fato, toda a discussão sobre estados de e 

quilibrio pode ser aplicada a problemas onm dependência temporal, se 

eles são estacionários em algum referencial. 

Uma grande variedade de ondas BGK pode ser cons 

trulda se a função de distribuição inclui partículas que pos 

sam ser confinadas pelo potencial eletrostático. Nestes casos 

a construção das densidades de partículas deve ser feita de 

uma maneira mais cautelosa. 

Suponhamos por exemplo que a situação seja tal 

que dispomos de um plasma eletrônico para o qual estamos inte 

ressados em obter soluções para o potencial 0 na forma es-

quematizada da figura 111-7 . 

Se longe do poço a função de distribuição é, di-

gamos, f t (V2) (usaremos o índice, c para partículas confina- 



Figura 111-7 - Potencial (I) como uma função da posição, 

com indicação (hachurado) da região de 

confinamento de elétrons (parcialmente 

copiado de [KT73]. 
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das pelo potencial e t para as transmitidas ) 	 em 

;

suas vizinhanças ela passa a ser ft(v2+3-2--trn), 
v2 > - 24) ; is_ 

to dá conta das partículas livres, Estamos no entanto face a 

um novo problema, que é o de considerar partículas confinadas 

no poço de potencial - longe do poço elas não contribuem para 

a densidade, nas perto dele devemos introduzir a função de 

distribuição fc (V 2 .4 2r) com 11 2  < • 2.. 	. Nestes moldes, a 

densidade de partículas confinadas passa a ser escrita como: 

1 .2 0/1.1 

= i'noc 	fc 	
d

(v ) v 
	

(111-168) 

o 

enquanto a das partículas livres se lê como: 

- 2, °II 
É - 	o çé (V)d V ) (111-169) 

   

1-2011m  
onde o fator 2 é resultado da suposta simetria da função f. 

A equação para o potencial eletrostãtico é final- 

mente expressa comov---7-  
-zeippm 

z4) _ ire Emoc 	fc  ct V 	'no e  

o 
(III-170) 

Não estudaremos em detalhe as propriedades das so-

luções da equação (III-170). Relembramos no entanto que algu-

ma destas propriedades já foram usadas no capítulo quando de 

nosso estudo dos sOlitons íon-acústicos; reexaminando este ca-

pítulo deve ficar bastante clara a importância da inclusão dos 

efeitos cinéticos. 

Passemos então ao objetivo específico deste capí-

tulo, qual seja,o de estudar os fenômenos de reflexão e confi-

namento de partículas de um plasma por ondas eletromagnéticas. 
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Evidentemente a técnica exposta anteriormente deverá ser devi-

damente adequada aos nossos propósitos, já que não mais estare 

mos lidando com ondas eletrostáticas. 

Caso de Plasma Elétron-gisitron Não Magnetizado 

Suponhamos que uma onda eletromagnética circular-

mente polarizada se propague ao longo do eixo x em um plasma 

não magnetizado de elétrons e pósitrons, sendo descrita pelo 

potencial transversal A(x s t) lea(x,t)el(kx-wt)  +c.c. = 

= a(x,t)(9 - iâ)ei(kx - wt)  +c.c., onde consideramos a possibili 

dade de lentas modulações na amplitude a . 

O sistema de equações que descreve o problema é, 

dentro do espirito de uma teoria cinética: 

-equação da onda 

COTO 

c 2 	¡ore J 

3 P 
• 

(III-171) 

-equação de Vlasov para a função f
a 

cI L  Fct  ( , P  , 	= o (111-172) 

ao longo das Orbitas 

à É X 	 - (111-173) 

dt 	fà t  t\, 4- y, xvxA) 
- C 

onde consideramos uma dinâmica relativistica para a qual Intamm-

2 2)1/2  duzimos .r=(1 + 

aC 



o que pode ser reescrito como  
-4/2 	 z -112, 	z 

{- .1)  .?" d Pii 	[4 -2 e 
mn cz k PA4 	NvIzcz 

cia 	(111-178) 

112 

Ademais, podemos mencionar que a equação (111-171) é 

a análoga da equação (111-153) e a equação (111-172) a análoga 

da equação (111-152). A ausência de potenciais eletrostáticos 

uma antecipação do fato de que as soluções neste caso refe- 

rem-se :4 uma dinmica que não gera separação de cargas; 	isto 

não se manterá como verdade guando inclui= os campos magneti- 

Gçã QAWDOT 

A componente transversal (ao eixo x) da equação 

(111-173) é: 

c lé 	x ) 	 (111-174) 

Identificando o termo entre parênteses como a derivada tempo- 

ral total ao longo da órbita da partícula, podemos então escre 

qw A 	/-1 
fl 	2 	) 	 ( 111-175) 

onde CIL é um vetor transversal constante. Considerando C:11=0, 

	

a componente paralela 	da equação (111-173) nos fornece a se 

guinte relação: 

e'lc z  	 a (àx et, 
t II 	

(1 Przirmte )4/2 	 (111-176) 

Multiplicando (111-176) por dx , ficamos com 

ver 

4 	2. 	. 
Pa 1 /2 v  

Ji 
p _ 

11 
e 1_ \. d a 

ryyl C 2. I"  'a (111-177) 

OU como 

z 
11 e a = C.2  

definindo portanto a nossa outra constante de movimento; que o 

( 11 1 -179 ) 
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nosso problema possua três constantes independentes não é sur- 

preendente, pois o movimento das partículas se dá em três di- 

mensões espaciais. 

Construindo a funç'áo de distribuiç'ào a partir 

das constantes de movimento das particulas, mas mantendo em vi-

gor a restrição Cl= O obtemos: 

-F:ct (11 7)11):.  (2ot  5(,e, +1—'i A h- ti LP 
	

(III -180) 

onde Q
a 

é um fator de normalização definido de tal forma que 

mot  ( x, 	moto  Çà  ár . 	 (1=-181) 

Uma rápida consulta à equação (III-180) nos mostra que do ponto 

de vista das particulas, agora estamos em face a um problema u-

nidimensional; a dinâmica transversal é puramente determinadape 

la onda, enquanto que p. é análogo a v. do caso eletrostáti 

co e a2 desempenha o mesmo papel que (p . Neste contexto o 

"potencial" a2  também é conhecido como potencial pmderomotxiz. 

Da mesma forma que para o caso eletrostático, aqui 

a amplitude da onda eletromagnética não pode depender do tem-

po para que a teoria seja aplicável. Stiponhamos então que 

a forma da função estacionária a
2 (x) seja análoga à da fig. 

111-7. Surge naturalmente a necessidade de discriminar entre as 

particulas que atravessam a barreira de potencial (veja a equa-

ção (111-179) para verificar que o pOtencial é de fato uma 

barreira) e as que.são refletidas por ela. Comecemos por anali-

sar o sistema quando lx1++03 designando por r as partículas 

refletidas. 
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m c 	m c 

vimento tem o sentido de a 2 crescente, as partículas cruzam a 

barreira de potencial. Para estas, escrevamos a função de dis- 

tribuição,supondo equilíbrio térmico em relação ao eixo x 

)-Cxp 	421/4--e 	
) iYn z c z  

) (111-182) 

2 
è 2 2 Se 421 < 4 --2-T  ao uando 	4c° , as particu 

In c 	In c 

las que viajam em direção ao pico ao  serão refletidas pela bar 

reira. Para estas escrevemos 

zi (Q so) )12)(19 1._  

dit -1 	 MI C -   T)„,1 	(111-183) 

2 E 2 Se 	" 2  > 4 —3—T a 2  quando Ix1 -*Q° 	e se o mo- 

• Em ambos os casos introduzimos momentos térmicos 

(anélogos às velocidades térmicas para partículas não relativis 

ticas) pr ,pt , supondo que a temperatura não dependa do tipo de 

partícula considerada; conseqüentemente passaremos a omitir o 

subindice a em Qa  . 

O uso de funções de distribuição descontinuas co-

mo aquela representada por (111-182) e (111-183), pode não estar 

bem justificado para sistemas que envolvam a equação de Vlasov 

(veja por exemplo [Sc86]). Contudo, continuaremos a ' trabalhar 

com estas formas relativamente simples para que não nos envolva 

mos com complexidades matemáticas nesta primeira abordagem do 

problema. Do ponto de vista físico, ao usaras equações (111-182) 

e (.111-183); estamos de fato exigindo que as escalas de tempo as 
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sociadas à equação de ondas solitárias sejam mais curtas do que 

aquelas conectadas aos processos colisionais induzidos pelas de 

rivadas "infinitas" de f (nos seus pontos de descontinuidade) 

no espaço de fases. 

Para valores arbitúrios de x , as funções devem 

ser escritas mediante o uso das constantes de movimento deriva- 

das na equação (111-179): 

C1), S(P 	Pt)P.xp   ,iN2c1 
RVICZ frnYi   (111-184) 

V P, ) 2. 	2. IM C 

ot  „.„, __(. 4.  cht.A )4xFIVI. 	t_m___-pz 4.  2i e242 1419 (111-185) 
(:) (c.; r 

h 	it 	"'.I 	c '••   
  

/"I zC z 	n'11 2C. ti 	1)  -1 	) 

PAI r I 1 
11  62. 	( 42  — Ct l• MA 2 C  z \ An 2  C ti 	

o 

Com estas relações aplicadas ã equação da onda,e-

quação (III —171), obtemos para o caso estacionário, kc
2 /w = O f 

i 	

z. a 112 

C (I a - - uu a..i. z 	‘ fie' 	f(2,, 4KP 11.4.4,t÷-cz 4-  rniLl etc% \I "" j  -1 PnZ  

e

C

2 

2 	
dpu A. rn. xx - 	,w, 	on 	( 	Ti'• 	4  e 2'ck z  \11.2- 

onde 	LiiSj(ce- a z  ) 442- 

c e 
í LtIJUicl-a 2 0 

lz o 	A partir destet ponto rios restringiremos ao uso de 

Pr t temperaturas não relativisticas 	 . Este limite além mc 

de nos oferecer uma série de vantagens analíticas não nos impe-

de, como veremos, de examinar ondas de amplitude relativistica, 

o que por si já' é um efeito de grande importância no estudo da 

I 4- 	' 	4- 	 

	

ez 	

(111-186) 
/1
. za2 11

mi

2

Ict 	1m 2. C LI i 

rf 	1) 2' 2 2. 

	

4.  Lie 	\ 	4 " c 

+1- jUk e)(P '1Á l  . 4- Nn'I c2. 	zc. ti i -1-1 -^7f5-7-t 	ci . 

	

ot 	( i. .t. 	"Ptip„4- .4.  il 	q, 2 	4/2. 	
tu 

	

t 	 NnzcZ 	ivb-rzcLI . / 
03 
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radiação de pulsares. Deve-se mencionar que o uso de temperatu-

ras não relativisticas tem se mostrado útil em uma serie de mo-

delos já empregados na literatura (ver por exemplo [E110 87]). 

Por conseguinte, se o limite << 1 for usa Pr , time  

do em (111-186), a primeira conseqüência flagrante é que todos 
2 

pae 
os integrandos que lá apareceu uca() pequemos quando —n > 1 ou quan 

m c 

2 2 
ge  

do 	>1 . Isto nos permite expandir os radicais, 
2 4 - 	

nas re 

M C 

giões onde os seus argumentos contribuem efetivamente. Feito is 

to, ficamos com a seguinte expressão: 

C 2 ci la. Á 

OU 

km 2'61-1- • 44trif  ez CkIM 

z 

e 4  
Jot 

° 	t  e  "4  du. 
-4 az 

e ui 
/ 

e
-  lí 2

£1 

2 í) 

2.jfe( o( A,2, -a 1  
ez d - tv t 46-ii: e z ttEvIon e--4A('‘ f n  e' ldu+'n e e4airr 	 , x 	o4 

fvv, 	
o re 

.2. o 	 O 

1 2
2 

onde ar,t --I 2 	com Qr,t
calculado no limite não re- 

c pr,t  

lativistico; Qr,t =(Aí pr,t) 

Examinemos agora dois limites :interessante 

vem da equação (111-187): 

a) Ondas localizadas de pequena amplitude: 

.2 
o( 	0( 	1 . ° 	 (111-188) 

Com (111-188) em vigor, agerwmos a equação (111-187) 

na aproximação mais elementar, usando uma expansão de primeira 

ordem das integrais: 

que Pxo 
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0)2v jt, 	Ot¥ 
vin.t 	wl)ct4 	Ibtrfie 2  /cl-a 1 	not _ v 

/yvi 	 (111-189) 

poténcial efetivo associado a este "ogoilador não linear", de 
finido através de 

d 	Ula) 
x 	a 

é: 

e2v :  (,,, 2  F(Irki,te'leta 4 	 16 CTe zN 	• orili(6z_02K2'in 1 3 J 
) 	mi  I. Un fl 	ut 	1 1. 	° (III-190) 

Para que haja a formação de sOlitons de amplitude a o , as con-

dições abaixo devem ser respeitadas: 

a "força" - Dali deve ser negativa quando a .+ a
o 

5. Li 2  e'io t e a  

 

• 

 

   

(III -191) 

o potencial efetivo deve ser convexo quando 

•1 6 r e z ia ,1 
Ann (mor vr°r/t 

) <O • 
1 

(111-192) 

o potencial deve ser nulo quando 

	

46Arif e z 	_ 	c1 É  
3 	•¡, 	ofi v ri 	o t 	t 

[ I ifiFe2  flon 	fv10 -E .2 	3i`^-1 
16,0 1 

, o que implica em 

(111-193) 

Destas condições, vemos que o deslocamento de fre 

qüência t5 deve ser positivo,(III-191), e que de fato deve haver 

alguma assimetria entre partículas refletidas e transmitidas pa 

ra a existência do sOliton, pois da equação (111-193) ou (111-192) 

emerge a condição 
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joi 5 41 JoI L  
Op. 	a 	O 	r, (111-194) 

Visto este ponto, passemos ao estudo da existên- 

cia de ondas super-intensas no nosso plasma elétron-positrônico. 

b) Ondas localizadas de grande amplitude: 

o{ 	a )) 	, 
A.E 0  

(111-.195) 

Quando a equação (III-195) é satisfeita, as inte-

grais presentes na segunda das equações (111-187) podem ter o 

limite superior substituído por co , enquanto a(x) não esti-

ver contido no intervalo para o qual a2 -a02 ~ arl t . Este inter 

valo, no entanto, é suficientemerite pequeno (e sua contribuição 

2 

vem multiplicada por um fator pequeno do tipo e-aretao) 	para 

que influa no cálculo do potencial efetivo que envolve integra-

ções no espaço das amplitudes. Estes fatos permitem que evite-

mos o uso de funções exponenciais complicadas para a obtenção de 

soluções do problema. 

Especificamente, quando ar,ta 2  » 1 , a equação 

1I11-187) assume a forma 

_ cta  a 
c á a=- 	 +. 8 Fr  e  fri

o n 
ot, e 	C2 

K 	nen 

d Ot ) 

(III-196) 

de onde extraímos 

C
21)=4 W 	

'2 	_ o( 	 c( 4.2  2 	 _ 

	

2-4  li li-nn e  (e 44 - 1. )4 É? ( _t_. e 	' (111-197) 
n. 	 °( .2 	 Nvi 0 

Aplicando á forma (111-197) as condições de loca-

lização já usadas na análise de ondas de pequena amplitude, te- 
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ez  
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z 
ITnon 

e2'  (  Prt t  
A-r-) („v 	hyv2 C 2 
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MOS: 

"força" em a= a o  negativa 

- 	o (III-198) 

a qual é trivialmente satisfeita; 

"potencial" convexo para a 4 

 

z 
( w z. 	o n. e  

 

(111-199) 

"potencial" nulo quando a = ao o que, supondo 

aa 2  » 1 e usando a relação (111-197) fornece 

2. 	7,- 

CÃ _ 	 . -1 0/"L e (III- 200 ■ 

   

V - 	""" a rx  I/V 

A compatibilidade das equações (III-200)e(III-195) 

exige que 

k 1MU1 e W<< 

o que não invalida a condição (111-199). 

Da expressão (III-200) obtém-se 

pela qual vemos que basta a desigualdade 

)2 I  
lA)  	( ‘‹ 	) 

1-1 1T 	n. 	 fvyl c 	 ' 	(111-202)_ 

ser satisfeita para que tenhamos ondas de amplitude relativísti 
ea 

ca definidas pela condição 	° >1 . 
.mc 

As ondas representadas pela relação (III-200) ex- 
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pela partículas de suas imediai$es, criando uma bolha de vácuo 

no interior do plasma. A densidade no interior da bolha é míni-

ma, dada por 

lintavao)  ,„ e 	1  
04 

(111-203) 

Para o caso de ondas de pequena amplitude, a prin 

cipal componente do plasma é formada pelas partículas transmiti 

das, jã que o potencial ponderomotriz neste caso é pouco capaz 
de refletir partículas. Em ondas de grande amplitude, a compo-

nente fundamental é a das partículas refletidas, E:Invista do fa-

to de que poucas são capazes de atravessar a barreira. 

Ainda chamamos a atenção para o fato de que os só 

litons de pequena amplitude tem sua freqüência maior do que a 
2 

Caso de Plasma Elétron-Pósitron Magnetizado  

Suponhamos que um campo magnético externo s o  se 

ja aplicado ao longo do eixo x de nosso sistema. A equação de 

momentum (111-174), considerada na aproximação não relativIsti-

ca tem sua componente transversal dada por: 

cit( 71 4- Q( A) 
	

(III- 204) 

onde escrevemos V = V. (9 - iã) +c.c. , A .E ae -iwt  e dt-Ek+V„ ax  

Nota-se que se B o # O a constante que havíamos 

encontrado no tratamento anterior não existe. Embora isto nos 

47rn 
de plasma total (w

2 
total  =2x 	m

ote  ; p 	 ) 	em contrapartida, os só 

litons de grande amplitude tem sua freqüência menor do que a de 

plasma (ver equação (111-199)). 
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impeça de resolver o problema exatamente, suponhamos que o sóli 

ton seja tio largo que a condição abaixo seja satisfeita: 

( III- 205) 

Sob a restriçÃo (111-205) (que será confirmada mais tarde), 

escrevendo V1  =11.L e-1wt , obtemos da equação (1/1-204) 

(111-206) 

	

com - 	(4,4B0  

- - NYI VI C 

Da componente x (ou paralela a 130 ) da equação 

de momentum, com o uso da equação (111-206) e incluindo um po-

tencial eletrostático em baixas freqüências chegamos às expres-

si:5es seguintes: 

(4.0t (1./i. x?,xA) 	401 "àx èv 
frylc (111-207) 

	 ?)<  d v _ 	.2.  e  
Nvx1/4 1( 	x  

que podem ser integradas para que obtenhamos 

	

2. 	1 4
e

z. 
ot 2' 	21-ot  4, .7  c ) 	 (111-2 08) 

mi zc l(1-kç ) 	Pm 

onde C é a constante associada ao movimento paralelo. Note-se 

que o potencial ponderomotriz da equação (111-208) depende da 

carga da particula através do fator B a  . Desta forma a dinâmi-

ca longitudinal para elétrons e pósitrons será diferente, poden 

do ocorrer separação de cargas; isto implica naturalmente na pre 

sença do potencial Èaetrostãtico na equação (111-208). A sepa- 
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ração de cargas em um plasma magnetizado composto por Dartin 

las de mesma massa é portanto uma conseqüência da assimetria da 

força ponderomotriz em relação ao sinal da carga das partículas. 
Esta assimetria por sua vez é decorrência dO fato de que a õrbl 
ta transversal destas partículas em uma onda circular com pola- 

rização definida (à direita ou ... esquerda ) depende nZo linear-
mente desta carga elétrica (ver equação.(III-206)). Se por exem 

pio, N e ) 	, lÃ p (.44 e) n , pode-se ver que o módulo da velo 
cidade dos elétrons será menor do que o da velocidade dos pOsi-

trons. 

Passemos agora à obtenção da equação da onda para 

a(x) . Precisaremos, antes de mais nada, definir as funções de 

distribuição para elétrons e pósitrons. Escrevendo estas funções 

em termos de p (=mv ) e fixando-nos no caso particular dado 

pela equação (111-206), obtemos formas análogas àquelas referen 

tes ao plasma não magnetizado: 

se 	v''>  (11 e 2 
a

z 	(4-,,c (1)  ____ 
rwizczti-tsd) 	)""^“.), 

TI' 

c t  5  (f ) e 

(111-209) 

Se e z et -4  

( i' 1/42 ( 4 	 n•-■ 	ly.nax (JII - 210) 

Y. 
V-
o( 71 	

S(P )e 	I"  V 
c .1  f t x~ ot' • 

Evidentemente a classificação das partículas em 

transmitidas ou refletidas só é válida se o "potencial" total 
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1 	_ 	
22 	NI 

wa - 
m2c 

4
2
e a 

(1-B,,) 
+ — 24) for sempre positivo: Mostraremos que 

isto acontece se 101 < 1; veremos que quando considerarmos 

!RI > 1 , algumas transformações radicais ocorrerão. 

Escrevamos agora as funçges de distribuiçao para 

finito: 
AJ 

z, 
go 	ivin u:, 

 

- 

0('Im ax 	) 

(I) á(Pi+ 9_1(mexpi- 	e 2- 62-4 ' 2  1-  	c19  (111-211) 
L 	" c 	 L " 

"./ 	 •••,„, 

21, 2  
se 	"vti vii 	Td kVax r  7d ) 

,) 	421 2. 	2. 2  Li 	a- ti 
T

A ) L 	p 	is 	2,0-(5,4) 
4  

4  L? 
2. P2 	

(111-212) 

Usando estas fórmulas na equação da onda obtemos 

(

ci;eo -'4;4)4/2  
.2. P-2. 

*et, 	ez61. 	e -:1;e12.PA  (Ni on 	 f 	n  

- 2  

4 - P) 
o (111-213) 

	) 

e  
4 	Fn?" 

-$ 

; 	
1/2 

e cl4 	
"Pe/2Piz 	

- 
- u 	o,  e

-  
4-  P1 ( 

r5 	
e- 14  c12. 	e  	e - t(cti c;  

C
Ft3- 	

í 	-  
I 

z p 
:1‘).to -  :1;e  

	

)/2. 	

t. 

A equação (111-213) não é suficiente para a solu-

ção do problema, pois é uma relação entre duas incógnitas (I) e 

a . Como jã.supusemos que os sólitons são bastante largos, pode 

mos implementar a idéia de quase neutralidade, pois a separação 
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de cargas, que é proporcional ã segunda derivada espacial de 0, 

é pequena. As relações de quase neutralidade podem ser escritas 

como n
e 
 yn

p 
 , ou, usando as devidas funções de distribuição, 

(1)- 
	ti

1 

o t 	
(1);, 	pt 	t 

1 I, 
cpp  12 PI 	Prtz 	 - 

,y) 	m  

	

0)1  E. 	 -e. 	à Q. 	ni 	e. 

(r1 	e. o rt  

o 

	

‘̀'12P o - 		) 11  
p, z 

/2) 	n  
_ fiz 

	/51,4 

o  

( 4'e Ç 	e  1° 2  
2 pt.2_ 

— 2 

d. L. 

P 

(111-214) 

Desta última expreSsão vemos que basta tomar 

(Pe

- 

 = (1)p  (E. 4)) para que a condição de quase neutralidade seja sa- 

tisfeita. 

Temos então: 

e 2 	ln 2 	2/kr) e - 	e l 	G 2  	 _ 2 n) e 4) ) 
c 2 	1-( 	 c a 	4 f 

de onde obtemos: 

(111-215) 

ae 
Nnc 2  

Ck (111-2161 

e 

y en 	
(4, 7. 

e

• 	

e 	4 _ 5 -a 

Note-se que quando f3
2 <1 

(111-217) 

, o potencial total é 

(111-218) 

do tipo repulsivo, como já havíamos suposto. 

Usando estas ultimas informações, podemos escre-

ver a equação da onda na forma:g W..o,a0 4/4  
-2 c, 2- ( I' 

c 2 	 _ t4 i 2 
0i '?-a. .7. _ 14 2 1.. 1-  4 6 Irii e 2' 04 iy) 	e 	11  

Ar 	 Mn 	On 	 e 	d 4 + 
I- (5 2 	)0  

k cl  — r- 	(M0--6111 .1 "  z 1 ) 
1 	 2... 	

V112:  "" 	e  - (4 d' 4  
niot  e  

L 
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COM 
/1 	-I 

 nt~ e)1  

Esta equação pode ser identificada com a equação 

(111-187) desde que façamos as seguintes associações: 

A 

( 111-219) 

> 

Podemos então usar os resultados referentes ao ca 

so não magnetizado para a obtenção das condições de existência 

de ondas solitarias. 

a) Ondas de pequena amplitude, 

A 	Z. 
(3/4 	< 	1 

A i L 

As condições de localização são obtidas das • expressões 

(III -191) -(1II -194) 

( 111- 220 ) 

5z 	1T '110  t,  g 2  
r. ÇA) 

/W.■ ( — (sz) 

• 	16 F  e z Ictol 

	

( _ (593/ 	'n° 1' V d t 

(111-221) 

o 	 (111-222) • 

(111-2 23) 

Das equações acima vemos que, se a segunda condi-

ção for satisfeita sem campos externos, continuara a sa-lo com es 

ici7 l 1  -14\rif 
e 2. 

	( 
13 (yr) ( 1152  

■-n 
On, ft  

tes campos; 

condição no 

A conclusão 

em um certo sentido, ela não é alterada. A primeira 

entanto pode ser invalidada pela inclusão do campo. 

é a de que campos externos que satisfaçam B 2  <1  , 

de uma maneira geral 	dificultam a formação de ondas não li- 
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neares localizadas no plasma. 

b) Ondas de grande amplitude 

A 	

(111-224) 

Plt 

Com o mesmo procedimento utilizado em ahobtem-se 

— < o 

á 	(4) 	
on e 	

G. 
i`rn(4-g i ) 

2 	 z. 
_ 	' vlort. e  

b - 
A"A

)1 
UJ 2-  

(111-225) 

(111-226) 

(111-227) 

Como pode-se ver, as condições de localização nes 

te caso são bastante diferentes daquelas referentes às ondas de 

pequena amplitude. Aqui, se a condição (111-226) é satisfeita na 

ausência do campo externo, continuará a sê-lo, com mais facili-

dade, em sua presença, sendo a amplitude totalmente, insensível 

a ele. 

Para sumarizar, ressaltamos que para ondas de pe-

quena amplitude, o campo magnético possui uma característica "no 

civa" em relação à presença das ondas solitárias; ele pode ani-

quilar ondas que existam em sua ausência. No caso de ondas mui-

to intensas o campo facilita a criação de estruturas localizadas. 

A condição de existência de ondas ultra relativis 
2 

ticas é agora escrita como: w
2 <

4unore2(pr,t mc) , que é idêntica 

ã (111-202) de onde obtemos: 

-Pn  
r - - C, 

Tr'llon,  (111-228) 
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Por outro lado, nossa teoria está amplamente basea 

da na aproximação wa » Vse xa ou, esquematicamente, w >> 

Esta condição pode ser escrita como: 

( 	 - Liea 1 
2 2 1.1.2 	010t2' 

)

14,d 
(111-229) 

1/U °I)>Vtá2NYtiC.0 A-(1 2 (72  ) 	 ( e 	- 

onde omitimos o fator 0 pelo fato dele não ser decisivo nesta 
" 2 2 

• 	

2 investigação, e onde usamos a relação V,2  = Vt 	- 4e 2 a 
2 	que é 

m c  

válida para a maioria das partículas. O lado direito da equação 
v 	w 

(111-229) pode ser estimado como 	r '' 	x (fator numérico). c ij---  

lk) > IAJ 
c  Co'm  

(111-230) 

 

como condição efetiva para ondas relativísticas. Esta condição, 

no entanto, contradiz a relação (111 -228), o que nos revela que 

dentro das condições da teoria, os sólitons são apenas moderada-

mente relativísticos mesmo quando a
r,t

a2  » 1. 

Com isto encerramos o que poderíamos chamar de si 

tuações para as quais O <0 <1. Passemos agora a analisar o que 

acontece para 0 >1, concentrando-nos efetivamente no limite 

» 1 que define, por exemplo, as condições ambientes na magne 

tosfera dos pulsares. 

Se considerarmos 0 >1 na equação (111-217) esta-

remos em face a uma situação para a qual o potencial 4 será 

de caráter atrativo em contraste ao que tem acontecido. A partir 

de agora adaptaremos a teoria ao mecanismo de confinamento que 

pode se fazer presente. 

r,t 
Das últimas relações obtemos: 
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Antes de mais nada, devemos dizer que as partículas 

do sistema serão agora classificadas como transmitidas e confinadas. 

Valendo-nos da hipótese 4) ct  <O, fica claro que pa 

ra ixi 	há somente partículas transmitidas, enquanto 	para 

i xl finito as seguintes relações são válidas: 

VNÉ < 

/ 	/ 	 
it c N 

(111-231) 

com V nc  designando a velocidade das partículas confinadas. 

	

A equação da onda fica 

eza 	

com o seguinte aspecto: 

....4‘;
e 
 /21' 2' ía2e12 Pc. 1 ) 1L2  

a 	rri 	 - 1,1  
C, 	a À- 	 

8 v 	
o c  	 e 

1-e) 
, 	 o 

	

2. ( ()i) P 
- 

Pa)1/2 	 ,s- 	.Z 	oc, ,N, 	 t. 	2. 

— 4)112F:: 	Li 2 	 e
- (1"e/-2-Pt 	

1 -1- 

 Li 
f 
 - 	e  

z 	- 4 ta ra 	;)) _ 11 2  
E  	e ci (4) + (Ylo t( 	_ , 	e 	d ti 4- 	(3  e 	

d t4  

4 +- f3 	, 	 I' 	((r /21,61 1/.2 	
2Pt2  1 1 '2  
(111-232) 

Da usual hipótese de quase neutralidade emerge a 

condição Ci) e =(-1). p , com a qual reescrevemos a equação acima na forma: 

I z Pila 	 Ai d c z  
2,- 	 r..._ z - 	°(ca 	-c': 11 z 	_. 

. 
X 	 e du+  1 - (5 ,  ( 1 	e f 	ti C

z 
cl. Ct ,._Lu za.4. 1‘V  i I e arloc e 	Ilie 	la 	- 4 2  ) j 

0  '1,i 	2.  
O (111-233) 

ci 2  2 
e-f'd te 	• 

ou ainda 	 c 

C cl a_ -(w \rff .';'0 t e"  ) G1.4_ 	 

	

x 	.2, 1-(52. 	
4 6 vrii el 	' a.   Ne  (.._) 

Pry,  
 Í e d 	

"lote  
tt 

z 

	

z 'a 	 -IA 
4 __(“ o 	1- f; a  

o 

Desta última expressão, pode-se notar que o termo 

linear do lado direito possui um coeficiente positivo no limite 
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2 
>1 . Isto significa que o potencial de Sagdeev que define o 

equilíbrio da nossa partícula mecânica fictícia em a =O, é sem 

pre atrativo em relação a este ponto (naturalmente não se deve 

confundir entre o "atrativo" do potencial de Sagdeev e o "atra- 

tivo" do potencial físico 4) . O resultado deste fato e que on 
das localizadas espacialmente não estão presentes no sistema de 
elétrons e pósitrons; há aqui um contraste marcante entre as si- 

tuações C >1 e C <1, já Sue na última a localiza0Q não line âr 
era possível. 

eBo  Caso de Plasma Elétron-POsitron-Íon Magnetizado com 
	  mc  >  w 

Atualmente alguns autores [LMMP86] acreditam que a 

magnetosfera de pulsares contenha também uma parcela de componen 

te jônica. 

Esta possibilidade já foi considerada nas secções 

anteriores, dentro dos limites do modelo do plasma fluído. Estu-

daremos esta inclusão sob as condições de validade das aproxima 

ções da teoria cinética, supondo novamente que os íons formam um 

"background" fixo e que o regime para 1x1 +c° seja o de neutra-

lidade completa de cargas (n eo  = nio  +npo ) 

Com isto, a equação de onda se torna: 

r: 	 e/2Pc 4 (0$e I 1-21)(:) "  
lí z  

	

C cl 	_ 1,„)2à4."  e 41- 	Irleoo e  d u, 

	

X 	 m,  
o 

1 f- 

(111-234) 

4+ 	 4- 
(14-2e  I / 24el ) 112.  

1 
d?'",112Pc.a

12
) - (1g2r, 1 	 k 42.111) 4. 	x' 	 -47p 

e citt
z 

e da 	"1 e  

_14
2 

e d 4 

O U 
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ti 

Cla _ w 2" 	e 2  (1.-1)0± 	lirt  

	

e 	2. 'neot  
z 

4 
X 	 +13 	A- (5 

'Yi Poc e  	e -14  d k 
I I-  (5 

112 

ÁP (I 410,4  ) 

o o 

ti 02 
4e 1Wc, ) 

-4 2  
e d4+ 

— 	

o 

`ie 	Ptz ) 112 	_ ( I (ie  I /2 Ptl fie  

e - et 	_  	e. 	zd 4 j.  (4 2 	"t4  

r- ore  a 
4 

4 1- f5  
o 

(1/1-235) 

Nesta última equação n eo e npo  designam as di 

ferentes densidades para elétrons e pOsitrons;
e,p tem o sig-

ficado usual. 

Como aproximação à equação acima examinaremos a 

possibilidade da existência de ondas de pequena amplitude. 

1 Localização de Ondas do tipo — 7--q <<1 . 

Pt,c 

Mantendo-nos afastados do ponto n
eo

=npo , para 

o qual já demonstramos a inexistência de localização, podemos es 

crever a equação (111-235) na seguinte forma aproximada: 

( 	Z 	- 	... 	il 2. 	 I/ 
C2J,Nre . w 2.4.  S u e2 (Ti_ e  _ me4) a....  d2  ãvtie a  1,21 	(47 /2p z ) 4_ ,■, 	(4; 12:pel ) 2._ 

eoc 	e 	6 	POC 	P 1 	ini (b ‘ r 	r 	,,,y, 

(111-236) 1/ 

-rne c t(4)   e l2PÉZ )112   r"P ° t ( 5)  / '2. 1) 21  2  • 
Por outro lado, a condição de quase neutralidade 

nos diz que 

fY) 	 (1)  eoc 	e 	Poc 	p ) 
(111-237) 

de onde extraímos a relação 

-Z. 
ecx 

 2 
p, e o c  

p 	r3 2 c  t 	prx  2 4_¡h 2  

poe 	'e oc 

(111-238) 
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Com o uso da equação (111-238) em (111-236) obte- 
neoc _ n pos mos finalmente a equação da onda sob a hipótese ---- 
neot npot 

2. :2. 

dx  CI. z 5 	-- 

onde usamos 

Pt 	11.c. 
c --  

(111-239) 

7,: elp : 4G4ie l  I‘e 2  1 111,0 Citc t  
2. 	4 	)11.2 , J. 

( Pé 2  (r1;-o ti-iY 2i0k) 	a 

Pelo que nos indica a equação (111-239), a forma-

ção de sólitons esta sujeita ãs condições: 

..= &ffe 	2 	 2 
5 > e => 	

, ( npo t - '''' 0 t ) > u) 
o-n(5 

fc > 1 

(111-240) 

(I11-2'41) 

A primeira destas condições nos mostra que a pre-

sença de íons é essencial, pois obrigatoriamente devemos ter 

neopo . O que determina qual tipo de partículas deve estarem 

excesso, é o sinal do fator 8 ;cada vez que o sinal muda (ou 

por inversão do campo ou por alteração no sinal de w e subse-

qüente inversão do sentido de polarização da onda), á diferen-

ça cnpot -neot também deve ter o sinal trocado para que haja 

a formação das ondas localizadas. 

A segunda condição diz que algum tipo de mecanis 

mo de confinamento deve de fato estar operando pois se f c 	1 
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as condições "ambientais" para partículas confinadas devem ser 

diferentes daquelas para as transmitidas. Sumarizando, o que de 

preendemos até aqui é que a formação de sólitons de pequena am 

plitude em plasmas ultramagnetizados é bem mais difícil do que 

nos casos anteriores. Evidentemente não pretendemos que este 

resultado seja completamente geral; as condições de validade 

da teoria devem estar sempre presentes. 

Conclusões Parciais ao Tema 

Estudamos nesta subsecção a formulação da teoria 

dos sólitons eletromagnéticos em plasmas (e), (p), (i),através 

do modelo BGK da teoria cinética. Foi visto que tal modelo é 

impreterível quando as velocidades das ondas tornam-se compara 

veis ás das partículas. Em nosso caso esta ressonãncia onda-

-partícula, se dá através da velocidade de grupo  das ondas já 

que a velocidade de fase em geral é superluminosa; para desta-

car este ponto, analisamos velocidades de grupo nulas. O pri-

meiro sistema examinado foi aquele composto por elétrons e pó 

sitrons não magnetizados. Notamos aí que o potencial ponderomo 

triz age como uma estrutura repulsiva para as partículas, dan-

do origem a uma classificação natural - partículas refletidas 

são as que não atravessam a barreira ponderomotriz e partícu-

las transmitidas são as que atravessam. Examinamos á possibili 

dade da ocorrência de ondas de pequena amplitude e ondas de gran 

de amplitude. A seguir, permitimos a inclusão de campos magné-

ticos tais que a freqüência ciclotrOnica seja menor do que a 

freqüência da onda. Alterações quantitativas em relação ao pri 
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meiro tópico se fizeram notar, mas em termos qualitativos a fí 

sica do sistema não mudou muito, a não ser talvez pela geração 

de potenciais eletrostáticos ausentes no caso não magnetizado. 

Em uma terceira etapa, relaxamos a condição mencionada em rela 

ção à freqüência ciclotrônica e focalizamos a atenção no caso em 

que ela era muito maior do que a da onda. Sob estas condições 

foi mostrado que em plasmas (e), (p) puros não havia a possibi 

lidade de formação de sólitons. A inclusão de uma componente 

iOnica, no entanto, propicia novamente condições adequadas pa- 

ra a existência de ondas solitárias. Neste contexto vimos que 

para a existência destas ondas, o excesso de pósitrons 	(elé- 

trons) em relação a elétrons (pósitrons) deveria ser uma 	fun 

ção do sentido da polarização da onda e do sentido do cano maR 

nético aplicado. O efeito mais significativo em relação a es 

tes sistemas fortemente magnetizados, é que neste caso o poten 

cial (I)a 
que atua nas partículas é de caráter atrativo, o que é 

radicalmente diferente dos casos anteriores; com isto em mente 

a classificação das partículas passou a ser: partíctilas confi-

nadas pelo poço de potencial e partículas transmitidas. Verifi 

camos que, além da presença de íons, as ondas solitárias deste 

último tipo de sistema exigem também a nresença de partículas 

confinadas. 

De uma maneira geral, as não linearidades presen 

tes nas várias versões das equações de onda não são do tipo cú 

bico, o que de certa forma revela novas possibilidades de leis 

de escala e novas características, mesmo qualitativas, das on-

das analisadas. 
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IV - CONCLUSÕES 

Grande parte das conclusões e sugestões de traba 

lho presentes nesta tese se encontram feitas após cada subsec- 

ção Nestas conclusões finais nos restringimos a ana 

lisar os resultados de forma 	bastante geral. ,  

Nossa tarefa foi a de estudar o comportamento on 

dulatório não linear de plasmas formados por mais de duas espé 

cies de partículas. Iniciamos a análise investigando proprieda 

des dos sólitons íon-acústicos (eletrostáticos) que se propa-

gam em plasmas formados por elétrons, íons positivos e íons ne 

gativos. Este trabalho. complementou investigações anteriores e 

revelou uma série de fenômenos'relativamente inusitados, assim 

como "cut-off" de sólitons e forte dependência de amplitude e 

largura com a temperatura fónica. Aplicações numéricas a pará-

metros experimentais foram realizadas, demonstrando que os re-

sultados parciais da teoria são razoáveis. 

Como segundo tópicO, abordamos a questão referen 

te à modulação não linear de ondas eletromagnéticas que se pró 

pagam em plasmas formados por elétrons, pósitrons e lons. A oom 

posição se ressalta em função da probabilidade de ser aquela 

encontrada no interior da magnetosfera dos pulsares, sendo o es 

tudo da modulação motivado ,  pelos observados pulsos de radiação 

emitidos por estes entes. Neste contexto, nosso primeiro passo 

foi dirigido ao problema da modulação obliqua em plasmas não 

magnetizados. Vimos ai que algumas correções importantes a tra 
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balhos anteriores,que consideram plasmas de elétron-pósitron 

devem ser feitas. Analisamos a possibilidade de geração de cam-

pos magnéticos de baixa freqfiencia,notando sua dependência com 

a polarização da onda portadora. 

A equação não linear que descreve a amplitude da 

onda portadora possui um termo cúbico no campo, cujo coeficien- 

te pode se cancelar; nestas condições, o balanço entre não li- 

nearidade e dispersão se perde, o ove impossibilita a existên- 

cia dos sólitons. Nesta situação, mostramos que uma adequada re 

definição das escalas de não linearidade e de modulação pode no 

vamente nos proporcionar o balanço perdido. As soluções resul-

tantes são bastante diferentes daquelas da usual equação não li 

near de Schr8dinger em sua versão estacionaria; não somente pul 

sos isolados estão presentes, mas também soluções similares a 

ondas de choque podem existir. 

A partir deste ponto, o passo natural a ser dado 

foi o de inclusão de campos magnéticos externos - o que fizemos. 

Considerando campos extremamente intensos (caracterizados por um 

parâmetro a » 1), nos foi possível deduzir que a relação de dis 
persão das ondas lineares do plasma elétron-positrônico se rami 

fica em duas quando íons são incluidos,e que sõlitons de rarefa 

ção e compressão são possíveis. Ademais mostramos que r contraria 

mente ao caso não magnetizado, os efeitos de separação de car-

gas podem tornar-se importantes na região de instabilidade mar-

ginal, o que talvez induza o aparecimento dos assim chamados 

"cusped solitons". 

O Ultimo ponto abordado foi o da construção de uma 



136 

teoria de equilíbrio cinético (ao estilo da teoria BGK) 	para 

plasmas de elétrons, pósitrons e íons, magnetizados e não mag-

netizados. Observando ve l a soma do potencial ponderomotriz e 

do potencial eletrostático é equivalente ao potencial eletros-

tático da teoria BGK, obtivemos uma série de resultados concer 

nentes ã possibilidade ou não da existência de localização de 

ondas eletromagnéticas. Mostramos, por exemplo, que com o au- 

mento da intensidade do campo externo, as ondas podem conver- 

ter-se de barreiras de potencial para poços de potencial; ade-

mais no caso de forte magnetização, a localização só é possí-

vel com a presença de íons. 

Enfim, tentamos desenvolver toda esta investiga-

ção seguindo uma sistemática que começa com o simples modelo 

de fluido aplicado a ondas eletrostáticas e terminamos com o 

elaborado modelo cinético aplicado a ondas eletromagneticas.A1 

guns aspectos importantes s como propagação de ondas de Langmuir 

em plasmas triplices e a relevante questão da estabilidade de 

nossas soluçaes s não foram investigadas; acreditamos, no entan-

to que nossos resultados , possam oferecer alguma informação perti 

vente ã teoria de propagação de radiação não linear em plasmas 

nultiespécie. 



137 

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 

AAP-75 AKHIEZER, A.I.; AKHIEZER, I.A.; POLOVIN, R.V.; SITENKO, 

A.G.; SPEPANOV, K.N. 	Plasma Electrodynamics. 	London, 
Pergamon, 1975. 	v.2. 

Ch80 	CHIAN, A.C.-L. 	Lett. Nuovo Cimento,  29(12):393-8, 1980. 

CK83 	CHIAN, A.C.-L. & KENNEL, C.F. Astrophys.  & Space  Sci., 
97(1):9-18, 1983. 

Da72 	DAVIDSON, R.C. Methods  in Nonlinear Plasma Thèory.  New 
York, Academic Press, 1972. Cap.2 

DT75 	DAS, G.C. & TAGARE, S.G. 	PlasMa Physics,  17(12):1025- 

32, 
GGKM67 GARDNER, C.S.; GREENE, J.M.; KRUSKAL, M.D.; MIURA, R.M. 

Phys.  Rev. Lett.,  19(19):1095-7, 1967. 
GOD66 	GOELER, S. von; OHE, T.; D'ANGELO, N. 	J. Appl. Phys.,  

37(6):2519-20, 1966. 
ITB70 	IKEZI, H.: TAYLOR, R.J.; BAKER, D.R. 	Phys.  Rev. Lett.,  

25(1):11-4, 1970. 
Ka75 	KARPMAN, V.I. Nonlinear Waves  in Dispersive Media.  Ox- 

ford, Pergamon, 1975. 
KJ87 	KENTWELL, G.W. & JONES, D.A. 	Phys. Rep.,  145(6):319- 

403, 1987. 
KP76 	KENNEL, C.F. & PELLAT, R. 	J. Plasma Phys.,  15(3):335- 

55, 1976. 
KSH81 	KONO, M.; SKORIC, M.M.; HAAR, D.T. 	J. Plasma Phys.,  26 

(1):123-46, 1981. 

KT73 	KRALL, N.A. & TRIVELPIECE, A.W. 	Principies  of Plasma  

Physics..  New York, McGraw-Hill, 1973. 	p.106 

LB81 

	

	LAKHINA, G.S. & BUTI, B. Astrophys.  & Space  Sci., 79 

(1):25-36, 1981. 
LFN84 	LUDWIG, G.0.; FERREIRA, J.L.; NAKAMURA, Y. 	Phys. Rev.  

Lett.,  52(4):275-8, 1984. 
LMMP86 LOMINADZE, D.G.; MACHABELI, G.Z.; MELIKIDZE, G.I.; PATA 

RAYA, A.D. 	Sov. J. Plasma Phys.,  12(10):712-21, 1986. 
LS78 	LITVAK, A.G. & SERGEEV, A.M. 	Jetp Lett.,  27(10):517-20, 

1978. 



138 

MAF85 	MOFIZ, U.A.; DE ANGELIS, U.; FORLANI, A. 	Phys.  Rev. 

A, 31(2):951-5, 1985. 
MOT85a 	MIKHAILOWSKII, A.B.; ONISHCHENKO, O.G.; TATARINOV, E. 

G. 	Plasma :Phys. Contr. Fusion,  27(5):527-37, 1985. 

MOT85b 	MIKHAILOWSKII, A.B.; ONISHCHENKO, O.G.; TATARINOV, E. 
G. 	Plasma Phys. Contr. Fusion,  27(5):539-56, 1985. 

MP87 	MOFIZ, U.A. & PODDER, J. 	Phys.  Rev. A, 36(4):1811-4, 
1987. 

NPS87 	NYCANDER, J.; PAVLENKO, V.P.; STENFLO, L. 	Phys.  Fluids, 
30(5):1367-70, 1987. 

NT84 	NAKAMURA, Y. & TSUKABAIASHI,. . Phys.  Rev. Lett.;  52 
(26):2356-9, 1984. 

NT85 	NAKAMURA, Y. & TSUKABAIASHI, I. J. Plasma Phys., 34 
(3):401-15, 1985. 

Ri88 	RIZZATO, F.B. J. Plasma Phys. Aceito para publicação. 
Ro86 	ROBERTO, M. Efeito cinético na propagação de selitons  

actistico-ianicos em plasmas com Tons negativos. 	São 
José dos Campos, INPE, 1986. 	Diss. Mestr. Fisica. 

RS75 

	

	RUDERMAN, M.A. & SUTHERLAND, P.G. Astrophys.  J., 196 
(1):51-72, 1975. 

RSD87a 	RIZZATO, F.B.; SCHNEIDER, R.S.; DILLENBURG, D. 	Plasma  
Phys. Contr. Fusion,  29(9):1127-6, 1987. 

RSD87b 	RIZZATO, F.B.; SCHNEIDER, R.S.; DILLENBURG, D. Weakly  
nonlinear electromagnetic waves in a electron-ion-
positron plasma. Porto Alegre, 1987. 	9p. Trabalho 
apresentado no IUPAP Energy Independence Conference 
on Fusion Energy and Plasma Physics, Rio de Janeiro, 
ago. 1987. 

RSD88 	RIZZATO, F.B.; SCHNEIDER, R.S.; DILLENBURG, D. 	Phys.  
Lett. A. A ser publicado. 

Sa62 	SAGDEEV, R.Z. 	Sov. Phys. Tech. Phys., 6(10):867-71, 
1962. 

Sc73 	SCHAMEL, H. 	J. Plasma Phys., 9:377, 1973. 
Sc86 	SCHAMEL, H. 	Phys. Rep., 140(3):161-91, 1986. 
SK80 	SAKAI, J. & KAWATA, T. 	J. Phys. Soc. Jpn., 49(2):753- 

8, 1980. 
SRYT86 	SHUKLA, P.K.; RAO, N.N.; YU, M.Y.; TSINTSADZE, N.L. 

Phys. Rep., 138(1/2):1-149, 1986. 



139 

SSY85 	STENFLO, L.; SHUKLA, P.K.; YU, M.Y. 	Astrophys. &.Space 

Sci., 117(2):303-8, 1985. 

Ta73 	TAGARE, S.G. 	Plasma Phys.,  15(12):1247-52, 1973. 
TR86 	TAGARE, S.G. & REDDY, R.V. 	J. Plasma Phys.,  35(2):219- 

37, 1986. 

UD74 	UBEROI, C. & DAS, G.C. 	Plasma Phys.,  16(7):669-76, 
1974. 

Wa74 	WADATI, M. 	J. Phys.  Sod. Jpn.,  38(3):681-6, 1974. 

Wa84 	WATANABE, S. J. Phys.  Soc. Jpn.,  53(3):950-6, 1984. 


	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112
	Page 113
	Page 114
	Page 115
	Page 116
	Page 117
	Page 118
	Page 119
	Page 120
	Page 121
	Page 122
	Page 123
	Page 124
	Page 125
	Page 126
	Page 127
	Page 128
	Page 129
	Page 130
	Page 131
	Page 132
	Page 133
	Page 134
	Page 135
	Page 136
	Page 137
	Page 138
	Page 139
	Page 140
	Page 141
	Page 142
	Page 143
	Page 144
	Page 145
	Tese antigas preto e branco _1.PDF
	Page 1


