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Resumo

O principal objetivo desta tese ¢ um estudo de certas estruturas oriundas da
acao de grupdides sobre algebras. Especificamente tratamos do estudo de estruturas
do tipo skew anel de grupdide. Dentre os principais resultados apresentados damos
uma descri¢ao estrutural intrinsica de um skew anel de grupéide, sob determinadas
condigoes especificas, damos condigoes necessarias e suficientes para que um skew anel
de grupdide seja uma extensao de Galois e apresentamos dois teoremas de dualidade

do tipo Cohen-Montgomery para acoes de grupodides.
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Abstract

The main purpose of this thesis is a study of certain structures arisen from the
groupoid actions on algebras. Specifically, we deal with the study of structures of
the type skew groupoid ring. Among the main results presented, we give an intrinsic
structural description of the skew groupoid ring, under some specific conditions, we
give necessary and sufficient conditions in order a skew groupoid ring be a Galois ex-
tension, and we present two type Cohen-Montgomery duality theorems for groupoid

actions.
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Introducao

A nocao de grupdide é usualmente apresentada como uma categoria pequena (isto
é, uma categoria cujos objetos e morfismos formam conjuntos), cujos morfismos sao
isomorfismos. Esta nocao é uma natural extensao da nocao de grupo. Um grupdide
com somente um objeto é justamente um grupo. A nocao de grupdide foi introduzida
na literatura por H. Brandt [7] em 1926 e hoje o seu uso esta amplamente disseminado
por varias areas da Matematica, tais como Anélise Funcional, Teoria Ergédica, Teoria
da Homotopia, Geometria Algébrica, Geometria Diferencial, Topologia Diferencial e

Teoria de Grupos, entre outras.

A versao axiomética de grupdide, que é adotada neste texto, provém de [19]. Um
grupoide é um conjunto nao vazio munido de uma operacao binaria parcialmente
definida, para a qual os axiomas de grupo valem, sempre que isso faca sentido. Um
exemplo bastante simples que ilustra muito bem essa idéia, ao mesmo tempo que

reforca a idéia de extensao da nogao de grupo, é uma reuniao disjunta de grupos.

A nocao de acao de grupdide que usamos neste texto, curiosamente, nasce da
nocao de acao parcial de grupdide e é uma extensao natural da nocao de acao
de grupo. Acao parcial de grupdide sobre conjunto foi introduzida na literatura
primeiramente para grupéides ordenados, na forma de premorfismo ordenado, por
N. Gilbert [15]. Posteriormente uma versao de a¢ao de grupéide sobre anel foi estu-
dada por D. Bagio, D. Flores e A. Paques [2], em cujo trabalho eles a apresentam
como uma generalizacao da nocao de acao parcial de grupo, conforme introduzida
por M. Dokuchaev e R. Exel em [13]. Em [3] Bagio e Paques estendem essa nogao
para o contexto de grupéides em geral. A nocao de agao (global) de grupdide que é

usada neste texto foi extraida deste tltimo artigo mencionado.

Atualmente existe uma vasta literatura sobre agoes de grupos sobre algebras e as

estruturas que elas originam, a qual constitue uma fonte natural de inspiracao para



o estudo de resultados similares no contexto mais geral de grupdides.

O objetivo desta tese é o estudo de algumas estruturas originadas a partir da agao
de grupdides sobre algebras. Praticamente, quase todos os resultados que aqui apre-
sentamos dizem respeito a algum tipo de skew anel de grupéide, conforme passamos

a descrever.

O Capitulo 2 compreende duas partes. Na primeira apresentamos uma, descrigao
intrinsica da estrutura de um skew anel de grupéide que é Azumaya e cujo centro esta
contido na algebra de base. Especificamente, se § é uma acao de um grupdide finito
G sobre uma algebra unitdria R e o skew anel de grupdide A = R x3 G é Azumaya
com C(A) C R entao A ~ R’ ®c(a) Ende(a)(Cr(RP)) e o centralizador Cr(R?) de
R® em R é descrito em termos de homomorfismos entre determinadas algebras de
Galois centrais e/ou comutativas (veja Teorema 2.1.11).

Na segunda parte introduzimos uma acao $* de G sobre A = R x5 (G, via con-
jugacao, e exibimos condigoes necessarias e suficientes para que A seja uma extensao
de Galois de A°" (veja Teorema 2.2.11). Também mostramos nesta segunda parte
que o novo skew anel de grupdide A« G é de fato isomorfo ao skew anel de grupéide
R x, é, onde G é um novo grupoide obtido como um produto semi-direto de G por
G e v é uma acao de G sobre R construida a partir das agoes [ e 3* (veja Teorema
2.2.17).

No Capitulo 3 tratamos da dualidade para agao de grupdides. Especificamente
apresentamos uma espécie de generalizagao dos teoremas de dualidade para agao de
grupos, devidos a M. Cohen e S. Montgomery [11].

Se R é uma K-algebra unitaria e # é uma acao de um grupéide finito G' sobre
R entao o skew anel de grupdide R x5 G é uma K-dlgebra (fortemente) graduada e,
por conseguinte, um K G*-mddulo algebra a esquerda, o que nos permite considerar
o produto smash (R xg G)#KG* (na literatura hé varios tipos de produto smash;
ressaltamos que o produto smash que consideramos aqui, visto como K-méddulo,
¢ um produto tensorial sobre K de dois K-mddulos). Por outro lado, dada uma
K-algebra R graduada por um grupdide finito G, existe uma acao 3 de G sobre
o produto smash R#KG* e também podemos considerar o skew anel de grupdide
(R#KG*) x5 G. Mostramos neste capitulo que ambas as dlgebras assim construidas
nao sao unitarias, mas contém, cada uma, uma subalgebra unitaria isomorfa a uma

soma direta de determinadas dlgebras de matrizes (veja Teoremas 3.1.12 e 3.2.7). No



caso especifico em que G é um grupo reobtemos os teoremas de Cohen e Montgomery.

No Capitulo 1 cuidamos de apresentar unicamente os pré-requisitos estritamente
necessarios ao bom entendimento dos demais capitulos. Alguns resultados sao a
versao global de resultados oriundos de [3] e, justamente porque este artigo ainda
nao esta publicado, anexamos suas respectivas demonstragoes. Nem todos os re-
sultados colocados neste capitulo sao oriundos da literatura. Alguns sao originais.
Destacamos, em particular, a correspondéncia bijetiva existente entre determinadas
agoes de um grupdide finito G sobre uma K-algebra R e as agoes da K-algebra KG
sobre R (veja Teorema 1.2.11). Sao exatamente essas agoes de grupdide que sao
consideradas em quase todos os resultados dos capitulos seguintes. Outrossim, é
também mostrado que toda graduagao por um grupdide finito sobre uma K-dlgebra
A corresponde bijetivamente uma estrutura de K G*-moddulo dlgebra a esquerda sobre
A (veja Teorema 1.4.1).

Aqui KG* é visto como uma K-dlgebra de Hopf fraca. Por uma algebra de
Hopf fraca (ou um grupéide quantico finito) entendemos um K-médulo H com uma
estrutura de algebra e de codlgebra satisfazendo determinadas condicoes especificas
de compatibilidade. Algebras de Hopf finitas, algebras de grupdide finito e seus duais
sao exemplos imediatos de algebra de Hopf fraca. Esta nogao surge naturalmente na
teoria de algebras de von Neumann e foram introduzidas na literatura por G. Bohm

e outros em [5, 6].

Em nenhum momento nesta tese tratamos de agoes parciais de grupoides. Acredi-
tamos, contudo, que todos os resultados aqui apresentados devem continuar valendo,
mediante as devidas adequacoes ambientais, quando considerados no contexto de

agoes parciais globalizaveis.

Neste texto, por anel é entendido um anel associativo nao necessariamente co-
mutativo e nao necessariamente unitario. Por anel comutativo é entendido um anel
unitario que é comutativo. Anéis nao unitarios podem eventualmente conter subanéis
unitarios e, quando aqueles sao também unitarios, nao necessariamente as respecti-
vas unidades coincidem. Por extensao de anéis unitarios entendemos que os mesmos

tém o mesmo elemento identidade.



Capitulo 1

Acao de Grupodide e Estruturas

Relacionadas

Neste capitulo vamos introduzir os conceitos que serao utilizados no restante
da tese, alguns desses resultados sao bastante conhecidos na literatura e as suas
demonstracoes podem ser encontradas nas referéncias indicadas. Além disso, alguns
resultados classicos para o caso de acao de grupos serao generalizados para o caso

de agao de grupdides.

1.1 Acao de Grupdide

Nesta segao daremos as definigoes de grupdide e de agao (global) de grupédide sobre
um anel com unidade. Além, é claro, de apresentar exemplos tanto de grupdides
como de agoes de grupdides sobre anéis. Usualmente um grupéide é definido como
uma categoria pequena na qual todo morfismo é invertivel, porém aqui vamos usar a
definigao algébrica de grupdides dada em [19]. Por esse motivo optamos por comegar

mostrando que essas duas defini¢oes sao equivalentes.

Definicao 1.1.1. Uma categoria C consiste de uma classe de objetos denotada por
Obje, para cada par (A, B) de objetos de C associamos um conjunto de morfismos
de A para B denotado por Home¢(A, B) e para cada A nos objetos de C existe um
morfismo identidade 14 € Home(A, A). Além disso, para cada tripla de objetos de

C existe uma operacdo de composi¢cao de morfismos



Home(A, B) x Home(B,C) — Home(A,C)
(f,9) — gof

satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) ho(go f) = (hog)o f, para todo f € Home(A,B), g € Home(B,C) e
h € Home(C, D),

(2) fola=1Igof=Ff, para todo f € Home(A, B),
(8) Home(A, B)N Home (A, B') = 0 sempre que (A, B) # (A", B').

Definicao 1.1.2. Um grupoide é uma categoria na qual as classes dos objetos e

dos morfismos formam um conjunto e todo morfismo ¢ invertivel, isto €, para todo

f € Home(A, B) existe g € Home(B, A) tal que

(4) fog=1Ig ego f=14.

Agora vamos apresentar a definicao axiomatica de grupoide.

Defini¢ao 1.1.3. [19] Seja G um conjunto nao vazio equipado com uma opera¢ao
bindria definida parcialmente, que serd denotada pela concatena¢ao. Dados g, h € G
escrevemos dgh sempre que o produto gh estd definido. Um elemento e € G €
chamado uma identidade se deg e dge entao eg = g = ge. O conjunto das identidades
de G serd denotado por Gy. O conjunto G é chamado um grupoide se os axiomas

usuais de grupo valem quando isto fizer sentido, isto é:

(G1) Para todo g,h,l € G, 3g(hl) se e somente se I(gh)l, e neste caso esses sao

1quais,
(G2) Para todo g,h,l € G 3g(hl) se e somente se gh e Thl,

(G3) Para cada g € G existem (tinicos) elementos d(g),r(g) € G tais que 3gd(g),
Fr(g)g e gd(g) = g =1(9)9,

(G4) Para cada g € G existe um elemento g=' € G tal que d(g) = g7 'g e r(g) =
-1
g9 .



E facil verificar que o elemento ¢! é o tinico elemento satisfazendo a propriedade
requerida em (G4) bem como que (g71)~! = g, para todo g € G. No lema a seguir

mostraremos algumas propriedades bésicas acerca de grupoides.

Lema 1.1.4. [19] Seja G um grupdide. Entao para todo g,h € G temos:
(1) Jgh se e somente se d(g) = r(h), e neste caso d(gh) = d(h) e r(gh) = r(g),
(2) Jgh se e somente se Ih~'g™t, e neste caso, (gh)™t = h~tg~L.

Demonstragao: (1) Suponha que existe gh em G. Por (G3), temos que Jgd(g) e
gd(g) = g, Ir(h)h e r(h)h = h. Assim, por (G1), segue que

gh = (9d(g))(r(h)h) = g(d(g)r(h))h.
Portanto, 3d(g)r(h) por (G2). E como d(g) e r(h) sao identidades entao d(g) =
d(g)r(h) = r(h).
Reciprocamente, se d(g) = r(h) entao Jgr(h) = g(hh™'). Logo, por (G2) segue
que dgh.
Note que, (gh)d(h) = g(hd(h)) = gh e r(g)(gh) = (r(9)g)h = gh. Logo, d(gh) =
d(h) e r(gh) = r(g) por (G3).

(2) Por (1) temos que Jgh se e somente se d(g) = r(h). Como d(g) = r(g~') e
r(h) =d(h™'), entao d(h™') = r(g7?!) e assim I~ 'g~!. Além disso,

gh(h™lg™") = g(hh™)g™' = gr(h)g™' = gd(g9)g~" = g9~ " =r(g) =r(gh) e
(htg Ygh =h"Y g " g)h =h~'d(g)h = h~'r(h)h = h™'h = d(h) = d(gh).

Portanto, pela unicidade do elemento inverso, segue que (gh)™' = h~1g7l. O

Observacao 1.1.5. As Definicoes 1.1.2 e 1.1.3 sao equivalentes. De fato, seja G um
grupdide no sentido categorico. Considere o conjunto de todos os morfismos de X
para'Y, isto €, Homg(X,Y). Entdo a composicio torna-se uma operagio definida
parcialmente, pois f + X — Y € Homg(X,Y) eg : U — V € Homg(U,V)
entdo g o f estd definida se e somente se Y = U. Os objetos de G sao identificados
com as identidades. Naturalmente (1) = (G1), (2) = (G3) e (4) = (G4).
Reciprocamente, seja G um grupdide no sentido algébrico. Entao consideraremos
que os objetos de G do ponto de vista categorico sao precisamente as identidades de

G. Dadas duas identidades e, f o conjunto dos morfismos de e para f é dado por
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Homg(e, f) ={g€ G| r(g) =f ed(g) =e},

isto €, o conjunto de todos os elementos g € G tais que fge. Entdo, dadose, f, f €
Go definimos

Homgl(e, f) x Homg(f, f) — Homel(e, f).
(g9,h) — hg

Note que esta operagao estd bem definida , poisd(h) = f =1r(g), d(hg) = d(g) = ¢
e r(hg) = r(h) = f. Para cada e € Objg temos que e € Homea(e,e) € tal que
eg = g = ge, para todo g € Homg(e, e), assim e = I,. Naturalmente, (G1) = (1),
(G3) = (2), (G4) = (4) e a unicidade das identidades implica (3). Portanto, as

duas defini¢coes sao de fato equivalentes. a

Um elemento e € G é uma identidade de G se e = d(g) = r(¢g™!), para algum
g € G. Neste caso, e ¢ chamado identidade dominio de g e identidade imagem

de g7!. Para cada e € Gy temos que ¢*> = e. Sendo assim, d(e) = ¢ = r(e) e

e ! = e. Denotaremos por G. o conjunto de todos os elementos ¢ € G tais que

d(g) = e = 1(g), ou seja,

Ge={g9€G |d(g) =e=r(9)}

e por G? o conjunto dos elementos (g, h) € G x G tais que Jgh, isto é,
G*={(9.h) € Gx G |d(g)=r(h)}={(9,h) € G x G | Igh}.

Claramente, G, é um grupo cujo elemento identidade é e, e é chamado grupo

principal associado a e. Mais ainda, denotaremos por:
To={9€G|r(g)=e} e Se={geG[d(g)=ce}.

Definicao 1.1.6. Um conjunto nao vazio X com uma operacao bindria associativa
¢ chamado um semigrupo. Um semigrupo X € chamado um semigrupo inverso se

para cada v € X existe um unico elemento = € X tal que

{L‘l’ill’ =T € ZEil{L‘l’il = [)371.



H& uma ligagao muito estreita entre os grupdides e 0s semigrupos inversos como

ilustra o exemplo seguinte.

Exemplo 1.1.7. Todo semigrupo inverso X é um grupoide com respeito ao produto

restrito definido como seque: para todo x,y € X,
Jdz.y se e somente se vt = yy L.
As identidades de (X,.) sao exatamente os idempotentes de X .

Naturalmente, todo grupo é um grupéide cujo tnico objeto é GG e cujos morfismos

sao os elementos de G. A seguir daremos outros exemplos de grupdides.

Exemplo 1.1.8. Seja I um conjunto nao vazio com n elementos. Considere em
I x I a sequinte operagdo bindria parcial, 3(i,7)(l, k) se e somente se j =1 e, neste
caso, (i, )1, k) = (i, k). Note que, d(i,5) = (), (i) = (i,1) € (i,§)"" = (4,3).
Aqui, Go ={(i,5) € I x I | i =j}, denotaremos esse grupdide por I,.

Note que este grupdide surge naturalmente na teoria de anéis. Seja R um anel
com unidade. Entao para qualquer niimero natural n, considere o conjunto de todas
as matrizes n X n com apenas uma entrada nao nula igual a 1, denotaremos esse
conjunto por M. Observe que uma matriz A em M estard univocamente determi-
nada pela posicao da entrada igual a 1. Entao existe uma operacao binaria definida
parcialmente em M dada exatamente pela multiplicacao de matrizes. Isto ¢, dadas
duas matrizes A, B € M dizemos que JAB se e somente se a entrada nao nula de
A estd na posicao ij e a entrada nao nula de B estd na posicao jk. Note que via a
multiplicacao de matrizes a entrada nao nula de AB estard na posigao tk. O grupoide

M ¢ isomorfo a I,,.

Exemplo 1.1.9. Seja G um grupo agindo por automorfismos num conjunto X. Em

X X G definimos a sequinte operacao parcial:

(2, 9) (. h) = { (x,gh), sex=g.y

indefinida caso contrdrio

O conjunto X x G com esta multiplica¢ao parcial serd denotado por P(X,G).
Com as defini¢oes acima, € facil verificar que P(X,G) € um grupdide, no qual o0s
inversos sio dados por: (z,g)~' = (g7 .z,97"), e as identidades dominio e imagem

sao dadas respectivamente por: d(x,g) = (¢ .z, 1¢) er(z,g) = (z,1g).

8



Exemplo 1.1.10. A unido disjunta G = |J G de grupos Gx, A € A, é um grupdide.
AEA
O produto gh estd definido se e somente se g, h pertencem a um mesmo G, e neste

caso gh € exatamente o produto no grupo Gy.

Exemplo 1.1.11. Um tipico exemplo de grupdide é o grupdide fundamental w(X)
de um espago topoldgico X. Um objeto de m(X) € um ponto de X e um morfismo
r— 1z de 7(X) € a classe de homotopia dos caminhos f de x para z'. Lembrando,
um caminho f € uma fungao continua de I em X, I o intervalo fechado [0,1], com
f(0)==x e f(1) = 2'. Dois caminhos f : v — 2 eg : ¥ — &' sdo homotdpicos
se existe uma fun¢do continua F 2 I x I — X com F(t,0) = f(t), F(t,1) = g(¢),
F(0,5) = 2 e F(1,8) = «', para todo s,t € I. A composicio de dois caminhos
g: 1 — 1z ef :x — 2 €o caminho h o qual é “f sequido de ¢”, dado
explicitamente por
h@%:{f@mogtglp

g(2t—1),1/2<t <1,

composicao esta, aplicada também para a classe de homotopia. As identidades deste
grupoide correspondem aos elementos de X e o itnverso de qualquer caminho € o

mesmo caminho tracado na direcao oposta.

Exemplo 1.1.12. Considere o fecho normal N de uma extensao de corpos separdvel
e finita L/K e seja G o grupo de Galois de N/K. Se L = Ly,---, L, denotam
os diferentes conjugados de L em N sob a acao de G e G;; denota o conjunto dos
isomorfismos de L; em L;, 1 < 4,57 < n entao G = UGij € um grupdide, onde
12
operacao parcial € dada por:
dojjou. se e somente se i =k,

para todo 1 <1, 5,1,k < n. Neste caso, o;;01, = 045 0 oy, € G5

Finalizaremos esta secao apresentando a definicao de acao de grupdide sobre uma

algebra.

Defini¢ao 1.1.13. /3] Sejam G um grupdide, K um anel comutativo e R uma K-

dalgebra unitaria. Uma agao de G sobre R é um par

B = ({Eg}geGa {ﬁg}geG)

9



onde para cada g € G, By = Eyg) € um ideal de R, e B, : E;1 — E; € um

isomorfismo de K-dlgebras satisfazendo as sequintes condigoes:

(1) B € a aplicagdo identidade de E,, Ig,, para todo e € Gy,
(2) ByBh = B, para todo (g,h) € G*.

E imediato ver que se 3 = ({E,}gea, {0y }oec) é uma acio de G sobre R entio
By = ({Eg}tgec., {89} gec.) € uma acao do grupo principal G sobre o anel E,, para
todo e € G. Observe que pela definicao de agao temos que £, = E, ), para todo

g € G. Entao, em particular B, = E,, = E,, para todo g € G..

Exemplo 1.1.14. Sejam G = {g,97*,7(g9),d(9)} um grupdide e R = Ke; ® Key @
Kes®Key, onde K € um anel comutativo e e1, es, €3, e4 sao idempotentes centrais dois
a dois ortogonais cuja soma € 1g. Considere By = .y = Kes®Key, Eg1 = Egg) =
Kei®Kes, Brg) = g, Bag) = LBy, Bs(rei+yes) = zes+yes e By-1(ves+yes) =
xey + yea, para todo x,y € K. F facil verificar que B = ({Ep}nec, {Onthec) € uma
acao de G sobre R.

1.2 Anel de Grupdide e Bialgebra Fraca

Iniciamos esta secao lembrando a definicao de bidlgebra fraca e a nocao de H-
modulo dlgebra nesse contexto, ambos os conceitos foram introduzidos por Gabriela
B6hm em [4] (veja também [5]). Tanto Bohm quando Caenepeel e De Groot [§]
apontam a algebra de grupdide como o primeiro exemplo de bidlgebra fraca que nao
¢ uma bialgebra. Mostraremos a seguir que toda algebra de grupdide é uma bidlgebra
fraca.

Além disso, mostraremos também que o dual da dlgebra de um grupdide finito
é uma bidlgebra fraca. Finalizamos esta secao mostrando que sob determinadas
condicoes os conceitos de acao de um grupdide G sobre uma K-algebra A e de KG-
moédulo dlgebra sao duais no seguinte sentido: se G age sobre A entdao A tem uma
estrutura de K G-moédulo algebra a esquerda, e reciprocamente se A é um K G-modulo

algebra a esquerda entao G age sobre A.

Definicao 1.2.1. Sejam K um anel comutativo e C' um K-mddulo. Dizemos que C

¢ uma codlgebra com comultiplicacao e counidade dadas respectivamente por:
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A:C—C®Cee:(C—K,

onde A e e sao aplicacoes K -lineares tais que os sequintes diagramas sao comutativos:

C CeC C
A Asle K®C A CoK

Ondep : C — K®C ep : C — C® K definidas respectivamente por p(z) =

lx@x ep(x) =12 lg, para todo x € C, sao 0s isomorfismos canonicos.

A comutatividade do primeiro diagrama é chamada coassociatividade da comul-

tiplicagao.

Defini¢ao 1.2.2. [5, Defini¢ao 2.1] Uma bidlgebra fraca H € uma dlgebra que é
também uma codlgebra tal que a comultiplicacao A e a counidade € satisfazem as

sequintes condigées:

(F1) A(wy) = A(x)A(y), para todo z,y € H,

(F2) e(zyz) = S e(wy)e(ys2), para todo x,y, = € H,
(F3) e(zyz) = S e(wye)e(yi2), para todo x,y, = € H,
(F4) A (1g) = (A(lm) ® 1) (1r ® A(Lw)),

(F5) A*(1y) = (1p @ A(1p))(A(ly) @ 1n).

onde A> = (A®Ig)oA=(Ig@A)oA.

As propriedades (F'4) e (F'5) podem ser reescritas da seguinte maneira:
(F4) A2(1g) =31, @ 1l ® 1y,
(F5) A’(1) =Y 1, @11, ®1,.
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Usamos a notagao de Sweedler-Heyneman para a comultiplicacao, ou seja,
Ah)=>h1 ®@hy=> hy @ hy.
Exemplo 1.2.3. Toda bidlgebra é uma bidlgebra fraca.

De fato, claramente A%(1) = (A(1) ® 1)(1 @ A(1)) e

> e(hki)e(kal) = e(h)e(kr)e(ka)e(l)
=e(h)e(>_e(ki)k)e(l)
= e(h)e(k)e(l) = e(hkl).

Exemplo 1.2.4. Considere G um grupdide finito e K um anel comutativo. A dlgebra
de grupdide é o K-mddulo livre com base {uy | g € G}, munido de wma multiplicagao

definida por:
wn = { ugn, se d(g) =r(h)

0, caso contrario

E facil ver que o elemento unidade de KG € dado por Y u.. Além disso, as
e€Go

aplicacoes A : KG— KG® KG ee : KG — K definidas respectivamente por
A(“g) =uU;Qug € 6(%) = 1k, para todo g € G.

garantem a KG uma estrutura de codlgebra. Logo, KG € uma dlgebra e uma

codlgebra. A dlgebra de grupoide é uma bidlgebra fraca que nao € uma bidlgebra.

De fato, observemos primeiro que € nao é um homomorfismo de dlgebras. De fato,
note que dados g, h € G tais que d(g) # r(h) entdo usu, = 0 e assim (ugup) = 0.
Por outro lado, e(uy)e(up) = 1xlx = 1k e como 1x # 0 entao e(ugup) # €(ugy)e(up).

Desta forma, K G nao é uma bialgebra, como ja haviamos comentado anteriormente.

Mostremos que KG é uma bidlgebra fraca. Para tanto iniciaremos mostrando

que A é multiplicativa, isto é,
Alugun) = Alug)A(up)

para todo g, h € G. De fato, sejam g, h € G entao
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Aug)A(up) = (ug @ ug)(up @ up) = ugup @ ugly,.
Se d(g) = r(h) entao uyup, = ug, e dai
A(ug)Aun) = tgn @ ugh = Alugn) = Alugup).

Se d(g) # r(h) entdo uyu, = 0. Logo, A(uy)A(up) = 0 = A(ugup). Mostremos
que
e(ugupur) = 3 e(ug(un)r)e((un)oun) = e(ugun)e(upur).
Note que
lg, se d(g) =r(h) e d(h) =r(k)
0, caso contrario.

e(ugupuy) = {

Por outro lado,
1 d(g) =r(h
6(UQUh> = { K, se d(g) =r(h)

0, caso contrario

) = { 1k, se d(h) = r(k)

0, caso contrario.

Assim,

1k, se d(g) =r(h) e d(h) =r(k)

0, caso contrario.

e(ugup)e(upuy) = {

Portanto, e(u upuy) = e(uyup)e(upuy), para todo g, h,k € G. A condicao (F'3) é
igual a condicao (F'2) neste caso. Finalmente, mostremos que vale (F'4). A condigao

(F'5) se mostra de maneira similar. De fato,

A2(Z ue) = (A® ]KG)(A<Z Ue))

e€Go e€Go

= (MA@ Ixe)( D ue ® ue)

eeGo

=) A) @ =Y U @ ue @ .

e€Go e€Go
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Por outro lado,

TeAM)AL) @)= (Y u)® Y u@u)( ) us@u)® Y up)

e€Go feGo e f'eGo
= (D w®u@u)( Y, vy @us Sup)
e,f€Go e, ey

= Z Ul X Upl, X Upt g

e7f76, )f/ €Go
= Z Ue @ Ue @ Ue

e€Go

sendo assim (F'4) é satisfeita e portanto K'G é uma bidlgebra fraca. a

As demonstragoes dos trés préximos resultados sao muito simples. Entretanto
esses resultados serao bastante utéis em vérias outras demonstragoes. Vamos usa-los,

por exemplo, para mostrar que o dual de KG, com G finito, é uma bidlgebra fraca.

Lema 1.2.5. Sejam G um grupdide e g,h € G. Entdo gh™' € Gy se e somente se
g=h.

Demonstragao: Suponha que gh™! = e, para algum e € Gy. Pelo Lema 1.1.4 (1)
temos que dgh~! se e somente se d(g) = r(h™') = d(h). Entao

9= gd(g) = gd(h) = g(h~'h) = (gh™")h = eh = h.
Reciprocamente, se g = h entao gh™* = hh™' = r(h) € Gj. O
Lema 1.2.6. Sejam G um grupdide, g,h € G. Entado, existe | € G, com d(h) = d(I)
tal que g = hi~' se e somente se r(g) = r(h).

Demonstragao: Suponha que g = hi™!, entdao r(g) = r(h). Reciprocamente, se
r(g) = r(h) entao tomando [ = g~'h temos que d(l) = d(h) e hi™! = h(g7'h)™! =
hh=tg =r(h)g =r(g)g = g. 0

Similarmente ao lema anterior temos o seguinte

Lema 1.2.7. Sejam G um grupdide, h,l € G. Entao, existe g € G, com d(g) = r(h)
tal que gh =1 se e somente se d(l) = d(h).
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Seja H uma bidlgebra fraca que como K-moédulo € livre de posto finito. O dual de
H é o K-médulo livre H* = Homg (H, K) equipado com as estruturas duais definidas
pela dualizagao da multiplicacao, da comultiplicacao, da unidade e da counidade de
H. No que segue mostraremos que o dual de KG onde G é um grupdide finito é

também uma bidlgebra fraca.

Exemplo 1.2.8. Comegemos por observar que KG* = @ Kv, onde {v, | g € G}
geG
€ a base dual de {u, | g € G}, isto é,

vg(uh) = g,th'

A estrutura de dlgebra em KG* € dada por:

UgUn = 0gnty € 3 Vg = liae
geG

Nas expressoes acitma & denota o delta de Kronecker. Definimos as aplicagcoes
A: KG"— KG*® KG* ec : KG* — K respectivamente por:

Alvg) = D on@u= >, Up-1@u,
h=g d(h)=d(g)

e(2 agvg) = 3 ae.

geG ec€Go

O dual da dalgebra de um grupoide finito, KG*, € uma bidlgebra fraca.

Com efeito, mostremos primeiramente que KG* é uma coélgebra. Provemos que

A satisfaz a coassociatividade, isto €,
(A ®[KG*> oA = (IKG* (024 A) o A.

De fato, seja v, € KG* entao

(Ika ® A) o Alvg) = (I @A) Y w1 ®@ vp)

d(h)=d(g)
= Z Vgh-1 & A )
)=d(9)
= Z Z Ugh=1 @ Up—1 @ ;.
d(h)=d(g) d(l)=d(h)
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Por outro lado,

(A @ Ixa) o Avy) = (A @ Ixar)( Z Vgh1 ® Vp)

)=d(g)
= Z A( Ugh—l) Q vy,
d(h)=d(g)
= Z Z Vgn-11-1 & V] & V.
d(h)=d(g) d(l)=d(gh—1)

Trocando [ por h na equagao acima obtemos:

(A X [KG*) @) A(’Ug> Z Z g(hl)—l X vy @ ;.
d(l)=d(g) d(h)=d(gl~")

Agora vamos substituir hl por ¢t. Note que se t = hl entao h™'t = h=thi = d(h)l.
Mas, d(h) = d(gl™') = d(I™") = r(I). Assim, h='t = r(I)] = 1. Além disso, sabemos
que d(t) = d(l). Entao, d(l) = d(g) se e somente se d(t) = d(g). Desta forma, temos

que

(A®Igg)oAvy) = > Yoo Vg1 Quy-t @
d(l)=d(g) d(h)=d(gl=")

Note que,
(g:(h)™") € G? = (gl !, h71) € G?
(g, (h)™") € G2 <= d(g) = r((h))") = d(hl) = d(t) e
(gI"', h1) € G? <= d(gl™") = r(h~") = d(h).
Portanto, d(gl™') = d(h) se e somente se d(g) = d(t). Entao,

(A®Ikg)oAvy) = > Yo Vg1 Quy-1 @y
d(l)=d(g) d(t)=d(g)

Portanto, (A ® Ixg<) o A = (Igg @ A) o A.

Agora mostremos que (e®@Ixg<)oA = ¢ e (Ixg®e)oA = @, onde as aplicagoes
o KG* — K KG* e ¢ : KG* — KG* ® K sao os isomorfismos canonicos.

Novamente seja v, € KG*. Entao
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(€@ Ika)(A(vg) = (e @ Ike-)( D2 vg1@up) = > &(Ugn-1) @ vn
d(h)=d(g) d(h)=d(g)

Por Lema 1.2.5 temos que gh™! € G se e somente se h = g e por definicdo

1[(, sel € G[)
e(u) =

0, caso contrario

Desta forma,
(e @ Ika+)(A(vg)) = e(vr(g) ® vy = 1 @ vy = p(vy).

Por outro lado,

(Ike @) (A(vg) = ke @) Y v ®@vp) = Y vy ®£(vy)
d(h)=d(g) d(h)=d(g)

Note que, dado h € G, com d(h) = d(g) entdao h € Gy se e somente se h = d(g).
De fato, se h € Gy entdo h = d(h) = d(g). Reciprocamente, se h = d(g) entao
h € Ggy. Logo,

Ik ®€)(A(vg)) = vg ® €(vagg)) = vy ® 1 = H(vg).
Portanto, KG* é uma codlgebra.

Mostremos que A satisfaz a condigao (F'1) da defini¢do de bidlgebra fraca, ou

seja, que A(v,vr) = A(vg)A(vy), para todo g, h € G. Note que

A ) A(vy) =( >, vg1@u)( Y V1 @Up) = Y. Ug-10p-1 & V.

d(1)=d(g) d(k)=d(h) dn=ite)

Para o calculo de A(v,)A(vy,) vamos analisar os seguintes casos g = h e g # h.

Caso 1: Suponha que g = h ent@o vyvp, = v,. Assim A(vyvp) = A(v,). Por outro
lado, se [ = k entdao naturalmente gl=! = gk~! e se [ # k entdao v, = 0 e desta
forma vy-1v4-1 ® Vv = 0.

Portanto, A(vg)A(vy) = Y. vg-1 @ vy = A(vg) = A(vgup).
d(l)=d(g)

Caso 2: Suponha que g # h entao v,v, = 0. E como A ¢ uma aplicagao linear

temos que A(v,vy,) = 0. Por outro lado, se | = k entao gl=' # hk~'. De fato, suponha
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que gl=' = hk~! entdao gl='l = hk™'k. Assim, gd(l) = hd(k), e como d(I) = d(g) e
d(k) = d(h) entao g = h. Absurdo. Logo, se vjvy, # 0 entao vy -1vp-1 = 0. Portanto,
A(vg)A(vy) =0 = A(vyop).

Mostremos que ¢ satisfaz (F2), isto é,
e(vgunvr) = Do e(vg(vn)1)e((vn)ov) = 32 e(vgvpp-1)e(vkur)
para todo g, h,l € G. Vamos dividir em trés casos: h # [, h=1=g¢g, h=1#g.

Caso 1: Suponha que h # [ entao vyv,v; = 0. Por outro lado,

> e(vgon))e((on)av) = > (g )e(vpor) =

d(k)=d(h)

{ e(vgup-1)e(vy), se d(l) = d(h)

0, caso contrario

Sabemos que v,up-1 # 0 se e somente se g = hl~!. Pelo Lema 1.2.6 temos que

essa condigao é equivalente a r(g) = r(h). Logo,

Z £(vgupp—1)e(vpvy) =

d(k)=d(h)

{ e(vp-1)e(vy), se r(g) =r(h)

0, caso contrario

Suponha que 7(g) = r(h) entdo >, e(vgvpk-1)e(vkv) = e(vp-1)e(l). Pelo
d(k)=d(h)
Lema 1.2.5 temos que hi™! € Gy se e somente se h = [. Como h # [, por hipétese,

entao hi™' ¢ Gy e assim e(vp-1) = 0. Assim, temos que Y. e(vupp-1)e(vpvy) =
d(k)=d(h)
0 = e(vyupvy).

Caso 2: Suponha que h =1 = g entdo v,v,v; = v,. Neste caso, e(v,v,v;) = €(vy).

Por outro lado,
Yo e(vgugr-1)e(vrvy) = €(Vgvg-1)e(vg) = £(VgUr(g))E ().

Se h =1 =g € Gy entdo g = r(g) e assim (vyv,(g))e(vy) = €(vgvy)e(vy) =
e(vg)e(vg) = 1k = €(vy). Por outro lado, se h =1 = g ¢ G entao €(vyv,(g))e(vy) =
0 = e(vy).

Logo, neste caso, e(vgupvy) = Y, £(vyupe-1)e(vgvy) como queriamos.
d(k)=d(h)

Caso 3: Suponha que h = [ # g. Entao, neste caso v,upv; = 0. Por outro lado,
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> e(vg(vn)i)e((vn)ovr) = X2 e(vgvnr—1)e(vgur).

d(k)=d(h)
Como [ = h entao

Yo e(vgupk-1)e(vrvr) = e(vgupp-1)e(vn) = €(VgUrn))e(V).

d(k)=d(h)

Agora vamos analisar dois casos: h =1 € Gy e h =1 ¢ Gy. No primeiro, temos

que r(h) = h e dai

Yo e(vgupge-1)e(vrvr) = e(vgup)e(vy) = 0,

d(k)=d(h)
pois g # h implica que v v, = 0.

No segundo, temos que

Y. e(vgupk-1)e(vpvr) = e(vgvpmy)e(vn) = 0,

d(k)=d(h)
pois se h ¢ G, entao e(v,) = 0.

Em todos os casos temos que vale (F2). A condicao (F'3) é feita usando raciocinio

similar.

Mostremos que A satisfaz a condi¢ao (£'4). Com efeito,

AQ(Z vg) = Z A*(v,)

geG geG
= (I®A)(A(yy))
geG
—Z]@A Z ’Ughfl ®Uh)
9eG d(h)=d(g)
= Z Z Vgh—1 X A Uh)
9€G d(h)=d(g)

_Z Z Z vgh1®vh11®vl

g€G d(h)=d(g) d(l)=d(h)

Por outro lado,

(1KG* X A(lKG*))(A(lKG*) X 1KG* = Z U; X ’Ugt 1 & Ut

g,L,teG
d(t)=d(g)

Z Ups—1 ® Vg @ V)

h,k,seG
d(s)=d(h)

= g VUps—1 & Vgp-1Vs & ViV

g,l,h,k,s,teG
d(t)=d(g)
d(s)=d(h)
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Sabemos que v;v, # 0 se e somente se k = t. Entao

(1KG* ®A<]—KG*))<A(1KG*) ® 1KG*) = Z Z Z VVps—1 ®ng*17js ®Uk.
9,1,h€G d(k)=d(g) d(s)=d(h)

Agora note que vg-105 # 0 se e somente se gk~ = s e pelo Lema 1.2.7 temos que

isto ocorre se e somente se d(s) = r(k). Como g é qualquer entao

(1ge @ Alge))(A(lkes) ® lke+) = > > D UVhkg—1 ® Ugi—1 @ Vg
LheG r(k)=d(h) d(g)—=d(k)

Finalmente, vjvp,-1 # 0 se e somente se [ = hkg™'. Entao

(1KG* ® A(]-KG*))(A(lKG*) ® 1KG*) = Z Z Z Uhkg—l ® ’ngfl ® V.-
heG d(g)=d(k) r(k)=d(h)

Observe que fazendo t = hk entao

(1KG* & A(lKG*))(A(lKG*) & 1KG*) = Z Z Z Utg*l & ’ng;*l &® Vg
teG d(g)=d(t) d(k)=d(g)

Portanto, A?(1xg:) = (1xe+@A(1xe+)) (A1 g )®@1 kg ). Analogamente mostra-

se que vale (F'5) e desta forma K'G* é uma bidlgebra fraca. a

Defini¢ao 1.2.9. [8, Proposicao 4.15] Sejam H uma bidlgebra fraca e A uma K-
dlgebra com unidade, a qual € também um H-mddulo a esquerda tal que h.(ab) =
> (hy.a)(ha.b), para todo h € H e a,b € A. Dizemos que A é um H-mddulo dlgebra

a esquerda se
(hk)lA = ZE(hlk)hQ.lA
para todo h,k € H.

A seguir daremos outras condicbes equivalentes para que um H-modulo a es-
querda seja um H-modulo algebra.

Seja H uma bialgebra fraca. Entao as aplicagoes:
M-:H-—H el :H—H
definidas respectivamente por
ME(h) = Se(lih)l, e T (h) = S e(lh)L,
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para todo h € H sao projecoes. De fato, mostremos que I1* o IT¥ = ITF

41T () = T1°() _ e(11h)15)
= 8(11/6(11)h12)12/

g 11h)5(11/ ]_2)]_2/

—~

1,h)1,

pois A?(1) = > 1; ® 1,1, ® 1. Analogamente mostra-se que ol =1
Observacgao 1.2.10. /8, Proposi¢ao 4.8] Seja H uma bidlgebra fraca. Entao,

Mol =T" ellboll” =I*.
Consequentemente, KerTl” = KerTI:.

De fato, seja h € H. Entao,

Pois por (F2) temos que e(zyz) = Y e(xy1)e(y22), para todo x,y,z € H. Usando

. ‘ =L =L
raciocinio andlogo mostrasse que II o I1¥ =TI . O

Proposicao 1.2.11. /8, Proposi¢cio 4.15] Sejam H uma bidlgebra fraca e A uma
K-dlgebra com unidade, a qual € também um H-mddulo d esquerda tal que h.(ab) =
> (hi.a)(ha.b), para todo h € H e a,b € A. Entdo as sequintes condi¢oes $io

equivalentes:
(1) A é um H-mddulo dlgebra a esquerda,
(2) (hk).1a =" e(hok)hi.14,
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(3) T (h).a = a(h.14),
(4) ¥ (h).a = (h.14)a,
(5) T (h).1a = h.14,
(6) TIE(h).14 = b1y,
(7) Kerll“.1, =0,

para todo h,k € H e a € A.

Demonstracao: (1) = (4) Suponha que (hk).14 = > e(hik)ho.14. Seja h € H e
a € A. Entao

= (> e(lib)ly).a =Y e(lih)(12.a) = > e(11h)(1.(14a))
= Z e(11h)(1aly1a))(1y.a) = > ((11h).14)(12.a)
= h 1A 12 CL ((hlA)a) = (hlA)a

(4) = (6) Basta tomar a = 14.
(6) = (7) Suponha que ITX(h).14 = h.14. Seja x € KL entdo 0 = [1¥(z).14 =
2.14. Desta forma, K.14 = 0.

(7) = (1) Mostremos primeiro que Y e(hik)hy — hk € K*. De fato,

() e(hak)hy — hk) = 1,() _ e(hak)hy — hk))1,
Lie(hyk)hy — 11hk) 1,

hik)e(11hy) — e(11hk))1,
11hy)e(hok) — e(11hk))1,

1,hk) — e(1,hk)) 1,

£

)
—~

~—~~ o~
m
—~ o~

Entao (> e(h1k)hy — hk).14 = 0 e assim

(hl{?)lA = Z €<h1k3)h2.1A.
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As demonstragoes de (2) = (3) = (5) == (7) sado andlogas. E assim o
resultado estd provado uma vez que pela Observagao 1.2.10 temos que K erll” =
Kerll”. a

Teorema 1.2.12. Sejam G um grupdide finito e A uma K-dlgebra com unidade.

Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) 6= ({E,} sec, {Bs}sec) € uma acdo de G sobre A tal que E, tem unidade para
todoee€ Gy e A= @ E.,

eeGo

(2) A é um KG-mddulo dlgebra a esquerda.

Demonstracao: (1) = (2) Denotemos por 1, o elemento identidade de E,, para

todo g € G. Observe que os 1,’s sdo idempotentes centrais em A e que A= @ E.
e€Go
implica que E, N Ef =0 paratodoe # f,e 1y = > 1.. Paracadage Geac A
eeGo
definimos

ug.a = Bg(aly-1).

Mostremos que A é um KG-médulo dlgebra a esquerda com essa agao. Primeira-
mente mostremos que A é um KG-moédulo a esquerda. De fato, sejam g, h € G e

a € A entao
Ug.(up.a) = ug.(Br(alp-1)) = By(Br(alp-1)14-1).

Observe que By(aly-1)lg1 € Ep N Egn = Eygy N Eyg). Assim, se d(g) #
r(h) entdo By(al,-1)l,1 = 0 e se d(g) = r(h) entdo Ep N Egr = Eypy = By e
6g(ﬁh(a1h—1)) = ﬁgh(alh_1). Além disso Eh—l = Ed(h) = Ed(gh) = E(gh)—1 e desta

forma 1j,-1 = 1(gp)-1. Entao

0, caso contrario.

. ﬁgh(al(gh)*l)a se d(g) = T(h)
ug.(up.a) =

Por outro lado, uma vez que

0, caso contrario

oy — { Ugn, se d(g) = r(h)
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entao
(u uh) a = { O ﬁgh(al(gh)_l)v se ( ) (h)
g9 . d g T

0, caso contrario.

Logo, uy.(up.a) = ug.a, para todo g,h € G e a € A. Mais ainda,

lkga= (> ue)a= > uea= >, Pelale) = > ale=a ), l.=aly=a.

e€Go e€Go e€Go e€Go e€Go

Portanto, A é um KG-mdédulo a esquerda. Agora, note que

ug.(ab) = By(ably-1) = By(aly-1blg-1) = By(aly-1)Be(blg-1) = (ug.a)(ug.b),

para todo g € G e a,b € A. Finalmente mostremos que agao satisfaz a condigao (1)

da proposicao anterior, isto é,
(ugup).1a =" e((ug)run)(uy)2.1a = e(ugup)ug.1a4.
Com efeito, sejam g, h € G tais que d(g) = r(h) entao
e(ugup)ug.1a = e(ugn)ug.la = ug.la = By(1aly-1) = 1,.
Entretanto, se d(g) # r(h) entao uyu, = 0 e assim e(ugyup)uy.14 = 0. Logo,

1,, se d(g) =r(h)

0, caso contrario.

e(ugup)ug.la = {

Por outro lado, se d(g) = 7(h) entao (ugup).1a = ugn.1a = Bgn(lalgn-1)) = Lgn
e By, = Ergn) = Erg) o que implica que 1, = 1y. Porém, se d(g) # r(h) entdo
ugup, = 0 e daf
1,, s d(g) = r(h)
0, caso contrario.

(uguh).lA = {

Logo, temos a igualdade e desta forma A é um KG-médulo algebra a esquerda.

(2) = (1) Suponha que A é um KG-médulo dlgebra a esquerda. Para cada
g € G definimos

19 = ug.lA.
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Mostremos primeiro que para cada g € G, 1, é um idempotente central de A. De

fato,
Iy =ug.1g =uy.(1ala) = (ug.1a)(uy.14) = 1,1,.
Note que
T (ug) = D~ e(uety)te = €(Up(g)Ug)Ur(g) = €(Ug)Un(g) = Un(y)
e

—
I (ug) = > uee(ucuy) = ur(g)g(ur(g)ug) = ur(g)g(ug> = Ur(g)-

Logo, pelas condigoes (3) e (4) da Proposi¢ao 1.2.11 temos
aly, = a(ug.1s) = ﬁL(ug).a = I1*(u,).a = (ug.14)a = l,a , para todo a € A.

Entao para todo g € G, E, = Al, é naturalmente um ideal bilateral de A.
Mais ainda, por Proposi¢ao 1.2.11 (6) e do fato que IT*(u,) = u, (4 segue que

ug.lA = HL(ug).lA = ur(g).lA, para todo g c G.

Assim, 1, = 1,(, e deste modo E, = E,,, para todo g € G.
Mostremos agora que A = @ FE.. De fato, seja a € A entao

eeGo
a=lgg.a= (Z Ue).0 = Z Ue.a = Z(ue.(lAa))
ecGo ecGo ecGo
= (ueda)(ue.a) =Y lo(uca) € Y E.
e€Go e€Go e€Go

Sejaxz € E.N Y Ey. Logo, x = (ue.la)a = > (ur.14)by, com a,by € A. Entao,
f#e f#e
por Proposi¢ao 1.2.11 (4) temos que

x =1 (ue).a =uea e o =T(>" up).by = > MH(up).by = > uy.by.
f#e f#e f#e

Assim, para cada f € Gy, f # e temos:

up = (Y upbp) = > (upus)by =up.by
fe fe
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up.r = up.(Ue.a) = (upu.).a=0.

Logo, uy.bpy = 0, para todo f' € Gy, com f # e. Portanto, z = 0 e deste modo
A= @ E..

e€Go
Agora para cada g € G definimos v, : E;-1 — E; por v4(1,-12) = ug.(x1,-1).

Note que, 7, estd bem definida e é um homomorfismo de K-algebras pois:

(1) ug.(xly—1) = (ug.x
= (ug.x

(

J(ug.1g-1) = (ug.w)(ug.(ug-1.14))
) (tgg-1.-14) = (ug.2)(tr(g)-1a)
Mg = (ug.x)ly € Aly = E.

Em particular, v4(1,-1) = 1,. E para todo =,y € A temos

(i7) 74 é claramente K-linear,

(100) Yg(zylg-1) = ug.(xylyg-1) = (ug-(21g-1)) (ug.(ylg-1)) = Yg(x1g-1)74(y1g-1),
(iv) Claramente, v.(x1.) = u.(vle) = (ve.x).1. = (1gg.2)1le = 21, = Ig (x1,).
(v) Finalmente, para todo (g, h) € G?* temos que d(g) = r(h), consequentemente

Lyt = tp(g-1). 14 = ugg).- 14 = upny.14 = 1. E sendo assim

Yorn(@1p-1) = Yg(un-(x1p-1)) = 7g((un-z)15)
= Yo((up-)1g-1) = uy.(up.7)1,
= (ugh-2)1rig) = (Ugh-T)1r(gn)

= (ugh-2)1gn = Ygn(T1(gn)-1)-

Portanto, 7,7, = Ygn, para todo (g, h) € G*. O

E importante observar que existem acoes de grupdides sobre algebras que nao sao
soma direta dos ideais E.’s como pode ser visto no Exemplo 1.6.3.

1.3 Skew Anel de Grupdide

Na primeira se¢ao deste capitulo definimos agao de grupdide sobre uma K-dlgebra

com unidade. Vamos definir o skew anel de grupdide associado a uma dada acao.
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Defini¢ao 1.3.1. [2] Seja f = ({Ey}gea: {8g}gec) uma acdo de um grupdide G
sobre uma K-dlgebra R. O skew anel de grupdide Rxg G correspondente a agao (3 é

definido como a soma direta

Rx3G = @ E,0,

geG

no qual 0s d,’s sao simbolos, com adigao usual e a multiplicacao definida por

g0 (yn)ogn, se d(g) =r(h)

0, caso contrario

(2404)(Ynon) = {

para todo g, h € G, v, € By ey, € E},.

Observe que esta multiplicacao estd bem definida. De fato, uma vez que d(g) =
r(h) entdo Eqgy = Eypny. Mas, Eyg) = Eg1 e Eygy = Ej, entao Eg-1 = Ej,. Assim,
podemos aplicar 3, em Ej,. Além disso, x,0,(yn) € E, e

Ey = Erg) = Ergn) = Egn.

Portanto, z,0,(yn) € Eg4, e desta forma a multiplicac@o esta bem definida. Como
jé observamos anteriormente, para cada e € Go, Be) = ({Eg}gec., {8g}gecc.) é uma
acao do grupo G, sobre a K-algebra F,. Assim, podemos considerar o skew anel
de grupo A, = E, *Be) G.. Mostraremos no proximo lema que o skew anel de
grupodide R+gG é uma K-dlgebra associativa e, logo em seguida, exibiremos condigoes

necessarias e suficientes sob as quais este é também unitério.

Lema 1.3.2. /3, Observagao 3.2] Seja B = ({Ey}gea, {8y}gec) uwma agao de um
grupdide G sobre uma K-dlgebra R unitdria. Entdo, A = Rx3 G € uma K-dlgebra

associativa.

Demonstracao: E fdcil verificar que A é um K-médulo. Mostraremos que a mul-
tiplicacao ¢é associativa. De fato, sejam x40,, yndn, 210; € A, com z, € E,, yp, € Ej, €

z; € E;. Entao, pela definicao da multiplicacao

(2404) (YnBr(z1)0m), se d(h) = r(l)

0, caso contrario,

(240g)[(ynon)(210:)] = {
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e assim

(xgég)[(yh5h)(zlél)] = { wgﬂg<yhﬁh<zl>>5ghl, se d(h) = 7'([) e d(g) _ T(hl)

0, caso contrario.

Note que d(g) = r(hl) = r(h) implica que Eqq) = Epn). Assim, E,1 = E) e
desta forma podemos aplicar 3, em Fj, e

0, caso contrario.

(2464)[(ynon)(z101)] = { 24 84(yn) By(Bn(21)0gmi, se d(h) =r(l) e d(g) = r(h)

Como d(g) = r(h) entao B,0, = By € assim

(2404) [(Yndn)(2101)] = { ZgBq(Yn) Bgn(21)0gn1, se d(h) =1r(l) e d(g) = r(h)

0, caso contrario.

Por outro lado,

0, caso contrario,

[(2404) (yndn)](z16:) = { (2484(yn)bgn)(2101), se d(g) =r(h)

(S

[(240,) (yndn)] (2187) = { 248, () Byn (21) g1, se d(g) = r(h) e d(gh) = d(h) = r(1)

0, caso contrario.

Portanto, (404)[(yn0n)(2101)] = [(2404) (ynn)](2001)- D

Proposicao 1.3.3. [3, Proposi¢io 3.3] Seja § = ({Ey}gec, {8y }gec) uma agdo de
um grupoide G sobre uma K-dlgebra unitdria R. Suponha que E. € unitdrio para
todo e € Gqy. Entao,

1) o skew anel de grupo A, = E, x50y Ge € unitdrio para todo e € Gy,
B(e)
(2) A é unitdrio se e somente se Gy € finito.

Além disso, neste caso, o elemento identidade de A (resp., Ac) € dado por > 1.0,

e€eGo
(resp., 1.0.) onde 1, denota o elemento identidade de E., para todo e € Gj.
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Demonstracao: (1) Imediato.

(2) Suponha que A é unitério e seja 14 = ) z,0,4, com z, € E,. Entao para
geG
cada e € Gy temos

Lebe = 1alede = D (2404)(1e0e) = D5 wfy(1e)dge = D 140y,
geG d(g)=e d(g)=e

pois se d(g) = e entao E, = Eqq) = E4-1, e assim 1, = 1,-1. Portanto, z. = 1. e

g

zy = 0, para todo e # g € G com d(g) = e. Uma vez que e é arbitrario temos que

z. = 1., para todo e € Gy e z, = 0, para todo g ¢ Gy. Portanto, G ¢é finito.
Reciprocamente, suponha que Gy é finito e considere x = Y 1.0.. Assim, para

e€Go
qualquer z, € B, = E,(4) temos

1(240g) = D (1ede)(w40y) = (11“(9)57"(9))(33959) = L(g)Br(9) (xg)(sr(g)g = T404

eeGo
e
(zg09)z = Z (2409)(1ede) = (2404)(Latg)a(g))
eeGo
= Tg0¢(Lag) )0ga(g) = Tglg(1g=1)0g = 141405 = 40,
Portanto, x = 14 como queriamos. U

Lema 1.3.4. Seja § = ({Ey}gec, {Bg}tgec) wma acdo de um grupdide G sobre uma

K -dlgebra unitdria R tal que E. tem unidade para todo e € Gy, R= @ E. e Gy €
e€Go
finito. Entao, a aplicagio ¢ : R — Rx3 G dada por ¢(x) := xlp,q = > rlcde
e€Go
¢ um homomorfismo injetor de K-dlgebras.

Demonstragao: E fAcil verificar que o é um homomorfismo de K-médulos. Sejam

z,y € R. Entao, p(xy) = > xyl.d.. Por outro lado,

e€Go
p(@)p(y) = () 2Ld) (D> ylydy) = > Y wlleylydy
ecGo fEGo ecGo fEGO
= Z xledeyleae - Z xleﬁe(yle)ée
ec€Go e€Go
= Z xleyleée = Z "L‘yleée'
e€Go ecGo
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Portanto, p(zy) = ¢(z)¢(y), para todo z,y € R. Assim, temos que ¢ é um homo-

morfismo de K-algebras. Além disso, ¢ é claramente injetor. a

Pelo lema acima temos que se 8 = ({E;}4eq, {5y} gec) uma agao de um grupéide
G sobre um anel R tal que E, tem unidade para todo e € Go, R = @ E. e Gy é

eeGo
finito entao A é um R-mdédulo a esquerda via:
z.(D2 2404) = () (D 40,),
geG geG
para todoz € Rey= ) x,0, € A. Mais explicitamente,
geG
SL’(Z Tg04) = @(I)(Z Tg0q) = (Z xleée)(z Tg0g)
geG geG e€Go geG
=D (O (@1b)(w0g) = Y (21r(g)6r(g)) (405)
geG e€Gy geG
= Z T1r(9)Br(g) (T4)0r(g)g Z Tlr(g) g0y = Zxxchg
geG geG geqG

Além disso, A é também um R-mdédulo a direita via:

(D2 wgog).x = (32 240g)p(2),

geG geG

para todoz € Rey = ) z,0, € A. Mais explicitamente,

geG
(Z Tg0y).T = (Z T404)p(z) = Z Z 2404216,
geG geqG g€G e€Gy
= 240001 ag)0utg) = Y Tg(1a(g))dgatg)
geG geG
= Zl'gﬁg(l'lgfl 4]
geG

pois Ey,-1 = Eyg) e assim 1,1 = 1g,. De fato, via essas acoes definidas acima A
¢ um R-bimédulo. Lembraremos de [21] a defini¢ao de K-algebra graduada por um

grupoide.

30



Defini¢ao 1.3.5. [21] Sejam K um anel comutativo, A uma K -dlgebra com unidade
e G um grupdide finito. Dizemos que A é G-graduada ou graduada por G se eziste

um conjunto {Ay}gec de subgrupos do grupo aditivo tais que

A:®Ag

geG

e para todo g, h € G temos:

a { C Ay, se dlg) = r(h)

g .
=0, caso contrdrio

Se AjA, = Ay, para todo (g,h) € G? entdao A é chamado fortemente graduado.

A componente principal de A é o conjunto:

A= @ A..

e€Go

Todo elemento nao nulo a € A tem uma tnica expressao como soma de elementos

homogéneos a = ) a, e o elemento nao nulo a, dessa decomposicao é chamado
geG
componente homogénea de grau g de a.

Proposicao 1.3.6. [20, Proposi¢io 2.2] Se A é uma K-dlgebra unitdria gradua-
da por um grupdide finito G, entao para cada e € Go, A, € um subanel de A e

1€ 6 A..

ecGo

Demonstragao: De A.A. C A, segue imediatamente que A, é um subanel de A.

Sejalq = Y a, a decomposigao do 14 em componentes homogéneas. Escolha h € G
geG
e by, € Ap, entao by, = 1aby, = > agby. Se (g,h) ¢ G* entao azb, = 0. Se (g,h) € G?
geG
entdo azby, € Agy. Consequentemente, azb, = 0 sempre que g # r(h). Disto segue

que azb = 0 se g ¢ Gy para todo b € A. Como A tem unidade entdo a, = 0, para

todo g ¢ Gg. Portanto, 14 € @ A.. O
eeGo

Observacao 1.3.7. (1) Se A é uma K-dlgebra com unidade G-graduada entio A,
tem unidade. De fato, seja 14 = > 1. € @ A.. Entao, para todo f € Gy temos

ecGo e€Go
que:
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Lila=14(> 1) = > 1fle:1f1f:1?c

=ten ecGo

arf :aflA :af( XG: 16) = ZC:; afle :aflf.
ecGo ecGo

Analogamente, temos também lray = ay. Portanto 15 = 14,.

2 56 am A uma K-(il ebm G- mduada, a = a, € b = bh em A Emf&o,
geG heG

b =(¥ a) (X )= ¥ abn= Y (¥ aghy)

geG heG g.heC keG gh=k

Note que dados g,h € G com d(g)
kh='. De fato, se gh = k entao d(k) = d(h) = r(h™'). Assim, (k,h7') € G* e
gh =k < ghh™ = kh™! < gr(h) = kh™! < gd(g) = kh™! < g = kh™".
Além disso, pelo Lema 1.2.7 temos que gh = k se e somente se d(h) = d(k). Logo,

ab = E( Z akh—lbh).

k  d(h)=d(k)

r(h) entio gh = k se e somente se g =

Portanto, a componente homogénea de grau g de ab é dada por:

(ab)g = > agn-1bp.
d(h)=d(g)

A seguir mostraremos que A = R*3G é uma K-élgebra fortemente graduada por

G.

Lema 1.3.8. [2, Proposicao 3.4] Seja = ({Ey}gea {By}gec) uma acao de um
grupoide G sobre uma K-dlgebra R tal que E. € unitdrio para todo e € Gy. FEntao,
A= Rx*3 G € fortemente graduado por G.

Demonstracao: Por definicao, A = @ E,J,. Entdo, tomando A, = E,J,, para

geG
todo g € G temos que

AgAh = (E 4 )(Eh(sh) = Egﬂg(Eh)(sgh = gﬁg( r(h) )
gﬂg(Ed g)) gh = gﬂg( ‘1> gh = E E 59/1
= Egogh = Er(g)0gn = Er(gn)0gh = Egnogn = Agh-
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para todo (g,h) € G*. Além disso, A,A, = 0 sempre que (g, h) ¢ G>. O

Na préxima secao mostraremos que os conceitos de K-algebra graduada por um
grupodide finito G e KG*-modulo algebra a esquerda sao duais no seguinte sentido:
toda K-algebra graduada é um KG*-modulo dlgebra a esquerda, e reciprocamente

todo K G*-mdédulo dlgebra a esquerda é uma K-dlgebra G-graduada.

1.4 Graduacgao, Dualidade e Produto Smash

Nesta secao vamos mostrar que os conceitos de K-dlgebra graduada por um
grupdide finito G e KG*-modulo dlgebra sao duais no sentido que ja foi esclarecido
anteriormente. Em seguida vamos definir o produto smash fraco A#KG*, onde A é

uma K-algebra graduada por G.

Teorema 1.4.1. Sejam G um grupoide finito e A uma K-dlgebra com unidade. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) A € graduada por G,

(2) A é um KG*-mddulo dlgebra a esquerda.

Demonstracao: (1) = (2) Suponha que A é uma K-dlgebra com unidade G-

graduada. Para cadaa = ) a, € A e g € G definimos
geG

vg.0 = a, (a componente homogénea de grau g).
Mostremos primeiro que A um KG*-médulo a esquerda via essa agao. De fato,
sejam g,h € Gea= ) a, Entao,

geG

ag, se g =h

vy.(vp.a) = vg.ap = {

0, caso contrario.

Por outro lado, uma vez que v, e vj, sdo ortogonais (se g # h) entao

=h
(vgvn).a = { bg 5¢ 9

0, caso contrario.
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Logo, vg.(vp.a) = (vgup).a. Além disso, 1xg+.a = (Y vy).a = Y vga = Y a, = a.
geG geG geqG
Portanto, A é um KG*-médulo a esquerda.

Agora mostremos que

vg-(ab) = > ((vg)1-)((vg)2:b) = 32 (Vgn-1.a)(vn-b),

d(h)=d(g)

para todo g,h € G e a,b € A. De fato, sejam a = > a, e b= > b, em A. Entao,
geG heG

pela Observagdo 1.3.7 (2) temos que (ab)y = >  agn-1b,. Assim, pela definicao
d(h)=d(g)
da acao temos que

vy.(ab) = (ab), = d(h)z:d( )(lgh—lbh.
=d(g

Por outro lado,

Y ((vg)1-a)((vg)2.0) = > (vgp-1.a)(vp.b) = > agp-1bp.

d(h)=d(g) d(h)=d(g)
Assim, vg.(ab) = Y. (vgp-1.a)(vs.b) como queriamos.

d(h)=d(g)
Finalmente mostremos que a acao definida acima satisfaz a seguinte condicao

(vgvn)-1a = D e((vg)1vn)(vg)2.1a.

Note que,

Yoe((vghivn)(vg)ala = > e(vg-1vp)v.la.

d(l)=d(g)

Mas, vy-105 # 0 se e somente se gl~' = h. Isto ocorre se e somente se | = h™1g.

Como d(h™tg) = d(g) entdao podemos considerar [ = h~'g. Assim,

Zg((vg)lvh)(vg)zl,q _ { €(Uh>1}h719.1A7 se ’f’(g) — ’f’(h)

0, caso contrario.

Caso 1: Suponha que ¢ = h = e € Gy. Uma vez que 14 = > 1. entdo
eeGo
(vgup). 14 = ve.14 = 1.. Por outro lado,
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Yo e((vg)1vn)(vg)2.1a = e(vn)vp-14.14 = €(ve)ve.1g = 11, = 1.

Caso 2: Suponha que g # h. Entao v,v, = 0 e desta forma (v,vp,).14 = 0. Por

outro lado,

Zs((vg)lvh)(vg)Q.lA = { e(vn)vpg-1.14, se r(g) =r(h)

0, caso contrario.
Mas, por Lema 1.2.5 temos que h='g € Gy se e somente se g = h. Como, por
hipdtese, g # h entao g~'h ¢ Gp e assim vj-1,.14 = 0.

Caso 3: Suponha que g = h ¢ Gy. Dai, (vyup).14 = 0,14 =0 e

Yo e(vgrvp)uila = e(vg)vp-14.14 = €(Vn)vg-14.14 = €(vp)Vagg)- 14 = 0,
d(l)=d(h)

pois uma vez que h ¢ Gg entao (v,) = 0.

Portanto, em todos os casos temos que

(vgvn)-1a = > e((vg)1vn)(vg)2-1a.
Assim, A é um KG*-mdédulo dlgebra como queriamos.

(2) = (1) Seja A um K G*-mdédulo algebra via: v,.a, paratodo a € A. Definimos
A, = {v,.a | para todo a € A}. Para simplificar vamos denotar vg.a por a,, para

todo g € G. Como 1k = Y v, e lgg+.a = a, para todo a € A, entdo
geG

a=1lgg.a= (D vy).a= > vea= Y a,€ > A

geG geG geqG geqG
o que implica que A = > A,. Mostremos que essa soma ¢ direta. De fato, seja
geG
r € AgN Y Ay Assim, x = vg.a = Y vp.bpy, com a, by € A. Mas,
h#g h#g

Vg.T = Vg.(vg.a) = (V40,).04 = V4.0 =2

Vg.T = vg.(z 'Uh-b(h)) = (Ugvh)'b(h) =0.
h#g h#g
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Logo, x = 0 e assim A = @ A,. Note que (vg.a) + (v4.0) = vg4.(a +b), para todo
geG
g€ Gea,be A Deste modo, A, é um subgrupo do grupo aditivo de A.

Agora, dados a,b € A. Entao, como A é um KG*-modulo algebra temos que

vg.(ab) = > (vgp-1.a)(vp.b).

d(h)=d(g)

Logo, para todo h,g € G temos que Ay-1A, C Ay Tomando | = gh~! temos,
pelo Lema 1.2.7, que isso é equivalente a d(I) = r(h). Isto é, | = gh™! se e somente
se (I,h) € G*. Assim,

AlAh C Alh7 se (l,h) € Gz.

Mostremos que A;A;, = 0 quando (I,h) ¢ G?. De fato, sejam a; = vj.a € A; e
by, = vp.b € Ay. Como A= P A, entdo

geG

(llbh = Z Zke-
keG

Para todo t € G temos que

2 = Ut.(z 2k)

keG

= vt.(albh)

= Z (vgs-1.a7) (vs.bp)

d(s)=d(t)

= Z (Vgs-1.(vy.a)) (vs.(vp.D))

d(s)=d(t)

= Z ((vgs—1v7).a)((vsvp).b).

d(s)=d(t)

Mas, vsv, # 0 se e somente se s = h. Assim,

L = { ((vgp-1v7).a) (v.b), se d(h) = d(t)

0, caso contrario.

Suponha que d(h) = d(t). Entao, z; = ((vg-1v1).a)(vp.b). Sabemos que vy-1v; # 0
se e somente se th™' = 1. O que implica que d(l) = d(h™') = r(h). Entretanto, por
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hipétese, d(l) # r(h). Portanto, vy-1v; = 0 e assim z; = 0, para todo ¢t € G. Logo,

ab, = > z = 0 e desta forma A;A, = 0. O
teG

A nogao de produto smach fraco pode ser vista com mais detalhes em [9] e [8].
Aqui lembraremos essa definicao e temos como objetivo mostrar que se A é uma

K-éalgebra graduada por um grupdide finito G entao A#KG* é um produto smash.

Definicao 1.4.2. [§] Seja A uma K-dlgebra sem unidade. Uma pré-unidade € um

elemento de A satisfazendo:
ea = ae = ae’,

para todo a € A.

Note que se A é uma K-algebra unitaria entao e é uma pré-unidade se e somente

se e é um idempotente central de A.

Lema 1.4.3. [8] Sejam A um anel sem unidade e e € A uma pré-unidade. Entao,

p . A — A dada por p(a) = ae é um homomorfismo de dlgebras que satisfaz p* = p.

Demonstragao: Mostremos primeiro que p?> = p. De fato, p?(a) = p(p(a)) =

2

plae) = (ae)e = ae®* = ae = p(a), para todo a € A. Assim, p* = p. Agora, sejam

a,b € A. Entao,

pla+b) = (a+b)e =ae+be =p(a)+ p(b)

p(ab) = p*(ab) = abe* = aebe = p(a)p(b).

Portanto, p ¢ um homorfismo de 4lgebras que satisfaz p* = p. O

Definig¢ao 1.4.4. [8] Sejam K um anel comutativo, A e B K-dlgebras com unidade

eseja R : B A— A® B uma aplicagao K-linear. Escrevemos
R(b®a)=>ar @ br.

Entao, A#rB € igual a A ® B como K-mddulo, mas com multiplicagao dada por:
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MA#RrB — (mA®mB)o([A®R®[B)

ou

(a#D)(c#d) = > acg @ brd.

Dizemos que (A, B,R) tem uma estrutura de produto smash se A#rB é uma K-
dlgebra associativa com unidade 14#1pg, e dizemos que (A, B, R) tem uma estrutura

de produto smash fraco se A#rB € uma K-dlgebra associativa com pré-unidade
1a#15.

Em tudo o que se seguird usaremos ® para denotar ®g. Observemos que se A
é um KG-médulo adlgebra a esquerda entao claramente R : KG® A — A® KG
dada por R(uy ® a) = ug.a ® u, é uma aplicacdo K-linear. Considere A# K G igual
a A® KG como K-médulo e multiplicacao dada por

(a#tug) (btun) = (ma @ mie)(1a @ R @ Ixg)(a ® ug @ b ® uy))
= (ma @ mgag)(a® ug.b® uy @ up)

= a(uy.b) ® uguy,.
Portanto,

a(ug.b)#ugy, se d(g) =r(h)

0, caso contrario.

(agtug) (bifun) = {

Sabemos pelo Teorema 1.4.1 que se A é uma K-algebra com unidade graduada
por um grupdéide finito G entao A é um KG*-médulo algebra a esquerda. Seja

R: KG"® A— A® KG* definida por

Rvg@a)= Y (vgp-1.a) @ vy, paratodoa € Aeged.
d(h)=d(g)

Considere A#KG* igual a A ® KG* como K-moédulo e multiplicagao dada por

(a#tv,)(b#vp) = (Mma @ M) ({da @ R @ Idge+)(a @ v, @b & vp))

= (ma ® mgg+)( Z a® (Vy-1.b) ® v @ vp)
d()=d(9)

= Z a(vg-1.b) ® vyup,.

d(l)=d(g)
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Mas, v, # 0 se e somente se [ = h. Assim,

a(vgn-1.b)#vy, se d(h) = d(g)

0, caso contrario.

(atvg) (btvn) = {

Proposicao 1.4.5. Nas condicoes acima A#r KG* é um produto smash fraco.

Demonstracao: Naturalmente, R é uma aplicacao K-linear. Entao resta mostrar
que essa multiplicacao é associativa e que 1#1 g+ é uma pré-unidade. Mostremos

primeiro que vale a associatividade. De fato, sejam a,b,c € A e g, h,l € G entao

(a#vy)(b(vp-1.0)#v;), se d(h) = d(l)

0, caso contrario

(o) (bun) (et = {
_ { a(vg-1.(b(vp-1.c)))#u;, se d(g) = d(h) = d(l)

0, caso contrario.

Suponha que d(g) = d(h) = d(I) entdo

(a#vy) [(b#vn) (cH#v)] = Z a(vg-1g-1.0) (Vg (vp-1.¢) ) #uy

d(k)=d(gl=")

- Z a(Vgrn)-1-0) ((VkVR-1).C)F0r.

d(k)=r(l)

Mas, vpvp-1 # 0 se e somente se k = hi~!. Neste caso, d(k) = d(hl™') = d(I7') =

(1) entao

(a#vg)[(b#vn) (c#v1)] = a(vgni-11)-1.0) (Vp-1.¢)#v;
= a(vg(hd(l))q.b)(vhlq.c)#vl
= a(vgp-1.b)(vp-1.0)#u;.

Conclusao

(ad#vg)[(b#fon) (c#ur)] =

0, caso contrario.

_ { a(vgn-1.b)(vp-1.c)#u;, se d(g) = d(h) = d(l)

Por outro lado,
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(a(vgn-1b)#on) (cvr), se d(g) = d(h) = d(1)

0, caso contrario,

(o, (o)) ) = {

0, caso contrario.

_ { a(vgp-1.0)(vp-1.c)F#v;), se d(g) = d(h) = d(1)

Portanto, (a#v,)[(b#vr)(c#v)] = [(a#v,) (b#vp)](c#v;). Para finalizar mostremos
que 14#1 kg« é¢ uma pré-unidade de A#KG*. De fato, seja a#v, € A#KG*. Entao,

(La#tlkee)(aton) = > (La#v)(afvy)

leG

—Z Z La(vgp—1.a)#vpvp

leG d(k

Z alh 17U,
d(l)=

Tomando [h™! = k entao d(k) = d(h™') = r(h). Reciprocamente, dados h,k € G
tais que d(k) = r(h) entao tomando [ = kh temos que [h~! = k. Assim,

(La#lge-)(a#vn) = > apFon.

d(k)=r(h)

Por outro lado,
(ag#ton)(La#lie) = Y ag(vpe-r1a)#vel ke

= Z ag(vhkq.lA)#vk.

Pelo Lema 1.2.5 sabemos que hk~! € Gy se e somente se k = h. Assim,

(ag#vn)(LaF#lke) = ag(vpp-1.14)#vp
= ag( 1A)#Uh
Ly (n)#Vn.-

Observe que agyl, ;) € AgA ) e como
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C A, sed(g)=r(h
Ao, { o se d(g) = r(h)

= 0, caso contrario,

entao

0, caso contrario.

L = { ag, se d(g) = r(h)

Se tomarmos @ = Y, a, um elemento qualquer de A entao
geG

(a#vp)la#F#lie = >,  ag#op.
d(g)=r(h)

Desta forma, (14#1xa+)(a#vr) = (aFvp)(la#lke+). Para finalizar, note que

(La#lge ) (La#lger) = Z(lA#Ug)(lA#lKG*)

geG
—Z Z A(Vgn-1.14)#vpl g
9€G d(h)=d(g)
= ngg_1.1A#vg
geG
= Lug#v,
geG
Dai,
(adtvn) (La#tl ke )? = (adtoy) Zl )#0g)
geG
= Z Z a(vpg-1. Ly (g)) #Vrg
9€G d(k)=
= Z G(Uhgfl.lr(g)>#vg
d(g)=d(h)
= CL(’Ur( h))#vh
= alr(h)#vh‘
Seja a = Y a; a decomposi¢do do a em componentes homogéneas. Entdo,
keG
Liwy = > arlyy = > ag. Logo, al,my#vn = Y, ar#op = (a#vg)(La#lkege).

ked d(k)=r(h) d(k)=r(h)
Portanto, 14#1 kg é uma pré-unidade de A#KG* e desta forma A#KG* tem uma

estrutura de produto smash fraco. O
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Observe que se A uma K-algebra com unidade graduada por um grupéide finito
G entdao A= P A,. Além disso, KG* = @ Kvy,. Logo,

geG heG
A#KG™ = (D Ag)#(D Kvn) = D (Ag#fon).
geG heG g,heG

como K-moédulo.

No caso em que GG é um grupo sabemos que as aplicacoes:
p: A— A#KG* e ¢ : KG* — A#KG*

definidas respectivamente por p(a) = a#uvi, e ¢¥(vy) = 1a#v, sdo homomorfismos
injetores de K-algebras. Porém, isso nao é verdade, em geral, no caso em que G é

um grupoide como mostra o proximo exemplo.

Exemplo 1.4.6. Seja G = {g,97',7(9),d(g)} um grupdide, K um anel comutativo
e A= Kugg) ® Kuyg) © Kug ® Kug— com

B { wg, se d(l) =r(k)
Uy =

0, caso contrario.

Entao A € uma K-dlgebra graduada por G tal que 14 = ug(g) + ty(q). Lembremos
que KG* é o K-mddulo livre com base {v; | | € G} satisfazendo v/(ux) = 1% e

g = Y . E facil ver que
leg

Alre-) = vr(g) ® Vg + Vg ® Va(g) + Va(g) @ Vg1 + Vg1 @ Un(g) + Vg1 @ Vg + Va(g) &
Vd(g) T Vg @ Vg=1 + Ur(g) & Ur(g),

(ug#lKG*>(ud(g)#1KG*) = UgHVg—1 + UgHUa(g)

Ugucl(g)#]_KG* = ug#]_KG*.

Portanto, neste caso, @ nao € um homomorfismo de K -dlgebras. Por outro lado,

(Lattvg) (LaFvy) = 1a(vgg—1). 1a#vy = Ur(g)-(Ua(g) + Ur(g))FVg = Ur(g)FFVg

La#vgvg = La#0g = Ug(g)FVg + Up(g)F Vg

Portanto, 1 também nao é um homomorfismo de K -dlgebras neste exemplo.
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1.5 Separabilidade

Nesta secao daremos as definicoes de extensao separavel, Azumaya, H-separavel
e alguns resultados envolvendo esses conceitos, que serao usados no capitulo 2. Esses
sao resultados cldssicos na teoria de extensoes separdveis e as suas demonstragoes

podem ser encontradas nas referéncias indicadas.

Definicao 1.5.1. Sejam S um anel unitario e R C S uwm subanel com mesma

n
unidade de S. Dizemos que S € uma extensao separdvel de R se eziste e = > 1;Qs; €
i=1

S®prSP tal que i ris; =1l e i ST ®8; = i ;i ®8;8, para todo s € S. O elemento
eeSRrISPé czﬁzmado elemezgtlo de sepanzzglidade de S sobre R. Se R for comu-
tativo esse elemento é de fato um idempotente. Em particular, se R = C(S) (centro
de S) entao S ¢é dito uma extensio de Azumaya de R (ou simplesmente Azumaya

sobre R ou R-dlgebra de Azumaya ou ainda separdvel e central).

Definicao 1.5.2. Sejam S um anel unitario e R C S um subanel com mesma
unidade de S. Dizemos que S é Hirata-separdvel (ou simplesmente H-separdvel)

sobre R se existem u; € Cg(R) e v; € Csgrs(S) tais que Y uv; = 1lg ® 1g. O

K3
conjunto {u;,v;} € chamado sistema de Hirata (ou H-sistema,).

Lembremos que Cg(R) = {s € S | sr =rs para todor € R} é o centraizador de
Rem S.

Definicao 1.5.3. Seja R um anel unitirio. Um R-modulo a esquerda M € dito
um gerador para a categoria dos R-mddulos a esquerda se para qualquer R-mddulo
a esquerda N ezistem um conjunto nao vazio A e um homomorfismo de R-mddulos

a esquerda sobrejetor ® : @ My — N, onde My = M, para todo A € A. Ou seja,
AEA
se todo R-mddulo a esquerda N é um quociente de @ M,y.
AEA

Definicao 1.5.4. Seja R um anel unitario. Um R-mddulo a esquerda M ¢é dito um
progerador para a categoria dos R-modulos a esquerda se M for projetivo, finitamente

gerado e gerador.
O teorema abaixo caracteriza as dlgebras de Azumaya.

Teorema 1.5.5. ([12, Teorema 3.4]) Sejam R um anel comutativo e S uma R-

dalgebra unitaria. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
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(1) S € Azumaya sobre R;
(2) S € um S ®g SP-progerador e S é R-central;
(3) S € um R-progerador e a aplicagcdo ¢ : S @p S — Endgr(S) dada por
e @ si)(s) = d_riss;
€ um isomorfismo de anéis.

Teorema 1.5.6. [12, Teorema 4.1] Sejam R um anel comutativo e T um R-progerador.
Entio S = Endg(T) é Azumaya sobre R.

O teorema abaixo sera de fundamental importancia para as demonstragoes dos
resultados obtidos no capitulo dois. Este resultado é conhecido como teorema do

duplo comutador.

Teorema 1.5.7. [12, Teorema 4.3] Sejam S uma R-dlgebra de Azumaya e T uma
subdlgebra de S contendo R e separdvel sobre R. Entio Cs(T) é uma subdlgebra
separdvel de S e Cs(Cs(T)) =T. Se T for Azumaya sobre R entao Cs(T') também
0 €, e a aplicagao de R-dlgebras T @p Cs(T) — S dada por x @ y — xy € um

isomorfismo.

Proposicao 1.5.8. [23, Proposi¢ao 1.3] Seja S uma extensao H-separdvel de R tal

que R é um somando direto de S como R-bimddulo. Entao, Cs(R) € separdvel sobre

C(S) e Cs(Cs(R)) = R.

Lema 1.5.9. [18, Lema 1] Sejam S uma extensao H-separdvel de R e M um S-
modulo a esquerda. Se M é um gerador como R-mddulo a esquerda entao M € um

gerador como S-maodulo a esquerda.
O proéximo resultado mostra que extensoes H-separaveis sao separaveis.

Teorema 1.5.10. [16, Teorema 2.2] Se S é uma extensao H-separdvel de R entdo

S € uma extensao separdvel sobre R.
O resultado a seguir relaciona extensoes Azumaya e H-separaveis.

Teorema 1.5.11. [18, Teorema 1] Sejam S uma dlgebra de Azumaya e R C S um
subanel de S tal que S O R O C(S). Se S € projetivo como R-mddulo a esquerda

entao S é H-separdvel sobre R.
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O proximo teorema € a transitividade de extensoes separaveis.

Teorema 1.5.12. [17, Proposicao 2.5] Sejam S um anel, R e T subanéis de S tais
que R O T. Se S é uma extensao separdvel de R e R é uma extensao separdvel de

T entao S € uma extensao separdvel de T'.

1.6 Extensoes de (Galois e Algebras de Galois

Dois conceitos importantes na teoria de Galois sao os de subanel dos elementos
invariantes e a aplicagao traco. Vamos iniciar esta se¢ao definindo esses conceitos e

mostrando alguns resultados envolvendo essas nogoes.

Definicao 1.6.1. Seja 5 = ({E,}sea, {By}gec) uma agao de um grupdide G sobre
uma K -dlgebra com unidade R tal que cada E. € unitdrio para todo e € Gy denotemos
por 1. a unidade de E,. A subdlgebra dos elementos invariantes sobre a acdo 3 €

definido por
RP ={z € R| By(x1ay)) = xl,y), para todo g € G}.

Seja G um grupdide finito. A aplicagdo trz : R — R definida por trg(x) =

> Bg(xl,-1), para todo x € R, é chamada aplicagdo trago. E facil verificar que
geG

trg 6 um homomorfismo de R°-bimédulo. No lema a seguir mostraremos que sob
determinadas condigoes trgz(R) C RP. Esse resultado é de fundamental importancia
para introduzirmos a nogao de extensao de Galois no contexto de acao de grupodide

sobre &lgebras como foi feito em [10] para o caso de agao de grupo.

Lema 1.6.2. [3, Lema 4.2] Seja = ({E,}sec, {8y }gec) uma acao de um grupdide
finito G sobre uma K-dlgebra com unidade R tal que cada E,. € unitdrio para todo

e€ Gy e R= & E.. Entao

eeGo
(1) tra(R) C R?,
(2) tra(By(x)) = tra(x), para todo x € E4-1 e g € G.

Demonstragao: Sejam x € R e h € GG. Entao

Onltra(e)ln—r) = Bu( 2 By(wlg=1)1p-1)

geG
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note que fy(xly-1)l,-1 € Ey N Ep-1 = Epg) N Eqggy. Logo, se 7(g) # d(h) entao
Bg(xly-1)1p-1 = 0. Assim

Bultra(x)la-1) = Bu( Y Bylaly-1)lpm)

r(g)=d(h)

= D BuBy(aly)1pm)

r(g)=d(h)

= Bhg(x1(ng)-1)1n
r(g)=d(h)

Pelo Lema 1.2.6 temos que [ = hg se e somente se r(l) = r(h). Dai,

ﬂh(trﬁ(l‘)lh—l) = Z ﬁl(fblrl)lh = Z ﬂl(l'llfl)lh = t’l"ﬁ(l‘)lh.

r(l)=r(h) leG

(2) Sejam g € G e v € E,-1. Entao

tra(By(x)) = D Bu(By(@)ln-1) = > Bagla)l
heG d(h)=r(g)
= Y 8@y = ) Bilx)=tra(a),
d()=d(h) d(l)=d(h)
pois Fjg-1 = E,q4-1) = Erq) = Ey. O

Observe que os itens (1) e (2) do lema acima sao asseguradas pela hipdtese que

R = @ E.. Em geral se isso nao ocorre os itens (1) e (2) do lema anterior nao sao
ecGo

verdadeiros. Conforme veremos no exemplo seguinte.

Exemplo 1.6.3. [3, Observacgao 4.3 Considere o grupdide G = {g1, 92,93}, com
Go={g1,92}, 95" = g3 € G393 = go, e tome R = Ke, ® Key ® Kes @ Key, onde K ¢é
um anel com unidade e e, eq, €3, €4 sao tdempotentes centrais dois a dois ortogonais
com soma 1g. Considere Eg = R, By, = Key ® Kez © Key, Egy = Ey,, By, = I, ,
By = Ig,, € By laey + bes + ceq) = bey + aez + ceq, para todo a,b,c € K. E facil
verificar que 3 = ({Eg}gea: {8y }gec) € uma agao de G sobre R e é imediato verificar
que R° = Key @ K(eg + e3) @ Key, trg(es) = ea + 2e3 & RP e trg(es) = 2ey + €3 #
e2 + 2e5 = trg(By,(e2)).

46



Observagao 1.6.4. Se R = @ E. entio R’ C @ Ef(e). De fato, qualquer x € R

e€Go e€Go

é da forma v = Y x., com z. € E. e x € R® se e somente se B,(xl,-1) = xl,,
e€Go
para todo g € G. Isto ocorre se e somente se By(Za(q)) = Tr(g), Para todo g € G. Em

particular, By(z.) = x., para todo g € G.. Assim, x. € Ef(e), para todo e € Gy e

r= Y z. € P Ef(e). Em geral a inclusio R° C @ Ef(e) ¢ estrita, como tlustra o
e€Go e€Go e€Go

sequinte exemplo: G ={g,97',7(9),d(g9)}, R = Ke1;®Key®KezdKey, onde K é um
anel com unidade e eq, es, €3, e4 sao idempotentes centrais ortogonais dois a dois com
soma igual a 1r, By = E.g) = Key®Key, Eg1 = Eyg) = Kes®Key, fy(ves+yes) =
rer + yey e fy-1(xer + yes) = wes + yey, para todo x,y € K. E fécil verificar que
B = ({En}nec, {Bn}nec) € uma acio de G sobre R, R° = K(e; + e3) ® K(eq + €4),
P 5,

Ed(dg<§) = K63 D K64 e Er(g(;y) = K@l & K@Q.

No que segue vamos considerar § = ({ E, }yeq, {8y }gec) uma acao de um grupéide
finito G sobre uma K-algebra com unidade R tal que cada E. é unitario para todo

e€ Gype R= @ E.. Naturalmente como R% C R entdo R é um RP-bimédulo via
e€Go
a multiplicacao.

SejaT : Rx R — RxgG definida por 7(z,y) = 3 28,(y1,-1)d,. E facil verificar
geG
que 7 é biaditiva e RP-balanceada. Logo, pela propriedade universal do produto

tensorial temos que 7 : R®ps R — Rx3G, definida por 7' (z@y) = 3 23,(yl,-1),
geG

7’ . 7’ . !/ 7’
¢ um homomorfismo de grupos abelianos. Um célculo simples mostra que 7 ¢é de

fato um homomorfismo de R%-bimédulos.

Lema 1.6.5. [3] A aplicacao j : Rx3G — End(R)gs definida por j(3_ ayd,)(z) =
Y- agfBg(xl,-1), para todo x € R € um bem definido homomorfismo de R-médulos a

esquerda e também um homomorfismo de K -dlgebras unitdrias.

Demonstragao: Mostremos primeiro que j esta bem definida. De fato, sejam z € R

ey € R’ entdo

J(Z agq)(zy) = Z%ﬁg(mylg”) = Zagﬁg(xlg”)ﬁg(ylg*l)
= Z agBq(xlg-1)yly = Z agB(x1g—1)y = J(Z ag0q)(2)y.

47



Uma verificacao simples mostra que j é R-linear a esquerda. Para finalizar

mostremos que j é um homomorfismo de anéis. Claramente, para todo x € R

j(]‘R*BG)(x) = j( Z 1656)(1') = Z 1666(1'16) = Z 163j =T = IR(x)a

ecGy ecGy e€Go

e para todo (g, h) € G? temos

3 ((2900) (yYndn)) () = j (2B (Yn)0gn)(x) = 2gB(yn)Bon (1 (gny-1)-
Por outro lado,
(7(2404)3 (yn6n)) (x) = j(@404)(j (yndn)(x))

= j(2404) (ynBn(x1y-1))
= 248y (YnBn(x14-1)),

mas Fgg) = E,») e assim E,1 = Ej,. Logo,

(7(2999)7 (yn0n)) (%) = 2484 (yn) Bgn(x1n-1)-

Agora se d(g) # r(h) entao (40,)(yndn) =0 e E,;~1 N Ej = 0. Dal

(j(xgdg)j(yhéh))(x> = j(xgég)(yhﬁh@lh*l)) = zgﬁg(yhﬁh(xlhfl)lg*) = 0.
Portanto, ((2,5,) () = (248, (snd), para todo g,h € G. 5

No lema anterior End(R)gs denota os endomorfismos de R que sao R°-lineares

a direita. Observe que R é um R xg G-médulo a esquerda via:
zy = j(z)y, para todo z € R+ G ey € R.
Para qualquer R xg G-médulo a esquerda M definimos:
MY ={me M | (1,6,)m = 1,m, para todo g € G}
o conjunto dos invariantes de M sobre G. Lembremos que ¢ : R — R*3 G
definida por p(z) = > x1.. ¢ um homomorfismo injetor de anéis. Se M ¢é um
ecGo
R x5 G-mdédulo a esquerda, necessariamente M ¢ também um R-mddulo a esquerda

via:
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xm = p(x)m, para todo z € Rem € M.

Em particular como R é um R xs G-médulo a esquerda via j, entdao RE coincide

com RP.

Defini¢ao 1.6.6. [3] Sejam G um grupdide finito, R uma K -dlgebra unitdria e =
({E,}oea, {8, }gec) uma agao de G sobre R. Dizemos que R é uma extensdo de Ga-

lois de R® se existem elementos {x;,y; € R |1 <i < m} tais que Y ;0,(yily—1) =
i=1
dgele, para todo g € G e e € Gy. O congunto {x;,y;}1<i<m € chamado sistema de

coordenadas de Galois de R sobre RP.

Na definicao anterior § denota o delta de Kronecker. A seguir apresentamos um
exemplo de uma acao 3 de um grupdide G sobre uma K-algebra R na qual R é uma

extensao de Galois de RP.

Exemplo 1.6.7. Sejam G = {g,97',7(9),d(g)} um grupdide e R = Ke; ® Key @
Kes @ Key, onde K € um anel comutativo e eq, e, e3,e4 sao idempotentes centrais
dois a dotis ortogonais cuja soma € 1g. Considere By = E, ) = Kes ® Key, Eg1 =
Eag = Kei ® Kea, Brg) = Ig,,,» Biaw) = 1By, Bs(zer + yes) = zez + yey e
By-1(xes + yes) = xey + yeq, para todo x,y € K. Sabemos pelo Exemplo 1.1.14 que
B = ({E,}gea: {8y gec) € uma acio global de G sobre R. E fdcil verificar que R é
uma extensdo de Galois de RP = K (ey+e2)® K (e3+e4) onde o conjunto {e;, €;}1<i<a

é o sistema de coordenadas de Galois de R sobre RP.

O Teorema 1.6.9 na sequéncia é a versao global de [3, Teorema 5.3| cuja demon-
stracao ¢é praticamente idéntica a deste teorema. Contudo a repetimos aqui para
conveniéncia do leitor. Para a prova desse teorema necessitamos do seguinte resul-
tado.

Teorema 1.6.8. [26, Teorema 18.8] Sejam M um R-mddulo a esquerda e S =

Endgr(M). Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) M é um gerador para a categoria dos R-mddulos a esquerda,

(2) M € um S-mddulo a direita projetivo finitamente gerado e R ~ End(M)g.
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Teorema 1.6.9. [3, Teorema 5.3] As sequintes condi¢des sao equivalentes:

(1) R é uma extensio de Galois de R,

(2) R é um RP-mddulo a direita projetivo finitamente gerado e j : R45 G —
End(R)rs dada por j()_ x404)(x) = > 2¢B4(x1,-1) € um isomorfismo de K-
geG

geG
algebras e de R-maodulos a esquerda,

(3) Para todo R xs G-médulo & esquerda M a aplicagdo ji : R ®ps MY — M

dada por p(x @ m) = xm € um isomorfismo de R-mddulos a esquerda,

(4) A aplicacio p : R®ps R — [] E, dada por p(x ®@ y) = (284(yly-1))gec €
geG
um isomorfismo de R-mddulos a esquerda,

(5) RtR=R*3 G, ondet =Y 1,0,,

geG

(6) A aplicacio T € sobrejetiva,
(7) R é um gerador para a categoria dos Rz G-mddulos a esquerda.

Demonstracao: (1) = (2) Sejam {z;,y;;1 < i < m} um sistema de coordenadas
de Galois de R sobre R?, isto é,

m

> xify(yily-1) = begle, para todo e € Gy e g € G.

=1

Mostremos que {z;, f;}, é¢ uma base dual de R como R°-médulo a direita, onde
fi =tra(yi_) € Homps (R, RP).

De fato, seja x € R entao

> aufia) = D atratune) = (3 Bty

geG
—sz Zﬁg yz ﬁg fﬂl ))
gEG’
= Z szﬁg yz 5g($1 )
geG i=1
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lef’ - Z 5e,gle)ﬁg($1g—1)

geG
=) Bl = > ale=x(d 1) =uz,
ecGy ecGy e€Go

pois R = @ E.. Pelo Lema 1.6.5 temos que j é um homomorfismo de R-médulos a
ecGo
esquerda. Resta mostrar que j é injetora e sobrejetora. Seja f € End(R)gs. Tome

w= Y 3 f@),(5ily )8 € Ras G

geGi=1

Entao

:sz ) By (Yilg=1) By (x1g :Z [z Zﬁg yiwl,-

geCG =1 =1 geG
= > flatrglya) = ) flx) fila Z’”Zfz = f(@).
i=1m i=1

Finalmente, se v = ) a,d, ¢ tal que j(v) = 0, entao

geG
0= ZZ]( )(xz)ﬁh yzlh Z Z agﬁg xz g Bh(yzlh 1)
heG i=1 i=1 g,heG
= Z agﬁg(inﬁgqh(yilh —1 (sh = Z Z agﬁg eg_1h1 1 —1)5
r(g)=r(h) i=1 e€Go r(g)=

Pelo Lema 1.2.5 temos que g~ 'h € Gy se e somente se h = g. Assim,

0=>" Z gB4(Oeg-1nlely=1)0n =D agB4(Lag)1g-1)0y = > agd, = v.

e€Go r(g)=r(h) geG geG

(2) = (3) Seja {xy, fi}*, uma base dual de R como R°-médulo & direita. Como

J € sobrejetora seja v; € Rx3 G tal que

j) = fi, 1 <i<n.
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Seja x € R, entao

j(lR*@G)(x) - ]( Z 1866)(‘r) = Z ﬂe(xle) = Z rle =2

ecGo ecGo ecGo
i aw)(e) = L)@ = T wfilz) =

n

como j ¢ injetora entdo Y z;u; = 1 RisG- Além disso, como 7 é um homomorfismo
i=1

de anéis, entao

7(1g0qvi)(x) = (5(140,)7 (i) (x) = j(1404)(fi(w)) = By(fi(x)1g1) = filx)14

pois fi(x) € RP. Por outro lado, como j é R-linear & esquerda entdo j(1,v;)(z) =

1,5(vi)(z) = 1, fi(x). Logo, novamente pela injetividade da aplicagdo j temos que
19(591}1' = 1gvi-

e consequentemente (1,0,)(v;x) = (1,0,0;)z = (1,0;)z = 1,(viz), ou seja, vix € MC,
para todo = € M.

Desta forma, v : M — R ®ps M dada por v(z) = ixz ® v;x € um bem
definido homomorfismo de R-mddulos a esquerda. Note qll,lzef para todo x € M

temos que
pv(z)) = pd ;@ vx) = > xww = Lpesor = 0.
i=1 =1

Por outro lado, para todo x @ v € R ®ps MY e v; = > 1,0, temos
geG

vip(x @v)) sz(}z)vz xv) Zl‘z Uil
= le ané T)v = Zl’z (Z Tigﬁg(m)(s v

geG geG
= Z T ® (Z Tighy(x))(1404v) = Z T & (Z Tigly(x))v
i=1 ged i=1 9eG

52



:C(X)U ZSE’Z@]% U—sz@)fz
:infi(:c)®v:x®v
i=1

Portanto, v é a inversa de pu.

(3) = (4) Seja F ={f : G— R | f(g) € E,, para todo g € G}. Claramente

F ¢é um R-bimddulo naturalmente isomorfo a [[ E, e um Rz G-mddulo a esquerda
geG
via a bem definida acao

agﬁg(f(g_lh)lg”% se T(h’) = T(g)

0, caso contrario

((agdg) f)(h) = {

paratodo g,h € Ge f € F. Note que, agf,(f(g 'h)1,-1) € Ey = E,(g) = Ev(y) = E.
Assim, a acdo acima estd bem definida. Mais ainda, a aplicacio R — F¢, r — f,
tal que f.(h) = Bn(rl,-1), h € G é um bem definido isomorfismo de R’-médulos a
esquerda. De fato, tal aplicacdo é claramente um homomorfismo de R?-médulos a
esquerda de R para F. Dados g,h € G e r € R temos

((Lg09) fr) (R) = By(fr(g™ h)1g-1)
= ﬁg(ﬁgflh(r].(gflh)fl)1g71)
= Bu(rlp-1)1, = f.(h)1,

quando r(h) = r(g). Ser(h) # r(g) entdo E,NEj = 0 e consequentemente f,(h)1, =
0 = ((1,0,)f,)(h). Portanto, f, € FC. Se para algum r € R tivermos que f,.(h ) =
0, para todo h € G entao r = rlg = >, rl. = > Be(rle) = > file) =

eeGo eeGo eeGo
Finalmente, dada f € F e tomando r = Y. f(e) temos que
eeGo
= Bulf = Bu(f(d(h))1n-1) = Bu(f (A~ h)1p1)

e€eGo

= ((1ndn) S)(h) = 1nf(h) = f(h),
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para todo h € G. Portanto, a aplicacao dada pela composicao R ®ps R >~ R Qps
F¢ — F ~ [] E, é o requerido isomorfismo p.
geG
(4) = (1) Basta observar que p(r @ r') = (r83,(r'1,-1)),eq, para todo r,7" €
R. Logo, se Gy = {e1, -+ ,e}, dado z = (1., -+ ,1,,0,---,0) € [] E,, pela

geG
sobrejetividade de p existe Y z; @ y; € R® R tal que p(>_ x; ® y;) = z e portanto
i=1 i=1

m

Yo xify(yily—1) = 1ede 4, para todo e € Gy e g € G.
i=1

(1) <= (5) Vamos iniciar mostrando que RtR é um ideal de R x5 G. De fato,
para todo h € G e a;, € Ej, temos

(andn)t = (an6n)(1g0g) = Y anBu(lp-1)ong = > anBu(lylp-1)dn

geCG r(g)=d(h) r(g)=d(h)
= Z ahlhéhg = ap Z 1[5[ = aht,
r(g)=d(h) r()=r(h)

pOiS 1g = 1,,(9) = 1d(h) = 1h—1 e 1h = 1r(h) = 1r(hg) = ]-hg (§]

tandh) = Y (L85)(andn) = Y Bylan)dn = Y Bun-1(an)dy

e d(g)=r(h) d(t)=d(h)
= Y BuBur(an)b = B (an).

d(l)=d(h)

Portanto, RtR = R+3G se e somente se existem elementos z;,y; € R, 1 <17 < n tais
que
n

Z 1656 = 1R*5G = ;xltyl = Z (Z xiﬁg(yilg_l))ég

ecGo geG i=1

e isso ocorre se e somente se {x;,y;}1; é um sistema de coordenadas de Galois de R
sobre RP.

(5) <= (6) E suficiente observar que 7 (R ®ps R) = RLR.

(2) <= (7) Seja (RP)P o anel oposto de R°. Observe que R é naturalmente um
(RP)°P-médulo & esquerda via multiplicagao & direita. Lembremos que R é também

um R x5 G-moédulo a esquerda via j. De fato, é ficil ver que essas duas acoes sao
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compativeis, isto ¢, que R é um ((R”)?, R x5 G)-bimédulo. Consequentemente, a
aplicacdo 0 : (R°)” — Endpg,,c(R) dada por §(r)(z) = zr, para todo r € (R")?
e x € R estd bem definido. Além disso, é facil verificar que 6 é um homomorfismo
de anéis cuja inversa ¢ a aplicagao v : Endp.,c(R) — (RP)P dada por ¥(f) =
f(1g). Finalmente, desde que End(R)gs = Endgsyr(R), o resultado segue pelo
Teorema 1.6.8. a

Definicao 1.6.10. Seja G um grupdide finito e 5 = ({E,}seq, {0y} sec) uma agdio
de G sobre uma K-dlgebra com unidade R. Dizemos que R é uma dlgebra de Galois
sobre R se R é uma extensio de Galois de R® e RP estd contido no centro C(R) de
R.

Lema 1.6.11. Sejam G um grupdide finito, R uma K-dlgebra unitiria e f =

({E,}oea, {8, }gec) uma agao de G sobre R tal que cada E, é unitdrio e R = @ E..
e€Go

Se R ¢ uma extensdio de Galois de RP entio R é uma extensdio separdvel de RP.

Demonstragao: Como R é uma extensao de Galois de RP. existem {ri,si € R |
n

i < i < n} tais que Y rify(s;1y-1) = 0g.le, para todo g € G e e € Gy. Tome
i=1

n
d=> r®s; € R®ps R mostremos que d é o elemento de separabilidade de R sobre
=1 "
RP. De fato, para todo e € Gy temos 1, = > 7;5;1,. Entdo temos 1z = > 1, =
i=1 e€Go

SO0 risile)le = (D0 10)(O] risi) = D rys;. Portanto, > ris; = 1g.

e€Gy i=1 e€Go =1 i=1 i=1
Uma simples verificacao mostra que, para cada 1 < i < n, temosrr; = > r;trg(s;rr;).

j=1
Logo, para todo r € R temos:

Zrm R s; = ZZrJtr sjr'r’l R s; = ZZ'/’] ®tr sjrn

=1 j=1 7j=1 =1
= ZTJ ® Zzﬁg ST 1g- 59(7"2 1)5;
=1 geG
= er ® Zﬁg s;11g- Zﬁg(nlgq)si
geG i=1
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Zrm ® 8; = Z'r’j ® Z s;rle = er ® Z Be(sjrle)l,
i=1 j=1 e€Go j=1 e€Go

:er®sjrz 1e:er®sjr.
j=1

ecGo 7j=1

Portanto, R ¢ uma extensao separavel de R”.
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Capitulo 2

Teoremas de Estrutura para o

Skew Anel de Grupodide R *3 G

2.1 Quando o skew anel de grupdide é Azumaya

Os resultados obtidos nesta secao sao generalizagoes naturais dos resultados
demonstrados por Alfaro e Szeto em [1] para o caso do skew anel de grupdide. No

caso de grupos os resultados sao os seguintes:

Teorema 2.1.1. [1, Teorema 1] Sejam R um anel e G um grupo finito agindo por

automorfismos sobre R. Entao, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) R+ G é uma dlgebra Azumaya e C(RxG) C R,
(2) RxG é H-separdvel sobre R e R é uma C(R)%-dlgebra separdvel,

(3) R € uma extensio de Galois de RY e RY ¢ uma dlgebra Azumaya.

Lembramos que R é o subanel dos elementos de R que sdo invariantes sob a

acao de G.

Teorema 2.1.2. [1, Teorema 2] Sejam R um anel e G um grupo finito agindo por
automorfismos sobre R. Suponha que RxG € uma dlgebra Azumaya e C(R*G) C R,

entao:

(1) RxG ~ C(R)® ®c(rec) (ExG), onde E = Cr(R®),
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(2) E*G é uma C(R* G)-dlgebra de Azumaya,

(3) E é uma extensao de Galois de C(R* G).

Além disso, as demonstracoes para o caso de skew anel de grupdide foram ins-
piradas nas demonstracoes de resultados similares dadas no caso do skew anel de

grupo parcial e apresentadas em [14].

Em toda esta se¢do R é uma algebra com unidade (sobre um anel comutativo
K), G é um grupdide finito e 8 = ({E,}sea, {By}gec) é uma acdo de G sobre R tal

que cada E, é unitario e R = € FE.. Denotando por A o skew anel de grupéide
eeGo
R x5 G temos o seguinte resultado.

Lema 2.1.3. C(4) C R < C(A) = C(R)".

Demonstragao: (=) Suponha que C(A) C R. Seja z € C(A) C R entao x
comuta com qualquer elemento de R bem como com todo elemento 1,0, € A. Assim,
r € C(R) e x1,0, = 1,0,x, para todo g € G. Logo,

(> x1ebe)lydy = 1464( > x1.6)

e€Go e€Go
= > w1l 140, = > 1,0,21.0,
ecGo ecGo
= li(g)0r(g) 109 = 1402 11(5)0r(g)

= 11,04 = By(z1,-1)dy,

para todo g € G. Desta forma, §,(x1,-1) = z1,, para todo g € G. Portanto,
z € C(R)".

Reciprocamente, se z € C(R)” entdao © € C(R) e B,(z1,-1) = z1,, para todo
g€ G. Sejay = > y,0, €A Dail, zy = x() y,0,) = > 2y, = g;Gygatég =

geG geG geG
S yBy(x1y-1)d, = (D y40,)x = yx. Assim, z € C(A). Portanto, C(R)? = C(4).
geG geG

(<=) Imediata, pois C(A) = C(R)’ C R. O

Definicao 2.1.4. Seja X um subconjunto ndao vazio de R. Dizemos que X € (3
invariante se Bg(X N Ey-1) = X N E,, para todo g € G.

Lema 2.1.5. Sejam 3 = ({E,}gea, {8y }gec) uma acdo do grupdide G sobre R e X
um subcongunto (-invariante de R. Entdo, Cr(X) € [-invariante. Em particular,
C(R) e Cr(RP) sdo B-invariantes.
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Demonstracao: Seja r € Cr(X) assim rz = xr, para todo x € X. Com isso,

By(rlg-1)z = By(rlg-1)lgx = By(rlg-1)By(By-1(x1y)) = By(rfe-1(x14-1))
= Byg(Bg-1(x1g-1)1) = Br(g)(219) Bg(rlg-1) = 2148, (rly-1)
= x04(rly-1),
para todo g € G. Portanto, Cr(X) é [-invariante. O
Teorema 2.1.6. As afirmacoes sequintes sao equivalentes:
(1) A é uma dlgebra Azumaya e C(A) C R,
(2) A é H-separdvel sobre R e R é separdvel sobre C(R)P,
(3) R é uma extensdo de Galois de R® e R® é Azumaya sobre C(A),

(4) Cr(RP) é uma extensdo de Galois de C(A) e RP é Azumaya sobre C(A).
Neste caso, C(A) = C(R)? = C(R®) e A ~ R? ®ca) (R %5 G), onde R =
Cr(RP).

Demonstracao: (1) = (2) Suponha que A é Azumaya e C'(A) C R. Mostremos
primeiro que A é H-separavel sobre R. Para tanto, note que A é um R-médulo a
esquerda projetivo finitamente gerado. Logo, pelo Teorema 1.5.11, temos que A é

H-separavel sobre R.

Resta mostrar que R é separavel sobre C'(R)”. Note que:

A=Rx3G =P Ey,

geG
= (@ Eede) @ ( @ Eg(sg)
e€Go 9€G\Go
= (@ Eclede) & ( @ Eg(sg)
e€Go geG\Go
- (@ Ee)(z 1656) D ( @ Egdg)
EEGO EEGQ gEG\GO
=Rl @ ( P Eqd,)
g€G\Go
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Logo, A é H-separavel sobre R e R é um somando direto de A como R-bimédulo.
Assim, pela Proposigao 1.5.8 segue que C4(R) é separavel sobre C'(A) e C4(Ca(R)) =
R. Pelo Teorema 1.5.7 temos que Cy(C4(R)) ¢é separavel sobre C'(A). Logo, R é
separdvel sobre C'(A) e desde que C(A) C R, pelo Lema 2.1.3, temos que C(A) =
C(R)".

(2) = (3) Suponha que A é H-separdvel sobre R e que R ¢é separdvel sobre
C(R)P. Vamos proceder por etapas.

Etapa 1: Mostremos que A é Azumaya e C'(A) C R (isto é, (2) = (1)).

Por hipétese, A é H-separavel sobre R. Assim, pelo Teorema 1.5.10 segue que A
é separdvel sobre R. Além disso, temos que R é separdvel sobre C'(R)?. Entao, pelo
Teorema 1.5.12 segue que A é separavel sobre C'(R)’.

Como A é H-separavel sobre R e R é um somando direto de A como R-bimdédulo,
pela Proposicao 1.5.8 segue que Cy(R) é separdvel sobre C(A) e C4(Ca(R)) = R.
Mais ainda, C'(A) C C4(C4(R)) = R e pelo Lema 2.1.3, temos que C'(A4) = C(R)".
Portanto, A é separdvel sobre C(R)? = C(A). Assim, A é Azumaya e C(A) C R.

Etapa 2: Mostremos que Endg(gys(R) ¢ uma C(R)’-dlgebra de Azumaya.

De fato, pela etapa 1 A é uma C(R)"-4lgebra de Azumaya entdo, pelo Teo-
rema 1.5.5, segue que A é um C(R)’-médulo projetivo finitamente gerado. Como R
é um somando direto de A como R-modulo a esquerda, entao R é um somando direto
de A como C(R)?-médulo. Logo, R é um C(R)?-médulo projetivo finitamente ger-
ado. (Naturalmente, R é um gerador na categoria dos C'(R)’-mddulos). Portanto,

pelo Teorema 1.5.6, temos que Endc(pys(R) é uma C(R)P-dlgebra Azumaya.

Etapa 3: Mostremos que Cpng ., (r)(A) = Enda(R) ~ (R")® como C(R)"-

C(R)B
algebras.

A primeira igualdade é imediata. Para provarmos o isomorfismo, lembremos que
Jj+ A— End(R)grs dada por j( ) r404)(r) = > r¢fe(rl,-1) é um homomorfismo

geG geG
de K-algebras e de R-médulos a esquerda. Em particular, R é um A-mdédulo a

esquerda via j, isto é, (D r40,).7 = j(>_ ryd,)(r), para todo > 1,0, € Aer € R.
geG geG geG
Além disso, R é um (R%)P-médulo & esquerda via x.r = rz, para todo x € (R°) e

r € R. De fato, R é um ((R")°P, A)-bimédulo, pois
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2D rgbg)r) = 2. rgBe(rlg-)) = (O ryBy(rly-))x

geG geG geG
= ngﬁg(rlg*)ﬁg(xlg*) = Z rgfg(rely—)
geG geG
= (D 1gby)-(rz) = (O rgby)-(z.1).
geG geG

Agora, definimos a aplicacio 0 : (R?)? — End(R) dada por §(x)(r) = x.r =

rz. Como

0(2) (2 m90).7) = 2.((20 1409).7) = (2 790,).(x.7) = (2 740,).(6(2)(r))
geG e geqG geqG
entao 0 estd bem definida, isto é, 6(z) é A-linear a esquerda. Uma simples verificagao
mostra que § é um homomorfismo de C(R)’-dlgebras. Definimos a aplicagao 0

Ends(R) — (R?)?? por 0(f) = f(1g) . Note que,

By(f(1r)1g-1) = (1,0,). f(1r) = f((1404)-1r) = f(By(1r1g-1))
= f(1y) = f(1,1r) = 1, f(1r) = f(1r)1y,

pois f ¢ A-linear a esquerda e 1, ¢ central. Logo, 0 estd bem definida. Claramente,

0 ¢ inversa de 6. Portanto, § é um isomorfismo de C (R)P-algebras.

Etapa 4: Finalmente, mostremos que R é uma extensio de Galois de R?, RS é
uma algebra de Azumaya e C'(R?) = C(R)".

Temos por hipdtese que A é uma dlgebra H-separavel sobre R, pela Ftapa 3
temos que R é um A-moédulo a esquerda e, além disso, R é naturalmente um gerador
na categoria dos R-moédulos a esquerda. Entao, pelo Lema 1.5.9, segue que R é um
gerador na categoria dos A-mdédulos a esquerda. Pelo Teorema 1.6.9, segue que R é
uma extensao de Galois de R”.

Mostremos que R” é uma dlgebra de Azumaya e C(R?) = C(R)?. Como R é uma
extensao de Galois de R entdo pelo Teorema 1.6.9 temos que A ~ End(R)ps. Além
disso, ¢ facil ver que End(R)gs C Endegys(R) e, sendo assim, A C Endcgys(R)
como C(R)P-subélgebra. Pela etapa 1 temos que A é Azumaya sobre C(R)?, assim
C(A) = C(R)®. Pelo Teorema 1.5.7 segue que CEndC(R>5(R)(A) é Azumaya sobre
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C(R)ﬁ € CEndc(R)g(R)(CEndc(R)g(R)(A)) = A. Mas, pela etapa 3, CEndC(R>5(R)(A) =
Ends(R) ~ (R%)°P. Logo, (R°)? é Azumaya sobre C'(R)? = C(A), o que implica
que RP é Azumaya sobre C(R)? = C(A) e assim C(R") = C(A) = C(R)".

(3) = (1) Suponha que R é uma extensio de Galois de R® e R° é Azumaya sobre
C(A). Como R é uma extensio de Galois de R’ entdo, pelo Teorema 1.6.9, segue
que R é um RP-médulo & direita projetivo finitamente gerado e A ~ End(R)gs
como anéis e portanto como C(R)’-dlgebras. Além disso, como R’ é Azumaya
sobre C'(A) entao, pelo Teorema 1.5.5 temos que R ¢ um C(A) = C(R?)-médulo
projetivo finitamente gerado. Mais ainda, uma vez que C(A4) = C(R?) C R entdo
pelo Lema 2.1.3 temos que C'(R)? = C(A) = C(R)?. Assim, como R é um R°-médulo
a direita projetivo finitamente gerado e R? é um C(R)’-médulo projetivo finitamente
gerado entdo R é um C(R)?-mddulo projetivo finitamente gerado. Claramente R é
um gerador na categoria dos C'(R)’-mdédulos. Logo, pelo Teorema 1.5.6 segue que
Endo(r)s(R) ¢ uma élgebra Azumaya sobre C(R)?, dai C(Endggys(R)) = C(R)”.

Finalmente, End(R)ps = CEndc(R)ﬂ(R)(Rﬂ). Basta observar que End(R)gs é uma
subélgebra de Endc(gys(R) e um (R?, R?)-bimédulo via

(@f)(r) = f(rz) e (fz)(r) = f(r)z,

para toda f € End(R)ps, v € R° er € R.

Temos que Endc(gys(R) é uma algebra de Azumaya sobre C(R)? e R® é uma
dlgebra de Azumaya sobre C(A) (C(A) = C(R?) € R +< C(A) = C(R)?). Pelo
c(r)B C(R)ﬂ(R)(RIB) =
End(R)gs é Azumaya. Como R é uma extensio de Galois de RP entdo pelo Teo-
rema 1.6.9 segue que A ~ End(R)ps. Logo, A é Azumaya e C'(A) C R.

Teorema 1.5.7 temos que Cgpg (R)(Rﬁ) é Azumaya. Assim, Cgng

(1) = (4) Suponha que A é Azumaya e C(A) C R entdo como (1) <= (2) <=
(3) segue que RP é uma C(A)-dlgebra de Azumaya (C(A) = C(R") C RP). Pelo
Teorema 1.5.7 segue que Cy(R’) é uma C(A)-dlgebra de Azumaya e A ~ R° ®c 4
Ca(RP).

Mostremos que Ca(R?) = Cr(R?) x3 G = R %y G, com R = Cg(R%). Com
efeito, R’ é (-invariante pelo Lema 2.1.5 e claramente 1, € R', para todo g € G.
E imediato ver que 3 = 3 |p= ({E; = R} e, {5, |E;71}geg) ¢ uma acao de GG
sobre R'. Além disso, observe que R = Rl =R @ l.= @ Rl.= @ E..

eeGo eeGo ecGo
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Agora, se x = > x,0, € Ca(R?) entdo zy = yz, para todo y € R’ ou equiva-
geG
lentemente,

(3" 2,0,)y =y( > 2,0,), para todo y € RP
geG geqG

= > x,0,(yl,1)0, = Y yx,d,, para todo y € R’
geG geG

— > 2,46, = > yx,d,, para todo y € R’
geG geqG

< 1,y = yr,, para todo g € G e y € R°.

Mas, isto é equivalente a dizer que z, € Cr(R*)NE;, = R NE, = R'l, = E,
ouainda z = Y 240, € @ E6, = R x5 G. Portanto, C4(R") = R *g G. Assim,

geG geG

R'xy G é uma C(A)-dlgebra de Azumaya e C(R'xy G) = C(A) = C(R%) C Cr(R") =
R'. Logo, por (1) = (3) temos que R’ = Cr(R’) é uma extensdo de Galois sobre
(R)? = C(R%) = C(A).

(4) = (3) Basta observar que como Cr(R?) é uma extensio de Galois de C'(A)

entao existem elementos {x;,y; € Cr(R’) |1 < i < n} tais que Y 2;0,(yil,~1) =
i=1

degle, para todo g € G e e € Goy. Mas, Cr(R") C R donde segue que R é uma
extensdo de Galois de R”. O

Observagao 2.1.7. Pelo Teorema 2.1.6 é claro que se A é Azumaya e C(A) C R
entio R° = Cr(R%) é uma dlgebra de Galois sobre (R’)ﬁl = C(RP) = C(A), pois
C(R%) C C(R).

O teorema seguinte nos da uma caracterizacao para as algebras de Galois.

Teorema 2.1.8. Se R ¢ uma extensio de Galois sobre R® ¢ EX® C C(E.), para
todo e € Gy, entao para cada e € Gy existem {ve; | 1 < i < m.} idempotentes dois
a dois ortogonais em C(E,) e subgrupos H; C G, tais que E.v.; é uma dlgebra de

Me
Galois central com grupo de Galois H; para cada 1 < i < m, e E, = @ E.v.; ou
i=1

E. = (@ Eov.;) ® C(E)v,, onde v = 1, — Z Ve € C(Ee)ve = E.v. € uma dlgebra
i=1 i=1

de Galois comutativa com grupo G, |C(E6)U62_Ge. Neste caso,

R= @ (% Eeve,i) ou R = @ (% Eeve; @ Cl)e).

ecGo =1 ecGo 1=1
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A demonstragao deste teorema é uma consequéncia dos resultados seguintes:

Teorema 2.1.9. (25, Teorema 3.8]) Sejam R um anel comutativo e B uma dlgebra
de Galois sobre R com grupo de Galois G. Entao existem idempotentes dois a dois
ortogonais {e; | 1 <i < m, para algum inteiro m} em C(B) e subgrupos H; de G tais
que BeZ ¢ uma dlgebra de Galois central com grupo ¢ de Galois H; para cadal <1 <m

eB= @Bel ou B = @Bel@C’e onde e = 1—261 e C(B)e = Be € uma dlgebra
i=1 i=1
de Galois comutativa com grupo de Galois G |Ceﬁ G.

Lema 2.1.10. Se R ¢ uma extensao de Galois sobre R® entio E. é uma extensdo

de Galois de E5(6> com grupo de Galois G..

Demonstracao: Se R é uma extensao de Galois de R’ entdo existem z;,7; € R,

1 <12 < m tais que:

Yo 2ify(yily—1) = 0g.le, para todoe € Goe g € G.

1<i<m

Para cada e € Gy tome x; =1, e y; = y;1.. Entao, para todo g € G, temos

Z :E;ﬁg(y;19—1) = Z xileﬁg<yileld(g)) = Z xiﬁg(yile) - 59,616 = 69,6

1<i<m 1<i<m 1<i<m

Portanto, F, é uma extensao de Galois de Eﬁ(e

Demonstracao do Teorema 2.1.8:
Pela Observacao 1.6.4, R C @ Ef“” e por hipétese Ef(e) C C(E.), para todo

e€Go
e € Gy. Logo, R° C & EX C @ C(E.) = C(R). Desta forma R? C C(R) e
e e€Go

portanto R é uma &lgebra de Galois sobre RP.
Como R ¢ uma extensdao de Galois de R’ segue do Lema 2.1.10 que E, é uma

e Por hipétese EX© ¢ C(E.), para todo e € Gy, e
Be)

extensao de Galois sobre FE.
consequentemente E, é uma algebra de Galois sobre E.

Para cada e € Gy, G. é um grupo e entao pelo Teorema 2.1.9 temos que existem
{ve; | 1 < i < m.} idempotentes dois a dois ortogonais em C(FE,) e subgrupos
H; C G, tais que E.v.; é uma algebra de Galois central com grupo de Galois H;

para cada 1 < i < m, e B, = éEeve,i ou F, = (Gé E.v.;) @ C(E.)v., onde
i=1

i=1
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Me
Ve =1, — > ve; e C(E)v. = E.v, é uma élgebra de Galois comutativa com grupo

=1
Ge |o(Byw. Ge.

Uma vez que R = @ E. entao
e€Go

R= @ (@E.wv.,) ou R= @ (@ E.ve; ®Cv.).
ecGo 1=1 ecGy 1=1

O

O teorema acima nos sera extremamente 1til para complementar a descricao do
skew anel de grupéide A = R 3 G. Recordemos (conforme vimos na demonstragao
do Teorema 2.1.6) que G age sobre R = Cgr(R?) via a restricdo de 8 a R, isto 6,
B =08|p= ({E; = R'1,}yeq, 10, \E;}geg). Recordemos também que R = @ E,.

e€Go

Teorema 2.1.11. Se A ¢ Azumaya com C(A) C R e (E.)% C C(E.), para todo

e € Gy, entao

A~ @ DR @ca) Hom(E.ve, E}vﬁj), com1<i<m,el<j<my,
e,f€Go i,j

ou

Me ’ my ’
A~ @ R @cwy Hom((D Eovei) ® Cue, (B Ejvy,) © Cuy).
e,f€Go i=1 j=1

Demonstragao: Como A é uma algebra de Azumaya e C'(A) C R entao pelo

Teorema 2.1.6 temos que
A~ RP Xc(a) (R, * g G)

e R' é uma extensio de Galois de (R/)ﬁ, = C(RP) = C(A).

Pelo Teorema 1.6.9, temos que R’ é um C(A)-médulo a direita projetivo fini-
tamente gerado e a aplicagio j : R' xy G — Endc)(R') é um isomorfismo de
K-algebras e de C(A)-médulos. Logo,

A~ RP Rc(A) EndC(A)(R’).
Mais ainda, pelo Teorema 2.1.8 temos que
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R=@ (@Ewv.:) ou R= @ (@ E.ve; ®Cu.).

ecGo 1=1 ecGo =1

Portanto,

A~ R’ @c(a Endcm)(@ (@ Eve.))

ecGy i=1

~ EB @Rﬁ Qc(a) HomC(A)(E;Ueyi,E}vm) com 1l <i<m.el<j<my,
e,f€Go ,j

ou

A~ R’ @cay Ende (€D (@D ELves ® Cve))

ecGy i=1
Me mpg
~ @B R’ ®cay Home (P ELves) ® Ce, (@D Ejvrs) ® Cuyy)
e,f€Go i=1 j=1

2.2 Acao de GG sobre IR*%3G e estruturas relacionadas

Dividimos esta secao em duas subsecoes. Na primeira investigamos condig¢oes
necessarias e suficientes sob as quais uma acao de um grupdéide finito G' sobre uma
K-algebra unitaria R induz uma agao de GG sobre o skew anel de grupdide A = R*3G.
Também investigamos quando o skew anel de grupdide é uma extensao de Galois de
sua parte fixa pela respectiva agdo de G. Esses resultados foram inspirados em [24].
Agora, uma vez que G age sobre A entdao podemos construir o skew do skew. Na

segunda subse¢ao mostraremos que este duplo skew é, na realidade, ainda um skew.

2.2.1 Skew anéis de grupdide que sao extensoes de Galois

Em [24] Szeto e Xue mostram que se G é um grupo finito agindo por automor-
fismos sobre um anel R entao podemos induzir uma agao de G sobre o skew anel de
grupo (R G). Mais ainda, os autores mostram que R ¢ uma extensao de Galois de

RE (o subanel dos elementos invariantes pela acdo de G) se e somente se R G ¢
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uma extensao de Galois de sua parte fixa pela respectiva acao de G. Nosso objetvo
nesta secao é generalizar estes resultados para o caso de acao de grupdide. Mais
explicitamente, consideremos o grupo dos automorfismos internos G' de R x G in-
duzidos pelos elementos de G, isto é, ¢’ (z) = grg™', para todo g € G ex € R*G.
E f4cil ver que a restricio de G’ & R coincide com G. Logo, é claro que se R é uma
extensao de Galois de RE entdo R G é uma extensdo de Galois de (R * G)G/ com
as mesmas constantes de Galois. Além disso, Szeto e Xue mostram em [24] que a

reciproca também vale, ou seja,

Teorema 2.2.1. (24, Teorema 3.1]) Se RxG € uma extensao de Galois de (R*G)G/

entdo R € uma extensio de Galois de RC.

Iniciaremos exibindo condigoes necessarias e suficientes sobre o grupdide G sob as

quais uma acao de G sobre uma K-dlgebra R induz uma acao de G sobre A = R*3G.

Vamos trabalhar na seguinte situacao: G um grupdide finito, R uma algebra com
unidade sobre um anel comutativo K e 8 = ({E;}sea, {0y}gec) é¢ uma acao de G

sobre R tal que para cada e € Gg, E. tem unidade e R = € E..
ecGo
Queremos construir uma agao do grupdide G sobre A = R x3 G. Faremos isto

de forma gradativa. Comecaremos por definir para cada € A e g € G a seguinte

aplicacao:
By(x) = 140,21 4-104-1.
Note primeiramente que, tomando = = r,d;, € A temos

By(rnlg=1)0gn, se (g,h) € G*

0, caso contrario.

(1464)(rndn) = {

Suponha que (g, h) € G?, isto é, d(g) = r(h) entao

Bo(rnlg—1)Bgn(Lg-11(gn)-1)dgng-1, se (gh,g97') € G*
0, caso contrario.

(18, () (Ly-18,1) = {

Note que, (gh,g™') € G? se e somente se d(h) = d(gh) = r(g7') = d(g).
Além disso, sabemos que E,1 = FEyy), para todo g € G, e se h € Gy entao
Egny-1 = Bagn) = Ean) = Bagg) = Eg-1. Assim, 151 = Tigny—1 e Gon(lg-11(gn—1) =
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6gh(1(gh)—1) = 1gh- Mas, Egh = Er(gh) = Er(g) = Eg, dai 1gh = 1g' LOgO,
Bgn(Ligny-1) = 1gn = 1,. Desta forma, obtemos

Bg(rnlg=1)0gng-1, s h € Gy
0, caso contrario.

By (rndn) = {

Observe que, 3,(ryl,1) € Ey = Ey g, r(ghg™) = r(g9) e d(ghg™) = d(g™") =
r(g). Assim, ghg™' € G, (g e desta forma 3} (rnon) € Eyg) %), Grg)-

Em geral, A, = E, *Ge) G, nao é um ideal de A, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.2. Seja G = {g,97',7(9),d(g9)} e R = Key®Kes®KesdKey, onde K
¢ um anel comutativo e ey, eq, €3, €4 sao idempotentes centrais dois a dois ortogonais
com soma 1g. Tome B, = Kez @ Key, Eg-1 = Key @ Key, Eyg = Kez @ Key,
Ed(g) = K€1 5% K€2; ﬁr(g) = [dET(g); ﬁd(g) = IdEd(g>; ﬁg(xel + y€2) = Tez + yey,
By-1(zes + yes) = wey + yey e note que B = ({Entnec, {Bntnec) € uma agio de G

sobre R. Além disso, € fdcil verificar que A,y ndao € um ideal de A.

Dados z,y € A nem sempre 3;(zy) = 3;(z)3;(y), para todo g € G como mostra

o seguinte exemplo

Exemplo 2.2.3. Considere G, R e 3 como no exemplo acima. Entao temos que

6:(9)((7“959)(7’9—159—1)) = /67'*(9) (rgﬁg<7"g—1)57“(g)) = Br(g) (Tgﬁg(rg”))(sr(g) = Tgﬁg@”g—l)(sr(g)'
Por outro lado, 3}, (ryds) = 0 = B, (rg-104-1). Portanto,

6:(9)((7’959)(7"g—1(59—1)) = rgﬁg(rg_l)ér(g) 7é 0= ﬁ:(g) (rg(sg)ﬁ:(g)(rg_lég_l)_

A proxima proposicao exibe condigoes necessarias e suficientes sobre o grupdide

G, sob as quais 3;(zy) = 3;(x)5;(y), para todo z,y € A e para todo g € G.

Proposigao 2.2.4. Para todo g € G, 3; € End(A) se e somente se o grupdide G

satisfaz a sequinte condigao: g,h € G, para algum e € Gy se e somente se gh € G.

Demonstragao: Sejam g € G, x,0, e y,0; € A. Suponha que d(h) = r(l), isto é,
(h,1) € G*. Assim, (40n)(1101) = 2nBn(yi1p-1)0n. Entao pela definigao de 3} temos
que

ﬂg(xhﬁh(yllh*)19*1)5ghlg*17 se hl € G

0, caso contrario.

By (zrdn) (widr)) = {
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Por outro lado,

Bg(@nlg=1)dgng-1, se h € Gy
0, caso contrario,

ﬁ; (zr0n) = {

By (o) = { By(ilg-1)dgg-1, se | € Gag)

0, caso contrario.

Suponha que h,l € Gg (isto é, d(h)=r(h)=d(l)=r(1)=d(g)). Entao,

By (xn6n) By (yi61) = By(xnlg-1)dgng—184(%ilg-1)dg1g-1
= ﬁg(xhlgfl)ﬁghgfl(ﬁg(yllgﬁ)1(ghg*1)*1)5ghg’191971'

Agora como Egpg-1y-1 = Eygng—1) = Eag1y = Epg) = Eg entao 1igpg-1y-1 = 1,. Dal,

ﬁ;(xhéh)ﬁ;(yl(sl) = By(@nlg-1)Bgng—1 (B (yilg=1))dgnacgyg—
= ﬁg(xhlg*l)ﬁgh(yllgfl)éghlgfl~

Note que, yllg—l e kBN Eg—l = Er(l) N Ed(g) = Ed(g) = Ed(h) =F,-1e Eg—l = Ed(g) =
Eqny = Ep-1, e assim 1,1 = 1;-1. Logo,
ﬁ; (xhéh)ﬁ;(ylél) = Bg(@nOn(yilg—1)1g-1)dgn1g1-
Portanto,

Bg(xhﬂh(yllh—1>1g—1)5ghlg—1; se h,l c Gd(g)
0, caso contrario.

By (wn6n) By (i6r) = {

Logo, B;((xndn)(yid1)) = B;(xrdn)B;(y101) se e somente se a seguinte condigio ¢ sa-
tisfeita: h,l € Gy(4) se e somente se hl € Gy4). Uma vez que podemos considerar
Go ={d(g) | g € G} o resultado estéd provado. 0

O préximo lema déd uma condigao equivalente para que o grupdide G satisfaca a
propriedade requerida na Proposicao 2.2.4. Essa caracterizacao serd muito impor-

tante no que segue.

Lema 2.2.5. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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(1) G satisfaz: g,h € G, para algum e € Gy se e somente se gh € G.,

(2) Todo elemento g € G pertence a G, para algum e € Gy. Neste caso, G é a
unido disjunta dos G.’s, G = |J Ge.
e€Go
Demonstragao: (1) = (2) Suponha que g, h € G, para algum e € G se e somente
se gh € Gy. Seja l € G entao, r(l) = lI"' € G,(). Assim, pela hipétese, segue que
| € G, e claramente 7(l) € Go.

(2) = (1) Suponha que todo elemento g € G pertence a G, para algum e € Gj.
Mostremos que (1) vale. De fato, sejam g,h € G., para algum e € Gy. Logo,
d(g) = r(g) = e = d(h) = r(h). Como d(gh) = d(h) = e = r(g) = r(gh) entao
gh € G..

Reciprocamente, sejam ¢g,h € G tais que gh € G,, para algum e € Gy. Dali,
d(gh) = r(gh) = e. Mas, d(gh) = d(h) e r(gh) = r(g). Assim, d(h) = e = r(g).
Porém, como g,h € G entao, por hipdtese, g € Gy, e h € Gy,, com fi, fo € Go.
Desta forma, como d(h) = e = r(g) segue que f; = fo = e. Portanto, g,h € G.. O

Nesta secao estamos tratando de grupdides finitos, porém o Lema 2.2.5 vale para
um grupdide qualquer, nao necessariamente finito. Claramente o grupdide dado
no Exemplo 1.1.10 satisfaz as condicoes equivalentes do Lema 2.2.5, assim como o

exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.6. Seja G = {1,2,--- ,n}, com G* = {(i,1) | i € G} eii =i =1i"".
Entao € imediato que G é um grupoide satisfazendo as condi¢oes equivalentes do

Lema 2.2.5.

Recordemos (secao 3 do capitulo 1) que By = ({Ey}gea., {Fg}gec.) € uma agao

do grupo G, sobre o anel E,, onde E, = E,., = E., para todo g € G, e que

A, = E. *Be) G. = @ E.d, ¢ o skew anel de grupo correspondente. O resultado
g€Ge

abaixo mostra, entre outras coisas, que se G = |J G, entao A, é um ideal de A.

e€Go

Lema 2.2.7. Se G = |J G. entdio

e€Go

(1) A, € um ideal de A,

(2) A= @ Ae;

eeGo
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(3) Ae tem unidade 1.6,.

Demonstracao: (1) Sejam x =r,0, € A, e y =r,d, € A. Entdo, g€ G. e h € G.

Mas, como G = |J G. entdo h € Gy, para algum f € Gy. Assim,
e€Go

T8q(rnly-1)dgn, se (g9,h) € G
0, caso contrario.

xy = (140)(rnon) = {

Note que (g, h) € G? se e somente se d(g) = r(h) = e. Dai, e = f. Desta forma,

7¢Bq(Th1lg-1)0gn, se e = f

0, caso contrario.

xy = (rg0ng)(rndn) = {

Em ambos os casos temos que zy € A., uma vez que F., é um ideal de R, e se
g,h € G, entao gh € G.. Analogamente, yr € A.. Portanto, A, é um ideal de A.
(2) Basta notarmos que, neste caso, A = @ E,0, = @ (D E,é,) = D A..

geG e€Goy g€Ge ecGy
(3) E facil verificar que 1.4, é unidade de A, para todo e € Gy. O
No restante deste capitulo vamos supor que G = |J G.. Nestas condigoes a
eeGo

acao de G sobre A esta dada na proposicao seguinte.

Proposicao 2.2.8. O par 3" = ({Ay}gea, {5; tgea) € uma agio de G sobre A, onde
para cada g € G, Ay := Ay € ﬁ; : Agg) — Ar(g) dada por 5; (rnon) = 59(7%)59@‘1'
Além disso, A= @ A. e 8" |r= .

e€Go

Demonstragao: Sabemos pelo Lema 2.2.7 (1) e (3) que para cada g € G, A,y
¢ um ideal unitdrio de A com elemento identidade dado por 1,(4)d,). Mais ainda,
pela Proposigao 2.2.4 temos que B;(ry) = B3;(x)B;(y), para todo x,y € Ayy) para
todo g € G. Logo, ; ¢ um homomorfismo de K-dlgebras. Para vermos que 3; ¢ um
isomorfismo de K-algebras basta observarmos que ﬁ;ﬁ;,l =14, © ﬂ;‘,l By =1a i)
Neste caso, como g € G, para algum e € gy entdo d(g) = e = r(g). Assim,
ﬁ; A, — A..

Agora, note que dado 7,0, € A, temos que

BE(rnon) = Be(rnle)dene = Thon,
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pois h € G.. Logo, 8 = 14, para todo e € Gy.
Sejam g, h € G tais que (g,h) € G2, isto é, g, h € G, para algum e € Gy. Entao,
dado r6; € A, temos

B (B (ridr)) = B (Bu(rilp-1)0nn-1) = By(Br(rilp-1)1g-1)0gnin-14-1.

Mas, 1 € Ej e B, = Eypy = E.. Assim, 11,1 = rle = ;. Mais ainda,
6(7”1) ek, = Er(h) = E(g) = ngl. Logo, 6h(7“l)1971 = ﬁh(rl). Entao,

By (B3 (1101)) = B4 (Br(11))dgniqgn)—+ = Bon(11)0gni(gny-1 = Byp,(1161)-

Portanto, #* é uma agao de G sobre A. Pelo Lema 2.2.7 (2) temos que A =

D A..

e€Go
Finalmente, sejam 7 € R e g € G Entao, r = ) rlgds e g € G, para algum
feGo
e € Gy. Assim,

B r1pbplede) = Bi(rlede) = By(rlelg1)dgeg-r

feGo
= ﬁg(rlg—1)5gg—1 = ﬁg(rlg—1)5r(9)
= ﬁg(Tlg—l)ée.

Por outro lado, §,(r1,-1) pode ser visto em A da seguinte forma:

Bg(rlg-1) > 1ebe = Y By(rly-1)1cde = By(rlg-1)0r(g) = By(rlg-1)de,

e€Go e€Go
pois By(rlg-1)l. € E,NE, = BN E. e R= @ E.. Portanto, §* |g= 3. O
eeGo

Definimos, o subanel dos elementos invariantes de A sobre a agao 3* por

AP = {x € A| Bi(x1lag)dag) = T1y(g)0r(g), Para todo g € G}.

Como consequéncia imediata do que vimos acima temos que se R é uma extensao
de Galois de R® entdao A é uma extensdo de Galois de A%". A seguir veremos alguns
lemas que vao nos permitir provar a reciproca disto. O préxil*rno lema mostra a
relagao existente entre R’ (resp., A% ) e @ B (resp., P Af(e>).

e€Go e€Go

72



Lema 2.2.9. As sequintes afirmacoes valem:

(1) B = @ E,

e€Go

(2) A% = @ AVo.

e€Go

Demonstragao: (1) Seja z = Y. z. € R°. Assim, 3,(z1,-1) = x1,, para todo
e€eGo
g € G. Isso implica que B(xq(y)) = %r(), para todo g € G. Mas, G = |J G. e entao
e€Go
g € G, para algum e € Gy. Logo, d(g) = e =r(g) e B,(z.) = ., para todo g € G.

Em particular, §,(z.) = x., para todo h € G.. Desta forma, z. € Ef(e), para todo

e € Gy. Portanto, x = > z. € Y E5(8>.
e€Go e€Go

Reciprocamente, seja x, € Ef(e). Mostremos que z, € R°. Sejage G = |J G.,
e€Go
o que implica que g € Gy, para algum f € Gy. Se e = f entao g € G.. Dai,

By(xely-1) = By(ze) = xly = x. Agora,see # fentdox.ly-1,2.1, € E.,NE; = {0}.
Donde segue que (y(z.1,~1) = 5,(0) = 0 = z.1,. Portanto, B,(z.1,~1) = x.1,, para
todo g € G, e assim z. € RP.

(2) Decorre da Proposicao 2.2.8 e de (1). O

Ja sabiamos pela Observacao 1.6.4 que R C P Eeﬁ ) no lema anterior mostramos
e€Go
que se G = [\ G. entao vale a igualdade.
ecGo

Lema 2.2.10. Se A é uma extensio de Galois de A% entdo A, é uma extensio de
) By,
Galois de A", para todo e € Gy.

Demonstracao: Decorre da Proposi¢ao 2.2.8 e do Lema 2.1.10. O

Teorema 2.2.11. As sequintes afirmacgoes sio equivalentes:

(1) R é uma extensio de Galois de RP,

(2) A é uma extensio de Galois de A" .

Demonstragao: (1) = (2) Ja visto.
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(2) = (1) Se A é uma extensdo de Galois de A°" entao pelo Lema 2.2.10 temos
que A, é uma extensao de Galois de Af<e>. Como, para cada e € Gy, G, é um grupo
entao pelo Teorema 2.2.1 temos que E, é uma extensao de Galois de Eeﬁ . Logo,

para cada e € Gy existem {z¢;,ye; € Ee. | 1 <i < n} tais que
> %eifBy(Yei) = dgele, para todo g € G..
i=1

Considere, z; = Y @, € Rey, = > ye; € R, 1 < i < n. Mostremos que
ecGo ecGo

{z;,y; € R|1 < i < n} sao as coordenadas de Galois de R sobre R®. Observe

primeiramente que, ;1 = ( Y- Ze;)lrg) = Trig)i € Yilg—t = ( D Yei)lag) = Yarg).i-
ecGo eeGo

Agora, seja g € G entao g € Gy, para algum f € Gy. Entao, d(g) = f =r(g) e dai

Z ziBy(yilg—1) = legﬁg(yld(g)) = inlr(g)ﬁg@ilf)
i=1 i=1 i=1
n n
= il Byyra) = Y wpiBy(ysa) = Ogsly
i=1 i=1
para todo g € G e f € Gy. Portanto, R é uma extensao de Galois de R”. a

Observacao 2.2.12. Com isso mostramos que a generalizagao do Teorema 2.2.1
de Szeto e Xue so € possivel no caso em que G € a uniago disjunta de seus grupos

PrINCIPais.

2.2.2 O Duplo Skew Anel de Grupdide

Sejam GG, R e [ como na secao anterior. Entao sabemos que

p* = ({Ag}gGGv {ﬁ;}geG)

é uma acao de G sobre A. Por conseguinte, podemos construir o skew anel de

grupdide, Ax-G = P Ay0y, onde ;s sao stmbolos, a soma é usual e a multiplicagao
geG
é definida naturalmente por:

%4090 (UnOnL gy Oaq) )0y, s€ (', 1) € G2

0, caso contrario.

(xgég(S;, ) (yh5h(5;, ) = {
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Como G = ¢, Ge entdo (¢,h') € G? se e somente se g ,h € G,, para algum
e € Gy. Suponha que (¢, h') € G?. Em particular, d(g') = e e, neste caso, temos

que
(xg6g5;/)<yh5h5;/) - Igég/B;/ (yhéhle(se)(;;/h/

Agora, observe que

Lo, = { Ynon, se e = d(h)

0, caso contrario.

Mas, h € G = (g, Ge assim, e = d(h) se e somente se h € G. Portanto,

T, gﬁ (Ynon)o* h seg,h eheG,

0, caso contrarlo.

(:vgégéz/)(yhéhé;,) = {

No caso em que ¢ ,h' e h € G, em particular, temos que d(g/) =eeh¢€ Gd(g)
Logo,

24098y (Yn ()10 n(gy-100rs se g I e h € G

0, caso Contrario.

(20,0%) (yndn}) = {

Agora, observe que y, € Lk, = E.3) = E. e L1 = Lyyy = le Assim,
Unlgy =un e

9By (By (yn)1g=1)d g n(gy-15 s€ € = d(9)

0, caso contrario.

Lg0g0 (yhlg) )0y, ’—1:{

Novamente temos que e = d(g) se e somente se g € G.. Além disso, se g € G,
entao 1,1 = 1. e, neste caso, segue que yp1l,~1 = yp.

Assim, do que vimos acima podemos concluir que

Tyl (yh)(sgg'h(g')*l(Sz’h’7 se g,h,g v € Ge

0, caso contrario.

(xgég(S;,)(yh(Sh(Sz,) = {

Definicao 2.2.13. Sejam G e H grupdides. Uma aplicacao 0 : G — H € chamada

um homomorfismo de grupodides se:
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0(gh) = 6(g)0(h), para todo (g,h) € G*.

Observagao 2.2.14. Seja § : G — H um homomorfismo de grupdides entao

(1) 6(d(g)) = d(0(g)) ¢ 8(r(9)) = r(6(9)),

De fato, 8(g) = O(gd(g)) = 6(9)0(d(g)). Logo, 6(d(g)) = d(8(g)). Analoga-
mente, 6(r(g)) = r(0(g)). Finalmente, d(6(g)) = 0(d(g)) = 0(g™"g) = 0(g™)0(g) ¢
r(8(9)) = 6(r(g)) = 6(9g™") = 8(9)8(g™"). Portanto, 6(g)"" = 6(g™"). .

Para cada e € Gg, g € G, denotemos 9; o automorfismo interno de G,, isto é,
0c(h) = ghg™", para todo h € G.. Claramente, a aplicacao ° : G, — Aut(G.)
dada por 6°(g) = ¢5 ¢ um homorfismo de grupos. Veremos no lema a seguir que a

aplicacao d : |J G. — |J Aut(G.) é claramente um homomorfismo de grupéides,
e€Go e€Go

pois: O(gh) = 6, = 0505 = 0(g)0(h), para todo (g, h) € G*.
Para cada e € Gy temos que G, Xge G, é um grupo com multiplicagao dada por

(g, h)(L, k) = (gb},(1), hik).
Para cada (g, h) € G Xge G consideremos Vigh) E, — E, dada por Voo (r) =
Bn(r), para todo r € E,. Claramente, 7(, ;) € Aut(E).

Lema 2.2.15. A aplicagio V¢ : G, Xge Go —> Aut(E,) definida por y¢(g,h) = Vo)
para todo (g,h) € G, Xge G, € um homomorfismo de grupos. Isto é, ¥¢ é uma agao

de G, Xge G, sobre E..
Demonstragao: Note que Ve = Lee = (e = Ig,, para todo e € Gy. Agora, sejam
((9,9), (R, 1)) € G xge G, entao
Vito.s b)) = 7?99;;, .o/ = Pate, g = Pag/nia'y-14'w
- ng'hd(g')h’ = Bog'nen’ = Bog'nn’ = Bog Oy = ’y(eg,g/)/y(ehyh/)'

O

Denotemos por G= U Ge xge G.. Pelo Lema 2.2.5 temos que G é um grupoide
e€Go
satisfazendo:

(9,9), (h,h') € G xge G, se e somente se (g, )(h, k) € Ge xge G.
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Além disso, se (g,h) € G entdo (9,h) € G, Xge G, para algum e € Gy. Logo,
g,h € Geer(g,h) = (e,e) =d(g,h).

Proposigao 2.2.16. O par v = ({Egn},nea (Vomtgnes) com Egn = Ee €
Vigh) = Vo) € uma agio de G sobre R, para todo e € Gy tal que (g,h) € Ge Xge Ge.

Demonstracao: Seja (g,h) € G entdo (9,h) € G. Xge G, para algum e € Gj.
Logo, g,h € G, e dai como (3 ¢ uma acao de G sobre R temos que E, = L) ¢
um ideal unitdrio de R com elemento identidade 1.. Como r(g,h) = (e, e) entao
Egn = Epgp. Além disso, claramente vy p) = ’y(eg’h) ¢ um isomorfismo de K-
algebras. Como [(g,4), (h,h')] € G se e somente se (g.9), (h,h) € G, xge G, para

algum e € (GG, entao segue imediatamente do Lema 2.2.15 que:

Vo = Lo € Vigg) ') = Vga) V')
Portanto, v é uma acao de G sobre R. O

Como pela Proposicao 2.2.16 v é uma agao de G sobre a K- algebra R podemos
construir o skew anel de grupdide R %, G. Sejam mégg ) y5 na'y € Boxy G, com
v € E, ey € Ey,y. Entao, (9,9) € Ge xpe Go e (h,h') € Gy xgr Gy, com
e, f € Gy. Assim,

g (h,h)] € G?

0, caso contrario.

(I'(S( /))<y5(h h')) = { xﬁyfgvgl)(yle)(s(gygl)(h,h/)a se [(g,
9,9 ,

Mas, [(g,9), (h,h)] € G2 se e somente se (g,¢), (h,h') € Go xge G, isto é, se
e = f. Isto ocorre se e somente se ¢, ,h,h € G.. Suponha que g¢,¢,h,h € G.,.

Assim,
(204,41 WO (1)) = m(egg/)(yle)(;(ga;, (h).g'h')
= TPyq (yle)(g(gg h(g')~1.g'n'):

Portanto,

(6441 (YO (ppry) = { TByq (YLe)d(og nigh 1,90y S 919 b € G

0, caso contrario.
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Teorema 2.2.17. A aplicacao ¢ : (R¥xgG)x3G — R*Wé definida por w(régé;‘,) =

7”(5(9791), para todo g, € G er € E,, € um isomorfismo de K-dlgebras unitdrias.

Demonstragao: Sejam x9595;‘,, Ynonoy, € (R*3 G) *3« G. Entao,

w(xgﬁg(ﬁg’ (yh))dgg'h(g/)—15;’h’)7 se g, h‘a gla hl € Ge

0, caso contrario.

(24040, ) (yndndy)) = {
Suponha que ¢, ¢, h,h" € G, para algum e € Gy. Dalf,

w(($g595;/)(yh5h52/)) :w(l‘gﬁg(ﬁg’ (yh))dgg/h(g')*lé;(’h’)
= e
= xgﬁggl<yh)6(gglh(g,)—17g’h’)-
Por outro lado,
?/J(xgégé;‘/)lﬂ(yhéhé;) = xgé(g,g’)yhé(hﬁ’) — xgﬁgg/ (yh>5(gglh(g’)—1’g’h/).

Logo, w((a:gégéz,)(yhéhéz,)) = w(xgégég,)w(yh(Sh(SZ,) e, desta forma, 1) ¢ um homo-

morfismo de anéis. Claramente, ¥( Y 1.0:07) = Y lebee)- E fécil verificar que
ecGo e€eGo

p i RuyG — (R43 @) %g G definida por p(xd(, ) = 20407, para todo (9,9) € G

ex € E(% 7) é a inversa de i.Portanto, 1) é um isomorfismo de K-édlgebras. O
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Capitulo 3
Dualidade para acao de grupodides

Neste capitulo trataremos de generalizar os teoremas de dualidade para acao e
coacao dados por Cohen e Montgomery em [11] para o caso de agao de grupodide.
Mais precisamente, mostraremos que (R xg G)#KG* assim como (A#KG*) x5 G
(onde A é uma K-dlgebra graduada) nao sao K-dlgebras unitarias mas contém uma

K-subalgebra unitaria isomorfa a uma soma direta de K-algebras de matrizes.

3.1 Dualidade 1

Vamos trabalhar na seguinte situacao: 5 = ({E;}geq, {0y }gec) uma acdo de um
grupodide finito G sobre uma K-algebra R tal que E,. é unitario para todo e € Gj.

Sabemos pela secao 3 do capitulo 1 que A = R+3 G é uma K-édlgebra graduada.
Logo, pelo Teorema 1.4.1 temos que A é um KG*-méddulo algebra a esquerda e pela
Proposi¢ao 1.4.5 que A#KG* é um produto smash fraco. Recordemos também (veja

sec@o 1 do capitulo 1) as seguintes notagoes:
T.={9e€G|r(g) =€} e Se={g9€G |d(g)=e}.
Proposicao 3.1.1. As sequintes afirmacoes se verificam:

(1) AEG =( @ Edpume( @  Ed#u)o( @ Ed#um),

_rl9)=d(g)=r(h) el =r(h) _dl)#r(h)

Bo B1 Ba

J/

como K-mddulo.
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(2) By € uma K-dlgebra unitdria de A#KG* com elemento identidade w = ) w,,

eeGo
onde we = 1.0.4# > ;.
IET.
(3) B = By® By = (A#KG*)(1a#1xg+) € também uma subdlgebra unitdria de

A#KG.

(4) Bo € um ideal de A#KG* tal que Bo(A#KG*)By = 0. Em particular, B2 = 0
e A#KG* nao € unitdrio.

Demonstragao: (1) Sejam g,h € G entao ou r(g) = d(g) = r(h) ou r(g) # d(g) =
r(h) ou d(g) # r(h). Portanto, (1) vale.

(2) Claramente By é um K-submédulo de A#KG*. Sejam x = a,0,#v, € y =
a0 #v, em By, isto é, r(g) = d(g) = r(h) e r(l) = d(l) = r(k). Entao

ag0g(Vpp—1.b10))F#vy, se d(k) = d(h)

0, caso contrario.

zy = (agbg#vn) (bidi#vg) = {

Pela definicao da acao de KG* sobre A, vp;-1.b;0; # 0 se e somente se hk~! = [. Isto

ocorre se e somente se k = ["'h. Observe que, neste caso, d(k) = d(h). Assim,

0, caso contrario.

{aﬁw@#w,%k:llh
Ty =

Como d(g) = r(h) = r(l) entao a,0,b,0; = ayf,(b)dy € Eqdgy. Logo,

Ty = { agBq(br)0gi#uvy, se k=1""h

0, caso contrario.

Uma vez que d(gl) = d(l) = r(k) e r(gl) = r(g) = r(h) = r(l) = d(l) = r(k) entao
r(gl) = d(gl) = r(k). Sendo assim zy € B, e portanto B, é uma subdlgebra de
AH#KG*.

Resta mostrar que w = Y (1.0.# > v;) é a unidade de By. Claramente w € B
EGGU leTe
e dado x = a,0,#v, € By temos:

TW = (agég#vh)(z 1.0, Zvl)

e€Go leTe

80



TW = Z (ag0,7#vn)(Lede# Z v)

€€G0 leTe
= Z Z @g (vng-1.1c0 )#W(Z 1)
ecGy d(k leT,

= Z Z ag g Uhlfl.lede)#vl.

e€cGy leTe
d(l)=d(h)

Pela definicao da agdo de KG* sobre A, temos que vj;-1.1.0, # 0 se e somente se
hl=! = e. Isto ocorre se e somente se [ = h e, neste caso, Up(n)-1ede # 0 se e somente

se r(h) = e. Assim,
TW = agéng(h)dr(h)#vh.

Mas r(h) = d(g) e desta forma agdgl,)0rn) = ag34(Llacg))dgarg) = agdy. Portanto,
Tw = .

Por outro lado,

= (Z Lede## Z i) (agdg#un)

eeGo €T,
= Z Z(le5e#vl)(a959#vh)
e€Go leTe

—ZZ Z Lede (vig—1.a404) #vivp,

e€Go leT. d(k)=

= Z Z 16(56 vlh—1.ag g)#’l)h.

ecGy l€Te
d()=d(h)

Agora vy,-1.a,0, # 0 se e somente se [h™! = g e isto ocorre se e somente se | = gh.
Observe que d(gh) = d(h), desta forma podemos considerar | = gh. Porém, se l = gh

entao r(I) = r(g) e assim e = r(g). Logo, como a, € £, = E,(, segue que

wx = (Lu(g)0r(g))(ag0g)#0n = Pr(g)(ag)Or(g)g#Vn = agOg#fvn = .

(3) E imediato ver que B é uma K-subalgebra de A#KG*. Mostremos que w
é o elemento identidade de B. De fato, seja x = a,0,#v, € B, isto é, d(g) = r(h).

Entao
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TW = (agég#vh)(z 1.0.# Z oy

6€G0 lETe
=) (agby#vn) (Lede#t Y 1)
€€G0 leTe
=> Z ag (o1 1ebe) ok (Y wi)
e€Go d(k)= IET.
= Z Z ag ’Uhl 1. ]_ 0 )#'Ul
e€Go d(zl)U;zE(h)

Pela definicao da acao de KG* sobre A temos que vy-1.1.0. # 0 se e somente se
hi~! = e. Isto ocorre se e somente se [ = h e, neste caso, Ur(n)-1lede # 0 se e somente

se e =r(h). Assim,
TW = ag0gLy(n)0r(n)FVn,

mas 7(h) = d(g) e desta forma ay0,1,)0rn) = agB¢(Llacg))dgarg) = agdy. Portanto,
TWw = .

Por outro lado,

= (Z Lede# Z i) (agdg#un)

ecGo 1€Te
= > > (Ledetu)(aghy#tvn)
e€Go leTe

_ZZ Z Lede (vig—1.a404) #viup,

e€Go leT. d(k)=

—Z Z Lede (vp-1.a404 ) F0p,.

IE€Te
Go d(l)=d(h)

Agora vy,-1.a,0, # 0 se e somente se [h~! = g. Isto ocorre se e somente se [ = gh.
Note que se I = gh entao e = r(I) = r(g) e d(l) = d(h). Logo, como a4 € E, = E,

segue que

WT = 1y()0r(g)AgOgF#Vn = Br(g)(ag)0r(g)g# v = agdg#fvn = .

(4) Sejam x = a,0,#vy, € By, isto é, d(g) # r(h) e y = bid#v, € A#KG*. Entao
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bl§l(vkh_1.ag(5g)#vk, Se d(h) = d(k)

0, caso contrario.

yr = (bz5z#vk)(@g5g#vh) = {

Pela defini¢ao da agao, vg,-1.a40, # 0 se e somente se kh™' = g. Mas, se kh™! =g
entdao d(g) = d(h™!) = r(h) o que é uma contradi¢ao. Portanto, vg,-1.a,0, = 0 e
consequentemente yr = 0 € Bs.

Por outro lado,

a96g<vhk—1.b151)#vk, Se d(/{i) = d(h)

0, caso contrario.

zy = (agdg#vn) (bioi#vy) = {

Pela definicao da acao, vap-1.b;0; # 0 se e somente se hk~! = [. Isto ocorre se e

somente se k = [~'h. Assim,

0, caso contrario.

{ ag0gbidi#vy, se k=1"1h
Ty =

Mas,
agégbl(Sl — { @gﬁg(bl)5gl7 se d(g) _ T(l)

0, caso contrario.

Entretanto, como hk™' = [ entao r(l) = r(h) # d(g). Portanto, a,d,b,0, = 0 e dal
xy = yx = 0, para todo x € By e y € A#KG*. Entao, B, é um ideal de A#KG*,
B2 =0 e A#KG* nao é unitério. O

Observacao 3.1.2. Em geral By nao é uma subdlgebra (e portanto tampouco um

ideal) de A#KG* conforme ilustra os sequintes exemplos:

Exemplo 3.1.3. Seja G = {g,97",d(g),r(g)} um grupdide. Entao,

Bo = Ea(g)a(g) #Va(g) D Ea(g)0a(q)# Vg1 © Er(g)0r(g)#Vr(g) © Lir(g)0r(9) Vg
5 6 7 8

By = ?gég#vd(g) D ngg#vg‘i@pg‘ldg‘l #Ur(gl D Fg‘lég‘l #Ug

1 2 3 4

A multiplicacao de By € dada pela tabela abaizo:
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4
8
0
0

L | |~
DD D
DI I

N[ DD DD =

4 0)10]|0

Logo, neste caso, B? = By e assim sendo By nao é uma subdgebra de A#KG*.

No Ezemplo 3.1.3 constatamos que B = By® B € interessantemente uma dlgebra

Zo-graduada. Entretanto o mesmo ndao ocorre no exemplo sequinte:

Exemplo 3.1.4. Seja G = {g,g7",d(g),r(g9),h,h=,r(h) = d(g),d(h),gh,h"tg7'}.
Notemos que Egdg#vg-1, Eg104-190,(q), Egdg#vag) € Epdp#Fvp—1 sao K-submddulos
de Bl,

(Egdg#vy-1)(Eg-105-1#0r(g)) = Egg(Vg-1r(g)- Eg-104-1)#0r(q)
— E,0,(vy1. By 16,1)#0,9)
= Eg0gEg-104-1)7tvr(g)
= EyBy(Eg-1)049-1#0r(g)
= Er(9)0r(g)#r(g) C Bo.

(Ey0g#va(g)) (Endn#tvn-1) = Egdg(vaigyn-Endn)#vn-1
= Ey64(Vr(hyn-Lon0n) #vp—1
= E,0,EL0n#vn—1 = EyBy(En)dgn#vn—1
= EyBy(Er(n))Sgn#vn—1
= Fy84(Eag))dgnttvn—
= EyE dgn#vp—1 = Epg)0gn#Fvp—1
r(gh)OghFEUR—1 = Egpdgn#Fvn,— C By.

Neste caso By também nao é uma subdlgebra de A#KG*.
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Decorre da Proposicao 3.1.1 que By é uma K-subdlgebra unitaria de B. Na
sequéncia mostraremos que By é isomorfa a uma soma direta de algebras de ma-
trizes. Para tanto necessitamos alguma preparacao. Comegaremos com a proposi¢ao

seguinte.

Proposicao 3.1.5. As sequintes afirmacoes se verificam:

(1) W ={w,. | e € Go} € um conjunto de idempotentes centrais de By ortogonais
dois a dois e com soma igual a 1g, = w.

(2) By = @ B., onde cada B. = Byw. = @ E,0,#v, € um ideal de By e uma

e€Go g€Ge
heTe

K-algebra unitdria, com elemento identidade we.

(3) Para cada e € Gy, W, = {we g == 1.0.#v, | g € T} € um conjunto de idempo-
tentes de B, ortogonais dois a dois e com soma igual a 1p, = w,.

Demonstracao: (1) Sejam w, = 1.0.# >, v, e wy = 156¢# >, v, em W. Entao

wews = Y (L8etvg)(LpSs# ) on)

g€T, hETf

=3 > (v L)Y v
)

9€Te d(k)=d(g heTy

e assim

Z Z 1eée(vgh—1-1f6f>#vh

— ) 9€Te heTy
WeWf = d(h)=d(9)
0, se d(h) # d(g), para todo g € T, e h € T}.

Mas vg,-1.170; # 0 se e somente se gh™' = f. Isto ocorre se e somente se h = g.

Neste caso, devemos ter ainda que r(g) = f, ou seja, e = f. Dai

WeWe = Z 16561656#U9 - 1353# Z Vg = We:

g€T, g€Te

Portanto,

We, see=f
WeWy =

0, caso contrario.
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Além disso, por defini¢do w = ) w,. Resta mostrarmos que w, é central em
e€Go
By. De fato, seja x = ay0,#v, € By. Entao

2we = (ag0g#vn) (LebeFt Y. ) = Y. ag0y(vp—1.1e0e)Fve( D vp).

I€T. d(t)=d(h) I€T.
Se r(t) # e, para todo t € G tal que d(t) = d(h) entao v( Y v;) = 0. Logo,

€T,

o agdy(vp-1.1.0.)#v;

leTe
TWe = §  al)=d(n)

0, se d(h) # d(l),Vl € T..
Vamos analisar melhor a primeira situagao:

Twe =y, ay0(vp-1.1.0.)F#v;.

leTe
d(l)=d(l)

Mas, vp-1.1.0. # 0 se e somente se hl~! = e. Porém, sabemos que hl~! € G se e
somente se | = h. Neste caso, vp,-1.1¢0. # 0 se e somente se e = r(h). Assim, temos

que
{ ag0410.#vn, se h € T,
TWe =

0, caso contrario.

Como d(g) = r(h) = e entao:
ag041le0e = agfy(1le)0ge = ayd,.

Portanto,

x, se heT,
TWe = )
0, caso contrario.

Por outro lado,
Z 1656(11%71.(1965])#’[%,

wer =Y (Lebettv)(agd#on) = § avZiw
IET, 0, se d(h) # d(l), para todo [ € T..

Vamos analisar melhor a primeira situacao:

wer =y Lde(vip-1.a404)#p.

IE€Te
d(l)=d(h)
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Mas, vy,-1.a40, # 0 se e somente se [h™' = g. Isto ocorre, se e somente se [ = gh. O

que implica que d(l) = d(h) e r(I) = r(g) e sendo assim, e = r(g). Entao,

W — 1r(g)5r(g)agég#vh, se g € T,
‘ 0, caso contrario.

Note que, como a, € E; = E,(4) entao 1,(g)0,(g)ag0g = Br(g)(ag)dg = agdy. Assim,

x, se g €1,
Wel = .
0, caso contrario.

Como r(g) = d(g) = r(h) entdo w.r = r = zw, sempre que g € G. e h € T, e
wexr = 0 = zw, caso contrario. Logo, os w,’s sao centrais em By.
(2) Observemos agora que By = Bow = By( Y. we.) = >, Bow.. Uma vez que

ecGo ecGo
os w,’s sao dois a dois ortogonais esta soma ¢ direta. Como os w,’s sao idempotentes

centrais em Bj entao cada B, = Byw, ¢ um ideal de By e uma K-algebra unitéria.

Além disso, pelos calculos feitos para mostrar que os w,’s sdo centrais temos que
Be = @ Egég#vh.

geGe
heTe

(3) Sejam we 4 = 10.#v, € Wep, = 16.#v, em W,. Entao

0, caso contrario.

{ 10 (Vgn-1.1e6.)#vn, se d(h) = d(g)
We, gWe h, =

Por defini¢ao, vy,-1.1.0. # 0 se e somente se gh™' = e. Isto ocorre se e somente se

h = g. Logo,

We,q, S€ h =g
We,gWe,h = -
0, caso contrario.

Observacao 3.1.6. Para cada e € Gy el € G, we; = 1.0.#v, € W, nao € central

em B,.

De fato, seja © = a,0,#v;, € B, isto é, r(g) = d(g) = r(h) = e. Entao,
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ag04(vp-1.1.0.)#vy, se d(l) = d(h)

0, caso contrario.

rwe; = (ag0g#vn)(1ebeFv)) = {

Assim, como vp;-1.1.6, # 0 se e somente se [ = h. Entao

r, sel=nh
xwe,l =

0, caso contrario.
Por outro lado,

Lede(vin-1.a404)#vp, se d(1) = d(h)

0, caso contrario.

Wer = (Lede# 1) (agdg#vn) = {

Uma vez que vy,-1.a,0, # 0 se e somente se [h~! = g e isto s6 ocorre se [ = gh.

Neste caso, r(I) = r(gh) = r(g) = e entao

{ x, sel = gh
We, 1T =

0, caso contrario.

Portanto, w.; nao é central em B.. O

Proposicao 3.1.7. Para cada e € Gy,

(1) o congunto U, = {ug. = 1,6,# > v | g € G.} € um subgrupo do grupo das
heT.
unidades de B.. O inverso de cada elemento ug,. € dado por ug-1 .

(2) o grupo U, age sobre o conjunto W, via conjugagao.

(3) a orbita de cada elemento w.p € W,, via a ag¢io de U., € dada por wg; =

{Wegn | g € Ge} =A{wey | 1 € Samn}-

Demonstracao: (1) Sejam u,,. = 1,0,# > vy € we = Li0# Y v, em U, isto é,
heT. keT.
g,l € G.. Entao
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UgeUpe = Z (10,4 vn) (1,6, # Z vg)

heTe keT,
= Z g8 (Une—r-Lid)#0i (D )
heTs d d(h keT.
- Z Z 1464 (vp—1.1,0;) F# vy,
heTe keT,
A(k)=d(h)

Por definicao vp,-1.1;0; # 0 se e somente se hk~! = [. Isto ocorre se e somente se
k = 17'h. Neste caso, d(k) = d(I"*h) = d(h) e r(k) = r(I7*h) = r(I7') = d(I) =
entao
Ug e =, 101101 #v-1p = 1ybg# D vi-1p.
heTe heTe
Tomando ¢t = [~k temos que r(t) = r(I™!) = d(l) = e assim, t € T,. Reciproca-
mente, se t € T, entdao tomando h = It € T, temos que ["'h =71t = d(I)t = et = t.
Dai,
Ug e = Y, 10,1101 # v, = 1007 > vr.
heT. teT.
Logo, como gl € G. entao ug.u;. € U.. Para finalizar mostremos que todo

elemento em U, ¢ invertivel. De fato, seja uge = 1,0,%# > v, € U.. Entao tomando
heT.
Ug-1, = 1y-10,1% Y v € U, temos que
I€T.

Ug elUg-1 . = (140, Z vp) (110,19 Z vy)

heTe leTe

— Z Z /Uhk 1. 1 ~10, —1)#Uk(z ’Ul)

RET. d(k)=d(h) l€T.
=> Z 10, (vp1.14-18,-1) v,

heT,

d(l) d(h)

= Z 1g5glg—159—1#?}gh

heTe
= Z Lgg—10gg-17FVgh

heTe
- Z le5e#vgh-

heT,
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Aqui novamente podemos considerar gh = k e dal

Ugllg-1 e = LebeH D v = we = 1p,.
keTe

Portanto, u;é = ug-1, e desta forma U, ¢ um subgrupo do grupo das unidades de
B..

(2) Basta mostrar que W, é invariante pela conjugagao por elementos de U,. De

fato, sejam w,; = 1.0.#v, € We e uge = 1,6,# > vy € U.. Entao
heT,

UgeWetg-1 ¢ = (1g0g# > Un)(LebeHvr)(1g-10,-14 Y vg).

heTe keT,
Primeiro, vejamos

(LgSy# > va)(LebeHv) = Y Z 1,0, (Ung-1.1000) #vp0)

heT, heTe d(t)=d

= Z 1959(21;”71.1666)#1)1.

heTe
d(h)=d(l)

Pela definicao da acao temos que vy;-1.1.0, # 0 se e somente se hl~! = e. Isto ocorre

se e somente se h = e como [ € T, entao

(1959# Z Uh)<1e(5€#vl) = 1g591656#v1 = 1959#1}1.

heTe

Agora,

Ug eWe g1 o = (1g0,F0;)(1,-10,-1 7 Z V)

keT.
= Z 195g(vlt71.19715971)#%(2 Ug)
d(t)=d(l) kETe
== Z 1g(sg(vlk_1 .19—1(59—1)#'Uk.

keTe
d(k)=d(l)

Pela definigao vy,-1.1,-18,-1 # 0 se e somente se [k~ = g~*. Isto ocorre se e somente
se k = gl. Observe que, neste caso d(k) = d(gl) = d(l) e r(k) = r(gl) = r(g) = e,

consequentemente
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UgeWe, | Ug—1 ¢ = 195glg—159—1 #?}gl = 1gg_1égg_1#vgl = 1,,(9)(5,,(9)#1]5,1 = 1656#1)91.
Note que r(gl) = r(g) = e e assim gl € T,. Portanto,

Uge-We p i= Ug WelUg—1e = LeOFHVg € We.

(3) Seja we p, = 1.0.#vy, € We. E imediato ver que a orbita de w,y é dada por:

weh = {ugeten | g € Ge} = {1ebetvgn | g € Ge} = {wey | 1 € Sun}-

Proposicao 3.1.8. Para cada e € Gy, se w’ .-+, wYs  sio as distintas drbitas
’ 6,h17 ’ eyhne

em W e se wep, denota a soma dos elementos da orbita wg;_, para cada 1 <1 < n,
’ sy

entao:

(1) d(h;) # d(h;), para todo i # j,

(2) We,h; = 1656# Z U € We = Z We,h; s

lETede(h” 1<i<ne

(3) os elementos we p, sdo idempotentes centrais de B. ortogonais dois a dois com

soma lp, = w,,

(4) para cada 1 < i <ng, Bep, = Bewen, = @ E d,#v € um ideal de B, e
etinsa

uma K-dlgebra unitdria, com elemento identidade we p,,

(5) Be= @ Bep,-

1<i<n.
Demonstragao: (1) Decorre do item (3) da Proposicao 3.1.7.

(2) Imediato.

(3) Sejam 1 <4, j < n, entao

we,hiwe,hj = (1656# Z vl)(leée# Z Uk)

lGTeﬂSd(hi) keTemS(d(hj))
= > Lbelvgr L) Fu( D> w).
LETeNS () d(t)=d(l) k€TeNSq(n ;)
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Mas v,( >, ) # 0 se e somente se v; = v, para algum k € T, N Syp,).
kETeﬂSd(hj)

Entretanto, d(t) = d(l) = d(h;) # d(h;) = d(k), se i # j. Portanto, t # k, para todo
k € T. N San;) e assim

We,h,We,n; = 0, sempre que i # j.

Por outro lado, se « = 5 entao podemos tomar ¢t = k e dai

We, hiWe h; = Z Z 1656('0115*1-]—656)#%5 = Z 1656#vl = We,h;-

LETeNS () d(t)=d(l) L€TeNS ()

Para finalizar mostremos que w,j, ¢ central. De fato, seja v = a;6;#v; € B..

Entao
wenw = (Lt > vp)(adi#vr)
tGTeﬂSd(hi)
- Z <1eée#vt)(al5l#vk)
tETede(hi)
= Z Z Le0e(Vis—1.a10;) F#V5 V.
tETeﬂSd(hi) d(s):d(t)
Assim

S 10 (vg—1.a;0)) F#vy, se d(k) = d(h;)

We,hil‘ — tETeﬂSd(hi)
0, caso contrario.

Por definacao vy-1.4;0; # 0 se e somente se tk~! = [. Isto ocorre se e somente se
t = lk. Neste caso, d(t) = d(lk) = d(k) e r(t) = r(lk) = r(l) = e entao

o = { wb vy, se d(k) = d(h;)

0, caso contrario.

Por outro lado,
TWen, = (@OiF#ve)(Lede#t Y v) = > al(vgs1.1ebe)Fvs( D wr).
teTeﬂSd(hi) d(s):d(k) tETEde(hi)

entao

o b (vpg-1.1.0) #uy, se d(k) = d(hy)

Iwe,hi — teT@de(hi)
0, caso contrario.
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Mas, vp-1.1.0, # 0 se e somente se kt 1 = e. Isto s6 ocorre se t = k entao

v — { wb vy, se d(k) = d(h;)

0, caso contrario.
Portanto, xwe n, = Wep,*, para todo x € B..

(4) Como 0s we p,’s sao idempotentes centrais em B, entao cada B, 5, = Bewep, =

D E,0,#uv, é um ideal de B, e uma K-édlgebra unitaria.
9€Ge
zeTstd(hi)

(5) Note que B. = Bewe = Be( Y. wen;) = Y. Bewep,. Como 08 wep,’s sao
1<i<ne 1<i<n.
dois a dois ortogonais esta soma ¢ direta. O

Proposicao 3.1.9. Para cada e € Gy e cada 1 <1i < n,,

(1) Qep, = {wen, = Lede#v | 1 € T N Samy)} € um congunto de idempotentes

(nao centrais) e ortogonais dois a dois cuja soma € 1p, , = Wep,,
sMg

(2) o conjunto Uep, = {tgen, = 1,0,4# >, v | g€ Ge} € um subgrupo de U,
lETeﬂSd<hi)

(3) Uep, age transitivamente por conjugagdo sobre Qe p, .
Demonstracao: (1) Note que €2, ,, ¢ um subconjunto de W, e portanto os elementos

de 2 p, sao idempotentes ortogonais dois a dois. Mostremos que 0s we ;s nao sao

centrais em B, j,. De fato, seja x = a,0,#v), € B, p,. Entao

TWe p 1 = (ag0g#vn) (Lede#v)) = ag0y(vp—1.1c0.)# 0.

Por definicao vp;-1.1.0, # 0 se e somente se hl~! = e e isto ocorre se e somente se
h = 1. Dali,
) agdgftur, se h =1
xwe,hi,l -

0, caso contrario.

Por outro lado,

We,h; 1T = (1656#Ul)(a’gég#vh) = 1656(Ulh*1'ag59)#vh'
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Por definigao vy,-1.a4,d, # 0 se e somente se [h~! = g e isto s6 ocorre se h = g~'1. Note
que, neste caso, d(h) = d(g7t) = d(l) =d(h;) e r(h) =r(g ) =r(¢g7') =d(g) = e

entao
x, se h=g '
We,hi )T =

0, caso contrario

Desta forma, os w, p,;’s nao sao, em geral, centrais.

(2) Note que U, p,, # 0 pois we p, € Uep,. Agora, sejam wjep, = Lio# >, v
kETeﬂSd<hi>

€ Upep, = Le0HF > vy em U p,. Entao
SETede(hi)

Upep;Uten; = (Li01# Z v ) (1.0 # Z V)

kGTeﬁSd(hi) SETeﬂSd(hi)

— Z (11(5[#Uk)(1t6t#vs)

k,SGTeﬂSd(hi)

= Z llél(vksfl.]_t(st)#vs.

k,SeTeﬂSd(hi)

Por definicao vy,-1.1,6; # 0 se e somente se ks~! = t e isto ocorre se e somente se

k = ts. Neste caso, d(k) = d(ts) = d(s) = d(h;) e (k) = r(ts) = r(t) = e entdo

UlenUten, = >, L0 1:0:#vs.
SET@OSdW”
Como !l € G, et € T, entao 1,6;1;0; = ﬁl(lt)élt = ﬁl(lr(t))élt = Bl(ld(l))élt = 1;0p.
Mas, & = E,q) = E,q) = Ey implica que 1; = 1;; e portanto

e Uteh; =  »,  ludu#vs.
SETenSd(hi)
Note que r(Iit) = r(l) = e = d(t) = d(It). Logo, It € G, e sendo assim Uy e p, Uten, €

Uep,- E facil ver que dado wiepn, = Lio# Y, v € Uep, entdo wy-1,.p, =
kETede(hi)

L-101# >, v éoinverso de uy.p,. Portanto, U, p, ¢ um subgrupo de U..
tETede(hi)

(3) Pela Proposicao 3.1.7 (2) temos que U, age sobre W, e pelo item (2) U, 4, é
um subgrupo de U, entao U, age sobre W,. Entao como (25, ¢ um subconjunto

de W, basta mostrarmos que €). ;, ¢ invariante pela acao de U, p,. De fato, ugepn, =
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1404 > U € Uep, € We ke = Le0eF vy € Wep,. Entao, pela definicao da agao
1€T.NS(d(hs))
de U, sobre W, temos que

ugyezhi 'we>hizk = ug’e»hiweyhi7kug_l7€7hi

=04 Y o)LbHu) (L0 # D> w)

1€T.NS(d(hy)) 1€T.NS(d(hy))

= 1656#Ugh7

uma vez que r(gk) = r(g9) = e e d(gk) = d(k) = d(h;) entao gk € T. N Sy,
Portanto, 1.0.#vg € .5, € consequentemente, temos que U, age sobre ., e

neste caso, claramente a agao é transitiva. O

Denotamos por n. ;, a cardinalidade de €2, ,.
A Proposicao 3.1.9 propicia as condicoes necessarias para que possamos usar o
lema a seguir. Esse lema ¢ de fundamental importancia para os resultados principais

desta secao e da segao seguinte.

Lema 3.1.10. /22, Lema 1.6] Seja T uma anel e seja 1 = ey +ex + -+ + e, a
decomposicao do 1 em soma direta de idempotentes dois a dois ortogonais. Seja
G um subgrupo do grupo das unidades de T, e suponha que G permuta o conjunto
{e1,€e9, -+ ,en} transitavamente por conjugacao. Entio T ~ M,(U), onde U é o

anel U = e;Te;.
Proposicao 3.1.11. Para cada e € Gy e 1 <1i < n, temos que Bep, ~ M, , (E.).

Demonstracao: Pela Proposicao 3.1.9 (1) temos que €2 ,, ¢ um conjunto de idem-
potentes ortogonais dois a dois cuja soma ¢é 1p_, e pela Proposicao 3.1.9 (3) temos
que Uy, age transitivamente por conjugacao sobre o conjunto €2.5,. Logo, pelo

Lema 3.1.10 temos que B, p, >~ M,_, (Sep,) onde:

Ne,h;

Sehi = (Weyhi 1) Be s (We nayy ), com Iy € T, N Sy,

Lembremos que Bejp, = @ E d,#v;. Sejax = > ag04#vi. Entao
geGe geGe
KETeNSq(p,) kE€TeNSq(p,)
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TWe p; 1y = E g ag (Vge-1.1e0¢ ) Fv10y,

g€Ge (
KETeNSg(p,)

= Z g0 (Vg1 1e0e) # 1,

geGe
kETeﬁSd(hi)

= > agd,1c0e v,

g€Ge

= Z ag0q#y, .

9€Ge

Agora temos que:

we,hi,ll'xwe,hi,h = (1666#U6,h1‘,l1)(z ag(sg#vll)

geGe

= Z Z 1, 5 Uht 1. ag )#Utvh

g€Ge d(t)=d(l1)

= Z Tede( vlllfl.lgég)#vll

g€Ge

—= Z 16(56('Ue~afgég)#vll

g€Ge

= 16660“666#’0[1
= ae(se#vll .

Assim,
We b 1y BehiWe s 1y = Eede#uy, .

Mostremos que a aplicagdo ¢ : E, — E.0. ® v, dada por ¢(a.) = a.d.#v, é
isomorfismo de K-algebras.
Claramente ¢ é um homomorfismo sobrejetor de K-mddulos. Mostremos que ¢

é multiplicativa. De fato, sejam a., b, € E. entao

w(ae)p(be) = (acdetur, ) (bedeHuy, ) = ae5e(vlll;1.be(5€)#vh = e0¢(Ve.bele ) F Uy,
= aedebeée#vll = aeﬁe(be)5e#vll = aebe5e#vll = So(aebe)-

Além disso, seja a. € E, tal que p(a.) = 0. Entao,
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0= aeée#vll = a656(1666#vl1) = a656<1A#UZ1)'

Mas, como {la#wvy | h € G} é linearmente independente sobre R x5 G entao

ae. = 0. Logo, ¢ é um isomorfismo de K-dlgebras. Desta forma, temos que

Se hi — we,hi,llBe,hiwe,hi,ll = Eeée X v, = Ee-

)

Portanto, B, ~ M, , (E.). a

Ne,h,;

Teorema 3.1.12. A dlgebra unitdria By € isomorfa a uma soma direta de K -dlgebras

de matrizes, mais especificamente

By= @ (@M, (E.).

eeGp 1=1

Demonstracao: Sabemos que By = @ B. = P (G; B ;). Mas, pela proposigao
e€Go ecGoy =1
anterior temos que B, j, ~ Mne,hi(Ee)- Logo, segue o resultado. O

3.2 Dualidade 2

Seja A uma K-algebra com unidade G-graduada por um grupéide finito G. Entao
pelo Teorema 1.4.1 temos que A é um KG*-modulo algebra a esquerda e sendo assim

podemos construir o produto smash fraco:

B = A#KG"*.

Proposicao 3.2.1. Uma acdo de G sobre A#KG* € dada por:

p= ({Bg}g€G> {69}960)

onde B, = lgBG AiFFu, e By o Byr — By € dada por By(ai#vr) = ayFFvgg— tal
ke
d(k)=r(9)
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Demonstracao: Mostremos primeiro que B, é um ideal de A#KG*. De fato, sejam
r = q#v, € By e y = bs#v, € A#KG*. Entao, d(k) =1(g) e

ay(vp—1.bs)#vy, se d(k) = d(t)

0, caso contrario.

vy = (w#vr) (bs#v) = {

Por definicao v-1.bs # 0 se e somente se kt~! = s. Isto ocorre se e somente se

t = s7'k. Note que, se t = s~ 'k entao d(t) = d(k). Logo,

Yy = (al#vk)(bs#ut) — { arbs#vy, set = sk

0, caso contrario.

Agora vejamos:
{ € A, se d(l) =r(s)
(llbs

= 0, caso contrario.

Assim concluimos que

aibs#vg, set =s"'ked(l) =r(s)

0, caso contrario.

zy = (o) (bs#fvy) = {

Observe que d(t) = d(s™'k) = d(k) = r(g), entdao zy € B,. Analogamente mostra-se
que yr € B,. Além disso, claramente B, = B, para todo g € G.

Agora mostremos que (3, : By;1 — B, é um isomorfismo de anéis. Com
efeito, dados v = q#v, e y = b#v, em By-1 temos d(k) = d(g) = d(t) e zy =
ai(vg-1.bs)#v;. Sabemos que vy-1.bs # 0 se e somente se kt™' = s. Isto ocorre
se e somente se t = s 'k. Como d(s™'k) = d(k) = d(g) entao podemos considerar

t = s k. Assim,

aibs#vy, set = sk
vy = (#or) (bsHuvy) = { Ol cas; contrario

Mas a;bs # 0 se e somente se d(l) = r(s). Portanto,

absFtvy, set = sk e d(l) =r(s)

0, caso contrario.

ry = (qF#vg)(bsH#Hv,) = {
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Consequentemente,

abs#vy-1, se t = sk e d(l) =r(s)

0, caso contrario.

By(zy) = {
Por outro lado,

B9(2)By(y) = (@t vig-1) (b5t vig-1),

e como d(kg™') =d(g7t) =r(g) = d(tg~') temos

69(‘r)ﬁg(y> = al(vkg—l(tg—l)—l-bs)#vtg—l
= al<ngf1gt71.bs>#Utgfl = al(’de(g)tfl.bs)#Utgfl

= a;(Vg—1.b5) #py-1.

Sabemos que vy;-1.bs # 0 se e somente se t = s 'k e que a;bs # 0 se e somente se
d(l) = r(s). Desta forma,

abs#uvg-1, se t = sk e d(l) = r(s)

0, caso contrario.

6g<x)ﬂg(y> = {

Portanto, f,(xy) = By(x)F,(y). Mais ainda, ¢ facil verificar que ﬁ;l = (,-1. Logo,
B, € um isomorfismo de anéis para todo g € G.

Naturalmente, 3. = I, para todo e € Gy.

Finalmente, provaremos que 3,8, = By, para todo (g,h) € G?. Suponha que
d(g) = r(h) primeiramente. Observe que o dominio dom(3,0),) da composta 3,05, é
Br-1(BrNBy-1). Mas, d(g) = r(h) e assim B, N By-1 = By. Logo, B,-1(ByNBy-1) =
Bp-1(Bp) = Bp-1.

Por outro lado, dom(fBg,) = Bgny-+ = >, Ai#vi. Entretanto, d(gh) = d(h)
d(k)=d(gh)
implica que B(gp)-1 = Bj,-1. Portanto, dom(8,0,) = dom(fBy,) = Bj,-1 e para todo

r = q#v, € Bp-1 temos

By (Br(x)) = By(Br(a#vr)) = By(attopn—1) = aiFFvgn-—14-1
= @ #Vk(gh)-1 = Bon(ai#vr) = Byn().
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Desta forma 3 é uma acgao de G sobre A#KG*. Além disso, dado = = a;#v, €
AF#KG" entao v € Byy) e se e # f € Gy entao naturalmente B, N By = 0. Logo,
B= & B.. a

ecGo
Uma vez que G age sobre A#KG* entao podemos formar:

B*ﬂG: @Bg(Sg

geG

com multiplicagao dada por:

al#vkﬁg(bs#vt)égha se d(g) = T(h)
0, caso contrario

(a1 #vy) 3y (bstvr) o) = {

Lembremos (ver Observacao 1.3.7 (1)) que como A é G-graduada entdao A, ¢é

unitario para todo e € GGy, denotemos por 1, = 14,.

Proposicao 3.2.2. As sequintes afirmacoes se verificam:

(]) B*ﬁG: @ ( @ Al#’l)k)5g :B(]@Bl,
9€¢ a(k)=r(a)
B,
onde By = @ (P ( @B  AF#Huw)d,) e By € o complementar de By em

e€Go geGe r()=d(l)=r(k)
d(k

)=e

B xg G como K-mddulos.

(2) Bo(B*3G) =0, onde By = P ( @ Ai#vp)d,. Em particular, B x5 G ndo

geG d()#r(k)
d(k)=r(g)

tem unidade.
(3) By é uma K-subdlgebra unitdria de B xg G, com elemento identidade igual a
w= 2 (X L# > wn)de.
eeGo fEGH hETfﬂSe

Demonstragao: (1) Imediato.

(2) Sejam = = (qy#vg)0: € Bs e y = (a,#v,)0s € B *g G. Entao, d(l) # r(k),
d(k) =r(t) e d(h) = r(s). Logo,
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{ (i #vr) Be(ag#vn)ors, se d(t) = r(s)

0, caso contrario

_ { (o) (ag#op-1)0s, se d(t) =r(s)

0, caso contrario

_ { (a1(Vign—1.ag)FFVp-1)0ss, se d(t) = 7(s)

0, caso contrario.

Por definigao vgy-1.a4 # 0 se e somente se kth™' = g. Isto ocorre se e somente se

t =k 'gh. Se t = k~'gh entdo d(t) = d(h) = r(s) e r(t) = r(k™') = d(k). Assim,

xy = (@agH#vg-1k)0k—1gns-

Mas, como g = kth™! entao r(g) = r(k) # d(l). Consequentemente, a;a, = 0.
Portanto, xy = 0 e, sendo assim, By(B x5 G) = 0.

(3) Claramente By é um K-submédulo de B 3 G. Considere x = (a;#vy)d, €
y = (bs#v)dp, em By. Entao r(l) = d(l) = r(k), d(k) = e, r(s) = d(s) = r(t),
dit)=f, g€ G.ehe Gy, come, f € Gy, e

vy = { a#v By (bs#vi)dgn, se e = f

0, caso contrario

{ (i #vg) (bs#vig—1)0gn, se e = f

0, caso contrario.
Note que, d(tg™) = d(¢') = r(g) = e = d(k). Entao,

Ty = { (al(vk(tgfl)-bs)#vtgfl)5gh, see=f

0, caso contrario.

Por defini¢ao vyg-1.bs # 0 se e somente se kgt~! = s. O que necessariamente implica
que r(k) = r(t). Note também que s = kgt~ ocorre se e somente se tg~' = s k.

Disto decorre que

0, caso contrario.

{ (aibs#vig-1)0gn, se e = fetg ™t =5k
Ty =
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Vamos analisar a seguinte situagao: e = fe s = kgt~'. Dal, 2y = (abs#vs-15)0gn.
Como s = kgt~! entao d(l) = (k) = r(s) e, sendo assim, a;b, € A;,. Observe que
d(ls) = d(s), r(ls) = r(l) = r(k) = r(s) = d(s) e r(s k) = r(s') = d(s). Assim,
d(ls) = r(ls) = r(s™'k). Finalmente, d(s~'k) = d(k) = e = r(g) = r(gh) e, além
disso, como g, h € G, entao gh € G.. Portanto, xy € By e consequentemente By é

uma K-subalgebra de B %5 G.

Resta mostrarmos que w = Y ( > 1;# > v;)de € o elemento identidade
e€Goy fEGy hETfﬁSe

de By. De fato, seja x (al#vk)é € By, isto 6, g € G, para algum ¢ € G,
r(l) = d(l) = r(k) e d(k) = €. Ento,

wr =Y (Y 1p# Y w)de(a#o)d,

e€Go feGo hETFNSe

= (D L# Y w)d(adon)d,

feGo hETfﬂSe/

=D L# Y uBela#u)d,

feGo hETfﬁSE/

= (> Y (Ao (@#on)d

f€Go hETfﬂS ’

Z Z F(Upg—1.a0) #01) b4

feGo hETfﬂS /

Por definicao vy,-1.a; # 0 se e somente se hk~' = [. Isto ocorre se e somente se
h = lk. Note que, se h = Ik entdo d(h) = d(k) = ¢ e r(h) = r(I). Logo,

wx = (Lya#Hvr)d,

Mas a; = 1aa; = (Y le)ar = )Y leay = 1,yay, pois lea; = 0 se e # r(1). Portanto,
e€Go e€Go
wx = x. Analogamente mostra-se que xw = x. O

Na sequéncia mostraremos que By é isomorfa a uma soma direta de algebras de
matrizes. Para tanto necessitamos (assim como vimos na se¢ao anterior) da devida

preparacao.

Proposicao 3.2.3. A sequintes afirmacoes se verificam:
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(1)) W ={we = (Y. 1s# >, w)de | e € Go} € um conjunto de idempotentes
feGo hETfﬁSE
centrais dois a dois ortogonais em By cuja soma € igual a w = 1p,,

(2) By = @ Bow,, onde B. = Byw.= @ ( @  Ai#uvp)d, € um ideal de By

e€Go g€Ge r()=d()=r(k)
d(k)=e

e uma K-dlgebra unitaria com elemento identidade we.

Demonstragao: (1) Sejam e,e¢’ € Gy. Entao,

wewy = (Y 1# D w)dl(Y ] 1p# > w)dy]

feGo heTyNSe f/€G0 lETf/ﬁSE/

Pela definicao, temos que

(T4 T o)(S # T whisee=c
wewe/ = feGo heTfmSe f/GGO ZETf/ﬂSe

0, caso contrario

> > (1f#vh)(1f/#vl)5e, see=¢
f,fleGo h€Tns,
£'nse

L 0, caso contrario
(> X (o dp)#ude, see = ¢

f,f/ eGo h€Trng,
f'nse

0, caso contrério.

.~ _ /
Por definigao, vy-1.14 # 0 se e somente se hl L' = f'. Isto ocorre se e somente se

/
h =1 e neste caso, se e somente se f = f . Logo,

Do Ls#E DD vpde = we, see=¢e

WeW, = feGo heTNSe
0, caso contrario.
Portanto, os w,’s sao idempotentes dois a dois ortogonais.
Resta mostrarmos que para cada e € Gy, w, é central em Bj. De fato, seja
z = (aftvp)d, € By, isto 6, g € G, para algum e € Gy, r(l) = d(I) = r(k) e
d(k) = ¢'. Entdo,
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S (wdtor)Be(Ly#vn)04e, se e =€

TWe = feGo hETfﬁSe
0, caso contrario

Z Z (al#vkxlf#vhg_l)dgea S€ € = el

— feGo heTfﬁSﬁ
0, caso contrario.

> Y (a(vgng-r)-1.1p)#vpg-108,, se e =€

— feGo hGTfﬁSe
0, caso contrario.

Por defini¢do vg,,-1.1; # 0 se e somente se kgh™' = f. Isto ocorre se e somente se

h = kg. Como d(kg) = d(g) = ¢ e r(kg) = r(k). Dai,

al, V)0, SC e =¢
wwe:{(l (k) Uk )0

0, caso contrario.

Mas, a; = aila = Y ale = aylqq) = aly). Portanto,
ecGo

/
r, see=e
TWe =

0, caso contrario.

Por outro lado,

S Y (L#un)Be(a#og)deg, se e =€

f€Go hETfﬂSe

0, caso contrario

ST (p#ton) (@#vr)dy, see=¢
f€GH hETfﬂSe

0, caso contrario

ST (Lp(vppr.a)#vr)dy, see=e

— f€Go hETfﬂSe

0, caso contrario.

Por definicdo vy,-1.a; # 0 se e somente se hk~! = [. Isto ocorre se e somente se
h = lk. Como d(lk) = d(k) =e e r(lk) =r(l). Dali,
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!

(L,ya#ve)dy =z, see=ce

Wl = o
0, caso contrario.

/ s
Portanto, xw, = w.x = x se e somente se ¢ = e e rw, = w.r = 0, caso contrario,

o que mostra que w, é central em Bj.

(2) Observemos que By = Bow = Bo( Y. we) = >, Bow,. Como os w,’s sao
ecGo e€Go
ortogonais dois a dois entao esta soma é direta. Uma vez que os w,’s sao idempotentes

centrais em B entao cada B, = Byw, é um ideal de By e uma subalgebra unitaria.

Além disso, pelos calculos feitos para mostrarmos a centralidade dos w,’s temos que

Be = @ ( @ Al#vk)ég. (I
9€Ge T(l)j(dk(;):er(k)

Proposicao 3.2.4. A sequintes afirmacoes se verificam:

(1) Para cada f € Gy, Wy ={we s = (1s# >, wn)de | e € Go} € um conjunto
hETfﬂSe
de idempotentes centrais em B, ortogonais dois a dois com soma igual a 1p, =

We,

(2) Para cada e € Gy, Be = @ Bej onde Bey = Bewesr= @ ( @ AiF#vi)d,

f€Go geG. 1€Gy
kETFNSe

¢ um ideal de B, e uma K-dlgebra unitdria com elemento identidade we ¢.

Demonstracao: (1) Sejam e, f, f € Gy. Entao,

we,fwe,f/:uf# Z Uh)5e(1f/# Z 1) 0

hETfﬂSC lETf/mSe
=(# D w)B(Ap# D v
hETfﬂSe lETf/ﬂSe

= 3 3 s (1pHud.

hETf NSe lETf/ NSe

= > D (#u)(p#u).

hETf NSe lGTf/ NSe

- Z Z (Lp(vpi-1.1p )#v1)0e.

hET;NSe IET 4 NSe
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Por definigao vp-1.1p # 0 se e somente se hl=' = f'. Isto ocorre se e somnete se
l=hef=r(h)=f. Assim,

(Lp# X w)de=w.p, sef=f

wE,fwe,f/ — hETf/ﬂSe

0, caso contrario.

Agora, sejam e, f € Gy. Mostremos que w,, ; é central em B.. Com efeito, seja
r = (aF#v)d, € Be, isto é, g € G, r(l) =d(l) =r(k), d(k) =ee

zwe, ;= (#og) By (14 Z )0y

hETfﬁSe

= (a#oe) (L# Y vng1)d,

heT;NSe

= > (aftor)(Ly#vng—1)d,

hGTfﬂSe

= Y (@vgng-1-19)#ong-1)3,

hETfﬂSe

Por definigao vyg,-1.15 # 0 se e somente se h = kg. Isto ocorre se e somente se

f=r(h) =r(kg) = r(k). Logo,

- { (q#vy)d, =z, se f=r(k)

0, caso contrario.

Por outro lado,

wesr = (L# > vn)Belator)d,

hETfﬂSe

= (Li# Y w)(a#o)d,

hETfﬂSe

= Y (Lpton)(adtor)d,

hGTfﬂSe

= Z (1f(vhk71-al)#vk>5g'

hETfﬂSe
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Pela definicao vy,-1.a; # 0 se e somente se hk~! = [. Isto ocorre se e somente se

f=r(h)=r(). Assim,

0, caso contrario.

{ (@ F#vy)0, = x, se f=r(l)
We, fT =

Mas como 7(l) = r(k) entao

z, sel e Gy
mw@f = w&fx == .
0, caso contrario.

(2) Observemos que B, = Bow, = Be( Y Wey) = Y, Bewey. Como os we’s
feGo feGo
sao ortogonais dois a dois entao esta soma ¢ direta. Uma vez que 0s w,s’'s sao

idempotentes centrais em B, entao cada B,y = Bew.; ¢ um ideal de B, e uma

subdlgebra unitaria. Além disso, pelos célculos feitos para mostrarmos a centralidade

dos we s’s temos que By = @ ( @  AiF#vi)d,. 0
gGGe ZEGf
kGTfF‘ISe

Proposicao 3.2.5. Para cada e, f € Gy,

(1) We s =Awesn = (1s#vn)0e | h € TfNS.} € um conjunto de idempotentes (nao

centrais) e ortogonais dois a dois em By cuja soma € igual a wey = 1p,,

(2) Uey = {teyy = <1f#l TZS v)og | g € G} € um subgrupo do grupo das
€T¢NSe

unidades de By,

(3) Ue s age transitivamente por conjugagao sobre o conjunto W., s.

Demonstracao: (1) Sejam e, f € Gy e h,l € Ty N S.. Entao,

We, f,hWe, £ = (1p#0n)0e(1p#01)0e
(17 vn) Be(15#01)6e
(
(

Ly#on) (1 #u1)de
= 1f<Uhlfl -1f)#vl)5e-
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Por definicao vp;-1.1¢ # 0 se e somente se h = [. Logo,

0, caso contrario.

(1f#vh)6e = We,f,h, S€ h=1
We, f hWe, f1 =

Naturalmente, > weysn = wey = 1p, . Mostremos que we, s, nao é central
h€TeNSe
em B, ;. De fato, seja v = (q#vy)dy € Bey, isto é, g € Ge, l € Gy, k € TN S, e

assim

(1p#vn)0c (ar#vr)d,
= (1y#Fvn) Be(@i#vr)deq
= (1s#vn)(@#vi)dy

= (1 (vnr—1.ai)#vi)d,

We f7hZL‘ =

Por definicao vy,-1.a; # 0 se e somente se hk™! = [. Isto ocorre se e somente se
h = lk. Como d(lk) = d(k) = e e r(lk) = r(l) = f entao lk € Ty N S,, assim

podemos considerar h = lk. Logo,

{ x, se h= 1k
We, f Rl =

0, caso contrario.

Por outro lado,

TWe,f1n = (#vk)dg(1p#0p)0e
= (@ #vr) By(Lp#vn)dge
= (w#vor) (1 #0ng-1)0y
= (a1 (vi(ng—1)=1-17)#Vng-1)dg.

Pela definicao da acao de KG* sobre A temos que vgg,-1.15 # 0 se e somente se
h = kg. Assim,
x, se h=kg

LWe,f.h = We,fL = -
0, caso contrario.

Portanto, we,r, nao é central em B, ;.
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(2) Sejam e, f € Gy e g,h € G.. Entao,

Ue, f.gUe,r.h = (1p# Z 0;)0g(15# Z Ug)0

1€TFNSe kET;NSe

=(Lp# Y wB(Ip# Y o)

l€TNS, keTrNSe

= (u# D w)# D vkg1)dgn.

lGTfﬂSe kETfﬂSe

Mas, se t = kg~! entdao r(t) = r(k) = f e d(t) = d(g~') = r(g) = e. Consequente-
mente ¢ € Ty N S.. Reciprocamente, dado k € Ty N S, tomando ¢t = kg temos que
r(t)=rk)=f,dt)=d(g) =eetg ' =kgg ' = ke = k. Logo,

Ue pgtiefn = (L D w)(Lp#t Y v)dgn

1ETNSe t€TFNSe
= D (p(vy-rdp)#vr)bgn
l,tETfﬂSe
= > (#0)dg.
ZGTfﬂSe

Como r(gh) =r(g) = e = d(h) = d(gh) entao gh € G. e desta forma w. f4u. fn €
Ue,r. Finalmente, dado u. s, € Ue s é facil verificar que ue 41 = u;;g.

(3) Sejam e, f € Go, g € Ge e h € Ty N S.. Entao,

uefgwefhuefg1— 1f# Z ’Ul 1f#vh 1f# Z ’Uk

lETfﬂS k’ETfﬂS
= 1f# Z (Y ﬂg 1f#vh 1f# Z Uk -1
ZGTfﬂSe kETfﬁSe
= Y () (Lp#tong )0 (1p# D vp)0g
leTfmSe kETfﬂSe
= Y (Ly(vgng—n-1- L) Hvng-1)0 (Lt Y o)6
leTyNSe k€T¢NS,
= (Lp#ong-1)0y(15# Z V)01
keTrNSe
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Ue, f.gWe, f,hle,f.g-1 = (1p#vng-1) 8,15 Z Uk)0gg-1

kETfﬁSe

= (Ly#tong ) (1p# > vkg1)de

k‘eTfﬂSe

= Z (1f(vhg*1(kg*1)*1 .1f)#’l)kg—1 )(56

k€TyNSe

= ) (Lp(vpr1p)Hvg—1)de

kGTfﬂSe

= (1f#vhg*1)5e‘

Note que r(hg™') = r(h) = f e d(hg™') = d(g~") = r(g9) = e. Logo, hg™' €
Ty N Se e portanto e fgWe, fnte, g1 € We r. Denotando por

ue?f)g‘wehf)h - u€1f7gwe7f1hueif7971 ?

esta é naturalmente uma agao de U, s sobre W, ;. Finalmente, dados h,l € Ty N S,
basta tomar g = [~'h para termos ue fg.We s = We s, mostrando assim que esta

acao é transitiva. O

Proposicao 3.2.6. Sejame, f € Gy e h € Ty N S.. Entao

Bej= M, (D A),

g€Ge

onde n. r denota a cardinalidade da orbita de we g p.

Demonstracao: Pela Proposicao 3.2.5 temos que U, ; age transitivamente por con-

jugacao sobre o conjunto W, ;. Entao, pelo Lema 3.1.10 segue que
Be,f = Mne,f (Se,f)7

onde S, § = We,jnBe fWe,f h-

A partir daqui vamos proceder por etapas.

Etapa 1: S&f = @ (Ahghfl#ﬂhgfl)(;g.

g€Ge
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De fato, seja = (@ #vi)dy € B y. Entao,

TWe, 1. = (Fvg) 0 (1p#vn)0c = (@iFvr) By (15#0n) 0,
= (a#vr) (Lp#vng-1)0g = (ar(Ving—1)-1.15)F0pg-1)dg.

Por defini¢ao vg,n-1.17 # 0 se e somente se kgh™' = f. Isto ocorre se e somente
se kg = h. Como d(kg) = d(g) = e e r(kg) = r(k) = f entdo podemos considerar
h = kg. Logo,

0, caso contrario.

(@F#vpg-1)d4, se kg ="h
xweym =
Continuando temos:

We,  hTWe f 1 = (1y#0n)0c (@FHvRg—1)0y = (19 0n) Be(aiffvng-—1)dg
= (lf#vh)(al#vhgfl)ég = (1f(vh(hgf1)f1.al)#vhgq)c?g.

Por defini¢ao vpg,-1.a; # 0 se e somente se hgh™ = [. Como d(hgh™') = d(h™!) =
r(h) =t er(hgh™) =r(h) = f entao podemos tomar | = hgh™!. Assim,

(apgh-1F#Vpg-1)04, se kg =h

We, f,hLWe, f.h = (.
0, caso contrario.

Etapa 2: A aplicagdo ¢ : G. — G definida por ¢(g) = hgh™' é claramente

uma bijecdo que induz um isomorfismo de K-algebras § : @ A, — @ Apgn—

geGe gEGe
dada por 0( Y~ ag) = Y apgn-1.

g€Ge geGe
Etapa 3: A aplicacaoy : @ Ay — @ (Apgn—1#vpy-1)0, dadapory( > ay) =
g€Ge g€Ge g€Ge
> (apgn-1#vpy-1)0, é um isomorfismo de K-dlgebras.

9€Ge
E facil ver que v é um isomorfismo de K-mddulos. Mostremos que v ¢ multi-

plicativa. Para tanto, basta mostrarmos que v(azb;) = v(a,)v(bi), para todo a, € A,
eb € A, com g,l € G.. De fato,
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Y(ag)y(bi) =
= ahgh—l#vhg—l)ﬁg(bhlh—l#vhl—1)5gz
= (angh-1#Vng—1) (bpin-1#0p-14-1)dg:

Apgh—1 #Uhg—l )5g(bh1h—1 FHUp—1 )51

= ahghfl(vhgfl(hlflgfl)fl~bhlh*1)#vh(gz)*1)5gz

Ahgh—1Opin—1FVn(g1) 1 ) Ogi
9( ) (bl)#vh (g1) —1)5gz

(agbl)#vh (gl)~ 1) g1
(agbz) *1#Uh(gl)*1>6gl
= 7(agh).

(
(
(
(
= (angh—1 (Vngh—1-bhgh—1)FFUn(g1)-1) g1
= (
= (
= (0
= (

Pelas etapas acima podemos concluir que:

Se7f == @ (Ahghfl#vhg—l)ég ~ @ Ag (& B&f ~ Mne,f( @ Ag)

gGGe geGe geGe

O

Teorema 3.2.7. A dlgebra unitdria By € isomorfa a uma soma direta de K -dlgebras

de matrizes, isto €,

By= @ (D M, (D 4)).

GEGO fEG() gEGe

Demonstragao: Sabemos pelas Proposicoes 3.2.3 e 3.2.4 que By = @ B. =

e€Go
62 (ng B, s). Pela proposicao anterior temos que B,y ~ M, ( 62 A;). Logo,
ecGo felo 9€Ge
segue o resultado. O
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