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A Deus. À minha famı́lia que nunca deixou de acreditar em mim e esteve presente
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Resumo

O principal objetivo desta tese é um estudo de certas estruturas oriundas da

ação de grupóides sobre álgebras. Especificamente tratamos do estudo de estruturas

do tipo skew anel de grupóide. Dentre os principais resultados apresentados damos

uma descrição estrutural intŕınsica de um skew anel de grupóide, sob determinadas

condições espećıficas, damos condições necessárias e suficientes para que um skew anel

de grupóide seja uma extensão de Galois e apresentamos dois teoremas de dualidade

do tipo Cohen-Montgomery para ações de grupóides.
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Abstract

The main purpose of this thesis is a study of certain structures arisen from the

groupoid actions on algebras. Specifically, we deal with the study of structures of

the type skew groupoid ring. Among the main results presented, we give an intrinsic

structural description of the skew groupoid ring, under some specific conditions, we

give necessary and sufficient conditions in order a skew groupoid ring be a Galois ex-

tension, and we present two type Cohen-Montgomery duality theorems for groupoid

actions.
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2.1 Quando o skew anel de grupóide é Azumaya . . . . . . . . . . . . . . 57
2.2 Ação de G sobre R ?β G e estruturas relacionadas . . . . . . . . . . . 66
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Introdução

A noção de grupóide é usualmente apresentada como uma categoria pequena (isto

é, uma categoria cujos objetos e morfismos formam conjuntos), cujos morfismos são

isomorfismos. Esta noção é uma natural extensão da noção de grupo. Um grupóide

com somente um objeto é justamente um grupo. A noção de grupóide foi introduzida

na literatura por H. Brandt [7] em 1926 e hoje o seu uso está amplamente disseminado

por várias áreas da Matemática, tais como Análise Funcional, Teoria Ergódica, Teoria

da Homotopia, Geometria Algébrica, Geometria Diferencial, Topologia Diferencial e

Teoria de Grupos, entre outras.

A versão axiomática de grupóide, que é adotada neste texto, provém de [19]. Um

grupóide é um conjunto não vazio munido de uma operação binária parcialmente

definida, para a qual os axiomas de grupo valem, sempre que isso faça sentido. Um

exemplo bastante simples que ilustra muito bem essa idéia, ao mesmo tempo que

reforça a idéia de extensão da noção de grupo, é uma reunião disjunta de grupos.

A noção de ação de grupóide que usamos neste texto, curiosamente, nasce da

noção de ação parcial de grupóide e é uma extensão natural da noção de ação

de grupo. Ação parcial de grupóide sobre conjunto foi introduzida na literatura

primeiramente para grupóides ordenados, na forma de premorfismo ordenado, por

N. Gilbert [15]. Posteriormente uma versão de ação de grupóide sobre anel foi estu-

dada por D. Bagio, D. Flôres e A. Paques [2], em cujo trabalho eles a apresentam

como uma generalização da noção de ação parcial de grupo, conforme introduzida

por M. Dokuchaev e R. Exel em [13]. Em [3] Bagio e Paques estendem essa noção

para o contexto de grupóides em geral. A noção de ação (global) de grupóide que é

usada neste texto foi extráıda deste último artigo mencionado.

Atualmente existe uma vasta literatura sobre ações de grupos sobre álgebras e as

estruturas que elas originam, a qual constitue uma fonte natural de inspiração para
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o estudo de resultados similares no contexto mais geral de grupóides.

O objetivo desta tese é o estudo de algumas estruturas originadas a partir da ação

de grupóides sobre álgebras. Praticamente, quase todos os resultados que aqui apre-

sentamos dizem respeito a algum tipo de skew anel de grupóide, conforme passamos

a descrever.

O Caṕıtulo 2 compreende duas partes. Na primeira apresentamos uma descrição

intŕınsica da estrutura de um skew anel de grupóide que é Azumaya e cujo centro está

contido na álgebra de base. Especificamente, se β é uma ação de um grupóide finito

G sobre uma álgebra unitária R e o skew anel de grupóide A = R ?β G é Azumaya

com C(A) ⊆ R então A ' Rβ ⊗C(A) EndC(A)(CR(Rβ)) e o centralizador CR(Rβ) de

Rβ em R é descrito em termos de homomorfismos entre determinadas álgebras de

Galois centrais e/ou comutativas (veja Teorema 2.1.11).

Na segunda parte introduzimos uma ação β? de G sobre A = R ?β G, via con-

jugação, e exibimos condições necessárias e suficientes para que A seja uma extensão

de Galois de Aβ?
(veja Teorema 2.2.11). Também mostramos nesta segunda parte

que o novo skew anel de grupóide A?β?G é de fato isomorfo ao skew anel de grupóide

R ?γ G̃, onde G̃ é um novo grupóide obtido como um produto semi-direto de G por

G e γ é uma ação de G̃ sobre R constrúıda a partir das ações β e β? (veja Teorema

2.2.17).

No Caṕıtulo 3 tratamos da dualidade para ação de grupóides. Especificamente

apresentamos uma espécie de generalização dos teoremas de dualidade para ação de

grupos, devidos a M. Cohen e S. Montgomery [11].

Se R é uma K-álgebra unitária e β é uma ação de um grupóide finito G sobre

R então o skew anel de grupóide R ?β G é uma K-álgebra (fortemente) graduada e,

por conseguinte, um KG∗-módulo álgebra à esquerda, o que nos permite considerar

o produto smash (R ?β G)#KG∗ (na literatura há vários tipos de produto smash;

ressaltamos que o produto smash que consideramos aqui, visto como K-módulo,

é um produto tensorial sobre K de dois K-módulos). Por outro lado, dada uma

K-álgebra R graduada por um grupóide finito G, existe uma ação β de G sobre

o produto smash R#KG∗ e também podemos considerar o skew anel de grupóide

(R#KG∗) ?β G. Mostramos neste caṕıtulo que ambas as álgebras assim constrúıdas

não são unitárias, mas contêm, cada uma, uma subálgebra unitária isomorfa a uma

soma direta de determinadas álgebras de matrizes (veja Teoremas 3.1.12 e 3.2.7). No
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caso espećıfico em que G é um grupo reobtemos os teoremas de Cohen e Montgomery.

No Caṕıtulo 1 cuidamos de apresentar unicamente os pré-requisitos estritamente

necessários ao bom entendimento dos demais caṕıtulos. Alguns resultados são a

versão global de resultados oriundos de [3] e, justamente porque este artigo ainda

não está publicado, anexamos suas respectivas demonstrações. Nem todos os re-

sultados colocados neste caṕıtulo são oriundos da literatura. Alguns são originais.

Destacamos, em particular, a correspondência bijetiva existente entre determinadas

ações de um grupóide finito G sobre uma K-álgebra R e as ações da K-álgebra KG

sobre R (veja Teorema 1.2.11). São exatamente essas ações de grupóide que são

consideradas em quase todos os resultados dos caṕıtulos seguintes. Outrossim, é

também mostrado que toda graduação por um grupóide finito sobre uma K-álgebra

A corresponde bijetivamente uma estrutura deKG∗-módulo álgebra à esquerda sobre

A (veja Teorema 1.4.1).

Aqui KG∗ é visto como uma K-álgebra de Hopf fraca. Por uma álgebra de

Hopf fraca (ou um grupóide quântico finito) entendemos um K-módulo H com uma

estrutura de álgebra e de coálgebra satisfazendo determinadas condições espećıficas

de compatibilidade. Álgebras de Hopf finitas, álgebras de grupóide finito e seus duais

são exemplos imediatos de álgebra de Hopf fraca. Esta noção surge naturalmente na

teoria de álgebras de von Neumann e foram introduzidas na literatura por G. Böhm

e outros em [5, 6].

Em nenhum momento nesta tese tratamos de ações parciais de grupóides. Acredi-

tamos, contudo, que todos os resultados aqui apresentados devem continuar valendo,

mediante as devidas adequações ambientais, quando considerados no contexto de

ações parciais globalizáveis.

Neste texto, por anel é entendido um anel associativo não necessariamente co-

mutativo e não necessariamente unitário. Por anel comutativo é entendido um anel

unitário que é comutativo. Anéis não unitários podem eventualmente conter subanéis

unitários e, quando aqueles são também unitários, não necessariamente as respecti-

vas unidades coincidem. Por extensão de anéis unitários entendemos que os mesmos

têm o mesmo elemento identidade.
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Caṕıtulo 1

Ação de Grupóide e Estruturas

Relacionadas

Neste caṕıtulo vamos introduzir os conceitos que serão utilizados no restante

da tese, alguns desses resultados são bastante conhecidos na literatura e as suas

demonstrações podem ser encontradas nas referências indicadas. Além disso, alguns

resultados clássicos para o caso de ação de grupos serão generalizados para o caso

de ação de grupóides.

1.1 Ação de Grupóide

Nesta seção daremos as definições de grupóide e de ação (global) de grupóide sobre

um anel com unidade. Além, é claro, de apresentar exemplos tanto de grupóides

como de ações de grupóides sobre anéis. Usualmente um grupóide é definido como

uma categoria pequena na qual todo morfismo é invert́ıvel, porém aqui vamos usar a

definição algébrica de grupóides dada em [19]. Por esse motivo optamos por começar

mostrando que essas duas definições são equivalentes.

Definição 1.1.1. Uma categoria C consiste de uma classe de objetos denotada por

ObjC, para cada par (A,B) de objetos de C associamos um conjunto de morfismos

de A para B denotado por HomC(A,B) e para cada A nos objetos de C existe um

morfismo identidade IA ∈ HomC(A,A). Além disso, para cada tripla de objetos de

C existe uma operação de composição de morfismos
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HomC(A,B)×HomC(B,C) −→ HomC(A,C)

(f, g) −→ g ◦ f

satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f , para todo f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C) e

h ∈ HomC(C,D),

(2) f ◦ IA = IB ◦ f = f , para todo f ∈ HomC(A,B),

(3) HomC(A,B) ∩HomC(A
′
, B

′
) = ∅ sempre que (A,B) 6= (A

′
, B

′
).

Definição 1.1.2. Um grupóide é uma categoria na qual as classes dos objetos e

dos morfismos formam um conjunto e todo morfismo é invert́ıvel, isto é, para todo

f ∈ HomC(A,B) existe g ∈ HomC(B,A) tal que

(4) f ◦ g = IB e g ◦ f = IA.

Agora vamos apresentar a definição axiomática de grupóide.

Definição 1.1.3. [19] Seja G um conjunto não vazio equipado com uma operação

binária definida parcialmente, que será denotada pela concatenação. Dados g, h ∈ G
escrevemos ∃gh sempre que o produto gh está definido. Um elemento e ∈ G é

chamado uma identidade se ∃eg e ∃ge então eg = g = ge. O conjunto das identidades

de G será denotado por G0. O conjunto G é chamado um grupóide se os axiomas

usuais de grupo valem quando isto fizer sentido, isto é:

(G1) Para todo g, h, l ∈ G, ∃g(hl) se e somente se ∃(gh)l, e neste caso esses são

iguais,

(G2) Para todo g, h, l ∈ G ∃g(hl) se e somente se ∃gh e ∃hl,

(G3) Para cada g ∈ G existem (únicos) elementos d(g), r(g) ∈ G tais que ∃gd(g),
∃r(g)g e gd(g) = g = r(g)g,

(G4) Para cada g ∈ G existe um elemento g−1 ∈ G tal que d(g) = g−1g e r(g) =

gg−1.
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É fácil verificar que o elemento g−1 é o único elemento satisfazendo a propriedade

requerida em (G4) bem como que (g−1)−1 = g, para todo g ∈ G. No lema a seguir

mostraremos algumas propriedades básicas acerca de grupóides.

Lema 1.1.4. [19] Seja G um grupóide. Então para todo g, h ∈ G temos:

(1) ∃gh se e somente se d(g) = r(h), e neste caso d(gh) = d(h) e r(gh) = r(g),

(2) ∃gh se e somente se ∃h−1g−1, e neste caso, (gh)−1 = h−1g−1.

Demonstração: (1) Suponha que existe gh em G. Por (G3), temos que ∃gd(g) e

gd(g) = g, ∃r(h)h e r(h)h = h. Assim, por (G1), segue que

gh = (gd(g))(r(h)h) = g(d(g)r(h))h.

Portanto, ∃d(g)r(h) por (G2). E como d(g) e r(h) são identidades então d(g) =

d(g)r(h) = r(h).

Reciprocamente, se d(g) = r(h) então ∃gr(h) = g(hh−1). Logo, por (G2) segue

que ∃gh.
Note que, (gh)d(h) = g(hd(h)) = gh e r(g)(gh) = (r(g)g)h = gh. Logo, d(gh) =

d(h) e r(gh) = r(g) por (G3).

(2) Por (1) temos que ∃gh se e somente se d(g) = r(h). Como d(g) = r(g−1) e

r(h) = d(h−1), então d(h−1) = r(g−1) e assim ∃h−1g−1. Além disso,

gh(h−1g−1) = g(hh−1)g−1 = gr(h)g−1 = gd(g)g−1 = gg−1 = r(g) = r(gh) e

(h−1g−1)gh = h−1(g−1g)h = h−1d(g)h = h−1r(h)h = h−1h = d(h) = d(gh).

Portanto, pela unicidade do elemento inverso, segue que (gh)−1 = h−1g−1. 2

Observação 1.1.5. As Definições 1.1.2 e 1.1.3 são equivalentes. De fato, seja G um

grupóide no sentido categórico. Considere o conjunto de todos os morfismos de X

para Y , isto é, HomG(X, Y ). Então a composição torna-se uma operação definida

parcialmente, pois f : X −→ Y ∈ HomG(X, Y ) e g : U −→ V ∈ HomG(U, V )

então g ◦ f está definida se e somente se Y = U . Os objetos de G são identificados

com as identidades. Naturalmente (1) =⇒ (G1), (2) =⇒ (G3) e (4) =⇒ (G4).

Reciprocamente, seja G um grupóide no sentido algébrico. Então consideraremos

que os objetos de G do ponto de vista categórico são precisamente as identidades de

G. Dadas duas identidades e, f o conjunto dos morfismos de e para f é dado por
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HomG(e, f) = {g ∈ G | r(g) = f e d(g) = e},

isto é, o conjunto de todos os elementos g ∈ G tais que ∃fge. Então, dados e, f, f
′ ∈

G0 definimos

HomG(e, f)×HomG(f, f
′
) −→ HomC(e, f

′
).

(g, h) −→ hg

Note que esta operação está bem definida , pois d(h) = f = r(g), d(hg) = d(g) = e

e r(hg) = r(h) = f
′
. Para cada e ∈ ObjG temos que e ∈ HomG(e, e) é tal que

eg = g = ge, para todo g ∈ HomG(e, e), assim e = Ie. Naturalmente, (G1) =⇒ (1),

(G3) =⇒ (2), (G4) =⇒ (4) e a unicidade das identidades implica (3). Portanto, as

duas definições são de fato equivalentes. 2

Um elemento e ∈ G é uma identidade de G se e = d(g) = r(g−1), para algum

g ∈ G. Neste caso, e é chamado identidade domı́nio de g e identidade imagem

de g−1. Para cada e ∈ G0 temos que e2 = e. Sendo assim, d(e) = e = r(e) e

e−1 = e. Denotaremos por Ge o conjunto de todos os elementos g ∈ G tais que

d(g) = e = r(g), ou seja,

Ge = {g ∈ G | d(g) = e = r(g)}

e por G2 o conjunto dos elementos (g, h) ∈ G×G tais que ∃gh, isto é,

G2 = {(g, h) ∈ G×G | d(g) = r(h)} = {(g, h) ∈ G×G | ∃gh}.

Claramente, Ge é um grupo cujo elemento identidade é e, e é chamado grupo

principal associado a e. Mais ainda, denotaremos por:

Te = {g ∈ G | r(g) = e} e Se = {g ∈ G | d(g) = e}.

Definição 1.1.6. Um conjunto não vazio X com uma operação binária associativa

é chamado um semigrupo. Um semigrupo X é chamado um semigrupo inverso se

para cada x ∈ X existe um único elemento x−1 ∈ X tal que

xx−1x = x e x−1xx−1 = x−1.
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Há uma ligação muito estreita entre os grupóides e os semigrupos inversos como

ilustra o exemplo seguinte.

Exemplo 1.1.7. Todo semigrupo inverso X é um grupóide com respeito ao produto

restrito definido como segue: para todo x, y ∈ X,

∃x.y se e somente se x−1x = yy−1.

As identidades de (X, .) são exatamente os idempotentes de X.

Naturalmente, todo grupo é um grupóide cujo único objeto é G e cujos morfismos

são os elementos de G. A seguir daremos outros exemplos de grupóides.

Exemplo 1.1.8. Seja I um conjunto não vazio com n elementos. Considere em

I × I a seguinte operação binária parcial, ∃(i, j)(l, k) se e somente se j = l e, neste

caso, (i, j)(l, k) = (i, k). Note que, d(i, j) = (j, j), r(i, j) = (i, i) e (i, j)−1 = (j, i).

Aqui, G0 = {(i, j) ∈ I × I | i = j}, denotaremos esse grupóide por In.

Note que este grupóide surge naturalmente na teoria de anéis. Seja R um anel

com unidade. Então para qualquer número natural n, considere o conjunto de todas

as matrizes n × n com apenas uma entrada não nula igual a 1, denotaremos esse

conjunto por M . Observe que uma matriz A em M estará univocamente determi-

nada pela posição da entrada igual a 1. Então existe uma operação binária definida

parcialmente em M dada exatamente pela multiplicação de matrizes. Isto é, dadas

duas matrizes A,B ∈ M dizemos que ∃AB se e somente se a entrada não nula de

A está na posição ij e a entrada não nula de B está na posição jk. Note que via a

multiplicação de matrizes a entrada não nula de AB estará na posição ik. O grupóide

M é isomorfo a In.

Exemplo 1.1.9. Seja G um grupo agindo por automorfismos num conjunto X. Em

X ×G definimos a seguinte operação parcial:

(x, g)(y, h) =

{
(x, gh), se x = g.y

indefinida caso contrário

O conjunto X × G com esta multiplicação parcial será denotado por P (X,G).

Com as definições acima, é fácil verificar que P (X,G) é um grupóide, no qual os

inversos são dados por: (x, g)−1 = (g−1.x, g−1), e as identidades domı́nio e imagem

são dadas respectivamente por: d(x, g) = (g−1.x, 1G) e r(x, g) = (x, 1G).
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Exemplo 1.1.10. A união disjunta G =
⋃

λ∈Λ

Gλ de grupos Gλ, λ ∈ Λ, é um grupóide.

O produto gh está definido se e somente se g, h pertencem a um mesmo Gλ, e neste

caso gh é exatamente o produto no grupo Gλ.

Exemplo 1.1.11. Um t́ıpico exemplo de grupóide é o grupóide fundamental π(X)

de um espaço topológico X. Um objeto de π(X) é um ponto de X e um morfismo

x→ x
′
de π(X) é a classe de homotopia dos caminhos f de x para x

′
. Lembrando,

um caminho f é uma função cont́ınua de I em X, I o intervalo fechado [0, 1], com

f(0) = x e f(1) = x
′
. Dois caminhos f : x −→ x

′
e g : x −→ x

′
são homotópicos

se existe uma função cont́ınua F : I × I −→ X com F (t, 0) = f(t), F (t, 1) = g(t),

F (0, s) = x e F (1, s) = x
′
, para todo s, t ∈ I. A composição de dois caminhos

g : x
′ −→ x

′′
e f : x −→ x

′
é o caminho h o qual é “f seguido de g”, dado

explicitamente por

h(t) =

{
f(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

g(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1,

composição esta, aplicada também para a classe de homotopia. As identidades deste

grupóide correspondem aos elementos de X e o inverso de qualquer caminho é o

mesmo caminho traçado na direção oposta.

Exemplo 1.1.12. Considere o fecho normal N de uma extensão de corpos separável

e finita L/K e seja G o grupo de Galois de N/K. Se L = L1, · · · , Ln denotam

os diferentes conjugados de L em N sob a ação de G e Gij denota o conjunto dos

isomorfismos de Li em Lj, 1 ≤ i, j ≤ n então G =
⋃
i,j

Gij é um grupóide, onde

operação parcial é dada por:

∃σijσlk se e somente se i = k,

para todo 1 ≤ i, j, l, k ≤ n. Neste caso, σijσlk = σij ◦ σlk ∈ Glj.

Finalizaremos esta seção apresentando a definição de ação de grupóide sobre uma

álgebra.

Definição 1.1.13. [3] Sejam G um grupóide, K um anel comutativo e R uma K-

álgebra unitária. Uma ação de G sobre R é um par

β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G)
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onde para cada g ∈ G, Eg = Er(g) é um ideal de R, e βg : Eg−1 −→ Eg é um

isomorfismo de K-álgebras satisfazendo as seguintes condições:

(1) βe é a aplicação identidade de Ee, IEe, para todo e ∈ G0,

(2) βgβh = βgh, para todo (g, h) ∈ G2.

É imediato ver que se β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é uma ação de G sobre R então

β(e) = ({Eg}g∈Ge , {βg}g∈Ge) é uma ação do grupo principal Ge sobre o anel Ee, para

todo e ∈ G0. Observe que pela definição de ação temos que Eg = Er(g), para todo

g ∈ G. Então, em particular Eg = Er(g) = Ee, para todo g ∈ Ge.

Exemplo 1.1.14. Sejam G = {g, g−1, r(g), d(g)} um grupóide e R = Ke1 ⊕Ke2 ⊕
Ke3⊕Ke4, onde K é um anel comutativo e e1, e2, e3, e4 são idempotentes centrais dois

a dois ortogonais cuja soma é 1R. Considere Eg = Er(g) = Ke3⊕Ke4, Eg−1 = Ed(g) =

Ke1⊕Ke2, βr(g) = IEr(g)
, βd(g) = IEd(g)

, βg(xe1 +ye2) = xe3 +ye4 e βg−1(xe3 +ye4) =

xe1 + ye2, para todo x, y ∈ K. É fácil verificar que β = ({Eh}h∈G, {βh}h∈G) é uma

ação de G sobre R.

1.2 Anel de Grupóide e Biálgebra Fraca

Iniciamos esta seção lembrando a definição de biálgebra fraca e a noção de H-

módulo álgebra nesse contexto, ambos os conceitos foram introduzidos por Gabriela

Böhm em [4] (veja também [5]). Tanto Böhm quando Caenepeel e De Groot [8]

apontam a álgebra de grupóide como o primeiro exemplo de biálgebra fraca que não

é uma biálgebra. Mostraremos a seguir que toda álgebra de grupóide é uma biálgebra

fraca.

Além disso, mostraremos também que o dual da álgebra de um grupóide finito

é uma biálgebra fraca. Finalizamos esta seção mostrando que sob determinadas

condições os conceitos de ação de um grupóide G sobre uma K-álgebra A e de KG-

módulo álgebra são duais no seguinte sentido: se G age sobre A então A tem uma

estrutura deKG-módulo álgebra à esquerda, e reciprocamente se A é umKG-módulo

álgebra à esquerda então G age sobre A.

Definição 1.2.1. Sejam K um anel comutativo e C um K-módulo. Dizemos que C

é uma coálgebra com comultiplicação e counidade dadas respectivamente por:
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∆ : C −→ C ⊗ C e ε : C −→ K,

onde ∆ e ε são aplicações K-lineares tais que os seguintes diagramas são comutativos:

C
∆ //

∆

��

C ⊗ C

∆⊗IC

��
C ⊗ C

IC⊗∆
// C ⊗ C ⊗ C

C
ϕ̃

%%LLLLLLLLLLL
ϕ

yyrrrrrrrrrrr

∆

��

K ⊗ C C ⊗K

C ⊗ C
ε⊗IC

eeKKKKKKKKKK IC⊗ε

99ssssssssss

Onde ϕ : C −→ K ⊗ C e ϕ̃ : C −→ C ⊗K definidas respectivamente por ϕ(x) =

1K ⊗ x e ϕ̃(x) = x⊗ 1K, para todo x ∈ C, são os isomorfismos canônicos.

A comutatividade do primeiro diagrama é chamada coassociatividade da comul-

tiplicação.

Definição 1.2.2. [5, Definição 2.1] Uma biálgebra fraca H é uma álgebra que é

também uma coálgebra tal que a comultiplicação ∆ e a counidade ε satisfazem as

seguintes condições:

(F1) ∆(xy) = ∆(x)∆(y), para todo x, y ∈ H,

(F2) ε(xyz) =
∑
ε(xy1)ε(y2z), para todo x, y, z ∈ H,

(F3) ε(xyz) =
∑
ε(xy2)ε(y1z), para todo x, y, z ∈ H,

(F4) ∆2(1H) = (∆(1H)⊗ 1H)(1H ⊗∆(1H)),

(F5) ∆2(1H) = (1H ⊗∆(1H))(∆(1H)⊗ 1H).

onde ∆2 = (∆⊗ IH) ◦∆ = (IH ⊗∆) ◦∆.

As propriedades (F4) e (F5) podem ser reescritas da seguinte maneira:

(F4
′
) ∆2(1H) =

∑
11 ⊗ 1211′ ⊗ 12′ ,

(F5
′
) ∆2(1H) =

∑
11 ⊗ 11′12 ⊗ 12′ .
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Usamos a notação de Sweedler-Heyneman para a comultiplicação, ou seja,

∆(h) =
∑
h1 ⊗ h2 =

∑
h1

′ ⊗ h2
′ .

Exemplo 1.2.3. Toda biálgebra é uma biálgebra fraca.

De fato, claramente ∆2(1) = (∆(1)⊗ 1)(1⊗∆(1)) e∑
ε(hk1)ε(k2l) =

∑
ε(h)ε(k1)ε(k2)ε(l)

= ε(h)ε(
∑

ε(k1)k2)ε(l)

= ε(h)ε(k)ε(l) = ε(hkl).

Exemplo 1.2.4. Considere G um grupóide finito e K um anel comutativo. A álgebra

de grupóide é o K-módulo livre com base {ug | g ∈ G}, munido de uma multiplicação

definida por:

uguh =

{
ugh, se d(g) = r(h)

0, caso contrário

É fácil ver que o elemento unidade de KG é dado por
∑

e∈G0

ue. Além disso, as

aplicações ∆ : KG −→ KG⊗KG e ε : KG −→ K definidas respectivamente por

∆(ug) = ug ⊗ ug e ε(ug) = 1K, para todo g ∈ G.

garantem a KG uma estrutura de coálgebra. Logo, KG é uma álgebra e uma

coálgebra. A álgebra de grupóide é uma biálgebra fraca que não é uma biálgebra.

De fato, observemos primeiro que ε não é um homomorfismo de álgebras. De fato,

note que dados g, h ∈ G tais que d(g) 6= r(h) então uguh = 0 e assim ε(uguh) = 0.

Por outro lado, ε(ug)ε(uh) = 1K1K = 1K e como 1K 6= 0 então ε(uguh) 6= ε(ug)ε(uh).

Desta forma, KG não é uma biálgebra, como já hav́ıamos comentado anteriormente.

Mostremos que KG é uma biálgebra fraca. Para tanto iniciaremos mostrando

que ∆ é multiplicativa, isto é,

∆(uguh) = ∆(ug)∆(uh)

para todo g, h ∈ G. De fato, sejam g, h ∈ G então
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∆(ug)∆(uh) = (ug ⊗ ug)(uh ⊗ uh) = uguh ⊗ uguh.

Se d(g) = r(h) então uguh = ugh e dáı

∆(ug)∆(uh) = ugh ⊗ ugh = ∆(ugh) = ∆(uguh).

Se d(g) 6= r(h) então uguh = 0. Logo, ∆(ug)∆(uh) = 0 = ∆(uguh). Mostremos

que

ε(uguhuk) =
∑
ε(ug(uh)1)ε((uh)2uk) = ε(uguh)ε(uhuk).

Note que

ε(uguhuk) =

{
1K , se d(g) = r(h) e d(h) = r(k)

0, caso contrário.

Por outro lado,

ε(uguh) =

{
1K , se d(g) = r(h)

0, caso contrário

e

ε(uhuk) =

{
1K , se d(h) = r(k)

0, caso contrário.

Assim,

ε(uguh)ε(uhuk) =

{
1K , se d(g) = r(h) e d(h) = r(k)

0, caso contrário.

Portanto, ε(uguhuk) = ε(uguh)ε(uhuk), para todo g, h, k ∈ G. A condição (F3) é

igual a condição (F2) neste caso. Finalmente, mostremos que vale (F4). A condição

(F5) se mostra de maneira similar. De fato,

∆2(
∑
e∈G0

ue) = (∆⊗ IKG)(∆(
∑
e∈G0

ue))

= (∆⊗ IKG)(
∑
e∈G0

ue ⊗ ue)

=
∑
e∈G0

∆(ue)⊗ ue =
∑
e∈G0

ue ⊗ ue ⊗ ue.
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Por outro lado,

(1⊗∆(1))(∆(1)⊗ 1) = ((
∑
e∈G0

ue)⊗
∑
f∈G0

uf ⊗ uf )((
∑

e′∈G0

ue
′ ⊗ ue

′ )⊗
∑

f ′∈G0

uf
′ )

= (
∑

e,f∈G0

ue ⊗ uf ⊗ uf )(
∑

e′ ,f ′∈G0

ue′ ⊗ ue′ ⊗ uf ′ )

=
∑

e,f,e
′
,f
′∈G0

ueue′ ⊗ ufue′ ⊗ ufuf ′

=
∑
e∈G0

ue ⊗ ue ⊗ ue

sendo assim (F4) é satisfeita e portanto KG é uma biálgebra fraca. 2

As demonstrações dos três próximos resultados são muito simples. Entretanto

esses resultados serão bastante utéis em várias outras demonstrações. Vamos usá-los,

por exemplo, para mostrar que o dual de KG, com G finito, é uma biálgebra fraca.

Lema 1.2.5. Sejam G um grupóide e g, h ∈ G. Então gh−1 ∈ G0 se e somente se

g = h.

Demonstração: Suponha que gh−1 = e, para algum e ∈ G0. Pelo Lema 1.1.4 (1)

temos que ∃gh−1 se e somente se d(g) = r(h−1) = d(h). Então

g = gd(g) = gd(h) = g(h−1h) = (gh−1)h = eh = h.

Reciprocamente, se g = h então gh−1 = hh−1 = r(h) ∈ G0. 2

Lema 1.2.6. Sejam G um grupóide, g, h ∈ G. Então, existe l ∈ G, com d(h) = d(l)

tal que g = hl−1 se e somente se r(g) = r(h).

Demonstração: Suponha que g = hl−1, então r(g) = r(h). Reciprocamente, se

r(g) = r(h) então tomando l = g−1h temos que d(l) = d(h) e hl−1 = h(g−1h)−1 =

hh−1g = r(h)g = r(g)g = g. 2

Similarmente ao lema anterior temos o seguinte

Lema 1.2.7. Sejam G um grupóide, h, l ∈ G. Então, existe g ∈ G, com d(g) = r(h)

tal que gh = l se e somente se d(l) = d(h).

14



Seja H uma biálgebra fraca que como K-módulo é livre de posto finito. O dual de

H é oK-módulo livreH∗ = HomK(H,K) equipado com as estruturas duais definidas

pela dualização da multiplicação, da comultiplicação, da unidade e da counidade de

H. No que segue mostraremos que o dual de KG onde G é um grupóide finito é

também uma biálgebra fraca.

Exemplo 1.2.8. Começemos por observar que KG∗ =
⊕
g∈G

Kvg onde {vg | g ∈ G}

é a base dual de {ug | g ∈ G}, isto é,

vg(uh) = δg,h1K.

A estrutura de álgebra em KG∗ é dada por:

vgvh = δg,hvg e
∑
g∈G

vg = 1KG∗.

Nas expressões acima δ denota o delta de Kronecker. Definimos as aplicações

∆ : KG∗ −→ KG∗ ⊗KG∗ e ε : KG∗ −→ K respectivamente por:

∆(vg) =
∑

hl=g

vh ⊗ vl =
∑

d(h)=d(g)

vgh−1 ⊗ vh

e

ε(
∑
g∈G

agvg) =
∑

e∈G0

ae.

O dual da álgebra de um grupóide finito, KG∗, é uma biálgebra fraca.

Com efeito, mostremos primeiramente que KG∗ é uma coálgebra. Provemos que

∆ satisfaz a coassociatividade, isto é,

(∆⊗ IKG∗) ◦∆ = (IKG∗ ⊗∆) ◦∆.

De fato, seja vg ∈ KG∗ então

(IKG∗ ⊗∆) ◦∆(vg) = (IKG∗ ⊗∆)(
∑

d(h)=d(g)

vgh−1 ⊗ vh)

=
∑

d(h)=d(g)

vgh−1 ⊗∆(vh)

=
∑

d(h)=d(g)

∑
d(l)=d(h)

vgh−1 ⊗ vhl−1 ⊗ vl.
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Por outro lado,

(∆⊗ IKG∗) ◦∆(vg) = (∆⊗ IKG∗)(
∑

d(h)=d(g)

vgh−1 ⊗ vh)

=
∑

d(h)=d(g)

∆(vgh−1)⊗ vh

=
∑

d(h)=d(g)

∑
d(l)=d(gh−1)

vgh−1l−1 ⊗ vl ⊗ vh.

Trocando l por h na equação acima obtemos:

(∆⊗ IKG∗) ◦∆(vg) =
∑

d(l)=d(g)

∑
d(h)=d(gl−1)

vg(hl)−1 ⊗ vh ⊗ vl.

Agora vamos substituir hl por t. Note que se t = hl então h−1t = h−1hl = d(h)l.

Mas, d(h) = d(gl−1) = d(l−1) = r(l). Assim, h−1t = r(l)l = l. Além disso, sabemos

que d(t) = d(l). Então, d(l) = d(g) se e somente se d(t) = d(g). Desta forma, temos

que

(∆⊗ IKG∗) ◦∆(vg) =
∑

d(l)=d(g)

∑
d(h)=d(gl−1)

vgt−1 ⊗ vtl−1 ⊗ vl.

Note que,

(g, (hl)−1) ∈ G2 ⇐⇒ (gl−1, h−1) ∈ G2

(g, (hl)−1) ∈ G2 ⇐⇒ d(g) = r((hl)−1) = d(hl) = d(t) e

(gl−1, h−1) ∈ G2 ⇐⇒ d(gl−1) = r(h−1) = d(h).

Portanto, d(gl−1) = d(h) se e somente se d(g) = d(t). Então,

(∆⊗ IKG∗) ◦∆(vg) =
∑

d(l)=d(g)

∑
d(t)=d(g)

vgt−1 ⊗ vtl−1 ⊗ vl

Portanto, (∆⊗ IKG∗) ◦∆ = (IKG∗ ⊗∆) ◦∆.

Agora mostremos que (ε⊗IKG∗)◦∆ = ϕ e (IKG∗⊗ε)◦∆ = ϕ̃, onde as aplicações

ϕ : KG∗ −→ K ⊗KG∗ e ϕ̃ : KG∗ −→ KG∗ ⊗K são os isomorfismos canônicos.

Novamente seja vg ∈ KG∗. Então
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(ε⊗ IKG∗)(∆(vg)) = (ε⊗ IKG∗)(
∑

d(h)=d(g)

vgh−1 ⊗ vh) =
∑

d(h)=d(g)

ε(vgh−1)⊗ vh

Por Lema 1.2.5 temos que gh−1 ∈ G0 se e somente se h = g e por definição

ε(vl) =

{
1K , se l ∈ G0

0, caso contrário

Desta forma,

(ε⊗ IKG∗)(∆(vg)) = ε(vr(g))⊗ vg = 1K ⊗ vg = ϕ(vg).

Por outro lado,

(IKG∗ ⊗ ε)(∆(vg)) = (IKG∗ ⊗ ε)(
∑

d(h)=d(g)

vgh−1 ⊗ vh) =
∑

d(h)=d(g)

vgh−1 ⊗ ε(vh)

Note que, dado h ∈ G, com d(h) = d(g) então h ∈ G0 se e somente se h = d(g).

De fato, se h ∈ G0 então h = d(h) = d(g). Reciprocamente, se h = d(g) então

h ∈ G0. Logo,

(IKG∗ ⊗ ε)(∆(vg)) = vg ⊗ ε(vd(g)) = vg ⊗ 1K = ϕ̃(vg).

Portanto, KG∗ é uma coálgebra.

Mostremos que ∆ satisfaz a condição (F1) da definição de biálgebra fraca, ou

seja, que ∆(vgvh) = ∆(vg)∆(vh), para todo g, h ∈ G. Note que

∆(vg)∆(vh) = (
∑

d(l)=d(g)

vgl−1 ⊗ vl)(
∑

d(k)=d(h)

vhk−1 ⊗ vk) =
∑

d(l)=d(g)
d(k)=d(h)

vgl−1vhk−1 ⊗ vlvk.

Para o cálculo de ∆(vg)∆(vh) vamos analisar os seguintes casos g = h e g 6= h.

Caso 1: Suponha que g = h então vgvh = vg. Assim ∆(vgvh) = ∆(vg). Por outro

lado, se l = k então naturalmente gl−1 = gk−1 e se l 6= k então vlvk = 0 e desta

forma vgl−1vgk−1 ⊗ vlvk = 0.

Portanto, ∆(vg)∆(vh) =
∑

d(l)=d(g)

vgl−1 ⊗ vl = ∆(vg) = ∆(vgvh).

Caso 2: Suponha que g 6= h então vgvh = 0. E como ∆ é uma aplicação linear

temos que ∆(vgvh) = 0. Por outro lado, se l = k então gl−1 6= hk−1. De fato, suponha
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que gl−1 = hk−1 então gl−1l = hk−1k. Assim, gd(l) = hd(k), e como d(l) = d(g) e

d(k) = d(h) então g = h. Absurdo. Logo, se vlvk 6= 0 então vgl−1vhk−1 = 0. Portanto,

∆(vg)∆(vh) = 0 = ∆(vgvh).

Mostremos que ε satisfaz (F2), isto é,

ε(vgvhvl) =
∑
ε(vg(vh)1)ε((vh)2vl) =

∑
d(k)=d(h)

ε(vgvhk−1)ε(vkvl)

para todo g, h, l ∈ G. Vamos dividir em três casos: h 6= l, h = l = g, h = l 6= g.

Caso 1: Suponha que h 6= l então vgvhvl = 0. Por outro lado,

∑
ε(vg(vh)1)ε((vh)2vl) =

∑
d(k)=d(h)

ε(vgvhk−1)ε(vkvl) =

{
ε(vgvhl−1)ε(vl), se d(l) = d(h)

0, caso contrário

Sabemos que vgvhl−1 6= 0 se e somente se g = hl−1. Pelo Lema 1.2.6 temos que

essa condição é equivalente à r(g) = r(h). Logo,

∑
d(k)=d(h)

ε(vgvhk−1)ε(vkvl) =

{
ε(vhl−1)ε(vl), se r(g) = r(h)

0, caso contrário

Suponha que r(g) = r(h) então
∑

d(k)=d(h)

ε(vgvhk−1)ε(vkvl) = ε(vhl−1)ε(l). Pelo

Lema 1.2.5 temos que hl−1 ∈ G0 se e somente se h = l. Como h 6= l, por hipótese,

então hl−1 /∈ G0 e assim ε(vhl−1) = 0. Assim, temos que
∑

d(k)=d(h)

ε(vgvhk−1)ε(vkvl) =

0 = ε(vgvhvl).

Caso 2: Suponha que h = l = g então vgvhvl = vg. Neste caso, ε(vgvhvl) = ε(vg).

Por outro lado,∑
d(k)=d(g)

ε(vgvgk−1)ε(vkvg) = ε(vgvgg−1)ε(vg) = ε(vgvr(g))ε(vg).

Se h = l = g ∈ G0 então g = r(g) e assim ε(vgvr(g))ε(vg) = ε(vgvg)ε(vg) =

ε(vg)ε(vg) = 1K = ε(vg). Por outro lado, se h = l = g /∈ G0 então ε(vgvr(g))ε(vg) =

0 = ε(vg).

Logo, neste caso, ε(vgvhvl) =
∑

d(k)=d(h)

ε(vgvhk−1)ε(vkvl) como queŕıamos.

Caso 3: Suponha que h = l 6= g. Então, neste caso vgvhvl = 0. Por outro lado,
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∑
ε(vg(vh)1)ε((vh)2vl) =

∑
d(k)=d(h)

ε(vgvhk−1)ε(vkvl).

Como l = h então∑
d(k)=d(h)

ε(vgvhk−1)ε(vkvl) = ε(vgvhh−1)ε(vh) = ε(vgvr(h))ε(vh).

Agora vamos analisar dois casos: h = l ∈ G0 e h = l /∈ G0. No primeiro, temos

que r(h) = h e dáı ∑
d(k)=d(h)

ε(vgvhk−1)ε(vkvl) = ε(vgvh)ε(vh) = 0,

pois g 6= h implica que vgvh = 0.

No segundo, temos que∑
d(k)=d(h)

ε(vgvhk−1)ε(vkvl) = ε(vgvr(h))ε(vh) = 0,

pois se h /∈ G0 então ε(vh) = 0.

Em todos os casos temos que vale (F2). A condição (F3) é feita usando racioćınio

similar.

Mostremos que ∆ satisfaz a condição (F4). Com efeito,

∆2(
∑
g∈G

vg) =
∑
g∈G

∆2(vg)

=
∑
g∈G

(I ⊗∆)(∆(vg))

=
∑
g∈G

(I ⊗∆)(
∑

d(h)=d(g)

vgh−1 ⊗ vh)

=
∑
g∈G

∑
d(h)=d(g)

vgh−1 ⊗∆(vh)

=
∑
g∈G

∑
d(h)=d(g)

∑
d(l)=d(h)

vgh−1 ⊗ vhl−1 ⊗ vl

Por outro lado,

(1KG∗ ⊗∆(1KG∗))(∆(1KG∗)⊗ 1KG∗) = (
∑

g,l,t∈G
d(t)=d(g)

vl ⊗ vgt−1 ⊗ vt)(
∑

h,k,s∈G
d(s)=d(h)

vhs−1 ⊗ vs ⊗ vk)

=
∑

g,l,h,k,s,t∈G
d(t)=d(g)
d(s)=d(h)

vlvhs−1 ⊗ vgt−1vs ⊗ vtvk
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Sabemos que vtvk 6= 0 se e somente se k = t. Então

(1KG∗ ⊗∆(1KG∗))(∆(1KG∗)⊗ 1KG∗) =
∑

g,l,h∈G

∑
d(k)=d(g)

∑
d(s)=d(h)

vlvhs−1 ⊗ vgk−1vs ⊗ vk.

Agora note que vgk−1vs 6= 0 se e somente se gk−1 = s e pelo Lema 1.2.7 temos que

isto ocorre se e somente se d(s) = r(k). Como g é qualquer então

(1KG∗ ⊗∆(1KG∗))(∆(1KG∗)⊗ 1KG∗) =
∑

l,h∈G

∑
r(k)=d(h)

∑
d(g)=d(k)

vlvhkg−1 ⊗ vgk−1 ⊗ vk.

Finalmente, vlvhkg−1 6= 0 se e somente se l = hkg−1. Então

(1KG∗ ⊗∆(1KG∗))(∆(1KG∗)⊗ 1KG∗) =
∑
h∈G

∑
d(g)=d(k)

∑
r(k)=d(h)

vhkg−1 ⊗ vgk−1 ⊗ vk.

Observe que fazendo t = hk então

(1KG∗ ⊗∆(1KG∗))(∆(1KG∗)⊗ 1KG∗) =
∑
t∈G

∑
d(g)=d(t)

∑
d(k)=d(g)

vtg−1 ⊗ vgk−1 ⊗ vk.

Portanto, ∆2(1KG∗) = (1KG∗⊗∆(1KG∗))(∆(1KG∗)⊗1KG∗). Analogamente mostra-

se que vale (F5) e desta forma KG∗ é uma biálgebra fraca. 2

Definição 1.2.9. [8, Proposição 4.15] Sejam H uma biálgebra fraca e A uma K-

álgebra com unidade, a qual é também um H-módulo à esquerda tal que h.(ab) =∑
(h1.a)(h2.b), para todo h ∈ H e a, b ∈ A. Dizemos que A é um H-módulo álgebra

à esquerda se

(hk).1A =
∑
ε(h1k)h2.1A

para todo h, k ∈ H.

A seguir daremos outras condições equivalentes para que um H-módulo à es-

querda seja um H-módulo álgebra.

Seja H uma biálgebra fraca. Então as aplicações:

ΠL : H −→ H e Π
L

: H −→ H

definidas respectivamente por

ΠL(h) =
∑
ε(11h)12 e Π

L
(h) =

∑
ε(12h)11
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para todo h ∈ H são projeções. De fato, mostremos que ΠL ◦ ΠL = ΠL

ΠL(ΠL(h)) = ΠL(
∑

ε(11h)12)

=
∑

ε(11′ε(11)h12)12′

=
∑

ε(11h)ε(11′12)12′

=
∑

ε(11h)12

= ΠL(h)

pois ∆2(1) =
∑

11 ⊗ 11′12 ⊗ 12′ . Analogamente mostra-se que Π
L ◦ Π

L
= Π

L
.

Observação 1.2.10. [8, Proposição 4.8] Seja H uma biálgebra fraca. Então,

Π
L ◦ ΠL = Π

L
e ΠL ◦ Π

L
= ΠL.

Consequentemente, KerΠ
L

= KerΠL.

De fato, seja h ∈ H. Então,

ΠL(Π
L
(h)) =

∑
ΠL(ε(12h)11)

=
∑

ε(11
′ε(12h)11)12

′

=
∑

ε(11
′11)ε(12h)12

′

=
∑

ε(11′1Hh)12′

=
∑

ε(11′h)12′ = ΠL(h).

Pois por (F2) temos que ε(xyz) =
∑
ε(xy1)ε(y2z), para todo x, y, z ∈ H. Usando

racioćınio análogo mostrasse que Π
L ◦ ΠL = Π

L
. 2

Proposição 1.2.11. [8, Proposição 4.15] Sejam H uma biálgebra fraca e A uma

K-álgebra com unidade, a qual é também um H-módulo à esquerda tal que h.(ab) =∑
(h1.a)(h2.b), para todo h ∈ H e a, b ∈ A. Então as seguintes condições são

equivalentes:

(1) A é um H-módulo álgebra à esquerda,

(2) (hk).1A =
∑
ε(h2k)h1.1A,
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(3) Π
L
(h).a = a(h.1A),

(4) ΠL(h).a = (h.1A)a,

(5) Π
L
(h).1A = h.1A,

(6) ΠL(h).1A = h.1A,

(7) KerΠL.1A = 0,

para todo h, k ∈ H e a ∈ A.

Demonstração: (1) =⇒ (4) Suponha que (hk).1A =
∑
ε(h1k)h2.1A. Seja h ∈ H e

a ∈ A. Então

ΠL(h).a = (
∑

ε(11h)12).a =
∑

ε(11h)(12.a) =
∑

ε(11h)(12.(1Aa))

=
∑

(ε(11h)(1211′ .1A))(12′ .a) =
∑

((11h).1A)(12.a)

=
∑

(11.(h.1A))(12.a) = 1H .((h.1A)a) = (h.1A)a

(4) =⇒ (6) Basta tomar a = 1A.

(6) =⇒ (7) Suponha que ΠL(h).1A = h.1A. Seja x ∈ KL então 0 = ΠL(x).1A =

x.1A. Desta forma, KL.1A = 0.

(7) =⇒ (1) Mostremos primeiro que
∑
ε(h1k)h2 − hk ∈ KL. De fato,

ΠL(
∑

ε(h1k)h2 − hk) =
∑

ε(11(
∑

ε(h1k)h2 − hk))12

=
∑

ε(11ε(h1k)h2 − 11hk)12

=
∑

(ε(h1k)ε(11h2)− ε(11hk))12

=
∑

(ε(11h2)ε(h1k)− ε(11hk))12

=
∑

(ε(11hk)− ε(11hk))12

= 0

Então (
∑
ε(h1k)h2 − hk).1A = 0 e assim

(hk).1A =
∑
ε(h1k)h2.1A.
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As demonstrações de (2) =⇒ (3) =⇒ (5) =⇒ (7) são análogas. E assim o

resultado está provado uma vez que pela Observação 1.2.10 temos que KerΠ
L

=

KerΠL. 2

Teorema 1.2.12. Sejam G um grupóide finito e A uma K-álgebra com unidade.

Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é uma ação de G sobre A tal que Ee tem unidade para

todo e ∈ G0 e A =
⊕

e∈G0

Ee,

(2) A é um KG-módulo álgebra à esquerda.

Demonstração: (1) =⇒ (2) Denotemos por 1g o elemento identidade de Eg, para

todo g ∈ G. Observe que os 1g’s são idempotentes centrais em A e que A =
⊕

e∈G0

Ee

implica que Ee ∩ Ef = 0 para todo e 6= f , e 1A =
∑

e∈G0

1e. Para cada g ∈ G e a ∈ A

definimos

ug.a = βg(a1g−1).

Mostremos que A é um KG-módulo álgebra à esquerda com essa ação. Primeira-

mente mostremos que A é um KG-módulo à esquerda. De fato, sejam g, h ∈ G e

a ∈ A então

ug.(uh.a) = ug.(βh(a1h−1)) = βg(βh(a1h−1)1g−1).

Observe que βh(a1h−1)1g−1 ∈ Eh ∩ Eg−1 = Er(h) ∩ Ed(g). Assim, se d(g) 6=
r(h) então βh(a1h−1)1g−1 = 0 e se d(g) = r(h) então Eh ∩ Eg−1 = Er(h) = Eh e

βg(βh(a1h−1)) = βgh(a1h−1). Além disso Eh−1 = Ed(h) = Ed(gh) = E(gh)−1 e desta

forma 1h−1 = 1(gh)−1 . Então

ug.(uh.a) =

{
βgh(a1(gh)−1), se d(g) = r(h)

0, caso contrário.

Por outro lado, uma vez que

uguh =

{
ugh, se d(g) = r(h)

0, caso contrário
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então

(uguh).a =

{
ugh.a = βgh(a1(gh)−1), se d(g) = r(h)

0, caso contrário.

Logo, ug.(uh.a) = ugh.a, para todo g, h ∈ G e a ∈ A. Mais ainda,

1KG.a = (
∑

e∈G0

ue).a =
∑

e∈G0

ue.a =
∑

e∈G0

βe(a1e) =
∑

e∈G0

a1e = a
∑

e∈G0

1e = a1A = a.

Portanto, A é um KG-módulo à esquerda. Agora, note que

ug.(ab) = βg(ab1g−1) = βg(a1g−1b1g−1) = βg(a1g−1)βg(b1g−1) = (ug.a)(ug.b),

para todo g ∈ G e a, b ∈ A. Finalmente mostremos que ação satisfaz a condição (1)

da proposição anterior, isto é,

(uguh).1A =
∑
ε((ug)1uh)(ug)2.1A = ε(uguh)ug.1A.

Com efeito, sejam g, h ∈ G tais que d(g) = r(h) então

ε(uguh)ug.1A = ε(ugh)ug.1A = ug.1A = βg(1A1g−1) = 1g.

Entretanto, se d(g) 6= r(h) então uguh = 0 e assim ε(uguh)ug.1A = 0. Logo,

ε(uguh)ug.1A =

{
1g, se d(g) = r(h)

0, caso contrário.

Por outro lado, se d(g) = r(h) então (uguh).1A = ugh.1A = βgh(1A1(gh−1)) = 1gh

e Egh = Er(gh) = Er(g) o que implica que 1g = 1gh. Porém, se d(g) 6= r(h) então

uguh = 0 e dáı

(uguh).1A =

{
1g, se d(g) = r(h)

0, caso contrário.

Logo, temos a igualdade e desta forma A é um KG-módulo álgebra à esquerda.

(2) =⇒ (1) Suponha que A é um KG-módulo álgebra à esquerda. Para cada

g ∈ G definimos

1g = ug.1A.
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Mostremos primeiro que para cada g ∈ G, 1g é um idempotente central de A. De

fato,

1g = ug.1A = ug.(1A1A) = (ug.1A)(ug.1A) = 1g1g.

Note que

ΠL(ug) =
∑
ε(ueug)ue = ε(ur(g)ug)ur(g) = ε(ug)ur(g) = ur(g)

e

Π
L
(ug) =

∑
ueε(ueug) = ur(g)ε(ur(g)ug) = ur(g)ε(ug) = ur(g).

Logo, pelas condições (3) e (4) da Proposição 1.2.11 temos

a1g = a(ug.1A) = Π
L
(ug).a = ΠL(ug).a = (ug.1A)a = 1ga , para todo a ∈ A.

Então para todo g ∈ G, Eg = A1g é naturalmente um ideal bilateral de A.

Mais ainda, por Proposição 1.2.11 (6) e do fato que ΠL(ug) = ur(g) segue que

ug.1A = ΠL(ug).1A = ur(g).1A, para todo g ∈ G.

Assim, 1g = 1r(g) e deste modo Eg = Er(g), para todo g ∈ G.

Mostremos agora que A =
⊕

e∈G0

Ee. De fato, seja a ∈ A então

a = 1KG.a = (
∑
e∈G0

ue).a =
∑
e∈G0

ue.a =
∑
e∈G0

(ue.(1Aa))

=
∑
e∈G0

(ue.1A)(ue.a) =
∑
e∈G0

1e(ue.a) ∈
∑
e∈G0

Ee.

Seja x ∈ Ee ∩
∑
f 6=e

Ef . Logo, x = (ue.1A)a =
∑
f 6=e

(uf .1A)bf , com a, bf ∈ A. Então,

por Proposição 1.2.11 (4) temos que

x = ΠL(ue).a = ue.a e x = ΠL(
∑
f 6=e

uf ).bf =
∑
f 6=e

ΠL(uf ).bf =
∑
f 6=e

uf .bf .

Assim, para cada f
′ ∈ G0, f

′ 6= e temos:

uf ′ .x = uf .(
∑
f 6=e

uf .bf ) =
∑
f 6=e

(uf ′uf ).bf = uf ′ .bf ′
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e

uf ′ .x = uf ′ .(ue.a) = (uf ′ue).a = 0.

Logo, uf ′ .bf ′ = 0, para todo f
′ ∈ G0, com f

′ 6= e. Portanto, x = 0 e deste modo

A =
⊕

e∈G0

Ee.

Agora para cada g ∈ G definimos γg : Eg−1 −→ Eg por γg(1g−1x) = ug.(x1g−1).

Note que, γg está bem definida e é um homomorfismo de K-álgebras pois:

(i) ug.(x1g−1) = (ug.x)(ug.1g−1) = (ug.x)(ug.(ug−1 .1A))

= (ug.x)(ugg−1 .1A) = (ug.x)(ur(g).1A)

= (ug.x)1r(g) = (ug.x)1g ∈ A1g = Eg.

Em particular, γg(1g−1) = 1g. E para todo x, y ∈ A temos

(ii) γg é claramente K-linear,

(iii) γg(xy1g−1) = ug.(xy1g−1) = (ug.(x1g−1))(ug.(y1g−1)) = γg(x1g−1)γg(y1g−1),

(iv) Claramente, γe(x1e) = ue.(x1e) = (ue.x).1e = (1KG.x)1e = x1e = IEe(x1e).

(v) Finalmente, para todo (g, h) ∈ G2 temos que d(g) = r(h), consequentemente

1g−1 = ur(g−1).1A = ud(g).1A = ur(h).1A = 1h. E sendo assim

γgγh(x1h−1) = γg(uh.(x1h−1)) = γg((uh.x)1h)

= γg((uh.x)1g−1) = ug.(uh.x)1g

= (ugh.x)1r(g) = (ugh.x)1r(gh)

= (ugh.x)1gh = γgh(x1(gh)−1).

Portanto, γgγh = γgh, para todo (g, h) ∈ G2. 2

É importante observar que existem ações de grupóides sobre álgebras que não são

soma direta dos ideais Ee’s como pode ser visto no Exemplo 1.6.3.

1.3 Skew Anel de Grupóide

Na primeira seção deste caṕıtulo definimos ação de grupóide sobre umaK-álgebra

com unidade. Vamos definir o skew anel de grupóide associado a uma dada ação.
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Definição 1.3.1. [2] Seja β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um grupóide G

sobre uma K-álgebra R. O skew anel de grupóide R ?β G correspondente a ação β é

definido como a soma direta

R ?β G =
⊕
g∈G

Egδg

no qual os δg’s são śımbolos, com adição usual e a multiplicação definida por

(xgδg)(yhδh) =

{
xgβg(yh)δgh, se d(g) = r(h)

0, caso contrário

para todo g, h ∈ G, xg ∈ Eg e yh ∈ Eh.

Observe que esta multiplicação está bem definida. De fato, uma vez que d(g) =

r(h) então Ed(g) = Er(h). Mas, Ed(g) = Eg−1 e Er(h) = Eh então Eg−1 = Eh. Assim,

podemos aplicar βg em Eh. Além disso, xgβg(yh) ∈ Eg e

Eg = Er(g) = Er(gh) = Egh.

Portanto, xgβg(yh) ∈ Egh e desta forma a multiplicação está bem definida. Como

já observamos anteriormente, para cada e ∈ G0, β(e) = ({Eg}g∈Ge , {βg}g∈Ge) é uma

ação do grupo Ge sobre a K-álgebra Ee. Assim, podemos considerar o skew anel

de grupo Ae = Ee ?β(e)
Ge. Mostraremos no próximo lema que o skew anel de

grupóide R?βG é umaK-álgebra associativa e, logo em seguida, exibiremos condições

necessárias e suficientes sob as quais este é também unitário.

Lema 1.3.2. [3, Observação 3.2] Seja β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um

grupóide G sobre uma K-álgebra R unitária. Então, A = R ?β G é uma K-álgebra

associativa.

Demonstração: É fácil verificar que A é um K-módulo. Mostraremos que a mul-

tiplicação é associativa. De fato, sejam xgδg, yhδh, zlδl ∈ A, com xg ∈ Eg, yh ∈ Eh e

zl ∈ El. Então, pela definição da multiplicação

(xgδg)[(yhδh)(zlδl)] =

{
(xgδg)(yhβh(zl)δhl), se d(h) = r(l)

0, caso contrário,
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e assim

(xgδg)[(yhδh)(zlδl)] =

{
xgβg(yhβh(zl))δghl, se d(h) = r(l) e d(g) = r(hl)

0, caso contrário.

Note que d(g) = r(hl) = r(h) implica que Ed(g) = Er(h). Assim, Eg−1 = Eh e

desta forma podemos aplicar βg em Eh e

(xgδg)[(yhδh)(zlδl)] =

{
xgβg(yh)βg(βh(zl)δghl, se d(h) = r(l) e d(g) = r(h)

0, caso contrário.

Como d(g) = r(h) então βgβh = βgh e assim

(xgδg)[(yhδh)(zlδl)] =

{
xgβg(yh)βgh(zl)δghl, se d(h) = r(l) e d(g) = r(h)

0, caso contrário.

Por outro lado,

[(xgδg)(yhδh)](zlδl) =

{
(xgβg(yh)δgh)(zlδl), se d(g) = r(h)

0, caso contrário,

e

[(xgδg)(yhδh)](zlδl) =

{
xgβg(yh)βgh(zl)δghl, se d(g) = r(h) e d(gh) = d(h) = r(l)

0, caso contrário.

Portanto, (xgδg)[(yhδh)(zlδl)] = [(xgδg)(yhδh)](zlδl). 2

Proposição 1.3.3. [3, Proposição 3.3] Seja β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de

um grupóide G sobre uma K-álgebra unitária R. Suponha que Ee é unitário para

todo e ∈ G0. Então,

(1) o skew anel de grupo Ae = Ee ?β(e) Ge é unitário para todo e ∈ G0,

(2) A é unitário se e somente se G0 é finito.

Além disso, neste caso, o elemento identidade de A (resp., Ae) é dado por
∑

e∈G0

1eδe

(resp., 1eδe) onde 1e denota o elemento identidade de Ee, para todo e ∈ G0.
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Demonstração: (1) Imediato.

(2) Suponha que A é unitário e seja 1A =
∑
g∈G

xgδg, com xg ∈ Eg. Então para

cada e ∈ G0 temos

1eδe = 1A1eδe =
∑
g∈G

(xgδg)(1eδe) =
∑

d(g)=e

xgβg(1e)δge =
∑

d(g)=e

xgδg,

pois se d(g) = e então Ee = Ed(g) = Eg−1 , e assim 1e = 1g−1 . Portanto, xe = 1e e

xg = 0, para todo e 6= g ∈ G com d(g) = e. Uma vez que e é arbitrário temos que

xe = 1e, para todo e ∈ G0 e xg = 0, para todo g /∈ G0. Portanto, G0 é finito.

Reciprocamente, suponha que G0 é finito e considere x =
∑

e∈G0

1eδe. Assim, para

qualquer xg ∈ Eg = Er(g) temos

x(xgδg) =
∑

e∈G0

(1eδe)(xgδg) = (1r(g)δr(g))(xgδg) = 1r(g)βr(g)(xg)δr(g)g = xgδg

e

(xgδg)x =
∑
e∈G0

(xgδg)(1eδe) = (xgδg)(1d(g)δd(g))

= xgβg(1d(g))δgd(g) = xgβg(1g−1)δg = xg1gδg = xgδg.

Portanto, x = 1A como queŕıamos. 2

Lema 1.3.4. Seja β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um grupóide G sobre uma

K-álgebra unitária R tal que Ee tem unidade para todo e ∈ G0, R =
⊕

e∈G0

Ee e G0 é

finito. Então, a aplicação ϕ : R −→ R ?β G dada por ϕ(x) := x1R?βG =
∑

e∈G0

x1eδe

é um homomorfismo injetor de K-álgebras.

Demonstração: É fácil verificar que ϕ é um homomorfismo de K-módulos. Sejam

x, y ∈ R. Então, ϕ(xy) =
∑

e∈G0

xy1eδe. Por outro lado,

ϕ(x)ϕ(y) = (
∑
e∈G0

x1eδe)(
∑
f∈G0

y1fδf ) =
∑
e∈G0

∑
f∈G0

x1eδey1fδf

=
∑
e∈G0

x1eδey1eδe =
∑
e∈G0

x1eβe(y1e)δe

=
∑
e∈G0

x1ey1eδe =
∑
e∈G0

xy1eδe.
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Portanto, ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y), para todo x, y ∈ R. Assim, temos que ϕ é um homo-

morfismo de K-álgebras. Além disso, ϕ é claramente injetor. 2

Pelo lema acima temos que se β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um grupóide

G sobre um anel R tal que Ee tem unidade para todo e ∈ G0, R =
⊕

e∈G0

Ee e G0 é

finito então A é um R-módulo à esquerda via:

x.(
∑
g∈G

xgδg) = ϕ(x)(
∑
g∈G

xgδg),

para todo x ∈ R e y =
∑
g∈G

xgδg ∈ A. Mais explicitamente,

x.(
∑
g∈G

xgδg) = ϕ(x)(
∑
g∈G

xgδg) = (
∑
e∈G0

x1eδe)(
∑
g∈G

xgδg)

=
∑
g∈G

(
∑
e∈G0

(x1eδe)(xgδg) =
∑
g∈G

(x1r(g)δr(g))(xgδg)

=
∑
g∈G

x1r(g)βr(g)(xg)δr(g)g =
∑
g∈G

x1r(g)xgδg =
∑
g∈G

xxgδg.

Além disso, A é também um R-módulo à direita via:

(
∑
g∈G

xgδg).x = (
∑
g∈G

xgδg)ϕ(x),

para todo x ∈ R e y =
∑
g∈G

xgδg ∈ A. Mais explicitamente,

(
∑
g∈G

xgδg).x = (
∑
g∈G

xgδg)ϕ(x) =
∑
g∈G

∑
e∈G0

xgδgx1eδe

=
∑
g∈G

xgδgx1d(g)δd(g) =
∑
g∈G

xgβg(x1d(g))δgd(g)

=
∑
g∈G

xgβg(x1g−1)δg,

pois Eg−1 = Ed(g) e assim 1g−1 = 1d(g). De fato, via essas ações definidas acima A

é um R-bimódulo. Lembraremos de [21] a definição de K-álgebra graduada por um

grupóide.
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Definição 1.3.5. [21] Sejam K um anel comutativo, A uma K-álgebra com unidade

e G um grupóide finito. Dizemos que A é G-graduada ou graduada por G se existe

um conjunto {Ag}g∈G de subgrupos do grupo aditivo tais que

A =
⊕
g∈G

Ag

e para todo g, h ∈ G temos:

AgAh

{
⊆ Agh, se d(g) = r(h)

= 0, caso contrário

Se AgAh = Agh, para todo (g, h) ∈ G2 então A é chamado fortemente graduado.

A componente principal de A é o conjunto:

A0 =
⊕

e∈G0

Ae.

Todo elemento não nulo a ∈ A tem uma única expressão como soma de elementos

homogêneos a =
∑
g∈G

ag e o elemento não nulo ag dessa decomposição é chamado

componente homogênea de grau g de a.

Proposição 1.3.6. [20, Proposição 2.2] Se A é uma K-álgebra unitária gradua-

da por um grupóide finito G, então para cada e ∈ G0, Ae é um subanel de A e

1A ∈
⊕

e∈G0

Ae.

Demonstração: De AeAe ⊆ Ae segue imediatamente que Ae é um subanel de A.

Seja 1A =
∑
g∈G

ag a decomposição do 1A em componentes homogêneas. Escolha h ∈ G

e bh ∈ Ah então bh = 1Abh =
∑
g∈G

agbh. Se (g, h) /∈ G2 então agbh = 0. Se (g, h) ∈ G2

então agbh ∈ Agh. Consequentemente, agbh = 0 sempre que g 6= r(h). Disto segue

que agb = 0 se g /∈ G0 para todo b ∈ A. Como A tem unidade então ag = 0, para

todo g /∈ G0. Portanto, 1A ∈
⊕

e∈G0

Ae. 2

Observação 1.3.7. (1) Se A é uma K-álgebra com unidade G-graduada então Ae

tem unidade. De fato, seja 1A =
∑

e∈G0

1e ∈
⊕

e∈G0

Ae. Então, para todo f ∈ G0 temos

que:
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1f1A = 1f (
∑

e∈G0

1e) =
∑

e∈G0

1f1e = 1f1f = 12
f

e

af = af1A = af (
∑

e∈G0

1e) =
∑

e∈G0

af1e = af1f .

Analogamente, temos também 1faf = af . Portanto 1f = 1Af
.

(2) Sejam A uma K-álgebra G-graduada, a =
∑
g∈G

ag e b =
∑
h∈G

bh em A. Então,

ab = (
∑
g∈G

ag)(
∑
h∈G

bh) =
∑

g,h∈G

agbh =
∑
k∈G

(
∑

gh=k

agbh)

Note que dados g, h ∈ G com d(g) = r(h) então gh = k se e somente se g =

kh−1. De fato, se gh = k então d(k) = d(h) = r(h−1). Assim, (k, h−1) ∈ G2 e

gh = k ⇐⇒ ghh−1 = kh−1 ⇐⇒ gr(h) = kh−1 ⇐⇒ gd(g) = kh−1 ⇐⇒ g = kh−1.

Além disso, pelo Lema 1.2.7 temos que gh = k se e somente se d(h) = d(k). Logo,

ab =
∑
k

(
∑

d(h)=d(k)

akh−1bh).

Portanto, a componente homogênea de grau g de ab é dada por:

(ab)g =
∑

d(h)=d(g)

agh−1bh.

A seguir mostraremos que A = R?βG é uma K-álgebra fortemente graduada por

G.

Lema 1.3.8. [2, Proposição 3.4] Seja β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um

grupóide G sobre uma K-álgebra R tal que Ee é unitário para todo e ∈ G0. Então,

A = R ?β G é fortemente graduado por G.

Demonstração: Por definição, A =
⊕
g∈G

Egδg. Então, tomando Ag = Egδg, para

todo g ∈ G temos que

AgAh = (Egδg)(Ehδh) = Egβg(Eh)δgh = Egβg(Er(h))δgh

= Egβg(Ed(g))δgh = Egβg(Eg−1)δgh = EgEgδgh

= Egδgh = Er(g)δgh = Er(gh)δgh = Eghδgh = Agh.
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para todo (g, h) ∈ G2. Além disso, AgAh = 0 sempre que (g, h) /∈ G2. 2

Na próxima seção mostraremos que os conceitos de K-álgebra graduada por um

grupóide finito G e KG∗-módulo álgebra à esquerda são duais no seguinte sentido:

toda K-álgebra graduada é um KG∗-módulo álgebra à esquerda, e reciprocamente

todo KG∗-módulo álgebra à esquerda é uma K-álgebra G-graduada.

1.4 Graduação, Dualidade e Produto Smash

Nesta seção vamos mostrar que os conceitos de K-álgebra graduada por um

grupóide finito G e KG∗-módulo álgebra são duais no sentido que já foi esclarecido

anteriormente. Em seguida vamos definir o produto smash fraco A#KG∗, onde A é

uma K-álgebra graduada por G.

Teorema 1.4.1. Sejam G um grupóide finito e A uma K-álgebra com unidade. As

seguintes afirmações são equivalentes:

(1) A é graduada por G,

(2) A é um KG∗-módulo álgebra à esquerda.

Demonstração: (1) =⇒ (2) Suponha que A é uma K-álgebra com unidade G-

graduada. Para cada a =
∑
g∈G

ag ∈ A e g ∈ G definimos

vg.a = ag (a componente homogênea de grau g).

Mostremos primeiro que A um KG∗-módulo à esquerda via essa ação. De fato,

sejam g, h ∈ G e a =
∑
g∈G

ag. Então,

vg.(vh.a) = vg.ah =

{
ag, se g = h

0, caso contrário.

Por outro lado, uma vez que vg e vh são ortogonais (se g 6= h) então

(vgvh).a =

{
ag, se g = h

0, caso contrário.
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Logo, vg.(vh.a) = (vgvh).a. Além disso, 1KG∗ .a = (
∑
g∈G

vg).a =
∑
g∈G

vg.a =
∑
g∈G

ag = a.

Portanto, A é um KG∗-módulo à esquerda.

Agora mostremos que

vg.(ab) =
∑

((vg)1.a)((vg)2.b) =
∑

d(h)=d(g)

(vgh−1 .a)(vh.b),

para todo g, h ∈ G e a, b ∈ A. De fato, sejam a =
∑
g∈G

ag e b =
∑
h∈G

bh em A. Então,

pela Observação 1.3.7 (2) temos que (ab)g =
∑

d(h)=d(g)

agh−1bh. Assim, pela definição

da ação temos que

vg.(ab) = (ab)g =
∑

d(h)=d(g)

agh−1bh.

Por outro lado,∑
((vg)1.a)((vg)2.b) =

∑
d(h)=d(g)

(vgh−1 .a)(vh.b) =
∑

d(h)=d(g)

agh−1bh.

Assim, vg.(ab) =
∑

d(h)=d(g)

(vgh−1 .a)(vh.b) como queŕıamos.

Finalmente mostremos que a ação definida acima satisfaz a seguinte condição

(vgvh).1A =
∑
ε((vg)1vh)(vg)2.1A.

Note que, ∑
ε((vg)1vh)(vg)2.1A =

∑
d(l)=d(g)

ε(vgl−1vh)vl.1A.

Mas, vgl−1vh 6= 0 se e somente se gl−1 = h. Isto ocorre se e somente se l = h−1g.

Como d(h−1g) = d(g) então podemos considerar l = h−1g. Assim,

∑
ε((vg)1vh)(vg)2.1A =

{
ε(vh)vh−1g.1A, se r(g) = r(h)

0, caso contrário.

Caso 1: Suponha que g = h = e ∈ G0. Uma vez que 1A =
∑

e∈G0

1e então

(vgvh).1A = ve.1A = 1e. Por outro lado,
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∑
ε((vg)1vh)(vg)2.1A = ε(vh)vh−1g.1A = ε(ve)ve.1A = 1K1e = 1e.

Caso 2: Suponha que g 6= h. Então vgvh = 0 e desta forma (vgvh).1A = 0. Por

outro lado,

∑
ε((vg)1vh)(vg)2.1A =

{
ε(vh)vhg−1 .1A, se r(g) = r(h)

0, caso contrário.

Mas, por Lema 1.2.5 temos que h−1g ∈ G0 se e somente se g = h. Como, por

hipótese, g 6= h então g−1h /∈ G0 e assim vh−1g.1A = 0.

Caso 3: Suponha que g = h /∈ G0. Dáı, (vgvh).1A = vg.1A = 0 e∑
d(l)=d(h)

ε(vgl−1vh)vl.1A = ε(vg)vh−1g.1A = ε(vh)vg−1g.1A = ε(vh)vd(g).1A = 0,

pois uma vez que h /∈ G0 então ε(vh) = 0.

Portanto, em todos os casos temos que

(vgvh).1A =
∑
ε((vg)1vh)(vg)2.1A.

Assim, A é um KG∗-módulo álgebra como queŕıamos.

(2) =⇒ (1) Seja A umKG∗-módulo álgebra via: vg.a, para todo a ∈ A. Definimos

Ag = {vg.a | para todo a ∈ A}. Para simplificar vamos denotar vg.a por ag, para

todo g ∈ G. Como 1KG∗ =
∑
g∈G

vg e 1KG∗ .a = a, para todo a ∈ A, então

a = 1KG∗ .a = (
∑
g∈G

vg).a =
∑
g∈G

vg.a =
∑
g∈G

ag ∈
∑
g∈G

Ag,

o que implica que A =
∑
g∈G

Ag. Mostremos que essa soma é direta. De fato, seja

x ∈ Ag ∩
∑
h 6=g

Ah. Assim, x = vg.a =
∑
h 6=g

vh.b(h), com a, b(h) ∈ A. Mas,

vg.x = vg.(vg.a) = (vgvg).a = vg.a = x

e

vg.x = vg.(
∑
h 6=g

vh.b(h)) =
∑
h 6=g

(vgvh).b(h) = 0.
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Logo, x = 0 e assim A =
⊕
g∈G

Ag. Note que (vg.a) + (vg.b) = vg.(a+ b), para todo

g ∈ G e a, b ∈ A. Deste modo, Ag é um subgrupo do grupo aditivo de A.

Agora, dados a, b ∈ A. Então, como A é um KG∗-módulo álgebra temos que

vg.(ab) =
∑

d(h)=d(g)

(vgh−1 .a)(vh.b).

Logo, para todo h, g ∈ G temos que Agh−1Ah ⊂ Ag. Tomando l = gh−1 temos,

pelo Lema 1.2.7, que isso é equivalente à d(l) = r(h). Isto é, l = gh−1 se e somente

se (l, h) ∈ G2. Assim,

AlAh ⊂ Alh, se (l, h) ∈ G2.

Mostremos que AlAh = 0 quando (l, h) /∈ G2. De fato, sejam al = vl.a ∈ Al e

bh = vh.b ∈ Ah. Como A =
⊕
g∈G

Ag então

albh =
∑
k∈G

zk.

Para todo t ∈ G temos que

zt = vt.(
∑
k∈G

zk)

= vt.(albh)

=
∑

d(s)=d(t)

(vts−1 .al)(vs.bh)

=
∑

d(s)=d(t)

(vts−1 .(vl.a))(vs.(vh.b))

=
∑

d(s)=d(t)

((vts−1vl).a)((vsvh).b).

Mas, vsvh 6= 0 se e somente se s = h. Assim,

zt =

{
((vth−1vl).a)(vh.b), se d(h) = d(t)

0, caso contrário.

Suponha que d(h) = d(t). Então, zt = ((vth−1vl).a)(vh.b). Sabemos que vth−1vl 6= 0

se e somente se th−1 = l. O que implica que d(l) = d(h−1) = r(h). Entretanto, por
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hipótese, d(l) 6= r(h). Portanto, vth−1vl = 0 e assim zt = 0, para todo t ∈ G. Logo,

albh =
∑
t∈G

zt = 0 e desta forma AlAh = 0. 2

A noção de produto smach fraco pode ser vista com mais detalhes em [9] e [8].

Aqui lembraremos essa definição e temos como objetivo mostrar que se A é uma

K-álgebra graduada por um grupóide finito G então A#KG∗ é um produto smash.

Definição 1.4.2. [8] Seja A uma K-álgebra sem unidade. Uma pré-unidade é um

elemento de A satisfazendo:

ea = ae = ae2,

para todo a ∈ A.

Note que se A é uma K-álgebra unitária então e é uma pré-unidade se e somente

se e é um idempotente central de A.

Lema 1.4.3. [8] Sejam A um anel sem unidade e e ∈ A uma pré-unidade. Então,

p : A −→ A dada por p(a) = ae é um homomorfismo de álgebras que satisfaz p2 = p.

Demonstração: Mostremos primeiro que p2 = p. De fato, p2(a) = p(p(a)) =

p(ae) = (ae)e = ae2 = ae = p(a), para todo a ∈ A. Assim, p2 = p. Agora, sejam

a, b ∈ A. Então,

p(a+ b) = (a+ b)e = ae+ be = p(a) + p(b)

e

p(ab) = p2(ab) = abe2 = aebe = p(a)p(b).

Portanto, p é um homorfismo de álgebras que satisfaz p2 = p. 2

Definição 1.4.4. [8] Sejam K um anel comutativo, A e B K-álgebras com unidade

e seja R : B ⊗ A −→ A⊗B uma aplicação K-linear. Escrevemos

R(b⊗ a) =
∑
aR ⊗ bR.

Então, A#RB é igual à A⊗B como K-módulo, mas com multiplicação dada por:
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mA#RB = (mA ⊗mB) ◦ (IA ⊗R⊗ IB)

ou

(a#b)(c#d) =
∑
acR ⊗ bRd.

Dizemos que (A,B,R) tem uma estrutura de produto smash se A#RB é uma K-

álgebra associativa com unidade 1A#1B, e dizemos que (A,B,R) tem uma estrutura

de produto smash fraco se A#RB é uma K-álgebra associativa com pré-unidade

1A#1B.

Em tudo o que se seguirá usaremos ⊗ para denotar ⊗K . Observemos que se A

é um KG-módulo álgebra à esquerda então claramente R : KG ⊗ A −→ A ⊗KG

dada por R(ug ⊗ a) = ug.a⊗ ug é uma aplicação K-linear. Considere A#KG igual

à A⊗KG como K-módulo e multiplicação dada por

(a#ug)(b#uh) = (mA ⊗mKG)((IA ⊗R⊗ IKG)(a⊗ ug ⊗ b⊗ uh))

= (mA ⊗mKG)(a⊗ ug.b⊗ ug ⊗ uh)

= a(ug.b)⊗ uguh.

Portanto,

(a#ug)(b#uh) =

{
a(ug.b)#ugh, se d(g) = r(h)

0, caso contrário.

Sabemos pelo Teorema 1.4.1 que se A é uma K-álgebra com unidade graduada

por um grupóide finito G então A é um KG∗-módulo álgebra à esquerda. Seja

R : KG∗ ⊗ A −→ A⊗KG∗ definida por

R(vg ⊗ a) =
∑

d(h)=d(g)

(vgh−1 .a)⊗ vh, para todo a ∈ A e g ∈ G.

Considere A#KG∗ igual à A⊗KG∗ como K-módulo e multiplicação dada por

(a#vg)(b#vh) = (mA ⊗mKG∗)((IdA ⊗R⊗ IdKG∗)(a⊗ vg ⊗ b⊗ vh))

= (mA ⊗mKG∗)(
∑

d(l)=d(g)

a⊗ (vgl−1 .b)⊗ vl ⊗ vh)

=
∑

d(l)=d(g)

a(vgl−1 .b)⊗ vlvh.
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Mas, vlvh 6= 0 se e somente se l = h. Assim,

(a#vg)(b#vh) =

{
a(vgh−1 .b)#vh, se d(h) = d(g)

0, caso contrário.

Proposição 1.4.5. Nas condições acima A#RKG
∗ é um produto smash fraco.

Demonstração: Naturalmente, R é uma aplicação K-linear. Então resta mostrar

que essa multiplicação é associativa e que 1A#1KG∗ é uma pré-unidade. Mostremos

primeiro que vale a associatividade. De fato, sejam a, b, c ∈ A e g, h, l ∈ G então

(a#vg)[(b#vh)(c#vl)] =

{
(a#vg)(b(vhl−1 .c)#vl), se d(h) = d(l)

0, caso contrário

=

{
a(vgl−1 .(b(vhl−1 .c)))#vl, se d(g) = d(h) = d(l)

0, caso contrário.

Suponha que d(g) = d(h) = d(l) então

(a#vg)[(b#vh)(c#vl)] =
∑

d(k)=d(gl−1)

a(vgl−1k−1 .b)(vk.(vhl−1 .c))#vl

=
∑

d(k)=r(l)

a(vg(kl)−1 .b)((vkvhl−1).c)#vl.

Mas, vkvhl−1 6= 0 se e somente se k = hl−1. Neste caso, d(k) = d(hl−1) = d(l−1) =

r(l) então

(a#vg)[(b#vh)(c#vl)] = a(vg(hl−1l)−1 .b)(vhl−1 .c)#vl

= a(vg(hd(l))−1 .b)(vhl−1 .c)#vl

= a(vgh−1 .b)(vhl−1 .c)#vl.

Conclusão

(a#vg)[(b#vh)(c#vl)] =

{
a(vgh−1 .b)(vhl−1 .c)#vl, se d(g) = d(h) = d(l)

0, caso contrário.

Por outro lado,

39



[(a#vg)(b#vh)](c#vl) =

{
(a(vgh−1 .b)#vh)(c#vl), se d(g) = d(h) = d(l)

0, caso contrário,

=

{
a(vgh−1 .b)(vhl−1 .c)#vl), se d(g) = d(h) = d(l)

0, caso contrário.

Portanto, (a#vg)[(b#vh)(c#vl)] = [(a#vg)(b#vh)](c#vl). Para finalizar mostremos

que 1A#1KG∗ é uma pré-unidade de A#KG∗. De fato, seja a#vh ∈ A#KG∗. Então,

(1A#1KG∗)(a#vh) =
∑
l∈G

(1A#vl)(a#vh)

=
∑
l∈G

∑
d(k)=d(l)

1A(vlk−1 .a)#vkvh

=
∑

d(l)=d(h)

alh−1#vh.

Tomando lh−1 = k então d(k) = d(h−1) = r(h). Reciprocamente, dados h, k ∈ G
tais que d(k) = r(h) então tomando l = kh temos que lh−1 = k. Assim,

(1A#1KG∗)(a#vh) =
∑

d(k)=r(h)

ak#vh.

Por outro lado,

(ag#vh)(1A#1KG∗) =
∑

d(k)=d(h)

ag(vhk−1 .1A)#vk1KG∗

=
∑

d(k)=d(h)

ag(vhk−1 .1A)#vk.

Pelo Lema 1.2.5 sabemos que hk−1 ∈ G0 se e somente se k = h. Assim,

(ag#vh)(1A#1KG∗) = ag(vhh−1 .1A)#vh

= ag(vr(h).1A)#vh

= ag1r(h)#vh.

Observe que ag1r(h) ∈ AgAr(h) e como
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AgAr(h)

{
⊂ Ag, se d(g) = r(h)

= 0, caso contrário,

então

ag1r(h) =

{
ag, se d(g) = r(h)

0, caso contrário.

Se tomarmos a =
∑
g∈G

ag um elemento qualquer de A então

(a#vh)1A#1KG∗ =
∑

d(g)=r(h)

ag#vh.

Desta forma, (1A#1KG∗)(a#vh) = (a#vh)(1A#1KG∗). Para finalizar, note que

(1A#1KG∗)(1A#1KG∗) =
∑
g∈G

(1A#vg)(1A#1KG∗)

=
∑
g∈G

∑
d(h)=d(g)

1A(vgh−1 .1A)#vh1KG∗

=
∑
g∈G

vgg−1 .1A#vg

=
∑
g∈G

1r(g)#vg.

Dáı,

(a#vh)(1A#1KG∗)2 = (a#vh)(
∑
g∈G

1r(g)#vg)

=
∑
g∈G

∑
d(k)=d(h)

a(vhk−1 .1r(g))#vkvg

=
∑

d(g)=d(h)

a(vhg−1 .1r(g))#vg

= a(vr(h).1r(h))#vh

= a1r(h)#vh.

Seja a =
∑
k∈G

ak a decomposição do a em componentes homogêneas. Então,

a1r(h) =
∑
k∈G

ak1r(h) =
∑

d(k)=r(h)

ak. Logo, a1r(h)#vh =
∑

d(k)=r(h)

ak#vh = (a#vg)(1A#1KG∗).

Portanto, 1A#1KG∗ é uma pré-unidade de A#KG∗ e desta forma A#KG∗ tem uma

estrutura de produto smash fraco. 2

41



Observe que se A uma K-álgebra com unidade graduada por um grupóide finito

G então A =
⊕
g∈G

Ag. Além disso, KG∗ =
⊕
h∈G

Kvh. Logo,

A#KG∗ = (
⊕
g∈G

Ag)#(
⊕
h∈G

Kvh) =
⊕

g,h∈G

(Ag#vh).

como K-módulo.

No caso em que G é um grupo sabemos que as aplicações:

ϕ : A −→ A#KG∗ e ψ : KG∗ −→ A#KG∗

definidas respectivamente por ϕ(a) = a#v1G
e ψ(vg) = 1A#vg são homomorfismos

injetores de K-álgebras. Porém, isso não é verdade, em geral, no caso em que G é

um grupóide como mostra o próximo exemplo.

Exemplo 1.4.6. Seja G = {g, g−1, r(g), d(g)} um grupóide, K um anel comutativo

e A = Kud(g) ⊕Kur(g) ⊕Kug ⊕Kug−1 com

uluk =

{
ulk, se d(l) = r(k)

0, caso contrário.

Então A é uma K-álgebra graduada por G tal que 1A = ud(g) + ur(g). Lembremos

que KG∗ é o K-módulo livre com base {vl | l ∈ G} satisfazendo vl(uk) = δl,k e

1KG∗ =
∑
l∈g

vl. É fácil ver que

∆(1KG∗) = vr(g) ⊗ vg + vg ⊗ vd(g) + vd(g) ⊗ vg−1 + vg−1 ⊗ vr(g) + vg−1 ⊗ vg + vd(g) ⊗
vd(g) + vg ⊗ vg−1 + vr(g) ⊗ vr(g),

(ug#1KG∗)(ud(g)#1KG∗) = ug#vg−1 + ug#ud(g)

e

ugud(g)#1KG∗ = ug#1KG∗.

Portanto, neste caso, ϕ não é um homomorfismo de K-álgebras. Por outro lado,

(1A#vg)(1A#vg) = 1A(vgg−1).1A#vg = vr(g).(ud(g) + ur(g))#vg = ur(g)#vg

e

1A#vgvg = 1A#vg = ud(g)#vg + ur(g)#vg.

Portanto, ψ também não é um homomorfismo de K-álgebras neste exemplo.
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1.5 Separabilidade

Nesta seção daremos as definições de extensão separável, Azumaya, H-separável

e alguns resultados envolvendo esses conceitos, que serão usados no caṕıtulo 2. Esses

são resultados clássicos na teoria de extensões separáveis e as suas demonstrações

podem ser encontradas nas referências indicadas.

Definição 1.5.1. Sejam S um anel unitário e R ⊆ S um subanel com mesma

unidade de S. Dizemos que S é uma extensão separável de R se existe e =
n∑

i=1

ri⊗si ∈

S⊗RS
op tal que

n∑
i=1

risi = 1R e
n∑

i=1

sri⊗si =
n∑

i=1

ri⊗sis, para todo s ∈ S. O elemento

e ∈ S ⊗R S
op é chamado elemento de separabilidade de S sobre R. Se R for comu-

tativo esse elemento é de fato um idempotente. Em particular, se R = C(S) (centro

de S) então S é dito uma extensão de Azumaya de R (ou simplesmente Azumaya

sobre R ou R-álgebra de Azumaya ou ainda separável e central).

Definição 1.5.2. Sejam S um anel unitário e R ⊆ S um subanel com mesma

unidade de S. Dizemos que S é Hirata-separável (ou simplesmente H-separável)

sobre R se existem ui ∈ CS(R) e vi ∈ CS⊗RS(S) tais que
∑
i

uivi = 1S ⊗ 1S. O

conjunto {ui, vi} é chamado sistema de Hirata (ou H-sistema).

Lembremos que CS(R) = {s ∈ S | sr = rs para todor ∈ R} é o centraizador de

R em S.

Definição 1.5.3. Seja R um anel unitário. Um R-módulo à esquerda M é dito

um gerador para a categoria dos R-módulos à esquerda se para qualquer R-módulo

à esquerda N existem um conjunto não vazio Λ e um homomorfismo de R-módulos

à esquerda sobrejetor Φ :
⊕
λ∈Λ

Mλ −→ N , onde Mλ = M , para todo λ ∈ Λ. Ou seja,

se todo R-módulo à esquerda N é um quociente de
⊕
λ∈Λ

Mλ.

Definição 1.5.4. Seja R um anel unitário. Um R-módulo à esquerda M é dito um

progerador para a categoria dos R-módulos à esquerda se M for projetivo, finitamente

gerado e gerador.

O teorema abaixo caracteriza as álgebras de Azumaya.

Teorema 1.5.5. ([12, Teorema 3.4]) Sejam R um anel comutativo e S uma R-

álgebra unitária. As seguintes afirmações são equivalentes:
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(1) S é Azumaya sobre R;

(2) S é um S ⊗R S
op-progerador e S é R-central;

(3) S é um R-progerador e a aplicação ϕ : S ⊗R S −→ EndR(S) dada por

ϕ(
∑
i

ri ⊗ si)(s) =
∑
i

rissi

é um isomorfismo de anéis.

Teorema 1.5.6. [12, Teorema 4.1] Sejam R um anel comutativo e T um R-progerador.

Então S = EndR(T ) é Azumaya sobre R.

O teorema abaixo será de fundamental importância para as demonstrações dos

resultados obtidos no caṕıtulo dois. Este resultado é conhecido como teorema do

duplo comutador.

Teorema 1.5.7. [12, Teorema 4.3] Sejam S uma R-álgebra de Azumaya e T uma

subálgebra de S contendo R e separável sobre R. Então CS(T ) é uma subálgebra

separável de S e CS(CS(T )) = T . Se T for Azumaya sobre R então CS(T ) também

o é, e a aplicação de R-álgebras T ⊗R CS(T ) −→ S dada por x ⊗ y −→ xy é um

isomorfismo.

Proposição 1.5.8. [23, Proposição 1.3] Seja S uma extensão H-separável de R tal

que R é um somando direto de S como R-bimódulo. Então, CS(R) é separável sobre

C(S) e CS(CS(R)) = R.

Lema 1.5.9. [18, Lema 1] Sejam S uma extensão H-separável de R e M um S-

módulo à esquerda. Se M é um gerador como R-módulo à esquerda então M é um

gerador como S-módulo à esquerda.

O próximo resultado mostra que extensões H-separáveis são separáveis.

Teorema 1.5.10. [16, Teorema 2.2] Se S é uma extensão H-separável de R então

S é uma extensão separável sobre R.

O resultado a seguir relaciona extensões Azumaya e H-separáveis.

Teorema 1.5.11. [18, Teorema 1] Sejam S uma álgebra de Azumaya e R ⊂ S um

subanel de S tal que S ⊇ R ⊇ C(S). Se S é projetivo como R-módulo à esquerda

então S é H-separável sobre R.
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O próximo teorema é a transitividade de extensões separáveis.

Teorema 1.5.12. [17, Proposição 2.5] Sejam S um anel, R e T subanéis de S tais

que R ⊇ T . Se S é uma extensão separável de R e R é uma extensão separável de

T então S é uma extensão separável de T .

1.6 Extensões de Galois e Álgebras de Galois

Dois conceitos importantes na teoria de Galois são os de subanel dos elementos

invariantes e a aplicação traço. Vamos iniciar esta seção definindo esses conceitos e

mostrando alguns resultados envolvendo essas noções.

Definição 1.6.1. Seja β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um grupóide G sobre

uma K-álgebra com unidade R tal que cada Ee é unitário para todo e ∈ G0 denotemos

por 1e a unidade de Ee. A subálgebra dos elementos invariantes sobre a ação β é

definido por

Rβ = {x ∈ R | βg(x1d(g)) = x1r(g), para todo g ∈ G}.

Seja G um grupóide finito. A aplicação trβ : R −→ R definida por trβ(x) =∑
g∈G

βg(x1g−1), para todo x ∈ R, é chamada aplicação traço. É fácil verificar que

trβ é um homomorfismo de Rβ-bimódulo. No lema a seguir mostraremos que sob

determinadas condições trβ(R) ⊂ Rβ. Esse resultado é de fundamental importância

para introduzirmos a noção de extensão de Galois no contexto de ação de grupóide

sobre álgebras como foi feito em [10] para o caso de ação de grupo.

Lema 1.6.2. [3, Lema 4.2] Seja β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um grupóide

finito G sobre uma K-álgebra com unidade R tal que cada Ee é unitário para todo

e ∈ G0 e R =
⊕

e∈G0

Ee. Então

(1) trβ(R) ⊂ Rβ,

(2) trβ(βg(x)) = trβ(x), para todo x ∈ Eg−1 e g ∈ G.

Demonstração: Sejam x ∈ R e h ∈ G. Então

βh(trβ(x)1h−1) = βh(
∑
g∈G

βg(x1g−1)1h−1)
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note que βg(x1g−1)1h−1 ∈ Eg ∩ Eh−1 = Er(g) ∩ Ed(h). Logo, se r(g) 6= d(h) então

βg(x1g−1)1h−1 = 0. Assim

βh(trβ(x)1h−1) = βh(
∑

r(g)=d(h)

βg(x1g−1)1h−1)

=
∑

r(g)=d(h)

βh(βg(x1g−1)1h−1)

=
∑

r(g)=d(h)

βhg(x1(hg)−1)1h

Pelo Lema 1.2.6 temos que l = hg se e somente se r(l) = r(h). Dáı,

βh(trβ(x)1h−1) =
∑

r(l)=r(h)

βl(x1l−1)1h =
∑
l∈G

βl(x1l−1)1h = trβ(x)1h.

(2) Sejam g ∈ G e x ∈ Eg−1 . Então

trβ(βg(x)) =
∑
h∈G

βh(βg(x)1h−1) =
∑

d(h)=r(g)

βhg(x)1h

=
∑

d(l)=d(h)

βl(x)1lg−1 =
∑

d(l)=d(h)

βl(x) = trβ(x),

pois Elg−1 = Er(lg−1) = Er(l) = El. 2

Observe que os itens (1) e (2) do lema acima são asseguradas pela hipótese que

R =
⊕

e∈G0

Ee. Em geral se isso não ocorre os itens (1) e (2) do lema anterior não são

verdadeiros. Conforme veremos no exemplo seguinte.

Exemplo 1.6.3. [3, Observação 4.3] Considere o grupóide G = {g1, g2, g3}, com

G0 = {g1, g2}, g−1
3 = g3 e g3g3 = g2, e tome R = Ke1⊕Ke2⊕Ke3⊕Ke4, onde K é

um anel com unidade e e1, e2, e3, e4 são idempotentes centrais dois a dois ortogonais

com soma 1R. Considere Eg1 = R, Eg2 = Ke2 ⊕Ke3 ⊕Ke4, Eg3 = Eg2, βg1 = IEg1
,

βg2 = IEg2
e βg3(ae2 + be3 + ce4) = be2 + ae3 + ce4, para todo a, b, c ∈ K. É fácil

verificar que β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é uma ação de G sobre R e é imediato verificar

que Rβ = Ke1 ⊕K(e2 + e3) ⊕Ke4, trβ(e3) = e2 + 2e3 /∈ Rβ e trβ(e2) = 2e2 + e3 6=
e2 + 2e3 = trβ(βg3(e2)).
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Observação 1.6.4. Se R =
⊕

e∈G0

Ee então Rβ ⊆
⊕

e∈G0

E
β(e)
e . De fato, qualquer x ∈ R

é da forma x =
∑

e∈G0

xe, com xe ∈ Ee e x ∈ Rβ se e somente se βg(x1g−1) = x1g,

para todo g ∈ G. Isto ocorre se e somente se βg(xd(g)) = xr(g), para todo g ∈ G. Em

particular, βg(xe) = xe, para todo g ∈ Ge. Assim, xe ∈ E
β(e)
e , para todo e ∈ G0 e

x =
∑

e∈G0

xe ∈
⊕

e∈G0

E
β(e)
e . Em geral a inclusão Rβ ⊆

⊕
e∈G0

E
β(e)
e é estrita, como ilustra o

seguinte exemplo: G = {g, g−1, r(g), d(g)}, R = Ke1⊕Ke2⊕Ke3⊕Ke4, onde K é um

anel com unidade e e1, e2, e3, e4 são idempotentes centrais ortogonais dois a dois com

soma igual a 1R, Eg = Er(g) = Ke1⊕Ke2, Eg−1 = Ed(g) = Ke3⊕Ke4, βg(xe3+ye4) =

xe1 + ye2 e βg−1(xe1 + ye2) = xe3 + ye4, para todo x, y ∈ K. É fácil verificar que

β = ({Eh}h∈G, {βh}h∈G) é uma ação de G sobre R, Rβ = K(e1 + e3) ⊕K(e2 + e4),

E
βd(g)

d(g) = Ke3 ⊕Ke4 e E
βr(g)

r(g) = Ke1 ⊕Ke2.

No que segue vamos considerar β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um grupóide

finito G sobre uma K-álgebra com unidade R tal que cada Ee é unitário para todo

e ∈ G0 e R =
⊕

e∈G0

Ee. Naturalmente como Rβ ⊂ R então R é um Rβ-bimódulo via

a multiplicação.

Seja τ : R×R −→ R?βG definida por τ(x, y) =
∑
g∈G

xβg(y1g−1)δg. É fácil verificar

que τ é biaditiva e Rβ-balanceada. Logo, pela propriedade universal do produto

tensorial temos que τ
′

: R⊗RβR −→ R?βG, definida por τ
′
(x⊗y) =

∑
g∈G

xβg(y1g−1)δg

é um homomorfismo de grupos abelianos. Um cálculo simples mostra que τ
′

é de

fato um homomorfismo de Rβ-bimódulos.

Lema 1.6.5. [3] A aplicação j : R?βG −→ End(R)Rβ definida por j(
∑
agδg)(x) =∑

agβg(x1g−1), para todo x ∈ R é um bem definido homomorfismo de R-módulos à

esquerda e também um homomorfismo de K-álgebras unitárias.

Demonstração: Mostremos primeiro que j está bem definida. De fato, sejam x ∈ R
e y ∈ Rβ então

j(
∑

agδg)(xy) =
∑

agβg(xy1g−1) =
∑

agβg(x1g−1)βg(y1g−1)

=
∑

agβg(x1g−1)y1g =
∑

agβg(x1g−1)y = j(
∑

agδg)(x)y.
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Uma verificação simples mostra que j é R-linear à esquerda. Para finalizar

mostremos que j é um homomorfismo de anéis. Claramente, para todo x ∈ R

j(1R?βG)(x) = j(
∑

e∈G0

1eδe)(x) =
∑

e∈G0

1eβe(x1e) =
∑

e∈G0

1ex = x = IR(x),

e para todo (g, h) ∈ G2 temos

j((xgδg)(yhδh))(x) = j(xgβg(yh)δgh)(x) = xgβg(yh)βgh(x1(gh)−1).

Por outro lado,

(j(xgδg)j(yhδh))(x) = j(xgδg)(j(yhδh)(x))

= j(xgδg)(yhβh(x1h−1))

= xgβg(yhβh(x1h−1)),

mas Ed(g) = Er(h) e assim Eg−1 = Eh. Logo,

(j(xgδg)j(yhδh))(x) = xgβg(yh)βgh(x1h−1).

Agora se d(g) 6= r(h) então (xgδg)(yhδh) = 0 e Eg−1 ∩ Eh = 0. Dáı

(j(xgδg)j(yhδh))(x) = j(xgδg)(yhβh(x1h−1)) = xgβg(yhβh(x1h−1)1g−1) = 0.

Portanto, j((xgδg)(yhδh)) = j(xgδg)j(yhδh), para todo g, h ∈ G. 2

No lema anterior End(R)Rβ denota os endomorfismos de R que são Rβ-lineares

à direita. Observe que R é um R ?β G-módulo à esquerda via:

xy = j(x)y, para todo x ∈ R ?β G e y ∈ R.

Para qualquer R ?β G-módulo à esquerda M definimos:

MG = {m ∈M | (1gδg)m = 1gm, para todo g ∈ G}

o conjunto dos invariantes de M sobre G. Lembremos que ϕ : R −→ R ?β G

definida por ϕ(x) =
∑

e∈G0

x1eδe é um homomorfismo injetor de anéis. Se M é um

R ?β G-módulo à esquerda, necessariamente M é também um R-módulo à esquerda

via:
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xm = ϕ(x)m, para todo x ∈ R e m ∈M .

Em particular como R é um R ?β G-módulo à esquerda via j, então RG coincide

com Rβ.

Definição 1.6.6. [3] Sejam G um grupóide finito, R uma K-álgebra unitária e β =

({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de G sobre R. Dizemos que R é uma extensão de Ga-

lois de Rβ se existem elementos {xi, yi ∈ R | 1 ≤ i ≤ m} tais que
m∑

i=1

xiβg(yi1g−1) =

δg,e1e, para todo g ∈ G e e ∈ G0. O conjunto {xi, yi}1≤i≤m é chamado sistema de

coordenadas de Galois de R sobre Rβ.

Na definição anterior δ denota o delta de Kronecker. A seguir apresentamos um

exemplo de uma ação β de um grupóide G sobre uma K-álgebra R na qual R é uma

extensão de Galois de Rβ.

Exemplo 1.6.7. Sejam G = {g, g−1, r(g), d(g)} um grupóide e R = Ke1 ⊕ Ke2 ⊕
Ke3 ⊕ Ke4, onde K é um anel comutativo e e1, e2, e3, e4 são idempotentes centrais

dois a dois ortogonais cuja soma é 1R. Considere Eg = Er(g) = Ke3 ⊕Ke4, Eg−1 =

Ed(g) = Ke1 ⊕ Ke2, βr(g) = IEr(g)
, βd(g) = IEd(g)

, βg(xe1 + ye2) = xe3 + ye4 e

βg−1(xe3 + ye4) = xe1 + ye2, para todo x, y ∈ K. Sabemos pelo Exemplo 1.1.14 que

β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é uma ação global de G sobre R. É fácil verificar que R é

uma extensão de Galois de Rβ = K(e1+e2)⊕K(e3+e4) onde o conjunto {ei, ei}1≤i≤4

é o sistema de coordenadas de Galois de R sobre Rβ.

O Teorema 1.6.9 na sequência é a versão global de [3, Teorema 5.3] cuja demon-

stração é praticamente idêntica à deste teorema. Contudo a repetimos aqui para

conveniência do leitor. Para a prova desse teorema necessitamos do seguinte resul-

tado.

Teorema 1.6.8. [26, Teorema 18.8] Sejam M um R-módulo à esquerda e S =

EndR(M). Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) M é um gerador para a categoria dos R-módulos à esquerda,

(2) M é um S-módulo à direita projetivo finitamente gerado e R ' End(M)S.
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Teorema 1.6.9. [3, Teorema 5.3] As seguintes condições são equivalentes:

(1) R é uma extensão de Galois de Rβ,

(2) R é um Rβ-módulo à direita projetivo finitamente gerado e j : R ?β G −→
End(R)Rβ dada por j(

∑
g∈G

xgδg)(x) =
∑
g∈G

xgβg(x1g−1) é um isomorfismo de K-

álgebras e de R-módulos à esquerda,

(3) Para todo R ?β G-módulo à esquerda M a aplicação µ : R ⊗Rβ MG −→ M

dada por µ(x⊗m) = xm é um isomorfismo de R-módulos à esquerda,

(4) A aplicação ρ : R ⊗Rβ R −→
∏
g∈G

Eg dada por ρ(x ⊗ y) = (xβg(y1g−1))g∈G é

um isomorfismo de R-módulos à esquerda,

(5) RtR = R ?β G, onde t =
∑
g∈G

1gδg,

(6) A aplicação τ
′
é sobrejetiva,

(7) R é um gerador para a categoria dos R ?β G-módulos à esquerda.

Demonstração: (1) =⇒ (2) Sejam {xi, yi; 1 ≤ i ≤ m} um sistema de coordenadas

de Galois de R sobre Rβ, isto é,

m∑
i=1

xiβg(yi1g−1) = δe,g1e, para todo e ∈ G0 e g ∈ G.

Mostremos que {xi, fi}m
i=1 é uma base dual de R como Rβ-módulo à direita, onde

fi = trβ(yi ) ∈ HomRβ(R,Rβ).

De fato, seja x ∈ R então

m∑
i=1

xifi(x) =
m∑

i=1

xitrβ(yix) =
m∑

i=1

xi(
∑
g∈G

βg(yix1g−1))

=
m∑

i=1

xi(
∑
g∈G

βg(yi1g−1)βg(x1g−1))

=
∑
g∈G

(
m∑

i=1

xiβg(yi1g−1))βg(x1g−1)
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m∑
i=1

xifi(x) =
∑
g∈G

(δe,g1e)βg(x1g−1)

=
∑
e∈G0

βe(x1e) =
∑
e∈G0

x1e = x(
∑
e∈G0

1e) = x,

pois R =
⊕

e∈G0

Ee. Pelo Lema 1.6.5 temos que j é um homomorfismo de R-módulos à

esquerda. Resta mostrar que j é injetora e sobrejetora. Seja f ∈ End(R)Rβ . Tome

w =
∑
g∈G

m∑
i=1

f(xi)βg(yi1g−1)δg ∈ R ?β G.

Então

j(w)(x) =
∑
g∈G

m∑
i=1

f(xi)βg(yi1g−1)βg(x1g−1) =
m∑

i=1

f(xi)
∑
g∈G

βg(yix1g−1)

=
∑
i=1m

f(xi)trβ(yix) =
m∑

i=1

f(xi)fi(x) = f(
m∑

i=1

xifi(x)) = f(x).

Finalmente, se v =
∑
g∈G

agδg é tal que j(v) = 0, então

0 =
∑
h∈G

m∑
i=1

j(v)(xi)βh(yi1h−1)δh =
m∑

i=1

∑
g,h∈G

agβg(xi1g−1)βh(yi1h−1)δh

=
∑

r(g)=r(h)

agβg(
m∑

i=1

xiβg−1h(yi1h−1)1g−1)δh =
∑
e∈G0

∑
r(g)=r(h)

agβg(δe,g−1h1e1g−1)δh.

Pelo Lema 1.2.5 temos que g−1h ∈ G0 se e somente se h = g. Assim,

0 =
∑
e∈G0

∑
r(g)=r(h)

agβg(δe,g−1h1e1g−1)δh =
∑
g∈G

agβg(1d(g)1g−1)δg =
∑
g∈G

agδg = v.

(2) =⇒ (3) Seja {xi, fi}n
i=1 uma base dual de R como Rβ-módulo à direita. Como

j é sobrejetora seja vi ∈ R ?β G tal que

j(vi) = fi, 1 ≤ i ≤ n.
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Seja x ∈ R, então

j(1R?βG)(x) = j(
∑

e∈G0

1eδe)(x) =
∑

e∈G0

βe(x1e) =
∑

e∈G0

x1e = x

e

j(
n∑

i=1

xivi)(x) =
n∑

i=1

xij(vi)(x) =
∑

i=1n

xifi(x) = x

como j é injetora então
n∑

i=1

xivi = 1R?βG. Além disso, como j é um homomorfismo

de anéis, então

j(1gδgvi)(x) = (j(1gδg)j(vi))(x) = j(1gδg)(fi(x)) = βg(fi(x)1g−1) = fi(x)1g,

pois fi(x) ∈ Rβ. Por outro lado, como j é R-linear à esquerda então j(1gvi)(x) =

1gj(vi)(x) = 1gfi(x). Logo, novamente pela injetividade da aplicação j temos que

1gδgvi = 1gvi.

e consequentemente (1gδg)(vix) = (1gδgvi)x = (1gvi)x = 1g(vix), ou seja, vix ∈ MG,

para todo x ∈M .

Desta forma, ν : M −→ R ⊗Rβ MG dada por ν(x) =
n∑

i=1

xi ⊗ vix é um bem

definido homomorfismo de R-módulos à esquerda. Note que, para todo x ∈ M

temos que

µ(ν(x)) = µ(
n∑

i=1

xi ⊗ vix) =
n∑

i=1

xivix = 1R?βGx = x.

Por outro lado, para todo x⊗ v ∈ R⊗Rβ MG e vi =
∑
g∈G

rigδg temos

ν(µ(x⊗ v)) = ν(xv) =
n∑

i=1

xi ⊗ vi(xv) =
n∑

i=1

xi ⊗ (vix)v

=
n∑

i=1

xi ⊗ (
∑
g∈G

rigδgx)v =
n∑

i=1

xi ⊗ (
∑
g∈G

rigβg(x)δg)v

=
n∑

i=1

xi ⊗ (
∑
g∈G

rigβg(x))(1gδgv) =
n∑

i=1

xi ⊗ (
∑
g∈G

rigβg(x))v
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ν(µ(x⊗ v)) =
n∑

i=1

xi ⊗ j(vi)(x)v =
n∑

i=1

xi ⊗ fi(x)v

=
n∑

i=1

xifi(x)⊗ v = x⊗ v

Portanto, ν é a inversa de µ.

(3) =⇒ (4) Seja F = {f : G −→ R | f(g) ∈ Eg, para todo g ∈ G}. Claramente

F é um R-bimódulo naturalmente isomorfo à
∏
g∈G

Eg e um R?βG-módulo à esquerda

via a bem definida ação

((agδg)f)(h) =

{
agβg(f(g−1h)1g−1), se r(h) = r(g)

0, caso contrário

para todo g, h ∈ G e f ∈ F . Note que, agβg(f(g−1h)1g−1) ∈ Eg = Er(g) = Er(h) = Eh.

Assim, a ação acima está bem definida. Mais ainda, a aplicação R −→ FG, r 7−→ fr

tal que fr(h) = βh(r1h−1), h ∈ G é um bem definido isomorfismo de Rβ-módulos à

esquerda. De fato, tal aplicação é claramente um homomorfismo de Rβ-módulos à

esquerda de R para F . Dados g, h ∈ G e r ∈ R temos

((1gδg)fr)(h) = βg(fr(g
−1h)1g−1)

= βg(βg−1h(r1(g−1h)−1)1g−1)

= βh(r1h−1)1g = fr(h)1g,

quando r(h) = r(g). Se r(h) 6= r(g) então Eg∩Eh = 0 e consequentemente fr(h)1g =

0 = ((1gδg)fr)(h). Portanto, fr ∈ FG. Se para algum r ∈ R tivermos que fr(h) =

0, para todo h ∈ G então r = r1R =
∑

e∈G0

r1e =
∑

e∈G0

βe(r1e) =
∑

e∈G0

fr(e) = 0.

Finalmente, dada f ∈ FG e tomando r =
∑

e∈G0

f(e) temos que

fr(h) =
∑
e∈G0

βh(f(e)1h−1) = βh(f(d(h))1h−1) = βh(f(h−1h)1h−1)

= ((1hδh)f)(h) = 1hf(h) = f(h),
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para todo h ∈ G. Portanto, a aplicação dada pela composição R ⊗Rβ R ' R ⊗Rβ

FG −→ F '
∏
g∈G

Eg é o requerido isomorfismo ρ.

(4) =⇒ (1) Basta observar que ρ(r ⊗ r
′
) = (rβg(r

′
1g−1))g∈G, para todo r, r

′ ∈
R. Logo, se G0 = {e1, · · · , et}, dado z = (1e1 , · · · , 1et , 0, · · · , 0) ∈

∏
g∈G

Eg, pela

sobrejetividade de ρ existe
m∑

i=1

xi ⊗ yi ∈ R ⊗ R tal que ρ(
m∑

i=1

xi ⊗ yi) = z e portanto

m∑
i=1

xiβg(yi1g−1) = 1eδe,g, para todo e ∈ G0 e g ∈ G.

(1) ⇐⇒ (5) Vamos iniciar mostrando que RtR é um ideal de R ?β G. De fato,

para todo h ∈ G e ah ∈ Eh temos

(ahδh)t =
∑
g∈G

(ahδh)(1gδg) =
∑

r(g)=d(h)

ahβh(1h−1)δhg =
∑

r(g)=d(h)

ahβh(1g1h−1)δhg

=
∑

r(g)=d(h)

ah1hδhg = ah

∑
r(l)=r(h)

1lδl = aht,

pois 1g = 1r(g) = 1d(h) = 1h−1 e 1h = 1r(h) = 1r(hg) = 1hg e

t(ahδh) =
∑
g∈G

(1gδg)(ahδh) =
∑

d(g)=r(h)

βg(ah)δgh =
∑

d(l)=d(h)

βlh−1(ah)δl

=
∑

d(l)=d(h)

βl(βh−1(ah))δl = tβh−1(ah).

Portanto, RtR = R?β G se e somente se existem elementos xi, yi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n tais

que

∑
e∈G0

1eδe = 1R?βG =
n∑

i=1

xityi =
∑
g∈G

(
n∑

i=1

xiβg(yi1g−1))δg

e isso ocorre se e somente se {xi, yi}n
i=1 é um sistema de coordenadas de Galois de R

sobre Rβ.

(5) ⇐⇒ (6) É suficiente observar que τ
′
(R⊗Rβ R) = RtR.

(2) ⇐⇒ (7) Seja (Rβ)op o anel oposto de Rβ. Observe que R é naturalmente um

(Rβ)op-módulo à esquerda via multiplicação à direita. Lembremos que R é também

um R ?β G-módulo à esquerda via j. De fato, é fácil ver que essas duas ações são
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compat́ıveis, isto é, que R é um ((Rβ)op, R ?β G)-bimódulo. Consequentemente, a

aplicação θ : (Rβ)op −→ EndR?βG(R) dada por θ(r)(x) = xr, para todo r ∈ (Rβ)op

e x ∈ R está bem definido. Além disso, é fácil verificar que θ é um homomorfismo

de anéis cuja inversa é a aplicação ψ : EndR?βG(R) −→ (Rβ)op dada por ψ(f) =

f(1R). Finalmente, desde que End(R)Rβ = End(Rβ)op(R), o resultado segue pelo

Teorema 1.6.8. 2

Definição 1.6.10. Seja G um grupóide finito e β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação

de G sobre uma K-álgebra com unidade R. Dizemos que R é uma álgebra de Galois

sobre Rβ se R é uma extensão de Galois de Rβ e Rβ está contido no centro C(R) de

R.

Lema 1.6.11. Sejam G um grupóide finito, R uma K-álgebra unitária e β =

({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de G sobre R tal que cada Ee é unitário e R =
⊕

e∈G0

Ee.

Se R é uma extensão de Galois de Rβ então R é uma extensão separável de Rβ.

Demonstração: Como R é uma extensão de Galois de Rβ, existem {ri, si ∈ R |
i ≤ i ≤ n} tais que

n∑
i=1

riβg(si1g−1) = δg,e1e, para todo g ∈ G e e ∈ G0. Tome

d =
n∑

i=1

ri⊗si ∈ R⊗Rβ R mostremos que d é o elemento de separabilidade de R sobre

Rβ. De fato, para todo e ∈ G0 temos 1e =
n∑

i=1

risi1e. Então temos 1R =
∑

e∈G0

1e =∑
e∈G0

(
n∑

i=1

risi1e)1e = (
∑

e∈G0

1e)(
n∑

i=1

risi) =
n∑

i=1

risi. Portanto,
n∑

i=1

risi = 1R.

Uma simples verificação mostra que, para cada 1 ≤ i ≤ n, temos rri =
n∑

j=1

rjtrβ(sjrri).

Logo, para todo r ∈ R temos:

n∑
i=1

rri ⊗ si =
n∑

i=1

n∑
j=1

rjtr(sjrri)⊗ si =
n∑

j=1

n∑
i=1

rj ⊗ tr(sjrri)si

=
n∑

j=1

rj ⊗
n∑

i=1

∑
g∈G

βg(sjr1g−1)βg(ri1g−1)si

=
n∑

j=1

rj ⊗
∑
g∈G

βg(sjr1g−1)
n∑

i=1

βg(ri1g−1)si
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n∑
i=1

rri ⊗ si =
n∑

j=1

rj ⊗
∑
e∈G0

sjr1e =
n∑

j=1

rj ⊗
∑
e∈G0

βe(sjr1e)1e

=
n∑

j=1

rj ⊗ sjr
∑
e∈G0

1e =
n∑

j=1

rj ⊗ sjr.

Portanto, R é uma extensão separável de Rβ. 2
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Caṕıtulo 2

Teoremas de Estrutura para o

Skew Anel de Grupóide R ?β G

2.1 Quando o skew anel de grupóide é Azumaya

Os resultados obtidos nesta seção são generalizações naturais dos resultados

demonstrados por Alfaro e Szeto em [1] para o caso do skew anel de grupóide. No

caso de grupos os resultados são os seguintes:

Teorema 2.1.1. [1, Teorema 1] Sejam R um anel e G um grupo finito agindo por

automorfismos sobre R. Então, as seguintes condições são equivalentes:

(1) R ? G é uma álgebra Azumaya e C(R ? G) ⊂ R,

(2) R ? G é H-separável sobre R e R é uma C(R)G-álgebra separável,

(3) R é uma extensão de Galois de RG e RG é uma álgebra Azumaya.

Lembramos que RG é o subanel dos elementos de R que são invariantes sob a

ação de G.

Teorema 2.1.2. [1, Teorema 2] Sejam R um anel e G um grupo finito agindo por

automorfismos sobre R. Suponha que R?G é uma álgebra Azumaya e C(R?G) ⊂ R,

então:

(1) R ? G ' C(R)G ⊗C(R?G) (E ? G), onde E = CR(RG),
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(2) E ? G é uma C(R ? G)-álgebra de Azumaya,

(3) E é uma extensão de Galois de C(R ? G).

Além disso, as demonstrações para o caso de skew anel de grupóide foram ins-

piradas nas demonstrações de resultados similares dadas no caso do skew anel de

grupo parcial e apresentadas em [14].

Em toda esta seção R é uma álgebra com unidade (sobre um anel comutativo

K), G é um grupóide finito e β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é uma ação de G sobre R tal

que cada Ee é unitário e R =
⊕

e∈G0

Ee. Denotando por A o skew anel de grupóide

R ?β G temos o seguinte resultado.

Lema 2.1.3. C(A) ⊆ R ⇐⇒ C(A) = C(R)β.

Demonstração: (=⇒) Suponha que C(A) ⊂ R. Seja x ∈ C(A) ⊂ R então x

comuta com qualquer elemento de R bem como com todo elemento 1gδg ∈ A. Assim,

x ∈ C(R) e x1gδg = 1gδgx, para todo g ∈ G. Logo,

(
∑

e∈G0

x1eδe)1gδg = 1gδg(
∑

e∈G0

x1eδe)

⇐⇒
∑

e∈G0

x1eδe1gδg =
∑

e∈G0

1gδgx1eδe

⇐⇒ x1r(g)δr(g)1gδg = 1gδgx1r(g)δr(g)

⇐⇒ x1gδg = βg(x1g−1)δg,

para todo g ∈ G. Desta forma, βg(x1g−1) = x1g, para todo g ∈ G. Portanto,

x ∈ C(R)β.

Reciprocamente, se x ∈ C(R)β então x ∈ C(R) e βg(x1g−1) = x1g, para todo

g ∈ G. Seja y =
∑
g∈G

ygδg ∈ A. Dáı, xy = x(
∑
g∈G

ygδg) =
∑
g∈G

xygδg =
∑
g∈G

ygxδg =∑
g∈G

ygβg(x1g−1)δg = (
∑
g∈G

ygδg)x = yx. Assim, x ∈ C(A). Portanto, C(R)β = C(A).

(⇐=) Imediata, pois C(A) = C(R)β ⊂ R. 2

Definição 2.1.4. Seja X um subconjunto não vazio de R. Dizemos que X é β

invariante se βg(X ∩ Eg−1) = X ∩ Eg, para todo g ∈ G.

Lema 2.1.5. Sejam β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação do grupóide G sobre R e X

um subconjunto β-invariante de R. Então, CR(X) é β-invariante. Em particular,

C(R) e CR(Rβ) são β-invariantes.
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Demonstração: Seja r ∈ CR(X) assim rx = xr, para todo x ∈ X. Com isso,

βg(r1g−1)x = βg(r1g−1)1gx = βg(r1g−1)βg(βg−1(x1g)) = βg(rβg−1(x1g−1))

= βg(βg−1(x1g−1)r) = βr(g)(x1g)βg(r1g−1) = x1gβg(r1g−1)

= xβg(r1g−1),

para todo g ∈ G. Portanto, CR(X) é β-invariante. 2

Teorema 2.1.6. As afirmações seguintes são equivalentes:

(1) A é uma álgebra Azumaya e C(A) ⊂ R,

(2) A é H-separável sobre R e R é separável sobre C(R)β,

(3) R é uma extensão de Galois de Rβ e Rβ é Azumaya sobre C(A),

(4) CR(Rβ) é uma extensão de Galois de C(A) e Rβ é Azumaya sobre C(A).

Neste caso, C(A) = C(R)β = C(Rβ) e A ' Rβ ⊗C(A) (R
′
?β G), onde R

′
=

CR(Rβ).

Demonstração: (1) =⇒ (2) Suponha que A é Azumaya e C(A) ⊂ R. Mostremos

primeiro que A é H-separável sobre R. Para tanto, note que A é um R-módulo à

esquerda projetivo finitamente gerado. Logo, pelo Teorema 1.5.11, temos que A é

H-separável sobre R.

Resta mostrar que R é separável sobre C(R)β. Note que:

A = R ?β G =
⊕
g∈G

Egδg

= (
⊕
e∈G0

Eeδe)⊕ (
⊕

g∈G\G0

Egδg)

= (
⊕
e∈G0

Ee1eδe)⊕ (
⊕

g∈G\G0

Egδg)

= (
⊕
e∈G0

Ee)(
∑
e∈G0

1eδe)⊕ (
⊕

g∈G\G0

Egδg)

= R1A ⊕ (
⊕

g∈G\G0

Egδg).
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Logo, A é H-separável sobre R e R é um somando direto de A como R-bimódulo.

Assim, pela Proposição 1.5.8 segue que CA(R) é separável sobre C(A) e CA(CA(R)) =

R. Pelo Teorema 1.5.7 temos que CA(CA(R)) é separável sobre C(A). Logo, R é

separável sobre C(A) e desde que C(A) ⊂ R, pelo Lema 2.1.3, temos que C(A) =

C(R)β.

(2) =⇒ (3) Suponha que A é H-separável sobre R e que R é separável sobre

C(R)β. Vamos proceder por etapas.

Etapa 1: Mostremos que A é Azumaya e C(A) ⊂ R (isto é, (2) =⇒ (1)).

Por hipótese, A é H-separável sobre R. Assim, pelo Teorema 1.5.10 segue que A

é separável sobre R. Além disso, temos que R é separável sobre C(R)β. Então, pelo

Teorema 1.5.12 segue que A é separável sobre C(R)β.

Como A é H-separável sobre R e R é um somando direto de A como R-bimódulo,

pela Proposição 1.5.8 segue que CA(R) é separável sobre C(A) e CA(CA(R)) = R.

Mais ainda, C(A) ⊂ CA(CA(R)) = R e pelo Lema 2.1.3, temos que C(A) = C(R)β.

Portanto, A é separável sobre C(R)β = C(A). Assim, A é Azumaya e C(A) ⊂ R.

Etapa 2: Mostremos que EndC(R)β(R) é uma C(R)β-álgebra de Azumaya.

De fato, pela etapa 1 A é uma C(R)β-álgebra de Azumaya então, pelo Teo-

rema 1.5.5, segue que A é um C(R)β-módulo projetivo finitamente gerado. Como R

é um somando direto de A como R-módulo à esquerda, então R é um somando direto

de A como C(R)β-módulo. Logo, R é um C(R)β-módulo projetivo finitamente ger-

ado. (Naturalmente, R é um gerador na categoria dos C(R)β-módulos). Portanto,

pelo Teorema 1.5.6, temos que EndC(R)β(R) é uma C(R)β-álgebra Azumaya.

Etapa 3: Mostremos que CEnd
C(R)β

(R)(A) = EndA(R) ' (Rβ)op como C(R)β-

álgebras.

A primeira igualdade é imediata. Para provarmos o isomorfismo, lembremos que

j : A −→ End(R)Rβ dada por j(
∑
g∈G

rgδg)(r) =
∑
g∈G

rgβg(r1g−1) é um homomorfismo

de K-álgebras e de R-módulos à esquerda. Em particular, R é um A-módulo à

esquerda via j, isto é, (
∑
g∈G

rgδg).r = j(
∑
g∈G

rgδg)(r), para todo
∑
g∈G

rgδg ∈ A e r ∈ R.

Além disso, R é um (Rβ)op-módulo à esquerda via x.r = rx, para todo x ∈ (Rβ)op e

r ∈ R. De fato, R é um ((Rβ)op, A)-bimódulo, pois
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x.((
∑
g∈G

rgδg).r) = x.(
∑
g∈G

rgβg(r1g−1)) = (
∑
g∈G

rgβg(r1g−1))x

=
∑
g∈G

rgβg(r1g−1)βg(x1g−1) =
∑
g∈G

rgβg(rx1g−1)

= (
∑
g∈G

rgδg).(rx) = (
∑
g∈G

rgδg).(x.r).

Agora, definimos a aplicação θ : (Rβ)op −→ EndA(R) dada por θ(x)(r) = x.r =

rx. Como

θ(x)((
∑
g∈G

rgδg).r) = x.((
∑
g∈G

rgδg).r) = (
∑
g∈G

rgδg).(x.r) = (
∑
g∈G

rgδg).(θ(x)(r))

então θ está bem definida, isto é, θ(x) é A-linear à esquerda. Uma simples verificação

mostra que θ é um homomorfismo de C(R)β-álgebras. Definimos a aplicação θ̃ :

EndA(R) −→ (Rβ)op por θ̃(f) = f(1R) . Note que,

βg(f(1R)1g−1) = (1gδg).f(1R) = f((1gδg).1R) = f(βg(1R1g−1))

= f(1g) = f(1g1R) = 1gf(1R) = f(1R)1g,

pois f é A-linear à esquerda e 1g é central. Logo, θ̃ está bem definida. Claramente,

θ̃ é inversa de θ. Portanto, θ é um isomorfismo de C(R)β-álgebras.

Etapa 4: Finalmente, mostremos que R é uma extensão de Galois de Rβ, Rβ é

uma álgebra de Azumaya e C(Rβ) = C(R)β.

Temos por hipótese que A é uma álgebra H-separável sobre R, pela Etapa 3

temos que R é um A-módulo à esquerda e, além disso, R é naturalmente um gerador

na categoria dos R-módulos à esquerda. Então, pelo Lema 1.5.9, segue que R é um

gerador na categoria dos A-módulos à esquerda. Pelo Teorema 1.6.9, segue que R é

uma extensão de Galois de Rβ.

Mostremos que Rβ é uma álgebra de Azumaya e C(Rβ) = C(R)β. Como R é uma

extensão de Galois de Rβ então pelo Teorema 1.6.9 temos que A ' End(R)Rβ . Além

disso, é fácil ver que End(R)Rβ ⊂ EndC(R)β(R) e, sendo assim, A ⊂ EndC(R)β(R)

como C(R)β-subálgebra. Pela etapa 1 temos que A é Azumaya sobre C(R)β, assim

C(A) = C(R)β. Pelo Teorema 1.5.7 segue que CEnd
C(R)β

(R)(A) é Azumaya sobre
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C(R)β e CEnd
C(R)β

(R)(CEnd
C(R)β

(R)(A)) = A. Mas, pela etapa 3, CEnd
C(R)β

(R)(A) =

EndA(R) ' (Rβ)op. Logo, (Rβ)op é Azumaya sobre C(R)β = C(A), o que implica

que Rβ é Azumaya sobre C(R)β = C(A) e assim C(Rβ) = C(A) = C(R)β.

(3) =⇒ (1) Suponha que R é uma extensão de Galois de Rβ e Rβ é Azumaya sobre

C(A). Como R é uma extensão de Galois de Rβ então, pelo Teorema 1.6.9, segue

que R é um Rβ-módulo à direita projetivo finitamente gerado e A ' End(R)Rβ

como anéis e portanto como C(R)β-álgebras. Além disso, como Rβ é Azumaya

sobre C(A) então, pelo Teorema 1.5.5 temos que Rβ é um C(A) = C(Rβ)-módulo

projetivo finitamente gerado. Mais ainda, uma vez que C(A) = C(Rβ) ⊂ R então

pelo Lema 2.1.3 temos que C(R)β = C(A) = C(R)β. Assim, comoR é umRβ-módulo

à direita projetivo finitamente gerado e Rβ é um C(R)β-módulo projetivo finitamente

gerado então R é um C(R)β-módulo projetivo finitamente gerado. Claramente R é

um gerador na categoria dos C(R)β-módulos. Logo, pelo Teorema 1.5.6 segue que

EndC(R)β(R) é uma álgebra Azumaya sobre C(R)β, dáı C(EndC(R)β(R)) = C(R)β.

Finalmente, End(R)Rβ = CEnd
C(R)β

(R)(R
β). Basta observar que End(R)Rβ é uma

subálgebra de EndC(R)β(R) e um (Rβ, Rβ)-bimódulo via

(xf)(r) = f(rx) e (fx)(r) = f(r)x,

para toda f ∈ End(R)Rβ , x ∈ Rβ e r ∈ R.

Temos que EndC(R)β(R) é uma álgebra de Azumaya sobre C(R)β e Rβ é uma

álgebra de Azumaya sobre C(A) (C(A) = C(Rβ) ⊂ R ⇐⇒ C(A) = C(R)β). Pelo

Teorema 1.5.7 temos que CEnd
C(R)β

(R)(R
β) é Azumaya. Assim, CEnd

C(R)β
(R)(R

β) =

End(R)Rβ é Azumaya. Como R é uma extensão de Galois de Rβ então pelo Teo-

rema 1.6.9 segue que A ' End(R)Rβ . Logo, A é Azumaya e C(A) ⊂ R.

(1) =⇒ (4) Suponha que A é Azumaya e C(A) ⊂ R então como (1) ⇐⇒ (2) ⇐⇒
(3) segue que Rβ é uma C(A)-álgebra de Azumaya (C(A) = C(Rβ) ⊂ Rβ). Pelo

Teorema 1.5.7 segue que CA(Rβ) é uma C(A)-álgebra de Azumaya e A ' Rβ ⊗C(A)

CA(Rβ).

Mostremos que CA(Rβ) = CR(Rβ) ?β G = R
′
?β′ G, com R

′
= CR(Rβ). Com

efeito, R′ é β-invariante pelo Lema 2.1.5 e claramente 1g ∈ R
′
, para todo g ∈ G.

É imediato ver que β
′
= β |R′= ({E ′

g = R
′
1g}g∈G, {βg |E′

g−1
}g∈G) é uma ação de G

sobre R′. Além disso, observe que R
′
= R

′
1R = R

′ ⊕
e∈G0

1e =
⊕

e∈G0

R
′
1e =

⊕
e∈G0

E
′
e.
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Agora, se x =
∑
g∈G

xgδg ∈ CA(Rβ) então xy = yx, para todo y ∈ Rβ, ou equiva-

lentemente,

(
∑
g∈G

xgδg)y = y(
∑
g∈G

xgδg), para todo y ∈ Rβ

⇐⇒
∑
g∈G

xgβg(y1g−1)δg =
∑
g∈G

yxgδg, para todo y ∈ Rβ

⇐⇒
∑
g∈G

xgyδg =
∑
g∈G

yxgδg, para todo y ∈ Rβ

⇐⇒ xgy = yxg, para todo g ∈ G e y ∈ Rβ.

Mas, isto é equivalente a dizer que xg ∈ CR(Rβ) ∩ Eg = R
′ ∩ Eg = R

′
1g = E

′
g

ou ainda x =
∑
g∈G

xgδg ∈
⊕
g∈G

E ′
gδg = R′ ?β′ G. Portanto, CA(Rβ) = R

′
?β′ G. Assim,

R
′
?β′G é uma C(A)-álgebra de Azumaya e C(R

′
?β′G) = C(A) = C(Rβ) ⊂ CR(Rβ) =

R
′
. Logo, por (1) =⇒ (3) temos que R′ = CR(Rβ) é uma extensão de Galois sobre

(R
′
)β

′
= C(Rβ) = C(A).

(4) =⇒ (3) Basta observar que como CR(Rβ) é uma extensão de Galois de C(A)

então existem elementos {xi, yi ∈ CR(Rβ) | 1 ≤ i ≤ n} tais que
n∑

i=1

xiβg(yi1g−1) =

δe,g1e, para todo g ∈ G e e ∈ G0. Mas, CR(Rβ) ⊂ R donde segue que R é uma

extensão de Galois de Rβ. 2

Observação 2.1.7. Pelo Teorema 2.1.6 é claro que se A é Azumaya e C(A) ⊆ R

então R
′

= CR(Rβ) é uma álgebra de Galois sobre (R
′
)β

′
= C(Rβ) = C(A), pois

C(Rβ) ⊆ C(R
′
).

O teorema seguinte nos dá uma caracterização para as álgebras de Galois.

Teorema 2.1.8. Se R é uma extensão de Galois sobre Rβ e E
β(e)
e ⊆ C(Ee), para

todo e ∈ G0, então para cada e ∈ G0 existem {ve,i | 1 ≤ i ≤ me} idempotentes dois

a dois ortogonais em C(Ee) e subgrupos Hi ⊂ Ge tais que Eeve,i é uma álgebra de

Galois central com grupo de Galois Hi para cada 1 ≤ i ≤ me e Ee =
me⊕
i=1

Eeve,i ou

Ee = (
me⊕
i=1

Eeve,i)⊕ C(Ee)ve, onde ve = 1e −
me∑
i=1

ve,i e C(Ee)ve = Eeve é uma álgebra

de Galois comutativa com grupo Ge |C(Ee)ve' Ge. Neste caso,

R =
⊕

e∈G0

(
me⊕
i=1

Eeve,i) ou R =
⊕

e∈G0

(
me⊕
i=1

Eeve,i ⊕ Cve).
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A demonstração deste teorema é uma consequência dos resultados seguintes:

Teorema 2.1.9. ([25, Teorema 3.8]) Sejam R um anel comutativo e B uma álgebra

de Galois sobre R com grupo de Galois G. Então existem idempotentes dois a dois

ortogonais {ei | 1 ≤ i ≤ m, para algum inteiro m} em C(B) e subgrupos Hi de G tais

que Bei é uma álgebra de Galois central com grupo de Galois Hi para cada 1 ≤ i ≤ m

e B =
m⊕

i=1

Bei ou B =
m⊕

i=1

Bei⊕Ce, onde e = 1−
m∑

i=1

ei e C(B)e = Be é uma álgebra

de Galois comutativa com grupo de Galois G |Ce' G.

Lema 2.1.10. Se R é uma extensão de Galois sobre Rβ então Ee é uma extensão

de Galois de E
β(e)
e com grupo de Galois Ge.

Demonstração: Se R é uma extensão de Galois de Rβ então existem xi, yi ∈ R,

1 ≤ i ≤ m tais que:∑
1≤i≤m

xiβg(yi1g−1) = δg,e1e, para todo e ∈ G0 e g ∈ G.

Para cada e ∈ G0 tome x
′
i = xi1e e y

′
i = yi1e. Então, para todo g ∈ Ge temos∑

1≤i≤m

x
′
iβg(y

′
i1g−1) =

∑
1≤i≤m

xi1eβg(yi1e1d(g)) =
∑

1≤i≤m

xiβg(yi1e) = δg,e1e = δg,e.

Portanto, Ee é uma extensão de Galois de E
β(e)
e . 2

Demonstração do Teorema 2.1.8:

Pela Observação 1.6.4, Rβ ⊆
⊕

e∈G0

E
β(e)
e e por hipótese E

β(e)
e ⊆ C(Ee), para todo

e ∈ G0. Logo, Rβ ⊆
⊕

e∈G0

E
β(e)
e ⊆

⊕
e∈G0

C(Ee) = C(R). Desta forma Rβ ⊆ C(R) e

portanto R é uma álgebra de Galois sobre Rβ.

Como R é uma extensão de Galois de Rβ segue do Lema 2.1.10 que Ee é uma

extensão de Galois sobre E
β(e)
e . Por hipótese E

β(e)
e ⊆ C(Ee), para todo e ∈ G0, e

consequentemente Ee é uma álgebra de Galois sobre E
β(e)
e .

Para cada e ∈ G0, Ge é um grupo e então pelo Teorema 2.1.9 temos que existem

{ve,i | 1 ≤ i ≤ me} idempotentes dois a dois ortogonais em C(Ee) e subgrupos

Hi ⊂ Ge tais que Eeve,i é uma álgebra de Galois central com grupo de Galois Hi

para cada 1 ≤ i ≤ me e Ee =
me⊕
i=1

Eeve,i ou Ee = (
me⊕
i=1

Eeve,i) ⊕ C(Ee)ve, onde
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ve = 1e −
me∑
i=1

ve,i e C(Ee)ve = Eeve é uma álgebra de Galois comutativa com grupo

Ge |C(Ee)ve' Ge.

Uma vez que R =
⊕

e∈G0

Ee então

R =
⊕

e∈G0

(
me⊕
i=1

Eeve,i) ou R =
⊕

e∈G0

(
me⊕
i=1

Eeve,i ⊕ Cve).

2

O teorema acima nos será extremamente útil para complementar a descrição do

skew anel de grupóide A = R ?β G. Recordemos (conforme vimos na demonstração

do Teorema 2.1.6) que G age sobre R
′
= CR(Rβ) via a restrição de β a R

′
, isto é,

β
′
= β |R′= ({E ′

g = R
′
1g}g∈G, {βg |E′

g
}g∈G). Recordemos também que R

′
=

⊕
e∈G0

E
′
e.

Teorema 2.1.11. Se A é Azumaya com C(A) ⊂ R e (E
′
e)

β
′
(e) ⊆ C(E

′
e), para todo

e ∈ G0, então

A '
⊕

e,f∈G0

⊕
i,j

Rβ ⊗C(A) Hom(E
′
eve,i, E

′

fvf,j), com 1 ≤ i ≤ me e 1 ≤ j ≤ mf ,

ou

A '
⊕

e,f∈G0

Rβ ⊗C(A) Hom((
me⊕
i=1

E
′
eve,i)⊕ Cve, (

mf⊕
j=1

E
′

fvf,j)⊕ Cvf,j).

Demonstração: Como A é uma álgebra de Azumaya e C(A) ⊂ R então pelo

Teorema 2.1.6 temos que

A ' Rβ ⊗C(A) (R′ ?β′ G).

e R
′
é uma extensão de Galois de (R

′
)β

′
= C(Rβ) = C(A).

Pelo Teorema 1.6.9, temos que R′ é um C(A)-módulo à direita projetivo fini-

tamente gerado e a aplicação j : R′ ?β′ G −→ EndC(A)(R
′) é um isomorfismo de

K-álgebras e de C(A)-módulos. Logo,

A ' Rβ ⊗C(A) EndC(A)(R
′).

Mais ainda, pelo Teorema 2.1.8 temos que
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R′ =
⊕

e∈G0

(
me⊕
i=1

E
′
eve,i) ou R′ =

⊕
e∈G0

(
me⊕
i=1

E
′
eve,i ⊕ Cve).

Portanto,

A ' Rβ ⊗C(A) EndC(A)(
⊕
e∈G0

(
me⊕
i=1

E
′

eve,i))

'
⊕

e,f∈G0

⊕
i,j

Rβ ⊗C(A) HomC(A)(E
′

eve,i, E
′

fvf,j) com 1 ≤ i ≤ me e 1 ≤ j ≤ mf ,

ou

A ' Rβ ⊗C(A) EndC(A)(
⊕
e∈G0

(
me⊕
i=1

E
′

eve,i ⊕ Cve))

'
⊕

e,f∈G0

Rβ ⊗C(A) HomC(A)((
me⊕
i=1

E
′

eve,i)⊕ Cve, (

mf⊕
j=1

E
′

fvf,j)⊕ Cvf,j)

. 2

2.2 Ação de G sobre R?βG e estruturas relacionadas

Dividimos esta seção em duas subseções. Na primeira investigamos condições

necessárias e suficientes sob as quais uma ação de um grupóide finito G sobre uma

K-álgebra unitária R induz uma ação de G sobre o skew anel de grupóide A = R?βG.

Também investigamos quando o skew anel de grupóide é uma extensão de Galois de

sua parte fixa pela respectiva ação de G. Esses resultados foram inspirados em [24].

Agora, uma vez que G age sobre A então podemos construir o skew do skew. Na

segunda subseção mostraremos que este duplo skew é, na realidade, ainda um skew.

2.2.1 Skew anéis de grupóide que são extensões de Galois

Em [24] Szeto e Xue mostram que se G é um grupo finito agindo por automor-

fismos sobre um anel R então podemos induzir uma ação de G sobre o skew anel de

grupo (R ? G). Mais ainda, os autores mostram que R é uma extensão de Galois de

RG (o subanel dos elementos invariantes pela ação de G) se e somente se R ? G é
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uma extensão de Galois de sua parte fixa pela respectiva ação de G. Nosso objetvo

nesta seção é generalizar estes resultados para o caso de ação de grupóide. Mais

explicitamente, consideremos o grupo dos automorfismos internos G
′

de R ? G in-

duzidos pelos elementos de G, isto é, g
′
(x) = gxg−1, para todo g ∈ G e x ∈ R ? G.

É fácil ver que a restrição de G
′
à R coincide com G. Logo, é claro que se R é uma

extensão de Galois de RG então R ? G é uma extensão de Galois de (R ? G)G
′

com

as mesmas constantes de Galois. Além disso, Szeto e Xue mostram em [24] que a

rećıproca também vale, ou seja,

Teorema 2.2.1. ([24, Teorema 3.1]) Se R?G é uma extensão de Galois de (R?G)G
′

então R é uma extensão de Galois de RG.

Iniciaremos exibindo condições necessárias e suficientes sobre o grupóide G sob as

quais uma ação de G sobre uma K-álgebra R induz uma ação de G sobre A = R?βG.

Vamos trabalhar na seguinte situação: G um grupóide finito, R uma álgebra com

unidade sobre um anel comutativo K e β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é uma ação de G

sobre R tal que para cada e ∈ G0, Ee tem unidade e R =
⊕

e∈G0

Ee.

Queremos construir uma ação do grupóide G sobre A = R ?β G. Faremos isto

de forma gradativa. Começaremos por definir para cada x ∈ A e g ∈ G a seguinte

aplicação:

β∗g(x) := 1gδgx1g−1δg−1 .

Note primeiramente que, tomando x = rhδh ∈ A temos

(1gδg)(rhδh) =

{
βg(rh1g−1)δgh, se (g, h) ∈ G2

0, caso contrário.

Suponha que (g, h) ∈ G2, isto é, d(g) = r(h) então

(1gδg)(rhδh)(1g−1δg−1) =

{
βg(rh1g−1)βgh(1g−11(gh)−1)δghg−1 , se (gh, g−1) ∈ G2

0, caso contrário.

Note que, (gh, g−1) ∈ G2 se e somente se d(h) = d(gh) = r(g−1) = d(g).

Além disso, sabemos que Eg−1 = Ed(g), para todo g ∈ G, e se h ∈ Gd(g) então

E(gh)−1 = Ed(gh) = Ed(h) = Ed(g) = Eg−1 . Assim, 1g−1 = 1(gh)−1 e βgh(1g−11(gh)−1) =
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βgh(1(gh)−1) = 1gh. Mas, Egh = Er(gh) = Er(g) = Eg, dáı 1gh = 1g. Logo,

βgh(1(gh)−1) = 1gh = 1g. Desta forma, obtemos

β∗g(rhδh) =

{
βg(rh1g−1)δghg−1 , se h ∈ Gd(g)

0, caso contrário.

Observe que, βg(rh1g−1) ∈ Eg = Er(g), r(ghg
−1) = r(g) e d(ghg−1) = d(g−1) =

r(g). Assim, ghg−1 ∈ Gr(g) e desta forma β∗g(rhδh) ∈ Er(g) ?β(r(g))
Gr(g).

Em geral, Ae = Ee ?β(e)Ge não é um ideal de A, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.2. Seja G = {g, g−1, r(g), d(g)} e R = Ke1⊕Ke2⊕Ke3⊕Ke4, onde K

é um anel comutativo e e1, e2, e3, e4 são idempotentes centrais dois a dois ortogonais

com soma 1R. Tome Eg = Ke3 ⊕ Ke4, Eg−1 = Ke1 ⊕ Ke2, Er(g) = Ke3 ⊕ Ke4,

Ed(g) = Ke1 ⊕ Ke2, βr(g) = IdEr(g)
, βd(g) = IdEd(g)

, βg(xe1 + ye2) = xe3 + ye4,

βg−1(xe3 + ye4) = xe1 + ye2 e note que β = ({Eh}h∈G, {βh}h∈G) é uma ação de G

sobre R. Além disso, é fácil verificar que Ar(g) não é um ideal de A.

Dados x, y ∈ A nem sempre β∗g(xy) = β∗g(x)β
∗
g(y), para todo g ∈ G como mostra

o seguinte exemplo

Exemplo 2.2.3. Considere G, R e β como no exemplo acima. Então temos que

β∗r(g)((rgδg)(rg−1δg−1)) = β∗r(g)(rgβg(rg−1)δr(g)) = βr(g)(rgβg(rg−1))δr(g) = rgβg(rg−1)δr(g).

Por outro lado, β∗r(g)(rgδg) = 0 = β∗r(g)(rg−1δg−1). Portanto,

β∗r(g)((rgδg)(rg−1δg−1)) = rgβg(rg−1)δr(g) 6= 0 = β∗r(g)(rgδg)β
∗
r(g)(rg−1δg−1).

A próxima proposição exibe condições necessárias e suficientes sobre o grupóide

G, sob as quais β∗g(xy) = β∗g(x)β
∗
g(y), para todo x, y ∈ A e para todo g ∈ G.

Proposição 2.2.4. Para todo g ∈ G, β∗g ∈ End(A) se e somente se o grupóide G

satisfaz a seguinte condição: g, h ∈ Ge, para algum e ∈ G0 se e somente se gh ∈ Ge.

Demonstração: Sejam g ∈ G, xhδh e ylδl ∈ A. Suponha que d(h) = r(l), isto é,

(h, l) ∈ G2. Assim, (xhδh)(ylδl) = xhβh(yl1h−1)δhl. Então pela definição de β∗g temos

que

β∗g((xhδh)(ylδl)) =

{
βg(xhβh(yl1h−1)1g−1)δghlg−1 , se hl ∈ Gd(g)

0, caso contrário.
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Por outro lado,

β∗g(xhδh) =

{
βg(xh1g−1)δghg−1 , se h ∈ Gd(g)

0, caso contrário,

e

β∗g(ylδl) =

{
βg(yl1g−1)δglg−1 , se l ∈ Gd(g)

0, caso contrário.

Suponha que h, l ∈ Gd(g) (isto é, d(h)=r(h)=d(l)=r(l)=d(g)). Então,

β∗g(xhδh)β
∗
g(ylδl) = βg(xh1g−1)δghg−1βg(yl1g−1)δglg−1

= βg(xh1g−1)βghg−1(βg(yl1g−1)1(ghg−1)−1)δghg−1glg−1 .

Agora como E(ghg−1)−1 = Ed(ghg−1) = Ed(g−1) = Er(g) = Eg então 1(ghg−1)−1 = 1g. Dáı,

β∗g(xhδh)β
∗
g(ylδl) = βg(xh1g−1)βghg−1(βg(yl1g−1))δghd(g)lg−1

= βg(xh1g−1)βgh(yl1g−1)δghlg−1 .

Note que, yl1g−1 ∈ El ∩Eg−1 = Er(l) ∩Ed(g) = Ed(g) = Ed(h) = Eh−1 e Eg−1 = Ed(g) =

Ed(h) = Eh−1 , e assim 1g−1 = 1h−1 . Logo,

β∗g(xhδh)β
∗
g(ylδl) = βg(xhβh(yl1g−1)1g−1)δghlg−1 .

Portanto,

β∗g(xhδh)β
∗
g(ylδl) =

{
βg(xhβh(yl1h−1)1g−1)δghlg−1 , se h, l ∈ Gd(g)

0, caso contrário.

Logo, β∗g((xhδh)(ylδl)) = β∗g(xhδh)β
∗
g(ylδl) se e somente se a seguinte condição é sa-

tisfeita: h, l ∈ Gd(g) se e somente se hl ∈ Gd(g). Uma vez que podemos considerar

G0 = {d(g) | g ∈ G} o resultado está provado. 2

O próximo lema dá uma condição equivalente para que o grupóide G satisfaça a

propriedade requerida na Proposição 2.2.4. Essa caracterização será muito impor-

tante no que segue.

Lema 2.2.5. As seguintes afirmações são equivalentes:
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(1) G satisfaz: g, h ∈ Ge, para algum e ∈ G0 se e somente se gh ∈ Ge,

(2) Todo elemento g ∈ G pertence a Ge, para algum e ∈ G0. Neste caso, G é a

união disjunta dos Ge’s, G =
⋃

e∈G0

Ge.

Demonstração: (1) =⇒ (2) Suponha que g, h ∈ Ge para algum e ∈ G0 se e somente

se gh ∈ G0. Seja l ∈ G então, r(l) = ll−1 ∈ Gr(l). Assim, pela hipótese, segue que

l ∈ Gr(l) e claramente r(l) ∈ G0.

(2) =⇒ (1) Suponha que todo elemento g ∈ G pertence a Ge, para algum e ∈ G0.

Mostremos que (1) vale. De fato, sejam g, h ∈ Ge, para algum e ∈ G0. Logo,

d(g) = r(g) = e = d(h) = r(h). Como d(gh) = d(h) = e = r(g) = r(gh) então

gh ∈ Ge.

Reciprocamente, sejam g, h ∈ G tais que gh ∈ Ge, para algum e ∈ G0. Dáı,

d(gh) = r(gh) = e. Mas, d(gh) = d(h) e r(gh) = r(g). Assim, d(h) = e = r(g).

Porém, como g, h ∈ G então, por hipótese, g ∈ Gf1 e h ∈ Gf2 , com f1, f2 ∈ G0.

Desta forma, como d(h) = e = r(g) segue que f1 = f2 = e. Portanto, g, h ∈ Ge. 2

Nesta seção estamos tratando de grupóides finitos, porém o Lema 2.2.5 vale para

um grupóide qualquer, não necessariamente finito. Claramente o grupóide dado

no Exemplo 1.1.10 satisfaz as condições equivalentes do Lema 2.2.5, assim como o

exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.6. Seja G = {1, 2, · · · , n}, com G2 = {(i, i) | i ∈ G} e ii = i = i−1.

Então é imediato que G é um grupóide satisfazendo as condições equivalentes do

Lema 2.2.5.

Recordemos (seção 3 do caṕıtulo 1) que β(e) = ({Eg}g∈Ge , {βg}g∈Ge) é uma ação

do grupo Ge sobre o anel Ee, onde Eg = Er(g) = Ee, para todo g ∈ Ge e que

Ae = Ee ?β(e)
Ge =

⊕
g∈Ge

Eeδg é o skew anel de grupo correspondente. O resultado

abaixo mostra, entre outras coisas, que se G =
⋃

e∈G0

Ge então Ae é um ideal de A.

Lema 2.2.7. Se G =
⋃

e∈G0

Ge então

(1) Ae é um ideal de A,

(2) A =
⊕

e∈G0

Ae,
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(3) Ae tem unidade 1eδe.

Demonstração: (1) Sejam x = rgδg ∈ Ae e y = rhδh ∈ A. Então, g ∈ Ge e h ∈ G.

Mas, como G =
⋃

e∈G0

Ge então h ∈ Gf , para algum f ∈ G0. Assim,

xy = (rgδh)(rhδh) =

{
rgβg(rh1g−1)δgh, se (g, h) ∈ G2

0, caso contrário.

Note que (g, h) ∈ G2 se e somente se d(g) = r(h) = e. Dáı, e = f . Desta forma,

xy = (rgδhg)(rhδh) =

{
rgβg(rh1g−1)δgh, se e = f

0, caso contrário.

Em ambos os casos temos que xy ∈ Ae, uma vez que Ee é um ideal de R, e se

g, h ∈ Ge então gh ∈ Ge. Analogamente, yx ∈ Ae. Portanto, Ae é um ideal de A.

(2) Basta notarmos que, neste caso, A =
⊕
g∈G

Egδg =
⊕

e∈G0

(
⊕

g∈Ge

Egδg) =
⊕

e∈G0

Ae.

(3) É fácil verificar que 1eδe é unidade de Ae para todo e ∈ G0. 2

No restante deste caṕıtulo vamos supor que G =
⋃

e∈G0

Ge. Nestas condições a

ação de G sobre A esta dada na proposição seguinte.

Proposição 2.2.8. O par β∗ = ({Ag}g∈G, {β∗g}g∈G) é uma ação de G sobre A, onde

para cada g ∈ G, Ag := Ar(g) e β∗g : Ad(g) −→ Ar(g) dada por β∗g(rhδh) = βg(rh)δghg−1.

Além disso, A =
⊕

e∈G0

Ae e β∗ |R= β.

Demonstração: Sabemos pelo Lema 2.2.7 (1) e (3) que para cada g ∈ G, Ar(g)

é um ideal unitário de A com elemento identidade dado por 1r(g)δr(g). Mais ainda,

pela Proposição 2.2.4 temos que β∗g(xy) = β∗g(x)β
∗
g(y), para todo x, y ∈ Ad(g) para

todo g ∈ G. Logo, β∗g é um homomorfismo de K-álgebras. Para vermos que β∗g é um

isomorfismo de K-álgebras basta observarmos que β∗gβ
∗
g−1 = IAr(g)

e β∗g−1β∗g = IAd(g)
.

Neste caso, como g ∈ Ge, para algum e ∈ g0 então d(g) = e = r(g). Assim,

β∗g : Ae −→ Ae.

Agora, note que dado rhδh ∈ Ae temos que

β∗e (rhδh) = βe(rh1e)δehe = rhδh,
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pois h ∈ Ge. Logo, β∗e = IAe , para todo e ∈ G0.

Sejam g, h ∈ G tais que (g, h) ∈ G2, isto é, g, h ∈ Ge, para algum e ∈ G0. Então,

dado rlδl ∈ Ae temos

β∗g(β
∗
h(rlδl)) = β∗g(βh(rl1h−1)δhlh−1) = βg(βh(rl1h−1)1g−1)δghlh−1g−1 .

Mas, rl ∈ El e Eh−1 = Ed(h) = Ee. Assim, rl1h−1 = rl1e = rl. Mais ainda,

β(rl) ∈ Eh = Er(h) = E(g) = Eg−1 . Logo, βh(rl)1g−1 = βh(rl). Então,

β∗g(β
∗
h(rlδl)) = βg(βh(rl))δghl(gh)−1 = βgh(rl)δghl(gh)−1 = β∗gh(rlδl).

Portanto, β∗ é uma ação de G sobre A. Pelo Lema 2.2.7 (2) temos que A =⊕
e∈G0

Ae.

Finalmente, sejam r ∈ R e g ∈ G Então, r =
∑

f∈G0

r1fδf e g ∈ Ge, para algum

e ∈ G0. Assim,

β∗g(
∑
f∈G0

r1fδf1eδe) = β∗g(r1eδe) = βg(r1e1g−1)δgeg−1

= βg(r1g−1)δgg−1 = βg(r1g−1)δr(g)

= βg(r1g−1)δe.

Por outro lado, βg(r1g−1) pode ser visto em A da seguinte forma:

βg(r1g−1)
∑

e∈G0

1eδe =
∑

e∈G0

βg(r1g−1)1eδe = βg(r1g−1)δr(g) = βg(r1g−1)δe,

pois βg(r1g−1)1e ∈ Eg ∩ Ee = Er(g) ∩ Ee e R =
⊕

e∈G0

Ee. Portanto, β∗ |R= β. 2

Definimos, o subanel dos elementos invariantes de A sobre a ação β∗ por

Aβ∗ = {x ∈ A | β∗g(x1d(g)δd(g)) = x1r(g)δr(g), para todo g ∈ G}.

Como consequência imediata do que vimos acima temos que se R é uma extensão

de Galois de Rβ então A é uma extensão de Galois de Aβ∗ . A seguir veremos alguns

lemas que vão nos permitir provar a rećıproca disto. O próximo lema mostra a

relação existente entre Rβ (resp., Aβ∗) e
⊕

e∈G0

E
β(e)
e (resp.,

⊕
e∈G0

A
β∗
(e)

e ).
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Lema 2.2.9. As seguintes afirmações valem:

(1) Rβ =
⊕

e∈G0

E
β(e)
e ,

(2) Aβ∗ =
⊕

e∈G0

A
β∗
(e)

e .

Demonstração: (1) Seja x =
∑

e∈G0

xe ∈ Rβ. Assim, βg(x1g−1) = x1g, para todo

g ∈ G. Isso implica que β(xd(g)) = xr(g), para todo g ∈ G. Mas, G =
⋃

e∈G0

Ge e então

g ∈ Ge, para algum e ∈ G0. Logo, d(g) = e = r(g) e βg(xe) = xe, para todo g ∈ G.

Em particular, βh(xe) = xe, para todo h ∈ Ge. Desta forma, xe ∈ E
β(e)
e , para todo

e ∈ G0. Portanto, x =
∑

e∈G0

xe ∈
∑

e∈G0

E
β(e)
e .

Reciprocamente, seja xe ∈ E
β(e)
e . Mostremos que xe ∈ Rβ. Seja g ∈ G =

⋃
e∈G0

Ge,

o que implica que g ∈ Gf , para algum f ∈ G0. Se e = f então g ∈ Ge. Dáı,

βg(xe1g−1) = βg(xe) = xe1g = xe. Agora, se e 6= f então xe1g−1 , xe1g ∈ Ee∩Ef = {0}.
Donde segue que βg(xe1g−1) = βg(0) = 0 = xe1g. Portanto, βg(xe1g−1) = xe1g, para

todo g ∈ G, e assim xe ∈ Rβ.

(2) Decorre da Proposição 2.2.8 e de (1). 2

Já sab́ıamos pela Observação 1.6.4 que R ⊂
⊕

e∈G0

E
β(e)
e no lema anterior mostramos

que se G =
⋂

e∈G0

Ge então vale a igualdade.

Lema 2.2.10. Se A é uma extensão de Galois de Aβ∗ então Ae é uma extensão de

Galois de A
β∗
(e)

e , para todo e ∈ G0.

Demonstração: Decorre da Proposição 2.2.8 e do Lema 2.1.10. 2

Teorema 2.2.11. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) R é uma extensão de Galois de Rβ,

(2) A é uma extensão de Galois de Aβ∗.

Demonstração: (1) =⇒ (2) Já visto.
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(2) =⇒ (1) Se A é uma extensão de Galois de Aβ∗ então pelo Lema 2.2.10 temos

que Ae é uma extensão de Galois de A
β∗
(e)

e . Como, para cada e ∈ G0, Ge é um grupo

então pelo Teorema 2.2.1 temos que Ee é uma extensão de Galois de E
β(e)
e . Logo,

para cada e ∈ G0 existem {xe,i, ye,i ∈ Ee | 1 ≤ i ≤ n} tais que

n∑
i=1

xe,iβg(ye,i) = δg,e1e, para todo g ∈ Ge.

Considere, xi =
∑

e∈G0

xe,i ∈ R e yi =
∑

e∈G0

ye,i ∈ R, 1 ≤ i ≤ n. Mostremos que

{xi, yi ∈ R | 1 ≤ i ≤ n} são as coordenadas de Galois de R sobre Rβ. Observe

primeiramente que, xi1g = (
∑

e∈G0

xe,i)1r(g) = xr(g),i e yi1g−1 = (
∑

e∈G0

ye,i)1d(g) = yd(g),i.

Agora, seja g ∈ G então g ∈ Gf , para algum f ∈ G0. Então, d(g) = f = r(g) e dáı

n∑
i=1

xiβg(yi1g−1) =
n∑

i=1

x1gβg(y1d(g)) =
n∑

i=1

xi1r(g)βg(yi1f )

=
n∑

i=1

xi1fβg(yf,i) =
n∑

i=1

xf,iβg(yf,i) = δg,f1f

para todo g ∈ G e f ∈ G0. Portanto, R é uma extensão de Galois de Rβ. 2

Observação 2.2.12. Com isso mostramos que a generalização do Teorema 2.2.1

de Szeto e Xue só é posśıvel no caso em que G é a união disjunta de seus grupos

principais.

2.2.2 O Duplo Skew Anel de Grupóide

Sejam G, R e β como na seção anterior. Então sabemos que

β∗ = ({Ag}g∈G, {β∗g}g∈G)

é uma ação de G sobre A. Por conseguinte, podemos construir o skew anel de

grupóide, A?β∗G =
⊕
g∈G

Agδ
∗
g , onde δ∗g ’s são śımbolos, a soma é usual e a multiplicação

é definida naturalmente por:

(xgδgδ
∗
g′

)(yhδhδ
∗
h′

) =

{
xgδgβ

∗
g′

(yhδh1d(g′ )δd(g′ )))δ
∗
g′h′

, se (g
′
, h

′
) ∈ G2

0, caso contrário.
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Como G =
⋃

e∈G0
Ge então (g

′
, h

′
) ∈ G2 se e somente se g

′
, h

′ ∈ Ge, para algum

e ∈ G0. Suponha que (g
′
, h

′
) ∈ G2. Em particular, d(g

′
) = e e, neste caso, temos

que

(xgδgδ
∗
g′

)(yhδhδ
∗
h′

) = xgδgβ
∗
g′

(yhδh1eδe)δ
∗
g′h′

.

Agora, observe que

yhδh1eδe =

{
yhδh, se e = d(h)

0, caso contrário.

Mas, h ∈ G =
⋃

e∈G0
Ge assim, e = d(h) se e somente se h ∈ Ge. Portanto,

(xgδgδ
∗
g′

)(yhδhδ
∗
h′

) =

{
xgδgβ

∗
g
′ (yhδh)δ

∗
g
′
h
′ , se g

′
, h

′
e h ∈ Ge

0, caso contrário.

No caso em que g
′
, h

′
e h ∈ Ge, em particular, temos que d(g

′
) = e e h ∈ Gd(g′ ).

Logo,

(xgδgδ
∗
g′

)(yhδhδ
∗
h′

) =

{
xgδgβg′ (yh1(g′ )−1)δg′h(g′ )−1δ∗g′h′ , se g

′
, h

′
e h ∈ Ge

0, caso contrário.

Agora, observe que yh ∈ Eh = Er(h) = Ee e 1(g′ )−1 = 1d(g′ ) = 1e. Assim,

yh1(g′ )−1 = yh e

xgδgβg′ (yh1(g′ )−1)δg′h(g′ )−1 =

{
xgβg(βg′ (yh)1g−1)δgg′h(g′ )−1 , se e = d(g)

0, caso contrário.

Novamente temos que e = d(g) se e somente se g ∈ Ge. Além disso, se g ∈ Ge

então 1g−1 = 1e e, neste caso, segue que yh1g−1 = yh.

Assim, do que vimos acima podemos concluir que

(xgδgδ
∗
g′

)(yhδhδ
∗
h′

) =

{
xgβgg′ (yh)δgg′h(g′ )−1δ∗g′h′ , se g, h, g

′
, h

′ ∈ Ge

0, caso contrário.

Definição 2.2.13. Sejam G e H grupóides. Uma aplicação θ : G −→ H é chamada

um homomorfismo de grupóides se:
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θ(gh) = θ(g)θ(h), para todo (g, h) ∈ G2.

Observação 2.2.14. Seja θ : G −→ H um homomorfismo de grupóides então

(1) θ(d(g)) = d(θ(g)) e θ(r(g)) = r(θ(g)),

(2) θ(g)−1 = θ(g−1).

De fato, θ(g) = θ(gd(g)) = θ(g)θ(d(g)). Logo, θ(d(g)) = d(θ(g)). Analoga-

mente, θ(r(g)) = r(θ(g)). Finalmente, d(θ(g)) = θ(d(g)) = θ(g−1g) = θ(g−1)θ(g) e

r(θ(g)) = θ(r(g)) = θ(gg−1) = θ(g)θ(g−1). Portanto, θ(g)−1 = θ(g−1). 2

Para cada e ∈ G0, g ∈ Ge denotemos θe
g o automorfismo interno de Ge, isto é,

θe
g(h) = ghg−1, para todo h ∈ Ge. Claramente, a aplicação θe : Ge −→ Aut(Ge)

dada por θe(g) = θe
g é um homorfismo de grupos. Veremos no lema a seguir que a

aplicação θ :
⋃

e∈G0

Ge −→
⋃

e∈G0

Aut(Ge) é claramente um homomorfismo de grupóides,

pois: θ(gh) = θe
gh = θe

gθ
e
h = θ(g)θ(h), para todo (g, h) ∈ G2.

Para cada e ∈ G0 temos que Ge oθe Ge é um grupo com multiplicação dada por

(g, h)(l, k) = (gθe
h(l), hk).

Para cada (g, h) ∈ Ge oθeGe consideremos γe
(g,h) : Ee −→ Ee dada por γe

(g,h)(r) =

βgh(r), para todo r ∈ Ee. Claramente, γe
(g,h) ∈ Aut(Ee).

Lema 2.2.15. A aplicação γe : GeoθeGe −→ Aut(Ee) definida por γe(g, h) = γe
(g,h),

para todo (g, h) ∈ Ge oθe Ge é um homomorfismo de grupos. Isto é, γe é uma ação

de Ge oθe Ge sobre Ee.

Demonstração: Note que γe
(e,e) = βee = βe = IEe , para todo e ∈ G0. Agora, sejam

((g, g
′
), (h, h

′
)) ∈ Ge oθe Ge então

γe
[(g,g′ )(h,h′ )]

= γe
(gθe

g
′ (h),g′h′ )

= βgθe

g
′ (h)g′h′ = βgg′h(g′ )−1g′h′

= βgg′hd(g′ )h′ = βgg′heh′ = βgg′hh′ = βgg′βhh′ = γe
(g,g′ )

γe
(h,h′ )

.

2

Denotemos por G̃ =
⋃

e∈G0

Ge oθe Ge. Pelo Lema 2.2.5 temos que G̃ é um grupóide

satisfazendo:

(g, g
′
), (h, h

′
) ∈ Ge oθe Ge se e somente se (g, g

′
)(h, h

′
) ∈ Ge oθe Ge.
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Além disso, se (g, h) ∈ G̃ então (g, h) ∈ Ge oθe Ge, para algum e ∈ G0. Logo,

g, h ∈ Ge e r(g, h) = (e, e) = d(g, h).

Proposição 2.2.16. O par γ = ({E(g,h)}(g,h)∈G̃, {γ(g,h)}(g,h)∈G̃) com E(g,h) = Ee e

γ(g,h) = γe
(g,h) é uma ação de G̃ sobre R, para todo e ∈ G0 tal que (g, h) ∈ Ge oθe Ge.

Demonstração: Seja (g, h) ∈ G̃ então (g, h) ∈ Ge oθe Ge, para algum e ∈ G0.

Logo, g, h ∈ Ge e dáı como β é uma ação de G sobre R temos que Ee = E(g,h) é

um ideal unitário de R com elemento identidade 1e. Como r(g, h) = (e, e) então

E(g,h) = Er(g,h). Além disso, claramente γ(g,h) = γe
(g,h) é um isomorfismo de K-

álgebras. Como [(g, g
′
), (h, h

′
)] ∈ G̃ se e somente se (g, g

′
), (h, h

′
) ∈ Ge oθe Ge, para

algum e ∈ G0, então segue imediatamente do Lema 2.2.15 que:

γ(e,e) = IEe e γ[(g,g
′
)(h,h

′
)] = γ(g,g

′
)γ(h,h

′
).

Portanto, γ é uma ação de G̃ sobre R. 2

Como pela Proposição 2.2.16 γ é uma ação de G̃ sobre a K-álgebra R podemos

construir o skew anel de grupóide R ?γ G̃. Sejam xδ(g,g′ ), yδ(h,h′ ) ∈ R ?γ G̃, com

x ∈ E(g,g′ ) e y ∈ E(h,h′ ). Então, (g, g
′
) ∈ Ge oθe Ge e (h, h

′
) ∈ Gf oθf Gf , com

e, f ∈ G0. Assim,

(xδ(g,g′ ))(yδ(h,h′ )) =

{
xγe

(g,g′ )
(y1e)δ(g,g′ )(h,h′ ), se [(g, g

′
), (h, h

′
)] ∈ G̃2

0, caso contrário.

Mas, [(g, g
′
), (h, h

′
)] ∈ G̃2 se e somente se (g, g

′
), (h, h

′
) ∈ Ge oθe Ge, isto é, se

e = f . Isto ocorre se e somente se g, g
′
, h, h

′ ∈ Ge. Suponha que g, g
′
, h, h

′ ∈ Ge.

Assim,

(xδ(g,g′ ))(yδ(h,h′ )) = xγe
(g,g′ )

(y1e)δ(gθe

g
′ (h),g′h′ )

= xβgg′ (y1e)δ(gg′h(g′ )−1,g′h′ ).

Portanto,

(xδ(g,g′ ))(yδ(h,h′ )) =

{
xβgg′ (y1e)δ(gg′h(g′ )−1,g′h′ ), se g, h, g

′
, h

′ ∈ Ge

0, caso contrário.
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Teorema 2.2.17. A aplicação ψ : (R?βG)?β∗G −→ R?γ G̃ definida por ψ(rδgδ
∗
g′

) =

rδ(g,g
′
), para todo g, g

′ ∈ G e r ∈ Eg, é um isomorfismo de K-álgebras unitárias.

Demonstração: Sejam xgδgδ
∗
g′

, yhδhδ
∗
h′
∈ (R ?β G) ?β∗ G. Então,

ψ((xgδgδ
∗
g′

)(yhδhδ
∗
h′

)) =

{
ψ(xgβg(βg′ (yh))δgg′h(g′ )−1δ∗g′h′ ), se g, h, g

′
, h

′ ∈ Ge

0, caso contrário.

Suponha que g, g
′
, h, h

′ ∈ Ge, para algum e ∈ G0. Dáı,

ψ((xgδgδ
∗
g′

)(yhδhδ
∗
h′

)) =ψ(xgβg(βg′ (yh))δgg′h(g′ )−1δ∗g′h′ )

= xgβg(β
∗
g′

(yh))δ(gg′h(g′ )−1,g′h′ )

= xgβgg
′ (yh)δ(gg

′
h(g

′
)−1,g

′
h
′
).

Por outro lado,

ψ(xgδgδ
∗
g′

)ψ(yhδhδ
∗
h′

) = xgδ(g,g′ )yhδ(h,h′ ) = xgβgg′ (yh)δ(gg′h(g′ )−1,g′h′ ).

Logo, ψ((xgδgδ
∗
g′

)(yhδhδ
∗
h′

)) = ψ(xgδgδ
∗
g′

)ψ(yhδhδ
∗
h′

) e, desta forma, ψ é um homo-

morfismo de anéis. Claramente, ψ(
∑

e∈G0

1eδeδ
∗
e) =

∑
e∈G0

1eδ(e,e). É fácil verificar que

ρ : R ?γ G̃ −→ (R ?β G) ?β∗ G definida por ρ(xδ(g,g′ )) = xδgδ
∗
g′

, para todo (g, g
′
) ∈ G̃

e x ∈ E(g,g′ ) é a inversa de ψ.Portanto, ψ é um isomorfismo de K-álgebras. 2
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Caṕıtulo 3

Dualidade para ação de grupóides

Neste caṕıtulo trataremos de generalizar os teoremas de dualidade para ação e

coação dados por Cohen e Montgomery em [11] para o caso de ação de grupóide.

Mais precisamente, mostraremos que (R ?β G)#KG∗ assim como (A#KG∗) ?β G

(onde A é uma K-álgebra graduada) não são K-álgebras unitárias mas contêm uma

K-subálgebra unitária isomorfa a uma soma direta de K-álgebras de matrizes.

3.1 Dualidade 1

Vamos trabalhar na seguinte situação: β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um

grupóide finito G sobre uma K-álgebra R tal que Ee é unitário para todo e ∈ G0.

Sabemos pela seção 3 do caṕıtulo 1 que A = R ?β G é uma K-álgebra graduada.

Logo, pelo Teorema 1.4.1 temos que A é um KG∗-módulo álgebra à esquerda e pela

Proposição 1.4.5 que A#KG∗ é um produto smash fraco. Recordemos também (veja

seção 1 do caṕıtulo 1) as seguintes notações:

Te = {g ∈ G | r(g) = e} e Se = {g ∈ G | d(g) = e}.

Proposição 3.1.1. As seguintes afirmações se verificam:

(1) A#KG∗ = (
⊕

r(g)=d(g)=r(h)

Egδg#vh)︸ ︷︷ ︸
B0

⊕ (
⊕

r(g) 6=d(g)=r(h)

Egδg#vh)︸ ︷︷ ︸
B1

⊕ (
⊕

d(g) 6=r(h)

Egδg#vh)︸ ︷︷ ︸
B2

,

como K-módulo.
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(2) B0 é uma K-álgebra unitária de A#KG∗ com elemento identidade w =
∑

e∈G0

we,

onde we = 1eδe#
∑
l∈Te

vl.

(3) B = B0 ⊕ B1 = (A#KG∗)(1A#1KG∗) é também uma subálgebra unitária de

A#KG∗.

(4) B2 é um ideal de A#KG∗ tal que B2(A#KG∗)B2 = 0. Em particular, B2
2 = 0

e A#KG∗ não é unitário.

Demonstração: (1) Sejam g, h ∈ G então ou r(g) = d(g) = r(h) ou r(g) 6= d(g) =

r(h) ou d(g) 6= r(h). Portanto, (1) vale.

(2) Claramente B0 é um K-submódulo de A#KG∗. Sejam x = agδg#vh e y =

alδl#vk em B0, isto é, r(g) = d(g) = r(h) e r(l) = d(l) = r(k). Então

xy = (agδg#vh)(blδl#vk) =

{
agδg(vhk−1 .blδl)#vk, se d(k) = d(h)

0, caso contrário.

Pela definição da ação de KG∗ sobre A, vhk−1 .blδl 6= 0 se e somente se hk−1 = l. Isto

ocorre se e somente se k = l−1h. Observe que, neste caso, d(k) = d(h). Assim,

xy =

{
agδgblδl#vk, se k = l−1h

0, caso contrário.

Como d(g) = r(h) = r(l) então agδgblδl = agβg(bl)δgl ∈ Eglδgl. Logo,

xy =

{
agβg(bl)δgl#vk, se k = l−1h

0, caso contrário.

Uma vez que d(gl) = d(l) = r(k) e r(gl) = r(g) = r(h) = r(l) = d(l) = r(k) então

r(gl) = d(gl) = r(k). Sendo assim xy ∈ B0 e portanto B0 é uma subálgebra de

A#KG∗.

Resta mostrar que w =
∑

e∈G0

(1eδe#
∑
l∈Te

vl) é a unidade de B0. Claramente w ∈ B0

e dado x = agδg#vh ∈ B0 temos:

xw = (agδg#vh)(
∑
e∈G0

1eδe#
∑
l∈Te

vl)
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xw =
∑
e∈G0

(agδg#vh)(1eδe#
∑
l∈Te

vl)

=
∑
e∈G0

∑
d(k)=d(h)

agδg(vhk−1 .1eδe)#vk(
∑
l∈Te

vl)

=
∑
e∈G0

∑
l∈Te

d(l)=d(h)

agδg(vhl−1 .1eδe)#vl.

Pela definição da ação de KG∗ sobre A, temos que vhl−1 .1eδe 6= 0 se e somente se

hl−1 = e. Isto ocorre se e somente se l = h e, neste caso, vr(h).1eδe 6= 0 se e somente

se r(h) = e. Assim,

xw = agδg1r(h)δr(h)#vh.

Mas r(h) = d(g) e desta forma agδg1r(h)δr(h) = agβg(1d(g))δgd(g) = agδg. Portanto,

xw = x.

Por outro lado,

wx = (
∑
e∈G0

1eδe#
∑
l∈Te

vl)(agδg#vh)

=
∑
e∈G0

∑
l∈Te

(1eδe#vl)(agδg#vh)

=
∑
e∈G0

∑
l∈Te

∑
d(k)=d(l)

1eδe(vlk−1 .agδg)#vkvh

=
∑
e∈G0

∑
l∈Te

d(l)=d(h)

1eδe(vlh−1 .agδg)#vh.

Agora vlh−1 .agδg 6= 0 se e somente se lh−1 = g e isto ocorre se e somente se l = gh.

Observe que d(gh) = d(h), desta forma podemos considerar l = gh. Porém, se l = gh

então r(l) = r(g) e assim e = r(g). Logo, como ag ∈ Eg = Er(g) segue que

wx = (1r(g)δr(g))(agδg)#vh = βr(g)(ag)δr(g)g#vh = agδg#vh = x.

(3) É imediato ver que B é uma K-subálgebra de A#KG∗. Mostremos que w

é o elemento identidade de B. De fato, seja x = agδg#vh ∈ B, isto é, d(g) = r(h).

Então
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xw = (agδg#vh)(
∑
e∈G0

1eδe#
∑
l∈Te

vl)

=
∑
e∈G0

(agδg#vh)(1eδe#
∑
l∈Te

vl)

=
∑
e∈G0

∑
d(k)=d(h)

agδg(vhk−1 .1eδe)#vk(
∑
l∈Te

vl)

=
∑
e∈G0

∑
l∈Te

d(l)=d(h)

agδg(vhl−1 .1eδe)#vl.

Pela definição da ação de KG∗ sobre A temos que vhl−1 .1eδe 6= 0 se e somente se

hl−1 = e. Isto ocorre se e somente se l = h e, neste caso, vr(h).1eδe 6= 0 se e somente

se e = r(h). Assim,

xw = agδg1r(h)δr(h)#vh,

mas r(h) = d(g) e desta forma agδg1r(h)δr(h) = agβg(1d(g))δgd(g) = agδg. Portanto,

xw = x.

Por outro lado,

wx = (
∑
e∈G0

1eδe#
∑
l∈Te

vl)(agδg#vh)

=
∑
e∈G0

∑
l∈Te

(1eδe#vl)(agδg#vh)

=
∑
e∈G0

∑
l∈Te

∑
d(k)=d(l)

1eδe(vlk−1 .agδg)#vkvh

=
∑
e∈G0

∑
l∈Te

d(l)=d(h)

1eδe(vlh−1 .agδg)#vh.

Agora vlh−1 .agδg 6= 0 se e somente se lh−1 = g. Isto ocorre se e somente se l = gh.

Note que se l = gh então e = r(l) = r(g) e d(l) = d(h). Logo, como ag ∈ Eg = Er(g)

segue que

wx = 1r(g)δr(g)agδg#vh = βr(g)(ag)δr(g)g#vh = agδg#vh = x.

(4) Sejam x = agδg#vh ∈ B2, isto é, d(g) 6= r(h) e y = blδl#vk ∈ A#KG∗. Então
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yx = (blδl#vk)(agδg#vh) =

{
blδl(vkh−1 .agδg)#vk, se d(h) = d(k)

0, caso contrário.

Pela definição da ação, vkh−1 .agδg 6= 0 se e somente se kh−1 = g. Mas, se kh−1 = g

então d(g) = d(h−1) = r(h) o que é uma contradição. Portanto, vkh−1 .agδg = 0 e

consequentemente yx = 0 ∈ B2.

Por outro lado,

xy = (agδg#vh)(blδl#vk) =

{
agδg(vhk−1 .blδl)#vk, se d(k) = d(h)

0, caso contrário.

Pela definição da ação, vhk−1 .blδl 6= 0 se e somente se hk−1 = l. Isto ocorre se e

somente se k = l−1h. Assim,

xy =

{
agδgblδl#vk, se k = l−1h

0, caso contrário.

Mas,

agδgblδl =

{
agβg(bl)δgl, se d(g) = r(l)

0, caso contrário.

Entretanto, como hk−1 = l então r(l) = r(h) 6= d(g). Portanto, agδgblδl = 0 e dáı

xy = yx = 0, para todo x ∈ B2 e y ∈ A#KG∗. Então, B2 é um ideal de A#KG∗,

B2
2 = 0 e A#KG∗ não é unitário. 2

Observação 3.1.2. Em geral B1 não é uma subálgebra (e portanto tampouco um

ideal) de A#KG∗ conforme ilustra os seguintes exemplos:

Exemplo 3.1.3. Seja G = {g, g−1, d(g), r(g)} um grupóide. Então,

B0 = Ed(g)δd(g)#vd(g)︸ ︷︷ ︸
5

⊕Ed(g)δd(g)#vg−1︸ ︷︷ ︸
6

⊕Er(g)δr(g)#vr(g)︸ ︷︷ ︸
7

⊕Er(g)δr(g)#vg︸ ︷︷ ︸
8

B1 = Egδg#vd(g)︸ ︷︷ ︸
1

⊕Egδg#vg−1︸ ︷︷ ︸
2

⊕Eg−1δg−1#vr(g)︸ ︷︷ ︸
3

⊕Eg−1δg−1#vg︸ ︷︷ ︸
4

A multiplicação de B1 é dada pela tabela abaixo:
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. 1 2 3 4

1 0 0 0 8

2 0 0 7 0

3 0 6 0 0

4 5 0 0 0

Logo, neste caso, B2
1 = B0 e assim sendo B1 não é uma subágebra de A#KG∗.

No Exemplo 3.1.3 constatamos que B = B0⊕B1 é interessantemente uma álgebra

Z2-graduada. Entretanto o mesmo não ocorre no exemplo seguinte:

Exemplo 3.1.4. Seja G = {g, g−1, d(g), r(g), h, h−1, r(h) = d(g), d(h), gh, h−1g−1}.
Notemos que Egδg#vg−1 , Eg−1δg−1#vr(g), Egδg#vd(g) e Ehδh#vh−1 são K-submódulos

de B1,

(Egδg#vg−1)(Eg−1δg−1#vr(g)) = Egδg(vg−1r(g).Eg−1δg−1)#vr(g)

= Egδg(vg−1 .Eg−1δg−1)#vr(g)

= EgδgEg−1δg−1)#vr(g)

= Egβg(Eg−1)δgg−1#vr(g)

= Er(g)δr(g)#vr(g) ⊂ B0.

e

(Egδg#vd(g))(Ehδh#vh−1) = Egδg(vd(g)h.Ehδh)#vh−1

= Egδg(vr(h)h.Ehδh)#vh−1

= EgδgEhδh#vh−1 = Egβg(Eh)δgh#vh−1

= Egβg(Er(h))δgh#vh−1

= Egβg(Ed(g))δgh#vh−1

= EgEgδgh#vh−1 = Er(g)δgh#vh−1

= Er(gh)δgh#vh−1 = Eghδgh#vh−1 ⊂ B1.

Neste caso B1 também não é uma subálgebra de A#KG∗.
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Decorre da Proposição 3.1.1 que B0 é uma K-subálgebra unitária de B. Na

sequência mostraremos que B0 é isomorfa a uma soma direta de álgebras de ma-

trizes. Para tanto necessitamos alguma preparação. Começaremos com a proposição

seguinte.

Proposição 3.1.5. As seguintes afirmações se verificam:

(1) W = {we | e ∈ G0} é um conjunto de idempotentes centrais de B0 ortogonais

dois a dois e com soma igual a 1B0 = w.

(2) B0 =
⊕

e∈G0

Be, onde cada Be = B0we =
⊕

g∈Ge
h∈Te

Egδg#vh é um ideal de B0 e uma

K-álgebra unitária, com elemento identidade we.

(3) Para cada e ∈ G0, We = {we,g := 1eδe#vg | g ∈ Te} é um conjunto de idempo-

tentes de Be ortogonais dois a dois e com soma igual a 1Be = we.

Demonstração: (1) Sejam we = 1eδe#
∑

g∈Te

vg e wf = 1fδf#
∑

h∈Tf

vh em W . Então

wewf =
∑
g∈Te

(1eδe#vg)(1fδf#
∑
h∈Tf

vh)

=
∑
g∈Te

∑
d(k)=d(g)

1eδe(vgk−1 .1fδf )#vk(
∑
h∈Tf

vh)

e assim

wewf =


∑

g∈Te

∑
h∈Tf

d(h)=d(g)

1eδe(vgh−1 .1fδf )#vh

0, se d(h) 6= d(g), para todo g ∈ Te e h ∈ Tf .

Mas vgh−1 .1fδf 6= 0 se e somente se gh−1 = f . Isto ocorre se e somente se h = g.

Neste caso, devemos ter ainda que r(g) = f , ou seja, e = f . Dáı

wewe =
∑

g∈Te

1eδe1eδe#vg = 1eδe#
∑

g∈Te

vg = we.

Portanto,

wewf =

{
we, se e = f

0, caso contrário.
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Além disso, por definição w =
∑

e∈G0

we. Resta mostrarmos que we é central em

B0. De fato, seja x = agδg#vh ∈ B0. Então

xwe = (agδg#vh)(1eδe#
∑
l∈Te

vl) =
∑

d(t)=d(h)

agδg(vht−1 .1eδe)#vt(
∑
l∈Te

vl).

Se r(t) 6= e, para todo t ∈ G tal que d(t) = d(h) então vt(
∑
l∈Te

vl) = 0. Logo,

xwe =


∑
l∈Te

d(l)=d(h)

agδg(vhl−1 .1eδe)#vl

0, se d(h) 6= d(l),∀l ∈ Te.

Vamos analisar melhor a primeira situação:

xwe =
∑
l∈Te

d(l)=d(l)

agδg(vhl−1 .1eδe)#vl.

Mas, vhl−1 .1eδe 6= 0 se e somente se hl−1 = e. Porém, sabemos que hl−1 ∈ G0 se e

somente se l = h. Neste caso, vhh−1 .1eδe 6= 0 se e somente se e = r(h). Assim, temos

que

xwe =

{
agδg1eδe#vh, se h ∈ Te

0, caso contrário.

Como d(g) = r(h) = e então:

agδg1eδe = agβg(1e)δge = agδg.

Portanto,

xwe =

{
x, se h ∈ Te

0, caso contrário.

Por outro lado,

wex =
∑
l∈Te

(1eδe#vl)(agδg#vh) =


∑
l∈Te

d(l)=d(h)

1eδe(vlh−1 .agδg)#vh,

0, se d(h) 6= d(l), para todo l ∈ Te.

Vamos analisar melhor a primeira situação:

wex =
∑
l∈Te

d(l)=d(h)

1eδe(vlh−1 .agδg)#vh.
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Mas, vlh−1 .agδg 6= 0 se e somente se lh−1 = g. Isto ocorre, se e somente se l = gh. O

que implica que d(l) = d(h) e r(l) = r(g) e sendo assim, e = r(g). Então,

wex =

{
1r(g)δr(g)agδg#vh, se g ∈ Te

0, caso contrário.

Note que, como ag ∈ Eg = Er(g) então 1r(g)δr(g)agδg = βr(g)(ag)δg = agδg. Assim,

wex =

{
x, se g ∈ Te

0, caso contrário.

Como r(g) = d(g) = r(h) então wex = x = xwe sempre que g ∈ Ge e h ∈ Te e

wex = 0 = xwe caso contrário. Logo, os we’s são centrais em B0.

(2) Observemos agora que B0 = B0w = B0(
∑

e∈G0

we) =
∑

e∈G0

B0we. Uma vez que

os we’s são dois a dois ortogonais esta soma é direta. Como os we’s são idempotentes

centrais em B0 então cada Be = B0we é um ideal de B0 e uma K-álgebra unitária.

Além disso, pelos cálculos feitos para mostrar que os we’s são centrais temos que

Be =
⊕

g∈Ge
h∈Te

Egδg#vh.

(3) Sejam we,g = 1eδe#vg e we,h = 1eδe#vh em We. Então

we,gwe,h =

{
1eδe(vgh−1 .1eδe)#vh, se d(h) = d(g)

0, caso contrário.

Por definição, vgh−1 .1eδe 6= 0 se e somente se gh−1 = e. Isto ocorre se e somente se

h = g. Logo,

we,gwe,h =

{
we,g, se h = g

0, caso contrário.

2

Observação 3.1.6. Para cada e ∈ G0 e l ∈ Ge, we,l = 1eδe#vl ∈ We não é central

em Be.

De fato, seja x = agδg#vh ∈ Be, isto é, r(g) = d(g) = r(h) = e. Então,
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xwe,l = (agδg#vh)(1eδe#vl) =

{
agδg(vhl−1 .1eδe)#vl, se d(l) = d(h)

0, caso contrário.

Assim, como vhl−1 .1eδe 6= 0 se e somente se l = h. Então

xwe,l =

{
x, se l = h

0, caso contrário.

Por outro lado,

we,lx = (1eδe#vl)(agδg#vh) =

{
1eδe(vlh−1 .agδg)#vh, se d(l) = d(h)

0, caso contrário.

Uma vez que vlh−1 .agδg 6= 0 se e somente se lh−1 = g e isto só ocorre se l = gh.

Neste caso, r(l) = r(gh) = r(g) = e então

we,lx =

{
x, se l = gh

0, caso contrário.

Portanto, we,l não é central em Be. 2

Proposição 3.1.7. Para cada e ∈ G0,

(1) o conjunto Ue = {ug,e := 1gδg#
∑

h∈Te

vh | g ∈ Ge} é um subgrupo do grupo das

unidades de Be. O inverso de cada elemento ug,e é dado por ug−1,e.

(2) o grupo Ue age sobre o conjunto We via conjugação.

(3) a órbita de cada elemento we,h ∈ We, via a ação de Ue, é dada por wUe
e,h =

{we,gh | g ∈ Ge} = {we,l | l ∈ Sd(h)}.

Demonstração: (1) Sejam ug,e = 1gδg#
∑

h∈Te

vh e ul,e = 1lδl#
∑

k∈Te

vk em Ue, isto é,

g, l ∈ Ge. Então
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ug,eul,e =
∑
h∈Te

(1gδg#vh)(1lδl#
∑
k∈Te

vk)

=
∑
h∈Te

∑
d(t)=d(h)

1gδg(vht−1 .1lδl)#vt(
∑
k∈Te

vk)

=
∑
h∈Te

∑
k∈Te

d(k)=d(h)

1gδg(vhk−1 .1lδl)#vk.

Por definição vhk−1 .1lδl 6= 0 se e somente se hk−1 = l. Isto ocorre se e somente se

k = l−1h. Neste caso, d(k) = d(l−1h) = d(h) e r(k) = r(l−1h) = r(l−1) = d(l) = e

então

ug,eul,e =
∑

h∈Te

1gδg1lδl#vl−1h = 1glδgl#
∑

h∈Te

vl−1h.

Tomando t = l−1k temos que r(t) = r(l−1) = d(l) = e assim, t ∈ Te. Reciproca-

mente, se t ∈ Te então tomando h = lt ∈ Te temos que l−1h = l−1lt = d(l)t = et = t.

Dáı,

ug,eul,e =
∑

h∈Te

1gδg1lδl#vk = 1glδgl#
∑
t∈Te

vt.

Logo, como gl ∈ Ge então ug,eul,e ∈ Ue. Para finalizar mostremos que todo

elemento em Ue é invert́ıvel. De fato, seja ug,e = 1gδg#
∑

h∈Te

vh ∈ Ue. Então tomando

ug−1,e = 1g−1δg−1#
∑
l∈Te

vl ∈ Ue temos que

ug,eug−1,e = (1gδg#
∑
h∈Te

vh)(1g−1δg−1#
∑
l∈Te

vl)

=
∑
h∈Te

∑
d(k)=d(h)

1gδg(vhk−1 .1g−1δg−1)#vk(
∑
l∈Te

vl)

=
∑
h∈Te

∑
l∈Te

d(l)=d(h)

1gδg(vhl−1 .1g−1δg−1)#vl

=
∑
h∈Te

1gδg1g−1δg−1#vgh

=
∑
h∈Te

1gg−1δgg−1#vgh

=
∑
h∈Te

1eδe#vgh.
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Aqui novamente podemos considerar gh = k e dáı

ug,eug−1,e = 1eδe#
∑

k∈Te

vk = we = 1Be .

Portanto, u−1
g,e = ug−1,e e desta forma Ue é um subgrupo do grupo das unidades de

Be.

(2) Basta mostrar que We é invariante pela conjugação por elementos de Ue. De

fato, sejam we,l = 1eδe#vl ∈ We e ug,e = 1gδg#
∑

h∈Te

vh ∈ Ue. Então

ug,ewe,lug−1,e = (1gδg#
∑

h∈Te

vh)(1eδe#vl)(1g−1δg−1#
∑

k∈Te

vk).

Primeiro, vejamos

(1gδg#
∑
h∈Te

vh)(1eδe#vl) =
∑
h∈Te

∑
d(t)=d(h)

1gδg(vht−1 .1eδe)#vtvl

=
∑
h∈Te

d(h)=d(l)

1gδg(vhl−1 .1eδe)#vl.

Pela definição da ação temos que vhl−1 .1eδe 6= 0 se e somente se hl−1 = e. Isto ocorre

se e somente se h = l e como l ∈ Te então

(1gδg#
∑

h∈Te

vh)(1eδe#vl) = 1gδg1eδe#vl = 1gδg#vl.

Agora,

ug,ewe,lug−1,e = (1gδg#vl)(1g−1δg−1#
∑
k∈Te

vk)

=
∑

d(t)=d(l)

1gδg(vlt−1 .1g−1δg−1)#vt(
∑
k∈Te

vk)

=
∑
k∈Te

d(k)=d(l)

1gδg(vlk−1 .1g−1δg−1)#vk.

Pela definição vlk−1 .1g−1δg−1 6= 0 se e somente se lk−1 = g−1. Isto ocorre se e somente

se k = gl. Observe que, neste caso d(k) = d(gl) = d(l) e r(k) = r(gl) = r(g) = e,

consequentemente
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ug,ewe,lug−1,e = 1gδg1g−1δg−1#vgl = 1gg−1δgg−1#vgl = 1r(g)δr(g)#vgl = 1eδe#vgl.

Note que r(gl) = r(g) = e e assim gl ∈ Te. Portanto,

ug,e.we,h := ug,ewe,lug−1,e = 1eδe#vgl ∈ We.

(3) Seja we,h = 1eδe#vh ∈ We. É imediato ver que a órbita de we,h é dada por:

wUe
e,h = {ug,e.we,h | g ∈ Ge} = {1eδe#vgh | g ∈ Ge} = {we,l | l ∈ Sd(h)}.

2

Proposição 3.1.8. Para cada e ∈ G0, se wUe
e,h1

, · · · , wUe
e,hne

são as distintas órbitas

em We e se ωe,hi
denota a soma dos elementos da órbita wUe

e,hi
, para cada 1 ≤ i ≤ ne

então:

(1) d(hi) 6= d(hj), para todo i 6= j,

(2) ωe,hi
= 1eδe#

∑
l∈Te∩Sd(hi)

vl e we =
∑

1≤i≤ne

ωe,hi
,

(3) os elementos ωe,hi
são idempotentes centrais de Be ortogonais dois a dois com

soma 1Be = we,

(4) para cada 1 ≤ i ≤ ne, Be,hi
= Beωe,hi

=
⊕

g∈Ge
l∈Te∩Sd(hi)

Egδg#vl é um ideal de Be e

uma K-álgebra unitária, com elemento identidade ωe,hi
,

(5) Be =
⊕

1≤i≤ne

Be,hi
.

Demonstração: (1) Decorre do item (3) da Proposição 3.1.7.

(2) Imediato.

(3) Sejam 1 ≤ i, j ≤ ne então

ωe,hi
ωe,hj

= (1eδe#
∑

l∈Te∩Sd(hi)

vl)(1eδe#
∑

k∈Te∩S(d(hj))

vk)

=
∑

l∈Te∩Sd(hi)

∑
d(t)=d(l)

1eδe(vlt−1 .1eδe)#vt(
∑

k∈Te∩Sd(hj)

vk).
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Mas vt(
∑

k∈Te∩Sd(hj)

vk) 6= 0 se e somente se vt = vk, para algum k ∈ Te ∩ Sd(hj).

Entretanto, d(t) = d(l) = d(hi) 6= d(hj) = d(k), se i 6= j. Portanto, t 6= k, para todo

k ∈ Te ∩ Sd(hj) e assim

ωe,hi
ωe,hj

= 0, sempre que i 6= j.

Por outro lado, se i = j então podemos tomar t = k e dáı

ωe,hi
ωe,hi

=
∑

l∈Te∩Sd(hi)

∑
d(t)=d(l)

1eδe(vlt−1 .1eδe)#vt =
∑

l∈Te∩Sd(hi)

1eδe#vl = ωe,hi
.

Para finalizar mostremos que ωe,hi
é central. De fato, seja x = alδl#vk ∈ Be.

Então

ωe,hi
x = (1eδe#

∑
t∈Te∩Sd(hi)

vt)(alδl#vk)

=
∑

t∈Te∩Sd(hi)

(1eδe#vt)(alδl#vk)

=
∑

t∈Te∩Sd(hi)

∑
d(s)=d(t)

1eδe(vts−1 .alδl)#vsvk.

Assim

ωe,hi
x =


∑

t∈Te∩Sd(hi)

1eδe(vtk−1 .alδl)#vk, se d(k) = d(hi)

0, caso contrário.

Por definação vtk−1 .alδl 6= 0 se e somente se tk−1 = l. Isto ocorre se e somente se

t = lk. Neste caso, d(t) = d(lk) = d(k) e r(t) = r(lk) = r(l) = e então

ωe,hi
x =

{
alδl#vk, se d(k) = d(hi)

0, caso contrário.

Por outro lado,

xωe,hi
= (alδl#vk)(1eδe#

∑
t∈Te∩Sd(hi)

vt) =
∑

d(s)=d(k)

alδl(vks−1 .1eδe)#vs(
∑

t∈Te∩Sd(hi)

vt).

então

xωe,hi
=


∑

t∈Te∩Sd(hi)

alδl(vkt−1 .1eδe)#vt, se d(k) = d(hi)

0, caso contrário.
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Mas, vkt−1 .1eδe 6= 0 se e somente se kt−1 = e. Isto só ocorre se t = k então

xωe,hi
=

{
alδl#vk, se d(k) = d(hi)

0, caso contrário.

Portanto, xωe,hi
= ωe,hi

x, para todo x ∈ Be.

(4) Como os ωe,hi
’s são idempotentes centrais em Be então cada Be,hi

= Beωe,hi
=⊕

g∈Ge
l∈Te∩Sd(hi)

Egδg#vl é um ideal de Be e uma K-álgebra unitária.

(5) Note que Be = Bewe = Be(
∑

1≤i≤ne

ωe,hi
) =

∑
1≤i≤ne

Beωe,hi
. Como os ωe,hi

’s são

dois a dois ortogonais esta soma é direta. 2

Proposição 3.1.9. Para cada e ∈ G0 e cada 1 ≤ i ≤ ne,

(1) Ωe,hi
= {ωe,hi,l := 1eδe#vl | l ∈ Te ∩ Sd(hi)} é um conjunto de idempotentes

(não centrais) e ortogonais dois a dois cuja soma é 1Be,hi
= ωe,hi

,

(2) o conjunto Ue,hi
= {ug,e,hi

:= 1gδg#
∑

l∈Te∩Sd(hi)

vl | g ∈ Ge} é um subgrupo de Ue,

(3) Ue,hi
age transitivamente por conjugação sobre Ωe,hi

.

Demonstração: (1) Note que Ωe,hi
é um subconjunto deWe e portanto os elementos

de Ωe,hi
são idempotentes ortogonais dois a dois. Mostremos que os ωe,hi,l’s não são

centrais em Be,hi
. De fato, seja x = agδg#vh ∈ Be,hi

. Então

xωe,hi,l = (agδg#vh)(1eδe#vl) = agδg(vhl−1 .1eδe)#vl.

Por definição vhl−1 .1eδe 6= 0 se e somente se hl−1 = e e isto ocorre se e somente se

h = l. Dáı,

xωe,hi,l =

{
agδg#vl, se h = l

0, caso contrário.

Por outro lado,

ωe,hi,lx = (1eδe#vl)(agδg#vh) = 1eδe(vlh−1 .agδg)#vh.
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Por definição vlh−1 .agδg 6= 0 se e somente se lh−1 = g e isto só ocorre se h = g−1l. Note

que, neste caso, d(h) = d(g−1l) = d(l) = d(hi) e r(h) = r(g−1l) = r(g−1) = d(g) = e

então

ωe,hi,lx =

{
x, se h = g−1l

0, caso contrário

Desta forma, os ωe,hi,l’s não são, em geral, centrais.

(2) Note que Ue,hi
6= ∅ pois ωe,hi

∈ Ue,hi
. Agora, sejam ul,e,hi

= 1lδl#
∑

k∈Te∩Sd(hi)

vk

e ut,e,hi
= 1tδt#

∑
s∈Te∩Sd(hi)

vs em Ue,hi
. Então

ul,e,hi
ut,e,hi

= (1lδl#
∑

k∈Te∩Sd(hi)

vk)(1tδt#
∑

s∈Te∩Sd(hi)

vs)

=
∑

k,s∈Te∩Sd(hi)

(1lδl#vk)(1tδt#vs)

=
∑

k,s∈Te∩Sd(hi)

1lδl(vks−1 .1tδt)#vs.

Por definição vks−1 .1tδt 6= 0 se e somente se ks−1 = t e isto ocorre se e somente se

k = ts. Neste caso, d(k) = d(ts) = d(s) = d(hi) e r(k) = r(ts) = r(t) = e então

ul,e,hi
ut,e,hi

=
∑

s∈Te∩Sd(hi)

1lδl1tδt#vs.

Como l ∈ Ge e t ∈ Te então 1lδl1tδt = βl(1t)δlt = βl(1r(t))δlt = βl(1d(l))δlt = 1lδlt.

Mas, El = Er(l) = Er(lt) = Elt implica que 1l = 1lt e portanto

ul,e,hi
ut,e,hi

=
∑

s∈Te∩Sd(hi)

1ltδlt#vs.

Note que r(lt) = r(l) = e = d(t) = d(lt). Logo, lt ∈ Ge e sendo assim ul,e,hi
ut,e,hi

∈
Ue,hi

. É fácil ver que dado ul,e,hi
= 1lδl#

∑
k∈Te∩Sd(hi)

vk ∈ Ue,hi
então ul−1,e,hi

=

1l−1δl−1#
∑

t∈Te∩Sd(hi)

vt é o inverso de ul,e,hi
. Portanto, Ue,hi

é um subgrupo de Ue.

(3) Pela Proposição 3.1.7 (2) temos que Ue age sobre We e pelo item (2) Ue,hi
é

um subgrupo de Ue então Ue,hi
age sobre We. Então como Ωe,hi

é um subconjunto

de We basta mostrarmos que Ωe,hi
é invariante pela ação de Ue,hi

. De fato, ug,e,hi
=
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1gδg#
∑

l∈Te∩S(d(hi))

vl ∈ Ue,hi
e ωe,hi,k = 1eδe#vk ∈ We,hi

. Então, pela definição da ação

de Ue,hi
sobre We temos que

ug,e,hi
.ωe,hi,k = ug,e,hi

ωe,hi,kug−1,e,hi

= (1gδg#
∑

l∈Te∩S(d(hi))

vl)(1eδe#vk)(1g−1δg−1#
∑

l∈Te∩S(d(hi))

vl)

= 1eδe#vgh,

uma vez que r(gk) = r(g) = e e d(gk) = d(k) = d(hi) então gk ∈ Te ∩ Sd(hi).

Portanto, 1eδe#vgk ∈ Ωe,hi
e consequentemente, temos que Ue,hi

age sobre Ωe,hi
e

neste caso, claramente a ação é transitiva. 2

Denotamos por ne,hi
a cardinalidade de Ωe,hi

.

A Proposição 3.1.9 propicia as condições necessárias para que possamos usar o

lema a seguir. Esse lema é de fundamental importância para os resultados principais

desta seção e da seção seguinte.

Lema 3.1.10. [22, Lema 1.6] Seja T uma anel e seja 1 = e1 + e2 + · · · + en a

decomposição do 1 em soma direta de idempotentes dois a dois ortogonais. Seja

G um subgrupo do grupo das unidades de T , e suponha que G permuta o conjunto

{e1, e2, · · · , en} transitavamente por conjugação. Então T ' Mn(U), onde U é o

anel U = e1Te1.

Proposição 3.1.11. Para cada e ∈ G0 e 1 ≤ i ≤ ne temos que Be,hi
'Mne,hi

(Ee).

Demonstração: Pela Proposição 3.1.9 (1) temos que Ωe,hi
é um conjunto de idem-

potentes ortogonais dois a dois cuja soma é 1Be,hi
e pela Proposição 3.1.9 (3) temos

que Ue,hi
age transitivamente por conjugação sobre o conjunto Ωe,hi

. Logo, pelo

Lema 3.1.10 temos que Be,hi
'Mne,hi

(Se,hi
) onde:

Se,hi
= (ωe,hi,l1)Be,hi

(ωe,hi,l1), com l1 ∈ Te ∩ Sd(hi).

Lembremos que Be,hi
=

⊕
g∈Ge

k∈Te∩Sd(hi)

Egδg#vk. Seja x =
∑

g∈Ge
k∈Te∩Sd(hi)

agδg#vk. Então
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xωe,hi,l1 =
∑
g∈Ge

k∈Te∩Sd(hi)

∑
d(t)=d(k)

agδg(vkt−1 .1eδe)#vtvl1

=
∑
g∈Ge

k∈Te∩Sd(hi)

agδg(vkl−1
1
.1eδe)#vl1

=
∑
g∈Ge

agδg1eδe#vl1

=
∑
g∈Ge

agδg#vl1 .

Agora temos que:

ωe,hi,l1xωe,hi,l1 = (1eδe#ve,hi,l1)(
∑
g∈Ge

agδg#vl1)

=
∑
g∈Ge

∑
d(t)=d(l1)

1eδe(vl1t−1 .agδg)#vtvl1

=
∑
g∈Ge

1eδe(vl1l−1
1
.1gδg)#vl1

=
∑
g∈Ge

1eδe(ve.agδg)#vl1

= 1eδeaeδe#vl1

= aeδe#vl1 .

Assim,

ωe,hi,l1Be,hi
ωe,hi,l1 = Eeδe#vl1 .

Mostremos que a aplicação ϕ : Ee −→ Eeδe ⊗ vl1 dada por ϕ(ae) = aeδe#vl1 é

isomorfismo de K-álgebras.

Claramente ϕ é um homomorfismo sobrejetor de K-módulos. Mostremos que ϕ

é multiplicativa. De fato, sejam ae, be ∈ Ee então

ϕ(ae)ϕ(be) = (aeδe#vl1)(beδe#vl1) = aeδe(vl1l−1
1
.beδe)#vl1 = aeδe(ve.beδe)#vl1

= aeδebeδe#vl1 = aeβe(be)δe#vl1 = aebeδe#vl1 = ϕ(aebe).

Além disso, seja ae ∈ Ee tal que ϕ(ae) = 0. Então,
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0 = aeδe#vl1 = aeδe(1eδe#vl1) = aeδe(1A#vl1).

Mas, como {1A#vh | h ∈ G} é linearmente independente sobre R ?β G então

ae = 0. Logo, ϕ é um isomorfismo de K-álgebras. Desta forma, temos que

Se,hi
= ωe,hi,l1Be,hi

ωe,hi,l1 = Eeδe ⊗ vl1 ' Ee.

Portanto, Be,hi
'Mne,hi

(Ee). 2

Teorema 3.1.12. A álgebra unitária B0 é isomorfa a uma soma direta de K-álgebras

de matrizes, mais especificamente

B0 =
⊕

e∈G0

(
ne⊕
i=1

Mne,hi
(Ee)).

Demonstração: Sabemos que B0 =
⊕

e∈G0

Be =
⊕

e∈G0

(
ne⊕
i=1

Be,hi
). Mas, pela proposição

anterior temos que Be,hi
'Mne,hi

(Ee). Logo, segue o resultado. 2

3.2 Dualidade 2

Seja A uma K-álgebra com unidade G-graduada por um grupóide finito G. Então

pelo Teorema 1.4.1 temos que A é um KG∗-módulo álgebra à esquerda e sendo assim

podemos construir o produto smash fraco:

B = A#KG∗.

Proposição 3.2.1. Uma ação de G sobre A#KG∗ é dada por:

β = ({Bg}g∈G, {βg}g∈G)

onde Bg =
⊕

l,k∈G
d(k)=r(g)

Al#vk e βg : Bg−1 −→ Bg é dada por βg(al#vk) = al#vkg−1 tal

que B =
⊕

e∈G0

Be.
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Demonstração: Mostremos primeiro que Bg é um ideal de A#KG∗. De fato, sejam

x = al#vk ∈ Bg e y = bs#vt ∈ A#KG∗. Então, d(k) = r(g) e

xy = (al#vk)(bs#vt) =

{
al(vkt−1 .bs)#vt, se d(k) = d(t)

0, caso contrário.

Por definição vkt−1 .bs 6= 0 se e somente se kt−1 = s. Isto ocorre se e somente se

t = s−1k. Note que, se t = s−1k então d(t) = d(k). Logo,

xy = (al#vk)(bs#vt) =

{
albs#vt, se t = s−1k

0, caso contrário.

Agora vejamos:

albs

{
∈ Als, se d(l) = r(s)

= 0, caso contrário.

Assim conclúımos que

xy = (al#vk)(bs#vt) =

{
albs#vt, se t = s−1k e d(l) = r(s)

0, caso contrário.

Observe que d(t) = d(s−1k) = d(k) = r(g), então xy ∈ Bg. Analogamente mostra-se

que yx ∈ Bg. Além disso, claramente Bg = Br(g) para todo g ∈ G.

Agora mostremos que βg : Bg−1 −→ Bg é um isomorfismo de anéis. Com

efeito, dados x = al#vk e y = bs#vt em Bg−1 temos d(k) = d(g) = d(t) e xy =

al(vkt−1 .bs)#vt. Sabemos que vkt−1 .bs 6= 0 se e somente se kt−1 = s. Isto ocorre

se e somente se t = s−1k. Como d(s−1k) = d(k) = d(g) então podemos considerar

t = s−1k. Assim,

xy = (al#vk)(bs#vt) =

{
albs#vt, se t = s−1k

0, caso contrário.

Mas albs 6= 0 se e somente se d(l) = r(s). Portanto,

xy = (al#vk)(bs#vt) =

{
albs#vt, se t = s−1k e d(l) = r(s)

0, caso contrário.
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Consequentemente,

βg(xy) =

{
albs#vtg−1 , se t = s−1k e d(l) = r(s)

0, caso contrário.

Por outro lado,

βg(x)βg(y) = (al#vkg−1)(bs#vtg−1),

e como d(kg−1) = d(g−1) = r(g) = d(tg−1) temos

βg(x)βg(y) = al(vkg−1(tg−1)−1 .bs)#vtg−1

= al(vkg−1gt−1 .bs)#vtg−1 = al(vkd(g)t−1 .bs)#vtg−1

= al(vkt−1 .bs)#vtg−1 .

Sabemos que vkt−1 .bs 6= 0 se e somente se t = s−1k e que albs 6= 0 se e somente se

d(l) = r(s). Desta forma,

βg(x)βg(y) =

{
albs#vtg−1 , se t = s−1k e d(l) = r(s)

0, caso contrário.

Portanto, βg(xy) = βg(x)βg(y). Mais ainda, é fácil verificar que β−1
g = βg−1 . Logo,

βg é um isomorfismo de anéis para todo g ∈ G.

Naturalmente, βe = IBe , para todo e ∈ G0.

Finalmente, provaremos que βgβh = βgh, para todo (g, h) ∈ G2. Suponha que

d(g) = r(h) primeiramente. Observe que o domı́nio dom(βgβh) da composta βgβh é

βh−1(Bh∩Bg−1). Mas, d(g) = r(h) e assim Bh∩Bg−1 = Bh. Logo, βh−1(Bh∩Bg−1) =

βh−1(Bh) = Bh−1 .

Por outro lado, dom(βgh) = B(gh)−1 =
∑

d(k)=d(gh)

Al#vk. Entretanto, d(gh) = d(h)

implica que B(gh)−1 = Bh−1 . Portanto, dom(βgβh) = dom(βgh) = Bh−1 e para todo

x = al#vk ∈ Bh−1 temos

βg(βh(x)) = βg(βh(al#vk)) = βg(al#vkh−1) = al#vkh−1g−1

= al#vk(gh)−1 = βgh(al#vk) = βgh(x).
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Desta forma β é uma ação de G sobre A#KG∗. Além disso, dado x = al#vk ∈
A#KG∗ então x ∈ Bd(k) e se e 6= f ∈ G0 então naturalmente Be ∩ Bf = 0. Logo,

B =
⊕

e∈G0

Be. 2

Uma vez que G age sobre A#KG∗ então podemos formar:

B ?β G =
⊕
g∈G

Bgδg

com multiplicação dada por:

(al#vk)δg(bs#vt)δh =

{
al#vkβg(bs#vt)δgh, se d(g) = r(h)

0, caso contrário

Lembremos (ver Observação 1.3.7 (1)) que como A é G-graduada então Ae é

unitário para todo e ∈ G0, denotemos por 1e = 1Ae .

Proposição 3.2.2. As seguintes afirmações se verificam:

(1) B ?β G =
⊕
g∈G

(
⊕

d(k)=r(g)

Al#vk)︸ ︷︷ ︸
Bg

δg = B0 ⊕B1,

onde B0 =
⊕

e∈G0

(
⊕

g∈Ge

(
⊕

r(l)=d(l)=r(k)
d(k)=e

Al#vk)δg) e B1 é o complementar de B0 em

B ?β G como K-módulos.

(2) B2(B ?β G) = 0, onde B2 =
⊕
g∈G

(
⊕

d(l) 6=r(k)
d(k)=r(g)

Al#vk)δg. Em particular, B ?β G não

tem unidade.

(3) B0 é uma K-subálgebra unitária de B ?β G, com elemento identidade igual a

w =
∑

e∈G0

(
∑

f∈G0

1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)δe.

Demonstração: (1) Imediato.

(2) Sejam x = (al#vk)δt ∈ B2 e y = (ag#vh)δs ∈ B ?β G. Então, d(l) 6= r(k),

d(k) = r(t) e d(h) = r(s). Logo,
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xy =

{
(al#vk)βt(ag#vh)δts, se d(t) = r(s)

0, caso contrário

=

{
(al#vk)(ag#vht−1)δts, se d(t) = r(s)

0, caso contrário

=

{
(al(vkth−1 .ag)#vht−1)δts, se d(t) = r(s)

0, caso contrário.

Por definição vkth−1 .ag 6= 0 se e somente se kth−1 = g. Isto ocorre se e somente se

t = k−1gh. Se t = k−1gh então d(t) = d(h) = r(s) e r(t) = r(k−1) = d(k). Assim,

xy = (alag#vg−1k)δk−1ghs.

Mas, como g = kth−1 então r(g) = r(k) 6= d(l). Consequentemente, alag = 0.

Portanto, xy = 0 e, sendo assim, B2(B ?β G) = 0.

(3) Claramente B0 é um K-submódulo de B ?β G. Considere x = (al#vk)δg e

y = (bs#vt)δh em B0. Então r(l) = d(l) = r(k), d(k) = e, r(s) = d(s) = r(t),

d(t) = f , g ∈ Ge e h ∈ Gf , com e, f ∈ G0, e

xy =

{
al#vkβg(bs#vt)δgh, se e = f

0, caso contrário

=

{
(al#vk)(bs#vtg−1)δgh, se e = f

0, caso contrário.

Note que, d(tg−1) = d(g−1) = r(g) = e = d(k). Então,

xy =

{
(al(vk(tg−1).bs)#vtg−1)δgh, se e = f

0, caso contrário.

Por definição vkgt−1 .bs 6= 0 se e somente se kgt−1 = s. O que necessariamente implica

que r(k) = r(t). Note também que s = kgt−1 ocorre se e somente se tg−1 = s−1k.

Disto decorre que

xy =

{
(albs#vtg−1)δgh, se e = f e tg−1 = s−1k

0, caso contrário.
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Vamos analisar a seguinte situação: e = f e s = kgt−1. Dáı, xy = (albs#vs−1k)δgh.

Como s = kgt−1 então d(l) = r(k) = r(s) e, sendo assim, albs ∈ Als. Observe que

d(ls) = d(s), r(ls) = r(l) = r(k) = r(s) = d(s) e r(s−1k) = r(s−1) = d(s). Assim,

d(ls) = r(ls) = r(s−1k). Finalmente, d(s−1k) = d(k) = e = r(g) = r(gh) e, além

disso, como g, h ∈ Ge então gh ∈ Ge. Portanto, xy ∈ B0 e consequentemente B0 é

uma K-subálgebra de B ?β G.

Resta mostrarmos que w =
∑

e∈G0

(
∑

f∈G0

1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)δe é o elemento identidade

de B0. De fato, seja x = (al#vk)δg ∈ B0, isto é, g ∈ Ge
′ , para algum e

′ ∈ G0,

r(l) = d(l) = r(k) e d(k) = e
′
. Então,

wx =
∑
e∈G0

(
∑
f∈G0

1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)δe(al#vk)δg

= (
∑
f∈G0

1f#
∑

h∈Tf∩S
e
′

vh)δe′ (al#vk)δg

=
∑
f∈G0

1f#
∑

h∈Tf∩S
e
′

vhβe′ (al#vk)δg

= (
∑
f∈G0

∑
h∈Tf∩S

e
′

(1f#vh)(al#vk))δg

= (
∑
f∈G0

∑
h∈Tf∩S

e
′

1f (vhk−1 .al)#vk)δg.

Por definição vhk−1 .al 6= 0 se e somente se hk−1 = l. Isto ocorre se e somente se

h = lk. Note que, se h = lk então d(h) = d(k) = e
′
e r(h) = r(l). Logo,

wx = (1r(l)al#vk)δg.

Mas al = 1Aal = (
∑

e∈G0

1e)al =
∑

e∈G0

1eal = 1r(l)al, pois 1eal = 0 se e 6= r(l). Portanto,

wx = x. Analogamente mostra-se que xw = x. 2

Na sequência mostraremos que B0 é isomorfa a uma soma direta de álgebras de

matrizes. Para tanto necessitamos (assim como vimos na seção anterior) da devida

preparação.

Proposição 3.2.3. A seguintes afirmações se verificam:
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(1) W = {we := (
∑

f∈G0

1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)δe | e ∈ G0} é um conjunto de idempotentes

centrais dois a dois ortogonais em B0 cuja soma é igual a w = 1B0,

(2) B0 =
⊕

e∈G0

B0we, onde Be = B0we =
⊕

g∈Ge

(
⊕

r(l)=d(l)=r(k)
d(k)=e

Al#vk)δg é um ideal de B0

e uma K-álgebra unitária com elemento identidade we.

Demonstração: (1) Sejam e, e
′ ∈ G0. Então,

wewe′ = [(
∑
f∈G0

1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)δe][(
∑

f ′∈G0

1f
′#

∑
l∈T

f
′∩S

e
′

vl)δe′ ]

Pela definição, temos que

wewe
′ =

 (
∑

f∈G0

1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)(
∑

f
′∈G0

1f ′#
∑

l∈T
f
′∩Se

vl)δe, se e = e
′

0, caso contrário

=


∑

f,f ′∈G0

∑
h∈Tf∩Se
l∈T

f
′∩Se

(1f#vh)(1f ′#vl)δe, se e = e
′

0, caso contrário

=


∑

f,f ′∈G0

∑
h∈Tf∩Se
l∈T

f
′∩Se

1f (vhl−1 .1f ′ )#vlδe, se e = e
′

0, caso contrário.

Por definição, vhl−1 .1f ′ 6= 0 se e somente se hl−1 = f
′
. Isto ocorre se e somente se

h = l e neste caso, se e somente se f = f
′
. Logo,

wewe′ =


∑

f∈G0

1f#
∑

h∈Tf∩Se

vhδe = we, se e = e
′

0, caso contrário.

Portanto, os we’s são idempotentes dois a dois ortogonais.

Resta mostrarmos que para cada e ∈ G0, we é central em B0. De fato, seja

x = (al#vk)δg ∈ B0, isto é, g ∈ Ge′ , para algum e
′ ∈ G0, r(l) = d(l) = r(k) e

d(k) = e
′
. Então,

103



xwe =


∑

f∈G0

∑
h∈Tf∩Se

(al#vk)βg(1f#vh)δge, se e = e
′

0, caso contrário

=


∑

f∈G0

∑
h∈Tf∩Se

(al#vk)(1f#vhg−1)δge, se e = e
′

0, caso contrário.

=


∑

f∈G0

∑
h∈Tf∩Se

(al(vk(hg−1)−1 .1f )#vhg−1δg, se e = e
′

0, caso contrário.

Por definição vkgh−1 .1f 6= 0 se e somente se kgh−1 = f . Isto ocorre se e somente se

h = kg. Como d(kg) = d(g) = e
′
e r(kg) = r(k). Dáı,

xwe =

{
(al1r(k)#vk)δg, se e = e

′

0, caso contrário.

Mas, al = al1A =
∑

e∈G0

al1e = al1d(l) = al1r(k). Portanto,

xwe =

{
x, se e = e

′

0, caso contrário.

Por outro lado,

wex =


∑

f∈G0

∑
h∈Tf∩Se

(1f#vh)βe(al#vk)δeg, se e = e
′

0, caso contrário

=


∑

f∈G0

∑
h∈Tf∩Se

(1f#vh)(al#vk)δg, se e = e
′

0, caso contrário

=


∑

f∈G0

∑
h∈Tf∩Se

(1f (vhk−1 .al)#vk)δg, se e = e
′

0, caso contrário.

Por definição vhk−1 .al 6= 0 se e somente se hk−1 = l. Isto ocorre se e somente se

h = lk. Como d(lk) = d(k) = e e r(lk) = r(l). Dáı,
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wex =

{
(1r(l)al#vk)δg = x, se e = e

′

0, caso contrário.

Portanto, xwe = wex = x se e somente se e = e
′
e xwe = wex = 0, caso contrário,

o que mostra que we é central em B0.

(2) Observemos que B0 = B0w = B0(
∑

e∈G0

we) =
∑

e∈G0

B0we. Como os we’s são

ortogonais dois a dois então esta soma é direta. Uma vez que os we’s são idempotentes

centrais em B0 então cada Be = B0we é um ideal de B0 e uma subálgebra unitária.

Além disso, pelos cálculos feitos para mostrarmos a centralidade dos we’s temos que

Be =
⊕

g∈Ge

(
⊕

r(l)=d(l)=r(k)
d(k)=e

Al#vk)δg. 2

Proposição 3.2.4. A seguintes afirmações se verificam:

(1) Para cada f ∈ G0, Wf = {we,f := (1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)δe | e ∈ G0} é um conjunto

de idempotentes centrais em Be ortogonais dois a dois com soma igual a 1Be =

we,

(2) Para cada e ∈ G0, Be =
⊕

f∈G0

Be,f onde Be,f = Bewe,f =
⊕

g∈Ge

(
⊕

l∈Gf
k∈Tf∩Se

Al#vk)δg

é um ideal de Be e uma K-álgebra unitária com elemento identidade we,f .

Demonstração: (1) Sejam e, f, f
′ ∈ G0. Então,

we,fwe,f ′ = (1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)δe(1f ′#
∑

l∈T
f
′∩Se

vl)δe

= (1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)βe(1f ′#
∑

l∈T
f
′∩Se

vl)δe

=
∑

h∈Tf∩Se

∑
l∈T

f
′∩Se

(1f#vh)(1f ′#vle)δe

=
∑

h∈Tf∩Se

∑
l∈T

f
′∩Se

(1f#vh)(1f ′#vl)δe

=
∑

h∈Tf∩Se

∑
l∈T

f
′∩Se

(1f (vhl−1 .1f ′ )#vl)δe.
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Por definição vhl−1 .1f ′ 6= 0 se e somente se hl−1 = f
′
. Isto ocorre se e somnete se

l = h e f = r(h) = f
′
. Assim,

we,fwe,f ′ =

 (1f
′#

∑
h∈T

f
′∩Se

vh)δe = we,f
′ , se f = f

′

0, caso contrário.

Agora, sejam e, f ∈ G0. Mostremos que we,f é central em Be. Com efeito, seja

x = (al#vk)δg ∈ Be, isto é, g ∈ Ge, r(l) = d(l) = r(k), d(k) = e e

xwe,f = (al#vk)βg(1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)δg

= (al#vk)(1f#
∑

h∈Tf∩Se

vhg−1)δg

=
∑

h∈Tf∩Se

(al#vk)(1f#vhg−1)δg

=
∑

h∈Tf∩Se

(al(vk(hg−1)−1 .1f )#vhg−1)δg.

Por definição vkgh−1 .1f 6= 0 se e somente se h = kg. Isto ocorre se e somente se

f = r(h) = r(kg) = r(k). Logo,

xwe,f =

{
(al#vk)δg = x, se f = r(k)

0, caso contrário.

Por outro lado,

we,fx = (1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)βe(al#vk)δg

= (1f#
∑

h∈Tf∩Se

vh)(al#vk)δg

=
∑

h∈Tf∩Se

(1f#vh)(al#vk)δg

=
∑

h∈Tf∩Se

(1f (vhk−1 .al)#vk)δg.
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Pela definição vhk−1 .al 6= 0 se e somente se hk−1 = l. Isto ocorre se e somente se

f = r(h) = r(l). Assim,

we,fx =

{
(al#vk)δg = x, se f = r(l)

0, caso contrário.

Mas como r(l) = r(k) então

xwe,f = we,fx =

{
x, se l ∈ Gf

0, caso contrário.

(2) Observemos que Be = Bewe = Be(
∑

f∈G0

we,f ) =
∑

f∈G0

Bewe,f . Como os we,f ’s

são ortogonais dois a dois então esta soma é direta. Uma vez que os we,f ’s são

idempotentes centrais em Be então cada Be,f = Bewe,f é um ideal de Be e uma

subálgebra unitária. Além disso, pelos cálculos feitos para mostrarmos a centralidade

dos we,f ’s temos que Be,f =
⊕

g∈Ge

(
⊕

l∈Gf
k∈Tf∩Se

Al#vk)δg. 2

Proposição 3.2.5. Para cada e, f ∈ G0,

(1) We,f = {we,f,h := (1f#vh)δe | h ∈ Tf∩Se} é um conjunto de idempotentes (não

centrais) e ortogonais dois a dois em Be,f cuja soma é igual a we,f = 1Be,f
,

(2) Ue,f = {ue,f,g := (1f#
∑

l∈Tf∩Se

vl)δg | g ∈ Ge} é um subgrupo do grupo das

unidades de Be,f ,

(3) Ue,f age transitivamente por conjugação sobre o conjunto We,f .

Demonstração: (1) Sejam e, f ∈ G0 e h, l ∈ Tf ∩ Se. Então,

we,f,hwe,f,l = (1f#vh)δe(1f#vl)δe

= (1f#vh)βe(1f#vl)δe

= (1f#vh)(1f#vl)δe

= (1f (vhl−1 .1f )#vl)δe.
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Por definição vhl−1 .1f 6= 0 se e somente se h = l. Logo,

we,f,hwe,f,l =

{
(1f#vh)δe = we,f,h, se h = l

0, caso contrário.

Naturalmente,
∑

h∈Te∩Se

we,f,h = we,f = 1Be,f
. Mostremos que we,f,h não é central

em Be,f . De fato, seja x = (al#vk)δg ∈ Be,f , isto é, g ∈ Ge, l ∈ Gf , k ∈ Tf ∩ Se e

assim

we,f,hx = (1f#vh)δe(al#vk)δg

= (1f#vh)βe(al#vk)δeg

= (1f#vh)(al#vk)δg

= (1f (vhk−1 .al)#vk)δg.

Por definição vhk−1 .al 6= 0 se e somente se hk−1 = l. Isto ocorre se e somente se

h = lk. Como d(lk) = d(k) = e e r(lk) = r(l) = f então lk ∈ Tf ∩ Se, assim

podemos considerar h = lk. Logo,

we,f,hx =

{
x, se h = lk

0, caso contrário.

Por outro lado,

xwe,f,h = (al#vk)δg(1f#vh)δe

= (al#vk)βg(1f#vh)δge

= (al#vk)(1f#vhg−1)δg

= (al(vk(hg−1)−1 .1f )#vhg−1)δg.

Pela definição da ação de KG∗ sobre A temos que vkgh−1 .1f 6= 0 se e somente se

h = kg. Assim,

xwe,f,h = we,fx =

{
x, se h = kg

0, caso contrário.

Portanto, we,f,h não é central em Be,f .
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(2) Sejam e, f ∈ G0 e g, h ∈ Ge. Então,

ue,f,gue,f,h = (1f#
∑

l∈Tf∩Se

vl)δg(1f#
∑

k∈Tf∩Se

vk)δh

= (1f#
∑

l∈Tf∩Se

vl)βg(1f#
∑

k∈Tf∩Se

vk)δgh

= (1f#
∑

l∈Tf∩Se

vl)(1f#
∑

k∈Tf∩Se

vkg−1)δgh.

Mas, se t = kg−1 então r(t) = r(k) = f e d(t) = d(g−1) = r(g) = e. Consequente-

mente t ∈ Tf ∩ Se. Reciprocamente, dado k ∈ Tf ∩ Se tomando t = kg temos que

r(t) = r(k) = f , d(t) = d(g) = e e tg−1 = kgg−1 = ke = k. Logo,

ue,f,gue,f,h = (1f#
∑

l∈Tf∩Se

vl)(1f#
∑

t∈Tf∩Se

vt)δgh

=
∑

l,t∈Tf∩Se

(1f (vlt−1 .1f )#vt)δgh

=
∑

l∈Tf∩Se

(1f#vl)δgh.

Como r(gh) = r(g) = e = d(h) = d(gh) então gh ∈ Ge e desta forma ue,f,gue,f,h ∈
Ue,f . Finalmente, dado ue,f,g ∈ Ue,f é fácil verificar que ue,f,g−1 = u−1

e,f,g.

(3) Sejam e, f ∈ G0, g ∈ Ge e h ∈ Tf ∩ Se. Então,

ue,f,gwe,f,hue,f,g−1 = (1f#
∑

l∈Tf∩Se

vl)δg(1f#vh)δe(1f#
∑

k∈Tf∩Se

vk)δg−1

= (1f#
∑

l∈Tf∩Se

vl)βg(1f#vh)δg(1f#
∑

k∈Tf∩Se

vk)δg−1

=
∑

l∈Tf∩Se

(1f#vl)(1f#vhg−1)δg(1f#
∑

k∈Tf∩Se

vk)δg−1

=
∑

l∈Tf∩Se

(1f (vl(hg−1)−1 .1f )#vhg−1)δg(1f#
∑

k∈Tf∩Se

vk)δg−1

= (1f#vhg−1)δg(1f#
∑

k∈Tf∩Se

vk)δg−1
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ue,f,gwe,f,hue,f,g−1 = (1f#vhg−1)βg(1f#
∑

k∈Tf∩Se

vk)δgg−1

= (1f#vhg−1)(1f#
∑

k∈Tf∩Se

vkg−1)δe

=
∑

k∈Tf∩Se

(1f (vhg−1(kg−1)−1 .1f )#vkg−1)δe

=
∑

k∈Tf∩Se

(1f (vhk−1 .1f )#vkg−1)δe

= (1f#vhg−1)δe.

Note que r(hg−1) = r(h) = f e d(hg−1) = d(g−1) = r(g) = e. Logo, hg−1 ∈
Tf ∩ Se e portanto ue,f,gwe,f,hue,f,g−1 ∈ We,f . Denotando por

ue,f,g.we,f,h = ue,f,gwe,f,hue,f,g−1 ,

esta é naturalmente uma ação de Ue,f sobre We,f . Finalmente, dados h, l ∈ Tf ∩ Se,

basta tomar g = l−1h para termos ue,f,g.we,f,h = we,f,l, mostrando assim que esta

ação é transitiva. 2

Proposição 3.2.6. Sejam e, f ∈ G0 e h ∈ Tf ∩ Se. Então

Be,f 'Mne,f
(

⊕
g∈Ge

Ag),

onde ne,f denota a cardinalidade da órbita de we,f,h.

Demonstração: Pela Proposição 3.2.5 temos que Ue,f age transitivamente por con-

jugação sobre o conjunto We,f . Então, pelo Lema 3.1.10 segue que

Be,f 'Mne,f
(Se,f ),

onde Se,f = we,f,hBe,fwe,f,h.

A partir daqui vamos proceder por etapas.

Etapa 1: Se,f =
⊕

g∈Ge

(Ahgh−1#vhg−1)δg.
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De fato, seja x = (al#vk)δg ∈ Be,f . Então,

xwe,f,h = (al#vk)δg(1f#vh)δe = (al#vk)βg(1f#vh)δg

= (al#vk)(1f#vhg−1)δg = (al(vk(hg−1)−1 .1f )#vhg−1)δg.

Por definição vkgh−1 .1f 6= 0 se e somente se kgh−1 = f . Isto ocorre se e somente

se kg = h. Como d(kg) = d(g) = e e r(kg) = r(k) = f então podemos considerar

h = kg. Logo,

xwe,f,h =

{
(al#vhg−1)δg, se kg = h

0, caso contrário.

Continuando temos:

we,f,hxwe,f,h = (1f#vh)δe(al#vhg−1)δg = (1f#vh)βe(al#vhg−1)δg

= (1f#vh)(al#vhg−1)δg = (1f (vh(hg−1)−1 .al)#vhg−1)δg.

Por definição vhgh−1 .al 6= 0 se e somente se hgh−1 = l. Como d(hgh−1) = d(h−1) =

r(h) = t e r(hgh−1) = r(h) = f então podemos tomar l = hgh−1. Assim,

we,f,hxwe,f,h =

{
(ahgh−1#vhg−1)δg, se kg = h

0, caso contrário.

Etapa 2: A aplicação ϕ : Ge −→ Gf definida por ϕ(g) = hgh−1 é claramente

uma bijeção que induz um isomorfismo de K-álgebras θ :
⊕

g∈Ge

Ag −→
⊕

g∈Ge

Ahgh−1

dada por θ(
∑

g∈Ge

ag) =
∑

g∈Ge

ahgh−1 .

Etapa 3: A aplicação γ :
⊕

g∈Ge

Ag −→
⊕

g∈Ge

(Ahgh−1#vhg−1)δg dada por γ(
∑

g∈Ge

ag) =∑
g∈Ge

(ahgh−1#vhg−1)δg é um isomorfismo de K-álgebras.

É fácil ver que γ é um isomorfismo de K-módulos. Mostremos que γ é multi-

plicativa. Para tanto, basta mostrarmos que γ(agbl) = γ(ag)γ(bl), para todo ag ∈ Aa

e bl ∈ Al, com g, l ∈ Ge. De fato,
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γ(ag)γ(bl) = (ahgh−1#vhg−1)δg(bhlh−1#vhl−1)δl

= (ahgh−1#vhg−1)βg(bhlh−1#vhl−1)δgl

= (ahgh−1#vhg−1)(bhlh−1#vhl−1g−1)δgl

= (ahgh−1(vhg−1(hl−1g−1)−1 .bhlh−1)#vh(gl)−1)δgl

= (ahgh−1(vhgh−1 .bhgh−1)#vh(gl)−1)δgl

= (ahgh−1bhlh−1#vh(gl)−1)δgl

= (θ(ag)θ(bl)#vh(gl)−1)δgl

= (θ(agbl)#vh(gl)−1)δgl

= ((agbl)h(gl)h−1#vh(gl)−1)δgl

= γ(agbl).

Pelas etapas acima podemos concluir que:

Se,f =
⊕

g∈Ge

(Ahgh−1#vhg−1)δg '
⊕

g∈Ge

Ag e Be,f 'Mne,f
(

⊕
g∈Ge

Ag).

2

Teorema 3.2.7. A álgebra unitária B0 é isomorfa a uma soma direta de K-álgebras

de matrizes, isto é,

B0 =
⊕

e∈G0

(
⊕

f∈G0

Mne,f
(

⊕
g∈Ge

Ag)).

Demonstração: Sabemos pelas Proposições 3.2.3 e 3.2.4 que B0 =
⊕

e∈G0

Be =⊕
e∈G0

(
⊕

f∈G0

Be,f ). Pela proposição anterior temos que Be,f ' Mne,f
(

⊕
g∈Ge

Ag). Logo,

segue o resultado. 2
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