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RESUMO

Iniciamos este trabalho apresentando alguns resultados bem conhecidos sobre

semigrupos que serão utilizados frequentemente nesta dissertação. Iremos provar

o Teorema de Wagner-Preston. Em seguida, dado um grupo G, constrúımos um

semigrupo universal S(G), via geradores e relações. Além disso, mostramos que as

ações parciais de G em um conjunto X estão em correspondência uma a uma com

as ações de S(G) em X. Esses resultados foram obtidos por R. Exel em [4].
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ABSTRACT

In this work we present some well known results on semigroups which will be

frequently utilized in this dissertation. We prove the Wagner-Preston’s theorem.

Furthermore, given a group G, we construct the universal semigroup S(G), via

generators and relations. Besides, we show that the partial actions of G on a set X

are in a one-to-one correspondence to the actions of S(G) on X. These results were

obtained by R. Exel in [4].
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INTRODUÇÃO

O conceito de semigrupo inverso é bastante recente na história da matemática,

data da década de 1950. Esse surgiu indepedentemente com V. V. Wagner [16] e

com G. Preston ( [12], [13], [14]), em 1952 e 1954, respectivamente, como uma das

formas de solucionar o problema da caracaterização abstrata de pseudogrupos. O

teorema de Wagner-Preston mostra que todo semigrupo inverso pode ser considerado

um subsemigrupo do semigrupo das bijeções parciais. Esse teorema é o análogo ao

teorema de Cayley para a teoria de grupos. O leitor interessado pode consultar [8]

e [10].

A noção de ação parcial é ainda mais recente. Essa noção apareceu indepen-

dentemente em várias áreas da matemática na década de 1990. Na teoria de álgebra

de operadores, esse conceito proporcionou aparecimento de poderosas ferrramentas,

alavancando uma série de descobertas, como por exemplo o leitor pode consultar [1]

e as referências neles contida.

Em [4], R. Exel introduziu de maneira algébrica ação parcial de um grupo

sobre um conjunto e ações de semigrupos inverso em conjuntos. Ele provou que

existe uma corrrespondência bijetora entre as ações parciais de um grupo G sobre

um conjunto X e as ações do semigrupo universal S(G) sobre o mesmo conjunto X.

Nesta dissertação, vamos estudar os resultados obtidos em [4] e o Teorema de

Wagner-Preston descrito em [10].

No Caṕıtulo 1, na seção 1, relembramos algumas definições, exemplos de semi-

grupos e resultados clássicos em semigrupos. Na seção 2, seguiremos a teoria desen-

volvida em [10] para provar o Teorema de Wagner-Preston.

No Caṕıtulo 2, na seção 2.1, iremos relembrar as clássicas definições de relações

de equivalência, congruência e temas relacionados que nos ajudarão a compreender
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a contrução do semigrupo universal. Na seções 2.2 e 2.3, iremos desenvolver a teoria

de R. Exel [4] do semigrupo universal a partir de um grupo G.

No caṕıtulo 3, iremos estudar as ações parcias de grupos e semigrupos inversos

feitas por R. Exel [4] e iremos dar alguns exemplos destas ações. O principal

resultado deste caṕıtulo nos diz que existe uma correspondência bijetora entre as

ações parciais de um grupo G em um conjunto X e as ações do semigrupo universal

S(G) em X.

Todos os resultados desta dissertação estão baseados nas referências [2], [10],

[11] e [15].
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1 SEMIGRUPOS

Neste caṕıtulo, além de algumas definições e resultados clássicos em semigru-

pos, que serão úteis para o desenvolvimento do que segue, apresentaremos o Teorema

da Representação de Wagner-Preston, que caracteriza os semigrupos inversos.

Definição 1.1. Um conjunto não-vazio S, munido de uma operação

· : S × S −→ S

(s1, s2) 7→ s1 · s2

,

é um semigrupo se (s1 · s2) · s3 = s1 · (s2 · s3), ∀s1, s2, s3 ∈ S. Além disso, dizemos

que S é um monóide se ∃e ∈ S tal que es = se = s, ∀s ∈ S.

Quando não houver dúvida com relação à operação, denotaremos s1 · s2, sim-

plesmente, por s1s2.

Exemplo 1.2. O conjunto dos números naturais com adição usual é um semigrupo.

A mesma situação ocorre com os conjuntos dos números inteiros, racionais, reais e

complexos com relação à adição.

Definição 1.3. Seja S um semigrupo. Um subconjunto não-vazio T de S é dito um

subsemigrupo de S se x, y ∈ T ⇒ xy ∈ T.

Exemplo 1.4. O conjunto (N,+) é um subsemigrupo de (Z,+).

Observação 1.5. Sejam (S, ·) um semigrupo e T um subconjunto não-vazio de S.

Então T é um subsemigrupo de S se, e somente se, a operação em S restrita aos

elementos de T é fechada.

Definição 1.6. Sejam S um semigrupo e S1, S2 subconjuntos não-vazios de S. O

produto dos subconjuntos S1 e S2 é definido por:

S1S2 = {s1s2 : s1 ∈ S1, s2 ∈ S2}.

Se S1 = {s1}, então representamos S1S2 por s1S2 e S2S1 por S2s1.
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Definição 1.7. Sejam S um semigrupo e I um subconjunto não-vazio de S.

(i) I é um ideal à esquerda de S se SI ⊆ I;

(ii) I é um ideal à direita de S se IS ⊆ I;

(iii) I é um ideal de S se SI ⊆ I e IS ⊆ I.

A próxima proposição mostra que todo ideal à direita (esquerda) é um sub-

semigrupo.

Proposição 1.8. Sejam S um semigrupo qualquer e I um ideal à direita (à es-

querda) de S. Então, I é um subsemigrupo de S.

Demonstração. Sejam I um ideal à direita de S e s1, s2 ∈ I. Então s1s2 ∈ I, pois I

é um ideal direita de S. Para o caso em que I é um ideal á esquerda de S, a prova

é análoga.

O exemplo a seguir ilustra que a rećıproca desta proposição, em geral, não é

verdadeira.

Exemplo 1.9. O conjunto (N,+) é um subsemigrupo de (Z,+), porém (N,+) não

é um ideal de (Z,+), pois temos 7 ∈ N e −8 ∈ Z, mas 7 + (−8) 6∈ N.

1.1 Semigrupos Regulares e Semigrupos Inversos

No que segue apresentamos a definição de semigrupo regular.

Definição 1.10. Um semigrupo S é dito um semigrupo regular se, para cada s ∈ S,

∃s∗ ∈ S tal que ss∗s = s e s∗ss∗ = s∗. O elemento s∗ é denominado um quase-inverso

de s.

Dizemos que um elemento e ∈ S é um idempotente se ee = e.

A próxima teorema caracteriza completamente quando os idempotentes de um

semigrupo regular S comutam entre si.
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Teorema 1.11. Seja S um semigrupo regular. Então os idempotentes de S comutam

entre si se, e somente se, cada elemento de S possui um único elemento quase-

inverso.

Demonstração. Suponhamos que os idempotentes de S comutam entre si e sejam

u e v quase-inversos de x ∈ S. Então u = uxu = u(xvx)u = (ux)(vx)u. Nota-

mos que (ux)2 = (ux)(ux) = u(xux) = ux e (vx)2 = (vx)(vx) = v(xvx) = vx

e, com isto, ux e vx são idempotentes. Além disso, de maneira análoga, obtemos

que xv e xu também são idempotentes. Como os idempotentes de S comutam,

temos u = (ux)(vx)u = (vx)(ux)u = v(xux)u = vxu = (vxv)xu = v(xv)(xu) =

v(xu)(xv) = v(xux)v = vxv = v.

Reciprocamente, suponhamos que, para cada s ∈ S, existe um único quase-

inverso s∗ ∈ S e sejam e e f elementos idempotentes. Iremos mostrar que (ef) é

um idempotente. Por hipótese, existe x = (ef)∗, um quase-inverso de ef . Notamos

que fxe é um idempotente de S, pois (fxe)2 = (fxe)(fxe) = f(x(ef)x)e = fxe.

Além disso, (ef)fxe(ef) = e(ff)x(ee)f = (ef)x(ef) = ef e fxe(ef)(fxe) =

fx(ee)(ff)xe = fxefxe = fxe. Assim, fxe é um idempotente quase-inverso de

(ef) e, com isto, fxe e (ef)∗ são quase-inversos de (ef). Logo, por hipótese, temos

fxe = (ef)∗ e segue que (ef)∗ é um idempotente. Além disso, (ef)∗(ef)∗(ef)∗ =

(ef)∗, isto é, um idempotente sempre é inverso dele mesmo. Então, por hipótese

(unicidade), temos que (ef) = (ef)∗, pois (ef)∗ é um quase-inverso para (ef). Com

isso, concluimos que o conjunto dos idempotentes de S é fechado com relação ao

produto e todo elemento quase-inverso de um idempotente é ele mesmo.

Por sua vez, como ef(fe)ef = e(ff)(ee)f = (ef)(ef) = ef e fe(ef)fe =

f(ee)(ff)e = (fe)(fe) = fe obtemos, pela unicidade do quase-inverso de ef , que

ef = fe. Portanto, os idempotentes de S comutam entre si.

Motivados pelo teorema acima podemos definir semigrupos inversos.

Definição 1.12. Um semigrupo S é dito um semigrupo inverso se, para cada s ∈ S,

existe um único s∗ ∈ S tal que ss∗s = s e s∗ss∗ = s∗.
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A seguir apresentaremos um exemplo de semigrupo inverso.

Exemplo 1.13. Sejam X um conjunto não-vazio, I(X) = {f : A → B bijetiva,

onde A,B ⊂ X} , o conjunto das bijeções parciais de X, e f1, f2 ∈ I(X). Definimos

f1 ◦f2(x) = f1(f2(x)), para todo x ∈ Dom(f1 ◦f2) = f−1
2 (Im(f2)∩Dom(f1)). Além

disso, Im(f1 ◦ f2) = f1(Im(f2) ∩Dom(f1)). A operação de composição em I(X) é

ilustrada na seguinte figura:

Mostraremos que (I(X), ◦) é um semigrupo inverso. De fato, claramente a operação

de composição de funções em I(X) é associativa. Notamos que, para cada f ∈ I(X),

existe um único f ∗ = f−1 ∈ I(X) com a propriedade que f ∗ ◦ f ◦ f ∗ = f ∗ e

f ◦ f ∗ ◦ f = f . Logo, (I(X), ◦) é um semigrupo inverso.

Na próxima proposição veremos algumas propriedades de semigrupos inversos

que serão importantes na prova do Teorema da Representação de Wagner-Preston.

Proposição 1.14. Se S é um semigrupo inverso, então as seguintes propriedades

são satisfeitas:

(i) para todo s ∈ S, temos que ss∗ e s∗s são idempotentes, s(s∗s) = s e (ss∗)s = s;

(ii) (s1...sn)∗ = s∗n...s
∗
1, ∀s1, ..., sn ∈ S e n ≥ 1;

(iii) para todo idempotente f ∈ S e todo s ∈ S, temos que s∗fs é um idempotente;

(iv) se e é um idempotente em S, então e∗ = e;

(v) (s∗)∗ = s, para todo s ∈ S.

Demonstração. (i) Notamos que (s∗s)2 = (s∗s)(s∗s) = (s∗ss∗)s= s∗s. Analogamente

temos (ss∗)2 = (ss∗)(ss∗) = s(s∗ss∗) = ss∗. As outras igualdades são imediatas,
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pois S é um semigrupo inverso.

(ii) Mostraremos por indução. De fato, se n = 2, temos que s∗2s
∗
1(s1s2)s∗2s

∗
1 =

s∗2(s∗1s1)(s2s
∗
2)s∗1. Pelo item (i) e o Teorema 1.11, temos que (s∗1s1) e (s2s

∗
2) são idem-

potentes e (s∗1s1)(s2s
∗
2) = (s2s

∗
2)(s∗1s1). Assim, s∗2s

∗
1(s1s2)s∗2s

∗
1 = s∗2(s2s

∗
2)(s∗1s1)s∗1 =

(s∗2s2s
∗
2)(s∗1s1s

∗
1) = s∗2s

∗
1. De maneira análoga, obtemos s1s2(s∗2s

∗
1)s1s2 = s1s2 e,

como S é um semigrupo inverso, segue que (s1s2)∗ = s∗2s
∗
1. Supondo, por hipótese

de indução, que (s1 · · · sk)∗ = s∗k · · · s∗1 obtemos, finalmente, que (s1 · · · sksk+1)∗ =

((s1 · · · sk)(sk+1))∗ = (s∗k+1)(s∗k · · · s∗1) = s∗k+1s
∗
k · · · s∗1.

(iii) Observamos que (s∗fs)2 = (s∗fs)(s∗fs) = s∗f(ss∗)fs. Assim, pelo item (i),

temos que ss∗ é um idempotente e, pelo Teorema 1.11, o idempotente ss∗ comuta

com f . Logo, (s∗fs)2 = s∗(ff)(ss∗)s = s∗f(ss∗s) = s∗fs.

(iv) Como eee = (ee)e = ee = e, segue que e∗ = e.

(v) Seja s ∈ S. Então existe um único elemento s∗ ∈ S tal que ss∗s = s e s∗ss∗ = s∗.

Pelo item (ii), temos s∗(s∗)∗s∗ = s∗ e (s∗)∗s∗(s∗)∗ = (s∗)∗. Logo, pela unicidade do

quase-inverso, temos (s∗)∗ = s∗ e, portanto, (s∗)∗ = s.

De agora em diante, o conjunto dos idempotentes de um semigrupo inverso S

será denotado por E(S). Note que, se A é um subconjunto não-vazio de S então

E(A) = A∩E(S). Além disso, um subconjunto não-vazio A ⊆ S é um subsemigrupo

inverso se a operação dos elementos de S restrita aos elementos de A e se cada

elemento de A possui um único quase-inverso em A.

Observação 1.15. Seja S um semigrupo inverso. Então E(S) é um subsemigrupo

inverso de S, pois, pelo item (iv) da Proposição 1.14, temos e∗ = e, para todo

idempotente e ∈ E(S). Assim, pelo Teorema 1.11, segue que os idempotentes de S

comutam e, com isto, o produto de elementos de E(S) continua em E(S). Logo,

E(S) é um subsemigrupo inverso e comutativo de S.

Lema 1.16. Se S é um semigrupo inverso, então as seguintes propriedades são

satisfeitas:
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(i) para todo e ∈ E(S) e todo s ∈ S, existe um f ∈ E(S) tal que es = sf ;

(ii) para todo e ∈ E(S) e todo s ∈ S, existe um f ∈ E(S) tal que se = fs.

Demonstração. (i) Seja f = s∗es. Então, pelo item (iii) da Proposição 1.14, f é um

idempotente de S. Pelo Teorema 1.11, os idempotentes comutam e, com isto, temos

sf = s(s∗es) = (ss∗)es = e(ss∗)s = e(ss∗s) = es.

(ii) Seja f = ses∗. Então, pelo item (iii) da Proposição 1.14, f é um idempotente.

Assim, pelo Teorema 1.11, temos fs = (ses∗)s = se(s∗s) = (ss∗s)e = se.

Na próxima proposição temos uma relação entre grupos e semigrupos inversos.

Antes disso, relembremos a definição de grupo.

Definição 1.17. Seja um conjunto não-vazio G, onde está definido uma operação

fechada

· : G×G −→ G

(g1, g2) 7→ g1 · g2

,

satisfazendo:

(i) (g1 · g2) · g3 = g1 · (g2 · g3), ∀s1, s2, s3 ∈ S;

(ii) ∃e ∈ G tal que g.e = e.g, ∀g ∈ G;

(iii) ∀g ∈ G, ∃g−1 tal que g.g−1 = g−1.g = e.

Nestas condições, dizemos que (G, .) é um grupo, ou seja, é um conjunto não vazio

G munido de uma operação fechada que é associativa, admite elemento neutro e

admite inverso para cada um de seus elementos. Além disso, se a operação for

comutativa (g.h = h.g,∀g, h ∈ G), dizemos que G é grupo abeliano, em homenagem

ao matemático N. Abel (1802-1829).

Proposição 1.18. S é um grupo se, e somente se, S é um semigrupo inverso com

um único idempotente.

Demonstração. Seja S um grupo. Então S é um semigrupo com um único inverso,

pois, para cada x ∈ S, existe um único x∗ = x−1, inverso de x em S, que satisfaz
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as condições da Definição 1.12. Mostraremos que S possui um único idempotente.

De fato, denotamos por 1S a unidade de S e suponhamos que exista um outro

idempotente h em S. Assim, hh = h e, como S é grupo, temos (h−1)hh = h−1h, o

que implica h = 1S.

Reciprocamente, suponhamos que S é um semigrupo inverso com um único

idempotente e. Mostraremos que S é um grupo. De fato, pelo item (i) da Proposição

1.14, temos que ss∗ e s∗s são idempotentes, ∀s ∈ S. Por hipótese, segue que

ss∗ = s∗s = e. Assim, para cada s ∈ S, se = s(s∗s) = s = (ss∗)s = es e, com isto,

e é a identidade de S. Além disso, para cada s ∈ S, ss∗ = e = s∗s e, dáı, segue que

todo elemento s ∈ S tem um elemento inverśıvel em S. Logo, S é um grupo.

Dado g ∈ S, denotaremos por gS (Sg) o conjunto gerado por g à direita (à

esquerda) em S, isto é, gS = {gs : s ∈ S} (Sg = {sg : s ∈ S}).

Proposição 1.19. Se S é um semigrupo inverso, então as seguintes propriedades

são satisfeitas:

(i) gS = gg∗S, ∀g ∈ S, e gg∗ é o único idempotente gerador à esquerda de gS;

(ii) Sg = Sg∗g ∀g ∈ S, e g∗g é o único idempotente gerador à direita de Sg;

(iii) eS ∩ fS = efS, ∀e, f ∈ E(S);

(iv) Se ∩ Sf = Sef , ∀e, f ∈ E(S).

Demonstração. (i) Para cada g ∈ G, temos gS = (gg∗)gS ⊆ gg∗S ⊆ gS e, sendo

assim, gS = gg∗S. Agora, seja e ∈ E(S) tal que gS = gg∗S = eS. Então, temos

gg∗ = (gg∗)(gg∗) ∈ gg∗S = eS, e = (e)(e) ∈ eS = gg∗S e, sendo assim, ∃s1, s2 ∈ S

tais que gg∗ = es1 e e = gg∗s2. Logo, pelo Teorema 1.11, temos gg∗ = es1 =

(ee)s1 = e(es1) = e(gg∗) = (gg∗)e = (gg∗)(gg∗s2) = (gg∗)(gg∗)s2 = gg∗s2 = e.

(ii) Análogo ao item (i).

(iii) Seja x ∈ eS ∩ fS. Então, ∃s1, s2 ∈ S, tais que x = es1 = fs2. Assim,

ex = e(es1) = (ee)s1 = es1 = x e fx = f(fs2) = (ff)s2 = fs2 = x. Logo,

x = ex = efx e, portanto, eS ∩ fS ⊆ efS.

Por outro lado, seja x ∈ efS. Então, ∃s ∈ S, tal que x = efs e, dáı, temos
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efx = ef(efs) = (ee)(ff)s = efs = x. Assim, x = efx = ef(efs) = (ee)(ff)s =

efs ∈ eS e x = efx = ef(efs) = f(ee)fs = fefs = (ff)ex = fes ∈ fS. Logo

efS ⊆ eS ∩ fS

(iv) Análogo ao item (iii).

Observação 1.20. Sejam S um semigrupo inverso e s, t ∈ S. Então t∗s∗sS =

t∗s∗stS, pois, pelo item (i) da Proposição 1.19, temos t∗s∗sS = t∗s∗s(t∗s∗s)∗S =

t∗s∗s(s∗(s∗)∗(t∗)∗)S = t∗(s∗ss∗)stS = t∗s∗stS.

1.1.1 A Relação de Ordem Parcial de um Semigrupo Inverso e o
Teorema da Representação de Wagner-Preston

Nesta seção o principal objetivo é apresentar o Teorema da Representação de

Wagner-Preston.

Seja S um semigrupo inverso. Dados s, t ∈ S definimos a seguinte relação:

s ≤ t⇐⇒ s = te

para algum idempotente e ∈ S.

A próxima proposição nos dá algumas propriedades da relação ≤ definida

acima.

Proposição 1.21. Seja S um semigrupo inverso e sejam s, t ∈ S. Então são

equivalentes:

(i) s ≤ t;

(ii) s = et, para algum idempotente e ∈ S;

(iii) s∗ ≤ t∗;

(iv) s = ss∗t;

(v) s = ts∗s.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Suponhamos s ≤ t. Então temos s = tf , para algum

idempotente f ∈ S. Logo, pelo item (ii) do Lema 1.16, temos tf = et, para algum
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idempotente e ∈ S e, portanto, s = et.

(ii) ⇒ (iii) Suponhamos s = et, para algum idempotente e ∈ S. Assim, pelos itens

(ii) e (iv) da Proposição 1.14, o quase-inverso de s é s∗ = t∗e e, com isto, s∗ ≤ t∗.

(iii) ⇒ (iv) Suponhamos s∗ ≤ t∗. Então s∗ = t∗e, para algum idempotente e ∈ S, e,

pelos itens (ii) e (v) da Proposição 1.14, o quase-inverso de s∗ é s = et. Dáı, usando

o fato que tt∗ e t∗t são idempotentes em S e que os idempotentes em um semigrupo

inverso comutam, temos ss∗t = (et)(t∗e)t = e(tt∗)et = (ee)tt∗t = et = s.

(iv) ⇒ (v) Suponhamos s = ss∗t. Como ss∗ é um idempotente em S, pelo item

(i) do Lema 1.16, temos (ss∗)t = tf , para algum idempotente f ∈ S. Sendo assim,

sf = (ss∗t)f = (tf)f = t(ff) = tf = s e, dáı, ts∗s = t(s∗s)f = tfs∗s = ss∗s = s.

(v)⇒ (i) Suponhamos s = ts∗s. Como ss∗ é idempotente, segue que s ≤ t.

Lema 1.22. Seja S um semigrupo inverso. A relação ≤, definida anteriormente

sobre os elementos de S, é uma relação de ordem parcial.

Demonstração. Mostraremos que a relação ≤ é reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

De fato, para cada s ∈ S, existe um único s∗ ∈ S tal que s = ss∗s e, como ss∗ é um

idempotente, obtemos s ≤ s.

Por sua vez, supondo s1 ≤ s2 e s2 ≤ s1, pelo item (v) da Proposição 1.21,

temos s1 = s2s
∗
1s1 e s2 = s1s

∗
2s2. Deste modo, s1 = s2s

∗
1s1 = s1(s∗2s2)(s∗1s1) =

s1(s∗1s1)(s∗2s2) = (s1s
∗
1s1)s∗2s2 = s1s

∗
2s2 = s2.

Finalmente, supondo s1 ≤ s2 e s2 ≤ s3, existem e, f ∈ E(S) tais que s1 = s2e

e s2 = s3f . Logo, s1 = s2e = (s3f)e = (s3)fe e, portanto, s1 ≤ s3.

Lema 1.23. Sejam S um semigrupo inverso e s1, s2, s3, s4 ∈ S. Se s1 ≤ s2 e

s3 ≤ s4, então s1s3 ≤ s2s4 e s3s1 ≤ s4s2.

Demonstração. Por hipótese, existem e, f ∈ E(S) tais que s1 = s2e e s3 = s4f .

Assim, s1s3 = s2es4f e, pelo item (i) do Lema 1.16, existe um idempotente h ∈ S

tal que es4 = s4h. Logo, s1s3 ≤ s2s4. De maneira análoga, s3s1 ≤ s4s2.

Observação 1.24. Note que, usando a Proposição 1.20 e o Lema 1.23, se s1 ≤ s2

então s∗1s1 ≤ s∗2s2 e s1s
∗
1 ≤ s2s

∗
2.
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Agora temos as ferramentas necessárias para enunciar e provar o Teorema da

Representação de Wagner-Preston. Tal teorema caracteriza os semigrupos inversos,

a partir do fato que todo semigrupo inverso é isomorfo a um subsemigrupo de I(X),

o conjunto das bijeções parciais de X. Além disso, preserva a relação de ordem,

s1 ≤ s2 através do homomorfismo π : S → I(X), como veremos a seguir.

Sejam S e T semigrupos. Dizemos que δ : S → T é um homomorfismo de

semigrupos se satisfaz δ(s1s2) = δ(s1)δ(s2), para quaisquer s1, s2 ∈ S.

Dado um conjunto X e um homomorfismo π : S → I(X), então definimos uma

relação de ordem natural dada por:

π(s1) ≤ π(s2)⇐⇒ Dom(π(s1)) ⊆ Dom(π(s2)) e π(s1)(x) = π(s2)(x),

onde x ∈ Dom(π(s1)).

Teorema 1.25. Seja S um semigrupo inverso. Então existe um conjunto X e um

homomorfismo injetivo π : S → I(X) tais que s1 ≤ s2 ⇐⇒ π(s1) ≤ π(s2).

Demonstração. Seja πs : s∗sS −→ ss∗S, dada por πs(x) = sx. Notamos que π

está bem definida, pois, para cada x ∈ s∗sS, temos x = s∗st para algum t ∈ S

e πs(s
∗st) = ss∗st = st ∈ sS. Assim, pelo item (i) da Proposição 1.19, temos

πs(s
∗st) ∈ sS = ss∗S. De maneira análoga, obtemos que πs∗ : ss∗S −→ s∗sS, dada

por πs∗(x) = s∗x, está bem definida. Por sua vez, seja x ∈ s∗sS, então x = s∗st

para algum t ∈ S. Logo, pelo item (i) da Proposição 1.14, temos πs∗ ◦ πs(s∗st) =

πs∗s(s
∗st) = (s∗s)(s∗s)t = s∗st e πs ◦ πs∗(ss∗t) = πss

∗(ss∗t) = (ss∗)(ss∗)t = ss∗t.

Assim, πs é bijetiva e π−1
s = πs∗ .

Agora, seja π : S −→ I(S), dada por π(s) = πs. Claramente π está bem

definida. Mostraremos que π é um homomorfismo, isto é, que πs ◦ πt = πst,

∀s, t ∈ S. Para isso é necessário mostrar que Dom(πs ◦ πt) = Dom(πst) e que

πs ◦ πt = πst, ∀x ∈ Dom(πst). De fato, pela definição do Dom(πs ◦ πt), pela
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sobrejetividade de πs, pelo item (iii) da Proposição 1.19 e pela Observação 1.20,

temos Dom(πs ◦ πt) = π−1
t (Im(πt) ∩Dom(πs)) = πt∗(tt

∗S ∩ s∗sS) = πt∗(tt
∗s∗sS) =

(t∗tt∗)s∗sS = t∗s∗sS = t∗s∗stS = (st)∗stS = Dom(πst). Agora, notamos que, para

cada x ∈ Dom(πst), temos πst(x) = stx e que (πs◦πt)(x) = πs(πt(x)) = πs(tx) = stx.

Sendo assim, πst(x) = (πs ◦ πt)(x), ∀x ∈ Dom(πst) = Dom(πs ◦ πt), e, portanto, π

é um homomorfismo. Além disso, dados s1, s2 ∈ S tais que π(s1) = π(s2), ou seja,

tais que πs1 = πs2 . Pela sobrejetividade de πs, temos s1s1
∗S = s2s2

∗S e, do item (i)

da Proposição 1.19, segue que s1S = s2S e, portanto, o homomorfismo π é injetivo.

Para mostrar a segunda parte do teorema. Suponhamos que s1 ≤ s2, então pela

Observação 1.23, temos que s1
∗s1 ≤ s2

∗s2. Assim, ∃e ∈ E(S), tal que s1
∗s1 = s2

∗s2e.

Logo Dom(πs1) ⊂ Dom(πs2). Agora, seja x ∈ Dom(πs1). Então ∃r ∈ S, tal que

x = s1
∗s1r. Notamos que s1

∗s1x = s1
∗s1s1

∗s1r = s1
∗s1r = x, com isto, segue do

item (v) da Proposição 1.20 que πs2(x) = s2x = s2s1
∗s1x = s1x = πs1(x).

Reciprocamente, suponhamos πs1 ≤ πs2 , então s1
∗s1S ⊆ s2

∗s2S e πs1(x) =

πs2(x) para x ∈ s1
∗s1S. Notamos que s1

∗ = s1
∗s1s1

∗ ∈ s1
∗s1S. Assim, πs1(s1

∗) =

πs2(s1
∗), então s1s1

∗ = s2s1
∗. Multiplicando a direita em ambos os lados por s1,

obtemos que s1 = s2s1
∗s1, e seque que, s1 ≤ s2.



12

2 SEMIGRUPO INVERSO ASSOCIADO A

UM GRUPO

Este caṕıtulo está dividido em três seções. Iniciaremos a Seção 2.1 com algu-

mas definições e resultados clássicos, com o intuito de uma melhor compreensão da

construção do semigrupo universal S(G). Este, definido via geradores e relações,

será visto na Seção 2.2. Finalmente, na Seção 2.3, estudaremos as representações

de S(G), utilizadas para demonstrar, no último teorema deste caṕıtulo, que S(G) é

um semigrupo inverso.

2.1 Relações e Monóides Livres

2.1.1 Relações de Equivalência

As relações podem ser definidas em um conjunto qualquer e iremos defińı-las

em um semigrupo, o nosso objeto de estudo.

Uma relação binária, em um semigrupo S, é um subconjunto < ⊆ S × S.

Se (x, y) ∈ <, diremos que x se relaciona com y pela relação < quando (x, y) ∈ <.

Por sua vez, o conjunto de todas as relações binárias em S será denotado por R(S)

e, durante esta seção, o termo relação significará uma relação binária.

Exemplo 2.1. Alguns exemplos importantes de relações binárias são os seguintes:

(i) a relação de todos os pares ordenados de S×S, conhecida como relação universal ;

(ii) < = {(x, x) : x ∈ S}, conhecida como relação identidade e denotada por 1<;

(iii) <−1 = {(x, y) : (y, x) ∈ <}, conhecida como a relação inversa de <.

Definição 2.2. Sejam <1,<2 ∈ R(S). Então a relação composta de <1 e <2,

denotada por <1 ◦ <2, é definida por

<1 ◦ <2 = {(x, y) : (x, z) ∈ <1 e (z, y) ∈ <2, para algum z ∈ S}.
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Proposição 2.3. (R(S), ◦) é um monóide.

Demonstração. Suponhamos <1,<2,<3 ∈ R(S). Então, dados x, y ∈ S, temos que

(x, y) ∈ (<1 ◦ <2) ◦ <3

⇐⇒ (x, z) ∈ (<1 ◦ <2) e (z, y) ∈ <3, para algum z ∈ S

⇐⇒ (x, s) ∈ <1, (s, z) ∈ <2 e (z, y) ∈ <3, para alguns z, s ∈ S

⇐⇒ (x, s) ∈ <1, (s, y) ∈ <2 ◦ <3, para algum s ∈ S

⇐⇒ (x, y) ∈ <1 ◦ (<2 ◦ <3).

Assim, (R(S), ◦) é um semigrupo. Notamos que 1< ∈ R(S) e, ∀< ∈ R(S), temos

< ◦ 1< = < = 1< ◦ <, pois < ◦ 1< = {(x, y) : (x, y) ∈ < e (y, y) ∈ 1<, ∀y ∈ S} =

{(x, y) : (x, x) ∈ 1< e (x, y) ∈ <, ∀x ∈ S} = <. Logo, (R(S), ◦) é um monóide.

Observação 2.4. Seja < uma relação sobre um semigrupo S. Podemos definir

recursivamente as potências <n de <, ∀n ∈ N, da seguinte maneira:

(i) <0 = 1S = {(x, x) : x ∈ S};

(ii) <1 = <;

(iii) <n+1 = <n ◦ <.

Proposição 2.5. Se <1,<2, ...,<n ∈ R(S), então as seguintes propriedades são

satisfeitas:

(i) (<−1)−1 = <;

(ii) <1 ⊂ <2 ⇒ <1 ◦ <3 ⊂ <2 ◦ <3;

(iii) <1 ⊂ <2 ⇒ <−1
1 ⊂ <−1

2 ;

(iv) (<1 ◦ ... ◦ <n)−1 = <−1
n ◦ ... ◦ <−1

1 .

Demonstração. (i) Notamos que segue imediatamente da definição, pois (<−1)−1 =

{(x, y) : (y, x) ∈ <−1} = {(x, y) : (y, x) ∈ <−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ <}} = <;

(ii) Suponhamos <1 ⊂ <2. Então temos <1 ◦ <3 = {(x, y) : (x, z) ∈ <1 ⊂ <2 e

(z, y) ∈ <3, para algum z ∈ S} ⊂ <2 ◦ <3 = {(x, y) : (x, z) ∈ <2 e (z, y) ∈ <3, para

algum z ∈ S};
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(iii) Suponhamos <1 ⊂ R2. Então, por definição, temos <−1
1 = {(y, x) : (x, y) ∈

<1 ⊂ <2}. Assim, segue que <−1
1 ⊂ <−1

2 ;

(iv) Mostraremos por indução. De fato, para n = 2, temos, por definição, que

(<1 ◦ <2)−1 = {(x, y) : (y, x) ∈ <1o<2} = {(y, x) : (y, z) ∈ <1 e (z, x) ∈ <2,

para algum z ∈ S} = {(x, y) : (x, z) ∈ <−1
2 e (z, y) ∈ <−1

1 , para algum z ∈ S}

= <−1
2 ◦ <−1

1 . Suponhamos, por hipótese de indução, que (<1 ◦ <2 ◦ · · · ◦ <k)−1 =

<−1
k ◦ · · · ◦ <

−1
2 ◦<−1

1 e mostraremos que a propriedade é válida para k+ 1. De fato,

temos (<1 ◦ <2 ◦ · · · <k ◦ <k+1)−1 = ((<1 ◦ <2 ◦ · · · ◦ <k) ◦ (<k+1))−1 = (<k+1)−1 ◦

(<1 ◦ <2 ◦ · · · ◦ <k)−1 = (<k+1)−1 ◦ <−1
k ◦ · · · ◦ <

−1
2 ◦ <−1

1 .

Definição 2.6. Uma relação binária <, em um semigrupo S, é dita uma relação de

equivalência se, ∀x, y, z ∈ S, valem as seguintes propriedades:

(i) (x, x) ∈ <; (reflexividade)

(ii) se (x, y) ∈ < então (y, x) ∈ <; (simetria)

(iii) se (x, y) ∈ < e (y, z) ∈ < então (x, z) ∈ <. (transitividade)

Observação 2.7. Se < é uma relação simétrica então <−1 = <. De fato, dado

(x, y) ∈ <, como < é simétrica, temos que (y, x) ∈ < e, dáı, (x, y) ∈ <−1. Por

sua vez, dado (x, y) ∈ <−1 temos que (y, x) ∈ < e, como < é simétrica, segue que

(x, y) ∈ <.

Definição 2.8. Sejam (S, ·) um semigrupo e < uma relação binária em S.

(i) < é dita compat́ıvel à direita (à esquerda) se ∀a ∈ S e ∀(s, t) ∈ <, temos que

(sa, ta) ∈ <
(
(as, at) ∈ <

)
.

(ii) < é dita compat́ıvel se ∀(s1, s2), (t1, t2) ∈ <, temos que (s1t1, s2t2) ∈ <.

(iii) < é dita uma congruência à direita (à esquerda) se < é uma relação de equivalência

compat́ıvel à direita (esquerda). Se < é uma relação de equivalência compat́ıvel,

então < é dita uma congruência.

Lema 2.9. Uma relação <, de um semigrupo S, é uma congruência se, e somente,

se < é uma congruência à esquerda e à direita simultaneamente.
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Demonstração. Suponhamos que < é uma congruência e sejam s, t, a ∈ S tais que

(s, t) ∈ <. Pela reflexividade, temos que (a, a) ∈ < e, pela compatibilidade, temos

que (sa, ta), (as, at) ∈ <. Assim, < é uma congruência à esquerda e à direita

simultaneamente.

Reciprocamente, suponhamos que < uma congruência à esquerda e à direita

simultaneamente e sejam (s1, s2), (t1, t2) ∈ <. Então, pela compatibilidade à direita

de <, temos que (s1t1, s2t1) ∈ < e, pela compatibilidade à esquerda de <, temos que

(s2t1, s2t2) ∈ <. Assim, pela transitividade, segue que (s1t1, s2t2) ∈ < e, portanto,

< é uma congruência.

Exemplo 2.10. Dado um conjunto X, sempre é posśıvel construir uma relação de

equivalência sobre o conjunto X, a partir de uma função cujo domı́nio seja X. Dada

uma função f : X → X, definimos < = {(x, y) : f(x) = f(y)}. É fácil de ver que é

uma relação de equivalência, pois as seguintes condições são satisfeitas:

(i) (x, x) ∈ <, pois f(x) = f(x); (reflexividade)

(ii) se f(x) = f(y) então f(y) = f(x); (simetria)

(iii) se f(x) = f(y) e f(y) = f(z) então f(x) = f(z). (transitividade)

Em geral a relação de equivalência acima não é uma congruência como mostra

o próximo exemplo.

Exemplo 2.11. Considere o semigrupo (Z, .), a função f : Z → Z, definida por

f(x) = x2 − x − 2, e a relação < = {(x, y) : f(x) = f(y)}. Notamos que, pelo

Exemplo 2.10, < é uma relação de equivalência. Todavia, < não é uma congruência

em Z, pois f(−1) = 0 = f(2) e f(−2) = 4 = f(3) implicam que (−1, 2), (−2, 3) ∈ <,

mas ((−1).(−2), 2.3)) /∈ <, uma vez que f(2) = −2 e f(6) = 28.

A seguir temos um exemplo clássico de congruência.

Exemplo 2.12. A relação sobre (Z,+), definida por < = {(p, q): p − q é diviśıvel

por m} é uma congruência. Notamos que, se (p, q) ∈ < então, por definição, ∃r ∈ Z
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tal que rm = p − q. Claramente (p, p) ∈ <. Sejam (p, q) ∈ <, então ∃r ∈ Z, tal

que rm = p − q e, com isto, −rm = q − p. Assim (q, p) ∈ <. Finalmente, sejam

(p, q) ∈ < e (q, r) ∈ <, então ∃r1, r2 ∈ Z, tais que r1m = p− q e r2m = q − r. Logo

(r1 + r2)m = p− r e, com isto (p, r) ∈ <.

Agora, mostraremos que < é uma congruência. De fato, dado (s, t) ∈ <,

∃r1 ∈ Z tal que s − t = r1m. Dáı, multiplicando por a ∈ Z à direita e depois

à esquerda, obtemos sa − ta = r1ma e as − at = ar1m, respectivamente. Deste

modo, (sa, ta), (as, at) ∈ < , ou seja, < é uma congruência à esquerda e à direita

simultaneamente. Logo, pelo Lema 2.9, < é uma congruência.

Definição 2.13. Seja < uma relação de equivalência em um semigrupo S. Dado

s ∈ S, a classe de equivalência de s pela relação <, denotada por s, é o conjunto

s = {x ∈ S, tal que (x, s) ∈ <}. Dizemos s é o conjunto de elementos x ∈ S que

são equivalentes a s. Quando < é uma congruência, dizemos que x é côngruo a s

módulo < e denotamos x ≡ s mod(<).

A seguir temos outros dois exemplos clássicos de congruência.

Exemplo 2.14. A classe de equivalência 0, pela relação de congruência < = {(p, q):

p− q é diviśıvel por m}, são os múltiplos de m, isto é, 0 = {r = nm : n ∈ Z}.

O próximo exemplo aparece em ( [2] pág.5).

Exemplo 2.15. Na Geometria Anaĺıtica, um vetor é uma classe de equivalência for-

mada por segmentos orientados no espaço vetorial euclidiano e definida pela seguinte

relação: dois segmentos não nulos são equivalentes se, e somente se, possuem o

mesmo comprimento, mesma direção e sentido, ou são ambos nulos.

Definição 2.16. Seja < uma relação de equivalência em um conjunto A. Então o

conjunto quociente de A por <, denotado por A/<, é o conjunto A/< = {x : x ∈ A},

ou seja, A/< é o conjunto de todas as classes de equivalência de < em A.

A seguir temos um exemplo clássico de conjunto quociente.
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Exemplo 2.17. Se < = {(p, q): p− q é diviśıvel por 2} então Z/< = {0, 1}.

Proposição 2.18. Seja < uma congruência sobre um semigrupo (S, ·). Então existe

uma operação �, tal que (S/<,�) é um semigrupo.

Demonstração. Considere a operação � : S/<×S/< → S/<, definida por �(x, y) =

x · y. Note que � está bem definida. De fato, suponhamos (x, y) = (x′, y′). Deste

modo, (x, x′), (y, y′) ∈ < e, como < é uma congruência, segue que (x · y, x′ · y′) ∈

<. Assim, x · y = x′.y′, ou seja, � é uma operação sobre S/<. Além disso, pela

associatividade de (S, ·) e pela definição de �, temos x � (y � z) = x � x · y =

x · (y · z) = (x · y) · z = x · y� z = (x� y)� z. Logo, (S/<,�) é um semigrupo.

Observação 2.19. Se < é uma congruência sobre um monóide (M, ·) então (M/<,�)

é um monóide. De fato, pela Proposição 2.18, (M/<,�) é um semigrupo e, sendo

1M a identidade em (M, ·), segue que 1M é a identidade em (M/<,�), pois 1M�x =

1M · x = x = x · 1M = x� 1M .

Desde que uma famı́lia de relações de equivalência em um semigrupo S seja

não-vazia, sempre podemos extrair uma única e menor relação de equivalência con-

tendo < a qual denotaremos por <\. Além disso sempre é posśıvel extrair uma única

e menor congruência em um semigrupo S contendo <, a qual denotamos por <].

Mas antes, precisamos de algumas ferramentas para verificar estes fatos.

Lema 2.20. Seja (<i)i∈I uma famı́lia não-vazia de relações de equivalência em um

conjunto S. Então
⋂
{<i : i ∈ I} é uma relação de equivalência em S.

Demonstração. É claro que 1< ∈
⋂
i∈I
<i, pois 1<∈< para toda relação de equivalência.

Dado (x, y) ∈
⋂
i∈I
<i temos que (x, y) ∈ <i, ∀i ∈ I, e, como cada <i é uma relação de

equivalência, temos que (y, x) ∈ <i, ∀i ∈ I. Dáı, segue que (y, x)
⋂
i∈I
<i. Finalmente,

suponhamos que (x, y), (y, z) ∈
⋂
i∈I
<i. Como cada <i é uma relação de equivalência,

temos que (x, z) ∈ <i, ∀i ∈ I. Portanto,
⋂
i∈I
<i é uma relação de equivalência.

Observação 2.21. De maneira análoga ao Lema 2.20, temos que a interseção de

uma famı́lia não-vazia de congruências, em um semigrupo S é uma congruência.
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Definição 2.22. Se < é uma relação de equivalência em um conjunto S, dizemos

que <∞ =
∞⋃
n=1

<n é o fecho transitivo de S.

No próximo lema veremos uma justificativa do nome fecho transitivo.

Lema 2.23. Se < é uma relação em um conjunto S, então <∞ é a menor relação

transitiva, em S, contendo <.

Demonstração. É claro que <∞ ⊃ < = <1. Suponhamos que (x, y), (y, z) ∈ <∞.

Então ∃m,n ∈ N tais que (x, y) ∈ <m e (y, z) ∈ <n. Logo, (x, z) ∈ <m ◦ <n ⊂ <∞.

Agora, suponhamos que <′ é uma relação transitiva em S, tal que <′ ⊇ <. Notamos

que <2 = < ◦ < ⊆<′ ◦ <′, pois ∀(x, y) ∈ < ◦ <, ∃z ∈ S tal que (x, z) ∈ < ⊂ <′ e

(z, y) ∈ < ⊂ <′. Além disso, <′ ◦ <′ ⊆ <′, pois dado (x, y) ∈ <′ ◦ <′, ∃z ∈ S tal

que (x, z) ∈ <′ e (z, y) ∈ <′. Como <′ é uma relação transitiva, temos (x, y) ∈ <′.

Logo, por indução, temos <n ⊆ <′, ∀n ∈ N, e, portanto, <∞ ⊆ <′.

Na próxima proposição temos uma caracterização para <\.

Proposição 2.24. Se < é uma relação em um conjunto S então <\=[<∪<−1∪1<]∞

é a menor relação de equivalência contendo <.

Demonstração. Pelo Lema 2.23, temos que <\ é uma relação transitiva e <\ ⊇ <.

Notamos que 1< ∈ <\ e, com isto, <\ é uma relação reflexiva. Claramente, pela

definição de <−1, temos que <̃ = < ∪ <−1 ∪ 1< é uma relação simétrica. Desta

maneira, pela Observação 2.7, temos <̃ = <̃−1 e, pelo item (iv) da Proposição 2.5,

segue que <̃n = (<̃−1)n = (<̃n)−1. Seja (x, y) ∈ <\. Então ∃n ∈ N tal que (x, y) ∈ <̃n

e, como <̃n é uma relação simétrica, temos que (y, x) ∈ <̃n. Assim, (y, x) ∈ <\ e

obtemos que <\ é uma relação de equivalência contendo <. Agora, mostraremos que

<\ é a menor relação de equivalência contendo <. De fato, suponhamos que exista

uma relação de equivalência H, em S, tal que H ⊇ < e H ⊂ <\. Como < ⊂ H, pela

Proposição 2.5 (iii) e Observação 2.7, segue que < ⊂ H−1 = H. Claramente temos

1H ⊂ H, pois H é reflexiva. Assim, <̃ = <∪<−1∪ 1< ⊂ H e, como H é uma relação
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de equivalência, pelo Lema 2.23, temos <\ ⊆ H. Logo, R\ = H e, portanto, R\ é a

menor relação de equivalência contendo <.

Definição 2.25. Seja < uma relação em um semigrupo S. Definimos a relação <c

por <c = {(s1xs2, s1ys2) : s1, s2 ∈ S ∪ {1S} e (x, y) ∈ <}.

Lema 2.26. Se <, <1 e <2 são relações em S, então as seguintes propriedadades

são satisfeitas:

(i) < ⊂ <c;

(ii) (<c)−1 = (<−1)
c
;

(iii) <1 ⊂ <2 ⇒ <1
c ⊂ <2

c;

(iv) (<c)c = <c;

(v) (<1 ∪ <2)c = <1
c ∪ <2

c;

(vi) < = <c ⇔ < é compat́ıvel à direita e à esquerda.

Demonstração. (i) Se (x, y) ∈ < então (1Sx1S, 1Sy1S) ∈ <c. Logo < ⊂ <c.

(ii) Suponhamos que (a, b) ∈ (<c)−1. Então (b, a) ∈ <c e, pela Definição 2.24,

temos b = s1xs2 e a = s1ys2, para alguns s1, s2 ∈ S ∪ {1S} e (x, y) ∈ <. Desta

maneira, (y, x) ∈ <−1 e segue, da Definição 2.25, que (a, b) ∈ (<−1)
c
. Para mostrar

a inclusão reversa, suponhamos que (a, b) ∈ (<−1)
c
. Então, pela Definição 2.25,

existem s1, s2 ∈ S ∪ {1S} e (x, y) ∈ <−1 tais que a = s1xs2 e b = s1ys2. Deste

modo, (y, x) ∈ <. Logo, pela Definição 2.25, temos que (b, a) ∈ <c e, portanto,

(a, b) ∈ (<c)−1.

(iii) Suponhamos <1 ⊂ <2 e seja (a, b) ∈ <1
c. Então, existem s1, s2 ∈ S ∪ {1S} e

(x, y) ∈ <1 ⊂ <2 tais que a = s1xs2 e b = s1ys2. Assim, (a, b) ∈ <2
c.

(iv) Notamos que, do item (i), obtemos < ⊂ <c e, do item (iii), temos < ⊂ (<c)c.

Agora, para mostrar a inclusão reversa, suponhamos que (a, b) ∈ (<c)c. Então,

pela Definição 2.24, existem s1, s2 ∈ S ∪ {1S} e (x, y) ∈ <c tais que a = s1xs2 e

b = s1ys2. Usando novamente a Definição 2.24, temos x = s2cs3 e y = s2ds3, para

alguns s2, s3 ∈ S ∪ {1S} e (c, d) ∈ <. Assim, a = (s1s2)c(s3s2) e b = (s1s2)d(s3s2),

onde s1s2, s3s2 ∈ S ∪ {1S} e (c, d) ∈ <. Logo, (a, b) ∈ <c.
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(v) Notamos que <1 ⊂ <1 ∪ <2. Deste modo, por (i), obtemos <1 ⊂ (<1 ∪ <2)c e,

analogamente, temos <2 ⊂ (<1 ∪ <2)c. Assim, pelo item (iv), <c1∪<c2 ⊂ (<1 ∪ <2)c.

Por outro lado, seja (a, b) ∈ (<1 ∪ <2)c. Então, existem s1, s2 ∈ <1 ∪{1S} e (x, y) ∈

<1 ∪ <2 tais que a = s1xs2 e b = s1ys2. Assim, (x, y) ∈ <1 ou (x, y) ∈ <2 e, segue

que, (a, b) ∈ <c1 ou (a, b) ∈ <c2. Logo, (a, b) ∈ <c1 ∪ <c2.

(vi) Suponhamos que < = <c. Para cada s, t, a ∈ S, com (s, t) ∈ <, temos, pela

Definição 2.25, (as, at) = (as1s, at1S) ∈ <c = <. Desta maneira, < é compat́ıvel à

esquerda. De modo análogo, para cada (s, t) ∈ <, temos que (sa, ta) ∈ < e, com

isto, < é compat́ıvel à direita. Reciprocamente, suponhamos que < é compat́ıvel à

direita e à esquerda e seja (a, b) ∈ <c. Então, temos a = s1xs2 e b = s1ys2 para

alguns s1, s2 ∈ S1 ∪ {1s} e (x, y) ∈ <. Como < é compat́ıvel à direita e a esquerda,

temos (xs2, ys2) ∈ < e (s1x, s1y) ∈ <. Logo, (s1xs2, s1ys2) = (a, b) ∈ < e, portanto,

< = <c.

Lema 2.27. Seja < uma relação em um semigrupo S. Se < é uma relação com-

pat́ıvel à esquerda e à direita, então <n é compat́ıvel à esquerda e à direita, ∀n ∈ N.

Demonstração. Suponhamos que < seja uma relação compat́ıvel à direita e à es-

querda e seja (s, t) ∈ <n = <n−1 ◦ <. Então, pela Definição 2.2, ∃z1 ∈ S tal que

(s, z1) ∈ <n−1 e (z1, t) ∈ <. Logo, pela Definição 2, 2, ∃z2 ∈ S tal que (s, z2) ∈ <n−2

e (z2, z1) ∈ <. Procedendo dessa maneira n−1 vezes, obtemos z1, z2, z3, ..., zn−1 ∈ S

tais que (s, z1), (z1, z2), ..., (zn−1, t) ∈ <. Como < é compat́ıvel à direita e à esquerda,

pelo item (i) da Definição 2.8, obtemos que (as, az1), (az1, az2), ..., (azn−1, at) ∈ <

e (sa, z1a), (z1a, z2a), ..., (zn−1a, ta) ∈ <. Além disso, pela Definição 2.2, temos que

(as, at), (sa, ta) ∈ <n. Portanto, <n é compat́ıvel à direita e à esquerda.

Finalizamos esta seção com uma caracterização para <].

Proposição 2.28. Se < é uma relação em um semigrupo S, então <] = (<c)\.

Demonstração. Pela Proposição 2.24, temos que (<c)\ é uma relação de equivalência

contendo <c e, pelo item (i) do Lema 2.25, segue que <c ⊇ <. Mostraremos que (<c)\
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é uma congruência. De fato, se (s, t) ∈ (<c)\ então, pela Proposição 2.24, temos que

(s, t) ∈ <̃n, onde <̃ = <c∪(<c)−1∪{1S}. Desta maneira, pelo item (v) do Lema 2.26,

obtemos <̃ = (<c ∪ (<c)−1 ∪ 1s)
c = (<∪<−1 ∪ 1S)c. Assim, pelo item (vi) do Lema

2.26, temos que <̃ é compat́ıvel à direita e à esquerda e, pelo Lema 2.27, obtemos

que <̃n tambem é compat́ıvel à direita e à esquerda. Então, pela Definição 2.8, segue

que (as, at) ∈ <̃n ⊂ (<c)\ e (sa, ta) ∈ <̃n ⊂ (<c)\, ∀a ∈ S. Deste modo, (<c)\ é

uma congruência em S, contendo <. Para mostrar a minimalidade, seja H ⊇ < uma

congruência qualquer em S. Então, pelos itens (iii) e (vi) do Lema 2.26 e pelo item

(iii) da Definição 2.8, obtemos <c ⊂ Hc = H. Agora, pela Proposição 2.24, obtemos

que (<c)\ é a menor congruência contendo < e, portanto, <] = (<c)\.

2.1.2 Monóides Livres

Para construir o semigrupo universal, precisamos da definição de monóide

livre. Este conceito é muito útil na “Teoria da Computação”, onde tem aplicação

em compiladores, e em diversas áreas da Matemática, tais como “Álgebra Aplicada”e

“Sistemas Dinâmicos”.

Definição 2.29. Dado um conjunto não-vazio A, denotaremos por A+ o conjunto

de todas as sequência finitas (a1, a2, . . . , an), com a1, a2, . . . , an ∈ A.

Exemplo 2.30. Se A={a, b} então A+ = {(a), (b), (a, a), (b, b), (a, b), (b, a), (a, a, a),

(a, a, b), (a, b, a), ...}.

Definição 2.31. O conjunto A+, munido da operação de concatenação, definida

por (a1, a2, . . . , an)(b1, b2, . . . , bm) = (a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm), é um semigrupo

denominado semigrupo livre sobre A.

Observação 2.32. (i) Note que, para cada (a1, a2, ..., an) ∈ A+, podemos escrever

(a1, a2, ..., an) = (a1)(a2)...(an), onde (a1), (a2), . . . , (an) ∈ A+, ou seja, todo ele-

mento deA+ é escrito de forma única como um produto finito de sequências unitárias.

Logo, fazendo a identificação a := (a), ∀a ∈ A, os elementos (a1, a2, ..., an) ∈ A+
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podem ser denotados por a1a2 · · · an e denominados palavras do alfabeto A.

(ii) A palavra vazia, que representa a sequência vazia ( ), será denotada pelo

śımbolo 1A+ .

(iii) Se A+ é um semigrupo livre sobre A, então A∗ = A+∪{1A+} é um monóide,

denominado monóide livre sobre A.

(iv) Como a identificação a := (a), então sempre existe a inclusão natural

i : A→ A+.

Definição 2.33. Seja R um subconjunto não-vazio de A+×A+, então o semigrupo

via geradores e relações é definido por < A | R >= A+/<] , onde <] é a menor

congruência sobre A+ que contém <. Os elementos de R são denominados relações

e, usualmente, são dados por equações que possuem solução em < A | R >. Os

elementos de < A | R > são as classes de congruências de palavras sobre A e, por

abuso de notação, dizemos que são simplesmente as palavras sobre A.

Observação 2.34. Duas palavras de < A | R > representam o mesmo elemento se

podem ser obtidas uma da outra aplicando as relações de R.

No exemplo a seguir temos um semigrupo definido via geradores e relações.

Exemplo 2.35. Seja A = {a, b} e seja S =< A | R > gerado pelas relações a2 = a

e b2 = b, isto é, um semigrupo livre sobre A, gerado por dois idempotentes, onde os

elementos de S são palavras formadas por a′s e b′s. De acordo com a Observação

2.34, e, desde que sejam aplicadas as relações de R, teremos aab = ab, aaab = abb

no quociente, ou seja, na mesma classe de equivalencia.

2.2 Semigrupo Universal S(G)

Utilizando os resultados da seção anterior, veremos que, dado um grupo G,

sempre é posśıvel extrair um semigrupo universal com algumas caracterizações e,
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para o caso finito, uma relação entre a cardinalidade de G e S(G). De agora em

diante e denotará a unidade do grupo G.

Definição 2.36. Seja G um grupo. O semigrupo universal S(G) de G é definido via

geradores e relações como segue. Para cada elemento t ∈ G, tomamos um gerador

[t], e, para cada par de elementos t, s ∈ G, consideramos as seguintes relações:

(i) [s−1][s][t] = [s−1][st];

(ii) [s][t][t−1] = [st][t−1];

(iii) [s][e] = [s];

(iv) [e][s] = [s].

Observação 2.37. Para todo [t] ∈ S(G), temos [t][t−1][t] = [t], pois, usando (i) e

(iii), segue que [t][t−1][t] = [t][t−1t] = [t][e] = [t]. Notamos que [e][s] = [ss−1][s].

Assim, usando (ii), segue que [e][s] = [s][s−1][s] e, por (i) e (iii), temos [e][s] =

[s][s−1][s] = [s][s−1s] = [s][e] = [s]. Logo, podemos omitir o item (iv) da Definição

2.36. Além disso, usando (i), (ii) e (iii), obtemos [e][s] = [s] = [s][e], ∀[s] ∈ S(G).

A observação acima é o primeiro passo para mostrar que S(G) é um semigrupo

inverso.

Exemplo 2.38. Seja o grupo G = (Z2,+). Então S(G) = {[0], [1], [1] + [1]}, pois

[1] + [1] + [1] = [1] + [1 + 1] = [1] + [1].

No teorema a seguir temos uma propriedade universal para semigrupos.

Teorema 2.39. Sejam A um conjunto, S um semigrupo e δ : A→ S uma aplicação.

Então existe um único homomorfismo γ : A+ → S tal que o seguinte diagrama é

comutativo:
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Demonstração. Definindo γ(a1a2a3 · · · an) = δ(a1)δ(a2)δ(a3) · · · δ(an), temos um

homomorfismo, pois, dadas a1a2 · · · an e b1b2 · · · bm em A+, temos

γ((a1a2 · · · an)(b1b2 · · · bm)) = γ(a1a2 · · · anb1b2 · · · bm)

= δ(a1)δ(a2) · · · δ(an)δ(b1)δ(b2) · · · δ(bm)

=
(
δ(a1)δ(a2) · · · δ(an)

)(
δ(b1)δ(b2) · · · δ(bm)

)
= γ(a1a2 · · · an)γ(b1b2 · · · bm).

Além disso, ∀a ∈ A, temos γ(i(a)) = γ(a) = δ(a) e, com isto, o diagrama é comu-

tativo. A unicidade segue do fato que se γ′ : A+ → S é um homomorfismo tal que

γ′(i(a)) = δ(a), obtemos, ∀a1a2 · · · an ∈ A+, γ′(a1a2...an) = γ′(i(a1)i(a2)...i(an)) =

γ′(i(a1))γ′(i(a2))...γ′(i(an)) = δ(a1)δ(a2)...δ(an) = γ(a1a2...an) e, dáı, γ = γ′.

Como A ⊆ A+, o teorema anterior mostra que δ é a restrição de γ a A. Assim,

dizemos que γ estende δ a A.

A próxima proposição decorre da propriedade universal para semigrupos e nos

auxiliará a mostrar que S(G) é um semigrupo inverso.

Proposição 2.40. Sejam G um grupo, S um semigrupo e f: G→S uma função tal

que, ∀s, t∈G, as seguintes condições são satisfeitas:

(i) f(s−1)f(s)f(t) = f(s−1)f(st);

(ii) f(s)f(t)f(t−1) = f(st)f(t−1);

(iii) f(s)f(e) = f(s).
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Então existe um único homomorfismo f̃ : S(G) → S tal que f̃([t]) = f(t) e o

seguinte diagrama é comutativo:

Demonstração. Decorre diretamente do Teorema 2.39, com [ ] : G→ S(G), definida

por [ ](t) = [t].

Definição 2.41. Dado um semigrupo S, o semigrupo oposto (Sop, ·) tem os mesmos

elementos de S e a multiplicação é definida por s · t := ts, onde ts é o produto

de t por s no semigrupo S. Além disso, dizemos que γ é um anti-automorfismo se

γ : S → Sop, tal que γ(st) = γ(s) · γ(t) para todo s, t ∈ S.

Proposição 2.42. Seja G um grupo. Então existe um único anti-automorfismo

γ : S(G)→ S(G) tal que γ[t] = [t−1], ∀t em G.

Demonstração. Considere f : G → S(G)op, definida f(t) = [t−1]. Mostraremos que

f satisfaz as condições (i), (ii) e (iii) da Proposição 2.40. Dados e, s, t ∈ G, temos

f(s−1) · f(s) · f(t) = [s] · [s−1] · [t−1] = [s] · ([t−1][s−1]) = [t−1][s−1][s]

= [t−1s−1][s] = [s] · [t−1s−1] = f(s−1) · f(st)

f(s) · f(t) · f(t−1) = ([s−1] · [t−1]) · [t] = ([t−1][s−1]) · [t] = [t][t−1][s−1]

= [t][t−1s−1] = [t−1s−1] · [t] = f(st) · f(t−1)

f(s) · f(e) = [s−1] · [e] = [e][s−1] = [s−1] = f(s)

Assim, pela Proposição 2.40, existe um único homomorfismo f̃ : S(G) → S(G)op,

tal que f̃([t]) = [t−1]. Dáı, definindo γ : S(G) → S(G) por γ[t] = f̃(t), temos

γ([s][t]) = f̃([s][t]) = f̃([s]) · f̃([t]) = [s−1] · [t−1] = [t−1][s−1] = γ(t)γ(s), ou seja, γ é

um anti-automorfismo.
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O próximo resultado nos fornece algumas caracterizações para S(G).

Proposição 2.43. Para cada t ∈ G, seja εt = [t][t−1]. Então, dados s, t ∈ G, as

seguintes condições são satisfeitas:

(i) εt é um idempotente auto-adjunto, isto é, ε∗t = εt = ε2
t ;

(ii) [t]εs = εts[t];

(iii) εt e εs comutam, isto é, εsεt = εtεs.

Demonstração. (i) Para cada t ∈ G, temos que ε∗t = ([t][t−1])∗ = [t−1]∗[t]∗ =

[t][t−1] = εt = [t][t−1][e] = [t][t−1][tt−1] = [t][t−1][t][t−1] = ε2
t ;

(ii) Usando (i) e (ii) da Definição 2.36, obtemos [t]εs = [t][s][s−1] = [ts][s−1] =

[ts][e][s−1] = [ts][s−1t−1ts][s−1] = [ts][s−1t−1][ts][s−1] = [ts][s−1t−1][tss−1] = εts[t];

(iii) Por (ii), εtεs = [t][t−1]εs = [t]εt−1s[t
−1] = εt(t−1s)[t][t

−1] = εs[t][t
−1] = εsεt.

Na próxima proposição veremos que os elementos de S(G) admitem uma de-

terminada decomposição.

Proposição 2.44. Todo elemento a ∈ S(G) admite a decomposição: a = εr1 · · · εrn [s],

onde n ≥ 0 e r1, ..., rn, s ∈ G. Além disso, temos:

(i) ri 6= rj, se i 6= j;

(ii) ri 6= s e ri 6= e, ∀i = {1, ..., n}.

Demonstração. Seja R um subconjunto de S(G) contendo os elementos que ad-

mitem a decomposição acima. Como n pode ser 0, temos que [s] ∈ R, para todo

s ∈ G. Para provar que R = S(G), é suficiente verificar que R é um ideal à direita

de S(G), pois, como [e] ∈ R, isso implica que R = S(G). Note que, ∀s, t ∈ G,

temos [s][t] = [s][s−1][s][t] = [s][s−1]sst] = εs[st]. Assim, dados a = εr1 ...εrn [s] ∈ R

e [t1][t2] · · · [tm]∈S(G), temos a[t1][t2] · · · [tm] = · · ·= εr1 ...εrnεsεs...εst1···tm [st1 · · · tm].

Logo, a[t1][t2] · · · [tm] ∈ R e, portanto, R é um ideal à direita de S(G).

Além disso, dada uma decomposição a = εr1 ...εri−1
εriεri+1

...εrj−1
εrjεrj+1

...εrn [s],

com ri = rj, comutando os rk
′s e usando o fato eles são idempotentes, obtemos
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a = εr1 ...εri−1
εriεri+1

...εrj−1
εrjεrj+1

...εrn [s] = εr1 ...εri−1
εriεrjεri+1

...εrj−1
εrj+1

...εrn [s]

= εr1 ...εri−1
ε2
ri
εri+1

...εrj−1
εrj+1

...εrn [s] = εr1 ...εri−1
εriεri+1

...εrj−1
εrj+1

...εrn [s]

Por sua vez, dada uma decomposição a = εr1 ...εri−1
εriεri+1

...εrn [s], com ri = s,

comutando os rk
′s e usando o fato que εs = [s][s−1], obtemos

a = εr1 ...εri−1
εriεri+1

...εrn [s] = εr1 ...εri−1
εsεri+1

...εrn [s] = εr1 ...εri−1
εri+1

...εrnεs[s]

= εr1 ...εri−1
εri+1

...εrn [s][s−1][s] = εr1 ...εri−1
εri+1

...εrn [ss−1][s]

= εr1 ...εri−1
εri+1

...εrn [e][s] = εr1 ...εri−1
εri+1

...εrn [s].

Finalmente, dada uma decomposição a = εr1 ...εri−1
εriεri+1

...εrn [s], com ri = e,

comutando os rk
′s e usando o fato que εe = [e][e−1] = [e][e] = [e], obtemos

a = εr1 ...εri−1
εriεri+1

...εrn [s] = εr1 ...εri−1
εeεri+1

...εrn [s] = εr1 ...εri−1
εri+1

...εrnεe[s]

= εr1 ...εri−1
εri+1

...εrn [e][s] = εr1 ...εri−1
εri+1

...εrn [s].

Definição 2.45. Se a ∈ S(G) está escrito na forma a = εr1 · · · εrn [s], e satisfaz as

condições (i) e (ii) da Proposição 2.44, dizemos que a está na forma padrão.

Na próxima proposição veremos que S(G) é um semigrupo regular.

Proposição 2.46. Para cada a ∈ S(G), ∃a∗ ∈ S(G) tal que aa∗a = a e a∗aa∗ = a∗.

Demonstração. Dado a ∈ S(G) temos, pela Proposição 2.44, que a = εr1 ...εrn [s].

Mostraremos que a∗ = [s−1]εrn ...εr1 satisfaz aa∗a = a e a∗aa∗ = a∗. De fato, aa∗a =

εr1 ...εrn [s][s−1]εrn ...εr1εr1 ...εrn [s] = εr1 ...εrn [s][s−1][s] = εr1 ...εrn [s] = a e a∗aa∗ =

[s−1]εrn ...εr1εr1εr1 ...εrn [s][s−1]εrn ...εr1 =[s−1][s][s−1]εrn ...εr1 =[s−1]εrn ...εr1 =a∗.

2.3 Representações de S(G)

Como S(G) é um semigrupo regular, para provar que ele é um semigrupo

inverso, basta mostrar a unicidade do quase-inverso a∗. No entanto, os resultados de
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unicidade, em estruturas oriundas de geradores e relações, são dif́ıceis de estabelecer,

se não conseguirmos encontrar uma separação familiar das representações, e este é

o objetivo dessa seção. Uma representação para S(G) é um homomorfismo de S(G)

em um semigrupo. Em particular, a função:

∂ : S(G) → G

[t] 7→ t

é uma representação de S(G).

Definição 2.47. Dado a = εr1 ...εrn [s] ∈ S(G), o grau de a é definido por ∂(a).

Observação 2.48. Notamos que, dado a = εr1 ...εrn [s], temos ∂(a) = s, pois

∂(εr1 ...εrn [s]) = r1r1
−1r2r2

−1...rnrn
−1s = s.

As representações serão frequentemente obtidas com o aux́ılio da Proposição

2.42. Na próxima proposição veremos uma outra representação para S(G), um

pouco menos trivial. Para isso, precisamos de algumas ferramentas como segue.

Definição 2.49. Pe(G) é o conjunto de todos os subconjuntos de G que contém a

unidade e de G.

Observação 2.50. G e {e} são, respectivamente, o maior e menor elementos de

Pe(G).

Definição 2.51. F (Pe(G)) é o conjunto de todas as funções de Pe(G) em Pe(G),

ou seja, F (Pe(G)) = {δ; δ : Pe(G)→ Pe(G) é função}.

Observação 2.52. O conjunto F (Pe(G)), munido da operação composição de funções,

é um semigrupo.

Definição 2.53. Para cada t ∈ G, definimos a função δt : Pe(G) → Pe(G), por

δt(E) = tE ∪ {e}, onde tE = {ts : s ∈ E}.

Observação 2.54. Como e ∈ E, ∀E ∈ Pe(G), podemos escrever δt(E) = tE∪{e, t}.
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Proposição 2.55. Seja γ : G → F (Pe(G)), definida por γ(t) = δt, onde

δt : Pe(G) → Pe(G) é definida por δt(E) = tE ∪ {e, t}. Então, existe um único

homomorfismo de semigrupos Λ : S(G)→ F (Pe(G)) tal que Λ([t]) = δt.

Demonstração. Dados s, t ∈ G e E ∈ Pe(G), temos δs−1δsδt(E) = δs−1δs(δt(E)) =

δs−1δs(tE ∪{e, t}) = δs−1(δs(tE ∪{e, t})) = δs−1(s(tE ∪{e, t})∪{e, s}) = δs−1(stE ∪

{e, s, st}) = s−1(stE ∪ {e, s, st} ∪ {e, s−1}) = tE ∪ {e, s−1, t} ∪ {e, s−1} = tE ∪

{e, s−1, t} = tE ∪ {s−1, t} ∪ {e, s−1} = s−1(stE ∪ {e, st}) ∪ {e, s−1} = δs−1(stE ∪

{e, st}) = δs−1(δst(E)) = δs−1δst(E) e, dáı, δs−1δsδt = δs−1δst. Analogamente,

mostra-se que δsδtδt−1 = δstδt−1 e que δsδe = δs. Logo, δt satisfaz as condições da

Proposição 2.40 e, portanto, existe um único homomorfismo Λ : S(G)→ F (Pe(G))

tal que Λ([t]) = δt.

Observação 2.56. (i) O homomorfismo Λ, da proposição anterior, é uma repre-

sentação de S(G).

(ii) Para todo r ∈ G e para todo E ∈ Pe(G), temos Λ(εr)(E) = E ∪ {r}, pois

Λ(εr)(E) = Λ([r][r−1])(E) = Λ([r])Λ([r−1])(E) = δrδr−1(E) = δr(r
−1E ∪{e, r−1}) =

r(r−1E ∪ {e, r−1}) ∪ {e, r} = E ∪ {e, r} = E ∪ {r}.

(iii) Note que Λ(a)({e}) = Λ(εr1 ...εrn [s])({e}) = Λ(εr1)...Λ(εrn)Λ([s])({e}) =

(Λ(εr1)...Λ(εrn))(Λ([s])({e}))=(Λ(εr1)...Λ(εrn))(δs({e}))=(Λ(εr1)...Λ(εrn))({e, s})=

(Λ(εr1)...Λ(εrn−1))((Λ(εrn)({e, s}))=(Λ(εr1)...Λ(εrn−1)({e, rn, s})={e, r1, r2, ..., rn, s}.

Com base nas representações Λ e ∂, podemos mostrar a unicidade da decom-

posição padrão de a ∈ S(G), como veremos na próxima proposição.

Proposição 2.57. Todo elemento a ∈ S(G) admite uma única decomposição padrão

a = εr1 ...εrn [s], a menos da ordem dos εri
′s e do [s].

Demonstração. Suponhamos que exista outra decomposição padrão a = εt1 ...εtm [u].

Pela Observação 2.48, temos ∂(a) = s e ∂(a) = u. Dáı, segue que u = s. Além

disso, pelo item (iii) da Observação 2.56, temos Λ(a)({e}) = {e, r1, r2, ..., rn, s} e

Λ(a)({e})={e, t1, t2, ..., tm, u}. Como s =u, segue que {t1, t2, ..., tm} = {r1, r2, ..., rn}

e, portanto, a decomposição é única.
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Na próxima observação obtemos, a partir da unicidade da decomposição padrão,

uma caracterização para os idempotentes de S(G).

Observação 2.58. Se f=εr1 ...εrn [s] é um idempotente em S(G) então f=εr1 ...εrn .

De fato, se f = εr1 ...εrn [s] é idempotente, então εr1 ...εrn [s] = εr1 ...εrn [s]εr1 ...εrn [s] e,

pelo item (ii) da Proposição 2.43, temos εr1 ...εrn [s] = εr1 ...εrnεsr1 ...εsrn [s][s]. Logo,

pela unicidade da decomposição, segue que [s][s] = [s]. Dáı, ∂([s][s]) = ∂([s]), ou

seja, s2 = s. Sendo assim, s = e e, portanto, f = εr1 ...εrn [e] = εr1 ...εrn .

Na próxima proposição veremos que, se G é um grupo finito, então é posśıvel

computar a ordem de S(G).

Proposição 2.59. Se G é um grupo finito de ordem p, então S(G) possui 2p−2(p+1)

elementos.

Demonstração. Se f = εr1 ...εrn [e], os ri
′s podem ser tomados de 2p−1 =| P(G\{e}) |

modos diferentes. Por sua vez, se f = εr1 ...εrn [s], com s 6= e, então os ri
′s podem

ser tomados de 2p−2 = |P(G\{e, s})| modos diferentes e, como temos p− 1 escolhas

posśıveis para s 6= e, temos (p − 1)2p−2 elementos da forma f = εr1 ...εrn [s], com

s 6= e. Portanto, S(G) possui 2p−1 + (p− 1)2p−2 = 2p−2(p+ 1) elementos.

Agora, estamos em condições de mostrar que S(G) é um semigrupo inverso.

Teorema 2.60. Se G é um grupo então S(G) é um semigrupo inverso.

Demonstração. Seja a = εr1 ...εrn [s] ∈ S(G) e sejam a∗ e b quase-inversos de a.

Escrevendo b∗ = εt1 ...εtm [u], temos b = (b∗)∗ = [u−1]εt1 ...εtm e, dáı, s = ∂(a) =

∂(aba) = ∂(a)∂(b)∂(a) = su−1s. Multiplicando ambos os membros dessa igualdade,

por s−1u, obtemos que s = u e, portanto, [s][u−1] = [s][s−1] = εs. Sendo assim,

εr1 ...εrn [s] = a = aba = εr1 ...εrn [s][u−1]εt1 ...εtmεr1 ...εrn [s] = εr1 ...εrnεt1 ...εtm [s] e,

pela unicidade da decomposição, obtemos {t1, ..., tm} ⊆ {r1, ..., rn}. Aplicando um

argumento análogo em (bab)∗ = b∗, obtemos {r1, ..., rn} ⊆ {t1, ..., tm} e, portanto,

segue que b = a∗.
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3 BIJEÇÃO ENTRE AS AÇÕES PARCIAIS

DE GRUPOS E AÇÕES DO SEMIGRUPO

INVERSO UNIVERSAL SOBRE UM

CONJUNTO X

As ações parciais de grupo estão presente em várias áreas da Matemática,

tais como teoria de operadores, sistema dinâmicos e áreas relacionadas. Exel e

Dochuachaev (2003) desenvolveram a teoria algébrica de ações parciais de grupos

em álgebras e esta teoria tem sido amplamente estudada, ver [3] e [5], e as referências

neles contida.

O objetivo deste caṕıtulo é mostrar a correspondência entre as ações de semi-

grupos inversos e ações parciais de grupos em um conjunto qualquer X. Começamos

este caṕıtulo definindo ações parciais de um grupo G e ação de um semigrupo inverso

sobre um conjunto X.

Definição 3.1. Sejam X um conjunto e G um grupo. Uma ação parcial de G em

X é um par

Ξ = ({Dg}g∈G, {ξg}g∈G),

onde para cada g ∈ G, Dg é um subconjunto de X e ξg : Dg−1 → Dg é uma bijeção,

tais que para cada g, h ∈ G as seguintes condições são satisfeitas:

(i) De = X e ξe = idX , onde idX é a função identidade de X;

(ii) ξg(Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh;

(iii) ξg ◦ ξh(x) = ξgh(x) para todo x ∈ Dg−1 ∩Dg−1h−1 .

Observação 3.2. (i) Usando o item (iii) da definição acima, obtemos ξ−1
g = ξg−1 ,

para todo g ∈ G.

(ii) Se Dg = X, para todo g ∈ G, então Ξ é uma ação global de G sobre X.
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Exemplo 3.3. Sejam G = (Z4,+) = ({0, 1, 2, 3},+) e Y = {(1, 0), (0, 1), (−1, 0)}.

DefinimosD0̄ = Y , D1̄ = {(0, 1), (−1, 0)}, D2̄ = {(1, 0), (−1, 0)}, D3̄ = {(1, 0), (0, 1)}

e ξg : Dg−1 → Dg por ξg(x, y) = (x cos[g(π
2
)]− y sin[g(π

2
)], x sin[g(π

2
)] + y cos[g(π

2
)]) e

ξ0̄ = idY . É fácil ver que, para cada g ∈ G, ξg : Dg−1 → Dg é uma bijeção. Notamos

que ξg(Dg−1 ∩ Dh) = Dg ∩ Dgh, para todo g, h ∈ G, pois ξ1(D3 ∩ D1) = ξ1(0, 1) =

(−1, 0) = D1 ∩ D2, ξ1(D3 ∩ D2) = ξ1(1, 0) = (0, 1) = D1 ∩ D3, ξ2(D2 ∩ D1) =

ξ2(−1, 0) = (1, 0) = D2 ∩ D3, ξ2(D2 ∩ D3) = ξ2(1, 0) = (−1, 0) = D2 ∩ D1,

ξ3(D1 ∩ D3) = ξ3(0, 1) = (1, 0) = D3 ∩ D2 e ξ3(D1 ∩ D2) = ξ3(−1, 0) = (0, 1) =

D3 ∩ D1. Além disso, ξg ◦ ξh(x) = ξgh(x), para todo x ∈ Dg−1 ∩ D
g−1h

−1 . Logo

Ξ = ({Dg}g∈(Z4,+), {ξg}g∈(Z4,+)), é uma ação parcial de G em Y .

Exemplo 3.4. Sejam G = (Z4,+) e X = {(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)}. Definimos

D0̄ = D1̄ = D2̄ = D3̄ = X e Λg : Dg−1 → Dg por Λg(x, y) = (x cos[g(π
2
)] −

y sin[g(π
2
)], x sin[g(π

2
)]+y cos[g(π

2
)]). É claro que Λg é uma bijeção e pela Observação

3.2, temos que Λ = ({Dg}g∈(Z4,+), {Λg}g∈(Z4,+)) é uma ação global de G em X.

Observação 3.5. Sejam Ξ = ({Dg}g∈G, {Λg}g∈G) uma ação global de um grupo G

em um conjunto X e seja Y ⊂ X. Definindo, para cada g ∈ G, Dg = Y ∩ Λg(Y ) e

αg : Dg−1 → Dg, por αg = Λg|Dg−1 , é fácil de ver que α = ({Dg}g∈G, αg) é uma ação

parcial de G em Y .

Definição 3.6. Sejam S um semigrupo inverso e X um conjunto não-vazio. Uma

ação de S em X é um homomorfismo ς : S → I(X), onde I(X) é o conjunto das

bijeções parciais de X em X.

A próxima proposição exibe condições necessárias e suficientes para que um

grupo G aja parcialmente em um conjunto X.

Proposição 3.7. Sejam G um grupo e X um conjunto. O par Ξ = ({Dg}g∈G, {ξg}g∈G),

onde ξg : G → I(X), é uma ação parcial de G em X se, e somente se, para todo

s, t ∈ G as seguintes propriedades são satisfeitas:

(i) ξsξtξt−1 = ξstξt−1;

(ii) ξe = idX .
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Demonstração. Suponhamos que ξ : G → I(X) é uma ação parcial de G em X.

Então, para todo g ∈ G, existem uma famı́lia de subconjuntos Dg ⊂ I(X) e uma

famı́lia de bijeções ξg : Dg−1 → Dg satisfazendo a Definição 3.1. Do primeiro item

da Definição 3.1, obtemos ξe = idX . Agora, mostraremos que ξsξtξt−1 = ξstξt−1 ,

∀s, t ∈ G. De fato, pelos itens (ii) e (iii) da Definição 3.1, temos ξtξt−1 = ξe, ou seja,

ξtξt−1 = IdDte, sendo assim, Dom(ξsξtξt−1) = Ds−1∩Dt. Além disso, Dom(ξstξt−1) =

ξ−1
t−1(Dt−1 ∩D(st)−1) = ξt(Dt−1 ∩D(st)−1). Logo, pelo item (ii) da Definição 3.1, temos

Dom(ξstξt−1) = D(t−1)−1 ∩ D(t−1)−1(st)−1 = Dt ∩ Dtt−1s−1 = Dt ∩ Ds−1 e, com isto,

Dom(ξsξtξt−1) = Dom(ξstξt−1). Agora, seja x ∈ Dt ∩Ds−1 . Então, pelo item (iii) da

Definição 3.1, temos (ξsξtξt−1)(x) = (ξs(ξtξt−1(x)) = (ξs(ξtt−1(x)) = ξs(x) = ξse(x) =

ξs(tt−1)(x) = ξ(st)t−1(x) = ξst(ξt−1(x)) = ξstξt−1(x).

Reciprocamente, suponhamos que as condições (i) e (ii) são satisfeitas, ∀s, t ∈ G.

Da condição (ii), temos ξe = idX e, com isto, obtemos o item (i) da Definição 3.1.

Agora, mostraremos que, ∀t ∈ G, existe uma famı́lia de bijeções ξt : Dt−1 → Dt. De

fato, na condição (i), tomando s = t−1, obtemos ξt−1ξtξt−1 = ξt−1tξt−1 = ξeξt−1 = ξt−1

e, tomando s = t e t = t−1, obtemos ξtξt−1ξ(t−1)−1 = ξtξt−1ξt = ξtt−1ξt = ξeξt = ξt.

Como I(X) é um semigrupo inverso, segue que ξ∗t = ξt−1 . Definindo Dt = Im(ξt),

temos Dom(ξt) = Im(ξt
∗) = Im(ξt

−1) = Dt−1 . Desta maneira, ξt : Dt−1 → Dt é

uma bijeção, ∀t ∈ G. Por sua vez, pela condição (i), obtemos ξt−1ξs−1 = ξt−1eξs−1 =

ξ(t−1s−1)sξs−1 = ξt−1s−1ξsξs−1 e, sendo assim, Dom(ξt−1ξs−1) = Dom(ξt−1s−1ξsξs−1).

Note que Dom(ξt−1ξs−1) = Dom(ξt−1)∩ Im(ξs−1) = ξ−1
s−1(Dt∩Ds−1) = ξs(Ds−1∩Dt)

e, como ξsξs−1 = idDs , temos Dom(ξt−1s−1ξsξs−1) = Dom(ξ(st)−1) ∩ Im(idDs) =

Ds ∩ Dst. Logo, ξs(Ds−1 ∩ Dt) = Ds ∩ Dst e o item (ii), da Definição 3.1, está

satisfeito. Além disso, notamos que Dom(ξ(st)−1ξsξs−1) = Ds ∩ Dst e ξt−1ξs−1(x) =

ξt−1eξs−1(x) = ξ(t−1s−1)sξs−1(x) = ξt−1s−1ξsξs−1(x) = ξ(st)−1ξsξs−1(x), ∀x ∈ Ds ∩ Dst.

Em particular, tomando s = t−1 e t = s−1, obtemos Dom(ξstξt−1ξt) = Dt−1 ∩Dt−1s−1

e ξsξt(x) = ξstξt−1ξt(x), ∀x ∈ Dt−1 ∩ Dt−1s−1 . Como ξt−1ξt = idDt−1 , obtemos

ξsξt(x) = ξst(x), ∀x ∈ Dt−1 ∩ Dt−1s−1 , e, com isto, o item (iii) da Definição 3.1 é

satisfeito. Portanto, ξ : G→ I(X) é uma ação parcial de G em X.
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Observação 3.8. Sejam G um grupo, X um conjunto e ξ : G → I(X) uma ação

parcial de G em X. Pelo item (ii) da Proposição 1.14(i) e pelo item (i) da Proposição

3.7, obtemos ξs−1ξsξt = (ξt−1ξs−1ξs)
−1 = (ξt−1s−1ξs)

−1 = (ξ(st)−1ξs)
−1 = ξs−1ξst.

Agora, temos as ferramentas necessárias para mostrar a correspondência entre

ações parciais de G em X e as ações de semigrupos inversos S(G) em X como

veremos no próximo teorema e este é o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 3.9. Sejam G um grupo e X um conjunto. Existe uma correspondência

bijetiva entre ações parciais de G em X e as ações de S(G) em X.

Demonstração. Mostraremos, inicialmente, que a cada ação parcial ξ de G em X

corresponde a uma única ação de S(G) em X. De fato, seja ξ uma ação parcial

de G em X. Pela Proposição 3.7 e pela Observação 3.8, ξ satisfaz as propriedades

da Proposição 2.39 e, dáı, existe um único homorfismo ξ̃ : S(G)→ I(X), dado por

ξ̃([t]) = ξt. Portanto, pela Definição 3.6, ξt é uma ação de S(G) em X.

Reciprocamente, se α é uma ação de S(G) em X então, pela Definição 3.6,

α:S(G)→ I(X) é um homomorfismo. Definindo ξ:G→ I(X), por ξ(t)=ξt=α([t]),

temos ξ(e) =α([e]) = IdX , ξsξtξt−1 = α([s][t][t−1]) = α([st][t−1]) = α([st])α([t−1]) =

ξstξt−1 e, analogamente, ξs−1ξsξt = ξs−1sξst. Logo, pela Proposição 3.7, ξ é uma ação

parcial de G em X. Agora, usando os argumentos do último parágrafo, existe uma

ação ξ̃ : S(G)→ I(X), tal que ξ̃([t]) = ξt e, pela unicidade, temos ξ̃ = α.

Exemplo 3.10. Sejam G = (Z4,+) = ({0, 1, 2, 3},+) e Y = {(1, 0), (0, 1), (−1, 0)}.

Consideremos a ação parcial do Exemplo 3.3, onde ξg : Dg−1 → Dg é dada por

ξg(x, y) = (x cos[g(π
2
)]− y sin[g(π

2
)], x sin[g(π

2
)] + y cos[g(π

2
)]), com Dg = X ∩ ξg(X).

Logo D0 = Y , D1 = {(0, 1), (−1, 0)}, D2 = {(1, 0), (−1, 0)} e D3 = {(1, 0), (0, 1)}.

Para determinar a ação de δ̃ : S(G) → I(Y ), construiremos o semigrupo inverso

S(G). Pelo Teorema 2.58, sabemos que S(G) possui 24−2(4 + 1) = 20 elementos.

Utilizando a decomposição padrão, a Definição 2.35 e a Proposição 2.42, obtemos

os seguintes elementos de S(G):
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[0], [1], [2], [3],

ε1 = [1] + [3], ε2 = [2] + [2], ε3 = [3] + [1],

ε1[2] = [1] + [3] + [2] = [1] + [3 + 2] = [1] + [1],

ε1[3] = [1] + [3] + [3] = [1] + [3 + 3] = [1] + [2],

ε2[1] = [2] + [2] + [1] = [2] + [2 + 1] = [2] + [3],

ε2[3] = [2] + [2] + [3] = [2] + [2 + 3] = [2] + [1],

ε3[2] = [3] + [1] + [2] = [3] + [1 + 2] = [3] + [3],

ε3[1] = [3] + [1] + [1] = [3] + [1 + 1] = [3] + [2],

ε1ε2 = [1] + [3] + [2] + [2] = [1] + [3 + 2] + [2] = [1] + [1] + [2],

ε1ε2[3] = [1] + [3] + [2] + [2] + [3] = [1] + [3 + 2] + [2] + [3] = [1] + [1] + [2] + [3],

ε1ε3 = [1] + [3] + [3] + [1] = [1] + [3 + 3] + [1] = [1] + [2] + [1],

ε1ε3[2] = [1] + [3] + [3] + [1] + [2] = [1] + [3 + 3] + [1] + [2] = [1] + [2] + [1] + [2],

ε2ε3 = [2] + [2] + [3] + [1] = [2] + [2 + 3] + [1] = [2] + [1] + [1],

ε2ε3[1] = [2] + [2] + [3] + [1] + [1] = [2] + [2 + 3] + [1] + [1] = [2] + [1] + [1] + [1].

ε1ε2ε3 =[1]+[3]+[2]+[2]+[3]+[1]=[1]+[3+2]+[2]+[3]+[1]=[1]+[1][2]+[3]+[1]=

[1] + [1] + [2 + 3] + [1]=[1] + [1] + [1] + [1].

Assim, S(G) = {[0], [1], [2], [3], [1][3], [2][2], [3][1], [1][1], [1][2], [2][3], [2][1], [3][3], [3][2],

[1][3], [1][1][2][3], [1][2][1], [1][2][1][2], [2][1][1], [2][1][1][1], [1][1][1][1]} e, pelo Teorema

da correspondência, δ̃([t]) = ξt temos δ̃([0]) = ξ0 = IdY , δ̃([1]) = ξ1, δ̃([2]) =

ξ2, δ̃([3]) = ξ3, δ̃([1][3]) = ξ1ξ3, δ̃([2][2]) = ξ2ξ2, δ̃([3][1]) = ξ3ξ1, δ̃([1][1]) = ξ1ξ1, δ̃([1][2]) =

ξ1ξ2, δ̃([2][3]) = ξ2ξ3, δ̃([2][1]) = ξ2ξ1, δ̃([3][3]) = ξ3ξ3, δ̃([1][1][2]) = ξ1ξ1ξ2, δ̃([1][1][2][3]) =

ξ1ξ1ξ2ξ3,

δ̃([1][2][1]) = ξ1ξ2ξ1, δ̃([1][2][1][2]) = ξ1ξ2ξ1ξ2, δ̃([2][1][1]) = ξ2ξ1ξ1, δ̃([2][1][1][1]) =

ξ2ξ1ξ1ξ1 e δ̃([1][1][1][1]) = ξ1ξ1ξ1ξ1.
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