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RESUMO

Iniciamos este trabalho apresentando alguns resultados bem conhecidos sobre
semigrupos que serao utilizados frequentemente nesta dissertagao. Iremos provar
o Teorema de Wagner-Preston. Em seguida, dado um grupo G, construimos um
semigrupo universal S(G), via geradores e relagoes. Além disso, mostramos que as
agoes parciais de G em um conjunto X estao em correspondéncia uma a uma com

as acoes de S(G) em X. Esses resultados foram obtidos por R. Exel em [4].
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ABSTRACT

In this work we present some well known results on semigroups which will be
frequently utilized in this dissertation. We prove the Wagner-Preston’s theorem.
Furthermore, given a group G, we construct the universal semigroup S(G), via
generators and relations. Besides, we show that the partial actions of G on a set X

are in a one-to-one correspondence to the actions of S(G) on X. These results were

obtained by R. Exel in [4].
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INTRODUCAO

O conceito de semigrupo inverso é bastante recente na histéria da matematica,
data da década de 1950. Esse surgiu indepedentemente com V. V. Wagner [16] e
com G. Preston ([12], [13], [14]), em 1952 e 1954, respectivamente, como uma das
formas de solucionar o problema da caracaterizacao abstrata de pseudogrupos. O
teorema de Wagner-Preston mostra que todo semigrupo inverso pode ser considerado
um subsemigrupo do semigrupo das bijecoes parciais. Esse teorema ¢é o andlogo ao

teorema de Cayley para a teoria de grupos. O leitor interessado pode consultar [§]

e [10].

A nocao de acao parcial é ainda mais recente. Essa nocao apareceu indepen-
dentemente em varias dreas da matematica na década de 1990. Na teoria de dlgebra
de operadores, esse conceito proporcionou aparecimento de poderosas ferrramentas,
alavancando uma série de descobertas, como por exemplo o leitor pode consultar [1]

e as referéncias neles contida.

Em [4], R. Exel introduziu de maneira algébrica acao parcial de um grupo
sobre um conjunto e agoes de semigrupos inverso em conjuntos. Ele provou que
existe uma corrrespondéncia bijetora entre as acoes parciais de um grupo G sobre

um conjunto X e as agoes do semigrupo universal S(G) sobre o mesmo conjunto X.

Nesta dissertacao, vamos estudar os resultados obtidos em [4] e o Teorema de

Wagner-Preston descrito em [10].

No Capitulo 1, na se¢ao 1, relembramos algumas defini¢oes, exemplos de semi-
grupos e resultados classicos em semigrupos. Na secao 2, seguiremos a teoria desen-

volvida em [10] para provar o Teorema de Wagner-Preston.

No Capitulo 2, na secao 2.1, iremos relembrar as classicas defini¢oes de relagoes

de equivaléncia, congruéncia e temas relacionados que nos ajudarao a compreender
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a contrucao do semigrupo universal. Na secoes 2.2 e 2.3, iremos desenvolver a teoria

de R. Exel [4] do semigrupo universal a partir de um grupo G.

No capitulo 3, iremos estudar as agoes parcias de grupos e semigrupos inversos
feitas por R. Exel [4] e iremos dar alguns exemplos destas agoes. O principal
resultado deste capitulo nos diz que existe uma correspondéncia bijetora entre as

agoes parciais de um grupo G' em um conjunto X e as agoes do semigrupo universal

S(G) em X.

Todos os resultados desta dissertacao estdo baseados nas referéncias [2], [10],

[11] e [15].



1 SEMIGRUPOS

Neste capitulo, além de algumas definigoes e resultados classicos em semigru-
pos, que serao uteis para o desenvolvimento do que segue, apresentaremos o Teorema

da Representacao de Wagner-Preston, que caracteriza os semigrupos inversos.

Definicao 1.1. Um conjunto nao-vazio .S, munido de uma operagao

SxS — S

(81,82) = S1° 89

é um semigrupo se (s - Sg) - S3 = S1 - (S2 - S3), Vsy, S2, 53 € S. Além disso, dizemos

que S é um mondide se de € S tal que es = se =35, Vs € S.

Quando nao houver duvida com relacao a operagao, denotaremos s; - S9, sim-

plesmente, por $;ss.

Exemplo 1.2. O conjunto dos niimeros naturais com adi¢ao usual é um semigrupo.
A mesma situacao ocorre com os conjuntos dos nimeros inteiros, racionais, reais e

complexos com relagao a adicao.

Definicao 1.3. Seja S um semigrupo. Um subconjunto nao-vazio T de S é dito um

subsemigrupo de S se x,y € T = xy € T.
Exemplo 1.4. O conjunto (N, +) é um subsemigrupo de (Z, +).

Observagao 1.5. Sejam (.S, -) um semigrupo e 7" um subconjunto nao-vazio de S.
Entao T' é um subsemigrupo de S se, e somente se, a operagao em S restrita aos

elementos de T é fechada.

Definicao 1.6. Sejam S um semigrupo e S, Ss subconjuntos nao-vazios de S. O

produto dos subconjuntos S; e Sy é definido por:
S99 = {8182 181 € Sl, So € SQ}

Se S; = {s1}, entdo representamos S1.55 por s1.52 e S35 por Sas.



Definicao 1.7. Sejam S um semigrupo e I um subconjunto nao-vazio de S.
(i) I é um ideal a esquerda de S se ST C I;

(ii) I é um ideal a direita de S se 1S C I;

(iii) 7 é um ideal de Sse SI C T e IS C 1.

A préxima proposicao mostra que todo ideal a direita (esquerda) é um sub-

semigrupo.

Proposicao 1.8. Sejam S um semigrupo qualquer e I um ideal a direita (a es-

querda) de S. Entdo, I € um subsemigrupo de S.

Demonstracao. Sejam I um ideal a direita de S e sy, so € I. Entao s;s9 € I, pois [
¢ um ideal direita de S. Para o caso em que I é um ideal & esquerda de .S, a prova

¢ andloga. [
O exemplo a seguir ilustra que a reciproca desta proposi¢ao, em geral, nao é
verdadeira.

Exemplo 1.9. O conjunto (N, +) é um subsemigrupo de (Z, +), porém (N, +) nao
¢ um ideal de (Z, +), pois temos 7€ Ne —8 € Z, mas 7+ (—8) ¢ N.

1.1 Semigrupos Regulares e Semigrupos Inversos

No que segue apresentamos a definicao de semigrupo regular.

Definicao 1.10. Um semigrupo S é dito um semigrupo reqular se, para cada s € S,

ds* € S tal que ss*s = se s*ss* = s*. O elemento s* é denominado um quase-inverso

de s.

Dizemos que um elemento e € S é um idempotente se ee = e.

A préxima teorema caracteriza completamente quando os idempotentes de um

semigrupo regular S comutam entre si.



Teorema 1.11. Seja S um semigrupo reqular. Entao os idempotentes de S comutam
entre si se, e somente se, cada elemento de S possui um unico elemento quase-

Mnuerso.

Demonstrac¢ao. Suponhamos que os idempotentes de S comutam entre si e sejam
u e v quase-inversos de x € S. Entdo u = uru = u(rvr)u = (ux)(vx)u. Nota-
mos que (ur)? = (uz)(uxr) = u(zuxr) = uzr e (vr)* = (vr)(vr) = v(zvr) = vx
e, com isto, ur e vr sao idempotentes. Além disso, de maneira andloga, obtemos
que zv e ru também sao idempotentes. Como os idempotentes de S comutam,
temos u = (ux)(vr)u = (vr)(ur)u = v(zur)u = veu = (vev)zu = v(zv)(zu) =
v(zu)(zv) = v(zur)v = vev = v.

Reciprocamente, suponhamos que, para cada s € 9, existe um unico quase-
inverso s* € S e sejam e e f elementos idempotentes. Iremos mostrar que (ef) é
um idempotente. Por hipétese, existe © = (ef)*, um quase-inverso de ef. Notamos
que fre é um idempotente de S, pois (fze)? = (fze)(fze) = f(z(ef)z)e = fze.
Além disso, (cf)fae(ef) = e(ffla(ce)f = (ef)alef) = ef o fae(ef)(fre) =
fx(ee)(ff)re = frefre = fre. Assim, fze é um idempotente quase-inverso de
(ef) e, com isto, fxe e (ef)* sdo quase-inversos de (ef). Logo, por hipdtese, temos
fre = (ef)* e segue que (ef)* é um idempotente. Além disso, (ef)*(ef)*(ef)* =
(ef)*, isto é, um idempotente sempre é inverso dele mesmo. Entao, por hipdtese
(unicidade), temos que (ef) = (ef)*, pois (ef)* é um quase-inverso para (ef). Com
isso, concluimos que o conjunto dos idempotentes de S é fechado com relacao ao
produto e todo elemento quase-inverso de um idempotente é ele mesmo.

Por sua vez, como ef(fe)ef = e(ff)(ee)f = (ef)(ef) = ef e fe(ef)fe =
flee)(ffle = (fe)(fe) = fe obtemos, pela unicidade do quase-inverso de ef, que

ef = fe. Portanto, os idempotentes de S comutam entre si. [

Motivados pelo teorema acima podemos definir semigrupos inversos.

Definicao 1.12. Um semigrupo S é dito um semigrupo inverso se, para cada s € S,

existe um unico s* € S tal que ss*s = s e s*ss* = s™.



A seguir apresentaremos um exemplo de semigrupo inverso.

Exemplo 1.13. Sejam X um conjunto nao-vazio, I(X) = {f : A — B bijetiva,
onde A, B C X} , o conjunto das bijegoes parciais de X, e fi, fo € I(X). Definimos
fro folw) = fi(fo(x)), para todo x € Dom(fio f2) = f5 ' (Im(f2) N Dom(f1)). Além
disso, Im(f1 o fo) = fi(Im(f2) N Dom(f1)). A operagao de composi¢ao em I(X) é

ilustrada na seguinte figura:

A fiofs B
_

Dom(fz) 2 Im(f) Dom(f,) fi = Im(f)

Mostraremos que (I(X), o) é um semigrupo inverso. De fato, claramente a operagao

de composigao de fungées em I(X) é associativa. Notamos que, para cada f € I(X),
existe um unico f* = f~!' € I(X) com a propriedade que f*o fo f* = f* e
fof*of=f. Logo, (I(X),o) é um semigrupo inverso.

Na proxima proposicao veremos algumas propriedades de semigrupos inversos

que serao importantes na prova do Teorema da Representacao de Wagner-Preston.

Proposicao 1.14. Se S é um semigrupo inverso, entao as sequintes propriedades
sao satisfeitas:

) para todo s € S, temos que ss* e s*s sio idempotentes, s(s*s) =s e (ss*)s =s;
i) (81...8,)* = s5...87, Vs1,...,8, €S en>1;

(i
(
(iii) para todo idempotente f € S e todo s € S, temos que s*fs é um idempotente;
(iv) se e é um idempotente em S, entao e* = e;

(

v) (s*)" = s, para todo s € S.

Demonstragdo. (i) Notamos que (s*s)? = (s*s)(s*s) = (s*ss*)s = s*s. Analogamente

*

temos (ss*)? = (ss*)(ss*) = s(s*ss*) = ss*. As outras igualdades sao imediatas,



pois S é um semigrupo inverso.

(ii)) Mostraremos por indugao. De fato, se n = 2, temos que sisi(sys2)shst =
s5(s7s1)(s285)s7. Pelo item (i) e o Teorema 1.11, temos que (s7s1) e ($283) s@o idem-
potentes e (s7s1)(s255) = (s255)(s7s1). Assim, s5si(s152)s5sT = s5(s955)(s7s1)sT =
(s35053)(s1s187) = shst. De maneira andloga, obtemos s1Sa(s5si)sis2 = s159 e,
como S é um semigrupo inverso, segue que (s189)* = sisi. Supondo, por hipdtese
de inducdo, que (s1---sg)* = s;--- s obtemos, finalmente, que (s - - SkSky1)" =
(51 58)(s02)" = (552) (5% -+ 1) = sfust st

(iii) Observamos que (s*fs)? = (s*fs)(s*fs) = s*f(ss*)fs. Assim, pelo item (i),
temos que ss* é um idempotente e, pelo Teorema 1.11, o idempotente ss* comuta
com f. Logo, (s*fs)? = s*(ff)(ss*)s = s*f(ss*s) = s*fs.

(iv) Como eee = (ee)e = ee = e, segue que e* = e.

(v) Seja s € S. Entao existe um tnico elemento s* € S tal que ss*s = s e s*ss* = s*.
Pelo item (ii), temos s*(s*)*s* = s* e (s*)*s*(s*)* = (s*)*. Logo, pela unicidade do

quase-inverso, temos (s*)* = s* e, portanto, (s*)* = s. O

De agora em diante, o conjunto dos idempotentes de um semigrupo inverso S
serd denotado por E(S). Note que, se A é um subconjunto nao-vazio de S entao
E(A) = ANE(S). Além disso, um subconjunto nao-vazio A C S é um subsemigrupo
inverso se a operacao dos elementos de S restrita aos elementos de A e se cada

elemento de A possui um unico quase-inverso em A.

Observacao 1.15. Seja S um semigrupo inverso. Entao F(S) é um subsemigrupo
inverso de S, pois, pelo item (iv) da Proposigao 1.14, temos e* = e, para todo
idempotente e € E(S). Assim, pelo Teorema 1.11, segue que os idempotentes de S
comutam e, com isto, o produto de elementos de F(S) continua em E(S). Logo,

E(S) é um subsemigrupo inverso e comutativo de S.

Lema 1.16. Se S ¢ um semigrupo inverso, entdo as sequintes propriedades sdao

satisfeitas:



(1) para todo e € E(S) e todo s € S, existe um f € E(S) tal que es = sf;
(i) para todo e € E(S) e todo s € S, existe um f € E(S) tal que se = fs.

Demonstragao. (i) Seja f = s*es. Entao, pelo item (iii) da Proposi¢ao 1.14, f é um
idempotente de S. Pelo Teorema 1.11, os idempotentes comutam e, com isto, temos
sf = s(s*es) = (ss*)es = e(ss*)s = e(ss*s) = es.

(ii) Seja f = ses*. Entao, pelo item (iii) da Proposi¢ao 1.14, f é um idempotente.

Assim, pelo Teorema 1.11, temos fs = (ses*)s = se(s*s) = (ss*s)e = se. O

Na proxima proposicao temos uma relagao entre grupos e semigrupos inversos.
Antes disso, relembremos a defini¢ao de grupo.

Definigao 1.17. Seja um conjunto nao-vazio GG, onde esta definido uma operagao

fechada

GxG@ — G
(91> 92) = g1 92
satisfazendo:

(1) (91-92) - 93 = g1~ (92 g3), V51, 50,83 € S}

(ii) Je € G tal que g.e = e.g, Vg € G,

(iii) Vg € G, dg tal que g.g ' =g L.g=e.

Nestas condigoes, dizemos que (G,.) € um grupo, ou seja, é um conjunto nao vazio
G munido de uma operacao fechada que é associativa, admite elemento neutro e
admite inverso para cada um de seus elementos. Além disso, se a operacao for

comutativa (g.h = h.g,Vg, h € G), dizemos que G é grupo abeliano, em homenagem

ao matematico N. Abel (1802-1829).

Proposicao 1.18. S ¢ um grupo se, e somente se, S € um semigrupo inverso com
um unico idempotente.

Demonstracao. Seja S um grupo. Entao S é um semigrupo com um tnico inverso,

pois, para cada x € S, existe um tnico z* = 27!, inverso de  em S, que satisfaz



as condicoes da Definicao 1.12. Mostraremos que S possui um unico idempotente.
De fato, denotamos por 1g a unidade de S e suponhamos que exista um outro
idempotente h em S. Assim, hh = h e, como S é grupo, temos (h~')hh = h™'h, o
que implica h = 1g.

Reciprocamente, suponhamos que S é um semigrupo inverso com um unico
idempotente e. Mostraremos que S é um grupo. De fato, pelo item (i) da Proposicao
1.14, temos que ss* e s*s sao idempotentes, Vs € S. Por hipdtese, segue que
ss* = s*s = e. Assim, para cada s € S, se = s(s*s) = s = (ss*)s = es e, com isto,
e é a identidade de S. Além disso, para cada s € S, ss* = e = s*s e, dal, segue que

todo elemento s € S tem um elemento inversivel em S. Logo, S é um grupo. O

Dado g € S, denotaremos por ¢S (Sg) o conjunto gerado por g a direita (a
esquerda) em S, isto é, gS = {gs: s € S} (Sg={sg:s € S}).

Proposicao 1.19. Se S é um semigrupo inverso, entao as sequintes propriedades
sao satisfeitas:

(i) gS = gg*S, Vg € S, e gg* € o tnico idempotente gerador a esquerda de gS;

(ii) Sg = Sg*g Vg € S, e g*g € o unico idempotente gerador a direita de Sg;
(iii) eSN fS =efS, Ve, f € E(5);

(iv) SenSf = Sef, Ve, f € E(95).

Demonstragao. (i) Para cada g € G, temos ¢S = (gg*)gS C gg*S C ¢S e, sendo
assim, gS = gg*S. Agora, seja e € FE(S) tal que ¢S = gg*S = eS. Entao, temos
99" = (99")(99*) € g9*S = eS, e = (e)(e) € eS = gg*S e, sendo assim, Is1,59 € S
tais que gg* = es; e e = gg*s,. Logo, pelo Teorema 1.11, temos gg* = es; =
(ee)s1 = e(es1) = e(g9™) = (997 )e = (997)(99"s2) = (99")(99")s2 = gg™s2 = e.

(ii) Andlogo ao item (i).

(iii) Seja z € eS N fS. Entao, Js;,s2 € S, tais que © = es; = fsy. Assim,
er = e(esy) = (ee)sy = esy = x e fox = f(fse) = (ff)sa = fss = x. Logo,
xr =ex =efx e, portanto, eS N fS CefS.

Por outro lado, seja x € efS. Entao, ds € S, tal que x = efs e, dai, temos



efr =ef(efs) = (ee)(ff)s =efs =x. Assim, x = efx = ef(efs) = (ee)(ff)s =
efs€eSex =cfr=cf(efs) = flee)fs = fefs = (ff)ex = fes € fS. Logo
efSCeSNfS

(iv) Andlogo ao item (iii). O

Observagao 1.20. Sejam S um semigrupo inverso e s,t € S. Entao t*s*sS =
t*s*stS, pois, pelo item (i) da Proposicao 1.19, temos t*s*sS = t*s*s(t*s*s)*S =
t*s*s(s (%) (t%)*)S = t*(s*ss%)stS = t*s*stS.

1.1.1 A Relagao de Ordem Parcial de um Semigrupo Inverso e o
Teorema da Representagcao de Wagner-Preston

Nesta secao o principal objetivo é apresentar o Teorema da Representacao de

Wagner-Preston.

Seja S um semigrupo inverso. Dados s,t € S definimos a seguinte relacao:
s<t<< s=te

para algum idempotente e € S.

A préxima proposicao nos da algumas propriedades da relacao < definida

acima.

Proposicao 1.21. Seja S um semigrupo inverso e sejam s,t € S. FEntao sao
equivalentes:

(i) s < t;
(ii) s = et, para algum idempotente e € S;
(iil) s* < t*;
(iv) s = ss*t;
(v) s =

Demonstracao. (i) = (ii) Suponhamos s < ¢. Entdo temos s = tf, para algum

idempotente f € S. Logo, pelo item (ii) do Lema 1.16, temos tf = et, para algum



idempotente e € S e, portanto, s = et.

(ii) = (iii) Suponhamos s = et, para algum idempotente e € S. Assim, pelos itens
(ii) e (iv) da Proposicao 1.14, o quase-inverso de s é s* = t*e e, com isto, s* < t*.
(iii) = (iv) Suponhamos s* < t*. Entao s* = t*e, para algum idempotente e € S, e,
pelos itens (ii) e (v) da Proposigao 1.14, o quase-inverso de s* é s = et. Dali, usando
o fato que tt* e t*t sao idempotentes em S e que os idempotentes em um semigrupo
inverso comutam, temos ss*t = (et)(t*e)t = e(tt*)et = (ee)tt*t = et = s.

(iv) = (v) Suponhamos s = ss*t. Como ss* é um idempotente em S, pelo item
(i) do Lema 1.16, temos (ss*)t = tf, para algum idempotente f € S. Sendo assim,
sf=(ss*t)f =@f)f =t(ff)=tf =se, dai ts's =t(s*s)f =tfs's = ss*s = s.

(v) = (i) Suponhamos s = ts*s. Como ss* é idempotente, segue que s < t. ]

Lema 1.22. Seja S um semigrupo inverso. A relagio <, definida anteriormente

sobre os elementos de S, € uma relagao de ordem parcial.

Demonstracao. Mostraremos que a relagao < é reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
De fato, para cada s € S, existe um tnico s* € S tal que s = ss*s e, como ss* é um
idempotente, obtemos s < s.

Por sua vez, supondo s; < sy e s5 < s, pelo item (v) da Proposi¢ao 1.21,
temos s; = $287S1 € So = $15582. Deste modo, s; = s9s7s1 = S1(shs2)(s]s1) =
s1(8781)(s559) = (S15751)5582 = 515552 = s9.

Finalmente, supondo s; < sy e s9 < s3, existem e, f € F(S) tais que s; = sqe
e so = s3f. Logo, s1 = see = (s3f)e = (s3) fe e, portanto, s; < s3. O
Lema 1.23. Sejam S um semigrupo inverso e Si, Sg, S3, S4 € 5. Se s1 < 89 €
83 < 84, entao $153 < S9S4 € §351 < S489.

Demonstragao. Por hipétese, existem e, f € E(S) tais que s; = sqe e s3 = saf.
Assim, s183 = sqesyf e, pelo item (i) do Lema 1.16, existe um idempotente h € S

tal que esy = s4h. Logo, s1s3 < s984. De maneira analoga, s3s1 < $459. O

Observacao 1.24. Note que, usando a Proposicao 1.20 e o Lema 1.23, se s; < s

5 * * * *
entao s7s1 < $552 € 515] < S285.
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Agora temos as ferramentas necessarias para enunciar e provar o Teorema da
Representacao de Wagner-Preston. Tal teorema caracteriza os semigrupos inversos,
a partir do fato que todo semigrupo inverso é isomorfo a um subsemigrupo de 7(X),
o conjunto das bijecoes parciais de X. Além disso, preserva a relacao de ordem,

s1 < s9 através do homomorfismo 7 : S — I(X), como veremos a seguir.

Sejam S e T semigrupos. Dizemos que § : S — T é um homomorfismo de

semigrupos se satisfaz d(s1s9) = §(s1)d(s2), para quaisquer s, so € S.

Dado um conjunto X e um homomorfismo 7 : S — I(X), entdo definimos uma

relacao de ordem natural dada por:

7(s1) < m(s2) <= Dom(m(s1)) € Dom(7(s2)) e w(s1)(x) = 7(s2)(x),

onde z € Dom(m(sy)).

Teorema 1.25. Seja S um semigrupo inverso. Entdao existe um conjunto X e um

homomorfismo injetivo w : S — I(X) tais que $1 < sy <= m(s1) < w(s2).

Demonstragao. Seja 7y : s*sS — ss*S, dada por ms(x) = sx. Notamos que 7
estd bem definida, pois, para cada x € s*sS, temos x = s*st para algum ¢t € S
e ms(s*st) = ss*st = st € sS. Assim, pelo item (i) da Proposicao 1.19, temos
ms(s*st) € sS = ss*S. De maneira andloga, obtemos que 7g : $8*S — s*s5, dada
por me(x) = s*x, estd bem definida. Por sua vez, seja z € s*sS, entao z = s*st
para algum ¢t € S. Logo, pelo item (i) da Proposigao 1.14, temos s o my(s*st) =
e S(s*st) = (s*s)(s%s)t = s*st e 75 0 Mex(55°t) = W™ (s5%t) = (55%)(85")t = s5%¢.
Assim, 7, ¢é bijetiva e ;! = 7.

Agora, seja m : S — I(S), dada por 7(s) = m. Claramente 7 estd bem
definida. Mostraremos que 7 é um homomorfismo, isto é, que 73 o T = 7,
Vs,t € S. Para isso é necessario mostrar que Dom(ws o m) = Dom(mg) e que

s 0m = Ty, Vo € Dom(rmg). De fato, pela definigdo do Dom(rws o ), pela
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sobrejetividade de 7, pelo item (iii) da Proposigao 1.19 e pela Observacao 1.20,
temos Dom(m, o ;) = 7, (Im(m;) N Dom(my)) = 7 (t1*S N 8*88) = 7 (tt*5*5S) =
(ttt*)s*sS = t*s*sS = t*s*stS = (st)*stS = Dom(mg). Agora, notamos que, para
cadax € Dom(7g), temos g (z) = stx e que (msom) () = ms(me(x)) = 7s(tx) = stx.
Sendo assim, 7y (z) = (75 0 m)(x), Vo € Dom(ng) = Dom(mws o m), e, portanto, m
é um homomorfismo. Além disso, dados s1, 9 € S tais que m(s1) = 7(s2), ou seja,
tais que m;, = m,,. Pela sobrejetividade de 7y, temos s151*S = $25,*S e, do item (i)

da Proposigao 1.19, segue que 515 = $2.5 e, portanto, o homomorfismo 7 é injetivo.

Para mostrar a segunda parte do teorema. Suponhamos que s; < sg, entao pela
Observagao 1.23, temos que s1*s1 < $9*s5. Assim, Je € E(.5), tal que s1%s1 = sa*sq€.
Logo Dom(ms,) C Dom(ms,). Agora, seja x € Dom(m,, ). Entao Ir € S, tal que
xr = s1"syr. Notamos que s;*s1z = $1%s181%s117 = s1"s1r = x, com isto, segue do

item (v) da Proposigao 1.20 que 7y, () = S92 = $281" 510 = $10 = 74, (7).

Reciprocamente, suponhamos 7, < 7,,, entdo $1°515 C $9%595 e my, () =
Ts,(x) para x € s1*515. Notamos que $1* = s1*s151" € $17515. Assim, 7y, (s1%) =
Ts,(51%), entdo s1s1* = sgs1*. Multiplicando a direita em ambos os lados por sy,

obtemos que s; = s951%s1, € seque que, $1 < Sg. O
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2 SEMIGRUPO INVERSO ASSOCIADO A
UM GRUPO

Este capitulo esta dividido em trés secoes. Iniciaremos a Secao 2.1 com algu-
mas definicoes e resultados classicos, com o intuito de uma melhor compreensao da
construgao do semigrupo universal S(G). Este, definido via geradores e relagoes,
serd visto na Secao 2.2. Finalmente, na Secao 2.3, estudaremos as representacoes
de S(G), utilizadas para demonstrar, no ultimo teorema deste capitulo, que S(G) é

um semigrupo inverso.

2.1 Relagoes e Mondides Livres

2.1.1 Relagoes de Equivaléncia

As relacoes podem ser definidas em um conjunto qualquer e iremos defini-las

em um semigrupo, o nosso objeto de estudo.

Uma relagao bindria, em um semigrupo S, é um subconjunto ® C § x S.
Se (z,y) € R, diremos que = se relaciona com y pela relagio R quando (x,y) € R.
Por sua vez, o conjunto de todas as relagoes bindrias em S sera denotado por R(S)

e, durante esta secao, o termo relacdo significara uma relacao bindria.

Exemplo 2.1. Alguns exemplos importantes de relagoes binarias sao os seguintes:
(i) a relagao de todos os pares ordenados de S x S, conhecida como relagdo universal,
(ii) ® = {(z,z) : x € S}, conhecida como rela¢do identidade e denotada por lg;

(iti) R~ = {(z,y) : (y,z) € R}, conhecida como a relagdo inversa de R.

Definigao 2.2. Sejam R, Ry € R(S). Entdo a relacao composta de R, e Ry,
denotada por Ry o Ry, é definida por

RioRy ={(x,y): (x,2) € Ry e (2,y) € RNy, para algum z € S}.
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Proposicao 2.3. (R(S),0) é um mondide.
Demonstra¢ao. Suponhamos R, Ko, K3 € R(S). Entao, dados x,y € S, temos que
(,y) € (RioRy) o Ry
< (z,2) € (R o Ry) e (z,y) € RNy, para algum z € §
< (z,5) € Ry, (s,2) € Ry e (2,y) € RNy, para alguns z,s € S
< (z,5) € R, (s,y) € Ry 0 RNy, para algum s € S
< (z,y) € N1 0 (R0 Ry).

Assim, (R(S),0) é um semigrupo. Notamos que 1g € R(S) e, YR € R(S), temos
Rolp =R =1 o R, pois Ro lg = {(z,y) : (z,y) € Re (y,y) € 1y, Vy € S} =
{(z,y) : (z,z) € Ip e (x,y) € R, Vo € S} = R. Logo, (R(S),0) é um mondide. [

Observagao 2.4. Seja & uma relagao sobre um semigrupo S. Podemos definir
recursivamente as poténcias " de R, Vn € N, da seguinte maneira:

()R =15 ={(z,2): x € S};

(i) R = R;

(iii) R"H =R o R.

Proposicao 2.5. Se R, Ry,..., R, € R(S), entao as sequintes propriedades sao
satisfeitas:

(1) (R~ =%

(i) R CRo = N1 o N3 C Ry o Ry;

(iii) Ry C Ry = Ry C Ry

(iv) Rio..oR,) P =RTo..oRyL

Demonstragao. (i) Notamos que segue imediatamente da definigao, pois (1)~ =
{(09) ) € R = {(@.9) : (1r0) € R = {(y,2) : (,) € R} = B

(ii) Suponhamos R; C Ry. Entdo temos R; o Ry = {(z,y) : (x,2) € Ry C Ry e
(z,y) € R3, para algum z € S} C Ryo R = {(z,y) : (z,2) € Ry e (2,y) € N3, para
algum z € S};



14

(iii) Suponhamos ®; C R,. Entdo, por defini¢do, temos R, ' = {(y,z) : (z,y) €
R, C Ny}, Assim, segue que R, C N,

(iv) Mostraremos por indugao. De fato, para n = 2, temos, por defini¢do, que
(R oK) = {(z,y) : (y,2) € RoRa} = {(y,7) : (y,2) € K1 e (z,2) € Ry,
para algum z € S} = {(7,9) : (v,2) € Ry' e (2,y) € N, para algum 2 € S}
= R, o RN;!. Suponhamos, por hipétese de inducdo, que (R; o Ryo0--- 0 Ry)™! =
R.'o - oRy oR ' e mostraremos que a propriedade é valida para k + 1. De fato,
temos (Ry oRgo - R oRp) L= (RioRpo---0oRp) o (Re1)) ™' = Reyr) o
(RioRgo-oRy) = Reg1) toR oo R o R O

Definicao 2.6. Uma relagao bindria &, em um semigrupo S, é dita uma relagao de
equivaléncia se, Vx,y,z € S, valem as seguintes propriedades:

(i) (z,z) € R; (reflexividade)

(ii) se (z,y) € R entdo (y,z) € R; (simetria)

(iii) se (z,y) € R e (y,2) € R entdo (z,z) € N. (transitividade)

Observacao 2.7. Se & é uma relacao simétrica entao R=! = R. De fato, dado
(r,y) € R, como R é simétrica, temos que (y,z) € N e, dai, (z,y) € R~'. Por
sua vez, dado (z,y) € R temos que (y,z) € R e, como R é simétrica, segue que

(z,y) € R

Definigao 2.8. Sejam (.5, ) um semigrupo e R uma relagdo bindria em S.

(i) R ¢ dita compativel a direita (o esquerda) se Ya € S e V(s,t) € R, temos que
(sa,ta) € R ((as,at) € R).

(i) R é dita compativel se V(s1, s2), (t1,t2) € R, temos que (s1t1, satz) € R.

(iii) R é dita uma congruéncia a direita (a esquerda) se R é uma relagao de equivaléncia
compativel a direita (esquerda). Se R é uma relagdo de equivaléncia compativel,

entao R é dita uma congruéncia.

Lema 2.9. Uma relacao R, de um semigrupo S, é uma congruéncia se, e somente,

se | € uma congruéncia a esquerda e a direita simultaneamente.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que R é uma congruéncia e sejam s,t,a € S tais que
(s,t) € R. Pela reflexividade, temos que (a,a) € R e, pela compatibilidade, temos
que (sa,ta), (as,at) € R. Assim, R é uma congruéncia a esquerda e a direita
simultaneamente.

Reciprocamente, suponhamos que R uma congruéncia a esquerda e a direita
simultaneamente e sejam (s1, $2), (t1,%2) € R. Entao, pela compatibilidade & direita
de R, temos que (s1t1, sot1) € R e, pela compatibilidade a esquerda de R, temos que
(sot1, Sote) € R. Assim, pela transitividade, segue que (sit1, sot2) € R e, portanto,

R é uma congruéncia. m

Exemplo 2.10. Dado um conjunto X, sempre é possivel construir uma relagao de
equivaléncia sobre o conjunto X, a partir de uma funcao cujo dominio seja X. Dada
uma funcéo f: X — X, definimos ® = {(z,y) : f(z) = f(y)}. E facil de ver que é
uma relacao de equivaléncia, pois as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) (z,z) € R, pois f(z) = f(z); (reflexividade)

(i) se f(z) = f(y) entio f(y) = f(x); (simetria)

(iii) se f(z) = f(y) e f(y) = f(z) entdo f(x) = f(z). (transitividade)

Em geral a relagao de equivaléncia acima nao é uma congruéncia como mostra

o proximo exemplo.

Exemplo 2.11. Considere o semigrupo (Z,.), a funcao f : Z — Z, definida por
f(x) = 22 —x — 2, e a relagao R = {(z,y) : f(z) = f(y)}. Notamos que, pelo
Exemplo 2.10, R é uma relacao de equivaléncia. Todavia, R nao é uma congruéncia
em Z, pois f(—=1) =0 = f(2) e f(—2) = 4 = f(3) implicam que (—1,2), (—2,3) € R,
mas ((—1).(—2),2.3)) ¢ R, uma vez que f(2) = —2 e f(6) = 28.

A seguir temos um exemplo classico de congruéncia.

Exemplo 2.12. A relagao sobre (Z,+), definida por ® = {(p, q): p — ¢ é divisivel

por m} é uma congruéncia. Notamos que, se (p,q) € R entao, por definicao, Ir € Z
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tal que rm = p — ¢. Claramente (p,p) € R. Sejam (p,q) € R, entao Ir € Z, tal
que rm = p — q e, com isto, —rm = q — p. Assim (¢,p) € R. Finalmente, sejam
(p,q) € Re (q,r) €R, entdo Iry,ry € Z, tais que rym =p —q e rom = q — r. Logo
(ri +re)m =p—re, com isto (p,r) € R.

Agora, mostraremos que R é uma congruéncia. De fato, dado (s,t) € R,
dry € 7Z tal que s —t = rym. Dai, multiplicando por a € Z a direita e depois
a esquerda, obtemos sa — ta = rima e as — at = arym, respectivamente. Deste
modo, (sa,ta),(as,at) € R , ou seja, R é uma congruéncia a esquerda e a direita

simultaneamente. Logo, pelo Lema 2.9, 3 é uma congruéncia.

Definigao 2.13. Seja R uma relagdo de equivaléncia em um semigrupo S. Dado
s € S, a classe de equivaléncia de s pela relacao R, denotada por s, é o conjunto
s = {x € 5, tal que (z,s) € R}. Dizemos 5 é o conjunto de elementos = € S que
sao equivalentes a s. Quando R é uma congruéncia, dizemos que = é congruo a s

modulo R e denotamos = = s mod(R).

A seguir temos outros dois exemplos cléssicos de congruéncia.

Exemplo 2.14. A classe de equivaléncia 0, pela relacdo de congruéncia % = {(p, q):

p — q é divisivel por m}, sdo os multiplos de m, isto é, 0 = {r = nm : n € Z}.

O préximo exemplo aparece em ( [2] pdg.5).

Exemplo 2.15. Na Geometria Analitica, um vetor é uma classe de equivaléncia for-
mada por segmentos orientados no espago vetorial euclidiano e definida pela seguinte
relacao: dois segmentos nao nulos sao equivalentes se, e somente se, possuem o

mesmo comprimento, mesma direcao e sentido, ou sao ambos nulos.

Definigao 2.16. Seja i uma relagao de equivaléncia em um conjunto A. Entao o
conjunto quociente de A por R, denotado por A/R, é o conjunto A/R = {7 : x € A},

ou seja, A/R é o conjunto de todas as classes de equivaléncia de &t em A.

A seguir temos um exemplo classico de conjunto quociente.
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Exemplo 2.17. Se ® = {(p, q): p — ¢ é divisivel por 2} entao Z/% = {0, 1}.
Proposicao 2.18. Seja R uma congruéncia sobre um semigrupo (S,-). Entao existe
uma operacao @, tal que (S/R,®) € um semigrupo.

Demonstragao. Considere a operagao @ : S/Rx S/R — S/R, definida por ©(Z,7) =
7-y. Note que ® estd bem definida. De fato, suponhamos (Z,7) = (2/,y’). Deste

modo, (x,2'), (y,y') € R e, como R é uma congruéncia, segue que (x -y, z’ - y') €

R. Assim, T-y = 2'.y/, ou seja, ® é uma operacao sobre S/R. Além disso, pela

associatividade de (5,-) e pela definicdo de ®, temos T® (Y ©Z) =T O T -y =

r-(y-2)=(x-y) - 2=T- g0z =(TOY)®Z. Logo, (S/R,®) é um semigrupo. [

Observagao 2.19. Se # é uma congruéncia sobre um mondide (M, -) entao (M /R, ®)
¢ um mondide. De fato, pela Proposigao 2.18, (M/R,®) é um semigrupo e, sendo

1,s aidentidade em (M, -), segue que 1,7 é a identidade em (M /R, ®), pois 1, OT =

Desde que uma familia de relagoes de equivaléncia em um semigrupo S seja
nao-vazia, sempre podemos extrair uma tnica e menor relacao de equivaléncia con-
tendo 3 a qual denotaremos por R*. Além disso sempre é possivel extrair uma tinica
e menor congruéncia em um semigrupo S contendo R, a qual denotamos por Rf.

Mas antes, precisamos de algumas ferramentas para verificar estes fatos.

Lema 2.20. Seja (R;);c; uma familia nao-vazia de relagoes de equivaléncia em um

congunto S. Entao (\{R;:1 € I} é uma relagdo de equivaléncia em S.

Demonstracao. E claro que 1g € (N R, pois 1y € R para toda relagao de equivaléncia.

Dado (z,y) € () R; temos que (:Ez,egj) e R;, Vi € I, e, como cada R; é uma relacao de

equivaléncia, tzeerilos que (y,x) € R;, Vi € 1. Dal, segue que (y,z) (| %;. Finalmente,

suponhamos que (x,y), (y,2) € [ R;. Como cada R; é uma rela(;gé de equivaléncia,

temos que (z,z) € ®;, Vi € I. onelftanto, () R; é uma relacao de equivaléncia. O
i€l

Observacao 2.21. De maneira analoga ao Lema 2.20, temos que a intersecao de

uma familia nao-vazia de congruéncias, em um semigrupo S ¢ uma congruéncia.
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Definicao 2.22. Se R é uma relacao de equivaléncia em um conjunto S, dizemos
que R>* = [J R" é o fecho transitivo de S.
n=1

No proximo lema veremos uma justificativa do nome fecho transitivo.

Lema 2.23. Se R € uma relacao em um conjunto S, entao R € a menor relacao

transitiva, em S, contendo R.

Demonstracdo. E claro que ° > R = R!. Suponhamos que (x,y), (y,2) € R>.
Entdo Im,n € N tais que (z,y) € R™ e (y,2) € R". Logo, (x,z) € R™ o R" C .
Agora, suponhamos que R’ é uma relacao transitiva em S, tal que ' O R. Notamos
que N2 = NRo R CRN' o N/, pois V(z,y) € RoR, 32 € S tal que (z,2) e RC RN e
(z,y) € ® C K. Além disso, R o R C R/, pois dado (z,y) € R oK', Iz € 5 tal
que (z,z) € ¥ e (z,y) € K. Como R’ é uma relagao transitiva, temos (z,y) € .

Logo, por inducao, temos R" C R, Vn € N| e, portanto, R C R'. O

Na préxima proposicao temos uma caracterizacio para 7.

Proposicao 2.24. Se R € uma relagio em um conjunto S entdo R =[RUR™U1x]>

€ a menor relagao de equivaléncia contendo R.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.23, temos que R? é uma relacio transitiva e 7 O R.
Notamos que 1y € R e, com isto, R é uma relacio reflexiva. Claramente, pela
definicao de R, temos que R =RUR ULy é uma relacao simétrica. Desta
maneira, pela Observacao 2.7, temos R =R"! e, pelo item (iv) da Proposicao 2.5,
segue que R = (R~ = (R")~L. Seja (2, y) € R%. Entdo In € N tal que (z,y) € R"
e, como R" é uma relacio simétrica, temos que (y,x) € Rn. Assim, (y,r) € R e
obtemos que R? é uma relacio de equivaléncia contendo R. Agora, mostraremos que
R é a menor relacao de equivaléncia contendo R. De fato, suponhamos que exista
uma relacao de equivaléncia H, em S, tal que H O R e H C R Como R C H, pela
Proposigao 2.5 (iii) e Observagao 2.7, segue que ® C H~! = H. Claramente temos

1y C H, pois H é reflexiva. Assim, R=RUR U 1lp C H e, como H é uma relacao
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de equivaléncia, pelo Lema 2.23, temos ¢ C ‘H. Logo, R = H e, portanto, R% é a

menor relagao de equivaléncia contendo R. [

Definicao 2.25. Seja R uma relacao em um semigrupo S. Definimos a relagao R¢

por R¢ = {(s1282, 51ys2) : 81,52 € SU{lg} e (z,y) € R}.

Lema 2.26. Se R, R; e Ry sdo relagoes em S, entao as sequintes propriedadades
sdo satisfeitas:

(i) R C R

(i) (R~ = (R

(iii) B C Ry = B C R

(iv) ()" = Re;

(V) (R URy)® = R,°U RS

(

vi) R = R & R € compativel a direita e a esquerda.

Demonstragao. (i) Se (z,y) € R entdo (1gxlg, lsyls) € R. Logo R C k.

(i) Suponhamos que (a,b) € (R°)™". Entdo (b,a) € R e, pela Definicio 2.24,
temos b = s1xs9 € a = $1yse, para alguns si, 8, € S U {15} e (m,y) € R. Desta
maneira, (y,z) € R7! e segue, da Definicao 2.25, que (a,b) € (R71)°. Para mostrar
a inclusao reversa, suponhamos que (a,b) € (R71)°. Entdo, pela Definicao 2.25,
existem s;,80 € SU {lg} e (z,y) € R! tais que a = 51750 ¢ b = s1yse. Deste
modo, (y,z) € R. Logo, pela Definigao 2.25, temos que (b,a) € R e, portanto,
(a,b) € ()

(ili) Suponhamos R; C RNy e seja (a,b) € N;°. Entdo, existem s1,s50, € SU{lg} e
(r,y) € Ry C Ry tais que a = s1282 € b = s1ys9. Assim, (a,b) € Ry°.

(iv) Notamos que, do item (i), obtemos R C R¢ e, do item (iii), temos R C (R°)".
Agora, para mostrar a inclusdo reversa, suponhamos que (a,b) € (R°)°. Entao,
pela Definicao 2.24, existem sq1,85 € S U {lg} e (z,y) € R tais que a = s1xs9 €
b = s1yss. Usando novamente a Definicao 2.24, temos x = sgcs3 e y = Sodss, para
alguns sy, 53 € SU{ls} e (¢,d) € R. Assim, a = (s5152)c(S352) e b = (s152)d(s352),
onde $182, 8350 € SU{lg} e (¢,d) € R. Logo, (a,b) € R°.
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(v) Notamos que R; C R; UR,. Deste modo, por (i), obtemos R; C (R; URe)‘ e,
analogamente, temos Ry C (1 U Ry)®. Assim, pelo item (iv), R§URS C (R U R,)“.
Por outro lado, seja (a,b) € (R URy)‘. Entao, existem s1, s € By U{ls} e (z,y) €
R U R, tais que a = s1289 e b = s1ysy. Assim, (z,y) € R ou (z,y) € Ry e, segue
que, (a,b) € RS ou (a,b) € NS. Logo, (a,b) € RS U RS.

(vi) Suponhamos que 8 = R¢. Para cada s,t,a € S, com (s,t) € R, temos, pela
Defini¢ao 2.25, (as,at) = (asl, atls) € R® = R. Desta maneira, R é compativel a
esquerda. De modo andlogo, para cada (s,t) € R, temos que (sa,ta) € R e, com
isto, R é compativel a direita. Reciprocamente, suponhamos que R é compativel a
direita e a esquerda e seja (a,b) € R°. Entao, temos a = s1xs2 e b = s1yse para
alguns s1,s9 € 51 U {1} e (z,y) € R. Como R é compativel a direita e a esquerda,
temos (rs2,ys2) € N e (s1x, s1y) € N. Logo, (s122, 51ys2) = (a,b) € R e, portanto,
R =R O

Lema 2.27. Seja R uma relagcao em um semigrupo S. Se R € uma relagao com-

pativel a esquerda e a direita, entao R"™ € compativel a esquerda e a direita, Yn € N.

Demonstracao. Suponhamos que R seja uma relagdo compativel a direita e a es-
querda e seja (s,t) € R" = R"1 o R. Entdo, pela Definigao 2.2, 32; € S tal que
(s,21) € "' e (21,t) € R. Logo, pela Definigao 2,2, 325 € S tal que (s, 29) € R" 2
e (z2,21) € R. Procedendo dessa maneira n— 1 vezes, obtemos z1, 29, 23, ..., 21 € S
tais que (s, 21), (21, 22), -, (zn_1,t) € R. Como R é compativel a direita e & esquerda,
pelo item (i) da Definigdo 2.8, obtemos que (as,az), (az1,az), ..., (az,_1,at) € R
e (sa, z1a), (210, 22a), ..., (zn_1a, ta) € R. Além disso, pela Definigao 2.2, temos que

(as, at), (sa,ta) € R™. Portanto, R" é compativel a direita e a esquerda. ]

Finalizamos esta seciio com uma caracterizacio para R%.

Proposicao 2.28. Se R ¢ uma relacdo em um semigrupo S, entio Rf = (§R0)h.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.24, temos que (3‘80)h ¢ uma relacao de equivaléncia

contendo R e, pelo item (i) do Lema 2.25, segue que R D . Mostraremos que (§)‘EC)h
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é uma congruéncia. De fato, se (s,t) € (3‘%‘3)h entdo, pela Proposicao 2.24, temos que
(s,t) € R, onde R = R°U(R°)~'U{1s}. Desta maneira, pelo item (v) do Lema 2.26,
obtemos R = (R°U (R) ' U L) = (RURU1g)e. Assim, pelo item (vi) do Lema
2.26, temos que R é compativel a direita e a esquerda e, pelo Lema 2.27, obtemos
que R" tambem é compativel a direita e a esquerda. Entao, pela Definicao 2.8, segue
que (as,at) € R* C (R°)" e (sa,ta) € R" C (R, Va € S. Deste modo, (R°)* é
uma congruéncia em .S, contendo . Para mostrar a minimalidade, seja £ O R uma
congruéncia qualquer em S. Entao, pelos itens (iii) e (vi) do Lema 2.26 e pelo item
(iii) da Definigao 2.8, obtemos ¢ C $H° = §. Agora, pela Proposigao 2.24, obtemos

que (R¢)? ¢ a menor congruéncia contendo R e, portanto, R = (R°)°. O

2.1.2 Monodides Livres

Para construir o semigrupo universal, precisamos da definicao de mondide
livre. Este conceito é muito util na “Teoria da Computacao”, onde tem aplicacao
em compiladores, e em diversas areas da Matematica, tais como “Algebra Aplicada”e

“Sistemas Dinamicos”.

Definigao 2.29. Dado um conjunto nao-vazio A, denotaremos por A" o conjunto

de todas as sequéncia finitas (a1, as, ..., a,), com aj,as,...,a, € A.

Exemplo 2.30. Se A={a, b} entao AT = {(a), (b), (a, a), (b,1), (a,b), (b,a), (a,a,a),
(a,a,b),(a,b,a),...}.

Definigao 2.31. O conjunto A", munido da operacao de concatenagao, definida
por (ai,as,...,a,)(b1,ba, ..., by) = (a1,a9,...,a,,b1,ba,...,by), é um semigrupo

denominado semigrupo livre sobre A.

Observacgao 2.32. (i) Note que, para cada (aq,as, ...,a,) € AT, podemos escrever
(ay,a9,...,a,) = (a1)(az)...(a,), onde (ay),(as),...,(a,) € AT, ou seja, todo ele-
mento de AT é escrito de forma tinica como um produto finito de sequéncias unitdrias.

Logo, fazendo a identificagdo a := (a), Va € A, os elementos (aq, as,...,a,) € AT
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podem ser denotados por ajas - - - a, € denominados palavras do alfabeto A.

(ii) A palavra vazia, que representa a sequéncia vazia (), serd denotada pelo
simbolo 1 4+.

(iii) Se AT é um semigrupo livre sobre A, entdao A* = ATU{14+} é um mondide,
denominado mondide livre sobre A.

(iv) Como a identificagdo a := (a), entdo sempre existe a inclusao natural

i A— AT,

Definigao 2.33. Seja R um subconjunto nao-vazio de A" x A™, entao o semigrupo
via geradores e relacoes é definido por < A | R >= AT /g, onde R* é a menor
congruéncia sobre AT que contém R. Os elementos de R sao denominados relacoes
e, usualmente, sao dados por equagoes que possuem solugao em < A | R >. Os
elementos de < A | R > sdo as classes de congruéncias de palavras sobre A e, por

abuso de notacao, dizemos que sao simplesmente as palavras sobre A.

Observagao 2.34. Duas palavras de < A | R > representam o mesmo elemento se

podem ser obtidas uma da outra aplicando as relagoes de R.

No exemplo a seguir temos um semigrupo definido via geradores e relagoes.

Exemplo 2.35. Seja A = {a,b} e seja S =< A | R > gerado pelas relagoes a* =

a
e b® = b, isto é, um semigrupo livre sobre A, gerado por dois idempotentes, onde os
elementos de S sao palavras formadas por a’s e b's. De acordo com a Observacao
2.34, e, desde que sejam aplicadas as relagoes de R, teremos aab = ab, aaab = abb

no quociente, ou seja, na mesma classe de equivalencia.

2.2 Semigrupo Universal S(G)

Utilizando os resultados da secao anterior, veremos que, dado um grupo G,

sempre ¢ possivel extrair um semigrupo universal com algumas caracterizacoes e,
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para o caso finito, uma relagao entre a cardinalidade de G e S(G). De agora em

diante e denotara a unidade do grupo G.

Definigao 2.36. Seja G um grupo. O semigrupo universal S(G) de G é definido via
geradores e relagoes como segue. Para cada elemento ¢t € GG, tomamos um gerador

[t], e, para cada par de elementos t, s € G, consideramos as seguintes relagoes:

(i
(H)[]ﬁHtl]Z[SﬂV‘W;
( .

(i

Observagao 2.37. Para todo [t| € S(G), temos [t][t!][t] = [t], pois, usando (i) e
(iii), segue que [t][t7H[t] = [t][t~'t] = [t][e] = [t]. Notamos que [¢][s] = [ss7][s].

Assim, usando (ii), segue que [¢][s] = [s][s7!][s] e, por (i) e (iii), temos [e][s] =
[s][s7Y[s] = [s][s's] = [s][e] = [s]. Logo, podemos omitir o item (iv) da Definigao
2.36. Além disso, usando (i), (ii) e (iii), obtemos [e][s] = [s] = [s][e], V[s] € S(G).

A observagao acima é o primeiro passo para mostrar que S(G) é um semigrupo

Inverso.

Exemplo 2.38. Seja o grupo G = (Zy,+). Entao S(G) = {[0], [1],[1] + [1]}, pois

[+ [+ 1] = [+ 1+ 1] = [1] + 1]

No teorema a seguir temos uma propriedade universal para semigrupos.

Teorema 2.39. Sejam A um conjunto, S um semigrupo e d : A — S uma aplicagao.
Entao existe um tnico homomorfismo v : AT — S tal que o sequinte diagrama é

comutativo:
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)
A S
I
Y
A+
Demonstragao. Definindo v(ajasas---a,) = 0(ai)d(az)d(az)---d(a,), temos um

homomorfismo, pois, dadas ajas - - - a, € biby---b,, em AT, temos

v((aras - - an)(bibs - - b)) = Y(araz - - - anbibs - - - byy)

= 0(a1)0(az) -+ 0(an)6(b1)d(ba) - - - 0 (bi)

= (8(a1)6(az) -~ 6(an)) (6(b1)d(ba) - -~ 0(byy))

= y(atas - an)y(bibs - - by).
Além disso, Ya € A, temos v(i(a)) = v(a) = d(a) e, com isto, o diagrama é comu-
tativo. A unicidade segue do fato que se 7' : AT — S é um homomorfismo tal que
v (i(a)) = 0(a), obtemos, Yajas - --a, € AT, ¥'(araz...a,) = ¥'(i(a1)i(az)...i(a,)) =
v (i(ar))y (i(as))..7y'(i(an)) = d(a1)d(az)...0(a,) = v(aras...a,) e, dai, v =~ O

Como A C A", o teorema anterior mostra que d é a restricao de v a A. Assim,

dizemos que 7 estende ¢ a A.

A préxima proposigao decorre da propriedade universal para semigrupos e nos

auxiliara a mostrar que S(G) é um semigrupo inverso.

Proposicao 2.40. Sejam G um grupo, S um semigrupo e f: G— S uma funcao tal
que, Vs, t€G, as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(1) f(sTf(s)f () = f(s7) f(st);

(i) f(s)f() ) = f(st)f(E7);

(iii) f(s)f(e) = f(s)-



25

Entio existe um tnico homomorfismo f : S(G) — S tal que f([t]) = f(t) e o

sequinte diagrama é comutativo:

S
G S
(1
7
S(G)
Demonstragao. Decorre diretamente do Teorema 2.39, com [ | : G — S(G), definida
por [ ](t) = [1]. O

Defini¢ao 2.41. Dado um semigrupo S, o semigrupo oposto (S°,-) tem os mesmos
elementos de S e a multiplicacao é definida por s -t := ts, onde ts é o produto
de t por s no semigrupo S. Além disso, dizemos que v é um anti-automorfismo se

v S — S tal que y(st) = v(s) - y(t) para todo s,t € S.

Proposicao 2.42. Seja G um grupo. Entao existe um tunico anti-automorfismo

v:8(G) — S(Q) tal que ~[t] = [t7'], Vt em G.

Demonstragdo. Considere f : G — S(G), definida f(t) = [t~']. Mostraremos que

f satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii) da Proposi¢ao 2.40. Dados e, s,t € G, temos

Fs7) - f(s) - fO) =1[s] - [s7]- [t ] = [s] - ([t '][s™"]) = [t [s ] 8]
= [t sl =[s] - [t s = f(s7) - f(st)

Assim, pela Proposicao 2.40, existe um tnico homomorfismo f : S (G) — S(G),

tal que f([t]) = [t7!]. Dali, definindo v : S(G) — S(G) por 7[t] = f(t), temos
([s18) = FUslE]) = FUlsD) - () = [s71 - [ = [£7][571) = v(D)¥(s), ou seja, 7 &

um anti-automorfismo. O]
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O préximo resultado nos fornece algumas caracterizagoes para S(G).

Proposigao 2.43. Para cada t € G, seja g, = [t][t™!]. Entdo, dados s,t € G, as
sequintes condicoes sao satisfeitas:

(i) &; € um idempotente auto-adjunto, isto é, ef = &, = €2;

(if) [t]es = eus[t];

(iii) &; e g5 comutam, isto €, 56y = €465.

Demonstragdo. (i) Para cada t € G, temos que 5 = ([t]t7Y)* = [t '*[t]* =
[1][t7"] = e = [t ][e] = [A)[e~ ][t ] = [l e"] = e

(ii) Usando (1) e (i) da Definigao 2.36, obtemos [tle, = [t][s][s7'] = [ts][s7}] =
[ts]lells™"] = [ts][s™ ¢~ es][s™'] = [ts][s ™t [ts][s™"] = [ts][s™' 7 [tss™"] = exs[t];

(iil) Por (ii), eies = [t][t 7 es = [tler1s[t71] = eyp—19 [t = &slt][t7] = €58, O

Na préxima proposigao veremos que os elementos de S(G) admitem uma de-

terminada decomposicao.

Proposicao 2.44. Todo elemento a € S(G) admite a decomposicdo: a = €., - - &, [s],
onden >0 ery,..r,s € G. Além disso, temos:
(i) ri # 15, sei # j;
(i) r #ser;#e Vi={l,..,n}.
Demonstragao. Seja R um subconjunto de S(G) contendo os elementos que ad-
mitem a decomposi¢ao acima. Como n pode ser 0, temos que [s] € R, para todo
s € G. Para provar que R = S(G), é suficiente verificar que R é um ideal a direita
de S(G), pois, como [e] € R, isso implica que R = S(G). Note que, Vs, t € G,
temos [s]|[t] = [s][s7!][s][t] = [s][s™!]sst] = s[st]. Assim, dados a = &,,...,,[s] € R
e [t1][ta] - - - [tm] € S(G), temos a[t1][ta] - - - [tm] =+ =€y -6, EsEsev Eistyty [ST1 -+ i)
Logo, a[t1][ts] - - - [tm] € R e, portanto, R é um ideal & direita de S(G).

Além disso, dada uma decomposiGao a = &,,...€,_Er,Er,y+-Er;_1Er;Erj iy --Eny |S],

com 7; = r;j, comutando os 7's e usando o fato eles sao idempotentes, obtemos
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Q= EpyoEr; 1 EriEriprErj 1 Er;Erjpr o Ery 8] = Epy ey EriEr Eryyy o Erj_1Erj iy -Ern 8]
= €y Cry 1 EnCripy e Ery 1 Erspy oo Ern [S] = EnyeeEry 1 EniErisyeEry1EryyqeErnlS]
Por sua vez, dada uma decomposicao a = &,,...€,_,Er,Epyyy---Ery [S], COM 75 = 5,
comutando os 74's e usando o fato que e, = [s][s '], obtemos
U = Epyr-Ery 1 EriErops - -Ern|S] = EryenCry 1EsErpr-Erp[S] = EpyevEry Eryyy - ErnEsl8]
= EpyeeEri 1 Eripr o Ern [S1[8T[S] = €y Ers 1 Erpay - Ern [85][8]
= €y Ery 1 Ergyr-Erp€][S] = EryoEr 1 Eryy o Eny [S)-
Finalmente, dada uma decomposicio a = €,,...6,, &, -5, [8], cOm 75 = e,
comutando os 7s e usando o fato que g, = [e][e™!] = [e][e] = [e], obtemos
U = Epy o Ery_1Er,Eripr-Ern|S] = Eryee-Ers 1 EeCropr-Ern|S] = Eryev-Ers1Eripr--ErnEelS]
= €y Ery 1 Ergyr-Erp€][S] = EryoEr 1 Erpiy - Eny [S)- O

Definigao 2.45. Se a € S(G) esta escrito na forma a = ¢, - - &, [s], e satisfaz as

condigoes (i) e (ii) da Proposigao 2.44, dizemos que a estd na forma padrao.

Na préoxima proposi¢ao veremos que S(G) é um semigrupo regular.

Proposicao 2.46. Para cada a € S(G), Ja* € S(G) tal que aa*a = a e a*aa* = a*.
Demonstra¢ao. Dado a € S(G) temos, pela Proposicao 2.44, que a = &,,...6, [s].
Mostraremos que a* = [s7!]e,, ..., satisfaz aa*a = a e a*aa* = a*. De fato, aa*a =
EryorErp |S][8THEr, c EryEry o Ery [8] = EpyenEry [S][8TH[S] = €pyeEry[8] = a e a*aa* =

[s7 Ve, ememrr S| e o em =" [s][s e, . 6m =[5 e, oy =a*. O

2.3 Representacoes de S(G)

Como S(G) é um semigrupo regular, para provar que ele é um semigrupo

inverso, basta mostrar a unicidade do quase-inverso a*. No entanto, os resultados de
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unicidade, em estruturas oriundas de geradores e relagoes, sao dificeis de estabelecer,
se nao conseguirmos encontrar uma separacao familiar das representacoes, e este é
o objetivo dessa segdo. Uma representagao para S(G) é um homomorfismo de S(G)
em um semigrupo. Em particular, a funcao:
J: S(G) — @
[t] — t

¢ uma representagao de S(G).

Defini¢ao 2.47. Dado a = ¢,,...€,.,[s] € S(G), o grau de a é definido por d(a).

Observacao 2.48. Notamos que, dado a = &,,...6, [s], temos O(a) = s, pois

Oep,...er,[8]) = riri trare ™t s = s,

As representacoes serao frequentemente obtidas com o auxilio da Proposicao
2.42. Na préxima proposigdo veremos uma outra representacao para S(G), um

pouco menos trivial. Para isso, precisamos de algumas ferramentas como segue.

Definicao 2.49. P.(G) é o conjunto de todos os subconjuntos de G que contém a

unidade e de G.

Observagao 2.50. GG e {e} sdo, respectivamente, o maior e menor elementos de

P.(G).

Definicao 2.51. F(P.(G)) é o conjunto de todas as fungdes de P.(G) em P.(G),
ou seja, F(P.(G)) = {0;0 : P.(G) — P.(G) é fungao}.

Observagao 2.52. O conjunto F(P.(G)), munido da operagao composicao de fungoes,

¢ um semigrupo.

Definicao 2.53. Para cada t € G, definimos a funcao &; : P.(G) — P.(G), por
0(E) =tEU{e}, onde tE = {ts: s € E}.

Observagao 2.54. Como e € E,VE € P.(G), podemos escrever §,(E) = tEU{e,t}.
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Proposicao 2.55. Seja v : G — F(P.(GQ)), definida por ~v(t) = &, onde
0t + Pe(G) — Po(G) é definida por 6,(E) = tE U {e,t}. Entao, existe um unico
homomorfismo de semigrupos A : S(G) — F(P.(Q)) tal que A([t]) = .

Demonstragdo. Dados s,t € G e E € P.(G), temos 65-1056,(E) = 05-10,(0:(E)) =
d-10s(tEU{e, t}) = d,-1(0s(tEU{e,t})) = 051 (s(tEU{e, t})U{e, s}) = ds-1(stEU
{e,s,st}) = s (stE U {e,s,st} U{e,s7'}) = tE U {e,st} U{e,s7'} = tE U
{e,s7ht} =tEU{s t}U{e, s} = s (stE U {e,st}) U{e,s7'} = d,-1(stE U
{e,st}) = 05-1(04(E)) = 0,-104(F) e, dai, d,-10,0; = d4-105. Analogamente,
mostra-se que 0,0;0;-1 = 040;—1 € que 050, = 0. Logo, O; satisfaz as condicoes da
Proposigao 2.40 e, portanto, existe um tinico homomorfismo A : S(G) — F(P.(G))
tal que A([t]) = 4. O
Observagao 2.56. (i) O homomorfismo A, da proposicao anterior, é uma repre-
sentacao de S(G).

(ii) Para todo r € G e para todo E € P.(G), temos A(e,)(E) = EU{r}, pois
Ae)(E) = A[r]lr ' D(E) = A[rDA([r = D(E) = 6:6,-1(E) = 6,(r " EU{e,r7'}) =
r(rtEu{e,r 1) U{er}=FEU{er}=EU{r}.

(iii) Note que A(a)({e}) = Aley,...er, [s])({e}) = Aler)...Aler, )A([s]) ({e}) =
(Aler)--Aler ) (A[s)(e}) = (Aler,)- Aler,) (6:({e})) = (Aler,) - Aler,)) ({e, s}) =
(Aler)--Aler, ) (Aler,) (e, 1)) = (Aler)- Aler,_ ) (e, ma, s} ={e ri, 7o, oo, s)

Com base nas representagoes A e 0, podemos mostrar a unicidade da decom-

posi¢ao padrao de a € S(G), como veremos na préxima proposigao.

Proposicao 2.57. Todo elemento a € S(G) admite uma inica decomposicao padrao

a = €y ...,[s], @ menos da ordem dos €,,'s e do [s].

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista outra decomposicao padrao a = &y, ...e,, [ul.
Pela Observacao 2.48, temos d(a) = s e d(a) = u. Dali, segue que u = s. Além
disso, pelo item (iii) da Observagao 2.56, temos A(a)({e}) = {e,r1,72,....;7n, 5} €
Ala)({e})={e, t1,ta, ..., tm,u}. Como s =u, segue que {t1,to, ..., tn} = {r1,r9, ..., "0}

e, portanto, a decomposicao é tnica. O
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Na proxima observacgao obtemos, a partir da unicidade da decomposicao padrao,

uma caracterizacao para os idempotentes de S(G).

Observagao 2.58. Se f=¢,,...,,[s] ¢ um idempotente em S(G) entdo f=¢e,,...&,.
De fato, se f = &,,...6,,[s] é idempotente, entdo &,,...e, [s] = &,,...6, [s]Er, ...E0, 5] €,
pelo item (ii) da Proposicao 2.43, temos &,,...6,,[S] = €p, €, Esry s [S][]. Logo,
pela unicidade da decomposigao, segue que [s][s] = [s]. Dai, 9([s][s]) = 9([s]), ou
seja, s = s. Sendo assim, s = ¢ e, portanto, f = &,,...&,, [¢] = &, ...,
Na proxima proposigao veremos que, se G é um grupo finito, entao é possivel

computar a ordem de S(G).

Proposigao 2.59. Se G é um grupo finito de ordem p, entio S(G) possui 2P=%(p+1)

elementos.

Demonstragdo. Se f = &,,...€,, [€], 0s r's podem ser tomados de 271 =| P(G\{e}) |
modos diferentes. Por sua vez, se f = ¢,,...,,[s], com s # e, entao os r;'s podem
ser tomados de 2772 = |P(G\{e, s})| modos diferentes e, como temos p — 1 escolhas
possiveis para s # e, temos (p — 1)2°772 elementos da forma f = ¢, ...€,, [s], com

s # e. Portanto, S(G) possui 2771 + (p — 1)2P~2 = 2"2(p + 1) elementos. O

Agora, estamos em condig¢oes de mostrar que S(G) é um semigrupo inverso.

Teorema 2.60. Se G € um grupo entao S(G) € um semigrupo inverso.

Demonstragao. Seja a = &,,...c,,[s] € S(G) e sejam a* e b quase-inversos de a.

Escrevendo b* = &,...6;,,[u], temos b = (b*)* = [ul]ey, ..., €, dai, s = O(a) =
d(aba) = 9(a)d(b)0(a) = su~'s. Multiplicando ambos os membros dessa igualdade,
por s 'u, obtemos que s = u e, portanto, [s][u”!] = [s][s"!] = ;. Sendo assim,
ErpEry 8] = a = aba = &,,...6,, [s|[u" ey, €0, Ery o Er [S] = EpyoiErEty-EnS] €,
pela unicidade da decomposic¢ao, obtemos {t¢y,...,t,,} C {rq,...,r,}. Aplicando um
argumento analogo em (bab)* = b*, obtemos {ry,...,r,} C {t1,...,tm} e, portanto,

segue que b = a*. O
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3 BIJECAO ENTRE AS ACOES PARCIAIS
DE GRUPOS E ACOES DO SEMIGRUPO
INVERSO UNIVERSAL SOBRE UM
CONJUNTO X

As acbes parciais de grupo estao presente em varias areas da Matematica,
tais como teoria de operadores, sistema dinamicos e areas relacionadas. Exel e
Dochuachaev (2003) desenvolveram a teoria algébrica de agoes parciais de grupos
em &lgebras e esta teoria tem sido amplamente estudada, ver [3] e [5], e as referéncias

neles contida.

O objetivo deste capitulo é mostrar a correspondéncia entre as agoes de semi-
grupos inversos e acoes parciais de grupos em um conjunto qualquer X. Comecamos
este capitulo definindo agoes parciais de um grupo G e agao de um semigrupo inverso

sobre um conjunto X.

Definicao 3.1. Sejam X um conjunto e G um grupo. Uma acao parcial de G em
X é um par
== ({Dg}geG> {gg}geG)a

onde para cada g € G, Dy é um subconjunto de X e §; : Dy-1 — D, é uma bijecao,
tais que para cada g, h € GG as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) D. = X e & = idx, onde idx é a fungao identidade de X;

(i) &(Dg-1 N D) = Dy N Dyp;

(iii) &, 0 &n(z) = Egn(z) para todo x € Dy-1 N Dy-1p-1.
Observagao 3.2. (i) Usando o item (iii) da defini¢io acima, obtemos &, = £;-1,

para todo g € G.
(ii) Se D, = X, para todo ¢g € G, entdao = ¢ uma acao global de G sobre X.
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Exemplo 3.3. Sejam G = (Zy,+) = ({0,1,2,3},+) e Y = {(1,0),(0,1),(—1,0)}.
Definimos Dy = ¥, Dy = {(0, 1), (—1,0)}, Dy = {(1,0), (—1,0)}, Dy = {(1,0), (0, 1)}
e &+ Dg—1 — Dg por §(z,y) = (z cos[g(3)] — ysin[g(3)], zsin[g(F)] + y cos[g(3)]) e
& = idy. E facil ver que, para cada g € G, § : Dg-1 — Dg é uma bijecao. Notamos
que &G(Dg—1 N D) = DgN Dy, para todo g,h € G, pois &(D3 N Dr) = 6(0,1) =
(=1,0) = Dy N Dy, &(Dg N Dy) = &(1,0) = (0,1) = Dy N Dy, &(Dy N Dy) =
&(=1,0) = (1,0) = Dy N Dy, &(Dy N Dy) = &(1,0) = (=1,0) = Dy N Dy,
&(Dr N Dg) = &(0,1) = (1,0) = D3N Dy e &(Dr N Dy) = &(—1,0) = (0,1) =
D5 N Dy. Além disso, &G o &(x) = 597(95), para todo x € Dg-1 N Dg_lﬁfl. Logo

E = ({Dglge@i, 1) 1&gezart)), € uma agao parcial de G em Y.

Exemplo 3.4. Sejam G = (Z4,+) e X = {(1,0),(0,1),(—=1,0), (0, —1)}. Definimos
Dy = Dy = Dy = D3 = X e Ay : Djv — Dy por Ag(z,y) = (xcoslg(F)] —
ysin[g(5)], v sin[g(5)]+ycos[g(F)]). E claro que Ay é uma bijegio e pela Observacao
3.2, temos que A = ({Dg}gezi,+) {Ag}geza,+)) € uma acao global de G em X.

Observagao 3.5. Sejam = = ({D, }geq, {Ay}gec) uma acao global de um grupo G
em um conjunto X e seja Y C X. Definindo, para cada g € G, D, =Y NA,(Y) e
g 2 Dy—1 — Dy, por ag = Ag[p _,, € facil de ver que v = ({Dy}ge, ) € uma agao

parcial de G em Y.

Definicao 3.6. Sejam S um semigrupo inverso e X um conjunto nao-vazio. Uma
a¢ao de S em X é um homomorfismo ¢ : S — I(X), onde I(X) é o conjunto das

bijecoes parciais de X em X.

A préxima proposicao exibe condi¢oes necessarias e suficientes para que um

grupo G aja parcialmente em um conjunto X.

Proposicao 3.7. Sejam G um grupo e X um conjunto. O par = = ({Dy}geq, {&}sec),
onde £ : G — I(X), € uma agao parcial de G em X se, e somente se, para todo
s,t € G as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) Es&ebi-1 = Eatbi—1;

(ii) & = idx.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que £ : G — I(X) é uma agao parcial de G em X.
Entao, para todo g € G, existem uma familia de subconjuntos D, C I(X) e uma
familia de bijecoes §, : Dy1 — Dy satisfazendo a Definicao 3.1. Do primeiro item
da Definicao 3.1, obtemos & = idx. Agora, mostraremos que &&E-1 = a1,
Vs, t € G. De fato, pelos itens (i7) e (iii) da Definigao 3.1, temos &;&-1 = &, ou seja,
&&—1 = Idp,e, sendo assim, Dom(£,6,&-1) = Dy-1ND;. Além disso, Dom(£q&-1) =
5;11(th1 N D(spy-1) = & (D1 N D(gpy—1). Logo, pelo item (ii) da Definicao 3.1, temos
Dom(§u&—1) = Dg-1y-1 N Dy-1y-1(s-1 = Dy N Dy—15-1 = Dy N Dy-1 e, com isto,
Dom(&,&&-1) = Dom(Eg&—1). Agora, seja x € Dy N D,-1. Entao, pelo item (iii) da
Definigao 3.1, temos (§s&i&i-1)(2) = (§5(&e&i—1(x)) = (§s(€u—1 () = &s(@) = &se(@) =
fs(tt*l)(x) = f(st)rl(x) = Lat(&-1(7)) = Eadi—1 ().

Reciprocamente, suponhamos que as condigoes (i) e (ii) sao satisfeitas, Vs, t € G.
Da condigao (ii), temos &, = idx e, com isto, obtemos o item (i) da Defini¢ao 3.1.
Agora, mostraremos que, Vt € GG, existe uma familia de bije¢oes & : Dy-1 — D,. De
fato, na condi¢ao (i), tomando s = t~1, obtemos &-1£:&-1 = §-1,6-1 = &1 = E
e, tomando s =t e t = t~!, obtemos §e&i—18u-1-1 = &8 = 18 = Ee&i = &ie
Como I(X) é um semigrupo inverso, segue que & = &-1. Definindo Dy = Im(&;),
temos Dom(&) = Im(&*) = Im(&") = Dy;-1. Desta maneira, & : D1 — D, é
uma bijegao, Vt € G. Por sua vez, pela condigao (i), obtemos &-1&,-1 = &-1.6,-1 =
Eurssbar = G 1€far e, sendo assim, Dom(§1€,1) = Dom(§1,16€01).
Note que Dom(&-1€s-1) = Dom(&-1) N Im(Es-1) = f;_ll(Dt ND; 1) =&(Ds_ 1N Dy)
e, como &1 = idp,, temos Dom(&-1,-1&65-1) = Dom(§ey-1) N Im(idp,) =
Dy N Dg. Logo, &(Dy—1 N Dy) = Dy N Dy e o item (ii), da Definicao 3.1, esté
satisfeito. Além disso, notamos que Dom(§(s)-1§s€s-1) = Ds N Dy € §-161(x) =
€106t (2) = Eumra 1ot (1) = G &t (2) = €y Esan(2), Yo € Dy N Dy
Em particular, tomando s =t~ ! e t = s71, obtemos Dom(£4&-1&;) = Dy-1 N Dy-14-1
e §&&i(r) = Eu§1&i(x), Yo € Di-1 N Dy-15-1. Como §-1& = idp, ,, obtemos
&&i(x) = (), Vo € Dy-1 N Dy-14-1, €, com isto, o item (iii) da Defini¢ao 3.1 é

satisfeito. Portanto, £ : G — I(X) é uma acao parcial de G em X. O
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Observacao 3.8. Sejam G um grupo, X um conjunto e £ : G — I(X) uma acao
parcial de G em X. Pelo item (ii) da Proposigao 1.14(i) e pelo item (i) da Proposicao
3-7a obtemos 55*158& = (&*153*155)_1 = (ft*lsflfs)_l = (g(st)*lgs)_l = fs*lgst-

Agora, temos as ferramentas necessarias para mostrar a correspondéncia entre
agoes parciais de G em X e as agoes de semigrupos inversos S(G) em X como

veremos no proximo teorema e este é o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.9. Sejam G um grupo e X um conjunto. Fxiste uma correspondéncia

bijetiva entre agoes parciais de G em X e as ag¢oes de S(G) em X.

Demonstracao. Mostraremos, inicialmente, que a cada acao parcial £ de G em X
corresponde a uma unica agao de S(G) em X. De fato, seja & uma agao parcial
de G em X. Pela Proposicao 3.7 e pela Observacao 3.8, ¢ satisfaz as propriedades
da Proposicao 2.39 e, daf, existe um tnico homorfismo £ : S(G) — I(X), dado por
g([t]) = &. Portanto, pela Definigao 3.6, & é uma agao de S(G) em X.
Reciprocamente, se a é uma acao de S(G) em X entao, pela Defini¢ao 3.6,
a:S(G) — I(X) é um homomorfismo. Definindo &G — I(X), por {(t) =& =a([t]),
temos () =a([e]) = Idx, &&= a([s][t][t7"]) = a([st][t™"]) = a([st)a([t™"]) =
Eq&-1 e, analogamente, 16,8 = E,-1,E,. Logo, pela Proposicao 3.7, £ é uma acao
parcial de G em X. Agora, usando os argumentos do ultimo paragrafo, existe uma

agao g: S(G) — 1(X), tal que g([t]) = & e, pela unicidade, temos E: a. O

Exemplo 3.10. Sejam G = (Z4,+) = ({0,1,2,3},+) e Y = {(1,0),(0,1), (=1,0)}.

Consideremos a acao parcial do Exemplo 3.3, onde & : D,-1» — Dy ¢é dada por

g
&g, y) = (wcoslg(3)] — ysin[g(5)], wsing(5)] + y cos[g(5)]), com Dg = X N &5(X).
Logo Dg =Y, Dy = {(0,1),(=1,0)}, Dz = {(1,0),(=1,0)} e Dy = {(1,0), (0, 1)}.
Para determinar a acao de 6 : S(G) — I(Y), construiremos o semigrupo inverso
S(G). Pelo Teorema 2.58, sabemos que S(G) possui 2*72(4 + 1) = 20 elementos.

Utilizando a decomposicao padrao, a Definicao 2.35 e a Proposicao 2.42, obtemos

os seguintes elementos de S(G):
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[0], [1], 2], [3]
er=[1+[3], ez = [2] + [2], e3 = [3] + [1],
er2] = (1] + 3] + 2] = 1] + 3+ 2] = [1] + [1],
ex3] =[]+ 3]+ B] = [I] + 3+ 3] = [1] + [2],
sl]=R+2+[I=2+2+1 =[]+,
ea[3] =21 + 2] + 3] = 2] + 2+ 3] = [2] + [1],
es2] = 3] + [1] + [2] = 3] + [T + 2] = [3] + [3],
esll] =[]+ [+ [ =B +[1+1) = 3]+ [2],
erez= [+ B+ 2+ 2] =[]+ B+2]+ 2] =1+ [1] + 2]
erez3] = (1] + [B] + 2] + [2] + 3] = [1] + 3+ 2] + [2] + [3] = [1] + [1] + [2] + [3]
eres = [+ B+ B+ [1 =[]+ B+3] +[1] = 1]+ [2] + [1]
eres2] = (1] + (3] + B] + (1] + 2] = [T + 3+ 3] + [1] + [2] = [I] + [2] + [1] + [2]
ezes = (2] + 2]+ 3] + 1) = 2] + 2+ 3] + [1] = [2] + [1] + [1]
ezes[l] = [2] + 2] + B] + (1] + [1] = 2] + 2+ 3] + [1] + [1] = [2] + [1] + [1] + [1]
erezes= 1]+ [3]+[2] + 2] + 3]+ [1] = (1] + [3+2] + [2] + [3] + [1] = [1] + [T][2] + [3] + [1] =
[+ 1)+ 2+3]+[1]=[1]+[1] + [1] + [1].

0], 1], [21, [3], [11(3], (2][21, [31(2], [T][1], (1121, (2131, [21(1], [3][3], [3][2],

>
z
=)
el
Q
o
~—
=

2] :
) = & temos §([0]) = & = Idy, ([1]) = &.6([2]) =

&.0([3]) = &, 0([1][3]) = &5, 0([21[2]) = &&. 0([BI[T)) = &&, o([T][1]) = &x&r. 6([T)[2)) =

&3, 0([21[3)) = &8, 0([2)[1]) = &1, 6(BIB]) = &5, o([M[T[2)) = &é&xs, o([MT2B]) =

SISISAST
RN = &&&(MRIMR) = 8648 02 = & d(RIMA[A]) =

&xéiéiér e O([T][T][T][T]) = &xéeélr
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