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Resumo

Análises filogeográficas combinam dados de sequências genéticas, locais geográfi-
cos e datas de amostragem. Por meio dessas análises, é possível estimar a migração
do vírus entre diferentes locais geográficos e reconstruir o processo espacial de dis-
persão do vírus. Com a filogeografia bayesiana, é possível realizar estudos sobre a
dispersão viral e, através de um modelo estocástico, mapear a propagação dos ví-
rus analisados. É importante destacar que esses modelos filogeográficos bayesianos
são muito afetados por vieses de amostragem decorrentes de fatores que não estão
relacionados ao processo de dispersão, como heterogeneidades espaciais e temporais
devido à escassez de recursos nas localidades para o sequenciamento do vírus. Um
exemplo de viés amostral está relacionado a amostras não coletadas de maneira fiel
à verdadeira prevalência das localizações. Esta pesquisa visa estudar as análises
filogeográficas, o que ocorre com a estimação dos parâmetros quando a amostra
aleatória possui um viés amostral e a mensuração dos efeitos desse viés amostral.
Para isso, utilizaremos um modelo de cadeias de Markov na árvore filogenética, si-
mulando cenários com e sem viés amostral. Utilizaremos o método Bias-correcting
Subsampling Trait Model (BSTM) com o objetivo de corrigir o viés amostral, ponde-
rando as subamostras com base em informações externas relacionadas às verdadeiras
frequências populacionais e sem o descarte de dados. Compararemos os métodos de
estimação por máxima verossimilhança, inferência bayesiana através do algoritmo
MCMC, considerando o modelo simples de cadeia de Markov e inferência bayesiana
através do método com Bayesian Stochastic Search Variable Selection (BSSVS).

Observou-se para os diferentes cenários simulados indícios que o método BSTM
é vantajoso para corrigir vieses amostrais na estimação dos parâmetros da matriz
de taxas para muitos dos cenários de simulação considerados, principalmente nos
métodos Bayesianos.

Palavras-Chave: Filogeografia, Inferência Filogeográfica Bayesiana, Viés de amos-
tragem, Monte Carlo por cadeias de Markov.



Abstract

Phylogeographic analyses combine data from genetic sequences, geographical lo-
cations, and sampling dates. Through these analyses, it is possible to estimate
the migration of the virus between different geographical locations and reconstruct
the spatial process of virus dispersal. With Bayesian phylogeography, it is possible
to conduct studies on viral dispersions and, through a stochastic model, map the
propagation of the viruses. It is important to highlight that these Bayesian phylo-
geographic models are significantly affected by sampling biases arising from factors
unrelated to the dispersal process, such as spatial and temporal heterogeneities due
to the scarcity of resources in localities for virus sequencing. An example of sam-
pling bias is related to samples not being collected in a manner faithful to the true
prevalence of the locations. This research aims to study phylogeographic analyses,
what happens to parameter estimation when the random sample has sampling bias,
and measure of the effects of this sampling bias. For this purpose, we use a Mar-
kov chain model on the phylogenetic tree, simulating scenarios with and without
sampling bias. We use the Bias-correcting Subsampling Trait Model (BSTM) to
correct the sampling bias by subsampling and weighting samples based on external
information related to true population frequencies, without discarding any data. We
compare the methods of maximum likelihood estimation, Bayesian inference through
the MCMC algorithm, considering the simple Markov chain model and the model
with Bayesian Stochastic Search Variable Selection (BSSVS).

Showd evidence of being advantageous for correcting sampling biases in the es-
timation of the rate matrix parameters for many of the simulation scenarios consi-
dered, especially for the Bayesian methods.

Keywords: Phylogeography, Bayesian phylogeographic inference, Sampling bias,
Markov chain Monte Carlo.
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1 Introdução

Estudos filogeográficos especificamente relacionados a inferência filogeográfica
bayesiana são de grande importância para pesquisas epidemiológicas, como por
exemplo na descoberta da origem de propagação de um vírus (Lemey et al., 2009).
Além de compreendermos o processo filogenético que representa as relações evolu-
tivas entre diferentes espécies, organismos ou genes, mostrando como eles divergem
ou se aproximam de um ancestral comum, queremos estudar como os vírus migram
entre diferentes regiões geográficas e como essas migrações ocorrem ao longo do
tempo.

Para realizarmos essa pesquisa, utilizaremos modelos filogeográficos que fazem
o uso de dados de sequências genéticas, locais geográficos e datas de amostragem.
Com esses modelos é possível, por exemplo, reconstruir a história da disseminação
geográfica de um vírus, usando as sequências genéticas do mesmo coletadas em
diferentes momentos e locais (Kalkauskas et al., 2021; Bloomquist et al., 2010).

Das abordagens utilizadas para os modelos de filogeografia, iremos estudar os
modelos de Cadeias de Markov para filogeografia discreta. A abordagem discreti-
zada é utilizada quando as amostras são agrupadas com base em a sua localização
geográfica, sendo que esses dados geográficos compõem uma unidade geográfica,
como um país ou uma cidade (Kalkauskas et al., 2021).

Nesse trabalho utilizaremos a abordagem discreta, em que os estados serão cons-
tituídos de informações discretizadas referentes às localizações das amostras. Para
tanto, com as informações das sequências genéticas e localizações da amostra, temos
que a cadeia de Markov evolui ao longo da árvore filogenética relacionando os indi-
víduos da amostra e com isto originando as localizações geográficas dos indivíduos.

Apesar das muitas aplicações realizadas com essa abordagem, como, por exem-
plo, SARS-CoV-2 (Lemey et al., 2020) e no caso Ebola (De Maio et al., 2015) a
coleta de amostras com ausência de viés é muito difícil, pois para isso seria necessá-
rio o acesso de todo espaço geográfico. Assim, um grande problema encontrado no
processo de inferência para esses modelos são os vieses de amostragem, que ocorrem
pela falta de uma coleta amostral nas localizações geográficas de maneira proporcio-
nal à sua prevalência (De Maio et al., 2015). Com o intuito de sanar esse problema,
Vargas (2023) propôs uma nova abordagem chamada Bias-correcting Subsampling
Trait Model (BSTM) que utiliza informações externas que representam a verda-
deira frequência amostral, como o número de casos em cada estado. Nessa nova
abordagem para a correção do viés, é considerada a média sobre todas as possíveis
subamostras da árvore, sendo equivalente a considerar um modelo que combina as
diferentes árvores subamostradas.
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Assim sendo, os objetivos desse projeto são estudar as os métodos de análises
filogrográficas com o propósito de mensurar os efeitos que os vieses de amostragem
possuem sobre a reconstrução filogeográfica e seus parâmetros.

Para atingirmos o nosso objetivo, analisaremos as simulações com o método de
correção de viés de amostragem e com o método padrão, ou seja, sem a correção
do viés, para os diferentes cenários propostos. Utilizaremos métodos de estimação
por máxima verossimilhança, inferência bayesiana com a cadeias de Markov padrão
e inferência bayesiana com a cadeias de Markov e Bayesian Stochastic Search Va-
riable Selection (BSSVS). Em suma, queremos concluir para quais casos propostos
o método de correção de viés de amostragem foi satisfatório corrigindo o viés de
amostragem.
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2 Metodologia

2.1 Árvore filogenética
Para representar as relações evolutivas entre os organismos que surgem de um

ancestral comum é possível utilizar árvores filogenéticas. Uma árvore é composta
pelos seguintes elementos: os nós externos que representam as unidades das quais
a árvore foi inferida, ou seja, a amostra; os ramos ou arestas, esses ligam os nós
da árvore; os nós internos ou nós ancestrais que correspondem ao último ancestral
comum dos nós e ramos que decorrem dele; e a raiz da árvore que representa o
ancestral comum mais recente de toda a árvore (Moreira, 2015).

Figura 2.1: Exemplo de Árvore Filogenética

A Figura 2.1 ilustra como pode ser estruturada uma árvore filogenética. O
exemplo de árvore contém cinco nós externos: 1, 2, 3, 4, 5, respectivamente. Nesta
árvore, os nós ancestrais são, respectivamente, 0 (raíz), 6,7,8. Os ramos que levam
aos nós descendentes i ∈ {1, 2, ..8} são chamados de ti, e estes, por sua vez, podem
ser interpretados como a distância temporal ou genética de um nó para o outro
(Yang, 2006).



14

2.2 Cadeias de Markov a tempo contínuo na filo-
geografia

O processo estocástico {Xt}t≥0 é uma cadeia de Markov a tempo contínuo se,
para quaisquer tempos t, g0 < g1 < g2 · · · < gn < g positivos e quaisquer i0, ..., in, i, j
no espaço de estados discreto {G}, temos

P (Xt+g = j|Xg = i, Xgn = in, · · · , Xg0 = i0) = P (Xt+g = j|Xg = i).

Ou seja, nos processos de Markov as probabilidades que estão relacionadas com os
valores futuros do processo dependem somente do estado atual e não de todos os
estados anteriores. Portanto, os eventos passados são condicionalmente indepen-
dentes dos eventos futuros dado o estado atual. Os nossos processos também serão
assumidos como estacionários, portanto

P (Xt+g = j|Xg = i) = P (Xt = j|X0 = i).

Para compreender o processo espacial que viabiliza o deslocamento desde o an-
cestral comum da árvore até a mais recente observação dos dados, é interessante en-
tender os momentos e locais discretos das migrações. Nesse sentido, a compreensão
das cadeias de Markov em tempo contínuo ao longo da árvore se torna indispen-
sável. Na filogeografia, é razoável assumir que as probabilidades de transição para
um novo local dependem apenas da localização atual e não de todas as localizações
ocorridas no passado. Nesse contexto a geografia pode ser dividida em um número
finito de locais discretos, como por exemplo cidades ou países, esse espaço de estados
pode ser definido como {Gk}K

k=1. Assim, nos N nós externos de uma filogenia F ,
podemos registrar através da variável aleatória X, de maneira discretizada, as N
localizações da amostra em que X = (X1, ..., XN), com Xi ∈ {Gk}K

k=1, para todo
i ∈ {1, · · · , N}.

A cadeia de Markov a tempo contínuo que rege essa dispersão espacial pode ser
caracterizada pela matriz de taxas infinitesimais Λ, K × K, que satisfaz

Λ =


λ11 · · · λ1K
... . . . ...

λK1 · · · λKK

, com λij ≥ 0, se i ̸= j, e
K∑

j=1
λij = 1. (2.1)

Ou seja, Λ possui valores maiores ou iguais a zero fora da diagonal e as suas linhas
somam zero.

Utilizando a propriedade de Chapman-Kolmogorov é possível obter as probabi-
lidades de transição no tempo finito. Seja P (t) a matriz cuja jk - ésima entrada é
dada por

pjk(t) = P (X(t) = Gk|X0 = Gj), para 1 ≤ j, k ≤ K, (2.2)

então, a matriz Λ e a matriz P (t) satisfazem a seguinte relação{
pjk(t)

}
= P (t) = eΛt, ∀t ≥ 0. (2.3)

Para realizar o cálculo das probabilidades de transição no tempo finito é utili-
zada a exponenciação de matrizes, que nesse caso é realizada por uma decomposição
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espectral de Λ que é restrito às matrizes de taxas infinitesimais que produzem au-
tovalores e autovetores reais. Com isso, consideremos a seguinte parametrização de
Λ

Λ = SΠ, (2.4)

em que S = {sjk} é uma matriz simétrica K × K de taxas e Π é a matriz diagonal
das frequências de equilíbrio do modelo com elementos não nulos π = (π1, ..., πK).
Sendo π a distribuição estacionária do processo, com probabilidades que somam 1.

Definidas as cadeias de Markov a tempo contínuo na filogeografia, avançamos
para o próximo passo, que é inferência nesse modelo de Markov.

2.3 Função de Verossimilhança na árvore
A função de verossimilhança é muito utilizada na estatística para realizar infe-

rência a partir de um conjunto de dados. Essa função de verossimilhança pode ser
calculada como a probabilidade de observar a base de dados, dado determinados
parâmetros (Yang, 2006). No contexto da filogeografia, vamos assumir que a migra-
ção de uma linhagem para uma localidade é independente das migrações de outras
linhagens, dada a informação do mais recente ancestral comum. Para compreender
o cálculo da função de verossimilhança, segue o exemplo abaixo.

Exemplo: Árvore com 5 nós externos
Com o objetivo de mostrar o cálculo da verossimilhança, neste exemplo, será

utilizado como base uma árvore que contém observações em quatro localidades
{Gk}K

k=1 = {A, B, C, D} apresentada na Figura 2.2. As localidades representadas na
figura são, respectivamente, A, B, C, D, D, representando os estados observados nos
5 nós externos (amostra). Nesta árvore, os nós ancestrais são, respectivamente, 0
(raíz), 6, 7, 8 e os comprimentos de ramos começam pelo comprimento mais próximo
da raíz, respectivamente, t6, t8, t7, t1, t2, t3, t4, t5.

Figura 2.2: Exemplo Árvore na Filogeografia

Nesse caso, os estados observados nos nós externos são X = (A, B, C, D, D).
Para esse exemplo, os parâmetros estudados são o comprimento dos ramos que são
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os ti e os parâmetros da matriz de taxas da cadeia de Markov apresentados em (2.4).
O vetor de parâmetros será denotado por

θ = (t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7, t8, S, Π). (2.5)
Como assumimos a independência condicional de migrações nos diferentes ramos

da árvore, se conhecêssemos o estado (localidade) dos nós ancestrais 0, 6, 7, e 8,
a probabilidade conjunta seria o produto das probabilidades de cada observação
individual de migração em cada ramo da árvore (Yang, 2006). Entretanto essa
informação não é conhecida.

Note que os dados observados X podem resultar de qualquer combinação de
estados ancestrais da cadeia. Essa incerteza sobre os nós ancestrais deve ser levada
em consideração no cálculo, assim, a função de verossimilhança dada por

f(X|θ) =
∑

x0∈{G}

∑
x6∈{G}

∑
x7∈{G}

∑
x8∈{G}

πx0px0x6(t6)px6x7(t7)px7A
(t1)

px7B
(t2)px6C

(t3)px0x8(t8)px8D
(t4)px8D

(t5).
(2.6)

deste modo, a probabilidade de observar X resulta na soma das probabilidades
de todas as possibilidades de combinações de estados ancestrais. Temos que πx0 é
a probabilidade do estado x0 da raiz na distribuição estacionária e, por exemplo,
px0x6(t6) é a probabilidade de um estado x0 se tornar x6 em um tempo t6.

É importante mencionar que o cálculo da função de verossimilhança na árvore
não é trivial, pois a localização da raiz na árvore em estudo é desconhecida e, por-
tanto, tratada como tal. Além disso, o processo em questão ocorre de forma con-
dicionalmente independente nos ramos da árvore. Neste estudo, apenas os estados
finais dos ramos são observados, enquanto os estados intermediários (nós internos)
permanecem desconhecidos. Por esse motivo, no cálculo acima, é realizada a soma
de todas as possibilidades de estados dos ramos internos (Yang, 2006).

Desse modo, o cálculo da função de verossimilhança apresenta um custo com-
putacional muito alto. Com esses problemas, Felsenstein (Felsenstein, 1981) desen-
volveu um algoritmo chamado “pruning algorithm” para calcular a verossimilhança
nos estados discretos da árvore. O algoritmo é relevante, pois identifica fatores em
comum e os calcula apenas uma vez. Desse modo, os cálculos realizados pela técnica
de Felsenstein aumentam linearmente de acordo com o número de nós ou estados.

2.4 Inferência Bayesiana para o Modelo Filogeo-
gráfico

A inferência bayesiana é baseada na probabilidade à posteriori p(θ|X), ou seja,
a probabilidade (ou densidade) do parâmetro θ dado as localizações X. O cálculo
para encontrar o valor da posteriori se dá pela fórmula de Bayes,

p(θ|X) = p(X|θ)p(θ)
p(X) . (2.7)

Nosso conhecimento de θ é dado pela distribuição à priori p(θ) e a verossimilhança
marginal dos dados é definida por p(X). Para o processo espacial geográfico a
verossimilhança p(X|θ) pode ser calculada pelo algoritmo de (Felsenstein, 1981).
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A inferência bayesiana tem sido muito usada no contexto de filogenias e filogeo-
grafia (Layan et al., 2023). Uma das vantagens dessa abordagem é que ela permite
a integração da incerteza filogenética e a incerteza dos parâmetros do modelo de
cadeias de Markov. É importante mencionar que existem modelos de substituição
de nucleotídeos que utilizam a mesma estrutura de cadeias de Markov, mas em que
os estados correspondem a nucleotídeos como ACGT (Yang, 2006). Estes se tornam
relevantes para considerar a incerteza filogenética.

Desse modo, podemos considerar duas diferentes estruturas para o modelo. Na
primeira consideramos a árvore filogenética F fixa e utilizamos o modelo apenas para
estimar os parâmetros do modelo de migração ou reconstruir o processo de dispersão
geográfica sobre a árvore. É essa alternativa que utilizaremos nas simulações desse
trabalho, pois constituem um modelo mais simples que permite isolar o processo
geográfico.

Na segunda estrutura consideramos a árvore F como parâmetro desconhecido, e
utilizamos dados de sequências genéticas e dados geográficos para inferir a própria
árvore, além dos parâmetros do modelo de migração e sua reconstrução. Essa alter-
nativa se adapta melhor a situações reais, em que a verdadeira F não é conhecida
com precisão.

Realizar inferência com resultados analíticos para filogeografia é virtualmente
impossível devido à complexidade do modelo, assim a inferência é feita por méto-
dos computacionais de simulação. Devido ao custo computacional para p(X) do
cálculo da posteriori (2.7), é necessário utilizar Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC). No MCMC as cadeias utilizadas são ergódicas e possuem distribuição de
equilíbrio p(θ|X), e portanto eventualmente convergem para a posteriori (Metropo-
lis et al., 1953; Hastings, 1970). Por trabalharmos no contexto bayesiano, ao longo
do trabalho, é necessário especificar as prioris para os parâmetros do modelo, são
eles: S, Π definidos na expressão (2.4).

2.4.1 Priori
Nesse trabalho consideramos uma priori uniforme para as frequências de equilí-

brio da matriz diagonal Π cujas entradas não nulas são dadas por π = (π1, · · · , πK).
Assim, temos

(π1, · · · , πK) ∼ Dirichlet(1, · · · , 1). (2.8)

Desse modo, à priori, todos os estados tem a mesma probabilidade de serem
encontrados na distribuição de equilíbrio. E para a escolha da priori para a entrada
Sij matriz de taxas S tem-se

Sij ∼ Exp(1), para i, j ∈ 1, · · · , K, i ̸= j. (2.9)

2.4.2 Posteriori
Lemey et al. (2009) propôs um modelo que possibilita a integração conjunta

das localizações X e os dados da sequência molecular Y = (Y1, · · · , YN), com Yi

representando a sequência genética (DNA ou RNA) de comprimento L do i-ésimo
indivíduo da amostra. Esse modelo mostra uma maneira de incorporar a incerteza
da filogenia F , se a mesma não é observada, e o processo de substituição de bases
de Y .
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Aqui tem-se um modelo filogenético em que assume-se que uma cadeia de Markov
contínua no tempo, com parâmetros ϕ, gera Y . Também assume-se que as cadeias
para evolução molecular e dispersão geográfica são independentes dada a filogenia F ,
e por consequência nos permite escrever a distribuição a posteriori como o produto

p(F, Π, S, ϕ|X, Y ) ∝ p(X, Y |F, Π, S, ϕ)p(F, Π, S, ϕ)
∝ p(X|F, Π, S)p(Y |F, ϕ)p(F )p(Π)p(S)p(ϕ).

(2.10)

Note que as verossimilhanças do processo geográfico p(X|F, Π, S) e do processo
de evolução molecular p(Y |F, ϕ) são calculadas pelo Pruning Algorithm (Felsens-
tein, 1981). Também são utilizadas prioris filogenéticas padrão na árvore F e nos
parâmetros do modelo de substituição de bases ϕ (Drummond, 2012).

Para o caso dessa pesquisa em que o F é fixado, a distribuição é reduzida a

p(Π, S|X, F ) ∝ p(X|Π, S, F )p(Π)p(S). (2.11)

2.5 Bayesian Stochastic Search Variable Selection
O método Bayesian Stochastic Search Variable Selection (BSSVS) permite a des-

crição mais parcimoniosa do processo de difusão filogeográfica Lemey et al. (2009).
Com base nesse contexto Lemey et al. (2009) descreve que para estudos de localiza-
ções geográficas pode haver muitos locais (estados) e cada táxon está em apenas uma
localização, esperamos que a maioria das transições na cadeia de Markov ocorram
raramente. Caso contrário, podem ocorrer estimativas equivocadas relacionadas a
inferência das localizações ancestrais não observadas e na raiz da árvore. Esse mé-
todo possibilita a determinação de quais taxas infinitesimais podem ser consideradas
zero, dependendo das evidências nos dados, resultando em inferência mais eficiente
das localizações ancestrais.

Para o BSSVS o vetor de parâmetros θ especificado em 2.5 possui um novo
parâmetro definido como uma matriz de variáveis binárias indicadoras δ tal que

δ =


δ11 · · · δ1K
... . . . ...

δK1 · · · δKK

. (2.12)

As indicadoras dessa matriz multiplicam as entradas da matriz de taxas Λ, de modo
que no BSSVS temos

Λ =


S11π1δ11 · · · S1KπKδ1K

... . . . ...
SK1π1δK1 · · · SKKπKδKK

, (2.13)

Portanto, o parâmetro θ para o método BSSVS é definido por

θ = (t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7, t8, S, Π, δ). (2.14)
Para o método BSSVS também são definidas as prioris para os parâmetros do mo-
delo. Além das prioris especificadas na seção 2.4.1, também é definida uma priori
para a indicadora δ definida como

δ ∼ Bernoulli(0.4). (2.15)
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2.6 Correção de viés por subamostragem em mo-
delo evolutivo

Nas análises de filogeográficas, a coleta de amostras não viesadas pode se tor-
nar difícil de ser realizada devido à extensão geográfica do mapa e a necessidade
de grandes esforços de amostragem. A coleta dos dados muitas vezes não é reali-
zada de maneira proporcional às frequências populacionais e, com isso, a inferência
estatística é afetada (Kalkauskas et al., 2021).

Uma forma de corrigir esse viés nas amostras filogeográficas, quando além dos
dados há informações externas sobre as frequências populacionais, é subamostrar de
acordo com essas frequências. Entretanto, esse processo nos obriga a descartar parte
dos dados, e, se estamos em um cenários que as observações são escassas, descartar
não se torna uma opção.

Com o intuito de resolver esse problema Vargas (2023) propôs um novo modelo
que tem como objetivo unir todos os possíveis conjuntos de dados subamostrados,
em que cada observação tem uma probabilidade de ser incluída na amostra. O mé-
todo utiliza uma probabilidade conectada às verdadeiras frequências populacionais
sem fazer o descarte dos dados. Além disso, também foi proposto um cálculo de
verossimilhança filogenética que considera para cada nó externo da árvore um peso
de inclusão que se baseia no uso de informações externas sobre a distribuição dos K
estados na população.

As informações externas de como os K estados estão distribuídos na população
são definidas como fk, para k ∈ {1, · · · , K}.

Como em algumas situações há uma dificuldade da obtenção de um número
ideal de observações para cada um dos K estados, Vargas (2023) considera em seu
método todas as possíveis subamostras dos dados originais. Ou seja, para cada
subamostra corresponde uma árvore filogenética que é uma subárvore da filogenia
da amostra completa F, em que os nós externos correspondem às observações de
uma subamostra de todas as possíveis combinações da árvore.

O modelo considera que cada nó externo i com estado observado k terá uma
probabilidade de inclusão igual à γi, gerada a partir da função

γi =
minℓ(nℓ

fℓ
) × fk

nk

, (2.16)

em que nk representa o número de nós externos com estado k na amostra.
O método considera um modelo de mistura das de todas as possíveis subamostras

dos dados, de modo que cada nó externo i ∈ {1, ..., N} aparece com probabilidade γi

nas subamostras. Para fazer inferência sobre esse modelo, gostaríamos de considerar
a média ponderada sob todas as possíveis subamostras. Tal média poderia ser obtida
por MCMC, o que implicaria em um custo computacional considerável. Vargas
(2023) apresenta um resultado que permite o cálculo analítico dessa verossimilhança
média sob as subamostras.

Os valores calculados pela equação (2.16) são utilizados para encontrar pesos αik

para cada nó externo i ∈ {1, ..., N} e estado k ∈ {1, ..., K}. Seja dxi
o estado do

nó ancestral ao nó i. Assim, a verossimilhança desse modelo de mistura pode ser
calculada pela seguinte equação

p(X∗|Λ, F ) =
∑

x2N−1

· · ·
∑
x1

πx2N−1

(2N−1∏
i=1

pdxi ,xi

)(
N∏

i=1
αik

)
, (2.17)
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em que {
αik = (1 − γi), Xi ̸= k

αik = 1, Xi = k
. (2.18)

Aqui, p(X∗|Λ, F ) representa a verossimilhança média sob essa mistura ponderada
de subamostras. Note que essa verossimilhança pode ser computada de modo efici-
ente por meio do algoritmo de Pruning.



21

3 Simulações

3.1 Implementação das simulações
A implementação computacional deste trabalho foi feita em linguagem de pro-

gramação R, no software RStudio, versão 4.2.1 (R Core Team, 2022), utilizando
os pacotes ape (Paradis and Schliep, 2019), dplyr (Wickham et al., 2023a), stringr
(Wickham, 2023), phytools (Revell, 2012), XML (Temple Lang, 2023), xml2 (Wickham
et al., 2023b), gsubfn (Grothendieck, 2018), LaplacesDemon (Statisticat and LLC.,
2021), lava (Holst and Budtz-Joergensen, 2013, 2020), coda (Plummer et al., 2006),
tictoc (Izrailev, 2023), matrixStats (Bengtsson, 2023), caret (Kuhn and Max, 2008),
Metrics (Hamner and Frasco, 2018), gdata (Warnes et al., 2023), tidyverse (Wickham
et al., 2019), reshape2 (Wickham, 2007), scales (Wickham et al., 2023c), ggplot2
(Wickham, 2016), e hrbrthemes (Rudis, 2020).

Os códigos utilizados foram baseados na implementação computacional para a
dissertação do Mestre Felipe Vargas, com algumas alterações específicas para este
trabalho. As principais modificações foram feitas para possibilitar a implementação
do método BSSVS.

3.2 Processo de simulação
O processo de simulação foi projetado para reproduzir a geração de amostras

de uma população conhecida. Nesse contexto, primeiro é gerada uma árvore po-
pulacional, e sob essa árvore simulamos o processo de dispersão espacial para toda
a população com a raiz no estado A. Em seguida, geramos uma amostra da po-
pulação sintética, de acordo com um de 9 diferentes esquemas de amostragem que
representam diferentes situações de viés.

Para as simulações foi considerado uma árvore populacional de tamanho 10.000
com 6 estados ou localizações geográficas: A, B, C, D, E e F.

Em relação aos parâmetros do modelo de migração, a matriz S (2.4) foi definida
como
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S =

A B C D E F

−4 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8
0.8 −4 0.8 0.8 0.8 0.8
0.8 0.8 −4 0.8 0.8 0.8
0.8 0.8 0.8 −4 0.8 0.8
0.8 0.8 0.8 0.8 −4 0.8
0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 −4



A
B
C
D
E
F

, (3.1)

e as frequências π = (πA, ..., πF ) utilizadas foram

π = (0.40, 0.12, 0.12, 0.12, 0.12, 0.12). (3.2)
Com as informações de 3.1 e 3.2, conseguimos obter a matriz de migração Λ

Λ =



−0.48 0.096 0.096 0.096 0.096 0.096
0.32 −0.704 0.096 0.096 0.096 0.096
0.32 0.096 −0.704 0.096 0.096 0.096
0.32 0.096 0.096 −0.704 0.096 0.096
0.32 0.096 0.096 0.096 −0.704 0.096
0.32 0.096 0.096 0.096 0.096 −0.704


. (3.3)

Tabela 3.1: Frequência dos estados em subamostragem hipotética

A B C D E F
π 0.4 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12
nk 80 24 24 24 24 24

Da árvore que foi simulada, amostramos N = 200 nós externos. Para efeitos
de ilustração, a tabela 3.1 mostra a distribuição dos estados em uma árvore suba-
mostrada de acordo com as frequências de π, em que o estado que possui a maior
frequência é o estado A com 40% das observações e os demais estados possuem uma
frequência de 12%. Com isso, o número de elementos do estado k na amostra nk é
de 80 elementos para A e os demais estados tem 24 elementos.

Nas simulações, essa subamostragem seguiu um processo de 9 diferentes esque-
mas de amostragem, representando os diferentes vieses. Os vieses utilizados para as
simulações estão apresentados na tabela 3.2.

Tabela 3.2: Tabela de vieses utilizados nas simulações para máxima verossimilhança

Vieses A B C D E F
S1 0.80 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
S2 0.60 0.08 0.08 0.08 0.08 0.08
S3 0.40 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12
S4 0.20 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16
S5 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 0.20
S6 0.10 0.18 0.18 0.18 0.18 0.18
S7 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.40
S8 0.08 0.08 0.08 0.08 0.08 0.60
S9 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.80
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Os vieses escolhidos para este trabalho foram construídos de maneira a observar
diferentes comportamentos nos estados.

Os vieses S1 e S2 são vieses mais desequilibrados para o estado A, quando compa-
rado aos demais estados da árvore. O viés S3 representa a distribuição de equilíbrio
π representada na tabela 3.1, enquanto os demais vieses apresentam amostragem
reduzida de A em relação à π. Os vieses S4, S5 e S6 são vieses com valores mais
equilibrados entre todos os estados. E S7, S8 e S9 são os vieses desequilibrados
para o estado F, quando comparado com os demais estados.

Para todos os resultados foram comparados dois diferentes métodos, o método
BSTM que procura corrigir o problema de viés amostral utilizando os pesos e o
método filogeográfico original, aqui referido como Standard, que não utiliza os pesos
para corrigir o viés amostral.

Foram considerados três estruturas de análise distintas: inferência por máxima
verossimilhança, inferência Bayesiana com a cadeia de Markov original, e inferência
Bayesiana com o BSSVS.

O número de replicações utilizado para cada cenário foi 100.

3.3 Máxima Verossimilhança
Para cada caso analisado nesta seção, a matriz de taxas foi multiplicada por

diferentes escalares η com o objetivo de observar os distintos comportamentos de
migração. Especificamente, para valores menores do escalar, observa-se uma taxa
de migração mais lenta entre os estados, enquanto valores maiores do escalar re-
sultam em uma taxa de migração mais rápida. Os escalares selecionados foram
η = (0.1, 1, 10, 100). É importante notar que para η = 0.1 encontramos alta propor-
ção de A na amostra, para η ≥ 1 encontramos uma distribuição de nós externos já
próxima a π. Para cada um desses valores, foram realizadas análises nos casos em
que foi aplicada a correção do viés de amostragem com pesos (BSTM) e nos casos
em que não houve correção do viés de amostragem, ou seja, sem pesos (Standard).

Deve-se salientar que para os diferentes valores de η alguns casos apresentaram
erros computacionais, nos quais para η = 0.1 no caso BSTM 13 das replicações
apresentaram erros computacionais, para o caso de η = 1 e η = 100 apresentaram
3 e 2 erros computacionais, respectivamente, para o caso BSTM. Esses erros não
geraram resultados válidos.

A tabela 3.3 representa a média sob todas as replicações dos estados nas árvores
populacionais. Note que para η ≥ 1 estas são muito próximas da distribuição
estacionária.

Tabela 3.3: Frequências populacionais médias para as simulações que avaliam os
métodos para Máxima Verossimilhança.

A B C D E F
η = 0.1 0.455 0.121 0.102 0.117 0.100 0.103
η = 1 0.399 0.120 0.121 0.121 0.120 0.119
η = 10 0.40 0.120 0.120 0.120 0.120 0.120
η = 100 0.401 0.120 0.120 0.120 0.120 0.120

Para a inferência por máxima verossimilhança, os resultados gerados para as
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árvores foram analisados com base nos seguintes indicadores: Erro Quadrático Médio
(EQM) para a matriz de migração Λ, acurácia na reconstrução dos estados para os
nós internos e a acurácia na reconstrução da raiz da árvore.

Na acurácia da reconstrução da árvore, consideraremos a localização dos nós
internos dentro da árvore. Assim, para cada iteração, primeiro se realizou a re-
construção dos nós internos por máxima verossimilhança Felsenstein (1981). Na
sequência calculou-se a acurácia dessa reconstrução quando comparada à verdadeira
árvore simulada. Finalmente, calculamos a acurácia para as 100 replicações em cada
cenário de simulação.

Para o cálculo da acurácia na raiz, também realizou-se a reconstrução da raiz
por máxima verossimilhança, calculou-se a acurácia da reconstrução comparada à
verdadeira árvore simulada que possui a maioria dos casos no estado A. E por fim,
calculou-se a acurácia para as 100 replicações.

O cálculo do erro quadrático médio (EQM) para a matriz de taxas Λ foi reali-
zado utilizando a matriz de taxas estimadas para cada uma das 100 replicações e a
verdadeira matriz de taxas da árvore simulada.

Acurácia na reconstrução dos nós internos

Na tabela 3.4 e nas figuras 3.1 a 3.4 compararemos a acurácia entre dois casos:
sem a correção do viés amostral (caso Standard) e com a correção do viés amostral
(caso BSTM).

Idealmente gostaríamos de encontrar valores de acurácia no caso BSTM que
sejam maiores que os valores do caso Standard, indicando a eficácia da correção do
viés amostral.

Tabela 3.4: Acurácia nos nós internos da árvore estimados por máxima verossimi-
lhança

Método S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9

η = 0.1 Standard 0.73 0.70 0.70 0.71 0.72 0.73 0.71 0.71 0.73
BSTM 0.51 0.49 0.45 0.52 0.46 0.50 0.48 0.50 0.49

η = 1 Standard 0.34 0.39 0.39 0.29 0.28 0.30 0.31 0.29 0.29
BSTM 0.34 0.40 0.44 0.27 0.24 0.28 0.24 0.24 0.26

η = 10 Standard 0.20 0.22 0.29 0.15 0.16 0.17 0.15 0.17 0.16
BSTM 0.21 0.19 0.24 0.17 0.19 0.24 0.19 0.21 0.22

η = 100 Standard 0.19 0.22 0.29 0.14 0.15 0.17 0.15 0.16 0.16
BSTM 0.20 0.19 0.24 0.16 0.19 0.23 0.18 0.21 0.22
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Figura 3.1: Acurácia dos nós internos estimados por máxima verossimilhança para
η = 0.1 nos 9 vieses.

Figura 3.2: Acurácia dos nós internos estimados por máxima verossimilhança para
η = 1 nos 9 vieses.



26

Figura 3.3: Acurácia dos nós internos estimados por máxima verossimilhança para
η = 10 nos 9 vieses.

Figura 3.4: Acurácia dos nós internos estimados por máxima verossimilhança para
η = 100 nos 9 vieses.

Os valores de acurácia aqui apresentados refletem o desempenho dos métodos
Standard e BSTM nos diferentes vieses e para os valores de η apresentados anteri-
ormente.

Para o valor de η = 0.1, a acurácia no método Standard é alta, variando entre
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os valores 0.70 e 0.73. Já para o método BSTM, a acurácia é mais baixa quando
comparada com o outro método, variando entre 0.45 e 0.52. Isso sugere que, para
esse cenário, o método Standard se mostra melhor que o método BSTM.

Para η = 1, a acurácia do método Standard diminui drasticamente se comparado
ao caso anterior (η = 0.1), variando os valores entre 0.28 e 0.39. Para o método
BSTM, a acurácia é comparável com o método Standard, variando entre 0.24 e 0.44.
Apenas para o viés S3, que representa a distribuição estacionária, o BSTM teve um
desempenho superior.

Observando os valores de η = 10, a acurácia para o método Standard continua
baixa, variando entre 0.15 e 0.29. Já para o método BSTM, a acurácia varia entre
0.17 e 0.24. Nos vieses S5 a S9 o BSTM teve um desempenho superior ao mé-
todo Standard, vieses esses que representam situações em que o estado com mais
frequências populacionais (A) encontra-se em proporção comparativa mais baixa na
amostra.

Para η = 100, temos uma acurácia que varia de 0.14 a 0.29. E para o método
BSTM que varia entre 0.16 e 0.24. Para os vieses de S5 a S9, a situação é parecida
com o caso η = 10, o método BSTM mostrou um desempenho melhor que o método
Standard.

Note que, como esperado, para η ∈ {1, 10, 100}, a acurácia da reconstrução é
sempre maior em S3, ou seja, quando não há viés de amostragem

De maneira geral, os dados indicam que o desempenho dos métodos Standard e
BSTM varia significativamente com o valor de η e com o viés amostral considerado.
Para η = 0.1, cenário que não ocorre muitas migrações, o método padrão (Standard)
apresenta uma acurácia alta, superando o BSTM. À medida que η aumenta para 1,
o desempenho do método Standard diminui, enquanto o BSTM tem um desempenho
ligeiramente superior. Com η = 10 e η = 100, o BSTM tem um desempenho superior
ao Standard em vários dos cenários de vieses.

Esse panorama sugere que, enquanto o método Standard é mais eficaz em cená-
rios com valores baixos de η, o BSTM tende a ser mais robusto em situações de maior
complexidade, especialmente quando os vieses amostrais são mais pronunciados.

Acurácia da raiz

Na tabela 3.5 e nas figuras 3.5 a 3.8 comparamos a acurácia da raiz entre os dois
casos.

Idealmente, também, gostaríamos de encontrar valores de acurácia na raiz no
caso BSTM que sejam maiores que os valores do caso Standard, indicando a eficácia
da correção do viés amostral.
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Tabela 3.5: Acurácia da raiz estimada por máxima verossimilhança

Método S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9

η = 0.1 Standard 0.71 0.59 0.52 0.38 0.75 0.66 0.49 0.68 0.82
BSTM 0.56 0.42 0.11 0.42 0.42 0.53 0.40 0.51 0.55

η = 1 Standard 0.22 0.25 0.25 0.24 0.17 0.14 0.18 0.16 0.23
BSTM 0.40 0.42 0.45 0.09 0.16 0.16 0.14 0.09 0.18

η = 10 Standard 0.21 0.16 0.20 0.09 0.25 0.16 0.19 0.19 0.15
BSTM 0.23 0.21 0.36 0.22 0.17 0.20 0.24 0.31 0.25

η = 100 Standard 0.23 0.14 0.21 0.15 0.25 0.12 0.15 0.16 0.16
BSTM 0.20 0.23 0.44 0.22 0.20 0.20 0.19 0.27 0.22

Figura 3.5: Acurácia da raiz estimada por máxima verossimilhança para η = 0.1
nos 9 vieses.
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Figura 3.6: Acurácia da raiz estimada por máxima verossimilhança para η = 1 nos
9 vieses.

Figura 3.7: Acurácia da raiz estimada por máxima verossimilhança para η = 10 nos
9 vieses.
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Figura 3.8: Acurácia da raiz estimada por máxima verossimilhança para η = 100
nos 9 vieses.

Os valores de acurácia aqui apresentados refletem o desempenho dos métodos
Standard e BSTM nos diferentes vieses e para os valores de η apresentados anteri-
ormente.

Para o valor de η = 0.1, no método Standard os valores se encontram entre 0.38 e
0.82. Já para o método BSTM os valores se encontram entre 0.11 e 0.56. A acurácia
do método BSTM é mais baixa que do método Standard, exceto para o viés S4. Isso
sugere que, para esse cenário, o método Standard possui uma performance melhor
que o método BSTM.

Pra η = 1, a acurácia na raiz para o método Standard diminui drasticamente se
comparado ao caso anterior (η = 0.1), variando entre 0.14 e 0.25. Para o método
BSTM, a acurácia está variando entre 0.09 e 0.45. É possível observar que o método
BSTM se mostrou superior ao método Standard para os vieses S1, S2 e S3.

Para o η = 10, temos que para o método Standard os valores se encontram entre
0.14 a 0.25. E para o método BSTM os valores estão entre 0.09 a 0.36. Os valores
de acurácia da raiz indicam que o método BSTM teve uma performance melhor que
o método Standard para os vieses S1 a S4 e S6 a S9.

Para η = 100, temos valores para o método Standard que variam entre 0.12 a
0.25. Para o método BSTM valores que variam entre 0.19 e 0.44. Os resultados
de acurácia da raiz indicam que o método BSTM teve um desempenho superior ao
método Standard para os vieses S2 a S4 e S6 a S9.

No geral, para a acurácia da raiz os dados indicam que o desempenho do método
Standard e do método BSTM variam de acordo com o valor de η escolhido e com o
viés amostral considerado. Para η = 0.1, novamente, o caso que não possui muitas
migrações o método padrão teve um desempenho melhor quando comparado ao
método BSTM. À medida que o valor de η aumenta vemos que o desempenho do
método BSTM é melhor que o método Standard.
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Erro Quadrático Médio da matriz de taxas Λ

O erro quadrático médio (EQM) avalia a precisão do modelo, pois quantifica a
diferença entre os valores previstos e os valores observados.

Gostaríamos que os valores de EQM para o método BSTM fossem próximos de
zero, indicando que o modelo é mais preciso.

A tabela 3.6 apresenta o EQM das estimativas pontuais de máxima verossimi-
lhança para a matriz de taxas Λ.

Tabela 3.6: EQM de Λ estimado por máxima verossimilhança

Método S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9

η = 0.1 Standard 54.40 13.00 84.50 4.56 44.40 71.40 0.93 0.83 67.70
BSTM 163.00 38.80 253.00 13.30 133.00 214.00 2.69 2.42 203.00

η = 1 Standard 0.46 0.50 0.51 0.46 0.47 0.46 0.96 0.38 0.46
BSTM 1.06 1.12 1.15 1.03 1.06 1.02 0.98 0.77 1.02

η = 10 Standard 13.50 13.50 13.50 33.00 13.40 13.70 15.20 47.20 13.40
BSTM 13.50 13.60 13.90 72.30 13.10 13.90 18.60 115.00 13.30

η = 100 Standard 1367 1367 1367 1367 1367 1367 1370 1367 1375
BSTM 1367 1367 1367 1367 1367 1366 1374 1366 1391

Para η = 0.1, o EQM no método Standard varia entre 0.93 a 84.50. Para o
método BSTM os valores se encontram entre 2.42 a 253.00. Podemos observar que o
método Standard possui valores inferiores ao método BSTM, indicando que o modelo
padrão é melhor na estimação da matriz de taxas. Note que a falta de tendência clara
e disparidade nesses resultados indicam possível dificuldade numérica dos métodos
(principalmente BSTM) nesse contexto de tão pouca variabilidade.

Para η = 1, os valores de EQM no método Standard variam entre 0.38 e 0.96.
Para o método BSTM os valores estão entre 0.77 a 1.15. Vemos que embora os
valores do método BSTM sejam baixos, se compararmos com o método Standard
eles são maiores, indicando que o modelo é um pouco inferior na estimação da matriz
de taxas.

Para η = 10, os valores do método Standard estão entre 13.40 a 47.20 e para
o método BSTM os valores variam entre 13.10 a 115.00. Podemos ver que para o
método Standard a maioria dos valores de EQM estão constantes, exceto para o viés
S8 que temos um EQM mais elevado. Para o método BSTM, há uma variabilidade
mais alta entre os valores. Os resultados indicam que o método Standard é melhor,
para esse cenário na estimação da matriz de taxas.

Para η = 100, temos valores grandes e parecidos para os dois métodos, isso indica
um desempenho ruim em todos os cenários para ambos os métodos.

De modo geral, o método Standard tende a ser melhor que o método BSTM
em termos de EQM na estimação da matriz de taxas para diferentes valores de η e
os diferentes vieses apresentados. O método BSTM apresenta maior variabilidade,
indicando dificuldades numéricas ou falta de robustez em determinados contextos.
E ambos falham em obter bons resultados de EQM para η = 100, cenário esse que
possui muitas migrações entre os estados.
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3.4 Modelo Bayesiano original
Nessa seção foi considerado o modelo bayesiano como apresentado na seção 2.4,

com inferência por MCMC.
Para cada caso analisado nesta seção, a matriz de taxas foi multiplicada por

diferentes escalares η com o objetivo de observar os distintos comportamentos de
migração. Como na seção 3.3 os valores de η menores mostram uma taxa de mi-
gração mais lenta entre os estados, e para valores maiores o resultado são taxas de
migrações mais rápidas. Para o modelo bayesiano os escalares selecionados foram
η = (0.1, 1, 5).

Os vieses utilizados nesta seção são apresentados na tabela 3.7

Tabela 3.7: Tabela de vieses utilizados nas simulações para o modelo bayesiano
original

Vieses A B C D E F
S1 0.80 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
S3 0.40 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12
S5 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 0.20
S8 0.08 0.08 0.08 0.08 0.08 0.60

Os vieses escolhidos para este modelo foram construídos a observar diferentes
comportamentos nos estados. Portanto, o viés S1 é mais desequilibrado para o
estado A (estado esse que possui maior probabilidade no modelo) quando comparado
aos outros estados. O viés S3 representa distribuição de equilíbrio π representada
na tabela 3.1. E o viés S8 é mais desequilibrado para o estado F quando comparado
aos outros estados.

Para cada um desses valores, foram realizadas análises nos casos em que foi
aplicada a correção do viés de amostragem com pesos (BSTM) e nos casos em que
não houve a correção do viés de amostragem, ou seja, sem pesos (Standard).

Foram utilizadas cadeias de tamanho 200.000 com burn-in de 20.000 resultando
em uma taxa de aceitação no Metropolis-Hastings que varia entre 0.23 e 0.40. As
distribuições à priori utilizadas para a matriz diagonal das frequências de equilíbrio
Π (2.8) e para a matriz de taxas S (2.9) estão definidas na seção 2.4.1.

A tabela 3.8 representa as frequências populacionais médias sobre todas as po-
pulações dos estados Note que para η ≥ 1 estas são muito próximas da distribuição
estacionária.

Tabela 3.8: Frequências populacionais médias para as simulações que avaliam os
métodos para Modelo Bayesiano Original.

A B C D E F
η = 0.1 0.455 0.121 0.102 0.117 0.100 0.103
η = 1 0.399 0.120 0.121 0.121 0.120 0.119
η = 5 0.40 0.120 0.120 0.120 0.120 0.120

Nesta seção, os resultados gerados para as árvores foram analisados com base nos
seguintes indicadores: Erro Quadrático médio (EQM) para a matriz de migração Λ
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e para as frequências de equilíbrio Π, acurácia na reconstrução dos estados para os
nós internos e a acurácia na reconstrução da raiz da árvore.

Para analisar a acurácia da reconstrução da árvore, consideramos a localização
dos nós internos dentro da árvore. Assim, para cada replicação, ou seja, para cada
uma das 200 árvores simuladas no processo realizou-se a reconstrução dos nós inter-
nos pelo método MCMC original considerando a moda a posteriori. Na sequência
calculou-se a acurácia para cada uma dessas replicações, para então obter-se a acu-
rácia média para as 200 replicações.

Para o cálculo da acurácia da raiz, também realizou-se a reconstrução da raiz
pelo método MCMC original considerando a moda a posteriori, para então calcular
a acurácia sob todas as replicações.

Por fim, para o cálculo do erro quadrático médio (EQM) para a matriz de taxas
Λ e a para as frequências de equilíbrio Π calculou-se a média das replicações do
MCMC (média a posteriori de cada replicação), para então calcular-se o EQM sob
essas estimativas.

Acurácia na reconstrução dos nós internos

Na tabela 3.9 e nas figuras 3.9 a 3.11 compararemos a acurácia na reconstrução
dos nós internos entre o método padrão (Standard) e o método de correção de viés
de amostragem (BSTM).

Idealmente, gostaríamos que que os valores de acurácia na reconstrução dos nós
internos para o método BSTM sejam maiores que os valores do método padrão.

Tabela 3.9: Acurácia nos nós internos da árvore estimados pelo modelo bayesiano
original

Método S1 S3 S5 S8

η = 0.1 Standard 0.61 0.67 0.73 0.71
BSTM 0.42 0.55 0.54 0.45

η = 1 Standard 0.29 0.27 0.31 0.30
BSTM 0.41 0.25 0.27 0.27

η = 5 Standard 0.20 0.16 0.17 0.17
BSTM 0.32 0.16 0.17 0.15
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Figura 3.9: Acurácia nos nós internos estimada pelo modelo bayesiano original para
η = 0.1 nos 4 vieses.

Figura 3.10: Acurácia nos nós internos estimada pelo modelo bayesiano original para
η = 1 nos 4 vieses.
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Figura 3.11: Acurácia nos nós internos estimada pelo modelo bayesiano original para
η = 5 nos 4 vieses.

Para η = 0.1, no método Standard, a acurácia tem valores variando entre 0.61
e 0.73. Para o método BSTM temos valores variando entre 0.42 e 0.55, embora
sejam inferiores aos do método Standard. Isso sugere que, nesse cenário, o método
Standard teve um desempenho superior ao método BSTM.

Para η = 1, no método Standard, a acurácia varia entre 0.27 e 0.31, enquanto,
para o método BSTM, os valores situam-se entre 0.25 e 0.41. Nota-se que os méto-
dos possuem valores de acurácia próximos, com exceção do viés S1, onde o método
BSTM apresentou um desempenho superior ao método Standard. O viés S1 repre-
senta a situação em que o estado com maior frequência populacional (A) encontra-se
em proporção comparativamente mais alta na amostra.

Para η = 5, no método Standard, a acurácia está entre 0.16 e 0.20, enquanto no
método BSTM os valores variam entre 0.15 e 0.32. Apesar dos valores de acurácia
relativamente baixos, os métodos apresentam resultados próximos para os vieses
S3 a S8. No entanto, para o viés S1, o método BSTM mostrou um desempenho
superior ao método Standard.

Em termos gerais, os dados indicam que o desempenho dos métodos Standard e
BSTM varia significativamente em função do valor de η e dos vieses selecionados.
Observa-se que, para valores menores de η, o método Standard demonstra melhor
desempenho na acurácia dos nós internos. Contudo, à medida que η aumenta, a
acurácia do método Standard diminui, enquanto a do método BSTM se aproxima
ou até supera a acurácia do método Standard em determinados casos.

Acurácia da raiz

Na tabela 3.10 e as figuras 3.12 e 3.13 comparamos a acurácia da raiz entre o
método padrão (Standard) e o método de correção de viés de amostragem (BSTM).
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Idealmente, também, gostaríamos de encontrar valores de acurácia da raiz no
caso BSTM que sejam maiores que os valores do caso Standard, indicando a eficácia
da correção do viés amostral.

Tabela 3.10: Acurácia da raiz estimada pelo modelo bayesiano original

Método S1 S3 S5 S8

η = 0.1 Standard 0.26 0.58 0.84 0.60
BSTM 0 0 0 0

η = 1 Standard 0.04 0.10 0.16 0.22
BSTM 0.52 0.04 0.08 0.10

η = 5 Standard 0.13 0.11 0.20 0.13
BSTM 0.52 0.05 0.05 0.14

Figura 3.12: Acurácia da raiz estimada pelo modelo bayesiano original para η = 1
nos 4 vieses.
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Figura 3.13: Acurácia da raiz estimada pelo modelo bayesiano original para η = 5
nos 4 vieses.

Para η = 0.1, no método Standard, os valores variam entre 0.26 a 0.60, evidenci-
ando um desempenho satisfatório. Em contrapartida, o método BSTM exibiu uma
acurácia igual a zero em todos os vieses analisados, indicando que o método não foi
capaz de acertar a reconstrução da raiz para nenhuma das replicações nesse cenário.
Por essa razão, não foi apresentado gráfico para este cenário.

Para η = 1, no método Standard, os valores estão entre 0.04 a 0.22. No método
BSTM, os valores variam entre 0.04 a 0.52. Observa-se que, para a maioria dos vieses,
o método Standard possui um desempenho superior ao método BSTM, exceto para
o viés S1, no qual o método BSTM demonstrou desempenho claramente superior
em comparação com o método Standard.

Para η = 5, no método Standard, os valores variam entre 0.11 e 0.20, enquanto
no método BSTM os valores estão entre 0.05 e 0.52. Nota-se que, para o viés S1, o
método BSTM apresentou uma performance bastante superior ao método Standard,
enquanto apresentou performace um pouco inferior nos demais casos.

Em síntese, a análise da acurácia da raiz indica que o desempenho dos métodos
variam de acordo com os valores de η e os vieses escolhidos. Para η = 0.1, o mé-
todo Standard apresentou um desempenho superior ao do método BSTM. À medida
que o valor de η aumenta, observa-se uma diminuição significativa no desempenho
do método Standard para alguns vieses, enquanto o método BSTM exibe um de-
sempenho melhor para casos em que estado com maior frequência populacional (A)
encontra-se em proporção comparativamente mais alta na amostra (viés S1).
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Erro Quadrático Médio

Erro Quadrático Médio para o parâmetro Λ

A tabela 3.11 e as figuras 3.14 a 3.16 apresentam o EQM para Λ estimado pelo
modelo bayesiano original para o método padrão (Standard) e o método de correção
de viés de amostragem (BSTM).

Idealmente, gostaríamos de encontrar valores de EQM para o parâmetro Λ no
caso BSTM que sejam menores que os valores do caso Standard, indicando que o
modelo de correção de viés é mais preciso.

Tabela 3.11: EQM para o Λ estimado pelo modelo bayesiano original

Método S1 S3 S5 S8

η = 0.1 Standard 0.90 0.65 0.63 0.79
BSTM 1.00 0.96 0.96 1.01

η = 1 Standard 1.29 1.51 1.55 1.41
BSTM 1.17 1.28 1.00 1.02

η = 5 Standard 1.34 1.62 1.69 1.50
BSTM 1.21 1.48 1.01 1.05

Figura 3.14: EQM de Λ estimado pelo modelo bayesiano original para η = 0.1 nos
4 vieses.
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Figura 3.15: EQM de Λ estimado pelo modelo bayesiano original para η = 1 nos 4
vieses.

Figura 3.16: EQM de Λ estimado pelo modelo bayesiano original para η = 5 nos 4
vieses.

Para η = 0.1, no método Standard, os valores se encontram entre 0.63 a 0.90. Já
para o método BSTM, os valores variam entre 0.96 e 1.01. Podemos observar que o
método Standard apresenta valores inferiores aos do método BSTM, indicando que
o modelo padrão é superior neste cenário para a estimação da matriz de taxas.
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Em η = 1, os valores do EQM para o método Standard se encontram entre 1.29
a 1.55. Para o método BSTM, variam entre entre 1.00 a 1.28. Nota-se que, nesse
cenário, os valores do método Standard são maiores, o que indica que, para esse
cenário, o método BSTM teve um desempenho melhor que o método padrão para
todos os vieses.

E para η = 5, o método Standard apresenta valores que variam entre 1.34 a 1.69,
enquanto para o método BSTM os valores estão entre 1.01 a 1.48. Novamente, temos
que os valores do método Standard são maiores que os valores do método BSTM,
indicando que método BSTM teve um desempenho superior quando comparado com
o método padrão para todos os vieses.

Em geral, o desempenho dos métodos também variam de acordo com a escolha
dos valores de η e dos vieses. Nos casos analisados, observa-se que conforme os
valores de η aumentam, indicando que o método BSTM se mostrou mais preciso
que o método padrão.

Erro Quadrático Médio para as frequências de equilíbrio Π

A tabela 3.12 e as figuras 3.17 a 3.19 apresentam o EQM para Π estimado pelo
modelo bayesiano original para o método padrão (Standard) e o método de correção
de viés de amostragem (BSTM).

Idealmente, também gostaríamos de encontrar valores de EQM para o parâmetro
Π no caso BSTM que sejam menores que os valores do caso Standard, indicando
que o método de correção de viés é mais preciso.

Tabela 3.12: EQM para Π estimado pelo modelo bayesiano original

Método S1 S3 S5 S8

η = 0.1 Standard 0.08 0.07 0.13 0.18
BSTM 0.16 0.17 0.15 0.14

η = 1 Standard 0.14 0.01 0.10 0.21
BSTM 0.15 0.04 0.08 0.07

η = 5 Standard 0.14 0.01 0.10 0.22
BSTM 0.15 0.02 0.10 0.08
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Figura 3.17: EQM de Π estimado pelo modelo bayesiano original para η = 0.1 nos
4 vieses.

Figura 3.18: EQM de Π estimado pelo modelo bayesiano original para η = 1 nos 4
vieses.
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Figura 3.19: EQM de Π estimado pelo modelo bayesiano original para η = 5 nos 4
vieses.

Para o caso η = 0.1 o EQM para Π no método Standard encontra-se entre 0.07
a 0.18. Ao comparar com o método BSTM, cujos valores variam entre 0.14 a 0.17,
observa-se que, apesar de o BSTM apresentar valores baixos, o método Standard
demonstra um desempenho superior.

Para η = 1 método Standard apresenta valores que variam entre 0.01 a 0.21.
Para o método BSTM os valores variam entre 0.04 a 0.15. O método BSTM, nesse
cenário, teve um desempenho equivalente ao método Standard para os vieses S1 a
S5 e um desempenho ótimo para o viés S8 quando comparado ao método Standard.

Para η = 5, o método Standard apresenta valores entre 0.01 a 0.22. E para o
método BSTM, os valores variam entre 0.02 a 0.15. Ao comparar os métodos, é pos-
sível observar que para os vieses S1 a S5 os métodos apresentam valores próximos,
mas para o viés S8 o método BSTM se mostrou mais preciso.

Em geral, os dados mostram que o desempenho dos métodos Standard e BSTM
varia em função dos valores de η e dos vieses escolhidos. Observa-se que, para valores
muito pequenos de η, o método Standard mostra melhor precisão em comparação
com o método BSTM. Com valores maiores de η, há casos em que os resultados de
ambos os métodos são equivalentes, como no caso do viés que representa a situação
em que o estado com maior frequência populacional (A) está em proporção compra-
tiva mais alta na amostra (S1), e também no caso que não há viés de amostragem
(S3) ou a amostragem é aproximadamente homogênea (S5). Por fim, para os casos
em que os vieses representam situações em que o estado com mais frequência po-
pulacional está em proporção comparativa mais baixa e um outro estado está super
representado (S8) o método BSTM apresentou melhor precisão.
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3.5 Modelo Bayesiano com BSSVS
Nessa seção foi considerado o modelo bayesiano com o BSSVS como apresentado

na seção 2.5.
O processo de simulação foi projetado para reproduzir a geração de amostras

de uma população conhecida. Nesse contexto, primeiro é gerada uma árvore po-
pulacional, e sob essa árvore simulamos o processo de dispersão espacial para toda
a população com a raiz no estado A. Em seguida, geramos uma amostra da po-
pulação sintética, de acordo com um de 2 diferentes esquemas de amostragem que
representam diferentes situações de viés.

Para as simulações foi considerado uma árvore populacional de tamanho 10.000
com 6 estados ou localizações geográficas: A, B, C, D, E e F.

A matriz de indicadores δ (3.4) utilizada foi

δ =



1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1


. (3.4)

A figura 3.20 apresenta o grafo de comunicação entre os estados (localizações
geográficas).

Figura 3.20: Grafo de comunicação entre os estados.

E a matriz Λ utilizada foi (2.13)

Λ =

A B C D E F

−0.8 0.8 0.0 0.0 0.0 0.0
0.8 −1.6 0.8 0.0 0.0 0.0
0.0 0.8 −1.6 0.8 0.0 0.0
0.0 0.0 0.8 −1.6 0.8 0.0
0.0 0.0 0.0 0.8 −1.6 0.8
0.0 0.0 0.0 0.0 0.8 −0.8



A
B
C
D
E
F

, (3.5)

Os vieses utilizados nesta seção são apresentados na tabela 3.13
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Tabela 3.13: Tabela de vieses utilizados nas simulações para o modelo bayesiano
com BSSVS

Vieses A B C D E F
S1 0.80 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
S3 0.40 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12
S4 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16
S8 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.80

Os vieses escolhidos para este modelo foram construídos a observar diferentes
comportamentos nos estados. Portanto, os vieses S1 e S3 são desequilibrados para
o estado A (estado da raiz) quando comparado aos outros estados.1

Foram utilizadas cadeias MCMC de tamanho 100.000 com burn-in de 10.000
As distribuições à priori utilizadas para a matriz de taxas S e a para matriz de

variáveis indicadoras δ estão definidas, respectivamente, em (2.9) e (2.15).
A tabela 3.14 representa as frequências populacionais médias sobre todas as

populações dos estados

Tabela 3.14: Frequências populacionais médias para as simulações que avaliam os
métodos para o Modelo Bayesiano por BSSVS.

A B C D E F
η = 1 0.167 0.167 0.166 0.166 0.166 0.166

Nesta seção, os resultados gerados para as árvores foram analisados com base nos
seguintes indicadores: Erro Quadrático médio (EQM) para a matriz de migração Λ,
acurácia na reconstrução dos estados para os nós internos, a acurácia na reconstrução
da raiz da árvore e acurácia das indicadoras δ.

Para acurácia das indicadoras δ primeiro, para cada replicação, foram estimadas
as probabilidades a posteriori de inclusão de cada indicadora pelo MCMC. Essas
estimativas finais das indicadoras foram obtidas calculando as proporções das res-
postas ao longo das iterações. Por fim, calculou-se a acurácia para cada uma dessas
replicações, para então obter-se a acurácia média para as 200 replicações.

Acurácia na reconstrução dos nós internos

Na tabela 3.15 e na figura 3.21 compararemos a acurácia entre dois casos: sem a
correção do viés amostral (caso Standard) e com a correção do viés amostral (caso
BSTM).

Idealmente gostaríamos de encontrar valores de acurácia no caso BSTM que
sejam maiores que os valores do caso Standard, indicando a eficácia da correção do
viés amostral.

1Ao projetar essa seção, foram escolhidos também 2 vieses mais equilibrados, entretanto não
foi possível concluir as simulações em tempo. Se possível, esses resultados serão incluídos na
apresentação e versão final do TCC
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Tabela 3.15: Acurácia nos nós internos da árvore estimados pelo modelo bayesiano
com BSSVS

Método S1 S3 S4 S8

η = 1 Standard 0.17 0.17 0.16 0.16
BSTM 0.17 0.17 0.16 0.16

Figura 3.21: Acurácia nos nós internos estimada pelo modelo bayesiano BSSVS nos
4 vieses.

Com os resultados apresentados podemos observar que para ambos os métodos
os valores médios são iguais, e suas distribuições muito semelhantes. Indicando que
ambos possuem o mesmo desempenho.

Acurácia da raiz

Na tabela 3.16 e a figura 3.22 comparamos a acurácia da raiz entre o método
padrão (Standard) e o método de correção de viés de amostragem (BSTM).

Idealmente, também, gostaríamos de encontrar valores de acurácia da raiz no
caso BSTM que sejam maiores que os valores do caso Standard, indicando a eficácia
da correção do viés amostral.

Tabela 3.16: Acurácia da raiz estimado pelo modelos bayesiano com BSSVS

Método S1 S3 S4 S8

η = 1 Standard 0.15 0.19 0.16 0.20
BSTM 0.16 0.16 0.18 0.09
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Figura 3.22: Acurácia na raiz estimada pelo modelo bayesiano BSSVS nos 4 vieses.

Observa-se que para ambos os métodos os valores são muito parecidos, e suas
distribuições muito semelhantes.

Acurácia de δ estimada pelo modelo bayesiano com BSSVS

Na tabela 3.17 e a figura 3.23 comparamos a acurácia das indicadoras entre o
método padrão (Standard) e o método de correção de viés de amostragem (BSTM).

Idealmente, também, gostaríamos de encontrar valores de acurácia das indica-
doras no caso BSTM que sejam maiores que os valores do caso Standard, indicando
a eficácia da correção do viés amostral.

Tabela 3.17: Acurácia de δ estimada pelo modelo bayesiano com BSSVS

Método S1 S3 S4 S8

η = 1 Standard 0.51 0.47 0.44 0.52
BSTM 0.62 0.60 0.46 0.62



47

Figura 3.23: Acurácia para matriz dos indicadores δ estimada pelo modelo bayesiano
com BSSVS nos 4 vieses.

Observa-se que o método BSTM teve uma performace um pouco melhor quando
comparada ao método Standard, para ambos os vieses.

Erro Quadrático Médio para a matriz de taxas Λ

A tabela 3.18 e a figura 3.24 apresentam o EQM para Λ estimado pelo modelo
bayesiano com BSSVS para o método padrão (Standard) e o método de correção de
viés de amostragem (BSTM).

Idealmente, gostaríamos de encontrar valores de EQM para o parâmetro Λ no
caso BSTM que sejam menores que os valores do caso Standard, indicando que o
modelo de correção de viés é mais preciso.

Tabela 3.18: EQM para o Λ estimada pelo modelo bayesiano com BSSVS

Método S1 S3 S4 S8

η = 1 Standard 1.82 2.16 2.29 1.81
BSTM 1.65 1.86 2.14 1.65
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Figura 3.24: EQM para Λ estimada pelo modelo bayesiano com BSSVS nos 4 vieses.

Observa-ser que o método BSTM teve um desempenho superior ao método Stan-
dard para ambos os vieses.

3.6 Discussão
Os modelos filogeográficos discretos são amplamente utilizados em estudos re-

lacionados à compreensão das dispersões geográficas dos vírus e dos seus processos
migratórios.

Esses modelos tem sido amplamente aplicados, como por exemplo em estudos
com o vírus da SARS-CoV-2 (Lemey et al., 2009) e o Ebola (De Maio et al., 2015).
No entanto, apesar de sua grande utilização, esses estudos são impactados por pro-
blemas relacionados ao viés de amostragem, o que pode ocasionar problemas de
inferência.

Diante desse contexto, Vargas (2023) propôs uma abordagem para corrigir o
viés amostral chamada Bias-correcting Subsampling Trait Model (BSTM), que se
baseia no conceito de modelos de mistura de subárvores amostradas de acordo com
informações externas representando uma aproximação para a prevalência real das
localidades. Além de atuar na correção do viés, o BSTM possui a característica
de não descartar dados, baseando-se no conceito de subamostragem, sendo útil em
situações de dados limitados. Para compreender e estudar os impactos do método
BSTM, foram realizadas simulações comparando o método padrão, ou seja, sem
a utilização de pesos para a correção de viés amostral (Standard), com o método
que utiliza pesos para essa correção (BSTM). Em cada um dos métodos, foram
analisados os distintos comportamentos de migração, para os quais foi multiplicado
um escalar η na matriz de taxas, definindo diferentes regimes de velocidade de
migração. Também foram considerandos diferentes cenários de vieses.
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Nos dois cenários, foram utilizados métodos de inferência por máxima veros-
similhança, inferência bayesiana para o modelo de cadeia de Markov padrão e o
mesmo modelo com BSSVS. Nessas análises, foram considerados alguns indicado-
res: acurácia na reconstrução dos nós internos, acurácia na reconstrução da raiz, erro
quadrático médio para a matriz de taxas (nos três métodos de estimação) e para as
frequências de equilíbrio (realizado no modelo bayesiano original), e acurácia para
as indicadoras (realizada para o modelo com BSSVS).

Nos resultados obtidos por máxima verossimilhança com valor de η = 0.1, ou
seja, para comportamentos de migração muito lentos, o modelo padrão (Standard)
alcançou boas estimativas na acurácia da reconstrução dos nós internos, acurácia na
raiz e na matriz de taxas para todos os vieses apresentado. Nesse contexto o BSTM
teve resultados inferiores.

Para valores de η ≥ 10, ou seja, para comportamentos de migração muito rápi-
dos, o método BSTM apresentou um desempenho significativamente melhor quando
comparado com o método padrão (Standard), especialmente em vieses que o desequi-
líbrio não favorecia a localização de maior frequência populacional, para indicadores
de acurácia na reconstrução dos nós internos e na raiz.

Vale destacar que o método padrão apresentou bom desempenho para o viés re-
lacionado à distribuição de equilíbrio (ausência de viés) na acurácia da reconstrução
dos nós internos em quase todos os cenários. Contudo, para η = 100, no indicador de
EQM da matriz de taxas, ambos os métodos tiveram um desempenho muito ruim.

No modelo Bayesiano original, para η = 0.1. O modelo padrão alcançou melho-
res estimativas que o método BSTM. Exceto no erro quadrático médio da matriz
das frequências de equilíbrio, nesse recorte, o viés em que o desequilíbrio não favo-
rece a localização de maior frequência populacional o método BSTM teve melhor
desempenho.

À medida que aumentamos os valores de η, ou seja, para comportamentos mi-
gratórios mais rápidos, observa-se que, nas estimativas relacionadas à acurácia na
reconstrução dos nós internos, o modelo BSTM apresenta valores equivalentes ao
método padrão. Nas estimativas de acurácia da raiz, o método BSTM teve melho-
res resultados para vieses com valores mais desequilibrados para a localização de
maior frequência populacional (A). No erro quadrático médio da matriz de taxas, o
método BSTM apresentou para todos os vieses ótimo desempenho. Em relação ao
EQM das frequências de equilíbrio, o BSTM apresentou ótimo desempenho para os
vieses com desequilíbrio contra o estado que possui maior localização de frequência
populacional.

Para o modelo Bayesiano por BSSVS, não consideramos múltiplos valores de
η. Em relação à acurácia na reconstrução dos nós internos e na raiz, os métodos
apresentaram desempenhos iguais. Para a acurácia da matriz de indicadoras e o
EQM para a matriz de taxas o método BSTM teve desempenho superior ao método
padrão (Standard).

Nossas simulações evidenciam o problema de viés de amostragem. Isso pode
ser visto em como a estimação de parâmetro com o método Standard sempre so-
fre quando é deslocada da distribuição de equilíbrio (que também corresponde às
frequências populacionais na maioria dos cenários). Observa-se que a qualidade das
reconstruções mostra ser menos afetada pelos vieses.

Para η muito pequeno o método BSTM tem desempenho inferior ao Standard
para quase todos os cenários avaliados. Portanto, para conjuntos de dados que
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sugerem pouca migração, o uso do BSTM talvez não seja o mais indicado.
Considerando os métodos de estimação, no método de máxima verossimilhança

o modelo BSTM não se mostrou superior ao método padrão, de modo que o uso
deste não parece ser justificado. Já para os métodos Bayesianos, quando temos
uma quantidade considerável de migração, observamos que para a reconstrução da
árvore o BSTM parece ser equivalente, em situações pontuais de viés, ao método
padrão. Entretanto, se o objetivo é estimar os parâmetros do modelo de migração,
podemos observar que o método BSTM apresentou performance claramente superior
ao modelo padrão nessas situações. Assim, o uso do BSTM parece se justificar para
as análises Bayesianas em conjuntos de dados com quantidades não desprezíveis
de migração, principalmente se o foco é estimação de parâmetros do modelo de
migração.
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