UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA APLICADA

Problemas do tipo Erdés-Rothschild para

grafos

por

Matheus Micadei Marzo

Tese submetida como requisito parcial
para a obtencgao do titulo de

Doutor em Matematica Aplicada

Prof. Dr. Carlos Hoppen
Orientador

Porto Alegre, agosto de 2024



CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

Marzo, Matheus Micadei

Problemas do tipo FErdés-Rothschild para grafos /
Matheus Micadei Marzo.—Porto Alegre: PPGMAp da
UFRGS, 2024.

[79] p.: il

Tese (doutorado)— Universidade Federal do Rio Grande
do Sul, Programa de Pés-Graduacao em Mateméatica Apli-
cada, Porto Alegre, 2024.

Orientador: Hoppen, Carlos

Tese: Matemética Aplicada: Matematica Discreta,
Dissertagao, Tese, Mestrado, Doutorado




Problemas do tipo Erdés-Rothschild para grafos

por

Matheus Micadei Marzo

Tese submetida ao Programa de Pos-Graduacao em
Matematica Aplicada do Instituto de Matematica e Estatistica da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, como requisito parcial

para a obtencao do titulo de

Doutor em Matematica Aplicada

Linha de Pesquisa: Matematica Discreta
Orientador: Prof. Dr. Carlos Hoppen

Banca examinadora:

Prof. Dr. Guilherme Oliveira Mota
Universidade de Sao Paulo

Prof. Dr. Fabio Happ Botler
Universidade de Sao Paulo

Prof. Dr. Vilmar Trevisan
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Prof. Dr. Lucas da Silva Oliveira
Coordenador

i



“E disse ao homem: Fis que o temor do Senhor € a

sabedoria, e apartar-se do mal € a inteligéncia”.

Jo 28:28.
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RESUMO

Esta tese aborda diversos problemas do tipo Erd&s-Rothschild, com o
foco principal sendo a familia de padroes localmente arco-iris com um determinado

numero minimo de cores.

O trabalho demonstra que, para um numero fixo de cores distintas s
e um namero suficientemente grande de cores r, o grafo de Turéan Tj(n) é a tnica
estrutura que maximiza o namero de coloracoes livres de padroes localmente arco-
iris com pelo menos s cores. Isso significa que o grafo de Turéan é o tnico grafo

extremal para o problema proposto.

Para chegar a essa conclusao, a tese emprega o método da estabilidade,
que mostra que se um grafo tem um namero de coloragoes livres de K[ (s) maior
ou igual a Tj(n), entdo esse grafo precisa ter uma estrutura proxima a do grafo
de Turan, com poucas arestas internas em relacao a alguma particao em k partes.
A conclusao, como enunciada no paragrafo anterior, segue por um resultado que

conhecemos por resultado exato.

A demonstragao da estabilidade para K- (s) envolve o uso do Lema
da Regularidade de Szemerédi e lemas de imersao, que garantem a existéncia de
padroes proibidos em coloragoes de grafos com base em sua estrutura. A tese também
desenvolve algoritmos para construir coloracoes localmente arco-iris em situagoes

especificas, o que é crucial para a prova dos lemas de imersao.
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ABSTRACT

This thesis addresses several problems of the Erd&s-Rothschild type,
focusing primarily on the family of locally rainbow patterns with at least a given

number of distinct colors.

The work demonstrates that, for a fixed number of distinct colors s and
a sufficiently large number of colors r, the Turan graph T (n) is the unique structure
that maximizes the number of colorings avoiding locally rainbow patterns with at
least s colors. This means that the Turan graph is the only extremal graph for the

proposed problem.

To reach this conclusion, the thesis employs the stability method, which
shows that if a graph has a number of colorings free of K:F (s) greater than or equal
to T)(n), then this graph must be structurally similar to the Turan graph, with few
internal edges with respect to a partition into k parts. The conclusion, as stated in

the previous paragraph, follows from a result we know as the exact result.

The proof of stability for K} (s) involves the use of Szemerédi’s Regu-
larity Lemma and embedding lemmas, which guarantee the existence of forbidden
patterns in graph colorings based on their structure. The thesis also develops algo-
rithms to construct locally rainbow colorings in specific situations, which is crucial

for proving the embedding lemmas.



1 INTRODUCAO E CONTEXTUALIZACAO
DO PROBLEMA

A Combinatéria se destaca como uma das areas mais solidas e reconhe-
cidas da Matematica. Dentro dessa disciplina fascinante, a Teoria dos Grafos assume
um papel distinto, revelando-se como um dos seus aspectos mais cativantes. Em par-
ticular, a Teoria Extremal emerge como uma ramificagao particularmente intrigante.
Referenciando o renomado matemaéatico Paul Erdds, podemos tracar as origens do
estudo de problemas extremais em grafos, quando, em 1940-1941, devido as con-
tribui¢oes de Turan, foram consolidados os fundamentos dessa linha de pesquisa, a

qual tem continuamente apresentado resultados notéveis nos ultimos anos.

Ao considerarmos um grafo G, o reconhecemos pela estrutura G =
(V, E), onde V' & um conjunto finito com n elementos e E é um conjunto de pares de
elementos de V. Em referéncias futuras, nos referiremos ao conjunto de vértices de GG
como V(G). Se {u,v} € E(G), afirmamos que existe uma aresta entre os vértices u e
v. Estendemos essa defini¢ao para criar a estrutura de um grafo colorido, atribuindo
a cada aresta {u,v} € E(G) uma cor ¢ € P = {1,2,...,r}. Utilizamos o termo r-
coloragao de GG para descrever um grafo colorido com até r cores, onde r € um inteiro
positivo e G é um grafo. Assim, uma r-colora¢ao de G é uma fungao f : E(G) — [r]
que associa uma cor de [r] = {1,2,...,r} a cada aresta de G. Denotaremos um grafo

colorido como G.

Nossa meta, no ambito da Teoria Extremal de Grafos, reside em maxi-
mizar ou minimizar um parametro especifico em um dado grafo, denominado fungao
objetivo. As solugoes almejadas devem, por sua vez, pertencer a um dominio defi-
nido de solugoes viaveis, sujeitas a um conjunto predefinido de restricoes. A titulo de
exemplo, podemos considerar uma questao aparentemente trivial: qual é o ntimero

méximo de arestas que um grafo com n vértices pode conter?



No presente contexto, o objeto de interesse é enfatizado pela expressao
“o nimero maximo de arestas”, ou seja, a fungao a ser maximizada. O dominio via-
vel das solugoes possiveis abrange todos os grafos com um determinado ntmero de
vértices, haja vista que o conjunto de restri¢oes é vazio. Denominamos como “grafo
6timo” ou “grafo extremal” aquele que maximiza a func¢ao objetivo e reside no domi-
nio viavel, ou seja, ¢ uma solucao para um problema extremal. Nesse caso especifico,
o grafo 6timo é definido como aquele que contém todas as arestas possiveis, isto ¢,
para quaisquer u,v € V(G), temos {u,v} € E(G). Este grafo é reconhecido como
um grafo completo, sendo representado por K,,, onde n denota o nimero de vértices

no grafo completo.

Os problemas extremais sao mais frequentemente apresentados impondo
uma estrutura especifica a um grafo ou em uma familia de grafos. Um exemplo no-
torio dessa categoria de problemas foi investigado por Paul Turén, envolvendo o
nimero maximo de arestas em um grafo que nao contém Kj i, o grafo completo

com k + 1 vértices, como subgrafo.

O grafo de Turén, denotado por Ty(n), é um grafo k + 1-partido, ba-
lanceado, composto por n vértices. Vamos examinar o significado de cada um desses

conceitos.

Figura 1.1: Grafo de Turan 7;(13)



Vamos destacar as propriedades do grafo T,(13) apresentado na Figura

por meio da seguinte lista:

e O conjunto de vértices pode ser agrupado em quatro conjuntos disjun-
tos, formando uma particao do conjunto de vértices do grafo, de modo
que em cada grupo nao exista nenhuma aresta interna (um conjunto
com essa propriedade é comumente referido como "conjunto indepen-

dente”). Assim, dizemos que T4(13) é um grafo 4-partido.

e A partigao dos vértices de Ty(13) nos conjuntos Vi, Vs, V3 e V} satisfaz
[|Vil = |V;|| <1 para quaisquer ¢,j € {1,2,3,4}. Isso caracteriza o que

denominamos como uma particao balanceada.

e ScueViev eV, comi=# j, entdo {u,v} € E(T4(13)). Em outras
palavras, T;(13) possui o maior numero possivel de arestas, exceto pelas
arestas internas de cada parte. Por essa razao, referimos ao grafo de

Turan 7T4(13) como um grafo multipartido completo.

As propriedades enunciadas anteriormente sao caracteristicas compar-
tilhadas por todos os grafos de Turan Ty (n). Portanto, referimo-nos a esses grafos
como sendo k-partidos, completos e balanceados. Essas estruturas sao solugoes para

o problema extremal investigado por Paul Turan.

Teorema 1.1. (Turdn, 1941 [2])]) Sejam n,k > 2. Todo grafo com n vértices e
|E(Tk(n))| arestas que nao contém Ky1 como subgrafo é isomorfo ao grafo de Turdn

Denotamos o numero de arestas de Ty(n) por tx(n) para a qual temos

as seguintes cotas:

(k — 1)n?

M—kgtk(n) < (1.1)

2k

Em 1946, uma extensao do problema de Turan foi abordada, considerando cotas

superiores e inferiores para o caso em que o grafo proibido nao é simplesmente



K11, mas um grafo arbitrario F'. Definimos ex(n, F') como o nimero méximo de
arestas em um grafo com n vértices, sem copias de F, portanto quando F' = Ky,
temos ex(n, Kjy1) = tg(n). Além disso, y(F') representa o menor numero possivel de
conjuntos independentes que particionam o conjunto de vértices de F'. Essa defini¢ao
de x(F) é equivalente ao menor ntimero de cores necessario para colorir V(G) de
modo que, se {u,v} € E(G), entdo os vértices u e v possuam cores diferentes. Por

esse motivo x(F) é denominado nimero cromatico de F.

Teorema 1.2. (Erdds - Stone, 1946 [9]) Dados um grafo F' e € > 0, existe um ng

tal que, se n > ng vale que

n

(1—ﬁ>;—x(F)+1§eX(n,F)§ (1—ﬁ+e) ;

O teorema anterior nao fornece a identidade especifica do grafo extre-
mal, ao contrario do Teorema de Turén; no entanto, oferece informacoes sobre o
comportamento esperado desse grafo 6timo. De maneira talvez surpreendente, po-

demos concluir que, para y(F') > 3, o grafo extremal terd no méaximo,

X(F)—2n* n?
<&
ex(n, F) < =12 —|—€2
muito similar a cota inferior de arestas do grafo de Turéan, |T;_1(n)| = ty_1(n) >
%%2 — (k—1). Observe que o grafo t;_;(n) é um grafo com nimero cromético igual

1
a k — 1, o que o torna um candidato 6bvio para ex(n, F).

Para x(F') = 2, o teorema nao traz uma cota precisa para a resolugao
do problema extremal, todavia temos como informacao que a ordem de grandeza
do nimero de arestas da solugao extremal (isto é, a cota para nimero de arestas
do grafo extremal em termos assintéticos), sera menor do que n?. Existem diversas

contribuigbes para o caso do grafo bipartido, veja por exemplo [1] e [3].

4



1.1 Problema de Erdgs-Rothschild

A classe de problemas que estudaremos neste texto foi apresentada anos

mais tarde, e os problemas nesta classe ficaram conhecidos como problemas do tipo

Erdgs-Rothschild.

Seré conveniente, para descrever esse problema, apresentar a nocao de

padrao de cores.

Definigao 1.3. (Isomorfismo de grafos coloridos) Dados dois grafos coloridos Ae
B tais que {a1,...,a;} € a lista de cores do grafo Ae {b1,...,bi} € a lista de cores
do grafo l?, dizemos que A e B sdo isomorfos se existir uma bijecao g entre ambas

as listas de cores e uma bije¢ao f : V(A) — V(B), de modo que {x,y} € E(A) e
{z,y} tem cor a se, e somente se, {f(z), f(y)} € E(B) e tem cor g(a).

Defini¢ao 1.4. (Padrao de cores) Dado um grafo F, definimos um padrao de cores
P de F' como qualquer particao do conjunto de arestas de F'. Dois padroes de cores

de um grafo F sao equivalentes se existir um isomorfismo colorido entre eles.

Figura 1.2: Ambos grafos coloridos induzem o mesmo padrao.

A Figura|l.2lapresenta duas coloragoes do mesmo padrao; de fato, basta
tomar as bije¢oes f da seguinte forma: f(a) = z, f(b) = w, f(c) =z e f(d) =y ey
a bijecao que leva a cor vermelha na cor verde; a cor verde na cor azul; a cor rosa

na laranja; a cor preta na cor rosa e a cor laranja na cor vermelha.

Definimos o padrao de K, em que cada aresta estd associada a uma

cor diferente como padrao arco-iris, que denotaremos por K ,fH, conforme ilustrado

5



na Figura[3.1l Da mesma forma, o padrao no qual todas as arestas estao associadas

a mesma cor serd denotado por K %17 e o chamaremos de padrao monocromatico.

Figura 1.3: Representacoes de K[

Uma coloracao onde as arestas incidentes a cada vértice tém cores dis-

tintas é denominada de coloragao propria do grafo. Uma familia de padroes é um

conjunto cujos elementos sao padroes de cor. Diremos que K ,ffl ¢ a familia de todos

os padroes associados a coloracoes proprias de Ky, 1, a qual denominaremos como

familia de padrdes localmente arco-iris de K}, . Por exemplo, a familia K é com-

posta por quatro elementos. Os grafos coloridos da Figura induzem os padroes

mencionados:

(%1

U3

%

V4

U1

@ Uy

V3 @

V4

U1

U3

(%

V4

U1

@ U2

U3 ©

V4

Figura 1.4: Os padroes que pertencem & familia K1



Chamaremos de Ki-ff(s) a familia de padroes localmente arco-iris co-
loridos com pelo menos s cores distintas. Por exemplo, KF#(3) é exatamente igual

a KI'® enquanto KI%(6) s6 tem o padrao arco-iris.

Dado um padrao P de F' e um grafo colorido G, dizemos que G é P-
livre se nao existe uma copia de F', digamos F}, tal que a coloragao das arestas de

Iy induz o padrao P.

Os problemas que ficaram conhecidos como problemas do tipo Erd&s-
Rothschild sao aqueles em que temos uma familia de padroes P, r cores, e desejamos
maximizar o nimero de r-coloragoes livres dos padroes em P para grafos com n
vértices. Denotamos por ¢, p(G) o nimero de coloragoes de um grafo G livres dos
padroes da familia P e ¢, p(n) = max{c,.p(G),|V(G)| = n}. Por fim, um grafo
que admite ¢, p(n) coloragoes é dito (r, P)-extremal. Além disso, caso a familia P
contenha apenas um padrdo P, iremos escrever ¢, p(G), ¢, p(n) e (r, P)-extremal

para denotar as propriedades mencionadas anteriormente.

O motivo para o nome de problema do tipo Erdds-Rothschild foi o se-
guinte problema proposto em [10]. Dado um ntimero de cores e um grafo arbitrario
F, o objetivo era contar de quantos modos era possivel colorir um grafo G' com n
vértices, utilizando r cores, de modo que cada coloracao de G seja livre de copias
monocromaticas de F'. Um caso que recebeu especial atencao foi quando o grafo F'
é o grafo completo Kj,,. Erdés e Rothschild conjecturaram que, para n suficien-
temente grande, ¢, g (n) = ¢ KM (T(n)), ou seja, o grafo de extremal relativo
ao problema de Turan para Kj,; admite o maior niimero de 2-coloragoes livres
de K ,ﬁl. Yuster [25] provou a conjectura para o caso do triangulo KM e n > 6,

enquanto Alon, Balogh, Keevash e Sudakov [2] mostraram o seguinte teorema:



Teorema 1.5. Sejam k > 2 um inteiro e r € {2,3}. Existe um ng tal que todo grafo
G com n > ngy vértices satisfaz CTvKﬁ1<G) < rx(Kent) - Alem disso, o tinico grafo
ex(n, K1)

com n vértices para qual o niumero de r-coloracoes evitando K,%rl € wgual a r

¢ o grafo de Turdn Ty(n).

Alon, Balogh, Keevash e Sudakov provaram que o resultado obtido no
Teorema [1.5{nao poderia ser estendido para valores maiores de r. Foram obtidos ou-
tros avancgos ao se considerar o parametro r. Botler, Corsten, Dankovics, Frankl, Han,
Jiménez e Skokan [7] provaram, para r € {5,6}, resultados para grafos (r, K ,?j[rl)—
extremais. Para r = 6, eles mostraram que Tg(n) é o tnico grafo (6, K)-extremal
para n > ng e, para r = 5, provaram um resultado aproximado mostrando uma
cota superior da forma c5,Kéw(n) < 6/ +o(n®) Para r = D, este problema admite
varias configuragoes nao isomorfas que atingem o valor extremal em sentido assin-
totico, e os grafos extremais exatos nao sao conhecidos. Para r = 7, Pikhurko e
Staden [21] conseguiram avangar provando que o grafo de Turédn Tg(n) é o tnico

grafo (7, KM )—extremal para n suficientemente grande.

Em 2006, Balogh [4] foi o primeiro a tratar de padroes ndo-monocrométicos.
Um de seus resultados implica que, para r = 2 cores e qualquer padrao P de Kj,1,
denotado por K} 1, que usa essas as duas cores, o grafo (2, Kl +1)—extremal é o grafo
de Turén Ty (n), para n > ng. No entanto, ele também observou que para r = 3 co-
res, e considerando apenas as coloragoes do grafo completo K, com duas cores, o
nimero de coloracoes é pelo menos 3(2(3) — 1), que é mais do que o namero de
coloragoes K}-livres do grafo de Turan Ty(n). Isso mostra que o comportamento da

solugao ¢é diferente para padroes distintos de um mesmo grafo.

Os autores Benevides, Hoppen e Sampaio [6] apresentaram diversos re-
sultados gerais para o problema de Erd&s-Rothschild. O teorema enunciado abaixo

garante que a busca por grafos extremais para os problemas do tipo Erdés-Rothschild



em grafos completos pode se concentrar nos grafos multipartidos, independente-

mente do padrao estudado, o que, sem duvida, é extremamente valioso.

Considere Pk como uma familia de padroes {P,}, onde cada padrao P,
¢ de um grafo completo Kj,, com ¢ € I onde I ¢ um conjunto de indices que nao é

necessariamente finito. Podemos agora enunciar o resultado:

Teorema 1.6. Sejam r € Z, r > 2, e Px uma familia de padroes de grafos com-
pletos. Para todo nimero natural n, existe um grafo multipartido completo G* de
n vértices que é (r, Pk)-extremal, isto é, G* € r-colorido e nao tem copia de Pxk.
Além disso, para qualquer grafo G que € (r, Px)-extremal existe um grafo como G*

de modo que |E(G*)| > |E(G)].

O resultado acima foi demonstrado quando Pk é uma familia com ape-

nas um elemento em [6] e a demonstracao foi generalizada para o caso enunciado no

Teorema [1.6| em [19].

Para grafos proibindo o padrao arco-iris temos um resultado mais forte:

) k
Teorema 1.7. [16)] Sejam r e k > 2 tais que r > (k;rl)8 ™. Existe no de modo que
todo grafo de ordem n > ng possui no mdzimo r>"Ex1) coloracies livres de K,ﬁl.

Além disso, o grafo Ti,(n) é o unico grafo com n vértices que atinge a igualdade.

O Teorema [1.7] exige um namero elevado de cores r para garantir que
Tr(n) seja o grafo extremal. Os autores de [16] destacam que o mesmo resultado
provavelmente deve valer para valores menores de r. O resultado principal desse
texto tem como uma das consequéncias uma melhora para esse r, que pode ser vista

no Teorema [5.2]

Os mesmo grupo de autores provaram, em [I5], resultados especificos
para k = 2, melhorando a dependéncia nos parametros r e ng. Para r-coloracoes

KI-livres, mostraram que, para todo r > 5, existe ng tal que, se n > ng, o grafo
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Ty(n) é o (r, K:f‘)—extremal. Ja se tivermos r > 10, todo n > 5 é suficiente para
provar que Ty(n) é o grafo extremal. Hoppen, Lefmann e Nolibos [I4] abordaram
uma generalizacao desse problema, considerando o caso especifico onde as familias
proibidas consistem nos padroes de K1 com pelo menos s cores distintas, denotada
por P, com 2 < s < (k'QH) Quando s = (k;d) o unico padrao na familia é justa-
mente o padrao arco-iris; esse resultado demonstrou uma melhora significativamente
para o nimero minimo de cores r em relagao a cota apresentada no Teorema de

< rtk (TL)

ak
fato, foi demonstrado que, para ro(s) > (L%J) , temos que ¢yy(5)py,, < ,

e que o grafo extremal é isomorfo ao grafo de Turan.

O resultado obtido em [14] pode ser dividido em trés casos, considerando
o parametro s, de forma que temos cotas melhores para valores menores de s, ja
que a familia de padroes proibidas ¢ maior. Quando s < sg(k), um determinado
limiar que iremos suprimir nesse texto, foi demonstrado que Cro(s), Py, < rt(™  com
ro(s) > (s — 1)?; para so(k) < s < s1(k) foi demonstrado um resultado semelhante,
mas com 74(s) > (s — 1)7. Iremos suprimir o caso em que s > s;(k), j4 que ela nao

¢ trivial, mas recomendamos que o leitor consulte as cotas obtidas em [14].

1.2 Problema proposto, principais resultados e organizacao

do texto

O Teorema e sua generalizacao em [19] servem como inspiragao
para o principal resultado deste artigo. Buscamos obter um resultado semelhante
para uma familia ainda nao explorada na literatura: os padroes em que cada vértice
¢ localmente arco-iris. Um padrao induzido por um grafo colorido G ¢ considerado

localmente arco-iris se, para cada vértice v, as arestas associadas a v sao coloridas
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com cores distintas entre si. Em outras palavras, a definicao de padrao localmente

arco-iris é equivalente a afirmar que GG é uma coloracao propria de arestas.

Dessa forma, o objetivo dessa tese é demonstrar o resultado estabelecido
pelo Teorema m para a familia K kal(s), isto ¢, a familia de padroes de grafos

localmente arco-iris coloridas com pelo menos s cores distintas, o que estende os

k+1

5 ) o problema ¢ igual ao apresentado

resultados anteriores. Observe que para s = (

em [10], e a cota inferior obtida para r foi melhorada.

A esséncia de nossa demonstracao reside na aplicacao de uma técnica
conhecida como método da estabilidade. Um exemplo classico dessa estratégia é en-
contrado na demonstragao do Teorema [I.5] Essa técnica sugere que, se um grafo
satisfizer determinadas hipoteses, ele deve possuir alguma estrutura “bem compor-
tada”. No caso especifico do Teorema [1.5| os autores concluem que, se um grafo tiver
pelo menos o mesmo numero de coloragoes que um grafo de Turén, entao ele nao
pode diferir muito do grafo de Turan e deve, portanto, possuir uma particao com

poucas arestas internas. O resultado por eles demonstrado é o seguinte:

Lema 1.8. Seja k inteiro positivo. Entao para todo 6 > 0 existe ng tal que se G €
um grafo com n > ng vértices com pelo menos 3% ™ coloragdes com trés cores livres

de K,%rl, entdo existe uma parti¢io do conjunto de vértices V(G) = Vi U--- UV} tal

que Y. e(V;) < on.

Diremos nesse caso que os padroes monocromaticos satisfazem um cri-
tério de “estabilidade” para trés cores. De forma andloga, podemos expandir essa
noc¢ao para uma familia qualquer de padroes, isto é, dados uma familia de padroes
P de Ki,1 e um nimero r de cores, dizemos que P satisfaz o critério de estabili-
dade com respeito a r se vale o seguinte: para todo d > 0 se um grafo G com n
vértices satisfaz c,p(G) > (™ entdo existe uma partigio dos vértices de G em
k partes de modo que o nimero de arestas internas seja menor do que on?. Além

disso, mostraremos que qualquer solucao extremal para uma familia de padroes que
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satisfazem o critério de estabilidade deve ser k-partida, chamamos essa parte do pro-
cesso de resultado exato. As técnicas utilizadas para demonstrar essa propriedade se

beneficiam principalmente do Lema da Regularidade de Szemerédi (Teorema .

Uma implicagao das provas utilizando o método descrito acima ¢ a ne-
cessidade de um ntmero muito grande de vértices para se construir um grafo que
satisfaca as condigOes propostas, ja que o Lema da Regularidade de Szemerédi pro-
duz um ng(k) que é do tipo torre de 2, dependendo de k, como podemos ver no
Teorema [£.9} outros resultados semelhantes podem ser consultados em [I3]. Descre-

veremos com mais detalhes o Lema de Regularidade no Capitulo 4.

Os resultados apresentados a seguir sao originais desse trabalho. Apre-
sentaremos abaixo um resultado no qual denominaremos “resultado exato”. Esse re-
sultado demanda como hip6tese o conceito de “propriedade de estabilidade de cores”,
o qual sera abordado em detalhes no Capitulo 5. Demonstramos o seguinte resultado

exato, baseado no resultado apresentado por Hoppen, Lefmann e Odermann em [I5]:

Teorema 1.9. Seja k > 3 e seja P uma familia de padroes Ky1, tal que (Kgi1,P)
satisfaz a propriedade de estabilidade de cores para um inteiro positivo r > e(k+1).
Entao existe ng tal que cada grafo de ordem n > ng tem no mdximo rKe)
coloragoes P-livres. Além disso, o unico grafo com n vértices que possui re<mKr+1)

coloragoes P-livres é o grafo de Turdn Ti(n).

Para enunciar o resultado de estabilidade, consideraremos a func¢ao

rolk.s) = (s+2)7  sese{o(k),..., (1) — [EL] 4+ 1}, )

(s+2)%+3 parase {(*I") - B2 +2,..., ("IN},
com o(k) = k se k + 1 for par e (k) = k + 1 caso contrario. Usaremos a fungao

0 : N — N frequentemente durante a tese.

Foi obtido o seguinte resultado evitando padroes localmente arco-iris,

co1m s cores:
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Teorema 1.10. Sejam k > 3, s € {o(k),..., (kgl)}, com o(k) =k se k+1 for par
se o(k) = k+ 1 caso contrdrio, e r > ro(k,s) inteiros positivos, onde ro(k,s) foi
definido em . Entao, para cada § > 0 existe um inteiro positivo ng tal que, se G
¢ um grafo com |V (G)| = n > ng vértices e, além disso, Cr,K;ffl(s)(”) > pex(m ki)

entio existe uma particio V(G) = Wy U---U Wy tal que S5, e(W;) < on®.

Combinando os Teoremas [[.9) e [I.I0, obtemos imediatamente o resul-
tado exato correspondente ao resultado de estabilidade. Consideramos que essa seja
a principal contribui¢ao do nosso trabalho.

Teorema 1.11. Sejam k > 3, s € {a(k),...,(kgl)}, com o(k) =k se k+ 1 for
par se o(k) = k+ 1 caso contrdrio, e r > ro(k,s) inteiros positivos, onde ry(k, s)
foi definido em . Existe ng de modo que todo grafo de ordem n > ng possui no

n, Kk 11

mdzimo 1 ) coloragdes livres de KFE (s). Além disso, o grafo Ty(n) € o tinico

grafo com n vértices que atinge a igualdade.

Um resultado fundamental para a demonstragdo do Teorema [I.10] foi
definir um algoritmo que fosse capaz de encontrar coloragoes localmente arco-iris em
determinadas situagoes. Foram provados dois resultados nesse sentido, o Teorema
3.14]e o Teorema [3.15] que foram fundamentais para obter dois resultados auxiliares
de imersao: Teorema [3.16] e Teorema [3.18 Também foi demonstrado um caso par-
ticular para as familia dos padroes que sao “quase localmente arco-iris”. Um padrao
localmente arco-iris de Kj.1 é dito minimal se for um padrao localmente arco-iris

com o menor numero possivel de cores.

Definigao 1.12. (Padrées quase localmente arco-iris) A familia de padroes quase
localmente arco-iris de K1, denotada por QKkal, contém todos os padroes P de
K1 para os quais podemos alterar a cor de no mdximo uma aresta de P para obter

um padrao localmente arco-iris minimal.
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(%1 Uy V1 (%

V3 Vg V3 (7

U1 V2

V3 V4

Figura 1.5: Os trés padroes distintos da familia Q) Kjy.

Esta familia de padroes, cujos padroes para k = 3 estao exemplificados
na Figura [1.5] sao os padroes proibidos analisados no Teorema [5.10} Esse resultado
é interessante por apresentar uma familia de grafos proibidos que admitem como
solugdo os grafos de Turdn apenas quando o nimero de cores r € (ry,7g), onde
ry > 2 e rg € N. Uma discussao aprofundada desse tema serda abordada na Sec¢ao

0.2l

O trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, realiza-
remos uma compilagao de defini¢oes basicas e teoremas bem conhecidos na area. O
Capitulo 3 contém parte dos resultados originais dessa tese, abordaremos os teore-
mas e lemas necessarios relacionadas as familias de padroes K (s), esses resultados
serao essenciais no Capitulo 5. O Capitulo 4 apresentara técnicas especificas (ou mais
robustas) utilizadas neste trabalho. O Capitulo 5 aplicara os métodos de estabili-
dade para resolver a proposta do texto. Por fim, no Capitulo 6, apresentaremos
ideias gerais de como a proposta deste trabalho de tese pode ser ainda estendida e

explorada.
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2 DEFINICOES E FERRAMENTAS BASICAS

Nesse capitulo enunciamos algumas defini¢oes basicas para grafos e tam-
bém alguns resultados que sao amplamente conhecidos na area de grafos. Optamos
por essa abordagem para que esse texto seja, na medida do possivel, auto-contido,
facilitando a sua leitura nao apenas para os membros da banca, mas para qualquer
pessoa que venha a se interessar pelo assunto. Por isso, incluimos aqui as definigoes
formais de conceitos bésicos que serao utilizados ao longo do trabalho, bem como
alguns resultados classicos que serao uteis no que vem a seguir. O leitor experiente
pode passar diretamente ao préoximo capitulo e retornar caso queira esclarecer algum

ponto na leitura.

Um conceito fundamental nas demonstragoes desse texto é o conceito
de “copia”, que definimos formalmente em [2.3] Para tanto apresentamos a seguinte

definicao auxiliar

Definigao 2.1. (Isomorfismo entre grafos) Dois grafos R e S com n vértices sao iso-
morfos se existe uma bijecao ¢ : V(R) — V(S) que satisfaz a sequinte propriedade:

para cada aresta {u,v} € E(R), temos {¢(u), p(v)} € E(S) e vice-versa.

Também é fundamental o conceito de subgrafo.

Definigao 2.2. (Subgrafo) Um grafo S é considerado subgrafo de G, denotado por
S C G, se V(S) C V(G) e, para cada aresta {z,y} € E(S), temos que {z,y} €
E(G).

Podemos desse modo enunciar a defini¢cao de copia.

Defini¢ao 2.3. (Cdpia) Dados os grafos G e F, dizemos que eziste uma copia de

F em G se houver um subgrafo de G isomorfo a F.
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Frequentemente utilizamos a nocao de “subgrafo induzido” quando de-
sejamos que todas as arestas do grafo original para as quais existam vértices corres-

pondentes no subgrafo também pertengam ao subgrafo.

Definicao 2.4. (Subgrafo Induzido) Dizemos que S é um subgrafo induzido de G se
S C G e, para quaisquer x,y € V(5), tal que {x,y} € E(G), temos que {z,y} €
E(9).

As préoximas definigoes sao necessarias para definir o Teorema de Hall,

que sera aplicado nos nossos resultados.

Definigao 2.5. (Emparelhamento) Um conjunto de arestas M em um grafo G é dito
um emparelhamento, se para cada v € V(G) eziste no mdximo uma aresta em M

mcidente em v.

Definicao 2.6. Dado um grafo G e um emparelhamento M de G, dizemos que M
satura x € V(G) se existe uma aresta de M incidente a x. Nesse caso dizemos que

x € M -saturado.

Definigao 2.7. (Emparelhamento perfeito) Um conjunto de arestas M de um grafo
G € dito um emparelhamento perfeito se todos os vértices de G sao saturados por

M.

@ ®O ®O O
(2 ©® ©® ©)
@) ©® 0 @
@ ®® ®®

As duas tltimas figuras sao emparelhamentos perfeitos do grafo representado na

primeira imagem.
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Podemos enunciar o Teorema de Hall, que é um resultado classico na

teoria dos grafos. Para uma demonstragao, veja, por exemplo, [24].

Teorema 2.8. (Teorema de Hall) Seja G um grafo com biparticao (X,Y). Entao

G contém um emparelhamento que satura cada vértice de X se, e somente se,
IN(S)| = [5], VScCX

onde N(S) € a vizinhanca de S em G.

Um outro tipo de resultado cléssico que sera utilizado se refere ao ni-

mero de arestas em subgrafos multipartidos de um dado grafo.

Teorema 2.9. Seja G um grafo com n vértices e |E(G)| > 0 arestas, entdo existe

um subgrafo bipartido G' C G, tal que |E(G')| > |E(2—G)‘

Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao. Paran = 2, G = Ky é o
tnico caso possivel e como G ja é bipartido, G’ = G satisfaz o teorema. Considere
que o resultado seja verdadeiro para n — 1. Seja G um grafo com n vértices. Fixe
r € V(G), tal que x é um vértice com grau minimo, isto &, |N(z)| < |N(y)l,
para todo y € V(G), sendo que N(y) é o conjunto de arestas incidentes a y. Seja
H =G\{z}, claramente |V (H)| > 0. Pela hipotese de indugdo, seja V (H') = H;UH,
uma bipartigdo que satisfaz o teorema para H. Sejam ny = |N(z) N E(H;)| e ny =
|N(z)NE(Hz)|. Se ny > no, entdo V(G') = (H;U{z})U H; forma uma biparti¢ao de
x que satisfaz a hipotese (para frisar: ignoramos as arestas entre x e Hy, mas iremos
manter as arestas entre z e Hy, preservando assim pelo menos metade das arestas).

Caso contrario, V(G') = H; U (Hy U {x}) ¢ a biparticio que satisfaz o teorema. [

O Teorema 2.9 pode ser generalizado para grafos multipartidos, com
uma demonstragao similar.
Teorema 2.10. Seja G um grafo com n vértices e |E(G)| > 0 arestas, entdo existe

um grafo k-partido G', subgrafo de G, tal que |E(G")| > %|E(G)|
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3 RESULTADOS DE COLORACOES PARA
PADROES LOCALMENTE ARCO-IRIS

Apresentaremos neste capitulo as ferramentas que foram adaptadas ou
construidas para tratar o caso especifico de padroes localmente arco-iris. Iniciaremos

com um conjunto de resultados e definicoes conhecidos na literatura.

Defini¢ao 3.1. (Vértice localmente arco-iris) Dado um grafo colorido G, diremos
que um vértice v € G € localmente arco-iris se todas as arestas incidentes a v tém

cores distintas.

Defini¢ao 3.2. (Coloragao propria) Dado um grafo G dizemos que uma colora-
¢ao propria de G € um grafo colorido G onde cada vértice possui todas as arestas

incidentes com cores distintas.

Definicao 3.3. (Indice cromdtico) O indice cromdtico de um grafo G € o nimero
minimo de cores necessdrias para colorir todas as suas arestas de modo que duas

arestas vizinhas nao possuam a mesma cor. Denotaremos por xX'(G) o indice cromd-

tico de G.

Definicao 3.4. (Padrao localmente arco-iris de Kyi1) Um padrio de cores local-

mente arco-iris € um padrao induzido por alguma coloracao propria de K.

Um exemplo de padrao localmente arco-iris é dado na Figura [1.4]

Teorema 3.5. (Teorema de Vizing [23]) Todo grafo G tem indice cromdtico que

satisfaz X' (G) = A(G) ou X' (G) = A(G) + 1.

Definicao 3.6. Seja G um grafo e A(G) o seu grau mdximo. Se o indice cromdtico
de G € tal que X' (G) = A(G), dizemos que G € de Classe 1. Se X' (G) = A(G) + 1,

dizemos que G € de Classe 2.

Teorema 3.7. [23] O grafo completo K, é de Classe 1 se p € par e de Classe 2 se

p € impar.
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Nesse trabalho estaremos interessados em saber quando é possivel en-
contrar uma determinada coloracao dada uma lista de cores disponiveis em cada
uma das arestas, um problema ligeiramente diferente do problema classico. Para

tanto utilizamos a nogao de indice lista-cromatico (“edge list coloring”).

Definigao 3.8. (Indice lista-cromdtico) Se G é um grafo tal que cada aresta e tem
uma lista nao-vazia de cores l., dizemos que G admite uma coloragao propria de lista
se G possui uma coloracao propria tal que a cor de cada aresta pertence a respectiva
lista. O indice lista-cromdtico € o menor numero tg para o qual sempre existe uma
coloracao propria de lista para G, independentemente da atribuicao de listas I, com

|l.| > tq. Denotamos esse niimero por x;(G).

E claro que para qualquer grafo G, temos que x(G) < x;(G), pois
o indice cromético pode ser visto como o caso em que todas as listas sao iguais.
A desigualdade oposta é uma conjectura que foi proposta independentemente por

diversos autores, como por exemplo [17].
Conjectura 3.1. (Conjectura da coloragao de lista) Para todo grafo G temos que

x(G) = x(G).

Em 1979 Jeff Dinitz 8] propos como conjectura o caso particular apre-

sentado abaixo, que foi demonstrado em 1994 por Frei Galvin.

Teorema 3.9. ([12]) O indice cromdtico do grafo bipartido K, , € igual a n para

todo n € N.

Nesse trabalho nao seré necessério mais do que o resultado apresentado

abailxo.

Teorema 3.10. ([18]) Para todo n temos que x,(K,) < n.
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3.1 Construindo coloracoes localmente arco-iris

Pretendemos apresentar um algoritmo de coloragao para obter padroes
localmente arco-iris. Para tanto comegamos primeiro com o caso mais simples: o

grafo completo Kjy.

Uma definicao tutil serd o conceito de grafos multicoloridos.

Definigao 3.11. (Grafo multicolorido) Seja G um grafo. Definimos um grafo multi-
colorido G, cujos os conjuntos de vértices e arestas sao iguais aos do grafo G, como
um grafo em que cada aresta e € E( Q) estd associada a uma lista finita e nao-vazia

de cores L,.

{Vermelho, Amarelo, Azul}

Figura 3.1: Do lado esquerdo um grafo G com dois vértices e uma aresta, do lado

direito um possivel grafo multicolorido G

Podemos gerar uma coloragao especifica de G' através do grafo multico-
lorido G, a qual denotamos por é’; fazemos isto escolhendo uma cor em cada lista

associada as arestas de G.

Definicao 3.12. Dado um grafo multicolorido H e um padrao P dizemos que H €
livre de P se nao existe uma coloragao possivel das arestas de H que possuam copia
de P. Analogamente, um grafo multicolorido H ¢é livre de uma familia de padroes P

se for livre de todos os padroes na familia.
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O teorema abaixo é uma consequéncia do resultado provado por Galvin
(Teorema [3.9), mas por completude do trabalho demonstraremos o resultado com

técnicas que acreditamos podem ser generalizadas em um resultado mais geral.

Teorema 3.13. Seja G um grafo multicolorido com 4 vértices, e M um empare-
lhamento em G, onde cada aresta de M tem uma lista de tamanho unitdrio e cada
aresta de G\ M estd associada a uma lista com pelo menos 4 cores, entao existe um

modo de colorir G onde cada vértice € localmente arco-iris.

Demonstragao. Iremos demonstrar para G = K,. Claramente o resultado segue para

qualquer subgrafo de Kj.

Considere que o conjunto {vy, vs,v3,v4} = V(G), e assumiremos, sem
perda de generalidade, que as arestas emparelhadas sao {vy,v9} e {vs,v4}, € as cores
fixadas sdo oy, a2. Iremos denotar o conjunto de cores associados as arestas {v;, v}

. ’ ’ ~ ,
pelo conjunto [; ;. Observe que |[; ;| > 4 se {v;,v;} nao ¢ uma aresta emparelhada.
Encontraremos uma coloragao localmente arco-iris para K, onde as listas associadas
~ ’ . ~ . .
sa0 l;; = [; ; \ {a1, @z}, onde {v;,v;} € uma aresta ndo emparelhada, o que implica
uma coloraca@o localmente arco-iris para o problema original. Observe que |; ;| > 2.
Assumiremos o pior caso possivel e denotaremos Iy 3 = {a,b},l14 = {a1,b1},lo4 =

{C, d} (§] 12’3 = {Cl,dl}.

vy ay U9

U3 (0%} U4

«

Figura 3.2: Caso em que |l;3Nly4| =1
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Assuma inicialmente que existe uma cor em comum entre os conjuntos
l13 e la4, ou entre os conjuntos ;4 e ly3, ambos os casos sao similares, como na
Figura 3.2l Portanto iremos resolver o primeiro caso e o segundo ira seguir de forma

analoga.

Seja ¢ essa cor em comum. Iremos escolher essa cor para colorir as
arestas {vy,vs} e {vg,v4}. Falta colorir as arestas {vy,v4} e {v9,v3}. Mas como
inicialmente existiam 2 possibilidades de cores para cada aresta, na pior das hipéteses
a cor ¢ pertence a ambas as listas, nesse caso sobra uma opg¢ao de cor em cada
lista. Desse modo podemos escolher as cores dy € l;4 e dy € la3 de modo que
di,dy & {aq,a,c}, além disso como a escolha de d; ndo afeta a escolha de dj

podemos concluir que existe uma coloragao para o qual G é localmente arco-iris.

Suponha entao que |l; 3N ls4| = |l1.4N 23] = 0. Podemos particionar os

casos da seguinte forma:

(1) ”173 N 1174| =0 (a) |l274 N l273’ =0
(2) |l Nlial =1 (b) |loa Nlos = 1
(3) |l173 N l174| =2 (C) |l2’4 N l2’3| =2

onde os casos possiveis sdo uma combinagdo entre (1-2-3) e (a-b-c).

Além disso, por simetria, claramente os casos 1b e 2a; 1c e 3a; 2¢ e 3b sao similares.

Caso 1a Escolha as seguintes cores: para [; 3 tome a; para lp 4 tome c.
Além disso, para [; 4 tome aq, se a; # ¢, caso a; = ¢ tome by; e por fim, para ly3

tome cq, se ¢; # a e caso ¢; = a tome dj.

As coloragoes possiveis aparecem na Figura [3.3]
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U4 U3

(d)

(c)

Figura 3.3: opgao a: a1 # ce ¢y # a. Opgao b: a; # ce ¢ = a. Opgao c: a; = c e

¢y # a. Opgao d: a; = ce ¢; = a.

Caso 1b Vamos supor que ¢; = c¢. Portanto, escolha as seguintes cores:
para l; 3 tome a; para l4 tome d. Além disso, para ;4 tome a;, se a; # d, caso

a; = d tome by; para lp3 tome ¢; pois sabemos que ¢; # a, ja que ¢; = ¢ e temos

que {a,b} N{c,d} = 0.
As coloragoes possiveis podem ser observadas nas Figuras [3.4)[3.5]
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tl)l C1
a d
L @
V3 (o) U4 U3 a Uy
Figura 3.4: a; #decy #a Figura 3.5: a; =dec; #a

U3 (0] V4

Figura 3.6: coloracao possivel de K,

Caso 1c Temos nesse caso que ¢; = ¢ e d; = d. Sabemos que a # ¢, ja
que ¢; = c e {a,b} N{c,d} = (). Vamos fazer a seguinte escolha de cores: escolha a
para [y 3 e d para [y 4; escolha a; para l; 4 se a; # d. Caso a; = d, escolha b;; escolha

c1 para ly 3. (Observe que ¢; = ¢ # d).

Portanto as coloracoes validas também sao aquelas apresentadas nas
Figuras [3.4] e [3.5]
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Caso 2b Vamos supor que a; = a e ¢; = c¢. Podemos fazer a seguinte

escolha de cores: escolha b para [} 3 e d para ly4; escolha a; para l14 € ¢; para ly3.

Observe que a = a; # d, pois {a,b} N{c,d} = 0;
Portanto temos a configuracao apresentada na Figura |3.6| ¢ valida.

Caso 2c Suponha que a; = a. Além disso temos que ¢; = c e d; = d.
Temos que ¢; # b, ja que ¢; = ¢ e {a,b} N {c,d} = 0. Podemos fazer a seguinte
escolha de cores: escolha b para a aresta [y 3 e d para ly4; escolha ¢, para a aresta

l2,3; Escolha a; para [y 4. Portanto temos a configuracao apresentada na Figura .

Caso 3c Sabemos que a; = a,b; = b e ¢ = ¢,d; = d. Além disso
podemos afirmar que ¢; # b e dy # a;. Pois se ¢; = b teriamos que b = ¢; = ¢, um
absurdo, pois |l; 3 Nls4| = 0. Além disso, se d; = a; também teriamos um absurdo,
pois a = a; = d; = d. Tome portanto as cores: escolha b para a aresta [y 3 e d para
a aresta [y 4; escolha a; para a aresta [; 4 e escolha c; para a aresta lp 3. Novamente,

a Figura [3.0] apresenta uma coloragao valida.

]

Teorema 3.14. Sejam G um grafo multicolorido com 2l vértices, com | > 2, e M
um emparelhamento perfeito de G, tal que as arestas em M estao associadas a listas
nao-vazias, e cada aresta em G\ M estd associada a uma lista com 2l + 2 cores,

entao existe uma coloracao de G onde cada vértice é localmente arco-iris.

Demonstragao. Considere J = (ay, ..., q;), um vetor formado por uma cor da lista
de cada aresta emparelhada. Iremos encontrar uma coloragao para o grafo H que
seré construida a partir do grafo G da seguinte forma: tome os conjuntos de arestas e
vértices de H iguais aos conjuntos de arestas e vértices de G, e para as listas de cores
associadas as arestas de H tome, caso a aresta pertenca ao emparelhamento M uma
lista qualquer de cores possiveis de tamanho 2/, para as demais arestas considere [,

a lista de cores associadas a essa aresta em G; iremos tomar como lista em H a lista
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I, = l.\ {ai,q;}, onde oy, a; sdo os possiveis vizinhos de I, em relagio as arestas
que pertencem ao conjunto de cores fixadas .J, é possivel fazer essa escolha pois
cada aresta fora do emparelhamento é vizinha de no maximo duas arestas em M,
temos assim que || > 2. Como cada aresta de H admite pelo menos 2! cores nas
suas arestas existe uma coloracao propria de H. Podemos estender essa coloracao
para GG com o seguinte procedimento: para as arestas nao emparelhadas podemos
manter a mesma cor ja que l/e C l. e para as arestas emparelhadas iremos manter
a cor inicialmente atribuida pelo vetor .J, observe que a nova coloracao continuaré
a ser propria pois as arestas emparelhadas nao sao vizinhas entre si e com relagao
as demais arestas, como {a;,o;} ¢ l; é impossivel que alguma escolha de cor se
repita. [

k+1

Lema 3.15. Fize k tmpar e s € {k,..., ("}

)} Dados G um grafo multicolorido
com k 4+ 1 vértices e M um emparelhamento perfeito de G, onde cada aresta de M

estd associada a uma lista de tamanho, pelo menos:

1, sese{k,....("T") - +1}

s- () =51, se se{(5) -5 +2.. (W)}

e as demais arestas de G estao associadas a listas com tamanho pelo menos s +
2, entao existe uma coloragao localmente arco-iris de G com pelo menos s cores
distintas.

Demonstragao. Considere primeiro o caso onde s € {k, ..., (k;ﬂ) — % + 1}. Deno-
taremos o conjuntos das coloragoes localmente arco-iris de G por C(G), sabemos,
pelo Teorema m que esse conjunto é nao-vazio. Seja G e C(G), tal que G tenha
o maior nimero possivel de cores distintas, digamos [ cores distintas. Se [ > s o

resultado esta provado. Suponha, por absurdo, que [ < s.

~

Fixe o conjunto de arestas coloridas J = E(G) \ E(M). Seja C(M) o
conjunto de coloracoes distintas para o qual conseguimos colorir M de modo que
IUJ é uma coloragao localmente arco-iris de G, onde I € C'(M). Para cada coloragao

em T' € C(M) podemos considerar o nimero de cores distintas de T'; considere ¢ a
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fungao que associa o conjunto de coloragao C'(M) com o nimero méaximo de cores

distintas alcan¢ado por alguma coloragao de C(M).

Suponha primeiro que ¢(C(M)) = 1. Nesse caso as arestas nao empa-
k+1\ _ k+l ~
9 ) 5 arestas nao
EHT) _ kel

5 “5— cores, desse

relhadas estao coloridas com [ — 1 cores distintas. Existem (
emparelhadas que estao coloridas com [ — 1 < s — 1 < (
modo alguma cor estd sendo usada mais do que uma vez, no conjunto das arestas
nao emparelhadas. Seja e uma aresta nesse conjunto e L. a lista de cores associadas
a essa aresta; temos que, em G, |L.| = s + 2, logo, como o grafo G esta colorido
com [ < s cores existe uma cor na lista L, que nao pertence a G’, portanto podemos
trocar a cor da aresta por essa cor. O grafo resultado possui [ 4+ 1 cores distintas,

um absurdo. Logo [ > s.

Considere agora o caso ((C(M)) > 1, fixe T e C(M) a coloragao que
admite o nimero de cores distintas igual a ((C(M)). Temos duas situagoes agora,
ou as arestas nao emparelhadas estao coloridas com menos do que [ cores (e nesse
caso segue como anteriormente) ou elas utilizam todas as [ cores, nesse caso existe
alguma aresta nao emparelhada que esté colorida com alguma cor de T. Seja e essa
aresta e L, a lista de cores associadas a essa aresta; temos que, em G, |L.| = s+ 2,
logo, como o grafo G esté colorido com | < s cores existe uma cor na lista L, que
nao pertence a (3, portanto podemos trocar a cor da aresta por essa cor. O grafo

resultado possui [ + 1 cores distintas, um absurdo. Logo [ > s.

Agora iremos demonstrar o segundo caso. Fixe s € {(k—gl) — % +
2,..., (kgl) }. Iremos proceder de forma analoga a demonstragao anterior, mas agora
, Lo k41
¢ necessario que as arestas emparelhadas tenham ao menos s — (( ; ) — %) cores

distintas para ser possivel completar a coloragao.

Sabemos, pelo Teorema [3.15, que o conjunto C(G) ¢é nao-vazio. Seja
GecC (G), tal que G tenha o maior ndmero possivel de cores distintas, digamos [

cores distintas Suponha, por absurdo, que [ < s.
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Sabemos que ((C(M)) > s — ((k;rl) — E). Seja T € C(M) qualquer

coloracao que admite o maior niimero possivel de cores distintas.

Considere primeiro o caso em que nao existe nenhuma cor em comum

entre T e G \ M. Como existem (k;rl) — % arestas nao emparelhadas que estarao

coloridas com no méaximo [—((C(M)) cores distintas e [—((C(M)) < s—((C(M)) <

(31 - 5

5 5 isso implica que alguma cor estd sendo usada mais de uma vez, no

conjunto das arestas nao emparelhadas. Seja e uma aresta nesse conjunto e L. a
lista de cores associadas a essa aresta; temos que |L.| = s + 2, logo, como o grafo
G esta colorido com [ < s cores existe uma cor na lista L, que nao pertence a é,
portanto podemos trocar a cor da aresta por essa cor. O grafo resultado possui [ + 1

cores distintas, um absurdo. Logo [ > s.
Considere agora que o conjunto de cores entre 7' e G\ M é nao-vazio.

Seja ¢ uma cor em comum entre TeG \ M e a aresta nao emparelhada
e € G a aresta associada a essa cor. Seja L. a lista de cores associada a essa aresta.
Temos que |L.| = s+2. Logo, como | < s existe uma cor na lista L, que ndo pertence
a G portanto podemos trocar a cor da aresta e por alguma cor que nao pertence a

G.O grafo resultante possui [ + 1 cores distintas, um absurdo. Logo [ > s.

3.2 Resultados do tipo imersao: encontrando cotas para

coloracoes localmente arco-iris.

Os resultados nessa secao se concentram em demonstrar que, em de-
terminadas situagoes, nao podemos adicionar arestas demais em um grafo sem criar
uma copia de um grafo localmente arco-iris, portanto optamos por chamar de resul-

tados do tipo “imersao”.
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Teorema 3.16. Fize s € {a(k),...,(k;rl)}, onde o(k) = k se k+ 1 for par e
o(k) = k+ 1 caso contririo. Seja H' um grafo multicolorido com m wvértices que
¢ K[ (s)-livre e seja W' C H' um grafo k-partido. Considere que as arestas em

W’ estao associadas a listas com pelo menos s + 2 cores e as arestas em H' estao

assoctadas a listas com pelo menos:

1 cor,se s € {o(k),..., (kgl) — B+ 1}

§- ((k;d) - L%J ) cores, se s € {(k‘gl) — L%J +2,..., (k;rl)}

Suponha também que e(W') = ex(m, K1) — 20m?, onde 0 < o <
—=((7) — ex(m, Kj41)). Entio e(H') — e(W') < 6om?.
Demonstrac¢ao. Nessa demonstracao, em nome da simplicidade, iremos efetuar al-
gumas vezes a uniao entre um grafo e um conjunto de arestas, entenda nesse caso
essa operagao como o resultado obtido com a unido de um grafo com o grafo gerador

daquele conjunto de arestas. Seja D = E(H') \ E(W’)

Suponha por absurdo que | D| > 6om?, portanto existe um determinado
grafo Ny = W/ U Dy, onde D; C D e |D;| = 60m?. Precisamos checar se é possivel
realmente adicionar tantas arestas em D. Observe que e(N7) = ex(m, K1) +4om?,

temos, por outro lado, ex(m, K1) + 4om? < (7;) =e(Kp).

Como e(W') = ex(m, Ki11) — 20m? e W' ¢ k-partido ao se considerar
a partigao Vi, ..., Vi de V(W’), temos que apenas 20m? das arestas de D; podem ser
arestas do tipo E(V;, V;). Portanto considere Dy C Dy, de modo que Dj é o conjunto

de arestas de D; com dois vértices na mesma classe, temos |Dy| > 4om?.

Podemos considerar o grafo obtido através das arestas de Dy e sabemos,
pelo Teorema [2.9, que existe um grafo bipartido que é subconjunto desse grafo e
preserva mais do que metade das suas arestas. Seja D3 o conjunto de arestas desse

grafo. Temos assim D3 C Dy, com |D3| > |Ds|/2
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Seja Ny = W' U D3. Temos que e(N2) > ex(m, Ki.1), portanto, pelo

Teorema de Turan, existe K1 € Ns.

Observe que essa copia de Ky 1 possui no maximo (k+1)/2 arestas em
Ns. Isso acontece porque em cada Vi, ..., Vi podemos ter no maximo dois vértices
dessa copia, ja que D3 nao produz triangulo. Além disso as arestas em Ny possuem

listas de cores associadas de tamanho pelo menos:

1 sese{ok),..., ("5 — [E] + 1},

s- () = ) se s e (M) = M1 w2 (),

e as demais arestas estao associadas a listas de tamanho pelo menos s + 2 cores.
Portanto, se k+1 for par, pelo Lema|3.15, podemos colorir com um padrao localmente
arco-iris com no minimo s cores distintas, o que configura em um absurdo, ja que
N, C H'. Caso k + 1 seja impar iremos aplicar o Lema para o subgrafo T' =
Ky \ {v}, para algum vértice v. Para cada aresta {v,v;} fixe uma cor «;, e para
cada aresta de cores disponiveis em T podemos tomar a lista antiga excluindo a cor
«;, e aplicar o Lema [3.15 temos entdo que existe uma coloragao localmente arco-
iris com pelo menos s — 1 cores. Para concluir podemos completar com a coloragao
fixada inicialmente, ja que cada «; nao pertence a vizinhanca de v;; caso a coloragao
final tenha pelo menos s cores distintas temos a contradi¢ao desejada. Suponha que

a coloragao obtida tenha exatamente s — 1 cores distintas. Para s < (k'QH) — g + 1,
k+1

; k+1) k

, ) — 5 cores distintas temos que alguma cor

) € No Mmaximo ( 5

como existem (

aparece aparece repetida em alguma aresta nao emparelhada, ja que existem %

arestas emparelhadas. Podemos trocar a cor dessa aresta por alguma cor que nao

aparece na coloracao, ja que cada aresta estd associada a uma lista com s + 2

k+1)

k .
, ) — 5+ 1, podemos repetir os argumentos apresentados

cores. Para quando s > (
no Lema [3.15, os quais repetiremos por questao de completude. Considere M o

emparelhamento perfeito do grafo T'.
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Fixe o conjunto de arestas coloridas J = F(Kjy11) \ E(M). Seja C(M)
o conjunto de coloragoes distintas para o qual conseguimos colorir M de modo que
I'UJ é uma coloracdo localmente arco-iris de Ky, onde I € C(M). Para cada
coloragdo em S € C(M) podemos considerar o nimero de cores distintas de S;
considere ¢ a func¢do que associa o conjunto de coloragao C'(M) com o ntmero
méximo de cores distintas alcangado por alguma colora¢ao de C'(M). Sabemos que
((CM)) >s—(("31) = £). Seja T e C(M) qualquer coloracio que admite o maior

ntmero possivel de cores distintas.

Considere primeiro o caso em que nao existe nenhuma cor em comum

entre T e Kyq \ M. Como existem (k‘gl) - %

coloridas com no méximo s—1—{(C(M)) cores distintas e s—1—((C(M)) < (k;rl) —k

arestas nao emparelhadas que estarao

isso implica que alguma cor estd sendo usada mais de uma vez, no conjunto das
arestas nao emparelhadas. Seja e uma aresta nesse conjunto e L. a lista de cores
associadas a essa aresta; temos que |L.| = s+ 2, logo podemos trocar a cor da aresta

por essa cor. O grafo resultado possui s cores distintas, um absurdo.
Considere agora que o conjunto de cores entre 7' e Ky \ M é ndo-vazio.

Seja ¢ uma cor em comum entre TekK k+1\M e a aresta ndo emparelhada
e € G a aresta associada a essa cor. Seja L. a lista de cores associada a essa aresta.
Temos que |L.| = s+2. Logo existe uma cor na lista L. que ndo pertence a coloragao
fixada inicialmente, portanto podemos trocar a cor da aresta e por alguma cor que

nao pertence a coloracgao. O grafo resultante possui s cores distintas, um absurdo. [J

Para o préoximo teorema iremos precisar de um resultado auxiliar para

coloragoes.

Lema 3.17. Seja k € N*. Considere Ky 1 o grafo completo com k + 1 vértices e
considere que uma de suas arestas estd associada a uma lista nao-vazia de qualquer

tamanho e as demais estao associadas a listas com pelo menos s + 3 cores. Entao
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existe uma escolha de cores nas listas correspondentes que formam uma coloracao

propria de Kiy 1 com pelo menos s cores.

Demonstragao. Seja e € E(Kg.1) a aresta associada a lista ndo-vazia e fixe a uma
cor dessa lista. Para cada lista [, associada a pelo menos s 4+ 3 cores considere a
lista auxiliar I, = [\ {a}. Considere agora que k + 1 é par, e uma lista qualquer de
cores [y, com tamanho s+ 2 de modo que a & [;. O grafo completo K4 onde cada
aresta ao invés de estar associada a lista [, estd associada a lista [, e a aresta e esta
associada a lista [y admite uma coloracao prépria pelo Lema , além disso, como
l; C l. a mesma coloragao a vale para o problema original, exceto para a aresta e,
mas podemos tomar essa cor igual a «, pois a & l/e para toda aresta na coloracao

escolhida.

Caso k + 1 seja impar escolhemos um vértice v € Ky, e considerar o
grafo T = Kj41 \ {v}. Para cada aresta {v,v;} iremos fixar uma cor «;, e para cada
aresta de cores disponiveis em 1" podemos tomar a lista antiga excluindo a cor «;, e
aplicar o procedimento descrito para o caso par. Para concluir podemos completar

com a coloragao fixada inicialmente, o que é um absurdo. O

Teorema 3.18. Sejam H' um grafo multicolorido com m vértices, KEE (s)-livre
e H" ¢ H', um grafo multicolorido k-partido. Considere que as arestas em H”
estao associadas a listas com pelo menos s + 3 cores, e as arestas em H' estao

associadas a listas com pelo menos uma cor. Seja e(H") > ex(m, Kyy1) — 20m?,

onde 0 < 0 < 7= (() — ex(m, Ki11)), entio e(H') — e(H") < (4k + 2)om?.

Demonstragao. Como no Teorema[3.16] iremos ser lenientes com a notagao da unido.
Seja D = E(H') \ E(H”). Vamos mostrar que |D| < (4k 4+ 2)om?. De fato, suponha
por absurdo que |D| > (4k + 2)om?, podemos entao fixar o grafo Ny = H” U Dy,
onde D; C D e |Dy| = (4k + 2)om?.
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Como e(H") > ex(m, Ki11)—20m? e H” ¢ k-partido, considerando uma
particao V4, ..., Vi de V(H”), apenas 20m? arestas de D; podem ser arestas do tipo
e(V;,V;) as demais 4kom? arestas sao internas dos conjuntos V; de Ny, chamaremos

esse conjunto de arestas de Dy C D;.

Como H” & um grafo k-partido, existe uma classe da particao, digamos
Vi tal que V; tem mais do que 40m? arestas de D,. Pelo Teorema existe um grafo
N, bipartido de tal modo que V; tem mais do que 20m? arestas de D5, chamaremos
o conjunto de arestas novas restritas a V; de N,. Temos assim que T' = H” U N,

satisfaz e(T') > ex(m, Kjy1), portanto existe K1 € T

Note que no maximo uma das arestas dessa copia de K, pode estar
em N, e as demais sdo arestas em H' que sdo arestas associadas a listas com pelo
menos s+ 3 cores, desse modo podemos colorir esse K1 com um padrao localmente
arco-iris com pelo menos s cores, utilizando o Lema [3.17, o que configura em um

absurdo, ja que T' C H'. H

Iremos enunciar um resultado parecido para o Ky, mas ao invés de
utilizar o Lema [3.15] para colorir a copia proibida iremos fazer uso do Teorema [3.10]
o que melhora um pouco as restricoes da demonstragao. A prova sera suprimida por

ser idéntica ao resultado ja apresentado.

Teorema 3.19. Seja H' um grafo multicolorido com m wvértices livre de K4 lo-
calmente arco-iris, e seja W' C H', um grafo 3-partido. Considere que as arestas
em W' estao associadas a listas com pelo menos 4 cores, e as arestas em H' es-

tio associadas a listas com pelo menos 2 cores. Suponha também 0 < 0 < = e

72
e(W') > ex(m, K4) — 20m?. Entdo e(H') — e(W') < 60m?.
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4 RESULTADOS GERAIS EM TEORIA
EXTREMAL DOS GRAFOS

Nesse capitulo iremos introduzir alguns resultados cléassicos dentro da
area de Combinatoéria Extremal que serao fundamentais para desenvolver o resultado

proposto por esse texto.

Defini¢ao 4.1. (Densidade das arestas) Sejam A, B C V(G), onde G é um grafo
e A e B sao disjuntos e nao vazios. Definimos a densidade entre os conjuntos pela

eTpressao
_¢(4,B)
[AllB|

onde e(A, B) := {(z,y) : {z,y} € E(G),x € A ey e B}

d(A, B)

Definigao 4.2. (Par e-reqular) Sejam um grafo G e subconjuntos disjuntos A e B
do seu conjunto de vértices. Dado ¢ > 0 se, para quaisquer X C A eY C B, tais

que | X| > €|A| e |Y| > €|B|, temos que
‘d<X7 Y) - d(A7B)| <g,
diremos que o par (A,B) € e-reqular.

Lema 4.3. Se (A, B) é um par e-regular com densidade d > € e Y C B tem tamanho
Y| > €|B|, entao todos os vértices de A, a menos de no mdzimo €| A| vértices, tém

no minimo (d — €)|Y| vizinhos em Y.

Demonstracao. Se existe um subconjunto X C A de tamanho | X| > €| A| onde cada

vértice em X tem menos do que (d — €)|Y| vizinhos em Y, entao a densidade do par

(X,Y) é

X|(d—-e)|Y

Xld-alv] _,
| X[[Y]

o que contradiz a e-regularidade do par (A, B). ]

d(X,)Y) <
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Defini¢ao 4.4. (Particao e-regular) Dado um grafo G, dizemos que uma parti¢ao
do conjunto de vértices de G, a saber, V1, Vs, ..., V,,, € e-reqular se a parti¢cao € equi-

librada, e existem no mdximo 6(7;) pares (V;,V;) que nao sio e-requlares.

Defini¢ao 4.5. (Particao e-reqular multicolorida) Dado um grafo colorido G =
(V,E), a particao de V(@) =ViuU---UV,, € uma particao e-reqular multicolorida
com r cores se, para qualquer grafo Gi = (V, E;), onde E; é o conjunto de arestas

de E com cor i, V1, ..., V,, € uma particao e-reqular em G;.

Definigao 4.6. (Grafo reduzido associado a uma particao regqular) Seja Vi, ..., V,,
uma particao e-reqular de G e seja n > 0. Dizemos que H(n) € o grafo reduzido de
G associado a parti¢ao se H(n) tem m vértices, e existe uma aresta {i,7} quando o

par (V;,V;) € regular e sua densidade de arestas é mator do que 1.

Definigao 4.7. (Grafo reduzido multicolorido) Dado n > 0, podemos definir H(n) o
grafo reduzido multicolorido a partir da particao e-reqular multicolorida Vi, ..., V,,
do grafo colorido G, colorido com r cores. Considere para cada cor ¢ € {1,...,r},
H.(n) o grafo reduzido de éc, a restricao de G as arestas na cor c. O conjunto das
arestas de H(n) serd formado pelas arestas e € NE(H.), onde e = (v;,v;), com
v; € Vi ev; € V;, de modo que (V;,V;) € um par e-reqular para todo c, além disso
iremos associar para cada aresta e € H(n) uma lista de cores l., tal que j € 1. se

e € H;(n).

Um dos principais resultados técnicos utilizados na demonstracao de
resultados extremais é o Lema de Regularidade de Szemerédi, que garante a exis-
téncia de partigoes e-regulares. Apresentamos a seguir uma versao desse lema para

grafos coloridos. A prova serd suprimida.

Teorema 4.8. (Lema da Regularidade) Dados € >0 e r € N, existe M = M(e,r),
tal que, se é, grafo com n > M vértices, € r-colorido, com E(@) = FUEU---UE,
a particao das arestas de G por suas respectivas cores, entao existe uma particao de

V(G)=WVU---UV,, com1/e <m < M, parti¢ao e-reqular, com respeito a todos

0s subgrafos induzidos G, = (V,E;), para 1 <i<r.
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O nimero de vértices para o qual o Lema da Regularidade funciona

costuma ser grande. Um exemplo que majora esse niimero é o seguinte teorema:

Teorema 4.9. [153] Para € < 1/4 existe uma constante ¢ tal que o limitante M (¢)
para o nimero de partes obtidas pelo Lema da Regularidade é no minimo uma torre

de 2 com altura pelo menos ce 2

A seguir temos um lema do tipo imersao para o caso de interesse desse
estudo. Os resultados de imersao sao aqueles que permitem encontrar um determi-
nado padrao em um grafo devido a alguma caracteristica estrutural. Para enuncié-lo,
utilizaremos a nocao de isomorfismo de cores, que pode ser consultada na Defini¢ao

L3l

Teorema 4.10. (Lema da Imersao) [6] Para cada n > 0 e k,r € N existem ¢ =
e(r,n, k) > 0 e um inteiro positivo ng(r,n, k) tais que, dado um grafo colorido G,
com n > ng vértices, com uma particao dos vértices de G dada pelos conjuntos
Vi, .oe; Vi com a seguinte propriedade: Seja H(n) o grafo reduzido multicoloridado
obtido da particao V(é) =V,U---UV,, e F um grafo com k vértices colorido com
t < r cores. Se existe um isomorfismo de cores ¢ de F em um subgrafo de H(n),

entao o grafo colorido G contém uma copia do padrao de E.

Demonstracao. Sejam uq, ..., u; os vértices de F'. As arestas de F' sao denotadas por
e;; = {u;, u;} e as cores por ¢; ;. Seja N,(G). o conjunto de vizinhos de v que estao
conectados a v através da cor c.

A

Iremos escolher os vértices vy, ..,v, € V(G) que geram uma copia de
F em G indutivamente. Através do isomorfismo de cores (Definigao 1.3) temos as
bijegoes f e g, onde f ¢é a bijegcao entre os vértices e g a bijegao de cores; podemos

fixar os conjuntos Y;? = Vj(,, para i € {1,...,k}. A ideia é escolher v; € Y,? com

A

a seguinte propriedade, para todo ¢, tal que e;; € E(F), o vértice v; tem pelo

menos (n — €)|Y;| vizinhos em Y;" que sdo conectados por uma aresta de cor g(c; ;)
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ao vértice v,. Pela definicao de H, e pelo Lema , isso pode ser feito se |Y?| >
(k —1)€e]Y?] > dp(u1)e]Y?], onde dp(uy) é o nimero de vizinhos de u; em F. Para
i > 2 tal que ey; € E(F) defina Y;! = YN Nu, (G)g(er.)» caso contréario Y;' = Y.
Note que |Y;!| > (n—€)|Y}?], para todo i > 2. Indutivamente, assuma que vy, ..., v;_1
ja foram escolhidos e ja foram definidos os conjuntos Y;j ¢ Vi), para it > j, tais
que |Y7 7 > (n— €)Y, e todos os vértices de Y7 ™" sdo adjacentes a v; com cor

A

g(cyi), sempre que | < j e e;; € E(F). Enquanto

|Y;j_l| —iri>jee; € E(F)}|€|YJO| >J (4.1)

e |Yij_1| > €|Y?| para todo i > j, podemos aplicar o Lema para o par e-regular
(Y2, Y?) e o subconjunto Y7~' C Y;° para obter v; € Y71\ {v1,...,v;1} com a

2 (2

seguinte propriedade:

Y770 N, (G

> (n— e[|

¢ji)
para todo i > j tal que e;; € E(F). Entéo fixe Y/' N Ny, (vj) se ej; € E(F) e

. - - _ o . .
Y? =Y/ caso contrario. Esse processo permite encontrar uma copia de F' em G

se fixarmos € = €(n, k) > 0 pequeno o suficiente para satisfazer
(n—e)f ' > ke (4.2)

e se escolhermos n > ny > M %, onde M = M(r,e) é definido pelo Lema da Re-
gularidade. A condicao implica que o processo acima satisfaz |Y]J > ke|Y;-0|
para todo 57 > k. Além disso, a escolha de ny garante que, para todo j, tenhamos

€|YP| > en/M > k > j. Entdo podemos garantir a validade de (4.1]), ja que

Y77 > ke YD+ (k= 1)€Y

> j+Hivi>jeey; e E(F)}HelY)|.
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O teorema abaixo é uma consequéncia de um teorema demonstrado por

Furedi.

Teorema 4.11. [{], Theorem 1] Dados o > 0 fizo e k € N. Entao, existe my tal
que cada grafo G livre de uma copia de Kiy1, |V(G)| = m > my, tal que |[E(G)| >
ex(m, Ki1) — am?, entio existe wuma particio V="V, U---UV; com 3.5 e(V;) <

am?,

Também faremos uso da proposicao abaixo.

Proposicao 4.12. [16] Seja G = (V, E) um grafo k-partido com m vértices e k-
particao V(G) = Vi U---UV,. Se, para algum t > k?, o grafo G contém pelo menos

ex(m, Kj1) — t arestas, entdo para todo i € [k| temos:

‘|V,-| —%‘ < V2t

Demonstragao. Se |Vi| = x, entdo G contém no maximo

2(m — ) + ("’;1) (Z:f)z

arestas. Para o segundo soméatorio usamos o fato que se ay + --- + ax_; = M esté

fixado, entao ) ;<) 1 @ia; € maximo quando a; = - -+ = az—y = M/(k—1). Desse
modo,
k—1\ (m—z\> (k — 1)m?
x(m—x)—i—( 5 > <k:—1> > ex(m, K1) — t > T—k—t,

a tltima desigualdade segue pela cota da Eq. ([1.1)). De onde podemos concluir que

2 1 2(k — 1)
2 2
x_me_l_k?m_ ’ t—2(k—1)<0.

Portanto

‘x_%’ g\/@wz(/ﬂ—mgx@,

para t > k? conforme o desejado.
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5 ESTABILIDADE E RESULTADO EXATO

Nesse capitulo iremos demonstrar os dois principais resultados desse
texto. Primeiramente demonstraremos que para a familia de padroes localmente
arco-iris K kal(s), para s e k fixados e r suficientemente grande, se existem muitas
coloragoes de um grafo G evitando a familia K[F (s) entdao o grafo G deve ser “pro-
ximo” do grafo de Turan T (n), no sentido de admitir uma partigdo do seu conjunto
de vértices em k classes com poucas arestas internas. Esse resultado mostra que o
grafo extremal para o Problema de Erd&s-Rothschild e proximo do grafo extremal
para o problema de Turan e é objeto da Sec¢ao O resultado que conclui a de-
monstragao do Teorema [5.2] no sentido que demonstra que o grafo extremal ¢ o
grafo de Turan, sera abordado da Se¢ao[5.3] Iremos abordar o caso particular Ky(s)
que admite cotas ligeiramente melhores na Secao |5.1.1] e apresentaremos um resul-
tado de estabilidade para uma nova familia de padroes proibidos que acreditamos

ser instigantes na Segao [5.2

5.1 Um resultado de estabilidade para coloragoes

localmente arco-iris

Iniciamos esta se¢ao relembrando a defini¢ao da familia K- (s).

Definicao 5.1. Considere K,ffl(s) a familia dos padroes de Ky, 1 que sao localmente
arco-iris de modo que cada padrao contenha pelo menos s cores distintas, em que s

satisfaz o(k) < s < (k;rl), como(k) =k se k é impar e o(k) = k+1, caso contrdrio.

Enunciamos novamente a defini¢ao da fungao ro(k, s):

rolk.s) — (s+2)7 se s € {o(k),...,("T") = B + 1} 51)

(s + 2)*+3  para s € {(k;rl) — L%J +2,..., (k;rl)},
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com o(k) =k, se k+1 for par e o(k) = k+1 caso contrario. O teorema abaixo sera

fundamental para a demonstracao do resultado exato enunciado no Teorema

Teorema 5.2. Sejam k > 3, s € {o(k),..., (k'gl)} er > ro(k,s) inteiros positivos,
em que ro(k,s) foi definido em (5.1) e o(k) =k se k+ 1 for par ou o(k) =k + 1
caso contrdrio. Entao, para cada 0 > 0 existe um inteiro positivo ng tal que, se G €
um grafo com |V (G)| = n > ng vértices e, além disso, existam pelo menos re<mKe+1)

coloracoes livres de K,ffl(s) para as arestas de G, entao existe uma particao V(G) =

Wy U---UW, tal que Sor, e(W;) < on?.
Na demonstragao desse resultado, utilizaremos a funcao entropia, que
é particularmente 1util para obtencao de cotas para coeficientes binomiais.
Defini¢ao 5.3. (Funcgao entropia) Considere f :[0,1] — [0,1] a fun¢ao
flz) = —xlogyx — (1 —x)logy(l —2x) O<z <1,

com f(0) = f(1) = 0. Note que lim, .o+ f(x) = 0.

Um dos motivos para considerar a funcao entropia é a relacao

< " ) < of(en (5.2)

an

com 0 < a < 1. Além disso, observe que para x < 1/2

f(z) < —2xlog, . (5.3)

Demontragao do Teorema 5.4 Nessa demonstracao iremos considerar dois casos:

para s € {o(k),o(k) + 1., (%) = 51+ 1 es € {(%) = 5] 2, ()

Fixe k > 3. Tome s € {o(k),..., (k‘gl) — [ B + 1} e fixe 1 > ro(k, s).

Escolha n > 0 tal que

5 5 1
—, f(2 i 4
n<g J 7"77)+7"77<mm{14(4k+3),56k}, (5.4)
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onde f: R — R ¢é a funcdo entropia. Pelo Lema da Imersao (Teorema , existem
no = no(r,n, k) e € = €(r,n, k) para os quais valem as propriedades do seu enunciado.
Escolha ¢ < min{n/2,¢€}, logo, pelo Lema da Regularidade (Teorema 4.8)), existe
M = M(e,r) para o qual valem as propriedades do Lema da Regularidade.

Suponha que, para algum n suficientemente grande, existe um grafo GG
com n vértices, tal que G possui mais do que k1) coloragdes livres de KfF ().
Seja C(G) o conjunto de todas as coloracoes de G livres de K[ (s). Pelo Teorema
cada coloragao de G pode ser associada a um par (P, H(n)) de forma que P é uma
partigdo multicolorida e-regular e H(n) é o grafo reduzido multicolorido associado.
Para simplificar a notagao iremos separar as arestas do grafo reduzido multicolorido
de acordo com o tamanho das listas de cores associadas, considere portanto [, a lista

associada a aresta e, e denote

E,(H) = {e € H(y) : [L.| = j}. (5.5)

Seja e;(H) = |E;(H)|. Temos assim

c@< Y [Ceum @, (5.6)

(PH(n))

onde Cipm(y)(G) representa o conjunto das coloragdes de G associadas ao par

(P, H(n)).

Podemos, portanto, encontrar uma cota para o ntumero de coloragoes
de G contando o numero de coloragoes para cada par (P,H(n)) fixo. Existe um
conjunto de arestas que nao sao representadas pelo par (P, H(7)), onde P é a partigao

Vi,..., V... Sao elas:

1. As arestas cujas cores sao pouco densas para o par (V;,V;).

2. As arestas entre os pares irregulares.
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3. As arestas internas de cada V.

Além disso, para todos as demais arestas, podemos modificar suas cores
desde que nao altere a lista de cores associadas para cada aresta associada ao grafo

reduzido multicolorido H(n). Para o item (i) existem no méaximo

2
() G =5
m

arestas possiveis. Para as arestas do tipo (ii), temos no méaximo & (7;) pares irregulares

com respeito a particao V3 U --- UV, e uma determinada cor, portanto no méximo

6m <n>2<r€2
r — —n
2 m/ = 2

arestas. O ntimero de arestas do tipo (iii) é no maximo

Portanto, existe um conjunto de até rnn? arestas cujas cores podem ser
desprezadas, isto é, elas poderiam ser removidas do grafo sem afetar o par (P, H(n)).
Para uma cota superior, suponha que essas arestas possam ser escolhidas arbitrari-
amente no grafo e possam ser coloridas com qualquer uma das r cores. Além disso,
as demais arestas podem ser coloridas de outras formas desde que as listas de cores

associadas as partes permanecam iguais. Temos assim:

, (2)°
712/2 2
ICipr(my) (G)] < ( )T’"”" <| |jej(H)> :
rnn? e

Além disso, existem no maximo M"™ modos de escolher cada particao

P, portanto

n

r (m)z
> [Crrum (G SM"zf@’“m"Z/W"ZZ( jej(H)) .
j=1

(PH(n)) H(n)
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Pelo lema da imersao, o grafo reduzido H(n) nao pode conter copia
de Kjy1 em que todas as arestas tenham listas de tamanho pelo menos s, nesse
caso, pelo Teorema |3.10] seria sempre possivel escolher as cores de modo que cada
vértice é localmente arco-iris com no minimo s cores distintas. Consequentemente,

pelo Teorema de Turan temos

- k—1
Zel(H) < eX(m, KkJrl) < WmQ.

=5

Nosso objetivo serd mostrar que, se Y., e;(H) estiver muito longe de

1=s+3
ex(m, Kj41), existirdo poucas coloragoes possiveis para G, contradizendo a escolha

inicial de G. Observe que ;. e;(H) <370 e;(H) < ex(m, Kjy1).

Portanto iremos supor que a cota para o nimero de arestas que possuem
pelo menos s + 3 cores em suas listas dista 32m? de ex(m, Kiy1), isto ¢, f8m? =

ex(m, Kiy1) — Y i, .5 €;(H). Primeiro iremos supor que S > 2 para todo H(n).

Claro que e;(H) + - - - +¢,(H) < (7). Considere o = M2/ Grmn®/2prmm?

3=

w2 (3
Z ICrrm)(G)] < OéZ(Hfﬂ rej(H)>
s+3

(PH(n))

IN

, ()
az< 8+2 Zz:s+35i(H) H Tq(H))

j=s+3

n 2
= « Z (rex(maK;@H)—BHmQ [s + 2] (?)—(ex(mkaﬂ)—ﬁHm%) ) .

, . . L, . 2 , . .
Além disso, existem no maximo 27°/2 possiveis grafos reduzidos. Ire-

mos fixar um par (P,H(n)) de modo que a cota seja maximizada

n\2
Z |C(P,H(77))(G)| < Q2rM?/2 <rex(mka+1)—/3m2 [s + 2] (gl)*(ex(m,Kkﬂ)*ﬁmz)) () .
(P.H(n))

Podemos simplificar a expressao a2rM*/2 = NS @rmn?/2p.rmn? grM?/2.
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Considere que, para n grande, M™ < pf@rmn?/2 o of @ron®/2 < .f2ro)n?/2,

Portanto aer2/2 < 2rM2/2 (Tf(2rn)n2/2Tf(2rn)n2/2rrnn2 ) — 2rM2/2 (Tf(QM])nQ—‘rran ) )

Novamente, para simplificar a notagao considere T = f(2rn) + ry e
¢ = 2"M°/2 Lembre-se que as hipoteses iniciais estabelecem que 77 < (3. Temos

assim

n \2
Z ‘C(P,H(n))(G)‘ < CrTn2 (Tex(m,Kzﬁl)*ﬁm2 [s + 2] (7;>_(€X(m,Kk+1)_ﬁm2)> ()
(P,H(n))
@ e e\ )
< CTTTL rex(m,Ki1)—pm [S + 2] 2k TR )

< C?"THQ (rex(n,Kk.+1)—,8n2 [S + Q]QiJrﬁnQ) ‘

A desigualdade em (A) segue por:

m?2 m k—1

(5) - textm o) - gty < = (Pt k= )

2

m 9 m
- o
2k—|—5m—|— 5

podemos majorar o termo k — 3, ja que k ¢ fixo e m é maior do que k pela aplicagao
do Lema da Regularidade. Isolando ("% x+1) ¢ colocando o expoente n? dos termos

restantes em evidéncia, temos

ex(n s+2)% 0\ "
Z Clp a1y (G)] < ¢rexm s ((rﬂ——)T) . (5.7)

(P,H (m))
Observe que se o termo envolvendo parénteses for menor do que 1, a cota superior

(5.7)) sera inferior ao nimero de coloragoes de G. Podemos observar que

1
)2k H (1/2648)
%<1<:>r>(3+2) G-1) . (5.8)
.

Para que essa desigualdade seja valida basta tomar
r>(s+2)",
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jaque B> TT e B > & temos “/;f;)ﬁ) < <1(/;f§)ﬁ> — 7/2(1;;7,3 = 7/(12kB) + 7/6.

Portanto, se 7 > (s + 2)7, e pelas hip6teses iniciais temos que

1 n?
ex(n [8+2]ﬁ+6 ex(n
Z ’C(PvH(n))(G” S CT ( 7Kk+1) (TB—_T <r ( 7Kk+1)7
(P,H(n))

um absurdo.

Dessa forma, existe um grafo reduzido H tal que % < g com >/ . e;(H) =
ex(m, K1) — 8m?, doravante denotaremos 32 simplesmente por 3. Considere pri-
meiro que 7T < . Seja W C H o subgrafo gerador com conjunto de arestas em

By 3U---UE,, temos portanto (W) = ex(m, Kyy1)— (ex(m, Kjp1)—=> 0 s ei(H)).

Seja W' C W, subgrafo k-partido maximal com relacao ao namero de
arestas, obtido pelo Teorema [4.T1] Vale que

T

e(W') > ex(m, Kis1) — 2(ex(m, Kpp1) — Y e(H)).

1=5+3
Além disso,
s+2
Y ei(H) = e(H) — ¢(W),
i=1
em particular
s+2 r
D ei(H) < e(H) — e(W') < 6(ex(m, Kipr) — Y e(H)).
i=1 i=s+3

Aplicando o Teorema para os grafos H e W/ C H e considerando que o =
ex(m, Kii1) = 3 i yy5 ei(H).

Considere A =7 ;(H). Temos assim

i=s+3 €i

s+2 r (3)°
. [Cenm(@)] < o™ (HJ'EJ'(H) I1 rej(H)>
7j=1

(PH(n)) j=s+3

45



IA

"\ 2
gT,Tn2 ((S + 2)6(ex(m,Kk+1)—A) TA)(m)

2 r ex(m, K1) =TTm? ) (%)2
— n 2 6 ex(m,Kp41
o ((s+2>6> (+2)

492 Tn?
< (e Een) (—<8+2) ) .

76

Observe que, como r > (s + 2)7, vale que

(s+ 2)42

G <1,
portanto o nimero do coloracoes é menor do que () ou seja, isso resulta em uma

contradicao com o numero de coloracoes de G.

Portanto, deve existir um grafo reduzido H tal que g < 7f(2rn)+7rn.
Podemos utilizar o Teorema para obter uma particao V(H) = U; U---U Uy, do
conjunto de vértices de H com Y% ey/(U;) < fm?2. Obtemos pelo Teorema m
que Y77 e;(H) < (4k + 2)8m?, podemos definir W; = Ujer,V; com i € [k], desse

modo:

Zf:ea(Wi) < g’ (%)2 (i e (U;) + §ei(H)>

s+2

2

< 2 2 n A

< rngn + pn° + <m> ;el(H)

< rgn® + (4k + 3)Bn?

< gn2 + (4K + 3)(7f(2rn) + Trn)n?
0 5 0 5 oy

< 2n + 2n = on”.

A partigao escolhida Wy U - - - U Wy, satisfaz as condigoes desejadas.

Para provar a segunda parte iremos repetir os argumentos iniciais, mas

agora fixe k >4 e s € {(’“;1) — L%J _‘_27“.7(k42r1)}.

Escolha n > 0, tal que n < 6/(2r) e (4k + 3)(xf(2rn) + xrn) <
min{§/2, (4k + 5)/(8k?)}, em que f: R — R é a funcao entropia, e x > 1 é tal
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que 5 < 1+ ﬁ. Pelo Lema da Imersao (Teorema , existem ng = ng(r,n, k) e
€ = é(r,n, k) para os quais valem as propriedades do lema da imersao. Escolha € <
min{n,/2, €}, logo, pelo Lema da Regularidade (Teorema [4.8)), existe M = M(e,r)

para os quais valem as propriedades do Lema da Regularidade.

Repetindo os mesmos argumentos iremos obter a mesma desigualdade

para o nimero de coloragoes:

r (#)
> Cpamy (G)] < MrafErmn/zprm® N = (H jejm)) .
j=1

(PH(n)) H(n)

Primeiro definimos Sy da seguinte forma: Y7 . e;(H) = ex(m, Ky41)—Sam?, para
todo grafo reduzido H(n) de G, em que G é livre de K| i (s). Considere o caso em que
bu > #, para todo H. Além disso, denote T' = f(2rn)+rn. Para a primeira parte os
argumentos seguirao da mesma forma que anteriormente. Poderiamos tomar r > (s+
2)" e repetir os mesmos argumentos feitos na primeira parte dessa demonstragao, mas

)4k+3

como precisaremos de uma cota maior na parte final tomaremos r > (s + 2 >

(s +2)7. Como anteriormente, temos

1 n?
s+ 2]z P
> Cpamy(@)] < (roxtmias) ([7«,@—]T> < pox(nKis)
(PH())

Portanto, existe um grafo reduzido H tal que g < gz com >..__ .e;(H) =

ex(m, Ki11) — Bam?. Considere primeiro 2T < By, para todo H.

Seja H' C H subgrafo gerador com conjunto de arestas em Esi((kJrl)iLﬁJ)U
2 2
---UFE,., obtido de H através da remocao das arestas que nao pertencem a ES_( (751) - &£t Hu

2 2
..UE,.

Considere W C H subgrafo gerador com conjunto de arestas em E,3U

-+ UE,. Observe que W ¢ livre de K1, pois caso contrario existiria uma copia de
Kif (s). Temos e(W) = ex(m, Kii1) — (ex(m, Kyi1) — Yi_ .5 €i(H)). Seja W' C
W, subgrafo k-partido, obtido através do Teorema [4.11] Temos
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T

e(W') > ex(m, Kyy1) — 2(ex(m, Kpn) — Y e(H)).

i=s+3

Além disso,
s+2

i=s—(("3) - 154

em particular

> ei(H) < e(H') — e(W') < 6(ex(m, Kier) — > e;(H)),
i=s—(("3")-15*D) i=s+3

pelo Teorema [3.16] considerando que as arestas em W' estao associadas com listas

de tamanho pelo menos s — ((*3') — [&£L)).

Temos, pelo Teorema [3.18]

si(kgl)JrL%J s5+2
e(H) < > e(H) < e(H) — e(W)
i=1 i=1
< (4k+2)(ex(m, Kppr) — Y e(H)).
1=s+3
Além disso,
Z ei(H) = ex(m, Kj11) — pm® < ex(m, Kyy1) — aTm?. (5.9)
i=s+3
Considere A = 3" ¢;(H) e q(s) = s — (*1') + [ £ |. Temos assim
q(s)—1 s+2 T (%)
TL2 €4 e e
> Crumy(@| < o™ T ™ I 5o [ ro™
(P.H(n)) j=1 i=q(s) j=s+3

IN

n 2
17 ((gls) = DDA EL) ) (g 4. gyestontice=) .4) )

A
_ C?"Tn2 (((q(s) — 1)47l;+2(5 - 2)6> (C](S) _ 1)(4k+2) ex(m,Kg41) (S + 2)ﬁex(m,Kk+1)>
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—axTn
< ex(n,Ky11),.Tn? r )
e N Ve PRI

Portanto, tomando

r> ((als) = 1" s +2)°)

temos

G 1 (s + ") <,

rxfl

que ¢ uma contradi¢ao com o niimero de coloragoes de G. Como ¢(s) < sel < —*5 <

1+ 2, podemos majorar a cota de 7 pois (s+2)*+3 > ((q(s) — )" (s + 2)6) o

Portanto, deve existir um grafo reduzido H tal que 8 < = f(2rn) + xrn.
Pelo Teorema obtemos uma partigao V(H) = U; U --- U Uy do conjunto de

vértices de H com Y% | epr (U;) < Bm?. Para W; = Ujcp, V; em que i € [k] obtemos

ieG(Wi) < rgn® + (%)2 <ieH,(Ui)+§ei(H))

2
< 2 2 n
< rqn® + pn” + <m) ;&(H)
< rgn® + (4k + 3)n?
4
< énz + (4k + 3)(z f(2rn) + xrn)n?
)
< 577,2 + 5712 = (5%2.

A particao escolhida Wi U - - - U W, satisfaz as condigoes desejadas. [

5.1.1 Um resultado de estabilidade para coloracoes localmente

arco-iris quando k = 3

O Teorema [5.4] apresenta um resultado mais forte do que o Teorema
para k = 3, j4 que a cota anterior para r4(3,3) = 57 sera melhorada para 1y = 37.
Isso se deve a possibilidade de usarmos o Teorema que é mais eficiente na busca

de uma copia de K, localmente arco-iris, em vez do algoritmo descrito no Lema [3.15]
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Teorema 5.4. Seja r > 37 um inteiro positivo. Entao, para todo § > 0, existe um
inteiro positivo ng tal que, se G € um grafo, |V(G)| = n > ny e G admite pelo

ex(n, K4

menos r ) coloragées distintas livres de K, localmente arco-iris, entdo existe

uma partigio V(G) = Wy U Wy UWs tal que 30 e(W;) < on?

Para provar esse teorema iremos utilizar o seguinte resultado de imersao:

Teorema 5.5. Seja H um grafo multicolorido com m vértices livre de K4 localmente
arco-iris, e seja W' C H', um grafo 3-partido. Considere que as arestas em W' estao
associadas a listas com pelo menos 4 cores, e as arestas em H' estao associadas a
listas com pelo menos 2 cores. Suponha também 0 < o < = e e(W') > ex(m, Ky) —

20m?. Entao e(H') — e(W') < 60m?.

Iremos suprimir a demonstracao por ser extremamente parecida ao Te-

orema [0.2

5.2 Monotonicidade de solugoes de Turan

Considere o seguinte problema genérico do tipo Erd&s-Rothschild:

Problema 5.1. Dada uma familia de padroes P de um grafo F' e r cores, desejamos
mazimizar o numero de r-coloragoes livres dos padroes em P para grafos com n
vértices. Um grafo G ser solucao extremal desse problema significa que o nimero de

coloragoes de G livres de padroes em P € igual a ¢, p(n).

Classificaremos as solugoes do problema [5.1] em dois tipos:

Definigao 5.6. (Solugdao extremal de Turdn generalizada) Dizemos que uma solu-
cao extremal G do problema 5.1 € uma solucao do tipo Turdn generalizada se G €

isomorfo a Ty(n), para algum k € N, independente do nimero cromdtico de F.
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Defini¢ao 5.7. (Solugao extremal de Turdn) Dizemos que uma solugdo extremal
G do problema ¢ uma solug¢ao do tipo Turdn se G € isomorfo a Tp(n) com
X(F)=k+1.

Observe que uma solucao extremal de Turan é, particularmente, uma

solucao extremal de Turadn generalizada.

Para uma ampla gama de familias distintas P os grafos de Turén sao
solugoes extremais de Turan para o Problema [5.1], algumas dessas solugoes sao ex-
tremais para r pequeno, isto é, para todo 2 < r < ry, onde r; é uma constante.
Existem também solugoes extremais de Turédn a partir de um r grande, isto é, para
todo r > rq. Nesse sentido podemos dizer que existe uma determinada monotonici-
dade na solucao extremal: a solucao extremal é uma solugao de Turén para os casos
iniciais (r pequeno) e, a partir do momento que a solugao extremal deixa de ser a
solugao extremal de Turan, nunca mais a solucao extremal é uma solugao extremal
de Turan. Temos também exemplos em que, a partir do momento que obtemos uma
solucao extremal de Turén, todas as solugao extremais, para r cada vez maiores, sao
sempre solugoes extremais de Turan, como por exemplo, o Teorema [5.2] Apesar de
ser uma hipotese tentadora afirmar que todos os casos sao sempre um dos dois ela
nao é verdadeira. Apresentaremos nessa se¢ao uma familia de grafos proibidos que
admitem como solugao a solucao extremal de Turan generalizada apenas quando o
namero de cores r € (r1,79), onde r; > 2, acreditamos que esse seja um passo inicial

importante para uma futura generalizacgao.

O resultado abaixo foi fundamental para construir essa familia com as
propriedades desejadas. Sabemos que, tomando P no Problema [5.1] como a familia
de todos os padroes de K1 exceto o padrao arco-iris, temos que o grafo extremal
de n vértices que maximiza o niimero de coloragoes s6 pode ser um grafo isomorfo ao
grafo de Turan em um intervalo (2, 7). Um resultado muito importante demonstrado

também em [I6] é que, considerando o Problema , quando P é uma familia com
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um tnico padrao de Ky, diferente do padrao arco-iris e para r € N entao a solugao
extremal nao é uma solug¢ao de Turédn. Por questao de completude redigiremos a

demonstracao abaixo.

Teorema 5.8. Dada a familia de padroes P de K1 diferentes do padrao arco-iris
e r cores, com r suficiente grande, o grafo que mazximiza o numero de r-coloragoes
livres de P para grafos com n vértices admite mais coloragoes do que o grafo T (n).
Demonstragao. Por simplicidade, assuma que r seja divisivel por (k’;l) e divida
o conjunto [r| de cores em conjuntos disjuntos dois a dois C1, ..., O(k;rl) de igual
tamanho. Associe cada conjunto C; de cores a uma aresta de Kj;;. Considere o
grafo Ti11(n) dado por uma expansdo do conjunto de vértices de K., em classes
Vi, .., Vi1 de tamanho n/(k + 1), onde assumimos que k + 1 divide n para evitar
complicagdes técnicas. Observamos as coloragdes de T 1(n) de modo que as arestas
entre V; e V; sejam coloridas arbitrariamente com cores do conjunto associado com
a aresta {i,j} de Ky, tém a propriedade de que as copias de Ky em Tjyq(n)

sejam coloridas com o padrao arco-iris.

O namero de tais coloragoes de Tj41(n) é pelo menos

n? k41 k 2
r (k+1)2'( i) r 2+ " -
k-1 2
FF1 = | 7F > > e,
ey (*,")
K - - - .
para r > (k;d) . Portanto, dada uma familia de padroes P, padroes de Kj,, di-

ferentes do padrao arco-iris existird um ry € N para o qual se o nimero de cores
disponiveis r > rq temos que o grafo de Turdn Ty (n) ndo é candidato a solucao

extremal desse problema. O

A familia de padroes que definiremos nesse capitulo é um primeiro passo
para uma possivel generalizacao das solucoes extremais de Turédn para intervalos
disjuntos, ela também é de certo modo uma familia com poucos padroes, o que talvez

facilite caracterizar a solugao obtida em uma futura generalizacao desse trabalho.
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As defini¢oes abaixo foram apresentadas durante a introducao, mas para beneficio

do leitor transcreveremos elas novamente.

Um padrao localmente arco-iris de Ky, é dito minimal se for o padrao
localmente arco-iris associado a uma coloragao que utiliza (K1) cores. Podemos

ver na Figura [5.1f um exemplo de um padrao minimal.

(25} V2 ™ U
¢ 9 ¢ 9
& * @ ®

U3 V4 vy V4

125} V2 U1 Vo
& ® L »
» @ & @

3 V4 U3 vq

Figura 5.1: Os padrdes que pertencem a familia KF#. O primeiro padrao no canto

superior esquerdo é um padrao minimal.

Definigao 5.9. (Padrées quase localmente arco-iris) A familia de padrées quase
localmente arco-iris de K1, denotada por QKka”l, contém todos os padroes P de
K1 para os quais podemos alterar a cor de no mdximo uma aresta de P para obter

um padrao localmente arco-irts minimal.
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Citamos novamente, como exemplo para a familia de padroes quase
localmente arco-iris, a Figura . E interessante notar que apenas os dois padroes
na parte superior da Figuraséo padroes na familia Q) K ,ffl, portanto essas familias

compartilham alguns padroes em comum mas uma nao é subfamilia da outra.

Demonstraremos um resultado do tipo imersao para a familia QK ,ffl
que permitira restringir as arestas associadas a listas de cores de tamanho 2 do grafo
extremal do Teorema [5.10l

Teorema 5.10. Dado § > 0, existe ng tal que, se G € um grafo com n > ng vértices,

mKa) coloragdes livres de QK. com trés cores

de modo que existam pelo menos 3%
disponiveis para as arestas de G, entao existe uma parti¢cao V(G) = Wy U Wy U W3

tal que 20, e(W;) < on?.

Apresentaremos abaixo o lema de imersao mencionado.

Lema 5.11. Considere um conjunto de cores {a, b, c}. Seja G um grafo multicolorido
em que cada aresta estd associada com a lista de cores {a,b,c} tal que e(G) =
ex(n, Ky) — Bn?, para algum 0 < 8 < 2((72‘) —ex(n, Ky)). Além disso, considere
que nao existe copia de Ky em G. Seja O um grafo multicolorido com os mesmos

vértices de G e com conjunto de arestas associados com listas de cores de tamanho

2 satisfazendo e(O) Ne(G) = 0. Se OU G ¢ livre de QK entdo e(0) < 35n?,

Demonstracao. Seja O um grafo multicolorido como no enunciado. Suponha, por
absurdo, que e(O) > gﬂnQ. Entao, pelo Teorema , existe um subgrafo gerador
O’ C O 3-partido tal que ¢(OQ’) > 224n?. Portanto e(O' U G) > ex(n, Ky). Logo
existe um K, € O’ U G. Além disso, no maximo cinco arestas desse K, sao arestas
em Q. Isso significa que podemos ter até cinco arestas com lista de tamanho dois.
Resolveremos o caso em que ha exatamente cinco arestas com lista de tamanho dois
e uma aresta com lista de tamanho trés, pois caso existam mais arestas com lista de
tamanho trés, basta remover algumas cores das listas até obter o caso que iremos

propor a solugao.
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Suponha entao que existam cinco arestas com lista de tamanho dois,

por simetria, temos a situacao da Figura[5.2}

Figura 5.2: As arestas azuis tém listas de tamanho dois e a aresta vermelha tem

tamanho trés.

Temos que o conjunto de cores sao {a,b,c}, as arestas eg, ey, ez, €3, €4
tém duas cores disponiveis e a aresta f tem trés cores disponiveis. Existe uma cor
em comum para as arestas eg e e4, digamos que essa cor seja a. Considere primeiro o
caso em que existe pelo menos uma cor em comum entre as arestas e; e ey diferente
de a; digamos que é b. Efetue agora a seguinte esolha de cores: para as arestas eg
e e4 escolha a; para as arestas e; e e; escolha b; para a aresta f escolha a cor c, o
que é possivel, ja que f tem trés cores disponiveis. Por fim, para a aresta ez escolha
qualquer cor disponivel, essa coloragao gera o padrao proibido, ja que essa coloragao

é arco-iris se a cor da aresta ez for ¢ ou quase localmente arco-iris, caso contréario.

Considere agora o caso em que a Unica cor em comum entre as arestas
e1 € ey é a cor a. Existe uma cor para a aresta ez diferente de a, digamos b; temos
que ¢ € eg OU ¢ € €7, pois caso contrario teriamos es = {a, b} = €1, uma contradigao,
assuma portanto que ¢ € e;. Podemos agora fazer a seguinte escolha de cores: escolha
para as arestas ey e e4 a cor a; para a aresta ez escolha a cor b; escolha a cor ¢ para
e1, para a aresta f escolha b, por fim, para a aresta e, escolha qualquer cor. Essa

coloracao gera o padrao proibido, ja que essa coloragao ¢ arco-iris caso a cor escolha
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para e, for ¢, e quase localmente arco-iris, caso contrario, portanto uma contradigao.

Dessa forma e(O) < 33n?. O

Demonstracao. (Teorema |5.10) Escolha n > 0 de forma que n < /6 e

3 )
f(6m) +3n < (1 - m)%>

onde f: R — R é a fungao entropia. Pelo Lema da Imersao (Teorema |4.10)), existem
ng = no(3,m,3) e € = €3,7n,3) com as propriedades do seu enunciado. Escolha
e < min{ny/2,é}. Pelo Lema da Regularidade (Teorema [4.8), existe M = M (e, 3)

para o qual valem as propriedades do Lema da Regularidade.

Tome G, um grafo com n > max{ng, M} vértices, tal que G possua
mais do que 3% coloracdes livres de QK F7(3). Seja C(G) o conjunto de todas
as coloracoes de G livres de QKL% (3). Cada coloracio de G ¢ associada a um
par (P,H(n)) em que P é a parti¢do e H(n) o grafo reduzido associado, considere

novamente a notagao apresentada na equacao (5.5)). Temos assim

@< Y [Cenm (@, (5.10)

(P,H(n))
onde Cipmu(y)(G) representa o conjunto das coloragdes de G associadas ao par

(P, H(n)).

Procedendo de forma analoga ao Teorema podemos concluir que:

2
3 (%)
S [Clpm (G)] < Mrmgfenm/2gam® § (Hiej(m> .

(PH(n)) H(p) \j=1

Afirmamos que, pelo Lema o grafo reduzido H(n) nao pode conter

K4 de forma que todas as arestas associadas a esse K4 tenham pelo menos 3 cores
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associadas. De fato, se existisse essa copia de Ky, pelo Teorema [3.9| existiria uma
coloracao propria de Ky utilizando cores nas listas de cada aresta, contradizendo o
fato de que a coloracao original ¢ livre de KI®. Portanto, pelo Teorema de Turan

temos:

m2

es(H) <ex(m, K,) < 3

Seja Sy tal que Bgm? = ex(m, K,) —e3(H). Primeiro iremos supor que,

para todo grafo multicolorido H, temos f(671) + 3n < (1 — m)ﬂﬁ

Considere v = M™2f(6m)n?/2,.3mm?

2
Z Comm)(G)] < OéZ(geS(H)Hjej(H))
H j=1

(P,H(n))

()’
S o Z <36X(m,K4)—/3Hm2 9€2 (H)m2> )
H
Sabemos, pelo Lema [5.11], que es(H) < 33y/2. Logo

n \2
S (@] £ a3 (semaco-smmegsmnciz) (3

(PH(n)) H

, . . L. 2 L. .
Além disso, existem no méaximo 23M°/2 possiveis grafos reduzidos. Ire-

mos fixar o par (P, H(n)) que maximiza o nimero de coloragoes:

n 2
Z ICprem (G)] < a23M7/? <3ex(m’K4)_Bm223ﬂm2/2>(m) .
(P,H(n))

Podemos simplificar a expressao a23M*/2 = \fro/f(Gra)n®/233m*93M?/2

Considere que M™ < 3f(6rmn®/2 o of(6rmn®/2 < 3f(6rnn*/2  Portanto

0423M2/2 < 23M2/2(3f(6n)n2/2,rf(6n)n2/233nn2) — 23M2/2(3f(677)n2+317n2)‘

Novamente, para simplificar a notagao, considere T = f(6n) 4+ 3n e

2 .
¢ = 23M°/2 Temos assim
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2
Z |C(P,H(n))(G)| < Cng2 <3eX(m,K4)—,3m223m26/2>(m)
< C3Tn2 <3n2/3—5n223n26/2> )

Portanto

2

n? 1gp 38y,
Z ICipamy (G)| < C3Tn237_6n22¥n2 < §3(T+§ Bt 2Tosa))
(PH(n))

n2
< 3.
O resultado acima segue pois

1 303 3 3
T30 g3 < (2log2<3> - 1> S (1 " 2log2<3>> p=0

Portanto, deve existir um grafo reduzido H tal que 5 < (f(6n) 4+ 3n)/(1 — m)

Pelo Teorema obtemos uma partigao V' (H) = U;UU,UU; do conjunto de vértices

de H com Y7 ey:/(U;) < fm?. Para W; = U;cy,V; com i € [3], considerando que
Z?:1 e;(H) < 14m? (Teorema |3.18)), obtemos:

3

Z ec(Wi) < 3nn® + <%>2 (i e (Ui) + i ei(H)>

i=1 i=1 =1

2
2

<omt s+ (2)' o

< 3nn” + 3Bn° + - ;e( )

< 3nn? + 158n?

f(6n) +3n

"~ 2log,(3)

)
< 5n2+15

)
< 5712 + 5712 = (571,2.

A particao escolhida W7 U Wy U W3 satisfaz as condicoes desejadas. [

O resultado acima demonstra que existe um potencial a ser explorado

para outras familias nas quais a solugao de Turan nao é a melhor para r grande,
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apesar de ser um grafo extremal para alguns valores de r. Seria interessante po-
der determinar quando Turan deixa de ser solugao extremal de Turan ou solugao

extremal generalizada, tema na qual nao obtivemos progressos significativos.

5.3 Resultado exato: determinando o grafo extremal.

Os resultados anteriores demonstraram que os grafos extremais dos Te-
oremas e b.4] para r suficientemente grande, admitem parti¢goes com poucas
arestas internas, se assemelhando ao grafo de Turéan. Entretanto, é possivel demons-
trar um resultado mais forte: os grafos extremais dos problemas propostos devem ser
isomorfos ao grafo de Turdn. Chamamos esse tipo de resultado de resultado exato e

dedicaremos o resto dessa se¢ao a demonstra-lo.

Definicao 5.12. Seja F' um grafo e P uma familia de padroes de F'. Dizemos que
que essa familia P satisfaz a propriedade de estabilidade de cores para um inteiro
positivo v se, para cada 6 > 0, existe ng com a Ssequinte propriedade. Se n > ng
€ um grafo com n vértices tal que |c,p(G)| > r="F) entio existe uma partigio

V(G)=ViU---UV,, comk+1=x(F), tal que >_ e(V;) < dn?.

Teorema 5.13. Seja k > 3 e seja P uma familia de padroes Ky 1, tal que (Kgi1, P)
satisfaz a propriedade de estabilidade de cores para um inteiro positivo r > e(k + 1)
e eriste P € P um padrao localmente arco-iris. Entao existe ng tal que cada grafo
de ordem n > ng tem no mdzimo r*<"Kx11) coloracées P-livres. Além disso, o inico
grafo com n vértices que possui r<Er+) coloracoes P-livres é o grafo de Turdn

Para demonstrar o teorema proposto serad necessério demonstrar pri-
meiro o resultado auxiliar abaixo, cuja demonstracao ¢ incluida por completude.

—

Lema 5.14. [22] Sejam r > 0 e k > 2 inteiros positivos e seja Ky1 uma r-coloragao

do grafo completo Ky 1 com conjunto de vértices {vy,...,v41} tal que cada aresta
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v;v; tem cor oy ; € [r]. Seja w: [k] — (0, 1] uma fungao nao-crescente, de forma que

w(1)
w(i—1)

w(i) < ﬁ para todo 1 < i < k, e seja fixado 5 > para todo 1 < i < k + 1.
Seja G um grafo colorido cujo conjunto de vértices contém conjuntos mutuamente
disjuntos Wy, ..., Wy com a sequinte propriedade: para cada pari,j C [k] e todos os
subconjuntos X; C W, com | X;| > w(k) |W;|, e X; CW;, com |X;| > w(k)|W;|, hd

pelo menos | X;||X;| arestas de cor o, ; entre X; e X; em G, entao G contém uma

copia de Ky com um vértice em cada conjunto W;.

Demonstragao. Fixado um inteiro r > 0, a prova é por indugao em k. Para o caso
base k = 2, o resultado é trivial. Para k > 3, sejam K, G,w e  como no enun-
. . ~ . - . . .
ciado da proposi¢ao. Além disso temos que Kj,; possui um conjunto de vértices
{v1,...,vk41}, em que cada aresta v;v; é colorida com «;; € [r]. Por hipotese de

inducao, suponha que o resultado seja valido para k.

Para cada ¢ € [k], definimos W, ;{ € W4y como o conjunto maximal
de vértices em Wy, tal que cada vértice em W,ilrf tem menos que [ |W;| vizinhos de
cor o +1 em W;. Isso implica que ha menos que (3 |W;] ’W:frf“‘ arestas com a cor
;g1 entre W e W:j Pela definicao de @, temos que }W,?+f+1| <w(k+1) [Wiiq].
Dado que w(k + 1) < 1/(k), segue que

k k
U] < W] < Wieal.
=1 =1

Portanto, existe um vértice z5,1 € Wyy1 que tem pelo menos § |W;| vizinhos de cor

a; k+1 em W; para cada i € [k].

Definimos o conjunto W/ = N (x1)NW;. Desejamos mostrar que pode-

. . ~ ~ -~ k . ~ —
mos aplicar a indugdoem G' = G |:Ui:1 Wi’} e o grafo r-colorido Ky, = Ky [{v1, ..., vt }]
para obter vértices x1, ..., xy, em que x; € W;, tais que G [z1, ...,z 1] € uma copia

—_—
r colorida de Ky, 1. Primeiro, pelas defini¢oes, w e [ satisfazem as condi¢oes da

proposigao para k. Além disso, para qualquer X; C W/ fixo, com |X;| > w(k) |W/|,
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temos que
| Xi| = w(k) (W] = w(k)B Wil = w(k +1) Wi

Assim, pela nossa escolha de G/, todos os pares de conjuntos X; C W/, com | X;| >

w(k) W], ¢ X; € WY, com [X;] > w(k) [W

, tém pelo menos [ |X;| | X;| arestas de
cor a; ; entre eles. Dessa forma, o resultado ¢ valido para k, e entao, por inducao, o
—_—

resultado segue para k + 1, ou seja, G contém uma codpia de K1 com um vértice

em cada conjunto W;. [
Podemos agora demonstrar o Teorema [5.13]

Demonstracao. Para k > 3 e P uma familia de padroes de K}, localmente arco-iris
que satisfaz a estabilidade de cores para r, fixe § < 1/(5%*+t1rtketk?) e seja ng para
o qual essa propriedade é vélida. Pelo Teorema [1.6| existe um grafo G' multipartido
completo de ordem n que é s-partido, tal que G é um grafo extremal e V(G) =
Viu---u VSI a s-particao do conjunto de vértices de G. Pelo Teorema de Turan,
ou G ¢ isomorfo a Ti(n) e nesse caso nao resta nada a demonstrar ou s > k. Por
contradigao suponha que s > k e denote V(G) = V3 U --- UV, uma parti¢ao do
conjunto de vértices de GG, tal que a soma das arestas internas de cada conjunto V;
seja minimo. Se v € V; e j € {1, ..., k}, temos que
[N(v) N V| = [N(v) N Vi,

caso contrario poderiamos reduzir o nimero de arestas internas transferindo v para
V;. Além disso, pela propriedade de Estabilidade de Cores temos que Zle e(V;) <
on?. Ou seja, o subgrafo G’ C G obtido através da eliminacao das arestas internas de

G ¢ k-partido e tem pelo menos |E(G)| — dn? > |ex(n, Kj11)| — dn? arestas. Assim,
pela Proposicdo [4.12] para todo i € {1,2, ..., k}
Vil = %1 < V23n.
Afirmacao: Existe um vértice x que assumiremos estar em V] que satisfaz
n
Nz)NnV| > ———
V@) NVl 2 557
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para todo i € {1, ..., k}.

Demonstra¢ao. Como G nao é k-partido existe uma aresta {z,y} de modo que
ambos os vértices pertencem a mesma classe da particao V3 U--- U Vy, digamos V.
Isso significa que x,y pertencem a classes diferentes pela particao Vl/ u---u Vs/.
Como G é multipartido completo, para cada vértice v € V(G) \ {z,y}, v deve
ser adjacente a x ou y. Em particular, assumindo, sem perda de generalidade, que
|IN(x) N Vi| > |N(y) N Vi| temos

Vil

n
N > > 2 Von >
V@)Wl 257 2 of f"—2(k:+1)

jaque d < 52k+1r14kk4e4 < 4k2(;+1)2. A afirmagao segue porque |N(z)NV;| > |N(z)NV;|

para todo ¢ € {1, ..., k}. ]

Seja C o conjunto de todas as possiveis coloragoes de G que sao P-livres.

Considere entao o vértice x € V; de modo que

n

|No(V1)| > Wkt 1)

(5.11)

com N, (V) = N(z) N Vj. Além disso, pela escolha de = temos que

n

INL(V;)| > Gt 1)

, para i € {2,...,k}.

Seja Cy o subconjunto de todas as coloragoes tais que existe uma escolha distinta de
cores ¢y, ...,c, € {1,...,r}, de modo que existam subconjuntos W; C V; com |W;| >
n/(2¢*k?), 1 € {1,...,r}, de forma que para todo v € W; a aresta {z,v} € E(G) e
tem cor ¢;. Seja Ca = C\ Cj.

Considere uma coloracao de G que pertence a C; e fixe as cores ¢y, ..., ¢
e conjuntos Wi, ..., W}, como na definicao de C;. Fixe uma coloragao C(Kj,q) de
Kiyq1 com padrao P € P de forma que as arestas incidentes com algum vértice
localmente arco-iris v sao coloridas com cores ¢y, ..., cx. Em particular, v poderia ser

mapeado para  em uma tentativa de construir um isomorfismo de C(Kj41) em G.
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Como G & P-livre, vamos aplicar a Proposicao comf3 = 1/5r% e
w(i) = 1/ (5r2) para cada i € [k] para fixar uma cor h € [r] e um par (X, X;) que
satisfaz X; C W, com | X;| > w(k) |W;| e X; C W;, em que | X;| > w(k) |W;| temos
que ter menos de 3 |X;||X;| arestas de cor h entre |X;| e | X;]|.

Usaremos isso para limitar o tamanho de C;. Note que existem r esco-
lhas para a cor h e no maximo 2*" escolhas para os conjuntos X; e X;. Uma vez que
fixamos a cor h e os conjuntos X; e X temos no maximo

| X 1X;1
B1X:| X5l

< (69 )

maneiras de colorir as arestas entre X; e X;. Pela escolha da partigao, temos no

. (7“ _ 1)\XiHXj|§2H(ﬁ)|XiHXj\ (r— 1)|Xz'||Xj|

1 X151

maximo ex (n, Kj11) 4+ 0n? — | X;| | X;| outras arestas em G, que podem ser coloridas

ex(n,Kyq1)+0n

L. 2_ . . . . .
em no maximo r IXlIXG 1 maneiras diferentes, ou seja,

Cy| < r22n. (5T2)2|Xillle/(5f2) (r = 1)KL pex(moia)+on? = | Xl X |

52\ 1Xil1%51/(5r)
< <25,r,4 (T B 1) ) . TeX(TL,KkJFl)-FénQ'
- T

5r2 _r\5
251 . (r 1) < 25rt . e < M < 1
r r r

Além disso,

Finalmente, lembrando que § = m e usando o limite inferior em |W;| e
| X[, temos que

n? n?

2
‘X'L’ ’X]‘ Z W(k - 1) |VI/Z| ‘W]‘ Z 4T2€4k4 (57_2)2]@72 > 52]{:71712(2]671)64]{;4’

concluimos que
1Cy| < ex(n, Koy +6n% | X1 X1/ (5r%)

< Tex(ankH )+n? _n2/(52kr4k€4k4)

< rex(n,Kk+1) ]
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Pelo que foi discutido acima, Cy contém |C| — |Cy| > re<(mKes)+m=1 coloracoes
de G. Considere uma dessas coloragoes. Pela defini¢ao de Cy nao existe k-upla,
digamos (W1, ..., W}), como na definicao de C;. Seja WF o conjunto de todos os
vértices de V; que sao adjacentes a x através de uma aresta de cor c. Considere o
grafo bipartido com biparti¢ao dada pelos conjuntos [k] e [r], de forma que {i,c}
¢ uma aresta sempre que |W¢| > n/2e?k?. Como |N,(V;)| > n/2e?k?, é impossivel
que, para algum ¢ € [k] tenhamos |W¢| < n/2e?k? para todo ¢ € [r], ou seja,
nao é possivel encontrar um emparelhamento perfeito, isto é, saturar os conjuntos
Wy, ..., Wy. Logo, para essa coloracao fixada, aplicando o Teorema (Teorema de

Hall), concluimos que para evitar uma distribuigdo localmente arco-iris de cores em

C,, existe h € [k — 1] e pares distintos V;,, ..., V;

iny, tals que, para cada j € [h 4+ 1],
temos |[W| > n/2e’k*. Podemos determinar uma cota superior para as coloragoes
de Cs iterando em h, para tanto, para cada h fixo, existe uma escolha de conjuntos
Viys - Vipy, que podem ser escolhidos de ( k ) modos. Aplique as equagoes e

h+1
(5.3)), entao existem no maximo

<2H(1/(262k‘2)n> " < 24n logfz(ig%g)

modos de selecionar até n/(2e%k?) arestas para cada uma das cores raras com respeito
a x e para cada V;,, j € [h + 1]. Na equacao anterior utilizamos

2
H(l/(2€2k’2)) S W 10g2(2€2k’2).

As arestas restantes sao coloridas com no maximo h cores abundantes. Podemos
deduzir que o nimero de modos de colorir as arestas entre x e cada V;, ¢ limitado

por

logy (2¢2 k2
o MEREED ) (F 420

Para todo [ € [k] \ {71, ...,in+1} as arestas entre x e V; podem ser coloridas em no

maximo



modos. Para n grande, podemos concluir que o namero N, de coloracoes das arestas

incidentes a x que podem ser estendidas a coloracoes em Cs satisfaz

! k r (h+1) nlogy (2¢%k?) 1 1
N, < Z( >< ) 2(h+1)(e22T)h(h‘f’l)(g*i’m)nr(k*h*l)(g*i’ 28)n
- h+1)\h
h=1
k—1
< 2k2kr2nlog2(262k2)/(62k)(hh-i-lrk—h—l)(%-‘r\/%)n‘
h=1

Seja f(h) = hMlrk=h=1 Considerando k > 3 ¢ h < k — 2 podemos escrever a

seguinte desigualdade

2
fh+1) A+ )"0 _e(h+2+1/h)

) ST 7 .

que é valida para r > e(k + 1). Isso mostra que os elementos do somatorio sao

decrescentes em h, portanto

N, < Lokokronlogy(2¢2k2)/(e?k) . (k—2) (- +V20)n < por(n) g5

Isso é verdade pois

2
Qlogs (k)T V5 g

ja que
(k)2 rVP < i
S 1
Tﬁ+e2klog( k)Q(r) S T%
2 1 2 2
V20 <

3k ke?
5 L(e=3 2.
2\ 3ke2

|(j2 | > 7,ex(n,KkJrl)#»mflj

IN

Sabemos que

de modo que o nimero de coloragoes livres de P em G — x é no minimo

pex(n, Kk 1) +m—1=6(n)+ 35 > pex(n=1,Ky1)+m+1
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Podemos aplicar esse argumento indutivamente agora no grafo G = G — z, ja
que [V(GW)| =n — 1 até G0 o que ira implicar que o grafo G~ tem mais

coloracoes do que o grafo completo em ng vértices, o que claramente é um absurdo.

Isso mostra que todo grafo s-partido que é (r, P)-extremal é isomorfo a
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6 CONCLUSAO E PROXIMOS PASSOS

Esta tese investigou alguns problemas do tipo Erdés-Rothschild, com
foco na familia de padroes localmente arco-iris, expandindo resultados anteriores,
citamos em especial o trabalho desenvolvido por Hoppen, Lefmann e Odermann em
[16]. O principal resultado obtido foi a demonstracao de que, para todo r > ry onde
ro ¢ uma fungao de k e s, o grafo de Turan T (n) ¢ o unico grafo (r, K} (s))-extremal

paran > ng, k > 3es € {o(k),..., (*1")} onde o(k) = k se k for impar, o(k) = k+1

k—i—l),

caso contrario. Merece ser destacado o fato que, para o caso particular de s = ( 5

temos que a familia proibida contém um tnico padrao, que é justamente o padrao
estudado em [16] no qual foi demonstrado que o grafo extremal é o grafo de Turan
("

Ty(n), para todo r > . O caso particular resolvido por esta tese demonstra

o mesmo resultado, mas para r > ((’“;1) + 2)4k+3.

O método utilizado para a demonstragao dos resultados do paragrafo
anterior foi o método da estabilidade, o qual foi abordado na Segao[I.2] A contribui-
¢ao principal desta tese, entretanto, reside fundamentalmente na extensao do estudo
de problemas do tipo Erd&s-Rothschild para padroes motivados por coloragoes pro-
prias, que sao um conceito classico em teoria dos grafos. De fato, definimos a familia
das coloracoes localmente arco-iris como o conjunto dos padroes que sao induzidos
por coloragoes proprias. Trabalhamos nessa com diversas subfamilias da familia das
coloragoes localmente arco-iris. Em particular, Kj-F (o(k)) ¢ justamente a familia

das coloragoes localmente arco-iris para s = o (k).

Os métodos de estabilidade utilizados na tese se baseiam na estrutura
dos grafos reduzidos multicoloridos associados as coloragoes de um certo grafo G
que ¢é candidato a solugao extremal. Dado que as coloragoes nao podem conter pa-
droes proibidos, surgem restricoes no nimero de arestas associadas com listas com
um nimero grande de cores, que sao originadas por resultados que garantem que

copias de um padrao em um grafo reduzido implicam copias desse mesmo padrao na
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coloragao original. Conhecemos esses resultados como resultados do tipo Imersao.
Na nossa tese, foi necessario demonstrar resultados de Imersao especificos para os
nossos padroes, que foram abordados no Capitulo 3. Fazemos mencao especial ao
algoritmo para construgao de coloragoes proprias (Teorema que foi fundamen-
tal para construir as copias proibidas em dois dos principais resultados de imersao,
Teoremas e [3.18] Esses teoremas sdo ingredientes importantes para a obtengao

dos resultados de estabilidade.

Apesar de importantes avangos a pesquisa sobre as familias Kif(s)

deixa diversas questoes em aberto, abrindo caminho para novas investigacoes.

Uma possibilidade é reduzir o valor da cota inferior ny para o nimero
de vértices do grafo extremal no Teorema[I.11] O ng obtido nessa tese é um nimero
grande por causa do Lema de Regularidade de Szemerédi utilizado na demonstragao
da estabilidade obtida no Teorema[I.10] Uma alternativa seria abordar esse problema
com uma técnica relativamente nova em Teoria dos Grafos, conhecida como Método
dos Contéineres, para obter a estabilidade. Uma redugao semelhante no valor de ng
foi obtida em trabalhos que optaram por essa abordagem. Citamos como exemplo
o artigo de Balogh e Li [5] que trata de coloragoes de Gallai e possui uma relagao

proxima com o problema proposto por essa tese.

Outra possibilidade seria substituir a funcao ry que encontramos por
uma funcao menor de modo que resultados como o Teorema, [5.2 ainda sejam validos.
O trabalho de Nolibos [19] faz uma anéalise de cotas inferiores em um contexto muito

parecido.

Um terceiro problema seria procurar subfamilias T C Ki-f (s) para as
quais os grafos extremais sao iguais ao do Teorema para o mesmo 7o(k, s). Esse
resultado nos parece natural, pois nas nossas demonstracoes alguns padroes nao

parecem gerar restrigoes adicionais na resolugao do problema de Erdds-Rothschild.
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Por fim, uma quarta alternativa seria modificar a familia K/ (s) na
expectativa que possamos ganhar ferramentas que sejam posteriormente tteis para
a familia original. Uma familia que parece natural é das coloragoes localmente arco-

iris com no méximo ¢ cores distintas, que denotaremos por K ,ffl( < t). Essa familia

k+1

5 ), 0 que nao

é interessante por nao conter o padrao arco-iris sempre que t < (
acontece com KjF (s) (o padrao arco-iris sempre pertence a K[ (s)), esse fato é

relevante pela discussao que abordamos no Teorema |5.8|

Outra possibilidade para generalizar os nossos resultados seria conside-
rar familias proibidas baseadas em grafos que nao sejam grafos completos. Esse nao

foi o objetivo dessa tese, mas motiva a definicao abaixo.

Definigao 6.1. (Familia localmente arco-iris minimal de F') A familia localmente
arco-iris minimal de F € a familia F™" dos padroes localmente arco-iris P de F

associados a coloragoes com exatamente x'(F') cores.

Quando F' é o grafo completo, essa definicao corresponde a noc¢ao an-

terior de grafos localmente arco-iris coloridos com o menor ntimero de cores.

Acreditamos que seja possivel encontrar uma subfamilia de padroes
como descritos acima para os quais existam intervalos (r!,r;) disjuntos, com i €
{1,2,...,1} el € N, onde o grafo extremal do problema de Erdés-Rothschild ¢ uma
solucao extremal de Turan, mas temos alguma estrutura extremal distinta fora des-
ses intervalos. Apresentaremos em breve um resultado que mostra que, para K"
nao temos uma solugao extremal de Turan para r € {2,3}, e também néao conse-
guimos demonstrar que, para algum 7 o problema de Erdds-Rothschild para essa
familia admita a solu¢ao extremal de Turan como grafo extremal, portanto, ape-
nas de ser uma generalizacao do problema original ela nao ajudou na proposta pela
qual foi proposta. Entretanto, podemos continuar generalizando a familia de padroes
proibidos. Na Secao trabalhamos com padroes de coloracoes que eram “quase”

localmente arco-iris, dessa forma desejamos uma generalizacao desse conceito para
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um grafo F' qualquer. Evidentemente tal conceito implicarda na nogao de distancia
de uma colora¢do minimal (nesse caso, a coloragao propria) e uma outra colora¢ao
qualquer, desse modo definimos a distancia entre duas coloragoes de F', digamos, F
e Fg, como o numero de arestas que possuem cores distintas, o qual denotaremos

por d(Fy, Fy). Um conceito um pouco menos trivial é a distancia entre padroes:

Definigao 6.2. (Distdancia entre dois padroes) Dados um grafo F' e dois padroes de
F, digamos R e S, a distdncia entre os dois padroes € o minimo das distdncias entre

todas as coloragoes possiveis associadas para cada padrao, denotada por cZ(R, S).

Definigao 6.3. (Padrao s-minimal) Dado um grafo F dizemos que um padrao P

de F' ¢ um padrao s-minimal se mingepmin CZ(P, Q) < s.

Apresentamos assim a familia s-minimal de F’:

Definigao 6.4. (Familia s-minimal de F') Definimos F™" como a familia de padroes

P da de F tais que P sao os padroes s-minimal de F'.

Portanto, para F' = K4 e s = 1, temos justamente a familia quase
localmente arco-iris, isto é QQ Ky, dessa forma a familia proposta é uma abordagem
natural para continuar estudando sobre a monotonicidade das solugoes extremais de

Turan.

Uma abordagem especifica da familia acima para o qual temos conjec-
turas interessantes é para F' = K, e s = 0: a familia dos padroes de K, coloridas
com exatamente 3 cores. Essa familia é interessante ja que é uma subfamilia da
familia K mas sem o padrao arco-iris. Temos interesse em determinar os grafos
que sao extremais para essa familia, isto é, quais grafos atingem o ntmero de co-
loragao de ¢, p(n). Temos que, para r = 2, a solugao ¢ trivial (o grafo completo).
Para r grande sabemos que a solu¢ao nao pode ser uma solucao extremal de Turan,
pelo argumentos apresentados por Hoppen, Lefmann e Odermann [I6]. Ao estudar

os possiveis candidatos para grafos extremais nos deparamos com grafos parecidos
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com os grafos de Turan, mas com uma propriedade de desbalanceamento. Um ques-
tionamento natural foi se aqueles grafos gerados eram realmente extremais e, caso
positivo, se era possivel generalizar alguma familia de solugoes a partir deles. Para
tanto, dado um grafo G e uma familia P, podemos definir o conjunto C(G,P) como
o conjunto das coloragoes de G livres de P. Podemos majorar as coloragoes de G
com um conjunto de grafos multicoloridos, com um procedimento parecido com o
que fizemos no Teorema[5.2] Definimos G4, como o grafo multicolorido que admite
o maior namero possivel de coloracgoes entre todos os grafos multicoloridos associa-
dos a G. Esse procedimento é util porque é facil calcular as coloragoes de um grafo

multicolorido.

Apresentamos a seguinte conjectura:

Conjectura 6.1. Dada a familia K7™ de padroes de Ky que sao localmente arco-

iris minimais e r = 3. Seja G um grafo extremal desse problema, isto €, o numero

de coloracoes de G € iqual a c5 emin(n). Temos entdo que o grafo Guax associado a
3,K7

G € bipartido em relacdo as arestas de tamanho 3.

Podemos apresentar a construcao de um candidato para o grafo mul-
ticolorido G.x. Para r = 3, considere o grafo multicolorido com n vértices tal
que temos uma bipartigdo A, B dos vértices de Gpax de modo que |[V(A)| = an e

log, (3 ) . .
[V(B)| =n—|V(A)|, com a = m‘)g#. Além disso considere que as arestas entre
0gy(3)—1
A e B admitem 3 cores e as arestas em A formam um grafo completo onde as arestas
estao associadas a listas com as mesmas duas cores. Claramente nenhuma copia de
K, em G, pode conter o padrao localmente arco-iris, de fato, se os quatro vértices

dessa copia estao em A nao é possivel ter uma coloracao propria, se um dos vértices

estd em B também nao é possivel obter uma coloragao propria.

Podemos comparar o nimero de coloragoes obtidas pelo grafo Giax

apresentado com o numero de coloragoes do grafo de Turan T3(n):
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C37K£R<Gmam) > 3om(nfom)2(a2n) — 3cm(nfan)+(an)(omfl)/Q-logg(3) > 3t3(n).

2 . . . 2
Como é possivel checar o grafo apresentado admite aproximadamente 3%-3"" colora-
¢Oes, um numero ligeiramente superior ao nimero de coloragoes do que o grafo de

Turan, portanto é um candidato a extremal.

Por fim, comecamos a estudar alguns outros trabalhos que resolviam
problemas semelhantes, mas com técnicas diferentes. Um que chamou muita aten-
¢ao foi o trabalho de Pikhurko e Staden [20], que utiliza métodos de otimizagao
para encontrar um grafo reduzido 6timo e que demonstrou ser uma ferramenta com

potencial para abordar os temas propostos nessa tese.
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