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Resumo

De acordo com a Desigualdade de Hausdorff-Young, temos ||f| lg < || fll, para f € LP,
com1 <p<2el/p+1/q=1. Nesta dissertagio, sob a hip6tese de que ¢ seja par, e consi-
derando a Transformada de Fourier como sendo f(y) = \/% [ f(x)e ™¥dz, obtemos a ver-
sdo Gtima desta desigualdade. Neste caso, mostramos que || f|l, < (QW)ifipﬁqfinHp
para qualquer f € LP; além disso, verificamos que vale a igualdade para fun¢des da forma

f(x) = e+ com g, b e Rea > 0.



Abstract

According to the Hausdorff-Young Inequality, we have || f||, < || f|l, for f € L, with
1 <p<2and1/p+1/q = 1. In this dissertation, under the assumption that ¢ is even, and
by considering the Fourier Transform as being f(y) = \/% [ f(x)e"™¥dz, we obtain the
optimal version of this inequality. In this case, we show that || f||, < (27r)i7ipﬁ g % I fllp
for any f € LP; in addition, we verify that equality holds for functions of the form
f(x) = e "+ with a,b € R and a > 0.
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Introducao

O objetivo desta dissertagao é o estudo de uma Desigualdade Sharp (ou Otz’ma). Esse
tipo de desigualdade consiste, de forma geral, no melhor refinamento de uma desigualdade
dada. Isso pode ser entendido, por exemplo, no sentido de determinar ou classificar, se
possivel, as condigoes para que a igualdade seja valida, ou reescrevé-la com constantes

melhores. A desigualdade em que estamos interessados é a seguinte:

Teorema 1 (Desigualdade de Hausdorfl-Young). Considere f(y) = [ f(z)e 2™¥dz e
assuma que 1 <p<2el/p+1/g=1. Se f € LP, entdo

1Fllg < 1f1l,- (1)

A demonstragao dessa desigualdade baseada no Teorema de Interpolagao de Riesz-
Thorin, que apresentamos na Secao 3 do Capitulo 2, utiliza a linearidade e a continuidade
da aplicacao f € LP — f € L9 Essa observagao abre caminho para uma abordagem
via norma de operador para o problema de encontrar a desigualdade sharp associada.
Suponhamos por um instante que conhecemos a melhor (isto é, a menor) constante K tal
que || flly < K| f|l,; neste caso, nossa desigualdade sharp é ||f|l, < K||f|l, e as funcdes
extremizantes sdo as g € L? tais que ||g|l, = K|g||,-

Agora, pelo menos para o autor desta dissertacdo, é no minimo surpreendente que
sob a hipotese de que ¢ seja par, a constante K descrita no paragrafo anterior possa
ser exibida explicitamente. Em seu artigo publicado em 1961, K. I. Babenko [1] consi-
derou a Transformada de Fourier normalizada f| (y) = \/%7 Jg f(x)e ™¥dx e deduziu que
K = (ZW)%q_ﬁpﬁq_i quando ¢ é par; além disso, ele indicou uma classe de fungoes

extremizantes - essa é a versao sharp da Desigualdade de Hausdorff-Young:

Teorema 2 (Babenko). Seja 1 < p < 2 e suponha que 1/p+1/qg =1, com ¢ = 2l el

inteiro positivo. Para qualquer f € LP, vale a desigualdade

1 1
4 £\ |4 ]q < { b / p ]”
Vot [1fway]" < [\ [ 1r@pae] " )
Além disso, vale a igualdade para func¢oes Gaussianas f da forma

flz)=e "+ coma,beRea> 0. (3)

1



A demonstragao que apresentamos segue os passos indicados no artigo [1], e serve de

guia para a organizacao dos capitulos desta dissertacao, que é a seguinte:

e No Capitulo 1, revisamos alguns topicos de Analise Complexa e Integral em Espacos
L?; e no Capitulo 2, apresentamos o basico da Teoria da Transformada de Fourier,

com énfase na demonstragao da versao classica da Desigualdade de Hausdorff-Young.

e O Capitulo 3 contém a demonstragao do principal resultado desta dissertacao, o
Teorema de Babenko. Descrevemos a ideia geral da prova, cujos detalhes estao
contidos nas 4 Secoes deste Capitulo; além disso, na Observacao 3.2.4, justificamos

a necessidade da restricao de que ¢ seja par.

o Por fim, fazemos algumas consideracoes sobre as generalizagoes do Teorema de
Babenko, incluindo o caso em que ¢ nao é necessariamente par; e no Apéndice,
apresentamos as fungoes de Hermite, que sdo essenciais para a demonstracao de

propriedades operacionais que utilizamos nesta a dissertacgao.



Capitulo 1
Preliminares

Neste Capitulo introdutorio, apresentamos o que sera utilizado durante esta disser-
tacdo. Na Secao 1, cobrimos alguns teoremas da Anélise Complexa, e introduzimos o
conceito de ordem de uma funcao inteira. J& na Se¢do 2, revisamos alguns resultados da
Teoria da Integracao, em especial o Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin. Conclui-
mos o Capitulo com a Se¢ao 3, na qual discutimos o conceito de convolucao e aproximagcao
da identidade, e analisamos o ntcleo de convolugao que utilizaremos no préoximo capitulo.

A primeira Segao é baseada em [9]; a segunda, em [6]; e a terceira, em [6] e [10].

1.1 Analise Complexa e Teoria de Funcgoes Inteiras

Uma fungao inteira é uma funcao f : C — C holomorfa em todo o plano complexo.

o
Uma série de poténcias em torno de zy € C é uma série da forma Y a, (2" — z5) com
n=0

{a,} € C. Por simplicidade e sem perda de generalidade, consideraremos apenas zg = 0.

Teorema 1.1.1. Dada a série de poténcias Y. a,z"

n=0

, existe 0 < R < oo tal que:
1. Se |z| < R, entdo a série converge absolutamente.
2. Se |z| > R, entdo a série diverge.

Além disso, com a convengdo 1/0 = o0 e 1/oo =0, o valor de R é dado pela féormula
1/R = limsup |a,|"/™. (1.1)
n—oo

Demonstragio. Ver [9], pdgina 15. ]
Dizemos que o nimero R é o raio de convergéncia da série.

o0

Teorema 1.1.2. A funcdo definida por uma série de poténcias f(z) = Y. a,z" € holo-
n=0

morfa em Dp :={z € C: |z| < R}, sendo R o raio de convergéncia associado d série.

x
ém disso, a derivada de [ é z) = na,z" " e tem raio de convergéncia R.
Al d ,ad da d ! 22 et d R
n=0
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Demonstragio. Ver [9], pdgina 16. ]

Dizemos que o conjunto Dg é o disco de convergéncia da série.
Com o fato bem conhecido de que toda fungao holomorfa em um ponto admite tinica

representacao em séries de poténcias em torno desse ponto, provamos o seguinte resultado:

Corolario 1.1.3. Sejam Q vizinhanga aberta da origem, f : 2 — C holomorfa na origem

o0 —
e f(z) = nz—:o a,z" a representacdio de f em séries de poténcias. Entao a funcio [ definida

por f(2) = Y dn2" € holomorfa no mesmo disco em que f é holomorfa.
n=0

Demonstragio. Com a igualdade (1.1), vemos que as séries de poténcias que definem f e f

tém o mesmo disco de convergéncia D; logo f é holomorfa em D pelo Teorema 1.1.2. [
Uma regiao é um subconjunto de C que é aberto e simplesmente conexo.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Cauchy). Seja f : Q@ — C holomorfa no aberto Q C C.
Entao

/ f(2)dz =0, (1.2)
v
para toda curva reqular por partes, simples e fechada v C €.

Demonstragio. Ver [9], pdgina 39. ]

Teorema 1.1.5 (Férmula Integral de Cauchy). Sejam f : Q@ — C holomorfa no aberto

QCCeC CQ um circulo cujo interior estda contido em ). Entao

! d
fM(z) = 2”—7” /C m para todo z no interior de C'. (1.3)
Demonstragio. Ver [9], pagina 47. ]

Teorema 1.1.6 (Estimativas de Cauchy). Seja f : Q@ — C holomorfa no aberto Q2 C C.
Se 29 € Q er >0 sdo tais que D C ), sendo D = D(z,r), entdo

1090} < 5% sup {112} (1.4

Demonstragio. Ver [9], pdgina 48. ]

Teorema 1.1.7 (Principio do Médulo Maximo). Seja f holomorfa e ndo constante em
uma regido Q. Entdo f ndo atinge um valor mdximo em Q. Além disso, se Q é compacto

e f € continua sobre 0, entdo sup |f(2)| < max|f(2)].
2eQ 2€002

Demonstragio. Ver [9], pdgina 92. ]



Teorema 1.1.8 (Propriedade do Valor Médio). Seja f holomorfa no disco D(zp, R).

Entao
1 2

f(z0) = o7 s f(zo+ rem)dﬁ, para 0 < r < R. (1.5)

Em particular, se uw = Re{f}, entdio

1 p2r .
u(z) = 7/ u(zo 4+ re)df, para 0 <r < R. (1.6)
7 Jo
Demonstragio. Ver [9], pdgina 102. ]

Teorema 1.1.9 (Teorema de Liouville). Toda fungio inteira e limitada é constante.

Demonstragdo. Seja f uma funcao inteira limitada e suponhamos que B > 0 é uma cota
superior para f. Para cada zy € C fixado, |f'(z0)| < B/R pelas estimativas de Cauchy;
logo fazendo R — oo, vemos que |f'(z9)] = 0. Como z, é arbitrario, entao f'(z) = 0.
Agora, fixamos z; € C e verificamos que f(z) = f(z1) para todo z € C. De fato, dado
z € C, existe um caminho v C C continuo que liga z; a z. Como f é uma primitiva
para f’, entdo pelo Teorema Fundamental do Célculo [, f'(w)dw = f(z) — f(21); mas essa

integral é nula, pois f’ = 0 como verificamos inicialmente e portanto 0 = f(z)— f(z1). O

Teorema 1.1.10 (Teorema da Identidade). Sejam f e g fungoes holomorfas definidas
em uma regiao Q. Assuma que f(z) = g(z) para todo z em um conjunto que contém um

ponto de acumulagao em Q. Entao f(z) = g(2) para todo z € ).
Demonstragio. Ver [9], pdgina 52. O

Teorema 1.1.11. Seja f : Q — C holomorfa e nao constante em uma regiao 2. Assuma
que 2o € Q0 € um zero de f, isto €, f(z0) = 0. Entdo eziste uma vizinhanca U,, C ) de
20, uma fungdo holomorfa e sem zeros g definida em U,,, e um dnico inteiro positivo n
tal que

f(2) = (2 — 20)"g(2) para todo z € U,,. (1.7)

Demonstragio. Ver [9], pagina 73. ]

Dizemos que o ntimero n no Teorema acima é a multiplicidade do zero z, de f.
Seja U vizinhanga de zy e f holomorfa em U \ {z}. Dizemos que 2, é singularidade

removivel de f quando f pode ser definida em 2, de modo que f seja holomorfa em U.

Teorema 1.1.12 (Singularidade Removivel). Seja f holomorfa no aberto Q2 exceto pos-

sivelmente em zy € Q. Se f € limitada em Q\ {20}, entdo zy € singularidade removivel.

Demonstragio. Ver [9], pdgina 84. ]



Recordamos agora como definir a funcao logaritmo de um niimero complexo. Para
2 = re?, gostarfamos que tal funcao fosse a inversa da exponencial, isto é, que cumpra
Inz = Inr+1i6 e, além disso, que estenda a fun¢ao logaritmo usual, definida para nimeros
reais positivos. Acontece que para valores arbitrarios de 6, essa expressao para In(z) nao
representa uma funcdo bem definida: para n inteiro vale re? = re?™® mas Inre? =
Inr + 16 # Inr + i2mnf = Ine?™?. No entanto, é possivel restringirmos os valores de 6
de modo que In(z) seja uma fungdo bem definida e tenha as propriedades desejadas.

Na notacdo do paragrafo acima, chamamos de ramo de logaritmo a restricdo da
fungdo In(z) a valores de 6 para os quais ela estd bem definida para todo z € Q, sendo
2 C C um conjunto adequado. A restricao —w < # < 7 é chamada de ramo principal.

O resultado a seguir descreve os dominios da fungao logaritmo.

Teorema 1.1.13. Seja 2 uma regido tal que 1 € Q e 0 ¢ 2. Entao existe um ramo de

logaritmo Ing definido para todo z € ) e tal que

1. Ing € holomorfa em €.

2. eme(?) = 2 para todo z € Q.

3. Ing(r) = In(r) sempre que r é um nimero real e suficientemente prozimo de 1.
Demonstragio. Ver [9], pdgina 98. O

Teorema 1.1.14. Seja f holomorfa em uma regido €2 e assuma que f nao se anula em

Q. Entao existe uma fungdo holomorfa g definida em 2 tal que
f(z) =e® (1.8)

Demonstragio. Ver [9], pdgina 100. ]

Com a notagao do Teorema acima, a fungao g é denotada por In f(z).

A seguir, investigamos as fungoes inteiras nao constantes. Em virtude do Teorema
de Liouville, tais fungoes sdo ilimitadas e cumprem lim max |f(2)] = oco. Acontece que
quanto maior uma funcao inteira é, mais zeros ela pode admitir - esse fenéomeno ¢ facil-
mente observado em polinomios de grau finito. Na realidade, existe uma relacao profunda
entre o crescimento de uma funcao inteira e seu nimero de zeros. Veja o Teorema 1.1.17.

Denotaremos por D o disco unitario D; = {z € C: |z]| < 1}.

Teorema 1.1.15 (Férmula de Jensen). Seja Q@ C C um conjunto aberto que contém o
fecho do disco D, ={z € C: |z| <r}. Assuma que f :Q — C é holomorfa, f(0) # 0, e

f nao se anula no circulo C, = {z € C: |z| =r}. Se z1,---2zx sao os unicos zeros de f



em D,, contando multiplicidade (isto €, cada zero de f aparece nessa sequéncia o mesmo

nimero de vezes que sua respectiva ordem), entdo vale a sequinte igualdade

N %
In|F(0)] = > In|

k=1

1 21 .
+ %/o In | f(re)|de. (1.9)

Demonstracio. Passo 1. Suponhamos por um instante que o resultado esta provado para
fungoes f e g. Entao a funcao h : Q2 — C dada por h(z) = f(z)g(z) cumpre as hipo6teses
estipuladas e a equagao (1.9) é vélida para h.

De fato, h é holomorfa, h(0) # 0 pois f(0) # 0 e g(0) # 0; e h nao se anula em C,., pois
do contrario existiria 2’ € C, tal que h(z’) = 0 - mas isso implicaria no absurdo f(z') =0
ou g(2') = 0. Denotando por zy,---zy os N zeros de f, e por zyy1,- - 2yiam 08 M zeros

de g, todos em D,.,

In [A(0)] = In|f(0)g(0)]
= In|f(0)] + 1n [g(0)]

= iln ck +1/27rln|f(rei9)|d9+ NiM In | +1/2ﬂln| (re')|do
_k:1 r 2m Jo N 21 Jo g

N+M

“k L2 0 i0

= > |2+ [T fre?)g(re”)do

> |24 o [l rre)gte?

N+M 1 o )
=3 m|* +7/ In | (re?®)| 6.

= r 2m Jo

Note que para zZ € D, vale h(Z) = 0 se, e somente se Z é um zero de f ou um zero de g.
Logo o conjunto dos zeros de h é a uniao dos conjuntos dos zeros de f e de g. Portanto,
o passo 1 estd completo pois os zeros de h sao z1, 29, -+ , 2y, contando multiplicidade.

Passo 2. Basta demonstrarmos o teorema para fungdes que nunca se anulam em D,
e para fungoes da forma gx(z) = (z — 2;), sendo z; um zero de g em D,.

De fato, considere a fungao h(z) = f(z)/[(z—z1)(z—22) - - - (z—2n)]. As hipéteses sobre
f implicam a priori que h esta definida e é holomorfa em Q\ {z1,--- , zy}. Vejamos que h
¢ holomorfa em (). Para isso, em virtude do Teorema da Singularidade Removivel, basta
verificarmos que h é limitada em Ay \ {2} para alguma vizinhanga Ay, de z; para todo k.
Tomamos € > 0 tal que B(zx,€) C Q2 para todo k e consideramos Ay, = B(zy,€/2). Se m
é a multiplicidade de z; como zero de f, entao podemos supor sem perda de generalidade
que z; = 23 = -+ = 2,,. Como z; é o unico zero de f em A;, entdo pelo Teorema 1.1.11
existe uma vizinhanca U; C A; de z; e uma funcao f; : Uy — C holomorfa e sem zeros

em U; tal que f(z) = (2 — 21)™ f1(2) para todo z € U;. Consequentemente,

f1(2)

tod : 1.1
(z = 2mi1) (2 — Zma2) -+ (2 — 2n) para todo z € U; (1.10)

h(z) =



Como z; ¢ Uy para j = m+1,m+2,--- , N por construcao, entdo nenhum dos fatores no
denominador em (1.10) se anula em U e assim h é limitada em U; \ {z1}, logo holomorfa

em z1. Sem dificuldades, vemos que essa conclusao é valida para cada zero de f. Portanto,
f(z) =h(2)[(z—21)(z — 22) - - - (2 — zn)],com h holomorfa e sem zeros em D,. (1.11)

Agora, a demonstracdo do Teorema é reduzida a demonstracdo dos casos enunciados
no passo 2 (que sdo os passos 3 e 4 a seguir) pois, em virtude do passo 1, esses casos
particulares implicam no caso geral uma vez que toda funcao que satisfaz as hipoteses do
Teorema pode ser escrita como (1.11).

Passo 3. Vale a igualdade (1.9) para fungdes que ndo se anulam em D,.

De fato, seja g uma funcao que nao se anula em D, e cumpre as hipéteses estipuladas.
Consideramos R > r tal que Dr C . Note que g nao admite sequéncia de pontos que
convergem para (, pois neste caso seria g = 0 pelo Teorema da Identidade. Em particular,
g tem um numero finito de zeros em Dpg; logo ela é holomorfa em Dy pelo passo 2. Além
disso, como g ndo se anula em D,., entdo pelo Teorema 1.1.14 podemos definir g : Dr — C

por g(z) = ") com h(z) = In g(2) holomorfa em D. Portanto,

1

In |g(0)| = Re{h(0)} £ Re {27T /O27r h(Tew)dQ} = /027r In |g(re)|db.

Passo 4. Vale a igualdade (1.9) para fungoes da forma f(z) = z — w, com w € D,.

De fato, basta mostrarmos a igualdade

r‘ + %/0 |f(re® —w)|db. (1.12)

Como In|w/r| = In|w| —In7 e In|re? —w| = In|r(e? —w/r)] = In|r| +In|e? —w/r|,

entao

1 27 ) 1 27 .
+—/ |f(reze—w)|d0:ln|w|—lnr+2—/ In|r|+1n|e? —w/r|do
0 mJo

1 2 .
= In|w| + —/ In|e —w/r|db;
21 Jo
logo, basta verificarmos que
2T .
/ Inle” —aldd =0, coma=w/r. (1.13)
0
Fazendo a mudanca de varidveis § = —6, vemos que a igualdade (1.13) é equivalente a

0 )
0= —/ In|e™™ — aldg
27



do

b

27
—/ In

2

1 — ae®

do

2m . 27 .
= / In |1 — ae®|df — / e ?dg
0 0

21 .
= / In |1 — ae™|db.
0

Por fim, para verificarmos que de fato vale 0 = f02“ In |1 — ae®|df, consideramos a funcio
auxiliar F(z) = 1 —az com |a| < 1. Claramente F nao se anula em D, logo pelo Teorema
1.1.14 a func¢ao G(z) = In F(2) é holomorfa em algum disco aberto de raio maior do que 1,
e vale F(z) = e%®) nesse disco. Assim, In |F(z)| = Re{G(2)}, e como F(0) = 1, entdo 0 =
Re{G(0)} Lo Re{i [2™ In(F(ae®))dl} = i JZT | F(ae)|do = % JZ"In |1 — ae®|do. O

Seja f : Q — C holomorfa no aberto Q e seja Dp C €. Para cada 0 < r < R,

denotaremos por ng(r) o nimero de zeros de f em D,, contando multiplicidade.

Teorema 1.1.16. Seja f : Q — C holomorfa e suponha que Dr C €. Se 2 -+ zy sdo 0s

zeros de [ em Dpg, entao para cada 0 < r < R wale a igualdade

R - R
— = In|— 1.14
| ) >l (1.14)
Em particular, se f(0) # 0 e f ndo se anula em Cg, entdo
R d?” 1 2m 0

— = — ! —1 . 1.1
|0 = o [ 1rre™)jao - m (o) (1.15)
Demonstragio. Para cada k = 1,--- | N seja a funcdo caracteristica n : (0, R) — {0,1}

definida por n(r) = 1 se r > |z, e me(r) = 0 se r < |z]. Como n(r) = 1 quando
N

2, € Dy, e ni(r) = 0 quando z; ¢ D,, entdo > nx(r) = ns(r) e portanto
k=1

N

R
> In|— In |R| — In |2]
k=1

Zk




Se f(0) # 0 e f nao se anula em Cg, entao a igualdade (1.15) segue da Férmula de Jensen
pois o= [Z™ | f(re®)|do — In | f(0)| ¥ — SN, In(2,/R) = S In(R/2,) =" [fny(r)%. O

A seguir analisamos estimativas para o crescimento da quantidade ny(r).
Dizemos que uma funcao inteira f tem ordem de crescimento < p quando existem

constantes A, B > 0 tais que
|f(2)| < AePF” para todo z € C. (1.16)

Definimos a ordem de f por p; = inf{p: f tem ordem de crescimento < p}.
Teorema 1.1.17. Seja f uma fungao inteira com ordem de crescimento < p < co. Entdo

1. ny(r) < Cr? para algum C > 0 e todo r suficientemente grande.

2. Se z1,29,+++ sGo os zeros de f, todos nao nulos, entdo
> 1
> - < 00 para todo s > p. (1.17)
k=1 |Zk‘

Demonstragio. 1. Basta analisarmos o caso f(0) # 0, pois se f(0) = 0, entdo a funcao
F(z) = f(2)/2!, sendo | > 1 a ordem de z = 0 como zero de f, cumpre f(0) # 0 e
np(r) = ng(r) =1 < ng(r) < CrP. Agora, supondo que f(0) # 0 e tomando R = 2r

suficientemente grande e tal que f nao se anula em Chp,

[ @ < [T (R0~ 0) (18)

T 0 T 27 Jo

como ny(z) é crescente como funcao de x, entao
2r d 2r d
/ nf(x)—x an(r)/ & =ns(r)[In2r —Inr] =ng(r)In2. (1.19)
r T r
Agora, como f tem ordem de crescimento < p, entdo pela hipétese | f(Re?)| < AePFr,

2 . 2w
/ In|f(Re)|do < / In |AeP%?|df < C'r” para todo r suficientemente grande.
0 0

(1.20)
Portanto, o item 1 segue de combinarmos as desigualdades (1.18), (1.19) e (1.20).
2. Como Y |zx| ™= > |zk|™°+ X |zk|°, entdo basta verificarmos que sao finitas
k=1 |zx|<1 |z >1

as duas parcelas a direita dessa igualdade. O ntimero de zeros de f em D é finito pois
do contrario eles admitiriam uma subsequéncia convergente e dai f = 0 pelo Teorema da

Identidade, logo > |zx|™® < oo. Aplicando o item 1 na igualdade * a seguir, vemos que
|z |<1
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> lal ( \2k|s)
|zk|>1 27 <|zp|<29+1

2 2J+1>

938 :9(i+1)p

[\ *
Mg ||

0
— 9P Z 9(p=s)j
=0

< 00, sempre que S > p.

<.
Il

]

Como exemplo de aplicacao dessa teoria, podemos analisar a convergéncia de algumas
séries. A funcao f(z) = sin(rz) = 5 (—=1)"(m2)?>"*1/(2n+1)! cumpre | f(2)| < ™. Dessa
forma, f é de ordem de Crescimentg_go 1. Com a identidade f(z) = (¢"™ —e~%) /2i, vemos
que f se anula sempre que z = n, com n € Z. Agora, segue do item 2 do Teorema 1.1.17

que a série > 1/|n|® converge exatamente quando s > 1, e diverge caso contrario.
n#0
Outra aplicagdo, que utilizaremos no capitulo principal desta dissertacao, é a seguinte:

Se g é uma funcao inteira de ordem 2, entdo vale a diferenciacao (como aplicagao de R?)
sob o sinal da integral de F(z) := [ [e"“**g(z + v)|?dv, com C,q > 0 constantes e ¢ par.

Veja a equacao (3.103). Para mais detalhes da Teoria de Fungoes Inteiras, indicamos [9)].

1.2 Espacos L? e Interpolacao

Dizemos que f : R® — R é uma funcdo mensuravel quando para todo o € R, o
conjunto {x € R" : f(z) > a} ¢ mensuravel em R". Note que toda fungdo continua é

mensuravel, pois neste caso o conjunto {x € R": f(z) > a} é aberto, logo mensuravel.

Teorema 1.2.1. Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes mensurdveis. Entdo sGo mensurdveis

as funcoes
Fi(x) = sup fu(x),  Fy(x) = inf fo(z), (1.21)
Fy(@) = limsup fu(2),  Fi(z) = lim inf fu(a). (1.22)

Além disso, se F(x) = lim fu(z) existe para cada x, entdo F é mensurdvel.

Demonstragio. Ver [6], pdgina 45. ]
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Denotaremos por M o espaco vetorial das fun¢oes mensurdveis, e por M*T C M o
conjunto das fungbes mensuraveis nao negativas, ou seja, que tomam valores em

[0, 00]. Lembramos que toda f € M admite decomposi¢ao tnica f = f* — f~, sendo

[T (z) := max{f(x),0} 2 Mt éa parte positiva de f,

f(z) := max{—f(x),0} ' Mt éa parte negativa de f.

Além disso, é possivel mostrar que f é mensuravel se, e somente se, fT e f~ 0 sdo. Assim,
algumas demonstracoes para funcoes em M podem ser reduzidas & funcoes em M ™.
Dizemos que ¢ : R" — [0, 00) é uma fungdo simples quando ¢ é combinacao linear

finita de fungoes caracteristicas de conjuntos mensuraveis de medida finita, ou seja, quando
n
¢(x) = ajxg (), com a; >0 e E; mensurdvel com |Ej;| < oo. (1.23)
j=1

Teorema 1.2.2 (Aproximacao por fungoes simples). Dada f € M™, existe uma sequéncia
de fungoes simples (¢p) tal que 0 < ¢y < g < -+ < f, ¢, — f pontualmente e ¢, — f

uniformemente em qualquer conjunto no qual f € limitada.
Demonstragio. Ver [6], pagina 47. O]

Definimos por [g. ¢(z)dz = 37_; a;|Ej| a integral de uma funcdo simples ¢ dada por
(1.23); e definimos por [g. g(z)dz = sup [z ¢;(z)dz a integral de uma fungdo g € MT,
J
sendo ¢; uma aproximagao de g tal como no Teorema 1.2.2.

A Integral de Lebesgue de uma funcao f € M é definida por

. f(x)dz = /Rn fH(x)dx — - [ (z)dx. (1.24)

Por simplicidade, daqui em diante escreveremos [ f ou [ f(x)dx para denotar [z. f(x)dx.

Dizemos que f € M é uma fungao integravel quando [ f* e [ f~ sdo ambas finitas,
e denotamos por L o conjunto de todas as fun¢des integraveis. E facil mostrar que
f € L se, e somente se [ |f| < 0o, e que o conjunto L é um espago vetorial; por outro lado,
nao ¢ tao imediato munir esse conjunto com uma norma de modo a torna-lo um espaco
de Banach. No entanto, pagando um pequeno prego (trabalhar em um certo conjunto

quociente) podemos obter os espagos de Banach associados a fungoes integraveis.

Teorema 1.2.3 (Integrabilidade absoluta). Seja f € M. Entdao f é integravel se, e

somente se |f| € integrdavel. No caso afirmativo, vale a desigualdade

‘ / fla)de

< [1f@)da (1.25)

Demonstragio. Ver [6], pdgina 53. ]
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Dizemos que uma funcao f € M tem uma propriedade P em quase todo ponto
quando existe um conjunto mensuravel N de medida nula, ou seja, |N| = 0, tal que f
tem a propriedade P em cada x € N¢. Neste caso, ¢ usual escrevermos ¢.t.p.

Lembramos que convergéncia uniforme implica convergéncia pontual, o que

implica convergéncia q.t.p. Ainda nesta se¢do, discutiremos mais sobre convergéncia.

Teorema 1.2.4. Sejam f,g € L. Temos que [, f = [ g para todo conjunto mensurdvel

F << [|f-9g|=0 < f=gqtp.
Demonstragio. Ver [6], pagina 54. O]

Dadas f,g € L, dizemos que f estd relacionada com ¢ quando f = ¢ ¢.t.p. E fdcil
verificar que essa é uma relagao de equivaléncia, e que o conjunto quociente associado é

um espago vetorial. Definimos nesse conjunto quociente a aplicacao

1= [ 1f(@)lde (1.26)

Em virtude do Teorema 1.2.4, é possivel mostrar que essa aplicacao ¢ uma norma.

Chamamos de espago de Lebesgue L'(R") ao espago (quociente) vetorial munido
da norma dada por (1.26). Acontece que muitas propriedades de fungoes podem ser
expressas em termos de sua integrabilidade a uma poténcia p. Isso leva naturalmente aos
chamados espagos de Lebesgue LP(R™ com 1 < p < oo, os quais denotaremos por
LP por simplicidade, e descrevemos a seguir: Se p # 00, 0 espago LP consta de fungoes
f € M tais que |f|? € L' munido da norma LP dada por

£, = ([ 1 @rdz)”. (127
Se p = 00, L®(R™) é o espago das fungoes f € M limitadas ¢.t.p. munido da norma L
1 flloo = iI]\lff {sup{|f(z)| : € N® e N é mensurédvel e tem medida nula}} . (1.28)

A seguir, alguns resultados classicos dos espagos LP e a questao de dualidade.

Dizemos que os nimeros p e q sao expoentes conjugados quando 1 <p<g< oo e
1/p+1/g=1. (1.29)

Como é usual na literatura, convencionamos 1/00 = 0 e reservaremos as letras p e ¢

exclusivamente para expoentes conjugados. Para referéncia futura, observamos que

I/p+1/g=1 <= pg=p+q < plg—1) =q. (1.30)
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Teorema 1.2.5 (Desigualdade de Holder). Sejam p e q expoentes conjugados. Entao

Ifgllx < Nfllpllgllq para quaisquer f,g € M. (1.31)
Em particular, se f € LP e g € L9, entdo fg € L*.
Demonstragio. Ver [6], pdgina 182. O

Teorema 1.2.6 (Lema de Fatou). Seja (f,) uma sequéncia em M™. Entio
/ lim nf £, < lim inf / £ (1.32)
Demonstragio. Ver [6], pdgina 52. ]

Corolario 1.2.7. Se (f,) € uma sequéncia em M tal que nh_g)lo fn = f(x) q.t.p., entao

/f gliminf/fn. (1.33)

n—oo
Demonstragio. Se vale f(x) = 1im fn(x) para cada x, entdo [ f(z) = J Jim fulz) =

1.32
fligrl}g)lf fulz) < liggg)lfffn(m); se f(z) = nh_{& fn(z) q.t.p. entao pelo Teorema 1.2.4, [ f

nao se altera quando redefinimos f em um conjunto de medida nula; logo vale (1.33). [

Teorema 1.2.8 (Convergéncia Dominada). Seja (f,) uma sequéncia em L' tal que
nh_}ngo fn=f qt.p. e assuma que existe uma funcdo ndo negativa g em L tal que | f,] < g

q.t.p. para todo n. Entdo f € L' e

/f(:v)dx:/T}Lngofn(x)dx:nlggo/fn(x)dx (1.34)
Demonstragio. Ver [6], pdgina 54. ]

Teorema 1.2.9 (Fubini). Se f € L'(R™™), entdo

/n {/Rm f(x,y)dx} dy = /Rmm f(z,y)dxdy = /Rm {/Rn f(x,y)dy] dr. (1.35)

Demonstragio. Ver [6], pdgina 67. ]

Dizemos que uma sequéncia (f,) em LP converge em LP para fem LP se f € LP e

Tim |, — fll, = 0. (1.36)

Teorema 1.2.10. Seja (f,) uma sequéncia em L' que converge para f em L'. Entdo

(fn) admite uma subsequéncia que converge para f q.t.p.

Demonstragio. Ver [6], pdgina 62. ]
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Dizemos que uma familia de fung¢oes D C LP é densa em LP quando para toda f € LP

e todo € > 0 existe g € D tal que || f — g, < €.

Teorema 1.2.11. Seja f € LP, 1 < p < oco. Entdo para todo € > 0, existe uma funcao

simples ¢ € LP tal que || f — ¢, <€, isto €, as fun¢des simples sio densas em LP.
Demonstragio. Ver [6], pagina 183. O

Teorema 1.2.12. Para 1 < p < 00, 0s espacos LP sdo espacos Banach com a métrica
induzida pela norma LP. Além disso, se p < oo, entdo LP € separdvel, isto é, admite

subconjunto enumerdvel e denso.
Demonstrag¢io. Ver [6], pdgina 183. ]

O resultado a seguir nos permite simplificar diversas demonstragoes para subconjuntos

densos em LP, uma vez que um argumento de densidade, ou limite, prova o caso geral.

Teorema 1.2.13 (Principio de Extensao). Seja T : D C LP — L™ um operador linear
continuo e assuma que D é denso em LP. Entdo T pode ser estendido de maneira unica

a um operador linear continuo T : LP — L" tal que ||T|| = ||T|.
Demonstragio. Ver [4], pdgina 28. ]
A questao de dualidade esta relacionada com os expoentes conjugados:

Teorema 1.2.14 (Representagao de Riesz). Sejam p e q expoentes conjugados e assuma
que 1 < p < o0o. Entdo o espaco dual de LP ¢ isometricamente isomorfo a L, no sentido
de que toda L € (LP)* é forma

L(f) = /f(:c)g(:c)d:c para alguma unica g € LY. (1.37)

Demonstragio. Ver [6], pagina 190. O]

Consequentemente, os espacos LP sao espagos reflexivos quando 1 < p < oo.

Recordamos agora algumas nogoes de convergéncia da Anélise Funcional no contexto
de espacos LP. Seja (f,) uma sequéncia em L com 1 < p < oo. Dizemos que (f,)
converge fortemente para f em LP quando f € LP e (f,) converge para f em LP.
Por outro lado, tendo em vista o Teorema da representacao de Riesz, dizemos que f,

converge fracamente para f em LP quando f € LP e

JLIEO/fng = /fg para toda g € LY. (1.38)

15



Teorema 1.2.15. Seja (f,) uma sequéncia em LP com p < co. Se sup || fu]l, < 00, entdo

(fn) admite uma subsequéncia que converge fracamente para alguma f em LP.

Demonstracao. Em virtude do Principio de Extensao, basta provarmos o resultado para
o subconjunto denso e enumeravel X = {¢1, pa, -+ , ¢y, - } das fungoes simples em L9.
Exibiremos uma subsequéncia (f,,) de (f.) tal que ([ f,,(z)g(z)dz) seja uma sequéncia
convergente para toda g € L4, e a partir disso checamos vale 1.38 para alguma f € LP.

Vamos aplicar o argumento da diagonal de Cantor. Considere a sequéncia de nimeros
(CT) = [ fu¢1 e note ela é limitada em pela desigualdade de Holder, pela limitagao por
hipdtese dos nimeros || f,||, € pelo fato das ¢, € L? serem fungao simples. Entdo existe
uma subsequéncia de (f,), que denotaremos por (f{), tal que a sequéncia (C}) converge
para algum ntmero C; quando j — oo. Pelo mesmo argumento do caso anterior, a
sequéncia (/) admite uma subsequéncia (fJ) tal que a sequéncia (C) = [ fj¢2 converge
para algum numero Cy quando j — oo. Procedendo indutivamente, construimos uma
familia enumerével de subsequéncias () tal que Cy, é o limite da sequéncia (C7) = [ f ¢
quando j — oo. Além disso, como - C {f,,} C{fl} C--- C{f} C {f{}, entdo cada
f,z ¢ igual a alguma flj, com [ < k.

Tomando Fj como sendo a k—ésima fungao da subsequéncia ( f,g), isto &, Fj, = fF, te-
mos que kh_}rglo [ Fr¢; = O} pois cada funcio F* pertence a todas as subsequéncias descritas
no paragrafo anterior. Agora, a aplicacdo L : L? — R dada por L(g) = jlirglo J Fjg esta
bem definida, ¢ um funcional linear, e além disso ela ¢ continua pois ||F7]|, ¢ limitado
por hipdtese; mas pelo Teorema da Representagao de Riesz, o espago dual de LY é LP e
portanto existe f € LP tal que [ F;g — L(g) = [ fg. ]

Dizemos que um operador linear T : .7 — L" é completamente continuo quando
T(A) C L" é pré-compacto (isto é, o fecho de {T'(A)} é compacto em L") para qualquer
conjunto limitado A ¢ LP. E possivel mostrar que todo operador completamente continuo
leva sequéncias fracamente convergentes em sequéncias fortemente convergentes. No caso
dos espagos LP com P < 0o, estas condigoes sao equivalentes. Ver [4], pagina 177.

Finalizamos esta se¢cao demonstrando um resultado de interpolacao para operadores
lineares agindo nos espacos LP. Estamos interessados em dar condi¢bes suficientes para
garantir a continuidade de tais operadores - é com esse teorema que provaremos a versao
classica da desigualdade cuja versao sharp é o tema principal desta dissertacao.

A seguir, um primeiro resultado do tipo interpolacao. Ele diz que L™ N L* C L! para
todo t € (r,s); 0 caso s = oo estd incluido. Como consequéncia, para verificarmos que

uma funcdo pertence a todos os espacos LP, basta checarmos que ela estd em L' e L™,
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Teorema 1.2.16. Sejam 1 <r < s < oo. Entao L" N L* C L' para todo t € (1, s).

Demonstragio. Se t € (r,s), entdo 1/s < 1/t < 1/r e existe 0 < § < 1 tal que

1 6 1-—406 ot (1—0)t

=+ = 1= —+ ,

t T S r S
~N N——
1/p 1/p

Se f € L"N L?, entdao pela desigualdade de Holder para os expoentes p e p’ acima,

1A= [ AP0 < ([ Loy ([ prmmm) S = e pe-on (1.39)

]

Ao verificarmos que f pertence a L', exibimos uma estimativa para a norma L' de f
em termos das normas L" e L* de f: || f|l: < IIfII]lf]|1?. Acontece que esse resultado

pode ser generalizado de forma natural para operadores lineares agindo entre espagos L.

Lema 1.2.17 (Lema das 3 linhas de Hadamard). Considere S = {z € C: 0 < Re(z) < 1}.
Seja ¢ : S — C continua e limitada e suponha que ¢ é holomorfa no interior de S. Se
|6(2)] < My quando Re(z) =0, e |p(2)| < My quando Re(z) = 1, entdo vale a estimativa

|p(2)| < My ="M} quando Re(z) =t, para para todo 0 <t < 1. (1.40)
Demonstragcio. Dado e > 0, vemos que a funcao auxiliar ¢, : S — C definida por
(be(z) (b( )MZ 1]\41 z ez(z 1)

¢ continua, limitada (pois os z em S tém parte real limitada) e holomorfa no interior de
S. Dado z =t +iv € S, vale

‘¢€(Z)| S C|Mét+i’v)71 M;(t+iv) 65(t+iv)[(t+iv)—l]|
M Mt D)
< Cyefﬁvz’ sendo C = maX{CMt 1M t et(t 1)}’

logo |¢e(2)| — 0 quando |Im(z)| = |v| — oo. Além disso, quando ¢t = 0,

2
Y

’¢e(z)| < |M0M(z)'v—1vaesiv(iv—l)| — o
e quando t =1,
‘¢€(Z)‘ < ‘MlMél+iU)*1M1*(1+iU)ee(1+iv)[(1+iv)—1]| < 6_6v2.

Isso mostra que para |v| suficientemente grande, vale |¢.(z)| < 1 para todo z no retangulo
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[0, 1] x [—]v], |v]]; consequentemente, |¢.(2)] < 1 em S pelo Principio do Médulo Méaximo.
Portanto, |¢(2)| MM = |lir% G(z) MY ) gese-1) | = lir% lpe| < 1. O
€~ e—

A seguir, a generalizacdo do Teorema 1.2.16.

Teorema 1.2.18 (Interpolagao de Riesz-Thorin). Sejam po, p1,qo, 1 € [1,00]. Para cada
0 <t<1, defina p; e q; por
11—t ¢ 11—t ¢

— +—, = + = (1.41)
Dt Po P1 qt qo q1

Seja T : LPO + [P — L9 4+ L9 um operador linear tal que

1T fllao < Mollfllpy quando f € L*, (1.42)

1T fllgy < M| fllp, quando f € L. (1.43)

Entao para cada 0 <t <1, T leva LP* em L% continuamente e vale a estimativa

T f Nl < Mo~ M| flly, sempre que f € L*. (1.44)

Demonstragdo. Iniciamos verificando o caso em que py = p; (passo 1). Em seguida,
mostramos que basta demonstrarmos o resultado para um subespaco denso (passo 2);
e para concluirmos, definimos fungbes auxiliares adequadas f,,g., F' (passo 3) que nos
permitem deduzir a desigualdade (1.44) a partir do Lema das Trés Linhas.

Passo 1. Podemos tomar py # p;; em particular, p, < oo para 0 <t < 1.

De fato, suponhamos py = p;. Quando f € LP(X), temos T'f lém L%; e quando
f e LP, temos T'f '& Lo, Entdo elevando (1.42) e (1.43) a 1 —t e t respectivamente,

1.39 1-t 1-t t t 1—t g st
1T Fllae < NTFllg WA Ny "I Fllg [1f 1Ly < Mo™" M| fllp, com pr = po = pr.

Passo 2. Denotemos por ¥ o espaco das fungoes simples em R"™. Basta provarmos

‘/(Tf(x))g(x)dx < My 'M{, paracada f € X tal que | f|,, = 1; (1.45)

para quaisquer f, g € ¥ tais que || f|l,, =1 e [|g[ly = 1.

De fato, pelo Teorema 1.2.11, 3 C LP* é denso em LP* para cada t; logo pelo Principio
de Extensao basta mostrarmos que 7' : ¥ C LP* — L% ¢é limitada e que vale (1.44) para
cada f € X. Mas pelo Teorema da Representacao de Riesz,

75l =swo | [ s et elalg =1} o
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assim, o resultado segue de mostrarmos que vale (1.45) para cada g € X com ||g||y = 1,
pois dai tomando o supremo sobre as g com essa propriedade, obtemos (1.44) de (1.46).

Passo 3. Sejam

f=> are’xa, € L7 e Z ePixp, € L (1.47)

k=1 =1

com ay,b; > 0; oy, 3; € R; e Ay e B; sao conjuntos mensurdveis de medida finita e dois

a dois disjuntos. Consideramos as fung¢oes

Y Pt & 4y
P(z 1l—2)4+=—2, Qt)=-"F(1—-2)4+ =2z 1.48
(2) = po( ) o (t) q{)( ) . (1.48)

e para cada z € S := {2z € C: 0 < Re(z) < 1}, definimos
=Y a e g= 30 g, e F2) = [ T(LW)g-()dy.  (1.49)
ks =1

Entao, a funcao F' é continua e limitada em S, e é holomorfa em S.
De fato, usando (Z rk)( Z s;) = Z Z r,s; € a linearidade da integral e da T,

k=1j=1

> ay b eroner / T (s ()X, (4)dy,

Jj=1

sendo que essa ultima integral ¢ uma constante finita pois a desigualdade de Holder para

expoentes ¢ e g implica

O] < [ O )y

31
< NTOcao)llao x5, llgg

1.42
< MO”XAk”poHXBqu{)

< 0Q.

Agora, note que P e () sao holomorfas em todo o plano complexo, logo z — a (Z)bQ(Z)
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Q(z
b]
no interior de \S; além disso, esses termos sao limitados pois para cada z € S, P(z) e Q(2)

holomorfa pois ax, b; > 0; em particular, cada fator ak ¢é continuo em S e holomorfo

tém parte real limitada.

Passo 4. Para cada z € S, valem as desigualdades

qt qt

[F(it)] < Mol| 12 lglly e [FA+it)] < M2 lally; - (1.50)

m .
De fato, como os Ay’s sdo disjuntos, entao é facil verificar que | Z ape*xa, (y)Pr é

uma funcao simples que coincide com |aie [Pt = af' quando y € Ak para cada k, e se

anula quando y ¢ ( U Ay); consequentemente, para cada y € R" vale

| kf: are' ™ xa, ()" = Z ap X a,(y (1.51)
=1
Por outro lado, como
Plit)y = 21—ty + Pat = 2 4y ( pt+pt> (1.52)
Do b1 Do Po D1
entao a funcgao simples |kz ay ew‘k X4, (Y)[P° coincide com af’ |ap° glor [P0 = ]af(it)emﬂpo

quando y € Ai. Logo

e, 0 = 3 afa ) 2wt P (1)
e assim
1
PO
i, = ([ \fit<y>rp°dx)
m Po %
(g
m bt iz%
/ Z e xa(y)| dx
</|f |pt) Pt PO
= ||f||pt :
isto é,
| fitllpo = 1 f1l5¢- (1.54)
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mesmo quando py = oo pois neste caso 5—; = P =( e daf para cada y € R",

=12 are xa, (y))°

B
Il
—

zak

e\, (y)] 0

I
t_qs

—

I
Mz 7

) Pt
(Iake’“’“XAk ()| )

B
Il
—

I
NE

Pt
(It e xa, w)1)

P(it) iy,
k e

B
Il
—

Il
p_qs

a XAy (y)|7

B
Il

1

Pt
logo tomando o supremo em y obtemos (1.54) para py = oo: 1 = ||full = || fll50 -

Substituindo g no lugar da f e @ no lugar da P, deduzimos de modo analogo que

19itllqy = Hqut ) (1.55)

o que implica
/
qt

FGit)| < Mol £I13 gy (1.56)

pois, usando a hipdtese (1.42) em x*, e as igualdades (1.54) e (1.55) em *x,

/
t

1.49 ok A
F@it)] S IT(f) (gl < HT(fzt>quHgano < Mol firllollgiell g, = MonH Hqu;?-

Q

Sem dificuldade, deduzimos com os mesmo argumentos usados acima que

qt

[F(1+at)] < Mlllfllp1 lglly; - (1.57)

Os passos sdo os seguintes: primeiro, note que P(1 + it) 122 i(—pie/po + pi/p1) + pi/D1;

logo substituindo 1+t no lugar de it e p; no lugar de py na igualdade (1.53), procedemos

de modo inteiramente analogo ao que fizemos em( 1.54) e (1.55) para deduzir que

Pt 7
I fiviellpe = I 1I5E e Naraelly = ol

Logo a igualdade (1.57) é obtida da mesma forma que a igualdade (1.56).
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Passo 5. Vale a igualdade (1.45).
De fato, segue dos passos 3 e 4 que podemos aplicar o Lema das trés linhas para F

com as desigualdades (1.50) e deduzir que

1-t t

oL A : o 141
F(z) < (Mo||f||p?||9||qf) (M1||f||p3||g||qf) My~ M| £l (1.58)

sempre que t = Re(z) € (0,1), ou seja, quando z € S; além disso, note que P(t) 2' 1 ¢

Q) LAl logo [T(f(y))g(y)dy 149 F(t) g My ~" MY f]l,- Isso conclui a demonstracao.

O
1.3 Convolucao e Aproximacoes da Identidade
A convolugao de duas fungoes mensuraveis f e g é definida e denotada por

(f  9)( / fla— (1.59)

Diversas sao as condi¢oes que podem ser impostas sobre f e g para que essa integral exista,
pelo menos em quase todo ponto. Exemplos classicos disso sao assumir que g € L™ e
f €L ouque f,g € L'. E possivel verificar que (f*g) = (g% f) e f*(gxh) = (fxg)*h.

Dada ¢ uma funcao qualquer em R"™ e § > 0, consideraremos a fun¢ao auxiliar
bs(z) = 5 "p(0 ). (1.60)
Observe que para ¢ € L', o valor [ ¢;5 é independente de t, isto é, [ ¢ = [ ¢s.
Teorema 1.3.1. Seja ¢ € L' e suponha que [ ¢(x)dx = a constante. Entao,

1. Se f € LP com 1 < p < oo, entao (f x ¢s) — af em LP quando 6 — 0.

2. Se [ ¢é limitada e uniformemente continua, entio (f x ¢s) — af uniformemente

quando 6 — 0.

3. Se f € L® e f é continua em um conjunto aberto U, entao (f * ¢s) — af unifor-

memente em subconjuntos compactos de U quando 6 — 0.
Demonstragio. Ver [6], pagina 242. ]

Teorema 1.3.2. Sejam p e q expoentes conjugados. Se f € LP e g € L1, entao (f *g)(x)
existe para quase todo x, (f * g) € limitada e uniformemente continua e vale a estimativa

N(f*9)lloo < || flIpllgllq- Além disso, (f * g) tem suporte compacto quando 1 < p < 0.

Demonstragio. Ver [6], pagina 242. ]
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Sao de grande interesse as fungoes dadas por convolu¢ao da forma

(f + Ks) (@) = [ Fla = y)Ks(y)dy, (1.61)

sendo f uma fungao em L! fixada e { K5} uma familia adequada de fungoes, chamadas de
nucleos, os quais sao indexados pelo parametro 6 € R.
Dizemos que o nucleo {Ks}s-o é uma aproximagdo da identidade quando cada

funcao K pertence a L' e existe uma constante B independente de § tal que
1. [ Ks(x)dx =1 para cada ¢ > 0,
2. |Ks(z)| < Bo~™ para cada 6 > 0,
3. |Ks(x)] < Bd/|x|"t€ para cada €,0 > 0 e cada x € R™.

E possivel mostrar que o Teorema 1.3.1 se aplica para as aproximacdes da identidade
{Ks(2)} = {¢s(x)}s50, sendo ¢ € L.

Exemplo 1.3.3. Podemos criar uma familia de aproximagoes da identidade a partir de
uma fun¢ao mensuravel limitada, ndo negativa, compactamente suportada na bola |z| < 1
e cuja integral é igual a 1. De fato, tomamos ¢ : R” — R uma tal funcao e vejamos que a

familia de fungoes dada por {Ks(z)}ss0 = 0 "¢(d 'z) é uma aproximacio da identidade.

1. Dado ¢ > 0 fixo, com a mudanca de varidveis y = ', temos dz = §"dy e
/K(;(x)dx = /5‘”(,0(5_1m)dm = /5‘"@(y)5”dy =1.

2. Dado ¢ > 0 fixo, a hipétese sobre o suporte de ¢ implica que ¢(d~1x) = 0 quando
|67z > 1, e como ¢ é limitada em |§~'z| < 1, entdo existe uma constante A > 0
independente de ¢ tal que [p(6'z)| < A. Portanto |Kj(x)| = |6 "p(61z)| < A6~

3. Dado 6 > 0 fixo, note que (6 'z) é limitada quando |§~'z| < 1. Essa condigao
sobre x implica que |z| < 9§, logo |z|""¢ < 6™ implica 67" < 6¢/|x|"*¢ para cada
e > 0 dado. Essa ultima desigualdade e o item 2 implicam |Ks(x)| < A'6/|x|™te.

Os Exemplos a seguir sao nicleos bem conhecidos, os quais sao casos particulares do

Exemplo 1.3.3. Para maiores detalhes, ver [9], pdgina 111.

Exemplo 1.3.4. O nicleo do calor em R" é definido por

olal? /4t

Hi(z) = T com parametro § = ¢/2 > 0. (1.62)

23



Exemplo 1.3.5. O nuicleo de Féjer ¢é definido por

02

1 N Sl <
g F () = 4 e (1.63)
& 0, |z| > 7.

Exemplo 1.3.6. O nuicleo de Poisson para o semi-plano superior é definido por

Iy
T

Py(x) = com pardametro § =y > 0. (1.64)
Exemplo 1.3.7. O nicleo de Poisson para o disco é definido por

1 1—r2
Po(z) = { 27 -2reos @)+ 2l < (1.65)
0, |z| > 7.
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Capitulo 2

Transformada de Fourier e a

Desigualdade de Hausdorfl-Young

Neste Capitulo revisamos alguns tépicos da Teoria da Transformada de Fourier em LP
para 1 < p < 2, com énfase no que é necessario para a demonstracao da Desigualdade de
Hausdorff-Young. Na Sec¢ao 1, revisamos essa teoria da perspectiva mais mais elementar,
que é como operador em L!. Em seguida, na Secdo 2 lancamos mao da elegante teoria das
fungoes de decaimento rapido, as fungoes de Schwartz, e deduzimos algumas propriedades.
Por fim, na Secao 3 demonstramos a Desigualdade de Hausdorff-Young.

As principais referéncias para esse capitulo sao os livros [5] e [6].

2.1 Transformada de Fourier em !

Definimos a Transformada de Fourier de uma funcao f € L' por
fly) = /f(x)e’%”yd:v, sendo xy = T1y1 + -+ TpYn. (2.1)
Observamos que f +— f é linear e continua, em virtude da estimativa

1 lloo < N1 £11- (2.2)

Além disso, sdo bem conhecidas as seguintes propriedades para f,g € L'

3. Tl (y) = Fly)e 2mmv; (f(-)e2mOY(y) = 7_nf(y), sendo (1 f)(y) == f(y — h).

~

4. Se g(z) = A" f(A"'z), entdo g(y) = f(\y).



5. 9;f(y) = 2miy; f(y), sempre que 9;f € L.
6. (—2miz; fN(y) = 9;f(y), sempre que z;f € L.

O item 1 é conhecido como Lema de Riemann-Lebesgue; o item 2 afirma que, pon-
tualmente, a Transformada de uma convolugao é igual ao produto das Transformadas; o
item 3 diz como ela interage com translacao; e os itens 6 e 7 mostram como ela interage
com derivagao parcial. Para uma demonstragdo e maiores detalhes, ver [5], pagina 11.
Em vista das interessantes aplicacoes da Transformada de Fourier, por exemplo em
Equagoes Diferenciais Parciais ou Teoria da Aproximacao, diversas questoes podem ser
indagadas e demonstradas a respeito de suas propriedades operacionais. Uma delas é o

chamado "problema de inversao", que consiste em responder a seguinte pergunta:
o Uma vez que f é conhecida, entao sob quais condi¢oes é possivel recuperar f?7

Acontece que quando f é integravel, entao ¢é facil verificar que o problema admite solugao
f(=2) = [ Fw)emv=ay. (2.3)
Assumindo entao que f € L', definimos a Transformada Inversa de Fourier por

f(z) = f(-). (2:4)

Com a mudanga de varidveis y = —y na equagao (2.3), podemos escrever

f(x) = (fiz) = (/)(z). (2:5)

Essa relagao é conhecida como Férmula de Inversao de Fourier.

A seguir, algumas integrais que serao utilizadas no capitulo seguinte.

Exemplo 2.1.1. Se a > 0, entao

/ e dy = /. (2.6)
R a
Exemplo 2.1.2. Se f(z) = e ™, entdo f(y) = e ™.

Para ver isso, fixamos y € R e verificamos que e ™" = [p e ™ e 2™z, Se y = 0,
entdo vale f(0) =1 0 Jo e ™*dx. Agora, para y > 0, fixamos R > 0 e integramos a
fungao inteira G(z) = e~ sobre o retangulo cuja base tem altura 2R e esta centrada na

origem, e a altura é y, como indicado a seguir:
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Q4 Q,

~ Re(z

Claramente,
R 2
/ G(z)dz:/ e " dx; (2.7)
o -R

e como x € [—R, R| — x + iy parametriza ()5,

R N2 2 (R 2 .
/ G(z)dz = —/ e Tt gy = ™ / e~V I gy, (2.8)
Q3 —-R R

Agora, como u € [0,y] — R+ iu parametriza {2 e v € [0,y] — —R + v parametriza €,

/Q G(2)dz| = |i / Y emami? gy < O™ para algum C > 0, (2.9)
2 0
e
/ G(z)dz| = ‘ — i/y e+ gyl < De™ para algum D > 0. (2.10)
Q 0
Pelo Teorema de Cauchy,
0= / Gw)dw+ [ Gw)dw+ | Gw)dw+ [ G(w)dw; (2.11)
(o1 Qo Q3 Q4

portanto o exemplo 2.1.2 segue de fazermos R — oo em (2.11), pois segue de (2.9) e
(2.10) que as integrais sobre €25 e 24 se anulam para R suficientemente grande. A prova
do para y < 0 segue os mesmos passos, mas a curva de integracao neste caso é a fronteira
do retangulo [—R, R] x [y, 0].

Exemplo 2.1.3. Se f(z) = e ™= entio f(y) = e ™, isto €, f = f.

(v) =
2 (22 noo_ 2 ~ . .
De fato, como e ™*I" = g=m(@"++2n) — [T e~ entdo basta verificarmos essa igual-
i=1

dade para dimensao n = 1, pois em R", f é o produto de n integrais idénticas; mas isso

segue diretamente do Exemplo 2.1.2.

Exemplo 2.1.4. Sejam R e S numeros reais. Se R > 0, entdo

RS gy o [T 2.12
/Re r=e 7 (2.12)

CRe? i = —RA[u - 2‘5)]2 il
Rz* +iSx = R{{x (QR +4R2 , (2.13)
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entao
2 .
/ —Re*+iSz g, _ o /e_R(x_%de. (2.14)
R R

Basta mostrarmos portanto que
/ e RE—3 dy = /2. (2.15)
R

—Rz2

Para isso, fixamos L > 0 e integramos a fungao auxiliar F(z) = e sobre o retangulo

indicado a seguir:

—L L, Re(z)

F4 PZ

Note que
L 2
/ F(z)dz :/ e da; (2.16)
r L

e como x € [—L, L] - x —iS/(2R) parametriza I'y,

L
/ F(2)dz = —/ e B3R gy (2.17)
I -L

Agora, como u € [—S/(2R),0] — L + iu parametriza Q5 , e v € [-S/(2R),0] — —L + iu

parametriza €1y,

. < Ae ™ para algum A > 0, (2.18)
2%

S’_/O e~ FE+u=33)" gy

G ~R(-Ltiu=33)" gy| < Be P para algum B > 0. (2.19)

" 2R

/Q F(2)dz| <

Portanto, tendo em vista as estimativas (2.18) e (2.19), segue do Teorema de Cauchy que

0= lim F( Jdz+ | F(z)dz

L—+oc0 I's

—/ —Re? gy / (e=37)° do
o e
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Exemplo 2.1.5. Sejam a e b nimeros reais e suponha que a > 0. Se f(z) = g—az*tibz

entao
1 (y=b)2

1 .
— el dr = ——e 4 . 2.20
Tz e @ = e (2.20)
Isso segue do Exemplo 2.12, tomando R =a e S = (—y + b) em %, temos

/6 izy o —ax —bedfﬂ
R

1 —izy — L
\/%/Re flz)dz = Ner

—ax?+iz(—y+b) d

:¢12—7T/Re

T
« 1 [T (vtn)?
= — —e da
V2n vV a
1 @-»?
= € 4a

V2a

2.2 Classe de Schwartz

Apresentamos nesta Se¢ao uma classe fungdes na qual a Transformada de Fourier esté
bem definida e valem todas as propriedades enunciadas na Secao 1 deste Capitulo.

Dizemos que uma fun¢ao de classe C* f : R" — C é uma funcado de Schwartz
quando para qualquer inteiro N > 0 e multi-indice «a, existe uma constante py.(f) tal
que

pnalf) = 5;%31(1 +[a)V]0* f ()] < oo. (2.21)

Os ntmeros pyo(f) sdo chamados de seminormas de Schwartz de f, e o conjunto das
fungoes de Schwartz é denotado por S(R™). Por simplicidade, escreveremos apenas S.

A seguir, uma caracterizagdo para o conjunto S.

Teorema 2.2.1. Seja f € uma funcgao de classe C*°. Entao f € S se, e somente se, para

quaisquer multi-indices a e [3,

sup |2°0° ()| < oo. (2.22)
T€R"

Demonstragio. Ver [6], pdgina 237. ]

Em vista do Teorema acima, o conjunto S é fechado com respeito ao produto de
funcgoes, derivagao parcial e multiplicagao por polinémios; também é possivel mostrar que

S ¢é fechado com respeito a convolugao e a Transformada de Fourier.

Corolario 2.2.2. § C I? para 1 < p < oo. Em particular, se f € S entdo f e todas as

suas derivadas pertencem a todos os espacos LP.

Demonstragio. Seja f € S. Segue de (2.21) que para qualquer inteiro positivo N, existe
uma constante C' tal que [0%(x)| < C(1 + |x|)™" para todo x € R™. Se for p = oo, entdo

29



a demonstracao ja estd concluida; assumindo entdo que 1 < p < oo, fixamos N > n/p,
isto 6, =N < —n/p e concluimos [|0%(2)||} < C' [a(1 + |z|)"dx < c0. O

Na realidade, vale um resultado mais profundo:
Teorema 2.2.3. C° ¢ S sdo ambos densos em C° e em LP com 1 < p < oo.
Demonstragio. Ver [6], pagina 245. ]

Em particular, S C L' e assim a Transformada de Fourier estd bem definida para
f € S via a expressao (2.1); e valem em S todas as propriedades enunciadas na Segao 1
deste Capitulo.

Uma observacao interessante e ttil, que se aplica naturalmente para fungoes em S,
é que a convolucao entre duas func¢oes é pelo menos tao regular quanto a mais regular

dentre elas. Esse fato esta precisamente enunciado no resultado a seguir.

Teorema 2.2.4. Se f € L', g € C* e 0%g € limitada sempre que |a| < k, entdo fxg € C*
e 0*(fxg) = (f x0%)(x) sempre que |a] < k.

Demonstragao. Ver [6], pagina 242. O

Concluimos esta Se¢do com um Exemplo no qual analisamos o niicleo que utilizaremos

durante todo o capitulo principal desta dissertacao.

Exemplo 2.2.5. Seja

1 2 .2 _ut)?
K(z,y,t) = exp (x (@ yg) ) (2.23)
(1 — t2) 2 11—t

com z e y reais arbitrarios e pardmetro t tal que 0 < ¢t < 1. E f4cil deduzir que

w

K(z,y,t)

(2.24)

7 1 o (—xQ(l +12) —y(1 + %) + 4:Cyt>
(1 —t?) 2(1—1t?) ’

logo para cada t fixo, K é da forma K (z,y) = Ce A**~Bv’+D=y_com A B,C' e D cons-
tantes positivas. Isso implica que K é uma funcao de Schwartz nas variaveis x e y: as
derivadas de K sao combinagoes lineares finitas de termos da forma p(x, y)e’A"EQ’BwZ*D”,
com p é um polinébmio. Mas por continuidade, estes termos sao limitados para |(z,y)|
limitado, e tendem a zero quando |(x,y)| — oo pois exponenciais crescem mais rapido

que polindémios; em todo caso, as quantidades (2.22) associadas a K sao finitas.

Teorema 2.2.6. Para qualquer multi-indice o e qualquer a > 0, temos xaa(e—aW) €Ss.
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2.3 Transformada de Fourier em L'+ L?

e a Desigualdade de Hausdorff-Young

Discutimos brevemente a questao da Transformada de Fourier definida em L' + L2,

Nosso objetivo aqui é demonstrar a Desigualdade de Hausdorff-Young.
Teorema 2.3.1. Para qualquer f € S, temos || f||l2 = || f]|2-

Demonstragio. Se h € S, entao

() = / hy)e ™" dy = / h(y)eivedy = / h(y)e 2mv(-Ddy = h(—z),
isto é, -
h(z) = h(—x); (2.25)
logo a funcdo auxiliar g(z) = h(z) cumpre
g(x) = h(z), (2.26)
pois
/h —27rzyacdy 2.25 /h 27rzac d :3 (ZL‘)
Agora, segue facilmente do Teorema de Fubini que
/f(x) x)dr = /f x)dx para quaisquer f,u € S; (2.27)

logo tomando u(z) = g(x) na igualdade (2.27),

[ F@h@yde = [ f@)g@) ™ [ f@)g@ide 2 [ f@h)dr,  (2.29)

/f /f\L /f h(x)dx para quaisquer f,h € S. (2.29)

Concluimos a demonstracao tomando h = f na igualdade (2.29). O

isto é,

A igualdade (2.29) é chamada Identidade de Perseval.
Teorema 2.3.2 (Plancherel). A Transformada de Fourier é uma isometria em L.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.3.1, a aplicacao f — f ¢ uma isometria em S; mas S é

denso em L? pelo Teorema 2.2.3, portanto o resultado segue do Principio de Extensao. [
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Dada uma funcao f em L? com 1 < p < 2, ela pode ser decomposta como f = f; + fa

com f; € L' e f, € L?. Uma forma de se fazer isso é, por exemplo, tomar

fi(@) = f(2) - Xalp@>13(2); fo(2) = f(2) - Xarlp@)<1y (2).

Observamos que essas func¢des tem norma [P finita, como consequéncia do fato bem
conhecido de que |f[P é finito em quase todo ponto sempre que |f|P € L'. Vejamos que
qualquer outra decomposicao de f como soma de uma funcdo em L' e outra em L2, nao
altera o valor de fl + ]?2, que é finito, em virtude da desigualdade (2.2) e do Teorema de

Plancherel. De fato, supondo que existe outra decomposicao
f == hl + hg com hl € Ll (§] hg € LZ, (230)

entdo fi —hy = hy — fo € L' N L2 logo f = (fi — hi) = (hs — f2), 0 que implica
E + }; = hy + hy. Dessa forma, f estd bem definida para f € L' + L? e neste caso vale
f e L™ + L? pela desigualdade (2.2) e o Teorema de Plancherel.

Teorema 2.3.3 (Desigualdade de Hausdorff-Young). Para f € LP com 1 < p < 2, vale

£l < 1 £1l,- (2.31)

Demonstragio. Pelas consideracoes acima, o operador Transformada de Fourier mapeia
L'+ L% em L™ + L? e além disso cumpre as estimativas || f|loe < [|fl1 € | fll2 = ||f]l2-
Portanto, o Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin, com constantes My = M; = 1,
implica que || f|l < ||f|l, paral <p<2el/p+1/q=1. O

Observacao 2.3.4. Durante o proximo capitulo, utilizaremos a definicao da Transfor-

mada de Fourier dada pela normalizagao
fl = 71 —iTy 2.32
fly) = (2 )n/2/z‘(x)e xT. (2.32)

Acontece que as propriedades operacionais que deduziremos interagem melhor com essa
expressao. Note que a igualdade (2.32) é obtida da igualdade (2.1) pela mudanga de
varidveis y = y/2m. O Teorema de Plancherel nao se altera quando utilizamos a normali-
zacao (2.32); por outro lado, com essa nova normalizacio obtemos a constante (27)™?2 na
desigualdade (2.2). A observagao fundamental é que a Desigualdade de Hausdorff-Young

continua vélida para (2.32), a menos de uma constante que s6 depende de n.

32



Capitulo 3
Teorema de Babenko

Apresentamos neste Capitulo a versao sharp da desigualdade de Hausdorff-Young para
0 caso q = 2l, com [ inteiro positivo; além disso, verificamos que as fun¢des Gaussianas

sdo extremizantes para essa desigualdade. Esse resultado esta contido no artigo [1].

Teorema 3.0.1 (Babenko). Seja 1 < p < 2 e suponha que 1/p+1/q=1,q=2l el é

um inteiro positivo. Para qualquer f € LP(R), vale a desigualdade

V[ < [JZ [1r@pa]. 31)

Além disso, vale a igualdade para fungoes Gaussianas f da forma
flx) = e comabeR ea> 0. (3.2)

A demonstragdo proposta por Babenko em [1] é o conteiido deste Capitulo. Assim,

organizamos as se¢oes de modo a seguirmos a linha de ideias indicadas no artigo:

o Na primeira Se¢ao, investigamos as propriedades de um operador integral K; do
tipo convolucao indexado por um parametro fixo t - esse operador possui boas pro-
priedades operacionais e interage bem com a Transformada de Fourier; em seguida,

provamos a existéncia de uma funcao extremizante que realiza um supremo ;.

« Na segunda Secao, deduzimos equagOes integrais que sao satisfeitas pelas fungoes
extremizantes, e a partir disso definimos duas fungdes inteiras £ e  com propriedades

especiais de crescimento e simetria. Isso nos leva a uma relagao de recorréncia.

o Em seguida, na terceira Secao resolvemos essa relacao de recorréncia e vemos como

isso implica na limitagdo da fungdo &, a qual é constante pelo Teorema de Liouville.

o Na quarta e tultima Secao, exibimos o valor de y; e, com um argumento de Aproxi-
macao da Identidade, mostramos como isso prova a desigualdade (3.1); concluimos

a demonstragao ao verificarmos que vale a igualdade para fung¢oes da forma (3.2).
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3.1 Operador auxiliar

Iniciamos definindo um operador do tipo convolu¢do e deduzimos algumas de suas
propriedades. O principal resultado aqui ¢ o Teorema 3.1.5 a seguir, que garante a exis-
téncia de uma funcao com a propriedade de realizar um determinado supremo - esse fato

¢ a base para as secoes seguintes.

Definic¢ao 3.1.1. Seja 1/p+1/g=1com 1 < p < 2, ¢ = 2] e [ um inteiro positivo, e seja

t um numero real fixado tal que 0 < ¢ < 1. Definimos o niicleo

1 2 _ 2 )2
K(z,y,t) = ——=cexp (m y_ y2) >, com z,y € R. (3.3)
W(l—t2) 2 1-1

Para f € LP(R), definimos o operador K; : L? — C por

K f(r) = /RK(% y, 1) f(y)dy. (3.4)

E possivel mostrar que K(z,y,t) = § t"n (), (y), sendo que ¥, (x) sdo fungdes
de Hermite normalizadas convenientemegtgoe a convergéncia da série é uniforme. Essas
fungoes sao especialmente tteis aqui pois sao autofungoes da Transformada de Fourier:
U = (—i)",. Descrevemos os detalhes disso no Apéndice.

A seguir, vemos que esse operador interage bem com a Transformada de Fourier, e é

simétrico em relagao as variaveis z e y, isto é, K(x,y,t) = K(y, z,t).

Teorema 3.1.2. Vale a sequinte igualdade

—

Kif(y) = K_iuf(y). (3.5)

Demonstragio. Como

=yt (x—yt)? (=) (2" —y?) = 2(a® = 2xyt + (yt)?)

2 1- ¢ 2(1 — 12)
Ca? =y — (@) + (yt)? — 22® + dayt — 2(yt)?
B 2(1 — 12)
2 t2_ 2 _ t2 Axuyt
_ )y ()" dayt (3.6)
2(1 —t?)
entdo K(z,y,t) 2 K(y,z,t) e
1 —x? — (at)? — y* — (yt)* + dayt
Kant) = g (TS WA, g
(1 — ¢2) 2(1—1)
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e como (1—t%) > 0 para todo 0 < t < 1, entdo K (z,y,t) tem decai como uma exponencial
em relacdo as varidveis r e y. A convergéncia uniforme da série e o Teorema de Fubini

implicam

Kif(y) \/ﬁ / o)) exp (—izy)dz

m/ /K z,y,0)f(y )dy} exp (—izy)dw

— = [ L (S et s exo (-iyis
= = [ (E v s e iaas

= = [ L (S vttt e iay) ) o] a
== [ 3 (Lot (imis) | a
- [ % et (jQ_ﬂ e exp i) | ay
-/ an ()" >]

= [ |2 entnter i)

-/ iwn( )ity w»] )y

= [ 1K .z, ~it)] )y

= / (x,y, —it] f(x)dx
R

=K_if(y).

O operador K; tem a propriedade adicional de ser limitado de L” em LP.
Teorema 3.1.3. Parap > 1, K; : LP — LP ¢ operador completamente continuo.

Demonstracio. Passo 1. O operador K; : LP — LP é linear e continuo.
De fato, segue da identidade (3.4) que f € LP — K, f é linear; resta verificarmos que
Kif € L? e que || K. f]|, é limitada por uma constante que s6 dependa de || f||,.
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Para 0 < t < 1 fixo, consideramos

1 —¢?
Q:ngs. (3.8)

Usando a relacao 1/(40) = (1 +t?)/(2(1 — t?)) na igualdade * a seguir,

2’ —y? (a—yt)® 56 —2® — (at)’ — P — (yt)* +dayt

2 1— 2(1 — £2)
, (1+87) 5 (1+1%) deyt (1417
I S R T SRS} N G ) Y FRE)
L —a? —q? 4yt 42212 4222
T ( 10 W0+ 0) 49(1+t2)2> 40(1 4 12)2

-t ( 2at >2+ t2a?
40 40 1+¢2 0(1 + t2)?

o[ 1 t2 1 —2zt\?
Y ., B P
40 0(1+1t2)2) 40 142
- 1 —2zxt
R N

sendo a igualdade *x logo acima consequéncia de 1/0 = 2(1 +t2)/(1 — t?) e de

1 t2 (14 ¢%) t2 2(1+¢%) 2
40 0(1+2)? :my42_1+ﬁ)'u—m'§
4t
1 2(1—#2) ( B t2>
(1 +¢2)? 4t2)
2(1 — t2 < (1+1¢2) >
(1 —2t% +t*)
2(1 — t2 < 1+ ¢2 )
(1—1t%)?
2(1—t2) REENE
1—¢2
T 21+ £2)
=40.
Dessa forma,
2
Kof(x) = ml_t) [ e ( = Ly ) )f<y>dy, (39)
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e como 6 3>8 0, entao pela desigualdade de Hélder,

3.9 1 022 1 2tx \2
Uw@ﬂéJuweeéw“”HWﬂM@
(1 —
1.31 1 1, ota 1/q 1/p
< o0 (/ e 15 1+t2)2|qdy) (/ |f(y)|pdy>
/(1 —t2) R R
L e (10)T
(1) q g
) 1 4760 1/(29)
= C||fll,e ™", com C = T . (3.10)
m(1—1t2) \ ¢

Logo, se f € LP entao K, f € L? pois C 310 C(t)eb 8 0(t) sao constantes para t fixo e

p 220y gy —opa? 5 26 ~pyepp | T
5l < Pl [ e 22 O 5 < oo (3.1)

Passo 2. O operador f € LP — K,f € LP é completamente continuo.
De fato, seja (f,) uma sequéncia limitada em LP. Vejamos que o conjunto {K,f,}
é pré-compacto, isto é, que (K,f,) admite subsequéncia convergente em LP. Para isso,

vamos aplicar dois resultados:

o Teorema de Arzela-Ascorli: Toda sequéncia totalmente limitada e uniformemente
equicontinua admite uma subsequéncia uniformemente convergente a uma fungdo

continua.

o Lema:Toda sequéncia g, de fungoes derivdveis tais que g, é totalmente limitada, é

uniformemente equicontinua.

Prova do Lema. Para todo n, |lim, ,,(f.(x) — fn(v)/(z —y)| = |fL(x)] < M < oo;
tomando € >0,y € Re § :=¢/M > |z —y|, temos |f(z) — f(y)] < M|z —y| <.

Voltando ao passo 2, como (f,) é limitada em LP, existe 0 < M tal que | f,[|p < MP
3

11
para todo n; logo [|[Kifu|b < CP||ful5\/7/(0p) < CPMPy\/7/(0p) para todo n, isto é,

(Kifn) é totalmente limitada.

Pelo Lema acima, basta verificarmos que cada K, f, tem derivada limitada por uma
constante que independe de n para vermos que a sequéncia (K, f,) é uniformemente equi-
continua. De fato, como a exponencial que aparece em K (z,y,t) pertence a classe de
Schwartz (ver Exemplo 2.2.5), entao sua derivada com respeito a varidvel x pertence to-

dos os espagos LP pelo Teorema 2.2.2. Usando || f,,||, < M na desigualdade *** a seguir,
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d 2.2.4 1 2tx 2
Lm |2 | s [ (0 g (- ) )1ty
1.31 1 d 1 2tx 2
Tl o 25
(1 —2) || do [ 40 1+t . 71l
Hokok 1 d 1 2tr \?
< ———— || |exp 9x2—( ))] M
/(1 —t2) ||dw l ( 40 142 .
< Q.

Agora, o Teorema de Arzela-Ascorli implica que (K} f,,) admite subsequéncia uniforme-

mente convergente a uma fungao continua, digamos K, f,,(z) — g(z) com g continua; isso
implica que lim [K;f,, (z)[P — |g(x)|?, sendo essa convergéncia pontual e |g|? mensuravel.

Portanto,

|m5:/mwwm
= [ lim |K;fy,(z)[Pdx

R j—00

f liminf/ | K f, () |Pd
R

j—o00

= liminf | K., I

< ovmr Jx ) (0p)

< 0Q.
[

Como consequéncia, o operador K, age de modo semelhante a um operador adjunto

Corolario 3.1.4. Para quaisquer f,g € L?, vale a igualdade

f(z th Ydoe = | K. f( z)dr < 00. (3.12)
J, |5t

Demonstragao. Pelo Teorema 3.1.3, K, f, K;g € L?; logo }/(t\f, @ € L9 pela desigualdade
de Hausdorff-Young. A desigualdade de Holder implica que as integrais em (3.12) sdo

finitas, e pelo Teorema de Fubini e a simetria de K nas varidveis x e y,

| @ Kg(@)de 2 | @)K ifg(x)ydo

34 /Rf x (/RK x,y,—it)g(y)dy) dz
= [ot) ([ K@y ~it)f(@)de ) dy
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A seguir, o principal resultado desta secao. Ele é a base para as se¢Oes seguintes.

Teorema 3.1.5. Ezxiste uma fungdo f € LP que realiza o supremo

My = sup {Hth” } (3.13)

Ifllp=1

Demonstracio. Passo 1. Vale a igualdade

sup (15713 = sop 1AL — (3.1
lp=1 i<t U 1l

De fato, quando ||f||, = 1 essa igualdade claramente é vélida; se 0 < || f||, < 1, entao

a funcdo auxiliar g(z) = f(2)/|fll, cumpre ||gll, = 1; logo |[Kigllq = [IKeglle/llgll, =
| K fllq/ |l fllps 0 que implica a igualdade entre os supremos em (3.14).
Passo 2. A quantidade p; é finita.

De fato, como

|[Kof(2)] 2 K f(x)
Q/Kx,y,—it fy)dy

(e(=it))? — ? — (y(—it))? + dzy(—it)
ik eX( 20— (i) )f Wy

—2? 4 (2t)? — y? + (yt)* — i4xyt>

:\/W/RQXP< 201+ )
7T(11+ Dl <_;<1(1+_t2t) )> /Rexp <_2y(1(1+_t2t) - 2(??;)),0@)@

3.8 1 o (—022) [ oxo (g2 42yt
i <1+t2>ep( o) o (00" = 5y v

f(y)dy

)|dy

./ (14 t2) _M/'_ye
2 e (e (o)

. 1 ey T 1/(2q9)
w0 L0 (1),
(1 +t2) q
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D2 1 1/(2q)
=L|fll,e”™", com L=——=—= () < 00, (3.15)
: T(1+12) \a?

entio K[l < LI|fN2 fu e dz 2 La| £]|3\/(x/(0q). Dessa forma, dada ||f], < 1,
vale Hl?t\fﬂ‘qf < L9/7/(fq) < oo. Tomando o supremo sobre {f € L? : || f]|, < 1}, vemos
que puf < Liy/7/(0q) < .

Passo 3. Existe uma fungao f € L? para a qual vale a igualdade em (3.13).

De fato, por defini¢do de supremo existe alguma sequéncia (f,) em LP com || f,||, =1
para todo n e nh_}rgoHﬁtﬁHq = i < oo. Claramente snganp =1 < oo, logo pelo
Teorema 1.2.15 a sequéncia (f,,) admite alguma subsequéncia fracamente convergente
em LP, digamos f,, — F € LP fracamente em LP. Como K : LP — LP ¢é operador
completamente continuo, entdao K;f,, — K;F' fortemente em LP: |[K(f,, — F)|l, — 0.
Segue dai e da desigualdade de Hausdorff-Young que Ef\nj — K,F fortemente em L,
pois [ Kol — KiFlly = [ Eulf, = F)lly < [1Ki(f, — F)l, = 0. Agora, pelo Teorema
1.2.10, (Ef\nj) admite alguma subsequéncia (I@ ) tal que I@ — K, F em quase todo
ponto. Como || f,, ||, = 1 por hipétese, entao |[m\ 3%5 Le=%: logo |Im |9 < Le 0%
pontualmente com Le= %" ¢ [l agsim, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada e concluir

_ _ 1/q
|EF, = ([ 1KF)dy)

o 1/q
= ([ Jim 1Ko, lody)

RT—>OO
) — . 1/q
= (Tlggo /R 1K+ fo, (0)] dy)
' — . 1/q
= lim ( /R K+ fo, (1) )
= lim | Kefu Il
= Mt’

3.2 Equacgoes integrais para os extremizantes

Agora deduzimos equacoes integrais que sao satisfeitas pelas funcdo extremizantes,
isto é, funcdes que realizam o supremo pu; descrito no Teorema 3.1.5. A partir dessas
equagoes, definimos fung¢oes auxiliares com relagoes especiais de simetria e crescimento.

A equacgao integral a seguir é fundamental para esta secao. A ideia da demonstragao

é baseada no método variacional das equagoes de Euler-Lagrange de um funcional.
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Teorema 3.2.1. Seja f € LP com || f||» = 1 uma fungio que realiza o supremo (3.13).

Entao vale a sequinte equagdo integral

1 — 1T —
\// KK f ()" Kof (y)ye ™ dy = p| f(2)[P72 f(2). (3.16)
21 JR
Demonstracao. Para cada h € LP e cada € > 0, consideramos a quantidade
K, f¢
o) = L sendo 1) = 1) + ento)
p

e observamos que a hipdtese sobre f implica

Ko Sl _ 11K,
h.e) =
o9 = S =

Como essa estimativa independe da funcao h, vamos suprimir a dependéncia dela.

Seja agora o funcional ¢ : [0,00) — R dado por

— K 3.17
90(6) ”fGHp ) ( )

com h € LP arbitraria e fixada. Claramente lir(lgl+ w(€) = ¢(0) = py; e como € = 0 é um
€—>

maximo global de ¢, entdo se ¢ for diferenciavel em € = 0 devemos ter formalmente

0=¢'(0)
d
= %90(6) =0
I LT P [ e L e 1
£,
CANEF |y 1l = IEF Nl - 0|
1712
ALOA PR er VA
d — d, .
= SNy —re SNy
N——— N———

@ (1D

Para verificarmos que ¢ é de fato diferencidvel em € = 0, basta calcularmos explicitamente
(I) e (II). Com o Teorema da Convergéncia Dominada, podemos passar a derivada com

respeito a variavel e para dentro da integral pois a variavel de integragdo nao é e. Assim,
D=L ([ EFway)”
0 =2 ([1EFwr) |,
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1 /\ 1/q—1 d —

- 6 (/ K, [y )\%y) ) @/le(tﬁ(y)!qdy(ezo
(/ K ( |qdy> : il@(y)lqﬂezody

:7||th||1 q/q|Kt fey)|e 1\ il@( )ILZOdy

= /’Kf )| \/th€ the( ) _dy
i [ IRt )l ! iﬁ?@ﬁﬁw dy
2\/Kt DK f(y =0
=i [ 1K PEK ”mﬂwmmw+£mw
+ (Kof (y) + eBih(y) Kih(y)]| _ dy
=i [ 1] PlﬂK% R () + Kof () Kah(w)d

= /Wf!“M%ﬁUMMDw

e de modo analogo, substituindo I/(t\f(y) e Kg\h(y) por f(x) e h(x) respectivamente,

() = 7157 [ 1)P*Re(f(2)h(@)dz = [ 7@ Re(f(@)h(z))dr.

Isso mostra que as derivadas (I) e (II) existem. Logo em € = 0, temos

0 = (1) — (1)
= " [V @) R () Kih(y))dy = e [ 1f(@)"*Re(f(2)h())do
= [ 1K) wmun<wM»@ i [ 15 @) Re(f (2)h(z))dz

= Re( [ [Kef ()" 2Kof () Kih(y)dy — [ il f(a) 2 () b)),

(1) av)

Agora, a equacao (3.12) implica
(11I) / |Kt v~ th h(y)dy
= [ IR )2l () Kih(y)dy

2 [ RAIKif ()52 Kof (2)}h()de

- [ (o [ KRRty ) o
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-/ (jg_ﬂ i Kt{u’cﬁ(y)w@(y)}eww) R{z)dr
- [ (e [ RART I Ry ) ioTa

3.3
sendo que essa tltima igualdade segue de observar que K(z,y,t) € Re

Kt{@}=/RK($,y,) dw—/ny, /ny,
Portanto

0 = Re((11I) — (IV))

“Rel, <\/12_7r/RKt{|@ WK (y )}e’yzdy> (z)dx
—A|f<x)|p‘2f($>@)dx)

= Kig(y).

_ Re ( / [jz_ﬁ [ KR )2 ) ey — uz|f<x>|p—2f<x>] h(x)czx) ,

e como h é arbitraria, entdo podemos concluir que

= [ KRS IR W) dy = il (@) @) = .

Com essa igualdade, definimos duas fungoes inteiras com propriedades especiais.

Teorema 3.2.2. Seja f € LP com || f|, = 1 uma funcio que realiza o supremo (3.13).

Defina
p(z) = |f (@) f(2),

—

Y(z) = K f(2);
e para 0 <t <1 fixo considere
2t
IR

Entao ¢ e 1 podem ser estendidas a fungoes inteiras e valem as igualdades

pie =\ /|¢ N9 2p(u) exp (—02° — Ou® + iTzu)du,
\/>/ ()7 %p(u) exp (—02* — Ou® — iTzu)du.

43

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)



Além disso, @ e tém ordem de crescimento < 2 e, para cada z = x+1y fixado, valem

as estimativas

1/q
oz +iy)l <y ;t(W@) e 0T+ O+, (3.23)
t \ ¢
€
1/q )
(x + iy)| < th<7T9> 0T HOT )Y (3.24)
T \¢q

Demonstragio. Como

1 1 1 7
G 3.25
Jr(1+12) \/2t EDRNFTRI TS (32

2t

entao
i) BT 1 o —2? — (x(—it))? — u? — (u(—it))* + 4a:u(—it)>
Kiw . =) m(1 — (—it)?) p( 2(1 = (—it)?)

B 1 o —2? + (zt)? — u® + (ut)? — dzuti

BN ( 2(1+12) )

s2s [T (1) (-t 2t
\/;e p( 21+12) " 21+8) ””’“(Ht?))
% exp ( 02 — Ou® — iT:BU). (3.26)

Observe também que

fla) = |f(@)|°f(2)
= f(2) |7 f ()

= |f(z )| qp—2q—2p+4)+(q—2)+(p— 2)f( )
= | f ()| D@D £ ()

= |f(2)| DO f(2)|"2| f(2) P2 f ()

= (IF @2 f @D f (@) P2 f ()

= (@) (). (3.27)

Logo vale a igualdade (3.22), pois

(x) = Kof ()
2 Rllp@)|"2e(x))
2 Ko alle@) (@)
2 [ K, —it) o) "2 p(u)du
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2o Ll o) e (<022 — 0w —imr)n. (329

Para verificarmos a desigualdade (3.24), fixamos = + iy = z € C e observamos que

. PN
exp (—0Z2 — Ou® — qu) = e Vety) —0u —ir(ztiy)u

—0[(x? —y2+i2xy)]|—O0u’ —iT(x+iy)u

=e
— 0@y 0wt Tyurti(—02zy—rau). (3.29)
assim, usando em * a igualdade [|{||?%p}|], = 11l =1,
Lo [ |le o) exp (~6 — 0u? — irau) du
- V2w Jr
1.31

a2t

exp (—922 . — i72u>

p q

329 L | |90(U,) |q—2s0(u) 6—0(:1:2—y2)—9u2+Tyu+i(—92zy—7’:cu)
V 2t v .
—Gu +Tyu

\/7 6(a2—y?)
\/7

=
2t

1
T o022+ o+ 1 /1
2t7r
I 79% +( 9+ 49
2 q@

Essa estimativa mostra que as integrais que definem a parte real e imaginaria de 1) con-

q
2

(t )2 (ty)
( Ou+ryu— y )+ fé)

q

— _TY )2
VS

x—y

=

vergem, pois sao majoradas por [¢(2)|, que é finito para cada z € C fixado. Consequen-
temente, a funcao 1 esta bem definida em C, e além disso ela é inteira em virtude do

Teorema da Convergéncia Dominada:

%@/}(Z)
i VD) = 0(2)
h—0 h
= mn ( / [p(u)[12ip(u)e 0N O mir et b gy / lo(w) |7~ 2p(u)e 0% 0 minzug )
—vuT i 1 —0(z —i7(z —0z°—iTzu
= [ o)l p(uge fim - (e )
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Verificamos as propriedades da funcao ufp de modo andlogo. Temos

u?so(x) 3.18 q| P2 ()
/KtﬂK ()97 2K, f(y) e dy
- ﬁ /]R KAl ()" (y) e ¥ dy
= K, {W(—x)|q—2¢(_x)}
= Ko {|¢(—m)|q—2¢<_x)}
3i4/K —x, u, —it) [P (u)| 2 (u)du

\/; [ 12 (w) exp (<0(=2)? = u* — ir(~a)u)du
= \/;t /R [0 ()72 (u) exp (—02% — Ou® + iTzu)du. (3.30)

Além disso, para = + iy = z € C fixado,

exp (—02% — Qu? + iTzu) = e VW) 0wt HiT(eriv

— 679[(12 —y?)+i2zy]—Ou +iTru—TYu

_ 679(127y2)79u2*T?J“+i(*‘92xy+7—z“); (331)

logo, substituindo ||~ [[p *=" fo | K, f(u)| =P du "2 o |Kof (u)|*du = | Kof [ °% pif na

igualdade ** a seguir, temos

teta+in) [T
HP\T T 1Y) = ont Ju

T \|¢<u>|q—2¢<u>

(u)|?29(u) exp (—02* — Ou® + iTzu)|du

exp (—0z% — Ou® + iTzu)

p q

—0(x?—y?)—0u® —Tyuti(—02zy+Tau)

\w ()

** / luq/p _9
_ q/p —0(93 —y )+(H ~(Vou+ % L 2=)?
~\Vont Mt

1/q
2.6 uq/p — 022+ (0+ 24 )y n
2mt qt

p q

2 tn)? | (ty)?
—0u®—Tyu—- S+

e

q

q

T ™ 14 2 tyy, 2
_ ug/p A o077 +(0+35)y
2nt \ g0
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que é a desigualdade (3.23), pois ¢/p — q (q — 1) — q. Finalmente, a fungao ¢(z) esta

bem definida em C, ¢é inteira e vale

d
df@( \/7/ |9 (w)]7 24 —exp( 02 4 itau)du.
2

Finalizamos esta Se¢ao deduzindo duas desigualdades com propriedades especiais.

Teorema 3.2.3. Assuma que f € LP com ||f||zr = 1 realiza o supremo (3.13). Seja A a

raiz positiva da equagcdo

0
A2 p?A _ i’; —0, (3.32)
e considere
A=T1A+0. (3.33)
Defina as fungoes inteiras
£(z) = o (2), (3:34)
e
n(z) = ey (2). (3.35)

Entao para cada z = x + 1y fizo, valem as desigualdades

2(2—p)

—1y — A2 _Au2 . 4. A2 - I
i e v+ 2)lg < llem n(u + 24i2)|g e n(u — 24@) ]l 7, (3.36)

q(2 p)

le ™ n(o + 2iA2) ], < wlle ™ e(u+ 4% |l e(u+ 4D 7 . (3.37)

Demonstracao. A prova esta dividida em passos. Primeiro, reescrevemos de maneira con-
veniente £ e n em termos de ¢ e ¥ (passos 1-4). Em seguida, aplicamos o Teorema de
Cauchy para reescrever as equagoes obtidas (passo 5) e concluimos aplicando a desigual-
dade de Holder e usando estimativas obtidas anteriormente (passos 6 e 7).

Passo 1. Valem as igualdades

pte A e (2) = [ [ eI ) n(we ™ du, (3.38)
eT(=) = 5 / =T ¢ () |72 ()~ du. (3.39)

De fato, comparamos

plo(z) "2 e () 2 plem A0 () = e AT 0 () (3.40)
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com

3.21 T — — 022 0utitzu
pip(2) 2\ o [ )2 (e =gy
[T [ e 2o -o-0sinang,
e R
=[50 [ In)[7 2 (ue Dm0ty (3.41)
T R

Note que
A (g —1) — gud = L2 23 1= "
Au“(q—1) — Ou Al 28 (7A+6)(q—1) 1A
3 q _ T
P (TA+9)p 0= 14 (3.42)
P kS p——
p P 4
q g+p\ -7
= rAp 0<p >_4A
3 q g\ -7
235 Ap—9<p>—4A
Ap q Ap [—T
il DR S _ |
<:>qu 4 P 9] Tq [4A]
= - A peA:_—p,
T 4q

o que é valido pela hipé6tese sobre A em (3.32). Assim, a equagdo (3.38) segue de igua-

larmos as expressoes para /i@ em (3.40) e (3.41), e eliminarmos o fator comum e %%":

,ut 7TAZ /|7] ’q 2 —Au?(g— 1) —0u? +27—zud
V ot
o [ )l (e T g,

Deduzimos a equagdo (3.39) de modo analogo, comparando

3.35 A2 333 _(1A+0)22 A2 022
U(z) = e (2) = e Ty (2) = eTTAT 0 ()

com

22 T - —022—0u?—iTzu

2\ [ o) 2puye =0 ey

3.34 IQL/ |€ u 6—Au2|q—2£(u)e—/~lu26—922—9u2—i7'zudu
Tt

_ / / ’5 |q 2 —Au?(g— 1) —02%—0u? szzudu

eliminando o fator comum e?** de ambos os lados e observando a relagio (3.42).
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Passo 2. Valem as desigualdades

2 1/p
. T _ |t (7 |
|€(x + 1y)| < Cyexp {TAQ: + (49 TA> } , com C = iy - (9}9) . (3.43)
\ T (9q

2

In(x + iy)| < Cyexp {TA:c + < - TA) , com Cy =

0 (3.44)

De fato, a desigualdade (3.43) segue de

1334 A(ztin)? .
[E(z +iy)| = [T (x4 dy)|

333 | o(rA+O) oy +iZew 00 1 )|

3.23
< e

purd

1/q
T A0 ) +idey)] 1 T () eaor
2mt
1/q
— T(W) (AT (=T A

2nt \ g0

e a desigualdade (3.44) segue de

. 3.35 A(z—+i .
In(z +dy)| %2 A (2 4 dy))|

3.33 ‘6(7A+9) [:E2*y2+i2xy]w<x + iy)|

1/q
324 e(TA+0)[(2%—y?)+i2zy] I «879332+(9+%)y2
= 27t \ g0
1/q
L (L) erdet+tmraw?,
2nt \ g0
Passo 3. Valem as igualdades
e AR (o i) =[5 [ Il — 24y) 0 — 24p)em e, (3.45)
7t Jr
e
T T i
e Az + iy) = \/;/R eI ¢ (u+ 24Y) |72 (u + 24y)e T du. (3.46)

De fato, como

ple AT e (1 ) \/7 / 33 | () |72y (u)e T dy

_— MQ —TA[(2%—y?)+i2zy] €<x+2y) _ /Tm/Refmu ‘n(u)’quH(u)ei‘rxufﬂ'yudu
— ple AT E (o dy)em MV iITAZY — Qim /R e~ T () |9 2(w) eV, (3.47)
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entao a substituicdo u = u — 2Ay implica que a integral do lado direito de (3.47) é

_ \/;t/]g e T2 1 (9 A |12 — 2 Ay) el 24 ~ry(u-2) g

_ \/T/ o Tl 74uAy+4A2y2]|,’7(u 24y 2(u — 2Ay)eiTxufiTmZAynyu+72Ay2du

_ \/>/ ru? In(u — 24)|72n(u — 24y)e iTau , 75 [~AuAy+4AZY? —ita2 Ay—ryu+T2492 g
_ \/;/R T (1 — 2Ay) |92 (u — 2Ay)eiTEueT T AV —iTa2 Ay T T2 A g

= \/;/R e~ In(u — 2Ay) |92 (u — 2Ay)e AV A2 gy (3.48)

Logo a igualdade (3.45) segue de igualarmos (3.47) com (3.48) e eliminarmos o fator em

comum €™’ 7422 de ambos os lados. Deduzimos a igualdade (3.46) de modo andlogo:

e A a:+zy @/ / w) |72 (u)e T IT@ U gy,
_TA[:c —y2+i2wy] CL’—{—Zy / /6 4A ‘q 25( ) —ZTxu+Tyudu

e—r x n(li—i-iy)eTAy —iT2Azy __ /%/Re—au |€(u>|q—2§<u)€—irzu+7yudu7 (3‘49)

mas com a mudanga de varidveis u = u + 2Ay, a integral do lado direito de (3.49) é

/ / — 1 ( (u+2A4y)? |£<U + 2Ay)|q_2§(u + 2Ay)e—iTa:(u+2Ay)+Ty(u+2Ay)du
_ /7/ €_H[u +4Auy+4A2y2]|§(u + sz)|q—2£(u + 2Ay)e—iTxu—iT2Amy+7—yu+27—Ay2du
2rt Jr
— /% / efﬁuz \f(u + 2Ay)|q72€(u + 2Ay)efifxuefﬂ'yufﬂ'Agﬂ71'7'2A:Ey+7'yu+27'Ay2du
7t JR

B \/;/R e TA ¢ (u + 2Ay)[17%E (u + 2Ay)e T TV I ATY gy, (3:50)

e a igualdade (3.46) segue de igualarmos (3.49) com (3.50) e eliminarmos e™4¥* =242y

Passo 4. Valem as igualdades

1e-TAE(y 4 2) = \/; / e~ Ta (W=24i) |10y 9 Ay |42 (4 — 2 Ay) e 241) gy (3.51)
s R

e (v 4 2) = \/; /R e~ T (A € (4 1 9 Ay) |92 (u 4 2Ay)eITUH2AT) gy (3 52)

De fato, a igualdade (3.51) segue de substituirmos z por v + z = (v + z) + iy em (3.45):

ple AT e (0 4 2) B2 \/ ﬁ /R e~ 72 |n(u — 2Ay) |92 (u — 2Ay) ey
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— /Lge_TA[U2+2UI+m2]§(U + Z — /i/ e—ﬁu%—iﬂ—ru’n(u _ 2Ay)\q_2n(u B 2Ay)eiﬂmdu
— M e —TAv? 6 U—|—Z /2 / 1ZU 2 pirrutT Az? |77(U— sz)‘q 2 (U . 2Ay) 'L‘rvquQTAvxdu
7t

—TAav — T (u—2A4ix)? — iTv(u—2Aix
— il (w4 2) = [ [ O - 24y) 2 - 24y 0

e a igualdade (3.54) segue de substituirmos z por v + z = (v + ) + iy em (3.46):

e AT iy 4 2) = \/;/R e T2 | (u + 24Y) |2 (u + 2Ay)e Ty
. 6—7’A[112+2vx+;t2]77(v+z _ \/T/ e—ﬁzﬂ—zﬁ'mulf(u+2Ay)|q—2€(u+2Ay)6—i7vudu
A 4 o) \/7/ TR TATR ¢ (4 4 2 Ay )|T2E (u 4 2Ay)e TR A gy
A (4 2) \/>/ 200 ¢ (4 4 9 Ag) |72 (1 + 2Ay)e T RAD) gy

Passo 5. Considere as funcoes inteiras (pelo Corolario 1.1.3) £(z) = § 2" em(z) =

Z b, 2", sendo £(2) = Z a,z" en(z) = E b,z" as representagoes em série de poténcias,
=0

respectlvamente de & e 77 em torno da orlgem Entao valem as igualdades

ple T e (v +2) =[5 /R e~ T [n(u + 24i2)] 3 [7(u + 24i2)]FLei™udu,  (3.53)

e T (v + 2) 1/ / e" T [E(u — 24i2)] 3 [€(u — 24i2)]2 e  du. (3.54)

De fato, observamos primeiro que £ cumpre a desigualdade (3.43) pois

:)an(z)"| = |n( )| Cl exp {TAx + (49 — TA) (—y)? },
(3.55)

o
2)| = ZCTnZ”
n=0

e 7 cumpre a desigualdade (3.44) pois

z)"‘:] 2)| < CQexp{TAx+<4;—TA>( )}.

Além disso, quando z = u é real,

oo
n(z)| =
n=0

= Zﬁnu” = Z apu™ = Z anpun = n(u), (3.57)
n=0 n=0 n=0
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(w)]Em(w)]E" = [n(w)|"*n(u), u e R. (3.59)

Agora, vamos aplicar o Teorema de Cauchy para reescrever o lado direito de (3.51) e

assim obter (3.53). Para isso, consideramos a fungao inteira

T T (w—2Aiz)2 dr_ 21 _itv(w—2Aix
G(w) = [ e B2 w0 — 2 4g) Ha( — 24y A, (360

fixamos b > 0 e integramos G sobre a curva 2 = (; U Qs U Q3 U )y indicada a seguir.

Im(w)
Q3

2Ax
Qy Q

~ Re(w
—b Oy b (w)

Como u € [0, 1] — as(u) = b+ 2Aizu parametriza o,

/Q 2 G(w)dw'

< 22A|x|\/7 / ¢~ Tl ALV [ 97 Azu — 2Ay))E (b + 2i Azu — 2Ay)] ! |du

< 2A|x|\/7/ e~ TP A4 1Pl o AD=241)H4 (Gy —r ) 2z a1 g (3.61)

1.30 24|z |\/>/ o i [b?—44%22 (u?—2u+1)] [C’ oTAb- 2AY)2+ (T2 7 A)AA2? ]%du
(2A|x]\/702 T 4A% 2 u2[ 442224 9 (T —r A)AA%e 2}+u[fsA%]du> b2ﬁ+%A(b72Ay)2,

sendo que (3.61) segue de usarmos (3.44) com = = b — 2Ay e (3.56) com y = 2Axu. Note
que o termo entre parénteses nessa ultima igualdade é limitado por um constante R > 0,
pois é da forma F, fol e PrtuP2 gy com Py, Py, Py constantes; além disso, a exponencial fora

do parénteses ¢é limitada pois

g = {T}_TAQ3é2 {( A+0)= +9}—7Aq:9q+93>80,
4A p D p P
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o que implica

_p2._T 4 497 _ 2 _p2_T_ 4 97 Ap2 _p2(4d L _ a 2
eV Iat T AM24y)" _ bR+ AP LM b { &} -rAY)+oL+M _ e b s+bL+M7 (3.62)
com L e M constantes. Isso mostra que

< Re™"5, para b suficientemente grande. (3.63)

/Q2 G(w)dw

Como u € [0, 1] — ay(u) = —b + 2iAzu parametriza (2,

/Q 4 G(w)dw|

— G(w)dw
J o
. [T !
2 242 /% /1 o 0?4422 (u-1)?) [02€TA(_5_2Ay)2+(%—TA)(2Am)2]q_1du
mt Jo
1.30 2A|7| [ T /1 o~ T [V —4A%% (u? —2ut1)] [C«QGTA(—b—QAy)Q-l—(%—TA)4A2x2u2]%du
27t Jo

T L berr ga2g2 a2 2,2] fu[— T8 A2 b2 T 49T A(—b—2Ay)2
_ (214\5U| /2 tC’Q”eﬂ‘lAw/ T AAT L (5 —r AJAA%? ul— 584 x]du> e VT EACD-240),
™ 0

e~ aalbH2iAz =1 (b4 95 Agu — 2Ay)]2 [n(—b + 2iAzu — 2Ay)]2 | du

e de modo analogo a estimativa anterior, vemos que o termo em parénteses ¢ limitado por

R e a exponencial fora do parénteses é da forma (3.62). Logo

< Re™"5, para b suficientemente grande. (3.64)

/92 G(w)dw

Agora, como u € ay : [—b,b] — a;(u) = u parametriza ,

/Q G(w)dw 3£0 /% /efﬁ(ufZAizﬁ[n(u . 2Ay)]%[ﬁ(u _ 2Ay)]%—1eiﬂ;(u72Aix)du
1

b . ; ;
= \/Z/ e 33 (2 (0 — 2 Ay) |1 (u — 24y)e ™A du; - (3.65)
e —-b

e como u € [—b,b] — az(u) = u+ 2Aiz parametriza {23, entdo observando a relacao
(u+2Aix) — 2Ay = u + 2iAz,

/93 G(w)dw = —/ G(w)dw

{3
b . q q ;
0 [T [ ey 240 B+ 2402 (3.66)
T J—-b
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Em vista das estimativas (3.63) e (3.64),

0=lim [ G(w)dw :/ G(w)dw,
Q4

b—o0 JQy

logo pelo Teorema de Cauchy;,

0=lim | Gwdw+ | Gw)dw+ | Gw)dw+ [ G(w)dw

b—o0 JO, Qo Q3 Q4
=lim | Gw)dw+ | G(w)dw. (3.67)
b—o0 J Oy Q

Assim, a equacao (3.53) segue de substituirmos (3.65) e (3.66) em (3.67).
Verificamos (3.54) de modo andlogo, reescrevendo o lado direito de (3.52) e dai obtendo

(3.54). Para isso, consideramos a funcao inteira

H(w) _ /%ﬂe_&(w—i_ziAxVK(UJ + 2Ay)]%[f(w + 2Ay)]%_16_iTv(w+2iAx), (368)

fixamos b > 0 e integramos H sobre a curva I' =1y UT'y, UT'3 U Ty indicada a seguir.

Im(w)
—b T b Re(w)
F4 1—‘2

I's

—2Ax

Como u € [0, 1] — Ba(u) = b — 2Aizu parametriza [y,

/1“2 H(w)dw|

< 22'A|9[;|\/T / 1
< 2A|x|\/7/ G422 (102 [ (rAb24y)? (T —r A)(~2Azu)> 71y
130 2A|z |\/>/ o~ a0 —4A%? (u? —2ut1)] [C’ TA(b+2Ay)2+ (5 —7A)4A2E? ]7du

T 2 T 2,..2 2 .92 7L 2 42T g7 2
(2A|$|\/>CPG4A4A uw? [ 4A%2% 44 ( —TA)4A% 2% 4u[— 75 8A z]du> e b S+ A(b+2Ay) :

e~ aalr2iAe=wl (e(h _ 2j Az 4 2Ay))2 [€(b — 2iAzu + 24y)]2 " |du

e de modo semelhante a G, deduzimos dai que existem constantes J, K > 0 tais que

/F2 H(w)dw

< Je K ¢ < Je K para b suficientemente grande. (3.69)

/1*4 H(w)dw
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Agora, como u € [—b,b] — [1(u) = u parametriza I'y,

b T . 9= q ; ;
w 3:68 Qiﬂ.t Lb e—ﬂ(u+21Az)2[€(u + QAy)]E [g(u + 2Ay)]§—16—27v(u+21A1’)du
b . 4 .
= 27Trt /_,, e” TRy 4+ 2 Ay) P (€ (u + 24y e T EAD qu, - (3.70)

e como u € [—b,b] — f3(u) = u — 2iAx parametriza I's e (u — 2A4iz) + 2Ay = u — 2iAz,
/ H(w)dw = —/ H(w)dw
I S

Iy

b P q ,— q ;
ST e Ee - 2 e - 24i)] e ™ (371)
m —-b

Logo (3.54) segue do Teorema de Cauchy, de observar (3.69), e de igualar (3.70) e (3.71).
Passo 6. Vale a desigualdade (3.36).

De fato, note que

— A2 .33 —(r v2
ple (v + 2) 2 pfem A e (y 4 2)

5 L(3_0”2/ eI (4 24i2)]3 [(u + 2Aiz)]E e 0 I gy,
2mt R

= L/ e~ T 0% [ (u 4+ 24i2))2 [1(u + 2A4iz)] 3 e 00 0wt tiTou gy,
2mt Jr

= L/ e~ (za =0 [n(u+2Azz)]%[f(u+2Aiz)]%_16_9(_”)2_9“2_i7(_”)“du
2mt JrR

2 [ K (v, —it) [ (a4 24i2)]$fr(u + 2402)]3 Y
R

3i4K_it e Ta= O Iy 4 240z %* —v+ 24i2)]2 7!

n
22 K e @000 [n(—o + 24i2)| 2 [[(—v + 24i2)] T }, (3.72)

r(v)

3.4
logo usando a desigualdade || K,7||, < p|r]l, para a funcdo r(v) acima,

[S]1SY

. . g2 1/p
e A e (o 4 2|, < (/ e~ G0 [0 + 24i2)]3 [7(w + 24i2)] 7 \pdv>

2)p

ap q— l/p
= (/ e P =0 (v + 24i2)| T |m(v + 2Az’z)]( 2 dv)
R

Av? . 2w \MP
(et + 2402 F (o - 24i2) o) ", 373
R

sendo que a igualdade (3.73) segue de

Pl —0) =qd 2 p(7 - 6) = q(rA+0) (3.74)
<:>O—qAT+9(q+p)—%
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<g>O:qA7'—i-9qp—g

4A
_ T P,
— 0= I [A + TA 4q]
g _p Py
T 4q’
(§]
|n(v+2Aiz) = 'n(v+2Aiz) = 1> bu(v+ 24i2)"| = | Y by(v—24iz)"| = ‘77(2)—2142'2).
n=0 n=0
(3.75)

Portanto, (3.36) segue da desigualdade de Holder com expoentes r = 2/p e r’ = 2/(2—p):

— —~’U2
pt e e + )l

3.73

1
< { [ e n(o +24i2) % n(o — 24i)| “F* dv}p (3.76)
R

Ap2(Py2=P N .y =2 1/p
_ {/ e~ ARG ) 10 462)| % (v — 24i7) 5 \dv}
R

ap

1
— { [l % (0 + 240 #)le” 54 (0 - 24i2)| “F* v}
R

1.31
<

— { [ /R e~ (v + 2Aiz)|qdv]

1
~ E — A 77 2;p ;
/|€_q?pA1}2|T](U—|—2AiZ)|q2p|12’dU:|2 |:/ |€_q(22p)Ay2|n<U_2Ai§)’(q 22)p|2317d7j:| 2 }
R R

% i2 (¢—2)p g %q(Q;p) »
[/ e~ (v — 24iz)| T de}
R

Q=

1gq ~ lQ(é;P)
_ { [le ™ o+ 2Aiz)]|qdv} . { [le ™ o - 2Az’z)]]‘1dv] ‘ (3.77)
R R
. q . a(2—p)
= [le= " n(v + 24i2) |§lle™* n(v — 24z) [l 7, (3.78)

sendo que (3.77) segue de

=1 (¢=2)p=(2-p)

<~ qp—2p =29 —pq
— ptq—2p=2q—p—q
— —pt+tq=q—0p

Passo 7. Vale a desigualdade (3.37).

De fato, isso segue de modo analogo ao passo 5. Temos

e (v + 2iAz) *Z e~ AN () 4 2iA2)
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\/;e / e TAY +9“ E(u+ 4A2z)]% E(u + 2A2Z)]%—16—0u2—imudu
— Vo e e A BB 2% g
3.26 / K U U, Zt) Ju? [f(u 4A22)]%[E(u+2/422)]%71du
= Kol 0w+ A% + 472

L Rfe G0 e(o + 442 E(o + 44%2)] "7, (379
s(v)

e, de modo anélogo a (3.75), temos que
E(u+ 4A%2)| = |€(u + 4A4%7)]. (3.80)

314
Agora, usando a desigualdade || K;s||, < pulls||, para a fungao s(v) em (3.79),

) 3.79 T 2 aw \—= q—2)p %
e o+ 20A)ly S e { [ ePEOe(w + 44%) (0 + 44%2) [ “F do |
R

1
= { [ e @m0 (v 4 44%2)| ¥ [ (v + 44%7) 5" }
R

}i

L { [ e e + a4 E gl + 44%)
R

q(2 p)

< el (v + 44%) | |l e (v + 44%D) ], 7

sendo essa ultima igualdade deduzida pelos mesmos passos entre (3.76) e (3.78).

Isso conclui a demonstragdo do Teorema 3.2.3. O

Observacao 3.2.4. No passo 4 da demonstracao acima surge a necessidade de que ¢ seja
par. Para ver isso, analisamos a func¢ao auxiliar G definida em (3.60). Um dos fatores de
L G(w) em w = 24y € R ¢é dado pela derivada d%[n(p)]%[ﬁ(p)]%_l em p=w —2Ay = 0;
e como ¥y € arbitrario e A fixo, entao w pode ser qualquer niimero real. Agora, se 2 < ¢ é
impar ou irracional, entdao d%[n(p)]%[ﬁ(p)]%’l 22 1n(p)|7"2n(p) ndo é holomorfa nos pontos
P tais que n(p’) = 0. Em resumo: se ¢ nao for par e n possuir ao menos um zero, entao

GG nao é fungao inteira e o argumento proposto por Babenko falharia.

3.3 Relacao de recorréncia

Nessa penultima secao, veremos como o Teorema 3.2.3 nos leva naturalmente a uma
desigualdade cujas iteradas geram uma relagdo de recorréncia. Deduzir propriedades
desta relacao de recorréncia é o objetivo dessa secao. Esse é o ultimo ingrediente de que

precisamos para, na se¢ao seguinte, concluirmos a demonstracao do Teorema de Babenko.
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Teorema 3.3.1. Seja
m(z) = In([le™ "¢ + 2)]l,), (3.81)

e considere
§ = 4A% (3.82)

Entao vale a sequinte desigualdade

m(z) < L {Tm(dz) S iR C ;p)p m(—6%) + 2= p>2m(—52)} . (3.83)

Demonstragcio. Como

2 — 2 — 2q —
9, 492-p) _ap+a-p) _p+24-gp _diz0 (3.84)
2 2p 2p 2p p
€
q—1 ,—Av? 3.36 — Au? . % — Au? - q(i;p)
pille™ (v +2)llg < lle™™ n(u+ 24i2) |3 |le™ ™ n(u — 24iz) |4 (3.85)
e . 3.37 - q . a(2—p) > .
le " n(v — 24iz)|ly < [le~&(u — 4A4%2) |3 [l ¢ (u — 44%2) | ™
entao

m(z) 22 (e e (v + 2)|,)

— In(pi %) + In(ud e (v + 2)|,)

3.85 17(1 —A~’L)2 i q —A~’U2 L @
< In(uy ) +In([le™™ n(v + 24iz) [ [le™™ n(v — 24iz) [ ™ )

_ A2 . 2 — _Aw? —
= (™) + Lin(le (o +24i2) ) + LD (e Ao - 2412)],)

a(2—p)

3.85 e g 1 2(2=p)
< (™) + S mGulle g+ 442 F e A e+ 4422, 7 )

g2 —p A A1)~ Au? =
+ 2D e e — 422 e A gl — 4472 )

2p

q(2 —p)
2p

—

n(plle e (u — 4A4%2)||,) +

(gmuMMJ*au+4A%wQ+qg‘*”mmeA“au+4A%ma)
q
2

mweifau—4A%wa)

o8



n g (g;;m((gz) i Q(QQ;QP)pm((;Z)) + Q(ZQ; P) (g]];m(—éz) + q(22;2p)p
B — @) In(ue) + (¢ — 1) In(zz,)
¢ [P 2-pp_ .. (2-—pp ., (2-p)?
+ ? {4m(52) + 1 m(6z) + 1 m(—0%) + 1 m(—éz)}
:qZ{Tfm(&H (2 —4p)p (67) + 2 —4p)p (—6%) + (2_p)2m(_52)}'

q2n q2n

Denotando por a, o coeficiente de Lzm(6"z), b, o coeficiente de Lm(6"z), ¢, o

. 2n . . 2n
coeficiente de Lm(—0"z) e d,, o coeficiente de 4 m(—0§"z), reescrevemos (3.83) como
p p Y

2

m(z) < 22 {aym(dz) + bym(0Z) + cym(—9z) + dym(—02)},
com
oot
b, = (2—4p)p
e, = (2;p)p
dy = (2—423)2
Trivialmente,
by = c1,
’ ssrp? (2-p)? PP —pP+4p—4 |
al—dl—z— 1 = 1 =(p-1)
Além disso,
ar+ by + e +dy 3£7i[p2+(2—p)(p+p+2—p)] = i[p2+4—p2] = 1.

Essa é a base da relagdo de recorréncia, o caso n = 1. A seguir, o caso n = 2.
Substituindo z por §z,0%Z, —0Z, —dz em (3.86),
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(3.89)

(3.90)
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o que implica

m(z) 2 L {aym(02) + bym(62) + cvm(—0%) + dym(—62)}

< Liar L [aim(6%2) + bym(6°2) + eym(—6%2) + dym(—622)]
by [a1m(622) + bym(6%2) + cym(—62) + dym(—0%2)] +

s _alm(—52§) + bym(—6%2) + e;m(6%2) + dlm(522)_ +
di— [alm(—dzz) + bym(—6%2) + cym(6%2) + dlm(52z)}}

= —4{m((52z)[a1a1 + b1b1 + cic1 + d1d1]+

m(6°Z)[a1by + biay + c1dy + dicr]+
)[alcl + bldl + C1aq + d1b1]+

m(—522>[a1d1 + b101 + Clbl + dlal]},

8’z
m(—0*z

isto é,
m(z) < ;I,Zz {agm(52z) + bym(8°Z) + com(—02) + de(—52z)} ,
com
az = ayay + biby + cie1 + didy
bs = a1b1 + bia; + c1dy + dicq
o = a1c1 + bydy + craq + diby .
dy = aydy + bicy + c1by + dyay
Logo
by "2 a1by + bray + erdy + dicr 2 aver 4 craq + bydy 4 diby 22 e,
e

as — do 393 (ara1 + b1by + c1c1 + didy) — (ardy + by + ¢1by + diay)
= (@1ay + biby + biby + didy) — (ardy + biby + biby + dyay)

= aqia1 + didy — a1dy — djaq

=ai(a; — dy) — di(ay — dy)

= (=~ d)(p - 1)

M (1)
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Além disso, somando os termos de (3.93) e colocando ay, by, ¢; e d; em evidéncia,

a2+b2—|—02+d23—93a1 (I1+b1+01+d1

( )
bi(a1 + by +c1 +dy)
ci(ar + by + ¢ + dy)
di(a1 + b1+ 1+ dy)
= (a1 + by 4 ¢ + dy)(ar 4+ by + ¢, + dy)

3.90
= 1.

Isso conclui o caso n = 2. Vejamos agora o caso n = 3. Substituindo ¢ por 62 em (3.91),

m(0%2) < Glaym(82) + bym(8°2) + cym(—0°%) + dym(—8%2)]
m(0%2) < L{aym(6°7) + bym(8°2) + cym(—8%2) + dym(—6°%)] (3.96)
m(—022) < Glaym(—6°2) + bym(—6%2) + eym(6%2) + dum(§°2)] ‘
m(—62z) < Z—Q[alm( 2) + bym(—06%2) + cym(83z) + dym(532)];
o que implica
% Lagm(822) + bym(8%2) + cym(—8%2) + dym(—6%2))
p
9%6q , ¢
p—{ > 5 [alm( 2) + bym(8°2) + eym(—6%2) + dym(— }
2
bglqu {alm(53§) + bim(8%2) + eom(—6°2) + dym(— }
2
CQZQ [alm(—53§) +bim(—08°2) + eym(8°2) + dym(5°2) }
2
ngZ [alm(—53z) + bym(—0°2) 4+ eym(6°Z) + dym(532 }}

6
= ;])G{m(é?’z)[aml + baby + cocy + dody ]+

m(52§) [a2b1 + boay + cody + d201]+
m(—52§) {G/QCl + body + coa; + d2b1]+
m(—522)[a2d1 + bQCl + Cgbl + dgal]},

ou seja,
m(z) < Yoz (i {a3m<53 )+ bam(8°2) + csm(—6°2) + dym(~5°2)} (3.97)
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com
a3 = a9a1 + bel + cocy + dgdl

bg = a2b1 + bgal + Cle + dgCl

. (3.98)
C3 = a9C1 + bgdl “+ coaq1 + dgbl
d3 = asdy + bacy + coby + daay
Assim,
bg 3:98 CLle + bgal + Cle + dzCl
2 asby + coaq + body + docy
3—88 asC1 + Ccoaq + bgdl + dgbl
3.98
= (3,
3.89 3.95 9 . .
e, usando (a1 —dy) = (p—1) e (ag — d3) "= (p — 1)* na igualdade * a seguir,
— dg 328 (a2a1 + bgbl + coc1 + dzdl) — (agdl + bQCl + Cgbl + dgal)
3£8 (agal + bel + Czbl + dgdl) — (a2d1 + bgbl + Cgbl + dgal)
= aqa; + d2d1 - a2d1 — d2a1
= CL2(CL1 — dl) — dg(al — dl)
= (a2 — d2)(a1 — dv)
=@p-1)°
Além disso, somando os termos em (3.98) e colocando as, b3, c3 e d3 em evidéncia,
as + bs + 3+ ¢4 = as(a; + by +c1 + dy)
bg(al + bl + C1 -+ dl)
03(a1 + bl “+c1 + dl)
d3(a1 + bl +c + d1>
Teorema 3.3.2. Sejam ay, by, ¢y € dy, 08 coeficientes de Tzm(5"z ), m(0"z), 4 % m(—6"%)

e pgn m(—0"z) respectivamente, obtidos das iteragoes de (5.86) como mdzcado acima, ou

seja,

2n
m(z) < an {a,m(6"z) + bym(6"Z) + c,m(—=0"Z) + d,ym(—0"2)} . (3.99)
p
Entdo b, = ¢y, an — dy, = (q—1)" e ap + by + ¢ +d,, = 1 para todon > 1.

Demonstragio. Procedemos por indugao. Os casos n = 1,2,3 ja estao indicados acima.
Supondo que o resultado é valido para algum n > 3, vamos prova-lo para n + 1.

A demonstragao consta de passos analogos aos da passagem de n = 2 para n = 3.
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Substituindo ¢ por 6™ em (3.91),

(6"2) < % {arm (3™ 2) + bym(8"H1%) + cym(—6"H1%) + dym(—0"H2)}
m(0"z) < z{a m(0" 1) + bim(6"H12) + crm(=6"H12) + dym(—6"17)}
( |
(

Y

> {am(—=6"T12) + bym(—6"12) + eom (07 2) + dym(5717)}

< L {aym(=6"T12) + bym(=0"11zZ) + eym(6"Hz) + dym(6"T2)}
(3.100)

e tendo em vista que (3.99) é valida para n por hipdtese de indugao,

399 g
m(z) < {an (0"z) + b,m(6"Z) + cym(—06"Z) + d,m(—9"2)}
3.100 2” 2
< L fan s [am (6™ 2) + bym(5"H2) + com(—8"12) + dym(—0"1z) | +
p p
2
bn; [ m(0"Z) + bym (6" 2) + eym (=" 2) + dlm(—dnﬂf)] +
2
cnq—2 {alm( §"Z) + bym (=" 2) + eom(6"T 2) + dlm(énﬂé)} +
p
2
dn; [aym(=0"12) + bym(=6"12) + em(8"+1Z) + dym (6" 2)| }
22 )
B p2n+2 {m((sn-i- Z)[anal + bnbl +cpr + dndl]+
m(0"'2) anby + byay + cody + dpcr]+
m(—5"+12) [ancl + bpdy + cpay + dnb1]+
m(—6""2)[andy + bper + cuby + dnail},
isto €
q2(n+1) - )
m(z) < D {an+1m(5”+ 2) + bp1m(6"2) + cppm(—=6"Z) + dppym (0"t z)},
(3.101)
com
Apt1 = Apay + byby + cpey + dpdy
bn+1 = CLnbl + bnal + Cndl + dncl (3 102)

Cnt+1 = ApC1 + bndl + cpar + dnbl

dn—i—l = andl + bncl + Cnbl + dnal
Usando em * a hipétese b, = ¢,, e em *x a hipétese a,, — d,, = (p — 1)",

bn+1 35)2 anbl +b nai1 + Cndl +d nC1

= anbl + cpaq + bndl -+ dncl

388 anc1 + cpay + bydy + dpby
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= Cn+1,
e, além disso,
Apt1 — dpiq 3102 (anay + byby + et + dpdy) — (andy + bper + cuby + dypay)
328 (anal + bnbl + Cnbl + dndl) - (andl + bnbl + Cnbl - dnal)

= aya; + dpdy — (apdy + dpaq)
= ay(a; — dy) — dy(a; — dy)
= (an —dn)(p—1)
=p-1"(p—-1)
=@-1"

Somando os termos em (3.102), colocando ay,, by, ¢, e d,, em evidéncia, e usando a hipdtese

a, + b, + ¢, + d, = 1 na igualdade *x* a seguir,

Uni1 +bps1 + o1 +dpr = anlag + b1 + ¢ +dh)+
bu(ay + b1 + 1+ dy)+
Cn(al +b+c1+ d1)+
dp(ay + by + ¢y +dy)
= (an + by +cn+dp)(ar + by +c1 +dy)

2 (g + by + o + dp)1

*okok
= 1.

w

Teorema 3.3.3. A fungio m(z) é de classe C* e cumpre m(0) = 0.

Demonstragio. Como f cumpre || f||, = 1, entdo In(||f||,) = 0 e assim

m(0) = In(||le=*"*¢(v)]|,)

3.34 _Av? Av?
= In([le e p(v)]ly)

L ({1 £ ()P 2 ()} )
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Agora, vejamos que m é de classe C*°. Para isso, fixamos z € C, e denotamos por
DWm(z) e DWE(v+2) a k-ésima derivada m(z) e de £(v+2) em 2, no sentido de aplicacio

de R%. Formalmente, como

Dm(z) = In(|le™*¢(v + 2)||,)
1 i2
— _ D —Av
||6_AU2§(U Z)Hq ”e~ 6(1} + Z)”q
_ 1 le= 2 ¢ (v + 2)
le=22E (v + 2)]|, q
(

_ e

+

1—q .
Iy D [ e g(v+ 2)|do

_|_ —-q .
vt 2l D/ e~ 4 ¢ (v + 2)|dw,
q R

entao para verificarmos rigorosamente que m é de classe C* e concluir esta demonstracao,

basta garantirmos que ¢ de classe C* a integral

g(z) == /R e~ ¢(v + 2)|%dw, (3.103)

pois as derivadas de ordem superior de m sao da forma

D(k)m(z) _ zk: <k> pk=n) (||6Av2§<v + Z)qu) D" </ |€—Av2§(v + Z)|de)> k> 2.

n=0 n q

Como &(v + z) é fungao inteira, entdao pela Férmula Integral de Cauchy,

(k) _ kY £(¢)d¢
5 (U + Z) \/|v+z—C=1 (C

2mi — v — z)ktl’
logo denotando ¢ = (; + iy, T =7A e U = 72/40 — T A, vale para cada v a estimativa

(k) L _&Qllde]
€0 +2)] < 27 /|U+z—C1 |¢ — v — 2|+

K {zﬂ I 5] }

2m otz—cl=1 | — v — 2|1

3%3 k! sup {C’l exp (TAC + (72/46 — TA)CQQ)}

{¢:lv+2—¢|=1}
=k sup  {Crexp (TG + UG}
{&:lv+2—(|=1}
<kl sup {Crexp(T(jx+v|+1)*+U(lyl+1)%)}
{&lv+2—¢|=1}
= k!Cyexp (T(|z +v| + 1)* + U(Jy| + 1)?). (3.104)
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Essa desigualdade implica que a integral (3.103) converge, pois v? +T(|z +v|+1)? > 0 e

/e‘Aq“2|§(v+z)|qdv 3%)4/e—AqUQ(CleT(m+v|+1)2+U(y|+1)2)qdv
R R

— (9.Ua(lyl+1)? —Aq(v*+T (Ja+v|+1)?)
Cle e dv
R

< Q.

Isso mostra a existéncia da derivada de ordem k£ = 0 de (3.103). Vejamos agora o caso
k = 1. Como ¢ é inteira, entdo ela é diferencidvel no sentido de R?* e dai D'¢(v + 2)

cumpre a estimativa (3.104). Logo,

DIg(v + 2)|*] = lglé(v + 2)|* D(€(v + 2)])]

_ qg—1 £<U+2)
= qlé(v +2)|" [ DE(v + 2)]
3.104

-1
< q{CleT(|az+v|+1)2+U(|y|+l)2}q {CleT(|x+v|+1)2+U(|y|+1)2}

z+v 2 PAN
— q{OleT<‘ +ul+1)?+U (Jyl+1) } ,

e dai

/Re—Aqv?DM(U+Z)|qu < /Re—flquq{CleT(\x+v|+1)2+U(|y|+1)2}q dv
:qcilqu(|y|+1)2/e—Aq(v2+T(|x+v|+1)2)d,U
R

< 00. (3.105)

Agora, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

= lim ’}IL’ (/R ]e‘A”2f(v + 2z 4 h)|%dv — / \e‘A“2§(v + z)\qdv>

|h|—0

— lim equ'UQ |§(U+Z+h)|q B |£(U+Z)|qdv
R |h|—0 ||
= [ e Dl(v + 2)ltav
R
3.105
< OoQ.

Para verificarmos que g é duas vezes diferenciavel, basta checarmos que

/ e 47" DA ¢ (v + 2)|%dv < 0o (3.106)
R
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pois dai, como nos casos k =0 e k =1, o Teorema da Convergéncia dominada implica
D@g(z) = / e~ A1 DOy + 2)|dv < oo (3.107)
R
De fato, (3.106) converge, pois para cada v,

@g(v +2)| = D{ql&(v + 2)|**¢(v + 2) DE(v + 2)}
= D{q|é(v+ 2)|"*}e(v + 2) DE(v + 2) + ql&(v + 2)|* 2 D{E(v + 2) DE(v + 2) }
= q(q = 2)[6(v + 2)|"°DIE(v + 2)[€(v + 2) DE(v + 2)+
qlé(v + 2)|H{[DE(v + )] + &(v + 2) DPE (v + 2)}
= q(q = 2)|&(v + 2)|" *[E(v + 2)P[DE(v + 2)]+
qlé(v + 2)|"2[DE(w + 2)]* + qlé(v + 2)|" *E(v + 2) DPE(v + 2),

logo (3.104) implica

Dlg(v+ 2)|'] < qlg - 2) {CreT T Uy
q{CleT(\x+v|+1)2+U(\y|+1)2}‘1+
{CleT(|x+u|+1)2+U(|y\+1)2}‘1—1 {2,0 6T(|ac+v|+1)2+U(\y|+1)2}

=q(qg—2) {C’le |m+v|+1)2+U(|y|+1)2} +
q CeT(\x+v|+1 +U(\y|+1)} +

{
2{0 eT(lz+vl+1) 24U (Jy|+1)? }

= [q(g—2)+q+2] {C T (lo+vl+1)? +U(|y\+1)2}‘1’ (3.108)

. 3.108 - 3.105
e daf vemos que [ e A D¢ (v42)dv < L [ e A HT (404D gy "7 o0 para alguma

constante L. Para k > 1, esse argumento de indugdo nos permite concluir sem dificuldades

DWy(z) = / e~ A1 D¢ (y 1 2)|7dv < oo.
R

Corolario 3.3.4. Vale a desigualdade
— Aqu? q
/e Ew+2))7 < 1 (3.109)
R

Demonstragio. Em vista do Teorema 3.3.3, escrevemos m(z) como série de Taylor em

torno da origem

m(z) = ax + By + O(|z]?). (3.110)
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Agora, vemos que

(6"2) = axd™ + Byd" + O(6%"|z]?)
m(62z) = azd™ — Byd" + O(6%"|z|*)
(
(

m

. o (3.111)
62Z) = —awd™ + Byd" + O(6*|z]?)

622) = —awd™ — Byd™ + O(6*"|2]?)

3

3

logo, usando em * as propriedades da relacao de recorréncia provadas no Teorema 3.3.2,

2n
m(z) 2 L {aym(572) + bym(8) + cam(—0"Z) + dum(—6"2)}
p n

3.111 q2” . . oni 19
< ﬁ{an[axd + Byd™ + O(6°"|=z]9) |+

by[axd™ — Byo™ + O(52n|z|2)]—|—
Cn[—awd™ + Byd™ + O(6%"|2|*)]+
dp[—axd™ — Byd"™ + 0(52n|z]2)]}

q2n
P
(an + by + ¢ + dy)O(6°"|2]%)]
2n
= 2 [ar 0o = 1)+ By (0(p = 1) + O@™:P)] (3112
2n n "
130 CJT [am <5p> + By (5]9) + 0(52n|z|2)1 : (3.113)
p= q q

Como 1 <p<2 entdao 2<q<ooedald” <1 pois

3.8 , 0
9>O,73>200 — —4p—A+]3<23 <— 4
T q q

<D 23 38242 Py
q q

—pb
iA—l—ﬁ
T 4q

381 -
Assim, (3.113) implica m(z) < 0 quando n — oco. Logo, m(z) < |le*’¢(v + 2y < 1,0
que implica ([ |e2*¢(v 4 2)[%dv)Y/? < 1, que é a desigualdade 3.109. O

3.4 Demonstracao do Teorema de Babenko

Neste secao final, calculamos o valor de u; para cada t, e exibimos explicitamente as
fungoes extremizantes. Em seguida, concluirmos a demonstragao do Teorema de Babenko
com um argumento de aproximacao da identidade. A observagao fundamental aqui é que

as fungoes auxiliares que definimos no decorrer deste capitulo sao constantes.
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Teorema 3.4.1. A fungdo £(z) € identicamente constante com

) = (Aq)*. 6.114)

™

Demonstragio. Consideramos a funcao auxiliar

£(z) = /0 " e ey 4 )ado. (3.115)

Como ¢ é par e £ é funcao inteira, entao [£(v + 2)]? é funcao inteira para cada v. Como
(3.103) converge, entdo pelo Teorema da Convergéncia Dominada £(z) é uma funcio
inteira, a qual é limitada pela desigualdade (3.109) e logo é constante pelo Teorema de
Liouville. Assim, £(z) = [ e™94[¢(v + 2)]dv = [ e~ 94" [¢(v)]adv = £(0) e, dividindo

essa igualdade por h em ambos os lados e fazendo h — 0", temos

[£(2)]7 = [£(0)]? para todo z. (3.116)
Consequentemente, £(z) é constante, e para determinar seu valor, observamos que

_Ap2 334 _A Aw?
le™*€(@)lly = le™ e ()]l

2 F @) ()},
= ([1rwebea)’
2 ([ 1repa)

=11l
=1,

=
Qs

3.116

1 1
— A2 —Av? Aqu 7 2.6 m \ 2q
portanto 1 = [le=4*¢(v), *=° £(0)[le= 4", = £(0) (J e dv)* 22 £(0) (£)™ . O
Agora, exibimos a funcao extremizante e o valor de yu; para cada t fixado.

Teorema 3.4.2. A funcao extremizante f : R — R é da forma

flz) = <Aq> K e~ (702" (3.117)

™

e vale a igualdade

24\ (gA\
= | — — . A1
He ( t ) ( T ) (3 8)
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Demonstragio. Como

1

i A\
o(z) 2 g(2)e 4 P11 (q> e 4%

™

entao f é da forma (3.117) pois

f@) 2 (@) o (x)

~ 1
A 2q -
m

7o\ 25(a-1)
= (Aq) B e~ Alg—1)2

(e

T\ &
3.42 (AC]>2qq o (=)

™

~ 1
130 (AQ> R

™

3.116

. . ; 2.12 3.20
Usando em * a identidade [p e”R¥*+iSudy 2% ¢=S*/AR /1 /R com R = o > 0eS=rx,

—gauitireug,, X s [T ras Mi. 3.119
/R“ uw=e A -\ (3.119)

Fazendo em *x a mudanca de variaveis u = —u,
= 3.19
Kif(z) = ()
. 1
2
3:22 QLt/ <I4Q> p6—(4’:4—9)u26—9:1:2—9u2—i’rzudu
7t Jr
L1
2
— L ("4q> P 6—912/ 6—ﬁu2—i7—zudu
2t \ 7 R
L1
2p
okl L (146]) e—@x /6—&u2+i7':cudu
2nt \ 7w R
S
sa0 [T (Ag 2”6 002 _oag2 |AAT
2t \ 7 T
. 1
— L44A7T (14q> 2p e*(9+‘rA)x2
2t T s
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Portanto,

— ~ 1 1 1
Mt:r\muq:\/ﬂ Aq\ ¥ ( /e_aqxzdx) 20 [24 (Ag\™ (7 )™
171l t \m R t\m Aq

Q=
[N}

n
Corolario 3.4.3. Vale L
. p%qfﬂ
lim py = ——. (3.120)
t—1— (271-)%—5
Demonstragio. Sendo 6 2 (1 —12)/(2(1 +12)) e 7 *2° 2t/ (1 + 2),
0 1—12) (1+¢
lim—zlim( ) 1+ >:O,
t—1- T  t—1- 2(1 + t2) 2t
logo
0 1 |p26? 1
lim A %2 lim 22 4~ [ P2 P (3.121)
t—1- t=1- 27 2\ 72 qg 2\q
Portanto
11
hm,u 31:181 (2,4)% % 2p 2¢
o1 t—1- \ ¢ T
1 1
2A\ 2
s (24 (84 )
—1 t T
1
2AN2 (q | 2t 1—t? 2
- () (22
o\t (71' [1+t2 * 2(1+t2)D
1 11
31:21 2 2 i E 2p 2q
q 2\ q
11
N AT
— (qu 2) 27T
= (2m)5 5 (p3) DY E (g2) "D
129 (2 )ﬁ—ﬁ(pé)(g—;Jrﬁ)Jrg—p—ﬁ(q%)—(ﬁvtﬁﬂri—i
= (277')%_%1)%(1_%'
n
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Podemos agora concluir a demonstracao do principal resultado desta dissertacao.

Teorema 3.4.4 (Babenko). Seja 1 < p < 2 e suponha que 1/p+1/q =1, com q = 21
com | inteiro positivo. Para qualquer f € LP(R), vale a desigualdade

VE [Viwea] " <[V [ rwpa] " (3.122)

Além disso, vale a igualdade para funcoes Gaussianas f da forma

flz) = e+ comabeR ea > 0. (3.123)

Demonstragio. Seja f € LP com || f||, = 1. Para cada t € (0, 1), o supremo p; cumpre

— 3.14
K fllg < pell £lp- (3.124)

Pelo Teorema 3.4.9 do Apéndice, [?Zf — f fortemente em LP quando t — 17, logo

1 1

S0 3.4.9 . — 3124 3120 prq %
£l =" i 5 fll, < lm g fll, 7= Hpra
—1 t—1 (271')239

que é equivalente a desigualdade (3.122).
Agora, se f é da forma (3.123), entao pelo Exemplo 2.1.5 vale

=~ L2105 1 —-w?
= —€ 4a s 3125
e assim
1/q 1/q 1/2 1/(2q)
3125 —an? 1 (/ —(y—b)> ) 2.6 ( 1 ) dma
= d = — 4a qd f— _ _ .
1712 ([ 1me ™5 ) = o ([ ) 2 () (2

(3.126)

Por outro lado,

. 1/p 1/p 1/(2p)
R R ap

Portanto

(VI P2 o e (V) (V) = (V)

1\1/2 1\ /(2p)
e (1) (o)) — )
(@) @0 =5

2a a
<1>1/2 Araq 1/(29) [ 1/(2p)
2a q2m 2map
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<1>1/2 @ 1/(29) <q>1/(2q) _ <p>1/(2p) ks 1/(2p)
2a q 27 27 ap

3127 1/(2q) 1/(2p)
216 (Q> _ (P)
171 (5 ) Il

= [JE [iwra] " = [JE [1r@pra)]

que ¢ a igualdade em (3.122). Isso conclui a demonstragao do Teorema de Babenko.
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Conclusao

Algumas décadas ap6s o resultado de Babenko, Beckner [2] obteve a solugao completa

do problema de caracterizacao da melhor constante na desigualdade de Hausdorff-Young.

Teorema 3 (Beckner-1975). Seja A, = \/p'/Pq'/9, com 1/g+1/p=1e1 <p < 2. Se
f € LP(R™), entao
[ fllza@ny < ApIlfllzrn) -

A conexao entre a Transformada de Fourier e as fun¢ées de Hermite é explorada em
um outro nivel nesse trabalho, com ideias provenientes de trabalhos de mecanica quantica
para abordar o problema via certos operadores agindo em espacos de fung¢oes com respeito
a medida gaussiana. KEsse trabalho deixou em aberto um outro problema proposto no
artigo de Babenko: que os tinicos extremizantes da desigualdade de Hausdorff-Young sao,
de fato, apenas as gaussianas.

Lembramos que G(x,y) é um nicleo Gaussiano em R” x R"” quando G é a exponen-
cial de uma forma quadratica em x e em y. Assim, o nucleo que define a transformada
de Fourier é um caso particular de um nicleo Gaussiano.

No artigo [8] de 1990, Lieb investigou a generalizagdo do que estudamos nesta disser-
tagdo. Ele resolveu o problema geral de encontrar a constante étima para operadores de
convolucao de LP em L9, com p e g expoentes conjugados, cujo nucleo é Gaussiano, e ve-
rificou que as fungoes em LP que realizam essa constante sao necessariamente Gaussianas.
Isso acontece em geral para 1 < p < ¢ < 00, e para p > ¢ em alguns casos especiais.

Fica em aberto a possibilidade de adaptar o método de Babenko para abordar outros
problemas relacionados a familias de fungoes ortogonais, como as func¢ées de Hermite. No
entanto, nao tivemos tempo para investigar mais profundamente essa linha de ideias.

Outra demonstracao da versao sharp da Desigualdade de Hausdorff-Young pode ser
encontrada no artigo [7] de 2019 de P. Ivanisvili e A. Volberg. Eles utilizaram técnicas
distintas para mostrar que um resultado de monotonicidade discreta, devido a Beckner,
implica na monotonicidade continua de um fluxo associado a transformada de Fourier.

Vale a pena citar ainda que existe uma lista de referéncias mais modernas que exploram
resultados sobre quase-extremizantes, como o trabalho de 2019 de Christ [3]. Isso mostra

que problemas relacionados a questoes de extremizantes ainda estao sendo investigados.
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Apéndice

Apresentamos brevemente as funcoes 1, que cumprem as propriedades 1,

(_i)n¢na

K(t,x,y) = § "y (), (y) € }?(\t) — f fortemente em LP quando t — 17. A referéncia
n=0

aqui é o livroTll}.
O polinémio de Hermite de ordem n é definido por
(E2 dTL 1,2

H,(x) = (=1)"e %6_ )

e a funcdo de Hermite de ordem n é definida por

2 z2 dn —132

On(z) = €7 Hy(2) = (—1)"e e

Teorema 3.4.5. Se |t| < 1, entdo vale a convergéncia no sentido uniforme

00 ,l(x2+y2) 1 2 .2 2 _ 2

e 2 xt—y (x* —yt)
S H,(2)H(y) = ——— - .
n=0 anl (x) <y> V 1 - t2 P ( 2 1 — t2 )

Demonstragdo. Seja x € R. Tomando R =1 e S = 2x no exemplo 2.1.4,

—z2 2.12 1 a2
e~ = /6 u—i—zqudu‘
ﬁ R

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, podemos derivar sob o sinal da integral em s,

n
e usando que dd—ne““ = a"e™ (a constante) em s,

(@) "2 (e o
3.131 2 d" 1 o
20 1) L u -HQ:Bud
(=1)% dx™ /7 R "

—ul4g
u —HZJ:udu

dn
; -1 n x27/ 7
(=1)% V43 R dan
(—1)”6””2—/(i2u)"6_“2+i2x“du
V7 IR
2

er 2.
/ unefu +’L2xudu.
R

_ (2
\/E

1%
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oo n
Agora, note que para |t| < 1, a série nZ::O s Hy () Hy,(y) é convergente pois vale

2,2
& t" 3.132 er Ty (—2tuv)” w2249 .
7Hn Hn = / / u®—ve+1 mu+z2yvd d
7;2”71! () Ha(y) T 7;) R JR n! c uav
_ e //€—u2_U2+12xu+12yv—2tuvdudv‘ (3133)
™ R JR

Portanto podemos aplicar o Teorema de Fubini para ver que

00 ,—3(x%4y?)
€ 2 3133 _lg24,2
- ¢"H,(2)H, 29 o=@y
3 Hal) Haly) " €

2 2
er 1y

w224 i _
//6 u® —v°+i2zu+i2yv 2tuvdudv
R JR

™

1024 ,2
3 (@2 +y?)
€2 22 Qv —
//6 u? —v?+i2zu+i2yv 2tuvdudv
s R JR

10,2 ,2
5 (2% +y?)
€2 20 a2 _
/6 u’+i2zu </ e Y +12yv 2tuvdv> du
™ R R

3 (22 +y?)
_ e2 / e_u2+z'2xu </ e—(v+tu)2+(tu)2+i2yvdv> du
™ R R
1002 1,2
€§(x +7) 2 2 _ 2.
_ /6 u?+i2zu+(tu) /6 (v+tu) +12yvdv du
™ R R
1021 ,2
5 (2% +y?)
€2 .2 . 2 a2 _
_ /6 u?42izu+(tu) (/ e +i2y(v tu)d’l)) du
v R R
3 (2> +y?)
€2 .2 . 2_ a2
_ e U +2izu+(tu)—i2ytu (/ e~ +z2yvdv> du
™ R R
1020 ,2
3 (@ +y7)
3.131 €2 w242 2_; 2
L 7/ e U +2izu+(tu)®—i2ytu (\/E@ y )du
™ R

2 2_
— \/E/ e U +i2zu(tu) z2ytudu
™ R

102 2
3 (@ =y%)
_ e /e—uz(l—t2)+iu2(x—yt)
R

e 2 1—t2
O
Podemos enunciar as fungdes de Hermite 1), normalizadas de modo conveniente.
Corolario 3.4.6. Considere
() = 20 (3.134)
2nnl\/T
Entao ) . ¢
> 1 s —y r —yt
t" () (y) = ——=exp ( - ) : (3.135)
nz::O (1 — ¢2) 2 1—1¢2



Demonstracao.

> 1M x)u () 31—342%5 0u(2)6,(0)

n=0

iy > s L H ) HO)

3.130 1 (»TQ -y (z- yt)2>
= ) exp — )

7T(1 — 12 2 1—1¢2
m
Teorema 3.4.7. Vale a igualdade
Gu(@) = (=0)"du(2). (3.136)
Demonstragio. Ver [11], pagina 81. ]
Corolario 3.4.8. Vale a igualdade Uy (z) = (—i) ().
Demonstracao.
—~ . Gu(r) 136 (—1)"Pu(2) .
() 72 = = (=)™ (). (3.137)
\/2rnly/T \/2rnly/T
m
Teorema 3.4.9. Para qualquer f € LP com 1 <p < 2,
Tim | Kofly = 111l (3.138)

Demonstragao. Usando o Teorema da Convergéncia Dominada em * a seguir,

T ([Kf = fllg % tim [ (K oale) = fla)lda
34 . 1 2 —y? (z+ity)? -
N t1—1>I1n— R { (7(1 + 2) /ReXp ( 2 142 fy)dy o = flw)de
* . 1 2 — 2 (x4 ity)? e
=k )EF{M/R‘%XP( > ige )Wy~ S de

q

dx

{j_ / e‘“yf(y)dy} - @

= / F(@) - fla)ltda
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