
Trabalho de Conclusão de Curso

Predição do Número de Alunos por Munićıpios do
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Resumo

A previsão de dados espaciais tem ganhado crescente importância em diver-
sas áreas do conhecimento. Nesse contexto, modelos baseados em redes neurais
e aprendizado profundo emergem como opções viáveis para realizar tais previsões.
Destaca-se o papel das redes neurais de grafos (GNN), as quais são exploradas neste
estudo para capturar a dependência espacial. Isso ocorre por meio da agregação
realizada entre regiões vizinhas, fundamentada na tendência de regiões próximas de
apresentarem comportamentos semelhantes. O foco deste trabalho será na explora-
ção de diferentes configurações de GNNs aplicadas a dados espaciais de área, com
o objetivo de predição do número de alunos do projeto “Saúde com Agente” por
munićıpio, considerando informações demográficas espećıficas.

Palavras-Chave: Estat́ıstica Espacial, Redes Neurais de Grafos (GNN), Aprendizado
de Máquina.



Abstract

Spatial data forecasting has been gaining increasing importance in various fields
of knowledge. In this context, models based on neural networks and deep learning
emerge as viable options for making such predictions. The role of graph neural
networks (GNN) stands out, and they are explored in this study to capture spatial
dependencies. This is achieved through aggregation performed between neighboring
regions, based on the tendency of nearby regions to exhibit similar behaviors. The
focus of this work is on exploring different configurations of GNNs applied to spatial
area data, with the aim of predicting the number of students in the “Saúde com
Agente” project per municipality, considering specific demographic information.

Keywords: Spatial Statistics, Graph Neural Networks (GNN), Machine Learning.
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4.6 Múltiplas Camadas de GNN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.6.1 Over-smoothing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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5.12 Gráfico de número de alunos verdadeiro vs predito para o modelo
MLP sem a observação Rio de Janeiro (RJ) . . . . . . . . . . . . 59
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1 Introdução

A predição de dados espaciais tem ganhado crescente relevância em diversos
campos do conhecimento, abrangendo áreas como meteorologia Ma et al. (2022),
análise de tráfego veicular Pan et al. (2019) e saúde Bailey (2001).

A estrutura de dependência é uma caracteŕıstica fundamental na análise de dados
espaciais e pode se manifestar de diferentes maneiras Cressie (2015). Por exemplo,
dados de área se referem a informações associadas à dados agregados que são cole-
tados em unidades disjuntas, como por exemplo munićıpios ou bairros. Em geoesta-
t́ıstica, os dados são coletados em pontos espećıficos distribúıdos de forma cont́ınua
no espaço, como no monitoramento ambiental. No contexto de dados pontuais, os
eventos ou ocorrências são aleatórios e a estrutura espacial envolve a distribuição
dos pontos no espaço. Cada tipo de estrutura requer uma abordagem distinta para
sua análise e interpretação.

Neste contexto, as Redes Neurais de Grafos (GNN) surgem como uma abordagem
relevante, especialmente ao lidar com dados espaciais de área. As GNN realizam
agrupamentos das informações das áreas vizinhas para realizar a predição de uma
determinada área, capturando assim a dependência espacial. Isso se justifica pela
tendência de áreas próximas apresentarem comportamentos semelhantes.

A adoção das GNN em contraposição a outros modelos estat́ısticos, como o mé-
todo de campo aleatório markoviano gaussiano Blangiardo et al. (2013), é motivada
pela habilidade das GNNs em enfrentar desafios preditivos associados a um grande
número de covariáveis na análise. O conjunto de variáveis preditoras pode apresen-
tar caracteŕısticas, como multicolinearidade e confundimento espacial, que o modelo
Conditional Autoregressive (CAR) não trata de maneira eficiente, devido à com-
plexidade intŕınseca desses dados Zuur et al. (2010). Dessa forma, torna-se crucial
buscar metodologias que não apenas capturem a estrutura espacial, mas também
sejam mais flex́ıveis em relação a essas questões.

O objetivo principal deste trabalho é realizar a predição do número de alunos no
projeto “Saúde com Agente” em cada munićıpio, dado caracteŕısticas demográficas,
dispońıvel em fontes como IBGE, DATASUS e RAIS. O projeto é uma colabora-
ção entre a Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS) e o Ministério
da Saúde, juntamente com o Conselho Nacional de Secretarias municipais de Saúde
(Conasems), destinado a oferecer os cursos de Agente Comunitário de Saúde (ACS)
e de Vigilância em Saúde com Ênfase no Combate às Endemias (ACE). Como ob-
jetivos secundários, pretende-se avaliar a eficácia da abordagem das GNNs em com-
paração com modelos tabulares, que consideram observações independentes, para
realizar essas previsões. Além disso, busca-se analisar essa eficácia para diferentes
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inicializações de pesos, a fim de verificar se eventuais melhorias não são resultado
de variações aleatórias. Adicionalmente, será conduzida uma comparação em ter-
mos de desempenho entre modelos que empregam diferentes camadas de GNN. A
pesquisa abrangerá a avaliação do impacto da inclusão de camadas lineares no final
do modelo, com o objetivo de determinar se essa alteração proporciona um aumento
substancial no desempenho preditivo.

Para atingir os objetivos propostos, o trabalho adota uma abordagem metodo-
lógica que envolve a implementação de modelos GNN, incluindo arquiteturas como
GCN, GraphConv, GAT, TransformerConv e GenConv. Essas estruturas são então
comparadas com um método que considera as observações independentes, conhe-
cido como MLP. Adicionalmente, realizou-se uma análise utilizando 30 diferentes
sementes, com o intuito de avaliar a robustez e eficácia dos métodos GNN. Nesse
processo, manteve-se a mesma configuração de modelo, variando apenas a iniciali-
zação dos pesos ao alternar as sementes. Esse delineamento proporciona não apenas
uma comparação direta entre diversas abordagens, mas também uma análise da
variabilidade dos resultados.

O segundo caṕıtulo deste trabalho inicia-se com uma breve contextualização so-
bre dados espaciais, seguida pela introdução de conceitos essenciais em redes neurais.
Na sequência, são detalhadas as GNNs, abordando sua configuração, funcionamento
básico e apresentação das camadas clássicas utilizadas nesse contexto. Adicional-
mente, proporciona-se uma breve contextualização das aplicações das GNNs no ce-
nário espacial.
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2 Dados Espaciais

A estrutura de dependência espacial é uma caracteŕıstica fundamental na análise
de dados espaciais e pode se manifestar de diferentes maneiras (Cressie (2015)). Por
exemplo, dados de região referem-se a informações vinculadas a conjuntos agregados
que são coletados em unidades distintas, como munićıpios ou estados. Na geoesta-
t́ıstica, os dados são coletados em locais espećıficos distribúıdos de maneira cont́ınua
no espaço, como no monitoramento ambiental. No contexto de dados pontuais, os
eventos ou ocorrências são aleatórios, e a estrutura espacial abrange a distribuição
dos pontos no espaço.

Cada tipo de estrutura requer uma abordagem distinta para sua análise e inter-
pretação. A fonte de dados deste trabalho expressa informações espaciais através
da agregação de dados a ńıvel municipal. Assim, o problema demanda métodos
apropriados para dados de área.

2.1 Matriz de Adjacência para Dados Espaciais

A matriz de adjacência Waller and Gotway (2004) é uma representação tabu-
lar de relações entre elementos de um conjunto. Em dados espaciais de área, esses
elementos são as área agregadas, podendo ser munićıpios ou estados, por exem-
plo. Essas áreas podem ser interpretadas como poĺıgonos, em que o formato desse
poĺıgono é o contorno das fronteiras.

A construção da matriz de adjacência em dados espaciais envolve a identificação
das relações espaciais entre os elementos. Essa medida de proximidade entre dois
poĺıgonos pode ser quantificada de forma binária, determinando se esses elementos
compartilham ou não uma fronteira, isto é, se são adjacentes.

Seja A uma matriz de ordem N ×N que representa a vizinhança entre as áreas,
podemos representar essa estrutura através da adjacência entre as áreas:

Aij =

1, se os poĺıgonos i e j compartilham fronteiras,

0, caso contrário
. (2.1)

Existem muitas medidas de proximidade diferentes que podem ser usadas para
definir a proximidade entre duas áreas, não apenas a definida na Equação (2.1).
Essa representação de proximidade pode ser dada por meio de distâncias entre os
centroides das áreas:
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Aij =

1, se dij < δ,

0, caso contrário.
, (2.2)

em que dij é a distância entre os centróides dos poĺıgonos i e j (podendo ser, por
exemplo, a distância euclidiana) e δ é o raio pelo qual duas áreas serão considerados
vizinhas se a distância entre os seus centroides for menor que esse valor fixado.

Além disso, a definição de adjacência estabelecida nas Equações (2.1) e (2.2),
pode ser ponderada de acordo com a população. Isso é particularmente útil em con-
textos como o da saúde, em que populações mais numerosas em uma determinada
região tendem a produzir taxas mais consistentes e confiáveis Waller and Gotway
(2004). As taxas, nesse contexto, referem-se à incidência ou a frequência de um
determinado fenômeno em relação à população de uma área espećıfica. Essa ponde-
ração assegura que regiões com população mais numerosas recebam uma contribuição
proporcionalmente maior:

Aij =

nj, se dij < δ,

0, caso contrário
,

em que nj é a população total da área j.

2.2 Estruturas de Grafos

Um grafo é uma forma de representar relações entre entidades Wilson (1979),
composto por dois conjuntos principais: o conjunto de vértices (também chamados
de nós ou nodos) e o conjunto de arestas. As arestas conectam pares de vértices e
expressam a relação entre eles.

0

1

2

3

4

Figura 2.1: Estrutura de um Grafo

Na Figura (2.1), temos a representação da estrutura de um grafo composto por
5 nós numerados de 0 a 4. Os 5 vértices presentes na imagem denotam as conexões
entre esses nós, evidenciando as relações entre os nodos 0 e 4, 0 e 3, 1 e 2, 1 e 3, e 1
e 4.

Um grafo também pode ser definido como direcionado ou não direcionado Waikhom
and Patgiri (2023). Em um grafo não direcionado, as arestas não possuem uma ori-
entação espećıfica, o que resulta em uma relação bidirecional. Por outro lado, em
um grafo direcionado, cada aresta representa uma conexão unidirecional, apontando
do vértice de origem para o vértice de destino. A caracteŕıstica de direcionamento
das arestas em um grafo, seja ele direcionado ou não direcionado, desempenha um
papel crucial na natureza das relações entre seus vértices.
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A representação visual da diferença de um grafo direcionado em relação a um
grafo não direcionado está ilustrado na figura 2.2.

0

1

2

3

4

(a) Grafo Não Direcionado

0

1

2

3

4

(b) Grafo Direcionado

Figura 2.2: Grafo Não Direcionado e Direcionado

2.2.1 Matriz de adjacência Associada a um Grafo

A matriz de adjacência pode ser considerada uma representação tabular de um
grafo, fornecendo uma visão das relações entre os vértices. Seja um grafo G(V, E)
com N vértices, a matriz de adjacência A será uma matriz quadrada de ordem
N ×N , em que cada elemento Avu representa a presença ou ausência de uma aresta
entre os vértices v e u. Matematicamente, a matriz de adjacência é representada
por:

Avu =

1, se u ∈ N(v),
0, caso contrário

,

em que N(v) representa a vizinhança do nó v.
Avu será simétrica se o grafo for não-direcionado. Existem outras formas de

construir a matriz de adjacência Avu, que podem ser consultadas em Donnat and
Holmes (2018).

Uma representação menos cara computacionalmente de uma matriz de adja-
cência é a lista de adjacência. Enquanto a matriz de adjacência consome espaço
proporcional ao quadrado do número de vértices em um grafo, a lista de adjacência
usa uma quantidade de espaço proporcional ao número total de arestas.

A ilustração das representações do grafo através da matriz de adjacência e da
lista de adjacência pode ser observada na Figura (2.3), abrangendo tanto o grafo
direcionado quanto o grafo não direcionado. Essas representações tabulares forne-
cem uma visão clara das conexões entre os vértices, permitindo uma análise mais
detalhada da estrutura do grafo.



17

0
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4

Matriz:
0 0 0 1 1
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0



Lista:

0 : [3, 4]
1 : [2, 3, 4]
2 : [1]
3 : [0, 1]
4 : [0, 1]

(a) Grafo não direcionado

0

1

2

3

4

Matriz:
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0



Lista:

0 : [3, 4]
1 : [2]
2 : [1]
3 : [1]
4 : [1]

(b) Grafo direcionado

Figura 2.3: Comparação entre adjacência de grafo não direcionado e direcionado

2.2.2 Matriz de Grau (Degree Matrix )

A matriz de grau é uma representação tabular que captura informações sobre os
graus dos nós em um grafo West et al. (2001). O grau de um nó é o número de
arestas incidentes a ele. Seja um grafo G(V, E) com N vértices, a matriz de grau D
é uma matriz diagonal de ordem N × N , em que cada elemento Dvv representa o
grau do nó v.

Para um grafo não direcionado, a matriz D é definida por:

Dvv =
N∑

u=1
Avu,

em que Avu é o elemento correspondente na matriz de adjacência, indicando se existe
uma conexão entre os nós v e u. Em resumo, a matriz de grau reflete a soma total
das arestas conectadas a cada vértice.

No caso de um grafo direcionado, a matriz de grau é dividida em grau de entrada
Din e grau de sáıda Dout. O grau de entrada Din é calculado a partir da soma das
arestas que entram a cada vértice:

Din,vv =
N∑

u=1
Auv,

enquanto que o grau de sáıda Dout indica a soma das arestas que saem de cada nó:

Dout,vv =
N∑

u=1
Avu.

A matriz de grau total D em um grafo direcionado é obtida através da soma das
matrizes de grau de entrada e sáıda:

Dvv = Din,vv + Dout,vv.
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Uma representação de matriz de grau para grafo não direcionado e direcionado
está ilustrada na Figura (2.4). Essa abordagem oferece uma visão detalhada sobre
a distribuição dos graus nos nós, contribuindo significativamente para a análise e
compreensão das caracteŕısticas estruturais do grafo.

0

1

2

3

4

D :


2 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2


(a) Grafo Não Direcionado

0

1

2

3

4

D :


0 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


in

+


2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


out

(b) Grafo Direcionado

Figura 2.4: Comparação entre Grau de Grafo Não Direcionado e Grafo Direcionado

2.2.3 Representação de Dados Espacias via Grafos

A representação de dados espaciais por meio de grafos segundo Qian et al. (2014)
e Aydin et al. (2018) é uma abordagem para capturar e explorar efetivamente a
estrutura e as relações espaciais inerentes aos dados.

Nesse contexto, as unidades espaciais são modeladas como nós, enquanto as
relações espaciais entre elas são representadas por arestas no grafo. A presença
de uma aresta entre dois nós indica que as unidades espaciais correspondentes são
vizinhas, estabelecendo uma conexão. Vale destacar que o grafo é necessariamente
não direcionado. Isso significa que, se uma área é considerada vizinha de outra, a
rećıproca também é verdadeira.

Por exemplo, ao transformar os munićıpios pertencentes aos arredores de Porto
Alegre (RS) em uma representação de grafo, podeŕıamos gerar uma visualização
semelhante à imagem apresentada na Figura (2.5).
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Figura 2.5: Exemplo de Mapa da região metropolitana de Porto Alegre como um
grafo, em que cada ćırculo no centroide da cidade representa um nó e as linhas
brancas representam as arestas.
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3 Redes Neurais

O conceito inicial das redes neurais artificiais surgiu na tentativa de replicar o
funcionamento dos neurônios cerebrais. McCulloch and Pitts (1943) simplificaram
essa ideia por meio de um circuito elétrico, lançando as bases para o desenvolvi-
mento de modelos formais de neurônios artificiais. Logo depois, Rosenblatt (1958)
introduziu o Perceptron, um sistema com uma relação simples de entrada e sáıda,
modelado a partir do funcionamento de um neurônio.

O cérebro humano é composto por bilhões de células nervosas chamadas neurô-
nios. Esses neurônios estão interconectados formando uma rede complexa. Quando
uma informação é processada, os neurônios se comunicam entre si por meio de co-
nexões chamadas sinapses. Cada sinapse possui um peso que modula a força da
comunicação entre os neurônios. Assim como os neurônios humanos processam in-
formações através de sinapses, os neurônios artificiais em uma rede neural processam
informações através de conexões ponderadas.

Durante o aprendizado humano, as sinapses se ajustam com base na experiência.
Se uma sinapse é frequentemente ativada em resposta a um est́ımulo espećıfico,
sua força aumenta, permitindo uma resposta mais eficiente no futuro. Da mesma
forma, em redes neurais artificiais, os pesos das conexões são ajustados durante o
treinamento para otimizar o desempenho do modelo.

Assim como diferentes regiões do cérebro humano são especializadas em tare-
fas espećıficas, como visão, audição e movimento, as camadas em uma rede neural
podem ser projetadas para tarefas espećıficas, formando uma hierarquia de repre-
sentações.

A estrutura fundamental de uma rede neural é composta por neurônios, unidades
de processamento básicas, organizadas em camadas. Normalmente, há uma camada
de entrada X, uma ou mais camadas ocultas h e uma de sáıda y. A conexão entre
esses neurônios é determinada por pesos, os quais são ajustados durante o processo
de treinamento, juntamente com a influência de funções de ativação.

3.1 Estrutura Fundamental de uma Rede Neural

Os neurônios são as unidades fundamentais de processamento em uma rede neu-
ral. Estes neurônios desempenham o papel de unidades de processamento, realizando
operações sobre os dados de entrada. Inspirados pela arquitetura do sistema nervoso
biológico, os neurônios artificiais nas redes neurais buscam imitar a natureza em seu
funcionamento.

Na Figura (3.1), é ilustrado o papel desempenhado pelo j-ésimo neurônio da
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a
(l)
j = g

w(l) · a(l−1) + b(l)


b(l)

a
(l−1)
1 w

(l)
1,j

a
(l−1)
2

w
(l)
2,j

...

a
(l−1)
n(l−1) w

(l)
n(l−1),j

...

Figura 3.1: Representação gráfica da operação de um único neurônio a
(l)
j em uma

rede neural.

camada l, denotado como a
(l)
j . Esse neurônio recebe como entrada os n(l−1) valores

a
(l−1)
i provenientes da camada anterior l − 1. Ele executa um somatório dessas

entradas, cada uma multiplicada pelos pesos correspondentes w
(l)
ij que são ajustados

durante o treinamento, isto é,

w(l) · a(l−1) =
n(l−1)∑

i=1
w

(l)
i,j · a

(l−1)
i .

Esse somatório é então adicionado ao b(l), um escalar, conhecido como bias, que
também é ajustado durante o treinamento, assim como os pesos:

w(l) · a(l−1) + b(l).

O resultado desse processo é submetido à função de ativação g(.) (consulte Ca-

pitulo (3.3)), resultando no valor final a
(l)
j :

a
(l)
j = g

(
w(l) · a(l−1) + b(l)

)
. (3.1)

O valor resultante da Equação (3.1) é propagado para as camadas subsequentes
da rede neural.

Em resumo, cada neurônio a
(l)
j recebe um conjunto de entradas a(l−1), realiza

uma transformação ponderada dessas entradas utilizando os pesos w(l), adiciona o
b(l) e aplica a função de ativação g(.). Essa sáıda é, então, encaminhada para as
camadas subsequentes da rede.

A partir da arquitetura de um neurônio, temos a capacidade de construir redes
neurais completas Rumelhart et al. (1986). Na ilustração da Figura (3.2), os neurô-
nios da camada de entrada são representados em formato de retângulo, enquanto
que os demais neurônios são representados por ćırculos distribúıdos ao longo das
quatro camadas. A camada de entrada l = 0, composta pelos inputs, serve como
ponto de entrada, estabelecendo conexões diretas e ponderadas por pesos w(1) com
os neurônios da primeira camada oculta l = 1. Essa camada, por sua vez, está
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interligada com a segunda camada oculta l = 2, que, por fim, se conecta à camada
de sáıda l = 3. Na camada de sáıda, está representada a variável a ser predita pelo
modelo. Essa estrutura de interconexões, governada por pesos ajustáveis, possibilita
que a rede neural aprenda e modele padrões nos dados.

... ... ...

a
(0)
1 = x1

a
(0)
2 = x2

a
(0)
n(0) = xn(0)

a
(1)
1

a
(1)
2

a
(1)
n(1)

a
(2)
1

a
(2)
2

a
(2)
n(2)

ŷ1

Camada Oculta
l = 1

Camada Oculta
l = 2

Camada de Entrada
l = 0

Camada de Sáıda
l = 3

Figura 3.2: Estrutura de uma rede neural preditiva com n(0) neurônios de entradas
e um neurônio de sáıda, duas camadas ocultas com n(1) e n(2) neurônios cada, res-
pectivamente.

A camada de entrada deve possuir um número total de neurônios equivalente
à quantidade de covariáveis utilizadas para a predição. Em contrapartida, tanto
a determinação do número de neurônios nas camadas ocultas quanto a escolha da
quantidade de camadas ocultas são processos arbitrários, geralmente guiados pelo
desempenho do modelo. A busca pela configuração ideal visa encontrar a combinação
que proporciona os melhores resultados.

A decisão sobre o número de neurônios a serem utilizados na camada de sáıda
é influenciada diretamente pelo objetivo do modelo. Em cenários de modelagem
voltados para a regressão, em que a previsão envolve uma variável quantitativa
como resposta, é empregado um neurônio na camada de sáıda.

No entanto, quando o foco está na classificação, a escolha do número de neurônios
na camada de sáıda é guiada pelo tipo de classificação desejada. Em situações
binárias, em que há apenas duas classes posśıveis, utiliza-se um único neurônio de
sáıda. No caso de classificação multiclasse, em que existem mais de duas classes, o
número de neurônios na camada de sáıda é igual ao total de classes. Essa regra é
válida apenas quando as classes são mutuamente exclusivas.

3.2 Feedforward

O feedforward é o processo pelo qual a rede neural realiza a propagação de
informações da camada de entrada até a camada de sáıda. Nesse processo, cada
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camada realiza uma transformação linear seguida por uma função de ativação.
Os neurônios da camada de entrada a(0) não passam por um cálculo expĺıcito,

pois eles representam diretamente as entradas do modelo. No entanto, os neurônios
das camadas subsequentes a(l) são calculados por meio da multiplicação dos pesos
pelas ativações dos neurônios da camada anterior, somada a um vetor de bias (viés)

b(l). Em termos de fórmula para o cálculo de a
(l)
i , isto é, a i-ésimo ativação a da

camada l, teŕıamos:

a
(l)
i = g

n(l−1)∑
j=1

w
(l)
i,j · a

(l−1)
j + b

(l)
i

,

tal que g() representa a função de ativação, a
(l−1)
j simboliza o neurônio j da camada

anterior l − 1, w
(l)
i,j representa os pesos das conexões entre os neurônios da camada

l − 1 e o neurônio atual, e o b
(l)
i é o bias associado ao neurônio i na camada l.

Para generalizar o cálculo para todas as ativações na camada l, temos:

a(l) = g
(
W(l)a(l−1) + b(l)

)
,

a
(l)
1

a
(l)
2
...

a
(l)
n(l)

 = g




w

(l)
1,1 w

(l)
1,2 . . . w

(l)
1,n(l)

w
(l)
2,1 w

(l)
2,2 . . . w

(l)
2,n(l)

...
...

. . .
...

w
(l)
n(l−1),1 w

(l)
n(l−1),2 . . . w

(l)
n(l−1)n(l)




a

(l−1)
1

a
(l−1)
2
...

a
(l−1)
n(l−1)

+


b

(l)
1

b
(l)
2
...

b
(l)
n(l)




,

em que g() é uma função de ativação, W(l) é uma matriz de pesos associada à
camada l, a(l−1) é o vetor de ativações proveniente da camada anterior l − 1, b(l) é
o vetor de bias (viés) para a camada l.

Este processo é ilustrado na Figura (3.3), que destaca os elementos associados

para o cálculo da ativação do neurônio a
(l)
1 , por exemplo.
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Figura 3.3: Representação do fluxo de informação durante uma operação feedforward
com foco no neurônio a

(l)
1 , destacando os componentes necessários para o seu cálculo.

A estrutura compreende n(l−1) neurônios na camada l−1 e n(l) neurônios na camada
l, em que as conexões ponderadas são indicadas por w

(l)
i,j . Os neurônios da camada

l − 1 são destacados como a
(l−1)
i , com i variando de 1 a n(l−1), enquanto que os

neurônios da camada l são denotados como a
(l)
j , com j variando de 1 a n(l). Além

disso, o bias associado ao neurônio focal a
(l)
1 é representado por b

(l)
1 . Embora não

estejam representados nesta imagem, os outros neurônios também possuem valores
de bias, exceto na camada de entrada l = 0.

3.3 Funções de ativação

A função de ativação é um componente crucial em redes neurais, sendo res-
ponsável por introduzir não linearidades nas operações realizadas pelos neurônios.
A seleção da função de ativação desempenha um papel crucial na arquitetura de
uma rede neural, e cada função de ativação possui caracteŕısticas únicas. Para uma
análise mais aprofundada sobre funções de ativação, consulte Apicella et al. (2021).

3.3.1 Função ReLU (Rectified Linear Unit)

A função ReLU Glorot et al. (2011) é uma função de ativação frequentemente
usada em redes neurais. Ela é definida como a função máxima entre zero e o próprio
argumento. A expressão matemática da função ReLU é dada por:

g(z) = max(0, z), (3.2)

em que z é a entrada da função, geralmente sendo a representação de z
(l)
j =

w(l) · a(l−1) + b(l), isto é, o neurônio antes da aplicação da função de ativação.
Como evidenciado na Figura (3.4), a função ReLU exibe seu comportamento

caracteŕıstico de ativar de forma linear para valores de entrada positivos, devolvendo
diretamente o valor de entrada, enquanto mantém a ativação nula para valores de
entrada negativos.

Contudo, é importante notar que a ReLU também pode apresentar o problema
conhecido como dying ReLU Lu et al. (2019). Neste cenário, alguns neurônios
podem tornar-se inativos durante o treinamento, resultando na perda de capacidade
de aprendizado. Para mitigar este problema, foram propostas variações da ReLU,
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g(z)ReLU

Figura 3.4: Representação gráfica da função ReLU. Ela retorna g(z) = 0 para valores
de z < 0, enquanto que para valores de z ≥ 0, ela retorna g(z) = z.

como Leaky ReLU Maas et al. (2013) e Parametric ReLU He et al. (2015). Essas
variantes introduzem pequenos gradientes para valores negativos, assegurando uma
ativação mı́nima mesmo para entradas negativas.

3.3.2 Função Sigmoide

A função sigmoide transforma a entrada z para um intervalo entre 0 e 1. A
expressão matemática da função Sigmoide é definida como:

g(z) = 1
1 + e−z

,

em que z ∈ (−∞, +∞) é a entrada da função e g ∈ (0, 1).
Como ilustrado na Figura (3.5), a função sigmoide g(z) transforma a entrada z

de maneira suave, resultando em uma sáıda que varia continuamente entre 0 e 1.
Essa transição gradual é uma caracteŕıstica distintiva da função sigmoide, a qual a
torna particularmente adequada para camadas de sáıda em redes neurais binárias.
Ao mapear os valores de z para o intervalo (0, 1), a função sigmoide é comumente
empregada em problemas de classificação binária, onde a sáıda representa probabi-
lidades associadas às diferentes classes.
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Figura 3.5: Representação gráfica da função sigmoide. A função sigmoide, g(z),
é definida como g(z) = 1

1+e−z . Ela mapeia valores para o intervalo (0, 1), sendo
frequentemente utilizada como função de ativação em problemas de classificação
binária em redes neurais.

3.3.3 Função Softmax

Usada na camada de sáıda para problemas de classificação multiclasse, em que
converte um vetor de entradas em probabilidades que somam 1. Sua formulação é
expressa por:

g(z)i = ezi∑C
j=1 ezj

,

tal que z é o vetor de entradas, zi é o elemento i do vetor, e C é o número total
de classes. Essa função proporciona uma representação de probabilidade para cada
classe, facilitando a interpretação dos resultados da rede neural em contextos de
classificação multiclasse.

3.4 Função de Perda (loss)

A função de perda, também conhecida como função de custo, é uma medida
que quantifica o desempenho de uma rede neural. A ideia é ter uma função que
represente a diferença entre as previsões do modelo e os valores reais. O objetivo é
minimizar essa função de perda durante o treinamento, ajustando os parâmetros do
modelo. A escolha da função de perda ideal depende do problema que está sendo
abordado. Para uma referência mais detalhada sobre funções de perda, consulte
Wang et al. (2020).

3.4.1 Erro Quadrático Médio (MSE)

A métrica do Erro Quadrático Médio é comum para problemas de regressão, em
que a variável resposta é quantitativa. Sua expressão matemática é dada por:
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J(y, ŷ) = 1
n

n∑
i=1

(yi − ŷi)2, (3.3)

tal que yi são os valores reais, ŷi são as previsões do modelo e n é o número de
observações em yi.

3.5 Backpropagation

O backpropagation Rumelhart et al. (1986), ou retropropagação, é um algoritmo
fundamental no treinamento de redes neurais. Ele é utilizado para ajustar os pesos
da rede com o objetivo de minimizar a função de perda.

3.5.1 Cálculo dos Erros

No processo de cálculo dos deltas de erro durante a retropropagação, a trajetória
segue o caminho inverso do feedforward. Inicialmente, o primeiro erro é calculado
na camada de sáıda L. Esse erro é, então, propagado para as camadas anteriores,
seguindo a ordem L− 1, L− 2, ..., 1, até alcançar a primeira camada oculta.

Para o cálculo do erro de sáıda, o delta do erro δL é obtido através da diferença
entre a previsão do modelo e o valor verdadeiro:

δL = ŷi − yi,

em que ŷi representa a previsão ou estimativa do modelo para a i-ésima observação,
enquanto yi denota o valor verdadeiro ou rótulo correspondente.

Ao calcular os deltas do erro nas camadas ocultas, isto é, nas camadas l ̸= L e
l > 0 , é crucial levar em conta a propagação retroativa do erro na rede neural. A
ideia central é compreender como o erro em uma camada espećıfica é influenciado
pelos pesos associados a ela e pelo erro nas camadas subsequentes. A fórmula que
descreve essa propagação de erro é dada por:

δ
(l)
i =

n(l+1)∑
j=1

w
(l+1)
ij · δ(l+1)

j

 · g′(z(l)
i ),

tal que n(l+1) é o número de neurônios na camada l + 1, w
(l+1)
ij é peso da conexão

entre a unidade i na camada l e a unidade j na camada l+1, z
(l)
i é a entrada para o i-

ésimo neurônio na camada l antes da aplicação da função de ativação (a
(l)
i = g(z(l)

i )),
g′() é a derivada da função de ativação em relação à sua entrada e δ

(l+1)
j é o erro

associado ao neurônio j na camada l +1. A representação desse processo é ilustrada
na Figura (3.6).
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Figura 3.6: Visualização do processo de backpropagation na rede neural, focalizando
o neurônio a

(l)
1 e destacando os elementos cruciais para o cálculo do erro causado

por esse neurônio. Os n(l) neurônios na camada l são representados por a
(l)
i , onde i

varia de 1 a n(l), correspondendo à quantidade de neurônios na camada l. Os n(l+1)

neurônios na camada l +1 são representados por a
(l+1)
i , com i variando de 1 a n(l+1).

As setas delineiam o percurso do erro durante a backpropagation, ajustado pelos
pesos (w

(l+1)
i,j ).

3.5.2 Atualização dos Pesos e Biases

A atualização dos pesos w
(l)
i,j e dos biases b

(l)
i segue o prinćıpio do gradiente

descendente (consulte Seção (3.6)). A regra geral para atualizar os pesos é dada
por:

w
(l)
ij ← w

(l)
ij − α · ∂J

∂w
(l)
ij

,

em que α é a taxa de aprendizado, J é a função de perda (Seção (3.4)) e ∂J

∂w
(l)
ij

é

derivada parcial da função de perda em relação ao peso w
(l)
i,j .

A atualização do bias b
(l)
i é calculada semelhantemente:

b
(l)
i ← b

(l)
i − α

∂J

∂b
(l)
i

.

3.6 Otimizador baseado em Descida do Gradiente

O conceito de gradiente e a técnica associada à descida do gradiente, segundo
Robbins and Monro (1951) são fundamentais no treinamento de uma rede neural.

O gradiente ∇J(θ) representa a direção de maior crescimento de uma função em
um ponto espećıfico. O cálculo do gradiente acontece por meio de derivadas parciais
da função de perda J , a qual buscamos minimizar, em relação aos componentes θ
que queremos otimizar (pesos e biases). Dado que nosso objetivo é reduzir a função
de perda, o foco recai sobre a técnica conhecida como descida do gradiente.

A descida do gradiente é um algoritmo usado para minimizar uma função ite-
rativamente. O objetivo é ajustar os parâmetros θ de forma a reduzir a função de
custo J associada ao modelo.
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Figura 3.7: Descida do Gradiente

Toda rede neural requer a aplicação de um otimizador, que consiste em algorit-
mos espećıficos que empregam a descida do gradiente, como o Gradiente Descendente
Estocástico (SGD), o Adam, o RMSprop, entre outros Gupta (2021). Esses otimiza-
dores incorporam modificações e refinamentos à descida do gradiente fundamental,
visando aprimorar a eficiência do treinamento.

3.7 Treinamento da Rede Neural

O processo de treinamento de uma rede neural é fundamental para capacitar
o modelo a aprender padrões inerentes nos dados. Durante o treinamento, a rede
neural ajusta seus pesos e biases com base nos dados de entrada e sáıda conhecidos.
O objetivo é minimizar uma função de custo que quantifica a diferença entre as
sáıdas previstas pela rede e os valores reais desejados.

Dividir o conjunto de dados em conjuntos de treino e teste é uma prática crucial
no treinamento de modelos de rede neural. A divisão padrão, muitas vezes de 70%
para treino e 30% para teste, visa avaliar o desempenho do modelo Brownlee (2020).
Ao separar os conjuntos de treino e teste, garantimos que o modelo seja avaliado em
dados não vistos durante o treinamento. O conjunto de teste age como um indicador
da capacidade da rede neural de generalizar para novos dados Bishop (2006).
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Algorithm 1 Algoritmo de Treinamento

1: Inicialização dos pesos W e dos biases b da rede neural
2: Definição da taxa de aprendizado α
3: Definição do número de épocas de treinamento Népocas

4: Divisão dos dados em conjuntos de treino e teste
5: for época = 1 até Népocas do
6: for cada exemplo de treino (x, y) do
7: Faça a propagação para a frente (feedforward):
8: Calcule a sáıda predita ŷ
9: Calcule a função de perda J = calcular perda(y, ŷ)
10: Faça a retropropagação (backpropagation):
11: Calcule os gradientes ∂J

∂W
e ∂J

∂b

12: Atualize os pesos e biases usando a descida do gradiente:
13: W ← W − α ∂J

∂W

14: b← b− α∂J
∂b

15: end for
16: end for

No processo de treinamento de uma rede neural, a aplicação de técnicas como
a descida do gradiente pode ser realizada de duas maneiras distintas: em lote ou
em mini-lote Patrikar (2019). No contexto do treinamento em lote, a expressão
“lote” refere-se ao conjunto completo de exemplos de treino utilizado em uma única
iteração do algoritmo de treinamento. Isso implica que todos os dados de treino
são processados simultaneamente para calcular as atualizações nos pesos e biases da
rede neural. Por outro lado, ao optar pelo treinamento em mini-lote, a referência é
feita a uma pequena amostra aleatória extráıda do conjunto total de exemplos de
treino. Dessa forma, em cada iteração do algoritmo, apenas uma fração dos dados
de treino é utilizada para ajustar os parâmetros da rede.

Além disso, técnicas como regularização, normalização e escolha cuidadosa de
funções de ativação, são frequentemente empregadas para melhorar o desempenho e
a generalização da rede. O treinamento é considerado bem-sucedido quando a rede
é capaz de produzir sáıdas precisas para dados não vistos durante o treinamento,
demonstrando sua capacidade de generalização.

3.8 Overfitting, Underfitting, Normalização e Regu-

larização

3.8.1 Overfitting

Overfitting Ying (2019) é observado quando um modelo se ajusta de maneira
excessiva aos dados de treinamento, focando na memorização de padrões espećıficos
em detrimento da compreensão de conceitos mais amplos. Esse fenômeno prejudica
a capacidade do modelo de generalizar para dados não vistos, comprometendo sua
eficácia em situações além do conjunto de treinamento.
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3.8.2 Underfitting

Underfitting Jabbar and Khan (2015) é o oposto de overfitting e ocorre quando
um modelo é muito simples para capturar as complexidades nos dados. Um modelo
subajustado não consegue aprender as relações fundamentais nos dados de treino e,
portanto, também apresenta desempenho fraco nos dados de teste.

3.8.3 Normalização

A normalização refere-se a técnicas que alteram a escala das variáveis de um
conjunto de dados para que possam ser comparáveis ou para facilitar o treinamento
de modelos.

• Min-Max Scaling : transforma os valores dos atributos para um intervalo
espećıfico, geralmente entre 0 e 1, utilizando a seguinte expressão:

Xnorm = X −Xmin

Xmax −Xmin

,

onde Xmin representa o valor mı́nimo de X, e analogamente, Xmax denota o
valor máximo de X.

• Z-Score Normalization : transforma os valores dos atributos para ter uma
média de 0 e um desvio padrão de 1, através da formulação matemática dada
por:

Xnorm = X − µ

σ
,

em que µ refere-se à média de X e σ representa o desvio padrão.

Para obter uma compreensão mais aprofundada e explorar outras técnicas de
normalização, confira Gökhan et al. (2019).

3.8.4 Regularização

A regularização é uma técnica utilizada em aprendizado de máquina para evitar
overfitting, introduzindo penalidades nos parâmetros do modelo, desencorajando
valores extremos Jain (2018).

• Regularização L1: adiciona a soma dos valores absolutos dos coeficientes como
uma penalidade à função de custo. Essa penalidade é aplicada da seguinte
forma:

J(θ) = J(y, ŷ) + λ
n∑

i=1
|θi|,

em que λ é o parâmetro de regularização, um escalar geralmente pequeno. A
função de perda é denotada por J(y, ŷ) e θi refere-se aos pesos treinados pela
rede neural.
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• Regularização L2: incorpora uma penalidade à função de custo por meio da
inclusão da soma dos quadrados dos coeficientes, expressa da seguinte forma:

J(θ) = J(y, ŷ) + λ
n∑

i=1
θ2

i ,

λ desempenha o papel de parâmetro de regularização, J(y, ŷ) representa a
função de perda, e θi é uma referência aos pesos.

• Dropout : desliga aleatoriamente um conjunto de neurônios durante o trei-
namento da rede. Isso significa que, em cada passo do treinamento, um sub-
conjunto aleatório de unidades é exclúıdo temporariamente Krizhevsky et al.
(2012).

3.9 Rede Neural de Multicamadas (MLP)

O modelo de Rede Neural de Multicamadas (MLP) Gardner and Dorling (1998)
é uma arquitetura de aprendizado profundo que se destaca por sua capacidade de
aprender representações a partir de dados. Ele consiste em várias camadas de neurô-
nios, organizadas em uma estrutura hierárquica, onde cada camada está conectada
à seguinte. Cada neurônio em uma camada processa informações e transmite os
resultados para a camada seguinte.

A arquitetura MLP é composta por três tipos principais de camadas: a camada
de entrada, as camadas ocultas e, por fim, as camadas de sáıda. A camada de entrada
é responsável por receber as caracteŕısticas ou covariáveis do conjunto de dados,
em que cada neurônio representa uma caracteŕıstica espećıfica. Entre a camada
de entrada e a camada de sáıda, existem uma ou mais camadas ocultas. Cada
neurônio nessas camadas processa informações ponderadas das camadas anteriores.
A camada de sáıda gera a predição final do modelo. O número de neurônios nesta
camada depende do tipo de tarefa, como classificação ou regressão.
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4 Redes Neurais para Grafos (GNNs)

Redes neurais convencionais são eficazes na modelagem de dados tabulares, mas
apresentam limitações ao lidar com estruturas mais complexas, como grafos. Nesse
contexto, as Redes Neurais de Grafos (GNNs) Scarselli et al. (2008) surgem como
uma ferramenta para capturar informações em dados estruturados. A peculiaridade
das GNNs reside na habilidade de propagar e agregar conhecimento ao longo das
arestas do grafo, incorporando as interações entre nodos vizinhos.

Essa abordagem dinâmica das GNNs tem aplicações amplas, desde classificação
e regressão de nós em grafos Monti, Frasca, Eynard, Mannion, and Bronstein (Monti
et al.) até previsão de links Jiang and Luo (2022). Seu impacto estende-se além do
domı́nio da ciência da computação, abrangendo áreas diversas como na descoberta
de antibióticos Stokes et al. (2020), simulações f́ısicas Sanchez-Gonzalez et al. (2020)
e sistemas de recomendação Eksombatchai et al. (2018).

As GNNs apresentam uma estrutura adaptada para a análise de dados estru-
turados em forma de grafos. Essa estrutura é fundamental para o funcionamento
eficaz das GNNs em tarefas que envolvem relações complexas entre entidades inter-
conectadas.

4.1 Nı́veis de Predição

Existem três categorias principais de tarefas de previsão em grafos: predição em
ńıvel de nó, em ńıvel de aresta e em ńıvel de grafo Sanchez-Lengeling et al. (2021). A
Figura (4.1) ilustra essas três possibilidades. Outras tarefas relacionadas constituem
áreas de pesquisa em constante evolução. Um exemplo é a geração de grafos Hu et al.
(2020), ou ainda a explicação das predições feitas em um determinado grafo Ying
et al. (2019).
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Figura 4.1: Nı́veis de Predição

4.1.1 Predição de Nós

A predição de nós em GNNs é uma área crucial, com ampla aplicação em di-
versos domı́nios. Neste contexto, a GNN é empregada para prever caracteŕısticas
espećıficas associadas a cada nó individual em um grafo. Na análise de sistemas de
recomendação Eksombatchai et al. (2018), por exemplo, a GNN pode ser utilizada
para prever os interesses de um usuário com base em suas conexões e atividades
passadas.

Este trabalho de conclusão concentra-se particularmente na predição de nós,
explorando a capacidade das GNNs em modelar e extrair informações relevantes
associadas aos nós em um grafo.

4.1.2 Predição de Arestas

A predição de arestas em GNNs tem como objetivo principal inferir as relações
entre pares de nós no grafo. Em uma tarefa de previsão de tráfego Jiang and Luo
(2022), a GNN pode prever padrões de fluxo de tráfego, auxiliando na tomada de
decisões para otimizar o funcionamento de sistemas de transporte.

4.1.3 Predição de Grafos

A predição de grafos em GNNs visa fazer previsões sobre o grafo como um todo.
Essa abordagem é útil em tarefas que exigem uma compreensão global da estrutura
do grafo, como classificação de grafos em categorias espećıficas. Por exemplo no
campo da neurosciencia Bessadok et al. (2022), ela pode ser usada para prever
padrões complexos de conectividade cerebral.

4.2 Relação com a Rede Neural Convolucional

Uma Rede Neural Convolucional (CNN) LeCun et al. (1998) destaca-se como um
modelo especializado na classificação de imagens que executa operações de convolu-
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ção em dados. Durante este processo, uma janela de convolução percorre a imagem,
efetuando uma transformação nos dados para agregar informações locais. Em outras
palavras, a janela de convolução atua como um filtro que captura padrões espećıficos
na imagem. O resultado da convolução é uma nova representação da imagem, em
que a dimensão é determinada pelo número de janelas de convolução aplicadas.

A Figura (4.2) oferece uma representação visual desse processo, utilizando uma
imagem composta por 16 pixels. Cada pixel é analogamente representado como um
nó, e estabelece conexões (arestas) com os pixels vizinhos. O resultado seria uma
imagem reduzida a 4 pixels, sendo que cada pixel contém a informação agregada
pela janela de convolução durante sua aplicação.

=

Figura 4.2: Janela de Convolução da CNN

As GNNs operam de maneira análoga às CNNs, na medida em que agregam
informações dos nós vizinhos. No entanto, não é viável aplicar a arquitetura da
CNN diretamente a grafos.

Diferentemente das imagens, cuja disposição regular dos pixels segue uma es-
trutura euclidiana que favorece a aplicação de CNNs, os grafos apresentam uma
topologia mais complexa e variável, denominada não-euclidiana Liang et al. (2022).
Em um grafo, cada nó pode estar conectado a um número variável de vizinhos, de-
safiando a abordagem uniforme das CNNs. Diante desse desafio, a GNN surge como
uma solução adaptada para lidar com dados estruturados em grafos, possibilitando
a eficiente agregação e propagação de informações entre os nós, independentemente
de suas conectividades espećıficas. Esta concepção é exemplificada na Figura (4.3).

(a) CNN em Dados Euclidianos
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(b) GNN em Dados Não-Euclidianos

Figura 4.3: Funcionamento da CNN vs GNN
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4.3 Embeddings do Nó em um Grafo

Grafos desempenham um papel crucial na análise de dados complexos. Neste
contexto, as features, ou covariáveis, associadas a nós, arestas e ao grafo oferecem
uma perspectiva detalhada sobre as caracteŕısticas associadas a cada um desses
elementos. No contexto de predição a ńıvel de nó, essas features são atualizadas a
cada camada de GNN, sendo agregadas com as features dos nós vizinhos, formando
assim os embeddings que são uma representação interna dos elementos. Em resumo,
as features dos elementos são os embeddings na camada l = 0. A Figura (4.4)
oferece uma representação visual dos diversos tipos de embeddings associados aos
três elementos presentes em um grafo: nó, aresta e grafo.
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Figura 4.4: Representação dos embeddings em diferentes ńıveis

No contexto de tarefas a ńıvel de nó, cada entidade é representada por um nó,
e a GNN recebe informações espećıficas desse nó para complementar os dados de
cada entidade. Por exemplo, em uma tarefa de classificação para uma determinada
doença, cada nó pode representar um paciente, com as features sendo compostas
por caracteŕısticas pessoais como dados eletrônicos de saúde contendo informações
sobre as doenças ou condições do paciente Lu and Uddin (2023). Essas informações
são atualizadas a cada nova iteração da GNN com base na agregação de dados
dos nós vizinhos Sanchez-Lengeling et al. (2021), resultando na formação de novas
informações, conhecidas como embeddings.

4.4 Divisão do Grafo em Treino e Teste

No âmbito de GNN para tarefas de ńıvel de nó, a divisão do grafo em conjuntos
de treino e teste assume um caráter especial. Isso ocorre porque, ao contrário dos
dados tabulares, onde as observações são independentes, os nós em um grafo estão
interconectados, estabelecendo relações entre si. Ao realizar essa divisão, é crucial
levar em consideração essas conexões, ponderando cuidadosamente a abordagem
mais apropriada. Nesse contexto, surgem duas opções distintas: a configuração
transdutiva e a indutiva Leskovec (2019).
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Na configuração transdutiva, a GNN é treinada com a capacidade de observar o
grafo de entrada em ambos os conjuntos de dados, tanto de treinamento quanto de
teste. Durante o processo de treinamento, a GNN tem acesso às features de todos
os nós, proporcionando uma visão completa da estrutura do grafo. No entanto, há
uma restrição em relação à variável alvo a ser predita, concentrando-se apenas na
resposta do conjunto designado como treino.

Uma caracteŕıstica distintiva desse cenário é o mascaramento da variável alvo
no conjunto de teste durante o treinamento da GNN. As respostas do conjunto de
teste são intencionalmente ocultas, impedindo que a GNN tenha conhecimento direto
dessas informações durante o treinamento. Esse mascaramento é uma estratégia que
visa testar a capacidade da GNN de generalizar padrões e inferir corretamente os
rótulos em nodos não observados durante o treinamento. Na Figura (4.5), apresenta-
se uma representação visual da configuração transdutiva, na qual, apesar do nó 0
pertencer ao conjunto de treinamento e o nó 2 ao conjunto de teste, a aresta entre
eles é mantida, e, consequentemente, a troca de informação.

Na abordagem indutiva, o grafo é dividido em segmentos distintos, reservando
uma parcela para o treinamento e outra para o teste. Isso resulta na criação de dois
grafos independentes: um utilizado exclusivamente durante o treinamento e outro
destinado aos testes. Durante o processo de treinamento da GNN, é fundamen-
tal ressaltar que a rede não tem acesso a nenhum componente do grafo de teste,
diferenciando-se, assim, do método transdutivo. Na Figura (4.5), é exibida uma
ilustração da configuração indutiva, onde o nó 0 é associado ao conjunto de treina-
mento e o nó 2 ao conjunto de teste. Nesse cenário, a aresta entre eles é rompida,
resultando na interrupção da troca de informações.
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(a) Configuração transdutiva: a conexão
da aresta entre o nó 0 e o nó 2 é mantida.
Isso implica que as informações do nó 0
são empregadas tanto na previsão do nó
2 quanto no sentido inverso.
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(b) Configuração indutiva: a conexão da
aresta entre o nó 0 e o nó 2 é rompida.
Dessa forma, as caracteŕısticas do nó 0
não são utilizadas nem na previsão do
nó 2, nem no sentido inverso.

Figura 4.5: Visualização da diferença entre a configuração transdutiva e indutiva.
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4.5 Arquitetura Básica de uma Camada

Uma camada de Rede Neural em Grafos (GNN) é desenvolvida com base na
técnica de message-passing Hamilton (2020). Nesse contexto, os embeddings dos
vizinhos u do nó v, em que u ∈ N(v), são reunidos por meio de uma operação de
agregação. Isso resulta na formação de uma mensagem que incorpora a informação
da vizinhança circundante. Posteriormente, os embeddings do nó v são atualizados,
levando em consideração tanto os embeddings do próprio nó na camada anterior
quanto a mensagem proveniente dos vizinhos.

A Figura (4.6) ilustra esse processo de message-passing para o nó focal 0. Os
vizinhos a uma distância de um salto desse nó focal, denotado por k = 1 (onde k
representa o tamanho do salto para os vizinhos), são representados pelos nós 1, 2 e
3, e suas informações são agregadas durante esse processo.
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(a) Representação de um grafo, desta-
cando o nó 0. No interior do ćırculo estão
os vizinhos a um salto, ou seja, k = 1.
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(b) Ilustração do processo de message-
passing, compreendendo a agregação dos
nós vizinhos do nó focal 0.

Figura 4.6: Visualização do message-passing para um exemplo de grafo com o nó
focal 0. Em (a) é apresentada a disposição dos vizinhos a um salto desse nó, enquanto
que em (b), é demonstrada a agregação dos vizinhos.

A atualização dos embeddings para o nó v pode ser expressa por:

h(l+1)
v = UPDATE(l)

(
h(l)

v ,AGG(l)
({

h(l)
u ,∀u ∈ N(v)

}))
= UPDATE(l)

(
h(l)

v ,m
(l)
N(v)

)
,

em que h(l+1)
v representa o embedding do nó v a ser atualizado para a próxima camada

l + 1. Os termos h(l)
v e h(l)

u denotam os embeddings do nó v e dos nós vizinhos u na

camada l. O termo m
(l)
N(v) representa a “mensagem” agregada dos nós vizinhos de v.

A função de agregação AGG(.) é comumente implementada como soma, máximo ou
média, dependendo do contexto.

A função UPDATE(.) é responsável por combinar a “mensagem” m
(l)
N(v) com o

embedding anterior h(l)
v do próprio nó v para gerar o embedding atualizado. Essa
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operação de atualização é crucial para incorporar informações da vizinhança e apri-
morar a representação do nó na camada subsequente da GNN.

4.6 Múltiplas Camadas de GNN

Ao contruir camadas de GNN, o modelo recebe como entrada, na primeira ca-
mada, um grafo em que cada nó v possui seus atributos iniciais, representados por
h(0)

v = xv. Em cada camada GNN da rede neural, esses embeddings são atualizados e
agregam as mensagens de seus vizinhos u ∈ N(v), transformando-se assim em novos
embeddings h(l)

v . Esta dinâmica é visualizada na Figura (4.7).

1o Camada GNN

2o Camada GNN

· · ·

Lo Camada GNN

h
(0)
v = xv

h
(1)
v

h
(2)
v

h
(L−1)
v

h
(L)
v

Figura 4.7: Embeddings do nó a cada camada de GNN.

A disseminação de mensagens e sua agregação ao longo de múltiplas camadas,
mais precisamente, L camadas de Redes Neurais de Grafos (GNN), em que L ≥ 2,
não se limita apenas à incorporação de mensagens provenientes de vizinhos imedia-
tos. Ela se estende para abranger os vizinhos de 1, 2, . . . , L saltos. Essa ampliação
implica que, à medida que sucessivas camadas de GNN são adicionadas, a influência
de vizinhos mais distantes é progressivamente integrada ao processo de atualização
dos embeddings.

A Figura (4.8) ilustra o funcionamento da arquitetura do modelo. Esta represen-
tação visual esclarece de que maneira os vizinhos do nó em foco exercem influência
ao longo das camadas da GNN, destacando o funcionamento das interações que
moldam a evolução dos embeddings ao longo do processo.



40

9

10

11

12

00

11

22
33

44

55

66

77

88

k=1

k=2

(a) Vizinhos de 1 (k=1) e 2 (k=2)
saltos do nó 0
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(b) Message-passing dos Vizinhos de 1 e 2 saltos do
nó 0

Figura 4.8: Visualização de duas camadas de GNN, ilustrado como um único nó
representado por 0, agrega as mensagens dos vizinhos de 1 e 2 saltos.

4.6.1 Over-smoothing

Quando são aplicadas várias camadas de GNNs sucessivas a um grafo, há o risco
de ocorrer um over-smoothing Yang et al. (2020) Chen et al. (2020). Isso acontece
porque, a cada camada, os embeddings dos nós são atualizados com base nas infor-
mações de seus vizinhos. Se esse processo é repetido muitas vezes, as representações
dos nós podem se tornar muito homogêneas ou suavizadas, perdendo informações
discriminativas únicas.

4.7 Camadas de GNN Clássicas

Esta seção se dedica à exploração de algumas das camadas GNNs, oferecendo
uma análise mais aprofundada dos elementos que as compõem. As equações apre-
sentadas nas definições a seguir foram formuladas conforme a documentação na
biblioteca PyTorch Geometric.

4.7.1 Rede Neural Convolucional em Grafos (GCN)

Desenvolvida para operar em dados de grafos, a Rede Neural Convolucional em
Grafos (GCN) Kipf and Welling (2016) é uma arquitetura que se destaca na tarefa
de aprendizado em grafos.

A equação que descreve a propagação nas camadas da GCN é dada por:

H(l) = g
(
D̃

− 1
2 ÃD̃

− 1
2H(l−1)W(l)

)
,

em que g(.) é uma função de ativação e Ã representa a matriz de adjacência A de
uma grafo não direcionado (consulte a Seção (2.2.1)) somada à matriz identidade
I, isto é, Ã = A + I. Essa adição assegura que cada nó leve em consideração não
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apenas o embedding de seus vizinhos, mas também o seu próprio embedding durante
o processo de convolução.

O termo D̃ refere-se à matriz diagonal (consulte Seção (2.2.2)) dos graus dos nós,
presentes na matriz de adjacência Ã. Matematicamente D̃ii = ∑N

j=1 Ãij, em que N
representa o número de vértices presente no grafo.

W(l−1) é uma matriz de pesos espećıfica da camada l− 1 e é aprendida ao longo
do treinamento da GCN. Além disso, H(l) ∈ RN×D, em que D é a dimensão dos
embeddings de cada nó.

4.7.2 GraphConv

O GraphConv Morris et al. (2019) descreve a propagação de informações em
grafos da seguinte maneira:

h(l)
v = g

(
B(l)h(l−1)

v + AGG(l)
(
W(l)h(l−1)

u

))
,

em que v representa o nó alvo, e u são seus vizinhos, isto é, u ∈ N(v). Além disso,
a função g(.) caracteriza a função de ativação empregada. Os termos B(l) e W(l) são
matrizes de pesos da camada l, multiplicando os embeddings do nó v, h(l−1)

v , e dos
nós vizinhos u, h(l−1)

u , respectivamente. Ambos os conjuntos de pesos são aprendidos
durante o treinamento.

Além disso, AGG(l) representa uma operação de agregação, podendo assumir
formas como soma, média e máximo, aplicada sobre os embeddings dos vizinhos u.

4.7.3 Graph Attention Network (GAT)

O Graph Attention Network (GAT) Velickovic et al. (2017) executa o processo
de propagação de informações em grafos através da seguinte formulação:

h(l)
v = g

αv,vB
(l)h(l−1)

v +
∑

u∈N(v)
αu,vW

(l)h(l−1)
u

,

em que v representa o nó alvo, e u são seus vizinhos, isto é, u ∈ N(v). Além
disso, a função g(.) caracteriza a função de ativação empregada. Os termos B(l)

e W(l) são matrizes de pesos da camada l, multiplicando os embeddings do nó v,
h(l−1)

v , e dos nós vizinhos u, h(l−1)
u , respectivamente. Ambos os conjuntos de pesos

são aprendidos durante o treinamento.
Os coeficientes de atenção αu,v são computados a partir da seguinte equação:

αu,v =
exp

(
LeakyReLU

(
aT

s B
(l)h(l−1)

v + aT
t W

(l)h(l−1)
u

))
∑

k∈N(v) exp
(
LeakyReLU

(
aT

s B
(l)h(l−1)

v + aT
t W

(l)h
(l−1)
k

)) ,

em que esse mecanismo de atenção é uma rede neural feedforward de uma única
camada, parametrizada pelos pesos aT

s e aT
t . Além disso, é aplicado não linearidade

utilizando LeakyReLU com uma inclinação negativa fixada em 0.2. Vale ressaltar
que essa inclinação é um hiperparâmetro ajustável do modelo, permitindo perso-
nalização conforme necessário. Essa expressão é aplicável quando as arestas não
apresentam informações multidimensionais. Para compreender o procedimento de
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cálculo dos coeficientes de atenção em cenários em que as arestas possuem infor-
mações multidimensionais, recomenda-se a consulta ao trabalho de Velickovic et al.
(2017).

4.7.4 Graph Transformer Operator (TransformerConv)

O Graph Transformer Operator (TransformerConv) Shi et al. (2020) funciona da
seguinte maneira:

h(l)
v = g

B(l)h(l−1)
v +

∑
u∈N(v)

αv,uW
(l)h(l−1)

u

,

em que v representa o nó alvo, e u são seus vizinhos, isto é, u ∈ N(v). Além disso,
a função g(.) caracteriza a função de ativação empregada. Os termos B(l) e W(l) são
matrizes de pesos da camada l, multiplicando os embeddings do nó v, h(l−1)

v , e dos
nós vizinhos u, h(l−1)

u , respectivamente. Ambos os conjuntos de pesos são aprendidos
durante o treinamento.

Os coeficientes de atenção são calculados a partir da seguinte operação:

αv,u = Softmax

(
(Wsh

(l−1)
v )T (Wth

(l−1)
u )√

d

)
,

em que Ws e Wt são matrizes de peso treináveis, d é um termo de regularização,
para mais informações consulte Shi et al. (2020).

4.7.5 GENeralized Graph Convolution (GENConv)

O GENeralized Graph Convolution (GENConv) Li et al. (2020) opera de acordo
com a seguinte formulação:

αi,j = MLP
(
h(l−1)

v + AGG
({

ReLU
(
h(l−1)

u + e(l−1)
uv

)}))
,

em que v representa o nó alvo, e u são seus vizinhos, isto é, u ∈ N(v). Além disso, a
função g(.) caracteriza a função de ativação empregada. Os embeddings do nó v são
representados por h(l−1)

v , e dos nós vizinhos u, h(l−1)
u . O termo e(l−1)

uv representa os
embeddings da aresta entre os nós u e v, se houver. Além disso, MLP(.) representa
uma rede neural com várias camadas de neurônios, organizadas em uma estrutura
hierárquica (consulte Seção (3.9)).

4.8 GNNs no Contexto Espacial

As GNNs oferecem uma gama diversificada de aplicações. Ao considerarmos
dados espaciais de áreas, como munićıpios, estados ou outras regiões agregadas,
podemos interpretar cada uma dessas áreas como uma entidade conectada às suas
vizinhanças. Dessa forma, é posśıvel representar esses dados de área como um grafo
e empregar a GNN para a previsão desses nós.

Um exemplo dessa aplicação é a utilização da GNN para a predição de eventos
pandêmicos, como o covid-19, por região Nguyen et al. (2023). Outra aplicação
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relevante está na previsão de links no contexto espacial, como a previsão de conges-
tionamentos de tráfego Bui et al. (2022).

Além das aplicações preditivas, quando o foco reside na avaliação do grau de
dependência espacial sem a necessidade de realizar previsões, é posśıvel empregar
uma rede neural com pesos treináveis nas arestas. Isso proporciona a capacidade de
quantificar o grau de dependência espacial que um munićıpio possui com relação a
cada um de seus vizinhos.

Adicionalmente, a utilização de GNNs que incorporam componentes de cabeças
de atenção também oferecem a oportunidade de medir o grau de dependência espacial
entre pares de elementos. Por exemplo, no caso da presença de elementos αv,u em
modelos como GAT e TransformerConv, esse componente pode ser interpretado
como o ńıvel de importância da área u na previsão de área v. Essa interpretação
transforma-se em um tipo de métrica para medir a dependência espacial.
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5 Resultados

5.1 Projeto “Saúde com Agente”

O Projeto “Saúde com Agente” é uma colaboração entre a Universidade Federal
do Rio Grande do Sul (UFRGS) e o Ministério da Saúde, juntamente com o Cona-
sems (Conselho Nacional de Secretarias municipais de Saúde), destinado a oferecer
os cursos de Agente Comunitário de Saúde (ACS) e de Vigilância em Saúde com
Ênfase no Combate às Endemias (ACE). Esses cursos são ministrados em diversos
estabelecimentos de saúde em todo o território brasileiro, o que resulta na geração
de dados espaciais. O programa disponibiliza cursos em todo o Brasil, embora em
alguns casos a participação não tenha ocorrido devido à ausência de alunos interes-
sados ou à falta de adesão por parte do munićıpios ao projeto.

5.2 Fonte de Dados

Os munićıpios nos quais esses cursos são realizados passam a ser tratados como
nós em um grafo, tendo uma aresta conectando dois munićıpios se eles compartilham
fronteiras. A variável que o modelo GNN visa predizer é o número de alunos em
cada um desses munićıpios. Como features para os nós, caracteŕısticas demográficas
desses munićıpios foram consideradas, obtidas de fontes como o Instituto Brasileiro
de Geografia e Estat́ıstica (IBGE), Departamento de Informática do Sistema Único
de Saúde (DATASUS) e Relação Anual de Informações Sociais (RAIS). No total, a
fonte de dados abrange 5203 munićıpios.

A seleção das variáveis para compor as features de cada munićıpio priorizou
aquelas que poderiam apresentar alguma relação com a variável resposta, a qual
é representada pelo número de alunos. As variáveis selecionadas estão listadas na
Tabela (5.1). Nesse contexto, foram destacadas variáveis ligadas à saúde, como o
número de estabelecimentos de saúde e de profissionais na área. A fundamentação
para isso reside no fato de que os cursos são disponibilizados nos estabelecimentos e
conduzidos por profissionais da saúde.

Aspectos educacionais e socioeconômicos foram ponderados, uma vez que mu-
nićıpios com elevadas taxas de analfabetismo trazem restrições na participação nos
cursos. Variáveis relacionadas ao rendimento médio também se mostram relevantes,
dado que podem influenciar na busca por qualificação profissional.

Adicionalmente, variáveis mais abrangentes, como o Índice de Desenvolvimento
Humano (IDH) e o Índice de Gini, foram incorporadas na análise, considerando
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seu potencial impacto sobre o número de alunos. Esses indicadores refletem as
condições socioeconômicas gerais do munićıpio e, portanto, podem influenciar de
maneira significativa o interesse e a participação nos cursos dispońıveis em cada
localidade.

Variável Fonte Ano

Número de Alunos
Projeto “Saúde
com Agente”

2023

Esperança de vida ao nascer Censo 2010
IDHM Censo 2010
IDHM Renda Censo 2010
IDHM Longevidade Censo 2010
IDHM Educação Censo 2010
Sub́ındice de frequência escolar - IDHM Edu-
cação

Censo 2010

Sub́ındice de escolaridade - IDHM Educação Censo 2010
Taxa de analfabetismo - 25 anos ou mais de
idade

Censo 2010

Renda per capita Censo 2010

Índice de Theil-L Censo 2010

Índice de Gini Censo 2010

Rendimento médio dos ocupados Censo 2010
Produto Interno Bruto per capita RAIS 2013
Produto Interno Bruto per capita RAIS 2014
Produto Interno Bruto per capita RAIS 2016

Total de estabelecimentos de saúde
Ministério da
Saúde

2023

Número de profissionais da saúde DATASUS 2022

Tabela 5.1: Quadro de Variáveis que compõem as features dos nós do grafo.

5.3 Implementação dos Modelos

A implementação dos modelos foi realizada em Python, aproveitando diversas
bibliotecas populares para aprendizado de máquina e processamento de dados. A
versão espećıfica do Python utilizada foi a 3.11.3. Dentre as bibliotecas empregadas,
destacam-se:

• torch geometric (v2.4.0): Utilizada para a implementação dos modelos GNN
e a divisão transdutiva dos dados em conjuntos de treino e teste.

• torch (v2.1.2): Empregada para implementar as camadas de redes neurais
multicamadas (MLP) e as camadas lineares, calcular a função de perda (loss)
e utilizar o otimizador durante o treinamento.

• numpy (v1.23.5) e pandas (v2.0.2): Utilizadas para executar operações como
a manipulação numérica e a manipulação e análise de dados tabulares durante
a implementação.
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A implementação foi conduzida em uma máquina equipada com um processador
11th Gen Intel(R) Core(TM) i5-1135G7 @ 2.40GHz 2.42 GHz e 36GB de memória
RAM. O sistema operacional utilizado é o Windows 11, na versão 22H2.

O código da implementação encontra-se dispońıvel no repositório do GitHub, no
seguinte link:

https://github.com/leticiaputtlitz/GNN spatial data.

5.4 Pré-Processamento dos Dados

Os dados foram divididos em conjuntos de treinamento e teste por meio da
abordagem transdutiva (veja a Seção (4.4)), com 70% dos dados destinado ao treino
e 30% ao teste, resultando em 3642 munićıpios para o conjunto de treino e 1561 para
o teste.

Vale notar que a normalização das covariáveis foi testada, não demonstrando
impacto no desempenho dos modelos.

5.5 Configurações dos Modelos

A definição dos hiperparâmetros, envolvendo elementos como o número de ca-
madas, a quantidade de neurônios e a taxa de aprendizagem, foi conduzida por meio
de uma técnica conhecida como Hyperopt Bergstra et al. (2013). A abordagem de
treinamento em lote foi adotada para todos os modelos, ou seja, o conjunto de treino
completo foi utilizado em cada iteração do algoritmo.

O modelo MLP, que trata as observações de forma independente, foi empregado
para comparação com os modelos de GNN, com o objetivo de analisar se a incorpo-
ração de conexões melhora a acurácia das previsões. Adicionalmente, foram testados
métodos de regressão baseados em árvores, tais como o Random Forest Hastie et al.
(2009), XGBoost Chen et al. (2015), e LightGBM Ke et al. (2017), no entanto, não
demonstraram um desempenho satisfatório, sendo assim, não serão apresentados
neste trabalho.

Além disso, foram analisadas diferentes arquiteturas de GNN, incluindo GCN,
GraphConv, GAT, TransformerConv e GENConv, conforme discutido na Seção
(4.7). Foram explorados modelos compostos unicamente por camadas de GNN,
assim como modelos que integram camadas de GNN com camadas lineares. Vale
destacar que uma camada linear executa uma transformação linear nas entradas,
envolvendo a multiplicação das entradas pelos pesos e a adição de um bias. A se-
mente foi fixada em 42 em todos os modelos, assegurando a reprodutibilidade dos
resultados.

Todos os modelos foram treinados utilizando a função de perda MSE, conforme
definido na Equação (3.3) (consulte a Seção (3.4)). O otimizador Adam (consulte
Seção (3.6)) foi empregado em todos os modelos, com as únicas variações ocorrendo
nos hiperparâmetros associados à taxa de aprendizado e ao Weight Decay (Regulari-
zação L2, consulte Seção (3.8.4)). A não-linearidade foi aplicada utilizando a função
ReLU (consulte Seção (3.3)) após cada camada.

Em nenhuma das configurações de camadas lineares, seja para modelos consti-
túıdos unicamente por camadas lineares (MLP) ou para modelos com GNN seguidas
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por camadas lineares, foi implementado o uso de dropout, um regulador que desa-
tiva aleatoriamente alguns neurônios durante o treinamento, conforme detalhado na
Seção (3.8.4).

5.5.1 Rede Neural de Multicamadas (MLP)

Os hiperparâmetros sujeitos a ajuste incluem:

• Número de camadas e de neurônios por camada: Determinam a complexidade
e capacidade de aprendizado da rede neural;

• Taxa de aprendizagem do otimizador: Controla a magnitude dos passos du-
rante o treinamento, impactando a convergência do modelo.;

• Weight Decay : Aplica uma penalidade aos pesos para prevenir o overfitting,
representando uma forma de regulação L2 (consulte Seção (3.8.4));

• Número de épocas: Define a quantidade de iterações sobre o conjunto de
treinamento.

Os valores selecionados para os hiperparâmetros deste modelo estão detalhados
na Tabela (5.2).

Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado(2)

Camadas Ocultas 0, 1 ou 2 2
Neurônios 8, 16 ou 32 32
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.01 0.002
Weight Decay 0 a 0.1 0.03
Épocas 1000 ou 2000 1000

Tabela 5.2: A tabela exibe os valores considerados durante a otimização de hiperpa-
râmetros para o modelo MLP(1) e o hiperparâmetro ótimo encontrado(2). O tempo
de execução para a otimização de hiperparâmetro foi de 3min.

5.5.2 Rede Neural Convolucional em Grafos (GCN)

Para o modelo com apenas camadas de GCN, os hiperparametros incluem:

• Número de camadas e de neurônios por camada;

• Taxa de aprendizagem do otimizador;

• Weight Decay ;

• Número de épocas;

• Dropout: Um regularizador que desliga alguns neurônios durante o treina-
mento de forma aleatória (consulte Seção (3.8.4)).
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Os valores selecionados para os hiperparâmetros desse modelo estão detalhados
na Tabela (5.3).

Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado(2)

Camadas Ocultas 0, 1 ou 2 0
Neurônios 8, 16 ou 32 8
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.01 0.009
Weight Decay 0 a 0.1 0.0006
Épocas 1000 ou 2000 2000
Dropout 0 a 0.6 0.03

Tabela 5.3: A tabela exibe os valores considerados durante a otimização de
hiperparâmetros(1) para o modelo GCN, bem como o hiperparâmetro ótimo
encontrado(2). O tempo de execução da otimização de hiperparâmetros foi de 33min

.

Os hiperparâmetros escolhidos para o modelo GCN + Linear são apresentados
na Tabela (5.4).

Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado(2)

Camadas (GCN) 0, 1 ou 2 1
Neurônios (GCN) 8, 16 ou 32 16
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.01 0.006
Weight Decay 0 a 0.1 0.06
Épocas 1000 ou 2000 2000
Dropout 0 a 0.6 0.3
Camadas (linear) 1, 2 ou 3 1
Neurônios (linear) 8, 16 ou 32 32

Tabela 5.4: A tabela exibe os valores considerados durante a otimização de
hiperparâmetros(1) para o modelo GCN + Linear e o hiperparâmetro ótimo
encontrado(2). Com a adições das camadas lineares neste modelo, a arquitetura
é composta por uma camada de entrada GCN, seguida por camadas ocultas GCN
e camadas ocultas lineares e, por fim, uma camada de sáıda linear. O tempo de
execução para a otimização dos hiperparâmetros foi de 63min.

5.5.3 GraphConv

Para o modelo com apenas camadas de GraphConv, os hiperparâmetros incluem:

• Número de camadas e de neurônios por camada;

• Taxa de aprendizagem do otimizador;

• Weight Decay ;

• Número de épocas;

• Dropout;

• aggr: Esquema de agregação a ser utilizado, podendo ser “add” para soma,
“mean” para média e “max” para máximo.
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Os hiperparâmetros adotados para este modelo são apresentados na Tabela (5.5).

Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado (2)

Camadas 0, 1 ou 2 2
Neurônios 8, 16 ou 32 8
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.01 0.008
Weight Decay 0 a 0.1 0.06
Épocas 1000 ou 2000 2000
Dropout 0 a 0.6 0.26

Tabela 5.5: A tabela exibe os valores considerados na otimização de
hiperparâmetros(1) para o modelo GraphConv e o hiperparâmetro ótimo
encontrado(2). O tempo de execução foi de 27min.

Para o modelo GraphConv + Linear, os hiperparâmetros selecionados estão in-
dicados na Tabela (5.6).

Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado (2)

Camadas (GraphConv) 0, 1 ou 2 0
Neurônios (GraphConv) 8, 16 ou 32 8
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.01 0.001
Weight Decay 0 a 0.1 0.04
Épocas 1000 ou 2000 1000
Dropout 0 a 0.6 0.42
Camadas (linear) 1, 2 ou 3 2
Neurônios (linear) 8, 16 ou 32 32

Tabela 5.6: A tabela exibe os valores considerados durante a otimização de
hiperparâmetros(1) para o modelo GraphConv + Linear e o hiperparâmetro ótimo
encontrado(2). Com a adições das camadas lineares neste modelo, a arquitetura é
composta por uma camada de entrada GraphConv, seguida por camadas ocultas
GraphConv e camadas ocultas lineares e, por fim, uma camada de sáıda linear. O
tempo de execução para a otimização dos hiperparâmetros foi de 15min.

5.5.4 Graph Attention Network (GAT)

Para o modelo com apenas camadas de GAT, os hiperparâmetros incluem:

• Número de camadas e neurônios por camada

• heads: Quantidade de cabeças de atenção.

• Taxa de aprendizagem do otimizador;

• Weight Decay ;

• Número de épocas;

• Dropout;

Os hiperparâmetros selecionados para este modelo estão detalhados na Tabela
(5.7).
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Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado(2)

Camadas 0, 1 ou 2 2
Neurônios 8, 16 ou 32 16
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.01 0.002
Weight Decay 0 a 0.1 0.03
Épocas 1000 ou 2000 2000
heads 1, 2 ou 5 2
Dropout 0 a 0.6 0.23

Tabela 5.7: A tabela exibe os valores considerados durante a otimização de
hiperparâmetros(1) para o modelo GAT e o hiperparâmetro ótimo encontrado(2).
O tempo de execução foi de 144min.

Os hiperparâmetros escolhidos para o modelo GAT + Linear estão listados na
Tabela (5.8).

Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado(2)

Camadas (GAT) 0, 1 ou 2 2
Neurônios (GAT) 8, 16 ou 32 8
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.01 0.002
Weight Decay 0 a 0.1 0.03
Épocas 1000 ou 2000 1000
heads 1, 2 ou 5 5
Dropout 0 a 0.6 0.26
Camadas (linear) 1, 2 ou 3 1
Neurônios (linear) 8, 16 ou 32 16

Tabela 5.8: A tabela exibe os valores considerados durante a otimização de
hiperparâmetros(1) para o modelo GAT + Linear e o hiperparâmetro ótimo
encontrado(2). O tempo de execução foi de 157min.

5.5.5 Graph Transformer Operator (TransformerConv)

Para o modelo com apenas camadas de TransformerConv, os hiperparâmetros
incluem:

• Número de camadas e de neurônios por camada

• Taxa de aprendizagem do otimizador;

• Weight Decay ;

• Número de épocas;

• Dropout;

• heads;

• dropout.

Os hiperparâmetros selecionados para este modelo são apresentados na Tabela
(5.9).
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Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado(2)

Camadas 0,1 ou 2 1
Neurônios 8, 16 ou 32 32
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.01 0.009
Weight Decay 0 a 0.1 0.04
Épocas 1000 ou 2000 2000
heads 1, 2 ou 5 2
Dropout 0 a 0.6 0.32

Tabela 5.9: A tabela exibe os valores considerados durante a otimização de
hiperparâmetros(1) para o modelo TransformerConv e o hiperparâmetro ótimo
encontrado(2). O tempo de execução foi de 145min.

Os hiperparâmetros escolhidos para o modelo TransformerConv + Linear são
apresentados na Tabela (5.10).

Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado(2)

Camadas (TransformerConv) 0, 1 ou 2 2
Neurônios (TransformerConv) 8, 16 ou 32 8
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.01 0.007
Weight Decay 0 a 0.1 0.03
Épocas 1000 ou 2000 1000
heads 1, 2 ou 5 2
Dropout 0 a 0.6 0.07
Camadas (linear) 1, 2 ou 3 3
Neurônios (linear) 8, 16 ou 32 16

Tabela 5.10: A tabela exibe os valores considerados durante a otimização de
hiperparâmetros(1) para o modelo TransformerConv + Linear e o hiperparâmetro
ótimo(2). O tempo de execução foi de 145min.

5.5.6 GENeralized Graph Convolution (GENConv)

Para o modelo com apenas camadas de GENConv, os hiperparâmetros incluem:

• Configuração de Camadas e Neurônios

• Taxa de aprendizagem do otimizador;

• Weight Decay ;

• Número de épocas;

• Dropout;

Os hiperparâmetros adotados para este modelo são apresentados na Tabela
(5.11).
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Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado(2)

Camadas 0, 1 ou 2 0
Neurônios 8, 16 ou 32 32
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.1 0.008
Weight Decay 0 a 0.1 0.1
Épocas 1000 ou 2000 2000
Dropout 0 a 0.6 0.35

Tabela 5.11: A tabela exibe os valores considerados durante a otimização
de hiperparâmetros(1) para o modelo GENConv e o hiperparâmetro ótimo
encontrado(2). O tempo de execução foi de 86min.

Os hiperparâmetros selecionados para o modelo GENConv + Linear são apre-
sentados na Tabela (5.12).

Hiperparâmetro Valores considerados na otimização(1) Hiperparâmetro otimizado(2)

Camadas (GENConv) 0, 1 ou 2 1
Neurônios (GENConv) 8, 16 ou 32 32
Taxa de aprendizagem 0.001 a 0.01 0.004
Weight Decay 0 a 0.1 0.08
Épocas 1000 ou 2000 2000
Dropout 0 a 0.6 0.3
Camadas (linear) 1, 2 ou 3 2
Neurônios (linear) 8, 16 ou 32 8

Tabela 5.12: A tabela exibe os valores considerados durante a otimização de
hiperparâmetros(1) para o modelo GENConv + Linear e o hiperparâmetro ótimo
encontrado(2). O tempo de execução foi de 108min.

5.6 Resultados

Na Tabela (5.13), estão apresentados os modelos com as configurações de hi-
perparâmetros descritas na Seção (5.5). Os dados fornecidos na tabela incluem o
modelo, o MSE no conjunto de teste utilizando a semente 42, seguido do MSE médio
(com desvio padrão entre parênteses) obtido a partir de 30 simulações com sementes
diferentes sorteadas aleatoriamente, além do tempo total de execução das simula-
ções. Essa abordagem visa analisar como a mesma configuração se comporta para
diferentes sementes fixadas. Observa-se a presença de um desvio padrão elevado em
alguns modelos, sugerindo uma sensibilidade à inicialização dos pesos que é dire-
tamente influenciada pela semente. Além disso, houve um aumento no erro médio
calculado a partir das simulações, indicando que a melhor configuração encontrada
com a semente 42 pode não ser uma escolha ótima para as demais sementes. A
simulação foi feita com a configuração do modelo que gerou melhor desempenho
utilizando a semente 42.
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Modelo MSE(1) MSE(2) Tempo(3)

MLP 1945.48 3679.94 (675.7) 3min
GCN 15645.37 16539.89 (1540.6) 13min
GraphConv 2841.21 263833.52 (479655.1) 21min
GAT 17725.24 29355.78 (35038.2) 86min
TransformerConv 2081.66 31041.66 (87945.9) 115min
GENConv 707.37 5847.59 (7439.5) 59min
GCN + Linear 14080.36 15740.18 (1750.3) 28min
GraphConv + Linear 877.50 2175.72 (1092.1) 6min
GAT + Linear 8993.63 21524.92 (14667.3) 130min
TransformerConv + Linear 1373.91 3149.30 (1201.5) 37min
GENConv + Linear 824.21 2034.06 (792.1) 102min

Tabela 5.13: A tabela exibe os resultados dos modelos testados, em questão de
MSE e Tempo. MSE calculado no conjunto de teste para o respectivo modelo com
semente igual a 42(1). MSE no conjunto de teste apresentado na forma de média
(desvio padrão), obtido a partir de 30 simulações com diferentes sementes(2). Tempo
de execução das simulações em minutos(3).

A seguir, serão exibidos gráficos e mapas com análises mais aprofundadas dos
modelos com os melhores desempenhos e do modelo tabular MLP. Ao observar os
gráficos, torna-se evidente que uma observação está impactando negativamente o
MSE no modelo MLP, enquanto as demais observações estão razoavelmente bem
preditas. No caso dos modelos GNN, observa-se uma capacidade superior de predição
para essa observação outlier.

Inicialmente, apresenta-se um mapa que representa o número real de alunos para
cada munićıpio no conjunto de teste. É relevante destacar que o conjunto de treino
foi omitido no mapa, ressaltando a dispersão geográfica do conjunto de teste em
todo o Brasil. A apresentação do número de alunos ocorre por meio de quantis,
facilitando a visualização dos valores. Essa abordagem revela-se particularmente
útil, uma vez que o limite superior do número de alunos no conjunto de teste atinge
aproximadamente 5000, um valor mais elevado em comparação aos demais, o que
poderia distorcer a interpretação dos valores intermediários, fazendo com que fossem
erroneamente percebidos como baixos devido à sua magnitude em relação ao limite
superior.
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Figura 5.1: Mapa do número de alunos verdadeiro.

A seguir, os mapas com a exibição do número de alunos para o modelo MLP,
bem como dos modelos GNN com melhor desempenho.

Figura 5.2: Mapa do número de alunos predito pelo modelo MLP.

O mapa referente aos erros de predição do modelo MLP é apresentado a seguir,
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incluindo uma visualização ampliada que destaca o maior erro cometido pelo modelo
que foi no munićıpio do Rio de Janeiro (RJ). O cálculo desse erro foi baseado na
diferença absoluta entre o valor previsto e o valor real.

Figura 5.3: Mapa do erro de predição do modelo MLP.

Figura 5.4: Mapa do erro de predição do modelo MLP.

Na sequência, são explorados mapas relativos à análise do modelo GraphConv
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+ Linear.

Figura 5.5: Mapa do número de alunos predito pelo modelo GraphConv + Linear.

Figura 5.6: Mapa do erro de predição do modelo GraphConv + Linear. O limite
superior do erro é menor do que no Modelo MLP.
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Na continuidade, são investigados os mapas referentes à análise do modelo GEN-
Conv.

Figura 5.7: Mapa do número de alunos predito pelo modelo GENConv.

Figura 5.8: Mapa do erro de predição do modelo GENConv. O limite superior do
erro é menor do que no Modelo MLP.

Na sequência, são explorados os mapas relativos à análise do modelo GENConv



58

+ Linear.

Figura 5.9: Mapa do número de alunos predito pelo modelo GENConv + Linear.

Figura 5.10: Mapa do erro de predição do modelo GENConv + Linear. O limite
superior do erro é menor do que no Modelo MLP.

A seguir, são apresentados os gráficos que exploram análises mais detalhadas.
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Figura 5.11: Gráfico de número de alunos verdadeiro vs predito para o modelo
MLP: É posśıvel observar um valor no canto direito superior destacado na cor ver-
melha que não está bem predito pelo modelo. O valor de MSE está sendo puxado
para cima por conta dessa observação. O munićıpio que representa essa observa-
ção outlier é Rio de Janeiro (RJ) com 5247 alunos. O MSE com essa observação é
1945.48, sem ela é 731.6637.

Figura 5.12: Gráfico de número de alunos verdadeiro vs predito para o modelo
MLP sem a observação Rio de Janeiro (RJ): A concentração de pontos se encontra
em valores menores, no intervalo de 0 a 150, aproximadamente. Os valores parecem
estar bem preditos, com algumas pequenas exceções.
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Figura 5.13: Gráfico de número de alunos verdadeiro vs predito para o modelo
GraphConv + Linear: Para esse modelo, há uma capacidade superior de predizer o
número de alunos para o Rio de Janeiro (RJ) em relação ao modelo MLP.

Figura 5.14: Gráfico de número de alunos verdadeiro vs predito para o modelo
GraphConv + Linear sem a observação Rio de Janeiro (RJ): A concentração de
pontos se encontra em valores menores, no intervalo de 0 a 150, aproximadamente.
Os valores parecem estar bem preditos, com algumas pequenas exceções.
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Figura 5.15: Gráfico de número de alunos verdadeiro vs predito para o modelo
GENConv: Para esse modelo, há uma capacidade superior de predizer o número de
alunos para o Rio de Janeiro (RJ) em relação aos demais modelos.

Figura 5.16: Gráfico de número de alunos verdadeiro vs predito para o modelo
GENConv sem a observação Rio de Janeiro (RJ): A concentração de pontos se
encontra em valores menores, no intervalo de 0 a 150, aproximadamente. Os valores
parecem estar bem preditos, com algumas pequenas exceções.



62

Figura 5.17: Gráfico de número de alunos verdadeiro vs predito para o modelo
GENConv + Linear: Para esse modelo, há uma capacidade superior de predizer
o número de alunos para o Rio de Janeiro (RJ) em relação aos modelos MLP e
GraphConv + Linear.

Figura 5.18: Gráfico de número de alunos verdadeiro vs predito para o modelo
GENConv + Linear sem a observação Rio de Janeiro (RJ): A concentração de
pontos se encontra em valores menores, no intervalo de 0 a 150, aproximadamente.
Os valores parecem estar bem preditos, com algumas pequenas exceções.
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6 Conclusão

Em conclusão, a pesquisa abordou a aplicação de diversas arquiteturas de GNN,
como GCN, GraphConv, GAT, TransformerConv e GenConv, comparando-as com
o MLP, que é um método que considera as observações de forma independente.
Adicionalmente, foi conduzido um experimento com 30 diferentes sementes para
avaliar a robustez e eficiência dos métodos GNN no contexto espacial, com o objetivo
de determinar se os resultados superiores em relação ao método que considera as
observações independentes não foram simplesmente uma eventualidade.

Os resultados revelaram que, embora a presença de uma observação at́ıpica tenha
impacto no MSE para o modelo MLP, os modelos GENConv, GENConv + Linear
e GraphConv + Linear demonstraram uma capacidade superior de lidar com esses
outliers, apresentando um desempenho melhor.

Alguns modelos são particularmente senśıveis à inicialização dos pesos, influ-
enciada pela semente. Como resultado, configurações idênticas com diferentes se-
mentes resultaram em desempenhos distintos. Essa variabilidade é evidenciada pelo
alto desvio padrão do MSE durante as simulações nos modelos GraphConv, GAT,
TransformerConv, GENConv e GAT + Linear.

Inesperadamente, as camadas clássicas de GNN, representadas por GCN e GAT,
revelaram um desempenho abaixo do esperado, apontando para a necessidade de
explorar outras abordagens. Além disso, observou-se uma melhoria geral no desem-
penho de todos os modelos GNN quando camadas lineares foram adicionadas, com
exceção do modelo GENConv.

Como perspectivas futuras, há diversas possibilidades a serem exploradas. Entre
elas, destaca-se a investigação de previsões espaço-temporais utilizando modelos
GNN.

Outra perspectiva interessante seria a aplicação de modelos GNN para tarefas
de clustering, possibilitando a identificação de padrões e agrupamentos nos dados.
Uma investigação mais detalhada das cabeças de atenção em modelos GNN que in-
corporam esse componente, quando aplicada ao contexto espacial, proporciona uma
oportunidade para avaliar o ńıvel de dependência entre distintas regiões geográficas.

Além disso, a exploração de combinações variadas de camadas GNN, como a fu-
são de GENConv com TransformerConv, pode proporcionar modelos mais robustos.
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