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Resumo

Estamos interessados em determinar condigoes necessérias e suficientes para a existén-
cia de globalizacao de acoes parciais de grupoides sobre anéis semiprimos. Além disso,
mostramos que toda agao globalizavel sobre um anel semiprimo possui uma agao envol-
vente semiprima, a qual é tinica a menos de equivaléncia. Mais ainda, construimos uma
extensao de uma acao parcial de grupoide sobre um anel semiprimo ao seu respectivo anel
de quocientes de Martindale a direita e apresentamos outros critérios para a existéncia de
globalizagao. A partir dessa extensao, investigamos a transferéncia de propriedades entre
skew anéis de grupoide parciais, especialmente para estabelecer condi¢oes para que o skew

anel de grupoide parcial seja um anel de Goldie.

Palavras-chave

Acao parcial, grupoide, anel semiprimo, anel de quocientes de Martindale, acao envol-

vente






Abstract

We are interested in determining necessary and sufficient conditions for the existence
of globalization of groupoid partial actions on semiprime rings. Also, we show that any
globalizable action on a semiprime ring has a semiprime enveloping action, which is unique
up to equivalence. Furthermore, we construct an extension of a groupoid partial action on a
semiprime ring to its respective Martindale ring of right quotients and present other criteria
for the existence of globalization. From such an extension, we investigate the transfer of
properties between partial skew groupoid rings, especially to establish conditions for the

partial skew groupoid ring to be a Goldie ring.

Key-words

Partial action, groupoid, semiprime ring, Martindale ring of quotients, enveloping action






Indice de Notacoes

Go

Z(R)
udim(R)
Rx, G
U(R)
C(R)
Nil(R)

mmec(m,n)

conjunto vazio.

conjunto dos niimeros inteiros.

M é um R-modulo a direita.

R é isomorfo a S.

soma direta dos anéis (ou ideais) A e B.

A é um subconjunto proprio de B.

A é um subconjunto de B.

I é um ideal a direita do anel R.

I é um ideal & esquerda do anel R.

I ¢ um ideal (bilateral) do anel R.

I é um ideal essencial do anel R.

anulador a esquerda de A em R.

anulador & direita de A em R.

anulador de A em R.

conjunto dos ideais essenciais de R.

anel de multiplicadores do anel R.

anel de quocientes de Martindale & direita do anel semiprimo R.
anel de quocientes classico a direita do anel R.

centroide estendido de R.

fecho do ideal I.

ideal fechado de @Q,(R) correspondente ao fecho [I] de [ em R.
conjunto dos pares (g,h) € G x G tais que o elemento gh existe
com G grupoide.

conjunto das identidades do grupoide G.

conjunto dos elementos g do grupoide G tais que d(g) = r(g) = e.
ideal singular a direita do anel R.

dimensao uniforme & direita do anel R.

skew anel de grupoide parcial.

grupo das unidades do anel R.

conjunto dos elementos regulares do anel R.

radical primo do anel R.

minimo multiplo comum de m e n.
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Introducao

om o proposito de generalizar o conceito de extensoes de Galois parciais de anéis
C comutativos, as agoes parciais de grupoides foram introduzidas por D. Bagio e A.
Paques em [2], inicialmente como uma generalizagao natural de agdes parciais de grupos,
tendo em vista que, em particular, todo grupo é um grupoide com uma tnica unidade.
A possibilidade de visualizar grupoides em um contexto puramente algébrico promoveu
diversas pesquisas para acoes parciais de grupoides semelhantes ao caso de grupos.

Um dos muitos tépicos desenvolvidos diz respeito a determinacao de condicoes neces-
sarias e suficientes para a existéncia de globalizac¢ao (agao envolvente) para uma dada agao
parcial. Tal problema foi investigado para o caso de grupos por M. Dokuchaev e R. Exel
em [8], o qual motivou um estudo analogo para agoes parciais de grupoides sobre anéis
com unidade em [2|. D. Bagio e H. Pinedo também buscaram estipular condigdes para que
uma agao seja globalizavel considerando anéis s-unitarios em [3].

Seguindo essas ideias, nosso objetivo consiste em desenvolver resultados semelhantes
aos apresentados por W. Cortes e M. Ferrero para agoes parciais de grupos em [6] mas
no contexto de grupoides. Essencialmente, a partir da nocao de anel de multiplicadores,
visamos estabelecer requisitos para que agoes parciais de grupoides sobre anéis semiprimos
sejam globalizaveis. Contudo, temos alguns desafios: em primeiro lugar, consideramos
anéis semiprimos (aqueles nos quais todo ideal nilpotente é nulo) ndo necessariamente
unitarios e, portanto, recorremos a objetos como ideais fechados ou essenciais para provar
alguns resultados; em segundo lugar, como nem todos os elementos de um grupoide sao
componiveis e as acoes parciais de grupoides sao construidas por meio de ideais de ideais
em vez de ideais do anel base, torna-se necessario o uso de ferramentas mais refinadas.

O texto esta organizado como segue. O capitulo inicial é introdutério e apresenta
um panorama geral das nogoes de grupoide, acao parcial de grupoide e anel semiprimo,
bem como os principais resultados dessa teoria e exemplos para elucidagao dos conceitos.
O segundo capitulo generaliza o artigo [6] e estabelece condigoes para a existéncia de
globalizacao de agoes parciais de grupoides sobre anéis semiprimos, mostrando que, quando
semiprima, tal globalizagao é tinica a menos de equivaléncia. O terceiro capitulo abrange
outros critérios para a existéncia de globalizagao, aplicando a extensao de uma acao parcial
de grupoide sobre um anel semiprimo ao seu respectivo anel de quocientes de Martindale a
direita, desenvolvida em [18]. O capitulo final retine algumas das ideias supracitadas a fim

de determinar requisitos para que o skew anel de grupoide parcial seja um anel de Goldie.






Capitulo

Grupoides e Acoes Parciais

ste capitulo possui carater essencialmente introdutoério a teoria de grupoides e, especi-
E almente, as acoes parciais de grupoides. Buscamos apresentar conceitos e resultados
fundamentais e exemplificé-los, a fim de familiarizar o(a) leitor(a) com os objetos mate-
maticos aqui considerados.

Na primeira se¢ao, seguiremos os passos de Bagio e Paques em [2| e definiremos grupoi-
des de modo puramente algébrico, juntamente com varias de suas propriedades que serao
livremente aplicadas nos demais capitulos. Na segunda se¢ao, definiremos agoes parciais e
globais de grupoides sobre um anel e globalizagao (ou acdo envolvente), explorando cada
uma dessas nogoes a partir de exemplos.

Fixemos algumas notagoes: no que segue, R sempre serd um anel associativo (nao
necessariamente comutativo ou unitario) e G denotard um grupoide nao necessariamente
finito. Quando nao apresentarmos a demonstracao de um resultado, indicaremos uma

referéncia para que o(a) leitor(a) possa obté-la.

1.1 Grupoides

Conforme supracitado, ao longo deste estudo, consideraremos uma versao axiomatica

da definigao de grupoides, a qual pode ser encontrada em [2].

Definicao 1.1. Um grupoide é um conjunto nao vazio G munido de uma operagao bindria
parcialmente definida, denominada concatenagdo, para a qual os axiomas de grupo $ao

validos sempre que houver sentido, isto €, para quaisquer g, h,l € G:

(1) g(hl) existe se, e somente se, (gh)l eziste. Nesse caso, eles sao iguais;
(17) g(hl) existe se, e somente se, gh e hl existem;

(i7i) existem elementos unicos d(g),r(g) € G tais que gd(g) e r(g9)g existem e
9d(g) = g =1(9)9;

(iv) existe um elemento g~' € G tal que d(g) = g 'g e r(g) = gg~*.



1.1 Grupoides

Denotaremos por G2 o subconjunto dos pares (g,h) € G x G tais que o elemento gh
existe. Esse conjunto sera melhor caracterizado no item (iv) do Lema 1.4.

Um elemento e € G ¢ denominado uma identidade de G se e = d(g) = r(g~!), para
algum g € G. Nesse caso, e ¢ denominada a identidade dominio de g e a identidade imagem
de g~!. Também, denotaremos por Gy o conjunto de todas as identidades de G e por G,
o conjunto de todos os elementos g € G tais que d(g) = r(g) = e. E claro que G, é um
grupo, para cada e € Gy.

E por falar em grupo: sim! Todo grupo é um grupoide com apenas uma unidade. De
forma mais técnica, um grupo G ¢ um grupoide tal que G* = G e Gy = {1g}. Outros

exemplos de grupoides, abordados em [12], sao:

Exemplo 1.2. Seja I, = {1,2,....,n}, n > 1. Em I, x I,, podemos definir a sequinte

operacao bindria parcial:
existe (i,7)(k,l) se, e somente se, j = k

e, nesse caso, (i,7)(k,1) = (i,1).

O conjunto I, x I, com essa operacao € um grupoide, usualmente denotado por G,,.
Note que d(i,7) = (j,7) e r(i,j) = (i,1) e, além disso, (i,7)"" = (4,1), o que implica
r((i, )Y = r(j,i) = (j,j). Consequentemente, o conjunto das identidades de G,, € dado
por (Gyp)o = {(i,i) | i € I,}.

Exemplo 1.3. Todo semigrupo inverso X € um grupoide com respeito ao produto restrito

definido como seque: para quaisquer x,y € X,
existe xy se, e somente se, v tx = yy~!.
As identidades do grupoide X sao exatamente os idempotentes de X .

O lema a seguir explicita o comportamento dos elementos de um grupoide. E imediato
da definicao acima e indispenséavel para a demonstracao de muitos resultados da teoria de

grupoides, bem como de agoes parciais de grupoides.
Lema 1.4. ([13], Lemma 2.1) Seja G um grupoide. Entao,

L ¢ 0 unico que satisfaz g~'g = d(g) e g9~ =r(9g);

(i) para todo g € G, o elemento g~
(ii) para todo g € G, d(g7') =r(g) er(g™') =d(9);
(iii) para todo g € G, (g7t =g;
(w) para quaisquer g,h € G, (g,h) € G* se, e somente se, d(g) = r(h);

(v) para quaisquer g,h € G, (h™1,g71) € G? se, e somente se, (g,h) € G e, neste caso,
(gh)™t = h=lg™";

18



Capitulo 1. Grupoides e Agoes Parciais

(vi) para todo (g,h) € G?, d(gh) = d(h) e r(gh) =r(g);

(vii) para todo e € Gy, d(e) =r(e) =c ee ! =¢;

(viii) para todo (g,h) € G?, gh € Gy se, e somente se, g = h™!;
(ix) para quaisquer g,h € G, existe | € G tal que g = hl se, e somente se, r(g) = r(h);
(x) para quaisquer g,h € G, existe | € G tal que g = hl se, e somente se, d(g) = d(h).

Substancialmente, um grupoide pode ser pensado como um grupo com muitos objetos
ou muitas identidades sem a garantia de totalidade. Como um grupoide com apenas
um elemento é um grupo, torna-se tangivel a nog¢ao de que grupoides sao generalizagoes
de grupos. E, por apresentar esse carater de extensao, grupoides podem propiciar uma
conveniéncia adicional, dada pela sua flexibilidade e possibilidade de aplicacoes nas mais
diversas areas: teoria ergodica, analise funcional, teoria de homotopia, geometria algébrica,
geometria diferencial, topologia diferencial e teoria de grupos.

A generalizacao de uma estrutura algébrica é sempre ponderada, uma vez que espera-
se manter a forca dos exemplos motivadores originais e o carater da teoria. As teorias de
monoides ou de semigrupos, por exemplo, diferem em muitos aspectos com relagao a teoria
de grupos. Em [5], o autor mostra, a partir de exemplos e aplica¢oes, que a teoria de
grupoides nao difere muito em espirito ou objetivos quando comparada a teoria de grupos.

Um dos topicos que também exprime tal semelhanca trata de agoes parciais.

1.2 Acoes Parciais de Grupoides

No que segue, definiremos agoes globais e parciais de grupoides sobre um anel e globa-
lizacdo, como em [2] e [13]. Apos cada definicdo, buscaremos analisar o comportamento
dessas agoes com o objetivo de reduzir a quantidade de ideais necessarios para a construgao
ou estudo de uma agao, o que simplificara significativamente o nosso trabalho. Além disso,

apresentaremos exemplos desses conceitos e alguns resultados importantes.

Definicao 1.5. Sejam G um grupoide e T um anel. Uma ag¢do global de G sobre T ¢é
um par f = ({Eq}gea, {Bgteecc) em que, para cada g € G, E; = E, ) € um ideal de T,

By : Eg-r — E,; € um isomorfismo de anéis e as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) Be € a aplicagao identidade Ig, de E., para todo e € Gy;
(i) By o Br(x) = Byn(x), para quaisquer (g,h) € G* e & € Ep-1 = Egpy-1.

Notemos que a igualdade Ej-1 = Egy-1 na condicao (i7) da definicao acima ¢ vélida
pois

Eh—l = Er(h_l) = Er(h_lg_l) = ET((gh)_l) - E(gh)_l’
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1.2 Agoes Parciais de Grupoides

pelos itens (v) e (vi) do Lema 1.4.

Pela definicao de acao global, para cada g € G, consideraremos um ideal E, tal que
E, = E, 4 e um isomorfismo 3, : ;-1 — E,;. Com a condi¢ao E, = E, ), é suficiente
definirmos os ideais indexados pelas identidades do grupoide, ou seja, pelos elementos
de Gy. Logo, os ideais indexados pelos demais elementos, g € G tais que e = r(g) € Gy,
estarao automaticamente definidos. Assim, se g, h € G tém a mesma identidade a esquerda,
isto ¢, r(g) = r(h), entdo E; = E,(y) = E,(ny = Ey. Portanto, a dois elementos temos um
tnico ideal associado.

Agora, quanto aos isomorfismos, a definicao implica que deve existir
By : Epg-1y — E.g), para todo g € G. Ou seja, nosso objetivo consiste em definir
um isomorfismo cujo dominio é um ideal indexado por r(g~!) e cujo contradominio é o
ideal indexado por r(g).

Sendo que e = ¢! e r(e) = r(e”!), para todo e € Gy, consideraremos 3, : E, — E,

como a aplicacao identidade. Consequentemente, definiremos

Brig) * Erg) — Er(g)

como a aplicagao identidade para todo r(g) € Gy.

Também, como desejamos que B, o B, = B4, consideraremos apenas o caso em que
existe gh, ou seja, quando (g,h) € G%. Para que faga sentido, tal igualdade deve ser
pensada considerando os elementos de E,(gn)-1) = Epn-14-1) = Epp-1). Dessa forma, é
possivel aplicar tanto 3y, quanto 8, em x € E,(gn)-1) €, como By(x) € E,n) = Epg-1y, a
composi¢ao G, 0 [, estd bem definida em E,((gn)-1). E por este motivo que, no item (i) da
defini¢ao de agao global de grupoides, ha a condi¢ao x € E,(gn)-1) = Eppp-1).

Isso significa que ¢é suficiente considerar os isomorfismos indexados pelos elementos
r(g) € Gy, uma vez que qualquer outro elemento do grupoide G' que possui r(g) como

inverso & esquerda estard associado automaticamente ao mesmo isomorfismo [, ().

Exemplo 1.6. Sejam G = {g,97*,7(g9),d(g9)} um grupoide e T = Ke; ® Kea® Kes® Key,
em que K € um anel comutativo e e1, ey, e3 e e4 sao tdempotentes centrais, dois a dois

ortogonais, cuja soma € 1. Consideremos os sequintes ideais e aplicagoes:
Eg = E»,,(g) = K€3 D K64

Ey1 = Eqq = Ke1 ® eKep
Brig) = Ip,,)
Bag) = 1B,
By(wer + yea) = wes + yey
By-1(ves + yes) = xer + ye,
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Capitulo 1. Grupoides e Agoes Parciais

para quaisquer x,y € K. Entao B = ({E,}sec, {By}tgec) € uma agdo global de G sobre T'.
Prosseguimos para a definicao de acoes parciais de grupoides.

Definicao 1.7. Uma acdo parcial o de um grupoide G sobre um anel R € um par
a = ({Dg}eea: {agteec), em que, para cada g € G, Dy € um ideal de R, Dy é um
ideal de D,(g) € og : Dg-1 — Dy € um isomorfismo de anéis, e as sequintes condi¢oes sao

satisfeitas, para quaisquer e € Gy e (g, h) € G*:
(1) ae € a aplica¢ao identidade Ip, de D.;
(ii) o, (Dg—1 N Dy) € Digny-1;
(iii) ay(an(r)) = agu(z) para todo x € a;'(Dy-1 N Dy,).

otemos que as condigoes (i¢) e (127) implicam que a funcao a,;, ¢ uma extensao da
Not d 1 f oh t d
funcao oy, o . Além disso, os proximos resultados apresentam propriedades fundamentais

de agoes parciais de grupoides.

Lema 1.8. ( /2], Lemma 1.1) Seja o = ({Dy}gea, {ag}gec) wma acdo parcial de um

grupoide G sobre um anel R. Entdo, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) o € global se, e somente se, Dy = D,y para todo g € G
(11) ocg_l = a,-1, para todo g € G;

(i51) ay(Dy—1 N Dy) = Dy N Dy, para todo (g,h) € G*.

Observagao 1.9. Se a = ({Dy}gec, {ay}gec) € uma agao parcial de um grupoide G sobre
um anel R, entao seque de (it) e (i1i) do Lema 1.8 que ayz(ap(x)) = agn(z), para quaisquer
t € Du1 N Dy e (g,h) € G Além disso, € imediato que
aey = ({Dglgec. {agtgec.) € uma agao parcial (no sentido de [S]) do grupo G. sobre
o anel D, para todo e € Gy.

E importante enfatizar que, no caso de grupos, cada D, é um ideal do proprio anel R
mas, para grupoides, temos um ideal intermediario, de modo que D, é um ideal de D,y
que, por sua vez, é um ideal de R. Nesse sentido, considerar ideais de ideais exige maior
cautela no desenvolvimento de resultados no contexto de ag¢des parciais de grupoides.

Quanto a notagao, usualmente denotaremos uma acgao parcial a de um grupoide G
sobre um anel R por (R, «) ou apenas « sempre que o contexto estiver claro.

Da Definigao 1.7, é claro que para construir uma agao parcial de um grupoide G sobre

um anel R temos essencialmente quatro passos a seguir:

1. Identificar as identidades de G e indexar ideais de R por tais elementos. Para cada
e € Gy, definimos a, : D, — D, como a aplicacao identidade. Note que os ideais

D, podem ser iguais ao anel R, para todo e € Gg. Nesse caso, temos que a, = idpg.
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1.2 Agoes Parciais de Grupoides

2. Para cada elemento de G que nao ¢ uma identidade, definir o ideal D, de D, ).
Assim, se e = 1(g) € Gy, definimos o ideal D, de D..

3. Para cada g € G, definir o isomorfismo oy : Dy-1 — D,. Os isomorfismos indexados

pelas identidades e € GG sao aplicagoes identidades.
4. Verificar as condigoes (i7) e (ii7) da defini¢do de ac¢ao parcial de grupoides.

Exemplo 1.10. Consideremos o grupoide G = {g1, g2, g3}, em que Go = {g1, g2}, 95* = g3
€ 9393 = go. Dado R = Kei & Key ® Kez & Key & Kes, com K anel unitdario e ey, es,
e3, €4 € es idempotentes centrais, dois a dois ortogonais, cuja soma € 1g. Definamos os
sequintes ideais e aplicagoes:

D, = Ke; © Key

Dy, = Kes ® Keqs @ Kes
D,, = Kes ® Key
Qg = idp,,
Qg, = tdp,,
gy (TE3 + Yyeu) = yes + ey,
para quaisquer x,y € K. Entdo o = ({D,}sec, {og}tgec) € uma agao parcial de G sobre R.

Na verdade, Bagio e Paques mostraram em [2]| a possibilidade de obter exemplos de

agao parcial de grupoide ao restringir uma acao global, de modo padrao:

Exemplo 1.11. (Ezample 1.3, [2]) Consideremos uma a¢do global B = ({Ey}sec, {8y }toec)
de um grupoide G sobre um anel T e, para cada e € Gg, seja D, um ideal de E. (por
exemplo, se I é um ideal arbitrdario de T, € suficiente considerar D, = I N E,). Entao,
Dy = Dy(g) N By(Dy(g-1)) € um ideal de Dyg) € g = By|p _, € um isomorfismo de anéis,

para todo g € G. Agora, para cada ¢ € Gy, sejam R = H D.et.: D, — R a
eeGo

aplicagao definida por v.(x) = (x))ieq,, com x. = x e x; = 0 para todo | # e. Considerando

2

o = ({D}geq, {1y }gec € uma agdo parcial de G sobre R. Se, em particular, cada D,

e € Gy, € da forma D, = I N E, para algum ideal I de T, entao o = ({Dy}geec, {ag}gea

também € uma acao parcial de G sobre I. Dizemos que o' € uma restricao de 5 ao anel R

o r r . / / P . .
g = bg)lp,, Dy = 19(Dy) € ag = 1gage =y + Dy — Dy, € imediato verificar que

(respectivamente, I ).

No que se segue, vamos definir globalizagao de uma agao parcial de um grupoide GG

sobre um anel, como apresentada em [2]:

Definicao 1.12. Uma ag¢ao global f = ({E,}gec: {Bq}oec) de um grupoide G sobre um anel

T € dita uma globalizacdo (agdo envolvente) de uma agao parcial o = ({Dy}gea, {a}gec) de
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G sobre um anel R se, para cada e € Gg, existe wm monomorfismo de anéis

e : Do — E. de modo que as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) pe(De) € um ideal de E.;

(i) Pr(g)(Dg) = Pr(g)(Dr(g)) N Bo(@r(g-1)(Dr(g-1)));

(i) By 0 Prg-1)(a) = @r(g) © g(a), para todo a € Dy-1;

(i) Eg= > Bulern—n)(Drn1))-

r(h)=r(g)

Dizemos que [ & dnica a menos de equivaléncia se para toda acao global

B =

({E}}gec; 18y tgec) de G sobre um anel T, a qual também ¢é uma globalizagao

de «, existe, para cada e € Gy, um isomorfismo de anéis ¢, : E/ — E, tal que

By 0 Yag)(a) = r(g) © By(a), para todo a € E] ).
Vamos explorar cada um dos itens da definicao acima, a fim de obter uma defini¢ao

alternativa e simplificada para globalizacao.

(4)

©0e(D,) € um ideal de E..
Notemos que o isomorfismo ¢, : D, — FE. pode ser reescrito como
©r(g) * Drig) — Er(g), obtendo @) (Dy(g)) < Erg) = Ey. Isso significa que, para
cada 7(g) € Gy, a aplicacdo ¢,(4) mapeia injetivamente D, ;) como um ideal de E, ).
Se g, h € G sao tais que r(g) = r(h), entao

1. Eg = Er(g) = Er(h) = Eh;

2. Drig) = Driy;

3. Pr(g) - Dr(g) — Er(g) = Eg = Eh é tal que Qpr(g)(Dr(g)) < Eg = Eh.
Logo, ¢e(D.) é um ideal de todo E, tal que r(g) = e. Como cada ¢, ¢ um mono-
morfismo, podemos ver cada D, como um ideal de E, isto ¢, cada D, ¢ ideal de

E, = Ej, para todo h € G tal que r(h) = r(g), ou seja, todo elemento de G que

possui 7(g) como identidade & esquerda.

©r(g)(Dyg) = @r(g)(Dr(g)) N By(#r(g—1)(Dr(g-1)))-
Pelo item anterior, temos que
Prg-1)(Dr(g-1)) 4 Ep(g-1) = Eg-1.

Portanto, podemos aplicar ; em ¢, (4-1)(D;(4-1)), obtendo o ideal 54 (¢,g-1)(Dy(g-1)))

de E,. Agora, como
#r(9)(Dr(g)) < Erig) = By,
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podemos determinar o ideal

@r(g)(Dr(g) N By(@r(g—1)(Dr(g-1y)

de E,. Por outro lado, D, é um ideal de D,(, pela definicao de acao parcial de
grupoides e, consequentemente, @, (Dy) C Eyg) = E,. O item (i) pede a igualdade
entre @r()(Dy) € rg)(Drg)) N By(@rg-1)(Drg-1)))- Ao identificar D, 4 como ideal
de E, ) = E4, podemos considerar Dy em E, ). Assim, o item (4i) pode ser reescrito

co1mo

Dy = Drig) N 59<Dr(g‘1))-
(ii1) By o prg-1)(a) = @r(g) © ag(a), para todo a € Dy-1.

Isto significa que o seguinte diagrama comuta:

D Pr(g—1) E
gt T Lr(g )

] T

Dg r(g)-

Pr(g)

Considerando as identifica¢oes anteriores, o item (ii7) pode ser reescrito como

59|Dg_1 = Qyg,

em que Dy-1 <Dy g-1).

() Eg= Y Buler-1y(Drg1)))-

r(h)=r(9)

Como E, = E, ) e, para construir uma agao global, precisamos definir apenas os ideais

indexados pelas identidades e € Gy, podemos reescrever tal item como

Evg = Y Bulern—n (D).

r(h)=r(9)

Agora, consideremos elementos g, h € G que possuem a mesma identidade a esquerda,

isto é, r(h) = r(g). Assim, temos que

Pr(n=1) E Bh

Drn-1y — Bty —" Er) = Ey(g) = £y
implicando que se r(h) = r(g), entao
Br(eri-—1)(Drn-1y)) € Ey = Ep(g).
O item (iv) pede que E,(, seja a soma de todos os conjuntos B (@ypx-1)(Dyp-1y)) tais
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que r(h) = r(g). Notemos que também podemos reescrever tal item como
E. = Z Br(@rn-1)(Dpn-1y))
r(h)=e

para todo e € Gy; ou, ainda,

considerando as identificagoes acima.
Essa analise nos mostra que, em geral, podemos omitir a aplicagao ¢, da definicao de

globalizacao, reescrevendo-a como segue:

Definicao 1.13. Uma ag¢ao global f = ({E,}gec: {Bqtoec) de um grupoide G sobre um anel
T € dita uma globalizacdo (agdo envolvente) de uma agao parcial o = ({Dy}gea, {a}gec) de
G sobre um anel R se, para cada e € Gq, existe um monomorfismo de anéis

e : Do — E. de modo que as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(i) De é um ideal de E,;
(ii) Dy = Dr(g) N Bg(Dr(g));

(iii) Bg(a) = ag(a), para todo a € Dy-1;

(iv) Eg= Y Bu(Dripy).
r(h)=r(g)
Tal defini¢ao sera utilizada quando for conveniente. O préximo exemplo retne todos os
conceitos apresentados nessa sec¢ao.

Exemplo 1.14. Vamos construir uma a¢do global f = ({Ey}gec,{8y}gec) do grupoide
G = G3 (vide Exemplo 1.2) sobre o anel T =7 X Z x Z. Posteriormente, considerando o
ideal I = 22X 7. x0 de T, vamos sequir os passos do Exemplo 1.11 a fim de determinar uma
acao parcial & = ({Dy}geq, {ag}gec) de G sobre I ao restringir a agao global 5 supracitada.

Primeiramente, notemos que todos os elementos do grupoide G podem ser visualizados

com a sequinte tabela:

Tabela 1.1

e, dessa forma, € fdcil notar que

(a) os elementos da diagonal principal sio as identidades de G;
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(b) os elementos da linha i tém (i,i) como identidade & esquerda;

(c) os elementos da coluna j tém (j,j) como identidade a direita;

(d) os elementos simétricos em rela¢io & diagonal principal sao um inverso do outro.

Isto posto, vamos determinar inicialmente uma acao global 5 de G sobre T'. Definire-

mos, entao, os conjuntos indexados pelas identidades de G como seque:

E(l,l) = 0XZXZ
E(272) = ZXx0xZ
E(g’g) = ZXxXZx0.

E claro que tais conjuntos sao ideais de T. Assim, pelo item (b) acima, obtemos automa-

ticamente os ideais indexados por elementos de G que nao sao identidades:
Eag) = Eag = Eay

By = Epg) = By

B = E@o) = Ea)-
O prézimo passo consiste em definir os isomorfismos B, : E,1 — Ly, para todo
g € G. As aplicagoes inderadas pelas identidades de G, isto €, Bu.) : Euy — Eug,
com i € {1,2,3}, sao aplicagoes identidade e, claramente, isomorfismos. Como, para todo
(1,7) € G, devemos ter ﬁ(’ib) = Ba -1, basta definir B ;) para os elementos acima da
diagonal principal, uma vez que os isomorfismos B(; j-1 serao obtidos ao considerarmos os
isomorfismos 6(_12) ja definidos (vide item (d)). Além disso, como (1,2)(2,3) = (1,3) e
queremos que

5(1,2) o 5(2,3) = 5(1,2)(2,3) = 5(1,3)7

entao € suficiente definir 312y € B3y, jd que B 3) serd obtido pela igualdade acima. Temos

que By Eri5)-1) — Ergijy, 1sto €, By Eijy — Euyy. Assim, definimos

5(1,2) : E(2,2) — E(l,l)
(,0,y) +— (0,z,y),

Bzt Egs — Eao
(,9,0) = (2,0,y)
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e, considerando a composi¢ao B2y o B(23), obtemos

ﬁ(1,3)3E(3,3) — E(1,1)
(,4,0) +— (0,z,y).

Consequentemente, seque da condi¢ao ﬂ(_ilj) = B -1 que

B = Bug—1 = 5(_1,12) cEqgy — Epp
0,7,y) = (2,0,9),

B2) = Basz-1 = 5(_2713) tEpg — Egg)
(,0,y) = (z,9,0),

By = Bag-1 = 5(}}3) cEqny — Epg
0,2,9) = (2,9,0).

Para que = ({Ey}gec: {Bytgec) seja uma agdo global de G sobre T, devemos verificar
que as aplicagoes definidas acima sao, de fato, isomorfismos. Mas observemos que, como
a composicao de isomorfismos € um isomorfismo e a aplicacdo inversa de um iSOMOT-
fismo também € um isomorfismo, entao basta verificar que f(12) € B2,3) sGo isomorfismos.
Mostremos, primeiramente, que 312 € um isomorfismo. Para isso, sejam a = (x,0,y),
b= (w,0,2) € Eg. Temos que

o 31,2 estd bem definida e € injetora pois

a=b < (z,0,y) = (w,0,z2)
&S r=wez=y
& (0,z,y) = (0,w, 2)
& Bazla) = Buzb);

® 31,2y € um homomorfismo de anéis jd que

Bupla+b) = Bayle,0,y) + (w,0,2)]
= Bag(x+w,0,y+2)
= (0,z+w,y+2)
= (0,2,9) + (0,w,z)
= Buz(a) + Bz ()
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Baa(ab) = Buyl(@,0,y)(w,0,2)]
= Baz(rw,0,y2)
= (0,zw,yz)
= (0,2,9)(0,w, z)
= Ba2(a)Baz(b).

Por fim, notemos que B2 € sobrejetora uma vez que dado (0,x,y) € E1,1), basta tomar
(2,0,y) € E(22) de modo que [12)(x,0,y) = (0,2,y). Consequentemente, (12 € um
isomorfismo de anéis. Analogamente, a aplicagao B3y também é um isomorfismo de anéis
e, portanto, {B, | g € G} € um conjunto de isomorfismo de anéis.

Para concluir, devemos verificar a condigdo (1i) da defini¢ao de agao global de grupoides,

15to €, vamos mostrar que

ﬂg o By = 5gh;

para todo (g,h) € G*. Recordemos que G* é o subconjunto dos pares (g,h) € G x G tais
que o elemento gh existe. Em (G3)? = G?, temos 4 tipos de elementos e vamos analisar a

condi¢ao (it) para cada um deles no que se seque: para i, j,k € {1,2,3}, temos
L ((i,9), (4,9) = ((4,5), (i, 4) ")
Notemos que B ;) ;i) = By, pela defini¢io da a operagao em G. Por outro lado,
como ﬁ(’ilj) = Bij)-1, entao
By By = Bayp o By
-1
= Bag)© 5(1’,]’)
= B

Logo, a condigao (ii) estd satisfeita. QObservemos que, messe caso, também estao

inclusos os elementos do tipo ((i,7)(i,1)), quando i = j.

2. ((4,4)(i,7)), com i # j

Temos que By = By e por outro lado, Beugy o Bus) = Bayy, Jjé que Buqy € a
aplicagao identidade. Portanto, (ii) estd satisfeita.

3. ((4,7)(4,4)), com i # j

Andlogo ao caso anterior.

4.((4,9)(, k), com i # j F# k

O subconjunto de G* formado por elementos deste tipo é dado por:

{((1,2),(2,3)),((3,2),(2,1)), (3, 1), (1,2)), ((2,1), (1,3)), ((2,3), (3, 1)), (1, 3), (3,2)) }-.
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Note que para o par ((1,2),(2,3)) a condigao (ii) jd ocorre, pois previamente defini-

mos o0s isomorfismos correspondentes de modo que a iqualdade

B2y © Bz = Bas (1.1)

ja estivesse satisfeita. Assim, considerando a propriedade B(;i) = B, )1 e aplicando-
a de forma conveniente na igualdade (1.1), obtemos que a condi¢ao (ii) estd satisfeita

para todos os elementos de G?, uma vez que:

Bz o Bag = Bz aplicando B(_z’lg) a direita na igualdade em (1.1);
B2,z © By = Bus aplicando ﬁ(_llz) a esquerda na igualdade em (1.1);

B2y 0 By = PBaa aplicando 5%, & esquerda na primeira igualdade acima;

(3,2) (3:1) (1,2) (1,3)

Ba1) © By = Py aplicando Bk, & direita na sequnda igualdade acima;
(21) © P(2,3) (3.1) (1,3)

Bis1) 0 Biay = By aplicando 5L a direita na terceira igualdade acima.
(3,1) (3,2) (2,1) (1,2)

Agora, para finalizar este exzemplo, considerando o ideal I = 2Z.H3ZGH0 de T, vamos sequir
os passos do FEzemplo 1.11 a fim de determinar wuma ac¢do parcial

a = ({Dyteec, {agtgec) de G sobre I ao restringir a agao global B. Primeiramente,
dado e = r(g) € Gy, devemos definir ideais D, de E. e, pelo Exemplo 1.11, € suficiente

considerar D, = I N E,. Assim, temos que:

D(l,l) = IN E(l,l) =0x3Z x0« E(l,l);
D(272) = InNn E(272) =2Zx0x0« E(272);
D(3’3) = InN E(3’3) =27 %X 3Z x 0« E(373).

O prozimo passo consiste em definir os conjuntos Dy< D,y = D, para os elementos g € G

que nao sao identidades. Pelo Exemplo 1.11, o candidato ao ideal Dy é dado por
Dy = Dyg) N ﬁg(DT(g‘l))-

Logo, os demais ideais sao:

Dag = DanNbaz(Des)
— (0®3Z®0)N Buy(2Z&0d0)
= (003Z30)N(0®2Z®0)
= 086Za0
a4 Day;
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Dug = Doy N Bas(Dess)
— (08 3Z&0)N Bus(2Z & 3Z & 0)
= (003Z®0)N(0®2Z & 37)
= 0®6Z&0
a4 Day;

D@1y = D2 N Bey(Day)
= (2Z@0®0)NFen(0®3Za0)
— (2Z®0®0)N(B3Z®0a0)
= 646080
< Doy

D@g = D@2 N Bes(Des)
= (2Z®0®0)N B3 (2Z ® 3Z @ 0)
= 2Z®000)N(2Z®0® 37Z)
= 229030
4 Dy);

D1y = DN Beay(Day)
= 2Z®3Z®0)NBsn(0®3Z60)
— (2Z®3Z30)N (3230 0)
= 646080
4 Dy

D2 = D) NBe2)(Deg)
= (2Z®3Z&0)N Bsy(2Z 06 0)
= (2Z®3Z®0)N(2ZG 0@ 0)
= 226040
= Dy
4 D).

Logo, considerando oy : D,

a = ({Dy}gea: {ag}tgec) € uma agdo parcial de G sobre I.

-1 — Dy tal que ay = 5g|Dg_1: seque do FExemplo 1.11 que
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Bagio e Paques determinaram condig¢oes necessarias e suficientes para que uma agao

parcial de grupoides admita envolvente no caso em que cada D, possui unidade.

Teorema 1.15. ( [2], Theorem 2.1) Seja o = ({Dy}gec, {ag}gec) uma acao parcial de um
grupoide G sobre um anel R e suponha que D, é um anel com unidade para cada e € Gy.
Entao o admite um globalizagao B se, e somente se, cada ideal Dy, g € G, € um anel com

unidade. Mais ainda, se [ existe, entao € unica a menos de equivaléncia.

Como o nosso estudo sera realizado para anéis semiprimos, também enunciaremos aqui

a Proposigao 10.16 de [14], que apresenta algumas caracterizagoes para um anel semiprimo.
Proposicao 1.16. Para todo anel R, sao equivalentes:
(i) R é um anel semiprimo;
(11) o radical primo de R € nulo;
(1ii) todo ideal nilpotente de R € nulo;
(iv) todo ideal nilpotente & esquerda de R é nulo.

Todo ideal nao nulo de um anel semiprimo e toda soma direta de anéis semiprimos sao,
também, anéis semiprimos. Sao exemplos de anéis semiprimos: Z com as operacoes usuais,
nZ @& nZ e R® 7Z, em que R é um anel semiprimo.

A partir dessa nocao, podemos definir o conceito de globalizagao semiprima, a qual sera
abordada na Secao 2.2.

Definicao 1.17. Seja a uma agao parcial de um grupoide G sobre um anel semiprimo R.

Dizemos que uma agdo envolvente (T, 3) de av é semiprima se T é um anel semiprimo.
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Capitulo

Globalizacao de Acoes Parciais de Grupoides so-

bre Anéis Semiprimos

ncontrar uma globalizacao para uma acao parcial de grupos é o objeto de estudo de
Cortes e Ferrero em [6], para anéis semiprimos. Nesse artigo, os autores determi-
nam condi¢oes para que uma acao parcial de um grupo sobre um anel semiprimo admita
uma globalizagao e mostram que, quando semiprima, tal globalizacao ¢ inica a menos de
equivaléncia.
O proposito desse capitulo consiste em apresentar resultados para acoes parciais de
grupoides sobre anéis semiprimos analogos aqueles obtidos em [6]. Vale ressaltar que,

conforme disposto em |[16], ao considerar R = ) __, D, na defini¢ao de acao parcial de

eeGo
grupoides, recuperamos o conceito de agoes parciais de grupos sobre anéis, uma vez que se
G é um grupo com identidade 15 que age parcialmente sobre R via «, entao Rlg = R e
oy, = idr. Ouseja, com essa condigao adicional, os resultados aqui enunciados generalizam
o caso de grupos estudado em [6]. Para o nosso contexto, alguns resultados extras sao
necessarios e, para desenvolvé-los, utilizamos como referéncia o artigo |3| de Bagio e Pinedo,

o qual explora a globalizacao de acoes parciais de grupoides sobre anéis s-unitarios.
2.1 Acoes Parciais Globalizaveis

Buscamos generalizar a Segao 2 do artigo [6] no sentido de determinar condigoes ne-
cessérias e suficientes para que uma acgao parcial de grupoide sobre um anel semiprimo
admita globalizagao. Essencialmente, utilizaremos as nogoes de anéis de multiplicadores
e de ideais fechados, as quais definiremos no que segue, juntamente com outros conceitos
bésicos.

Para homomorfismos de R-modulos & esquerda, consideraremos a notagao do lado di-
reito, ou seja, escreveremos = +— xf para f : gM — gN, enquanto que, para homo-

morfismos de R-moédulos a direita f : Mrp — Npg, utilizaremos a notacao usual = — fx.
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Consequentemente, a composicao de homomorfismos de modulos & esquerda é lida da es-
querda para a direita, isto é, x(fi1f2) = (xf1)f2; e a composigdo de homomorfismos de
modulos & direita é lida da forma usual, da direita para a esquerda.

Recordemos que, dado um anel R, o anel de multiplicadores M(R) de R é o conjunto
M(R) = {(\, i) € End( gR) x End(RR) | (a\)b = a(ub) para quaisquer a,b € R}

com adi¢ao e multiplicagdo usuais. Para um multiplicador v = (A, u) € M(R) e a € R,
temos ay = a\ e ya = pa. Logo,
(a7)b = a(yb)

para quaisquer a,b € R. Um elemento a € R sempre determina o multiplicador

Yo = (Ta,la) € M(R), em que xr, = za e l,z = ax (r € R). A primeira (segunda)

componente dos elementos de M(R) é chamada multiplicador & direita (esquerda) de R.
Se [ é um ideal de R, entao o multiplicador ~, evidentemente se restringe a um multi-

plicador de I, o qual também seré denotado pelo mesmo par de simbolos (r,, [,).

Definicao 2.1. O anulador a esquerda de um subconjunto S de um anel R € o con-
gunto anny g(S) = {x € R|xS = 0}. De modo andlogo definimos o anulador a direita

ann,, r(5).

Quando R é semiprimo, temos que, para todo ideal I de R, os anuladores & direita e a
esquerda de I em R coincidem. Desta forma, para anéis semiprimos, nao precisamos espe-
cificar a lateralidade dos anuladores e podemos mencionar apenas anulador. Denotaremos

o anulador de um ideal I de R por
anng(l) ={a € R|al =0} ={a € R|Ia =0},
o qual também ¢é um ideal de R. Mais ainda, tanto o produto quanto a intersecao de um

ideal com o seu anulador sao triviais.

Definigao 2.2. Um ideal a direita (esquerda, bilateral) J de R € dito essencial se, para
todo ideal o direita (esquerda, bilateral) nao nulo K de R, temos que J N K # 0.

Equivalentemente, J ¢ um ideal essencial (bilateral) de R se anng(J) = 0. O conjunto
de todos os ideais essenciais de um anel R sera denotado por £(R).
Para alguns resultados deste capitulo, faz-se necessaria a introducao do conceito de

ideais fechados. Dado um ideal I de R, o fecho de I é definido em [9] como o conjunto

[I] = {x€ R |existe He€ E(R) com azH C I}
= {xr € R|existe H € E(R) com Hx C I}.

Evidentemente, I C [I]. Se I = [I], dizemos que I é um ideal R-fechado ou, simplesmente,

fechado, quando o contexto estiver claro. Além disso, é facil verificar que se I e J sao
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ideais de R, entao [I N J| = [I] N [J]. Notemos que todo ideal unitario é fechado e que o
fecho do ideal nulo é o proprio ideal nulo.

A partir dessas nogoes, podemos introduzir, entao, a definicao de agao parcial fechada.

Definigao 2.3. Uma agao parcial de o = ({Dy}gec, {0y }gec) de um grupoide G sobre um
anel R € dita fechada se cada Dy € um ideal fechado de D, ), para todo g € G.

Exemplo 2.4. Consideremos o anel semiprimo R = 27 X 27, x 27, X 27, e o grupoide
G = {9,974, 7(g9),d(g9)} (esse é o menor grupoide que nio é um grupo!). Definamos os
ideais
DT(Q)ZQZXQZXOXO
Dy = 0 x 0 x 2Z x 27
Dy =27Zx0x0x0
Dy =0x0x0x2Z,

as aplicagoes . (g) € Qg como aplicagoes identidade restritas aos dominios apropriados,
ag: Dg-1 — D, dada por
(0,0,0,2z) — (2x,0,0,0)

e g1 = ocg_l. Como 27 ¢ um anel primo, entio D, ) e Dqig) sao anéis semiprimos. Além
disso, Dy € ideal fechado de D,y e Dy € ideal fechado de Dy, uma vez que ambos sao
somas diretas de ideais que aparecem na decomposicao de D,y e Dy, respectivamente.
Analogamente, D,y e D) sao ideais fechados de R. Entio o = ({Dg}eea, {ag}tgec) €

uma acao parcial fechada de G sobre R.
A principio, temos o seguinte resultado para anéis semiprimos
Lema 2.5. ( [6], Lemma 1.5) Sejam R um anel semiprimo e I um ideal nao nulo de R.

(1) Se p: R — I e : R — I sao homomorfismos de R-mddulos a esquerda tais que

¢ e Y coincidem sobre I, entao ¢ = 1.
(11) Suponhamos que v,7" € M(R) e xy = v/, para todo x € R. Entao v =+'.
Demonstragao:

(1) Sejam i € I e r € R. Por hipotese, ¢(ir) = 1 (ir) e, pela defini¢ao de homomorfismo
de R-modulos a esquerda, temos que ip(r) = ¢(ir) = (ir) = p(r). Assim,
i(p(r) —¢(r)) = 0, para todo i € I, ou seja, I(¢(r) —(r)) = 0, para todo r € R.
Como [ é nao nulo e R é semiprimo, entdo ¢(r) — ¢(r) = 0 para todo r € R e,

consequentemente, ¢ = .

(i) Dados x,y € R, temos que z('y) = (z7)y = (z7)y = z(yy) e, dai, R(y'y —yy) = 0.
Logo, v'y = vy para todo y € R e, portanto, 7' = 7.
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O

Em [6] os autores provaram o seguinte resultado

Corolario 2.6. ( /6], Corollary 3.3) Sejam R um anel semiprimo, G um grupo e « uma
agao parcial de G sobre R. Suponhamos que, para todo g € G, o0s ideais D, sao fechados
e, para quaisquer a € R e g € G, existe v,(a) € M(R) tal que as sequintes condi¢oes sao

satisfeitas
(Z> R79<a) C Dy;

(1) v9(a)|p, = ag-17ma0y|p,, como multiplicadores a direita, isto ¢, xv4(a) = ag(a, ' (x)a),

para todo x € Dy.
Entao o possui uma acao envolvente semiprima, a qual € unica a menos de equivaléncia.

O principal resultado desse capitulo é uma versao do corolario acima para agoes parciais
de grupoides sobre anéis semiprimos. Iniciaremos com alguns resultados elementares.

Seja o uma agao parcial de um grupoide G sobre um anel R. Se (T, /) é uma agao
envolvente de o, entao existe um monomorfismo de anéis . : D, — FE, para cada e € Gy,.

No que segue, frequentemente omitimos . e consideramos que D, C E..

Proposicao 2.7. Sejam R um anel, G um grupoide e o uma ac¢ao parcial de G sobre R.
Se (R, «) possui uma agdo envolvente, entio, para quaisquer a € D41y e g € G, eiste
Yg(a) € M(Dygy) tal que

(i) DT(QWQ(@) C Dy;

(i) v4(a)|p, = ag-17a0tg|p, como multiplicadores a direita, ou seja, vy4(a) = ay(og-1(r)a),

para todo x € Dy;
(iii) yg(a)Drigy C Dy.

Demonstracao:  Seja (7,3) uma agao envolvente de (R,a). Dado z € D,, note-

mos que ag(ag-1(x)a) = By(By-1(x)a) = Pg(By-1(x))fg(a) = xB4(a). Considerando
Yg(@) = (78,(a): l8,(a)), PATa quaisquer a € D,,-1y e g € G, o item (ii) segue, uma vez
que zv4(a) = xf,(a). Para o item (i), seja y € D,(,. Entdo, considerando v,4(a) obtido
anteriormente e o item (i) da Definigao 1.13, temos que

yv9(a) = yBy(a) € Dy(g) N By(Dr(g-1)) = Dy.

Portanto, D,4v4(a) € Dy, como desejado.

Por fim, mostremos que ~v4(a)D,q < D,  Para todo x € D,, temos

ag(aayg-1(x)) = By(aBy-1(x)) = By(a)x e, portanto,

Ya(a)r =g @) (1) = By(a)r = alaag1(r)) = (aglacg-1)(2).
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Logo, v4(a)|p, = aglacg—1 como multiplicador a esquerda. Para y € D, (), segue que

Yo(a)y = By(a)y € By(Dyg-1)) N Drggy = Dy,

provando (4i7).
O

Notemos que, pelo Lema 2.5, se R é semiprimo, entao o elemento v4(a) € M(D,4)) na
Proposigao 2.7 ¢ tinico e estd bem definido, para quaisquer a € D,,-1) e g € G. Assim,
para todo g € G, existe uma aplicacdo v, : Dy — M(Dy(y). Além disso, se cada
D, possui unidade, entao existe um isomorfismo de anéis 1y : D,y — M(D, (), para
todo g € G. Ou seja, quando (R, a) admite uma agao envolvente, podemos considerar

0g = wg_l o 7y, € obtemos o seguinte diagrama:

L ¥Pd(g)
Dyt ———— Dy "2 Eq)
[
g ——— Uro) r(g)*

Com o objetivo de obter uma reciproca para a Proposicao 2.7, apresentaremos uma
série de resultados técnicos que explicitam o comportamento dos ideais que compoem as

agoes parciais de grupoides e dos multiplicadores adequados.

Lema 2.8. Sejam R um anel semiprimo e a uma a¢do parcial fechada do grupoide G sobre
R tal que, para quaisquer a € D,4-1y e g € G, eziste yy(a) € M(D,y)) de modo que as
condigoes (1)-(iii) da Proposicao 2.7 sao satisfeitas. Entdo, para quaisquer g,h € G tais

que r(h) =r(g), temos

(i) Dpyg(a) € Dy N Dy para todo a € Dyg-1y;

(i) Dyg-1yyp-1(a) € Dp-1 N Dy-14 para todo a € D,.
Demonstragao:

(i) Sejam a € D1y e g,h € G tais que r(h) = r(g). Entdao Dj, ¢ um ideal de
D,y e, pelo item (i) da Proposigao 2.7, temos que Dyy4(a) € Dy. Seja x € Dy,
Para todo y € D,, temos que yavy,(a) = o4(ay-1(yx)a) € Dy N Dy. De fato, no-
temos que yxr € Dy, N Dy pois Dy e Dy sao ideais de D, = D,p). Também,
ag(a) € Dy € Dy(g) = Dyny. Portanto,

yryg(a) = ag(ag-1(yz)a) = ag(ag-1(yz))ay(a) = yrag(a) € Dy N D,

Agora, observemos que, se z € annp,,(D,), entdo zxy,(a) = 0. Assim,
Hzryy(a) C Dy N Dy, em que H = Dy & annp,, (D,) ¢ um ideal essencial de D).
Logo, xv,(a) € [D,N Dy] = [D,] N[Dy] = D, N Dy, para todo x € Dj,. Consequente-
mente, Dpv,(a) C Dy N Dy,.

37



(i)

2.1 Agoes Parciais Globalizaveis

Consideremos = € D,,-1y e 2 € Dp1.  Entao zazy,1(a) = ap1(ap(zr)a)
€ Dp-1 N Dy-1, uma vez que ap(zx)a € Dy N Dy (vide Lema 1.8(ii1)). Mais
ainda, para todo v € annp
Hzryp-1(a) € Dp-1 N Dyg,
sencial de D,,-1). Assim, zy,-1(a) € [Dp-1 N Dy-14] = D1 N Dy-1, para todo

T(h,l)(Dirl), temos que vry,-1(a) = 0. Dessa forma,

em que H = Dy & annp Djy-1) é um ideal es-

T(h_l) (

& € D,,-1y e, portanto, D,-1)y,-1(a) € Dyp-1 N Dy-1, como desejado.

O

Os proximos resultados sdo, respectivamente, os Lemas 3.1 e 3.2 de [3| para anéis

semiprimos.

Lema 2.9. Sejam R um anel semiprimo e a uma ag¢do parcial fechada do grupoide G sobre

R tal que, para quaisquer a € D41y e g € G, eziste yy(a) € M(D,y)) de modo que as

condi¢oes (1)-(1i1) da Proposi¢ao 2.7 sao satisfeitas. Entao, para quaisquer g,h € G tais

que r(g) = r(h), temos

(i) Dp-19p-14(a) € Dy N D1y, para todo a € Dyg-1y;

(i) Dy-1yyn-1(0g(a)) € Dyp-1 N D14, para todo a € Dy-1;

(iii) Dy-1p74-1(b) € Dy-1 N Dy-1y, para todo b € D,g);

(iv) Dyg-1yYg-1(n(a)b) € Dyg—1 N Dy1y,, para quaisquer a € Dyp—1y € b € Dygy = Dyg);

(v) Dg-174-11(a) € Dyg-1 N Dy-1p,, para todo a € Dyp-1);

(vi) Dyg-1yYg-1(byn(a)) € Dy-1 N Dy-1y,, para quaisquer a € Dyp-1y € b € Dygy = Dy

Demonstracgao:

(7)

(i1)

Como r((h™'g)™") = r(g7'h) = r(97"), temos que D,(y-1) = Dy(n-14)-1). Assim,
basta aplicar o Lema 2.8(i) para os indices h~' e h™lg.

Como ay(a) € Dy < Dyg) = Dy, ou seja, existe y,-1(ag(a)) € M(D,-1)), basta

aplicar o item (ii) do Lema 2.8.

Segue do Lema 2.8(i) considerando os indices g~ 'h e g~

Pelo item (7i4) da Proposicao 2.7, temos que yu(a)b € Dy € Dypny = Dy e,
assim, existe v,-1(yn(a)b) € M(D,4-1y). Além disso, segue do Lema 2.8(ii) que
Dr(g—l)'ygfl('}/h(a)b) C Dy N Dy, pois Yn(a)b € Dy,

Notemos que r(h™') = r(h7'g) = r((¢7'h)™"). Assim, para todo a € D, (-1, temos
a € Dy(g-1p)-1), garantindo a existéncia de vy,-1,(a) € M(D,4-14)). Portanto, o

resultado segue do item (i) do Lema 2.8 para os indices g~! e g~ 'h.
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(vi) Pela Proposigao 2.7(i), temos que by,(a) € Dy, para todo b € D, ). Dessa forma,
byn(a) € Dyny = Dy(g) €, portanto, existe v,-1(byy(a)). Como byy(a) € Dy, segue de
2.8(41) que Dy(g-1yYg-1(byn(a)) € Dy N Dy-1y,

Lema 2.10. Sejam R um anel semiprimo e o uma ag¢ao parcial fechada do grupoide G
sobre R tal que, para quaisquer a € Dy,-1y e g € G, existe y4(a) € M(Dyy)) de modo que
as condigoes (1)-(iii) da Proposi¢iao 2.7 sao satisfeitas. Consideremos g,h € G tais que
r(g) = r(h), a € D,y e b € Dygy. Entao, as sequintes igualdades sio satisfeitas em
M<Dr(g’1))5

'nglh(a)f}/gfl(b) = ng*l('Vh(a)b)v ngl(b)'Vg*lh(a) = 79*1<b7h(a))'

Demonstracao: Consideremos os multiplicadores ¢ := y,-1,(a)v,-1(b) e 7 := v4-1 (71 (a)b)
e J = Dyg-1N Dy-1, < Dyg-1y. Como 7,(a)b € Dy, entdo 7 estd bem definido. Segue do
Lema 2.8(ii) que D,-1yyp-14(a) C Dp-14 pois r(h~'g) = r(h™') e, portanto,

Dr(g—l)’yg—lh(a)’}/gfl(b) - Dgflh’ygfl(b) cJ,

pelo Lema 2.9(¢ii). Por outro lado, pelo item (iv) do Lema 2.9, obtemos que
D,(g-1yYg-1 (va(a)b) € J. Assim, pelo Lema 2.5, é suficiente provar que ¢ e 7 coincidem
como multiplicadores a direita em 7.

Seja z € J. Pelo Lema 1.8(iii), ap-1,(x) € Dp-1 N Dp-1y. Dali,
ap-14(z)a € Dp-1 N Dy-14 €

¢ = (v74-1n(a))vg-1(b)
= ag1(ag(ag-p(an-1g(z)a))b)
= ag1((ag o ag-1)(an-14(z)a)d)
= ag1((ag o ag-1 o) (-1 0 ag)(z)a)d)
= ag-1(an((an-1(ay(z)))a)b)
= ag-1((ag(z)ym(a))b)
= ag1(ag(@)(ym(a)b))
= mg—l(%(a)b)

= 77,

como desejado.
Agora, consideremos os multiplicadores ¢ := v,-1(b)y,-1n(a) e T := v,-1(byn(a)). Apli-
cando o item (i) do Lema 2.8 e os itens (v) e (vi) do Lema 2.9, temos que

D,g-1y¢ € Dy-179g-1,(a) € J e D,g-1y7 € J. Como anteriormente, basta mostrar que ¢ e
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7 coincidem como multiplicadores & direita em J. Dado z € J, note que o, (2)b € D,N Dy,

e, portanto,
ap-1(ag(x)b) € Dp-1,N Dp-1 e ay-1(ay(z)b) € Dy—1 N Dy-

Além disso,

g = (275-1(0))74-10(a)
= ag-p(ap-1g(ag-1(ag(z)b))a)
= ag-1p((ap-1 0 ag)(ag-1(ay(z)b))a)
= ag-p(ap-1(ayg(r)b)a)
= (ag-1 0 ) (an-1(ay(z)b)a)
= ag-1(ap(ap-1(ay(z)b)a))
= ay-1((ay(z)b)yn(a))
= ag-1(ay(z)(byn(a)))
= z7,-1(byn(a))

= a7

e o resultado segue. O

Dado um grupoide G, definamos o conjunto X, := {h € G | r(h) = r(g)}. Agora
estamos em condi¢oes de provar um dos principais resultados dessa se¢ao, baseado nos
Teoremas 2.3 de [6] e 3.3 de [3].

Proposicao 2.11. Sejam R um anel semiprimo, G um grupoide e o uma ag¢ao parcial
fechada de G sobre R. Entao (R, «) possui uma agao envolvente (T, B) se, para quaisquer
a € Dyg-1y e g € G, existe v4(a) € M(D,y) tal que

(i) Drgyvg(a) € Dy;

(i) v4(a)|p, = ag-17atg|p, como multiplicadores a direita, ou seja, vy4(a) = ay(og-1(r)a),
para todo x € Dy;

(1) g(a)Drig) € Dy.

Demonstragao:  Seja L = F(G,) .o, M(D.)) o anel de todas as fungdes de G
em ZeeGOM( ¢). Consideremos o subanel F de £ de todas as fungdes f tais que
f(g) € M(D,4-1y), para todo g € G. Seguindo [2|, para cada g € G definimos

F,:={feF| f(h)=0, para todoh ¢ X,}.
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Claramente, F, ¢ um ideal de F e F; = F, (), uma vez que X, = X, (. No que se segue,

convenientemente denotaremos o valor f(h) por f|,, para quaisquer f € F e h € G.
Para g € Ge f € F,1, seja By : F,-1 — F; a aplicacao dada por

f(g7'h), seheX,

0, caso contrario.

Bg(f)'h =

Notemos que se h € X, entao r(h) = r(g) = d(g™") e, portanto, o produto g 'h existe
e r(g7th) = r(g71). Assim, B, estd bem definida. E claro que £, ¢ um homomorfismo de

anéis e, além disso, temos que

Bg-1 0 Bg(f”h = Bg(f)’gh = f(g_l(gh))
= f(d(g)h) = f(r(h)h) = f(h),

para quaisquer g € G, f € Fy-i e h € Xy-1. Se h ¢ X,-1, B, se anula. Analogamente,
By 0 By-1(f)|n = f(h), para quaisquer f € F, e h € X,. Logo, B, é um isomorfismo de

anéis. Observemos que . = I, para todo e € GGy. Mais ainda,

Ban(Nle = f(A g™ 1) = f(h™(g™'1)) = By o Bu(F)]i,

para quaisquer f € Fj-1, 1 € X, e (g,h) € G*. Se | ¢ X,, entao f,, se anula. Consequen-
temente, 5 = ({F, }seq, {5y} 4ec) ¢ uma acao global de G sobre F.

Agora, sejam g € G e a € D,(4-1). Pelo Lema 2.5, o multiplicador 7,(a) ¢ unicamente

determinado. Entao, podemos definir uma aplicagao . : D, — F, por

VYe(a)|n = Yu-1(a), ser(h)=ce

0, caso contrario,

para todo e € G. Notemos que (a)|, = yp-1(a) € M(D,;-1)), para todo h € G tal que
r(h) = e. Assim, ¢ (a) € F..

Mostremos que v, é injetora. Seja a € D, tal que ¥.(a) = 0. Entdo, para todo
h € G, ¥.(a)|l, = 0. Em particular, para todo h € G com r(h) = e, temos que
Ye(a)|lp = p-1(a) = 0. Assim, para h = e, 7.(a) = 0 para todo a € D.. Dai,
0 = 7e(a)
semiprimo, obtemos a = 0, provando a injetividade de ..

D. = Qe-1T40|p, = D.a. Ou seja, D.a = 0 e, uma vez que D, é um anel

Para mostrar que 1, ¢ um homomorfismo de anéis, sejam a,b € D, e h € G. Cla-
ramente, ¥.(ab)|, = 0 = 1e(a)|pe(b)|n, para todo h ¢ X.. Suponhamos que h € X..
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Entao

(xyp-1(a))yp-1(b) = ((z)aprean-1)aprpap—1
= (T)aprapop-1

= xy,-1(ab),

para todo x € Dj-1. Aplicando os itens (i) e (it) do Lema 2.5, obtemos que
Yh-1(ab) = yp-1(a)y,-1(b). Logo, 1. é uma funcdo multiplicativa. Analogamente mostra-se

que v, é¢ uma funcao aditiva e, portanto, ¥, ¢ um monomorfismo de anéis.

Agora, seja I, a subélgebra de F; gerada por Ur(g)zr(h) Br(¥r(n-—1y(Dyn-1y), para todo

g€ G. SejaT =1]] E,, para cada e € G, e defina

eeGo

te 1 B, — T

r = (901)166'0,

em que x, = x e x; = 0 se [ # e. Seguindo [2|, para simplificar as notagoes, identificaremos
E. com t.(E.) C T e 1. com t.01).. Além disso, denotaremos pelo mesmo 3, o isomorfismo
de anéis ¢,(g) o Bylp,_, © L;(;,l) de t,(g-1)(Ey-1) = Ey-1 sobre i,4)(E,) = E,. Assim, por

construcao, 8 = ({E;} e, {By}gec) € uma agao global de G sobre T

Queremos mostrar que 3 é uma globalizacao pra «. Para isto, provemos primeiramente

a propriedade (ii7) da Defini¢ao 1.12 de globalizagao, isto é,

By(hr(g-1)(a)) = Yrg)(ag(a)), a € Dy-1. (2.1)

Sejam ¢g,h € G e a € Dy-1. Temos dois casos a considerar. No primeiro, r(h) # r(g).
Nesse caso, B4(¢rg-1)(a))|n = 0 = g (ay(a))|n, mostrando o desejado. No segundo
caso, r(h) = r(g). Assim, temos que D, e D) sao ideais de D,p) = D,(). Conside-
remos ¢ = By(rig(@)ln = Mtgla) © T = $riey(@e(@))ls = s (p(a)). Entiio ¢ ¢ 7
sao multiplicadores em M (D,,-1)). Dado € I := Dj-1 N Dy-14 < Dy(-1), temos que
ag-1(x) € Dyg-1}, A Dy g1y = Dy(g-1y €, multiplicando por a € Dy-1 4 D, 41y, segue que

ag-1p(z)a € Dy—1 N Dy-1j,. Assim, pela Observagao 1.9, temos

26 = wmoyla)
= (ap-100ay)((ag-100)(x)a)
= ap-1(ap(r)ay(a))

= XT.

Logo, segue do Lema 2.5 e dos itens (i) e (i) do Lema 2.9 que ¢ = 7, isto &, By(1,g-1)(a))|n =
Ur(g)(ag(a))|n para todo h € G tal que r(h) = r(g). Consequentemente, fy(y4-1y(a)) =

V() (0g(a)) para todo a € Dy-1 como desejado.
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Agora vamos verificar a propriedade (i7) da definigdo de globalizagao, a saber

Ur(g)(Dg) = ¥r(g)(Dr(g)) N By(¥r(g-1)(Dr(g-1))), para todo g € G.

Consideremos um elemento ¢ € ¥,.(g)(Dy(g)) By (Vr(g-1)(Drg-1))). Entao, existem elementos
a € Dygy e b € D,y tais que ¢ = Yy (a) = By(rg-1)(b). Dado h € G tal que
r(h) = r(g), obtemos

’Yhfl(a) = wr(g)(a”h = ﬁg(wr(g*)(b)”h = Wflg(b)-

Em particular, considerando h = r(g), temos que v,(g)(a) = 74(b), ou seja, r, = v4(b).

(9)
Como D,ga = D,v4(b) C D,, pelo Lema 2.8(ii), segue que a € [Dy] = D,. Logo,

c =Yg (a) € g (Dy), 0 que prova uma das inclusdes desejadas.

Para a outra inclusao, basta verificar que 9,(5)(Dy) C By(rg-1)(Dy(g-1))). Para isso,
sejam a € Dy e b= a,-1(a). Entao, dado h € G tal que r(h) = r(g), temos

Urg)(@ln = Wr(g)(g(0) | = n-1(g(D))

= ’Yh*lg(b) = 6g(¢r(g*1)<b>)|h’

Portanto, I/JT(g)(Dg) - ﬁg(wr(gq)(Dr(gfl))).

Finalmente, mostremos que ¥.(D,) ¢ um ideal de E,, para todo e € Gy. E suficiente

provar que

= Bn(Wrn1)(@))0e(D) € Ye(De); v = 1e(0) Br(¥r(n-1)(a)) € Ye(De),

para quaisquer a € D,p-1y, b € Do e h € G com h € X.. Se g € G satisfaz
r(g) # r(h) =e, entdo z|, =0 =1v|,. Ser(g) =r(h)=ce

x|g = ¢r(h*1)(a>|hflg¢6(b)|g = 79*1h(a)'79*1 (b)a

segue do Lema 2.10 que v4-1(a)yy-1(b) = v4-1(7n(a)b) como elementos de M (D, 4-1y).
ASSima T = we(ﬁ}/h(@)lﬁ € we(De)'

Agora provemos que ¥.(D.) ¢ um ideal a direita de E.. Seja g € G tal que
r(h) =r(g). Entao

vlg = Ye(0)lg¥rn—1)(@)[n-1g = g1 (D)7g-1n(a).

Pelo Lema 2.10, segue que 74-1(b)y,-1n(a) = v-1(by(a)). Portanto,
v = Ye(byn(a)) € Ye(D.). Consequentemente, 8 = ({E,}sec, {By}sec) € uma globali-
zagao de a. a
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Unindo as Proposicoes 2.7 e 2.11, enunciamos o principal resultado dessa se¢ao no que

segue.

Teorema 2.12. Sejam R um anel semiprimo, G um grupoide e o uma ag¢ao parcial de
G sobre R. Suponhamos que todos os ideais D, sao ideais fechados, g € G. Entao o

possui wma agdo envolvente se, e somente se, para quaisquer a € D,,-1y e g € G, existe
Yg(a) € M(Dyy) tal que

(i) DT‘(QWQ(&) C Dy;

(i) v4(a)|p, = ag-17atg|p, como multiplicadores a direita, ou seja, vy4(a) = ay(og-1(x)a),

para todo x € Dy;

(ii1) ’Vg(a)DT(g) C D,.

E importante enfatizar que a propriedade (iii) no resultado acima ndo é considerada
para o caso de grupo mas se mostrou necesséaria no contexto de grupoides, principalmente
para provar o item (iv) do Lema 2.9, ja que consideramos anéis nao necessariamente uni-
tarios.

Até aqui mostramos a existéncia de uma acao envolvente sob as hipoteses da Proposicao
2.11 mas nao provamos a sua unicidade a menos de equivaléncia. Esse resultado é valido

para agoes envolventes semiprimas.

2.2 Acoes Envolventes Semiprimas

O objetivo dessa se¢ao consiste em provar que se « possui uma ac¢ao envolvente, entao
também possui uma agao envolvente semiprima, a qual é inica a menos de equivaléncia,
generalizando a Sec¢ao 3 de [6]. No que segue, consideraremos que todas as condigoes da
Proposigao 2.11 sao satisfeitas e usaremos a mesma notagao da Secao 2.1. Em particular,
(T, 5) denota uma agao envolvente de (R, «) e Nil(T) denota o radical primo (interse¢ao
de todos os ideais primos) do anel T.

Recordemos, inicialmente, a definicao de radical hereditéario e algumas propriedades do
radical primo de um anel.

A definigao de radical hereditario ¢ dada no Teorema 48 de [7]:
Teorema 2.13. ([7], Theorem 48) Seja S um anel. Para um radical rad, sao equivalentes:
(1) Se I € um ideal de S e S =rad(95), entdo I =rad(l);
(it) Para todo anel S e todo ideal I de S tem-se rad(I) =rad(S) N I.

No caso em que um radical satisfaz uma das condi¢oes acima, dizemos que tal radical é

hereditdrio.
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O radical primo é um radical hereditéario (ver [7]). Em [14], temos outros dois resultados

importantes sobre o radical primo:

Observacao 2.14. Dado um anel R
(i) R/Nil(R) é um anel semiprimo (Exemplo 10.17(d));
(i) Nil(R) = (0) se R é semiprimo (Proposi¢ao 10.16).

Notemos que, se R é semiprimo, entao D, é um ideal semiprimo de R para todo e € Gj.
Ou, ainda, D, € semiprimo, para todo g € GG. A partir destes resultados, identificando

D, com ¢.(D.) C E., para todo e € G, podemos concluir que

Nil(Eyg)) N Br(Dyn—1y) = Nil(Br(Dyn-1y)) =0

para quaisquer g,h € G tais que r(g) = r(h). De fato, a primeira igualdade segue pois
o radical primo ¢ hereditario e 3,(D,p-1)) ¢ um ideal de E,). A segunda igualdade é
imediata pelo item (i7) da observacdo acima. Em particular, para h = r(g), obtemos
que Nil(E,g)) N Brg)(Dririgy) = 0 €, como S,y ¢ a aplicacao identidade de E,(g), entao
Nil(Eyg)) N Dyg = 0. Disso segue que, para todo g € G,

NZZ(T) N Dr(g) =0 (2.2)

uma vez que Nil(E, ) = Nil(T) N E,g) ¢ Dy ¢ um ideal de E, ).
Nosso proximo passo consiste em estender 3 4 uma acao global 8 sobre o anel semiprimo
T = T/Nil(T). Para isso, vamos definir previamente o conceito de ideal 3-invariante e

mostrar que Nil(T') satisfaz tal propriedade.
Dizemos que um ideal I do anel T" é S-invariante se 3,(/ N E,-1) C I N E,, para todo

g € G. Notemos que, como F, ¢ um ideal de T', entao I N E, também é um ideal de T,

para todo g € G. Além disso, ¢é facil verificar que Nil(7T') é um ideal S-invariante de T" pois

Bo(Nil(T) N Eg1) = By(Nil(Eg-1)
- Nil(ﬁg(Eg”))
~ Nil(E,)
= Nil(T)NE,,

uma vez que Nil(T) é um radical hereditario.

Agora vamos estender 3 & uma acgdo global 3 sobre o anel semiprimo T = T/Nil(T),

seguindo os passos do Lema 2.2(73) de [11].
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Considere os isomorfismos canonicos

Egﬂ + Nil (T) Egﬂ

Na(T) B, nNi(T)
ag-1 + Nil(T) — a1+ (E;-1 N Nil(T))

o

B, BNl
7 B, nNil(T) Nil(T)
ag+ (E,NNil(T)) +—  a,+ Nil(T).

Como, para todo g € G, 5, : E,-1» — E, é um isomorfismo e [,(Nil(T) N E,-1)

= Nil(T) N E, pois Nil(T) é -invariante, entdo (3, se estende a um isomorfismo

¢ . Eg_l N Eg
9" B, N Nil(T) E, N Nil(T)

a+ (B, NNI(T)) = Byla) + (Eg N Nil(T)).

A composicao 0’0o Y40 o desses trés isomorfismos implica que, para todo g € G, a aplicacao

— B, + Nil(T) E, + Nil(T)
b =Namy 7 T N
a+ Nil(T) —  Byla)+ Nil(T)

estd bem definida e ¢ um isomorfismo de ideais de T = T/Nil(T). Dado g € G, defina
— B, + Nil(T)

g Nil(T)
Mostremos que [ = ({Bg}gec, {Eg}gEG) é uma acao global do grupoide G sobre o
anel T. Primeiramente, note que £, = Er(g) para todo g € G, ja que [ ¢é acao global e

Ey = E,(4). Agora basta provar os itens (i) e (i7) da Defini¢ao 1.5.

(i) B, ¢é a aplicacdo identidade de E, para todo e € Gj.

Sejam e € Gy e @ = a + Nil(T) € E,, com a € E,. Dai,

Bela+ Nil(T)) = Be(a) + Nil(T) = a+ Nil(T)

e, portanto, 3, = idg, .

(ii) B, o By(T) = B,,(T), para quaisquer (g,h) € G* e T € Ejp-1 = Egp)1.

Seja (g9,h) € G®. Note que Ej, = E,) = E g1y = E_ 1. Assim, dado T € Ej,-1,

g

46



Capitulo 2. Globalizacao de Agoes Parciais de Grupoides sobre Anéis Semiprimos

temos que T = = + Nil(T) com x € Ej-1 e, portanto,

o f,(x + Nil(T))
(B () + Nil(T))
= Be(Bn(x)) + Nil(T)
= Bgn(x) + Nil(T)

By o
By (B

como desejado.

Logo,  é uma acdo global de G sobre T = T/Nil(T), que é um anel semiprimo.

Imediatamente obtemos o seguinte resultado

Lema 2.15. (T, 3) € uma agdo envolvente semiprima de a.

Demonstragao: Para cada e € Gy, 0 monomorfismo ¢, : D, — F,. induz o monomor-

fismo

De fato, dado = € kerp,, segue de (2.2) que ¢.(x) € Nil(T)Npe(D,) = 0. Assim, p.(x) =0
e, como ¢, é monomorfismo, x = 0.

Agora vamos provar os itens (i) — (iv) da Defini¢ao 1.12.

(i) ©.(D,) é um ideal de E., para todo e € Gj.
Como ¢.(D,) ¢ um ideal de E., entdo @,(D,) = @.(D.) + Nil(T) é um ideal de E..

(ZZ) @r(g)(Dg) = Er(g) (Dr(g)) N Bg(@r(g—1)<Dr(g*1)))v para todo g€ G.
Pela definicao de @,, podemos reescrever a igualdade acima como

©r(g)(Dg) + Nil(T) = (¢r(g)(Dr(g)) + Nil(T) N (By(r(g-1)(Dr(g-1y)) + Nil(T)).

A inclusao C ¢ imediata pois Dy, C D,,), para todo g € G. Por outro lado, seja
Y € (¢r(9)(Dr(g)) + Nil(T)) O (Bg(r(g-1)(Dr(g-1))) + Nil(T)). Entao

Y= Qpr(g)(a) + NZZ(T) = Bg(¢r(g*1)(b)) + NZZ(T),

com a € Dyg e b € Dyy-1y. Devemos mostrar que a € D, Temos que
pr(g)(a) — 59(90r (o-1)(0)) € Nil(T). Assim, para todo ¢ € D, (),

(22)

Pr(g) () (Pr(g) (@) = By(Pr(g-1)(b))) € Nil(T) N @y(g)(Drg)) = (0).
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Logo,
©r(g)(C)Pr(g) (@) = ©r(g)(€)By(Pr(g-1)(D)) € @r(g)(Dy)

por 1.12(ii) e, consequentemente, @r(g)(Dyrg))@r(g)(a) S ©rg)(Dy). Como D, é
um ideal fechado de D, (), entdo ¢, (Dy) é um ideal fechado de E, (). Assim,
©r(g)(a) € [@r(g)(Dg)] = ©rg)(Dy), ou seja, a € Dy para todo g € G. Portanto,

Y = ¢rg)(a) + Nil(T) € o5 (Dy) + Nil(T)
mostrando o desejado.

(1i1) Bg 0 Pr(g-1)(@) =P,y © ay(a), para todo a € Dy-

Sejaa € Dy C D Entao

r(g=1)-

(By o Brg-1))(@) = By(rg-1)(a) + Nil(T))
= By(prg-1y(a)) + Nil(T)
= ¢r(g)(ag(a)) + Nil(T)

= Dy lag(a))

)

— (SOT’(Q) O O{g CL)

() By= Y Byl (Do), para todo g € G
r(g)=r(h)
Dado g € G,

E, = {a+ Nil(T)|a€ E,}

5h Orn-1y(x)) | + Nil(T) | 2 € D1y

{ Z [Br(prn-1y(2)) + Nil(T)] | © € Dyp-1y
(9)=r(h
{ Z (z) + Nil(T))] | z € Dy

(9)=r(h

Z Bh 901” )] | 2SS D (
r(g)=r(h)

= Bh %(h 1) D~ )))~

r(g)=r(h

Como T = T/Nil(T) ¢ um anel semiprimo, segue que (7, 3) ¢ uma acdo envolvente

semiprima de a. O
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Agora podemos provar que uma agao envolvente semiprima, quando existe, é tnica a

menos de equivaléncia.

Proposicao 2.16. Suponhamos que « € uma acao parcial de um grupoide G sobre um anel

semiprimo R. Sejam = ({Ey}gec, {By}gec) € B = ({E,}gea {158, }gec) agoes envolventes
semiprimas de (R, «) sobre os anéis T e T, respectivamente. Entao (T, () e (T',') sao
equivalentes, isto €, para cada e € Gy, existe um isomorfismo de anéis ®. : E. — E! tal

que

s Q)Oﬁg( ) ﬂ O(I)T(g )( )

para todo w € Ej.4-1y.

Demonstragao: Dado e € Gy, sejam ¢, : D, — E. e ¢!, : D, — E! os monomorfismos

referentes as acoes envolventes semiprimas 3 e ', respectivamente. Note que

1. D, ¢ um ideal tanto de E. quanto de £, para todo e € Go. Em particular, D, ¢é
um ideal de E, ) e E’(g), para todo g € G.

2. Os anéis T e T sao semiprimos, ja que (3 e (3’ sdo agdes envolventes semiprimas.

Portanto, E, e £}, sao anéis semiprimos, para todo g € G.

Além disso, os elementos de E,(,) podem ser escritos como

S (01 (@))
1=1

e os elementos de E’ (9) podem ser escritos como

ILACHEY

com a; € D, -1y Definamos, para cada e € G,
¢, :E, — FE

Zﬁh SOT az = Zﬁéi(%(m—l)(ai))
=1

com a; € D, p,-1), hy € X, i € {1,...,n}.
Mostremos prlmelramente que &, é um isomorﬁsmo de anéis para todo e € Gy. Para
mostrar que ®. estd bem definida, suponhamos que Zﬂh )(a,)) = 0. Devemos
=1
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provar que Zﬂhi(gpr(hﬂ)(ai)) = 0. Para quaisquer [ € X, e a € D,;-1), temos

=1

0= Bh, (¢ 1) (@))Bi (g1 (@)-
=1
Entao "
0= B2, (g (@) (). (2.3)
i=1

Mais ainda, observe que o conjunto ¢, ;-1y,)-1y(Dra-1h,)-1)) = @;(hi_l)(DT(hi—l)) ¢ um ideal
de E;(h._l) e o conjunto 5{_1hi(¢;(h__1)(Dr(h;1)) ¢ um ideal de £ ;.. Pela Definicao 1.12(ii),
segue que o elemento

72 7= B, (] oy (00 gy (a)

pertence ao ideal

SDL(z—lhi)(Dr(l—l)) N 5;—1h¢(QO;*((l—lhi)—l)(Dr(hi_l)))

— @;(l—lhi)(Dr(lflhi)) N /61/—1]” (('D;“((l_lhi)_l)(D'r(h;l)))
= @;(l—lhi)(lelhi)‘

Logo, existe um elemento b, € Di-1p, tal que x; = ¢ ;1,,(b;,), para todo

i € {1,...,n}. Analogamente, existe b; , € D15, tal que
Yi = B (1) (i) pra-1)(a) = ©r=1h,) (bi,a)-
Afirmagdo: b; , = b; o

De fato, seja H um ideal essencial de D, -1y e considere aj-15,(H N Dy,-1;) um ideal

k3
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essencial de Dj-1,. Para todo z € H N D, -1;, temos

-1, (2) (bi,a — b ,)

= ap-1p,(2)bi, 0 — oy-1p, (z)b; u
- 7"(l ey Bt (€510 (2)))bi o — %z Lh;) (51 1 (1 ()05 4
— r(l 1y Brerna (@rn10y (2))) oy T(l oy () — .0 1h)(/3l 1h( 10(2)))90;&1,1,11_)(@)
- r(l lh (Bi-1h, (% 1y (2))) e r(l lh (Bi=1h, (r =1y () or—1 ( )
z h) (Bi-1p, (&, (Z))) z 1h;) (B-1p, (¢, )(a ))er-1)(a))
= SDT(I 1h)<@l 1 (P ( ))) O~ 1h)(5l 1 (P (@z)))
1y

z 1h;) (51 1h( z)))p z 1h,) (51 1h( a;)))a

"
= 907«(1 1h [Bi-18, (%(h 1l)< ))51 1h; (%(h )( ))]a
l 1hy) [ﬁl 1h( 11)(2 )51 1h( )(QZ))]G

)
= Spr(l 1hy) 18- Thy (‘pr(h 11)('2“1))] l 1hy) [5[ 1p, (@,(h ll)(zai))]a

= o1y, (za;)a — a1y, (2a;)a

= 0.
Consequentemente, oy-14,(2)(bs,a — b;,) = 0 para todo z € H N D,-1; e, portanto,

-1y, (H O Dy ) (b0 — b ,) = 0. Isso implica que b;, = b, pois H N Dy, ¢ um

ideal essencial de Dr(h;l), provando a afirmacao.

Agora, segue de (2.3) que
0 = Z%l 1) a)f- 1h( )(ai))
= Z 90;(1—1h¢)(b
= Z%z 1) z o)

= LPIT(H) <Z b;,a>
=1

e, sendo ¢/, (-1 injetora, obtemos

> b, =0. (2.4)
=1
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Logo,

n n

Bilpra-n(@) Y Bulegnyla)) = Y Bilera1)(@)Bu (e, (@)

i=1 i:l

= 0 Z%«z (@) B, (@, 0,71 (a ))]

= 0 Z@r(l—lhi)(b
=1 h

= B e (Zbi,a )
i=1

(24) -

SRICTI )
=1

= Bilera-1)(0))
= 0.

Assim, Bi(prq-1) Zﬁh ¢,m-1y(ai)) = 0 e, portanto, o elemento Z/Bh Pr(h- 1(ai))
i=1
anula o ideal 5(y, - 1)(D (- 1))) de E,q-1) para todo [ € X.. Consequentemente,

E, (Z ﬂhim(h;)(ai))) =0

e, como F, é semiprimo, obtemos

Z Bhi (@rn—1y(as)) =0,
i=1

mostrando que ®, estd bem definida.

Analogamente, a aplicagao
¢ :FE — E,
iﬁz’”(@’r(hi—l)(%)) — znzﬁhi(SDr(hil)(ai))
i=1 i=1
com a; € D, g1y, hi € Xe e i € {1,...,n}, estd bem definida e ¢ a inversa de ®..

O prox1m0 passo consiste em mostrar que ®, preserva produtos para todo e € (.
Sejam g, h € G tais que r(g) = r(h), a € Dy(4-1) e b € D,4-1y. Entao

w = ﬁg(gpr(gfl)(a))ﬂh(¢r(h*1)(b))
= 5h(6h—1g(90r((h_1g)_1)<a>)§0r(h_1g)(b))
= Brn(Br-14(@rg-—11)(a))@r(n-14)(D)).
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Seja x 1= Bh-14(@rg-11)(@))@r(n-14)(b). Observemos que x pertence ao ideal

Br=14(@r(g-11) (Dr(g=11)))r(h=19) (Dr(n-14))

= Br-1g(Prig-11) (Drg-11))) O Lrn=19) (Dr(n1g))
= gor(h—lg) (Dh—lg).

Assim, existe u € D1, tal que = @p(p-14) ().

Agora, sejam

w' = ﬁ;(@;(gﬂ)(a))ﬁé(%(hfl)(b))
= Bﬁ(ﬁﬁflg(@;(gflh)(a))SO;n(hflg)(b))

ey = 52_19(90;(9_1,1)(a))go;(h_lg)(b). De modo analogo, note que y pertence ao ideal
¢;(h—1g)(Dh—1g) e, portanto, existe v € Dj-1, tal que y = 90;«(h—19) (v). Seguindo os pas-

sos da demonstragao para a afirmacgao acima, obtemos que v = v. Assim,

q)e(ﬁg(gpr(g*l)(a))ﬁh(%(h*)(b))) = @ ﬁh(@r(hflg)(u)))

Logo, ®. preserva produtos e, consequentemente, ., é um homomorfismo de anéis pois é,
também, aditiva, ja que (. e p,. sao aditivas para todo e € Gj.

Entao, resta mostrar que @, o By(w) = B 0 ®,(,-1)(w) para todo w € E,.,-1y. Com
efeito, dados g, h € G tais que r(h) = r(r(¢7")) =r(g7"), w = Br(ern-1)(a)) € a € Dyg-1y,

temos

D) 0 By(w) = Dyg) 0 Bgn(prin-1)(a))
= Bu¢rp-1(a))
= By®s(g-1)(Brlern-1y(a)))
= Byo Orgny(w).

Como uma consequéncia imediata, obtemos o seguinte resultado

Teorema 2.17. Sejam R um anel semiprimo, G um grupoide e o uma ag¢ao parcial fe-
chada de G sobre R. Suponhamos que, para quaisquer a € D,y e g € G, exista
Yg(a) € M(Dyy) tal que

(i) Dygyve(a) C Dy;
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(ii) v4(a)|p, = ag-17a0tg|p, como multiplicadores a direita, ou seja, vy4(a) = ay(og-1(r)a),

para todo x € Dy;

(ii) v4(a)Dyg) C Dy.

Entao o possui uma agao envolvente semiprima, a qual € unica a menos de equivaléncia.

Demonstracao: Segue das Proposicoes 2.11 e 2.16. O

Facamos um exercicio: no que se assemelham o Teorema 2.17 aqui enunciado e o
Teorema 1.15 apresentado por Bagio e Paques em |2, Theorem 2.1]7

Consideremos uma acao parcial @ = ({Dy}geq, {0y} gec) de um grupoide G sobre um
anel R tal que cada D, é unitéario e, portanto, fechado. Se cada D, é unitario, g ¢ Gy,
entao o admite uma globalizagao tnica a menos de equivaléncia, pelo Teorema 1.15. Por
outro lado, ao considerar 1, a identidade de D, segue que, para cada a € D, -1y, sempre
podemos definir um multiplicador vy(a) = (ra,(1,1a) lay(1,-1a)) 1O anel de multiplicadores
M(D,g)). Tal multiplicador satisfaz as hipéteses (i)-(i17) do Teorema 2.17 e, consequen-
temente, também garante a existéncia e unicidade de uma globalizacao para «. Ou seja,

tais resultados coincidem.
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Capitulo

Anel de Quocientes de Martindale

este capitulo, vamos definir o anel de quocientes de Martindale & direita @,.(R) de um
N anel semiprimo R e nogoes bésicas relacionadas. Uma vez que é possivel estender
uma acao parcial @ de um grupoide G sobre o anel R & uma agao o* de G sobre @Q,(R),
nosso principal objetivo consiste em obter uma globalizacao de o por meio da globalizacao
de o, cuja existéncia é garantida por [2]. Ao longo desse capitulo, R denota um anel

semiprimo nao necessariamente com unidade.

3.1 Pré-requisitos

A nocao de anéis de quocientes de Martindale bilaterais foi introduzida em 1969 para
anéis primos por W. S. Martindale em [17] e estendida em 1972 para anéis semiprimos por
Amitsur em [1|. A defini¢ao do anel de quocientes de Martindale é semelhante & do anel
de quocientes maximal. No que segue, a descrevemos para anéis semiprimos, seguindo os
passos da Sec¢do 1.4 de [18]. Para isso, vamos definir e recordar, primeiramente, alguns

conceitos bésicos.

Definicao 3.1. Dado um ideal a direita I de um anel R, dizemos que uwma aplica¢ao
f:I — R é R-linear a direita se f € aditiva e f(xr) = f(z)r, para quaisquer v € I e
reR.

Recordemos que £(R) denota o conjunto dos ideais essenciais do anel R (ideais cuja
interse¢ao com outro ideal ndo nulo de R é néo trivial). Notemos que, por definigao,
(0) ¢ E(R). Além disso, se I ¢ um ideal de R, entao I +anng(l) = I ®anng(l) é um ideal
essencial de R.

Agora, seja H o conjunto dos pares (f,J), onde f: JJ — R é uma aplicacao R-linear
a direita e J é um ideal essencial de R. Definimos em H uma relacao de equivaléncia ~
dada por: (f,J) ~ (g, K) se, e somente se, existe L C JN K tal que L € E(R) e f = g em

L. Denotaremos por [f;J] a classe de equivaléncia determinada por (f,J) € H. O anel
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de quocientes de Martindale & direita de um anel semiprimo R é o conjunto Q,.(R) das
classes de equivaléncia determinadas pela relagao acima, munido das operacoes de adi¢ao

e multiplicacao definidas como segue:
[fi T+ Mg Kl =[f +g; KN J]

1f5 Jlg; K] = [fg; K J],

em que fg é a composi¢ao das fungoes f e g.

Notemos que se R é um anel semiprimo, entdo @Q).(R) é um anel semiprimo. Quando
o contexto estiver claro, denotaremos o anel de quocientes de Martindale & direita apenas
por Q.

Observemos, também, que a aplicacdo p : R — @ dada por p(z) = [l,; R], em que [,
denota a multiplicagao a esquerda por x, ¢ um monomorfismo de anéis. Mais ainda, sejam
q=1[f;J] € Qex e J. Podese verificar que [f; J|[ls; R] = [l); R], isto é, gp(J) C p(R).
Ademais, se K € £(R) sdo tais que gp(K) = 0, entdo ¢ = 0. De fato, para todo z € JN K,
temos que

[0; R] = [f; J][le; B] = [Lp; ],

o que implica l¢;)|r = 0, para algum L € £(R), ou seja, f(x) € anng(L) = 0. Portanto,
flsnx = 0, mostrando que ¢ = [f;J] = [0; R]. Por fim, para quaisquer ideal J € £(R)
e aplicagao R-linear a direita f : Jg — Rpg, obtemos gp(x) = p(f(z)). Assim, podemos
simplificar a notagao ao identificar R com a sua imagem homomorfica p(R) em Q.
Sintetizamos todas essas propriedades na seguinte proposicao, a qual caracteriza o anel

de quocientes de Martindale & direita Q.
Proposicao 3.2. Se R ¢ um anel semiprimo
(i) R é um subanel de Q;
(11) Para todo q € Q, existe J € E(R) tal que q¢J C R;
(11i) Para quaisquer ¢ € Q e J € E(R), qJ =0 se, e somente se, ¢ = 0;

(iv) Para quaisquer J € E(R) e f: Jg — Rg, eziste q € Q tal que f(x) = qx para todo
x e J.

Mais ainda, as propriedades (i)-(iv) caracterizam o anel Q@ a menos de isomorfismo.

Demonstragao: Mostremos a tltima afirmagao. Seja P um anel que satisfaz as condig¢oes
(i) — (iv). Dado p € P, ao aplicar (i) e (i7), podemos definir um homomorfismo de anéis
w: P — @ dado por w(p) = [f;J],em que J € R, pJ C Re f(x) = px, para todo x € J.

Por (#i7), w é injetora e, por (iv), w é sobrejetora. Logo, w é um isomorfismo de anéis. O
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3.2 A Extensao o de G sobre Q,(R)

Seja o uma agao parcial de um grupoide G sobre um anel semiprimo R. Nesta segao,
vamos estender a & uma agao a* de G sobre o anel Q,.(R) := @. Inicialmente, apresenta-
remos brevemente algumas nogoes fundamentais. Para mais detalhes, o(a) leitor(a) pode
recorrer as referéncias [9], [10] e [18].

O centro de ) é denominado centroide estendido de R e serd denotado por C. Os
elementos de C sao precisamente os elementos de () obtidos via fung¢oes de R-bimddulos.

Podemos descrever os elementos idempotentes de C como segue: sejam H um ideal nao
nulo de R e Ky := H ® anng(H) € E(R). Assim, a aplicagdo f : Ky — R definida por
f(a+b) = a, para quaisquer a € H e b € anng(H), ¢ um homomorfismo de R-bimo6dulos.
Consequentemente, existe ey € C tal que ey(a +b) = ega = a. E claro que ey é um
elemento idempotente de C. Reciprocamente, se e € C' é um elemento idempotente de C,
entao existe um ideal essencial I de R tal que H = el é um ideal de R e, portanto, e = ey.
Notemos que ey = 1 se, e somente se, H € E(R).

Recordemos que o fecho [I] do ideal I de um anel semiprimo R é o conjunto de to-
dos os elementos © € R para os quais existe um ideal essencial H de R com zH C [
(equivalentemente, Hx C I).

E facil ver que [I] = anng(anng(I)) e, consequentemente, os ideais fechados de R, isto
é, os ideais I tais que I = [I], sdo os anuladores.

Dado um ideal fechado I de R, definimos

I"={qeQ|existe H € E(R) com ¢H C I}.

E claro que I* N R =1 e [0g]* = 0p.
Pelos resultados obtidos em [9], sabemos que ha uma correspondéncia 1-1 entre o con-
junto de todos os ideais fechados de R e o conjunto de todos os ideais fechados de @. Isso

nos mostra que os ideais fechados de () sao precisamente os ideias [* para algum ideal

fechado I de R.

Proposigao 3.3. Se I* é um ideal fechado de @, entao I* = e;Q), onde e; € o elemento

wdempotente de C associado ao ideal I.

Pela proposicao acima, todo ideal fechado de () é gerado por um idempotente central
e, portanto, é um somando direto de Q).

Proposicao 3.4. Para qualquer ideal I de R, o ideal fechado I* de @) correspondente ao
fecho [I] de I em R € dado por

I :=[I"={q € Q| existe F' € £(R) com ¢F C I}.
Lema 3.5. Se um ideal I € um somando direto de (), entao I € um ideal fechado de ().
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O desenvolvimento dos resultados 3.3, 3.4 e 3.5 podem ser encontrados na segunda
segao de [10].

Seja A um ideal nao nulo de um anel semiprimo R. Entao A é um anel semiprimo e
podemos considerar o anel de Martindale a direita @,.(A). Seja I um ideal de R maximal
com respeito a condigdo IN A = 0. Entao A+ 1 = A® [ e, mais ainda, I = anng(A), pois
se x € I, temos que tA C AexAC 1, isto é, xAC AN =0. Desse modo, = € anng(A)
e, como A Nanng(A) =0, segue da maximalidade de I que I = anng(A). Sejam A* e I*
os ideais fechados de @) correspondentes a [A] e [[], respectivamente. Notemos que I = [I],

pois I é um anulador.

Proposicao 3.6. ( [10], Proposition 2.2) Com a notagao acima, temos
(1) Q=A"a I
(i) Qr(A) = A*={qeQ|ql* =0} ={q € Q|ql =0}.

Proposicao 3.7. ( [10], Proposition 2.3) Sejam A e B ideais nao nulos de R e

v : A —> B um isomorfismo de anéis. Entdo @ pode ser estendida a um isomorfismo
" Qr(A) — Q.(B).

A extensao ¢* do isomorfismo ¢ da proposicao anterior é tinica. A demonstragao desse

resultado é um caso particular da seguinte proposicao:

Proposicao 3.8. ( [10], Proposition 2.4) Sejam A um ideal nao nulo de R, ¢ : A — R

um monomorfismo de anéis e f, f : Q.(A) — Q.(¢(A)) isomorfismos de anéis tais que
fla= f'la=v. Entao f = f'.

Agora estamos em condigoes de estender a agao parcial o de G sobre R & uma agao
parcial a* de G sobre @Q,(R).

Seja g € G. Como D, ¢ um ideal de R, considere Dy o ideal @-fechado cor-
respondente ao fecho [D, ()] de D). Sabemos que D;’j( g € gerado por um idempotente
central, ou seja, € um anel com unidade. Pela Proposicao 3.6, existe um isomorfismo
Y Q(Dyg)) — D:(g). Como D, é um ideal de D, (), pois a ¢ uma agao parcial de G so-
bre R, consideramos D} como sendo o ideal Q(D,g))-fechado correspondente ao fecho [D,]
de Dy em D,(4. Notemos que Dj é um ideal de Q(D,(y)). Logo, ¢(Dj) ¢ um ideal de Dy -
Para simplificar, denotaremos w(D;) por Dj. Observemos que D, C D7 e D, C D:(g).
Além disso, pela Proposicao 3.7, temos que cada ay (g € G) se estende a um isomorfismo
ay : Dy o — Dy, Entdo, o* = ({D}}4eq, {a]}gec) ¢ uma agao parcial de G sobre () e
Dy ¢ um anel com unidade para cada g € G. A demonstracao esta detalhada na Segao 3.4
de [18].

Note que, pelo Teorema 1.15, a* possui uma agao envolvente, uma vez que os ideais Dy
de @) sao gerados por idempotentes centrais.

Mais ainda, como D, é fechado em D), temos que D; N D,y = Dy = [D,], para todo

g € G. No que segue, identificaremos D, com a sua imagem em FE,, para todo e € Gy.
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Consideremos as seguintes agoes:

o o= ({Dy}yec: {ay}sec) acao parcial do grupoide G sobre o anel semiprimo R;

e o = ({D;}gea, {@) }geq) a extensdo de a a @, o anel de quocientes de Martindale a
direita de R;

e 0= ({E;}gec; 194} gec) agao global de G sobre um anel S e envolvente de (Q, a*);

o 0= ({E,;}sec, {By}sec) acao global de G sobre T e envolvente semiprima de (R, «),
obtida na Proposicao 2.15 como (T, B3).

Como f é envolvente de «, existe um monomorfismo ¢, : D, — E., para todo e € Gj.
Da mesma forma, temos um monomorfismo ¢, : D! — E* e € Gy, uma vez que § é

envolvente de o*. Entao

Ee= Y Bulern)(Drin)))

(h)=e
E; = Z 5h(90,r(h*1)(D:(h*1)>>
r(h)=e

para todo e € Gj.

Definimos
r.:£. — E;

;th(wr(h:l)<al)) — Zl(shz<90;(h21)(al))

em que e € Go, a; € D, -1y C© D* " hi€e Xceie{l,...,n}.

(hy
Proposigao 3.9. Sob a notagcao acima, I'c € um monomorfismo de anéis bem definido e

[.ope=¢.oj, em que j: D, — D denota a inclusio natural para todo e € Gy.

Demonstragao:  Suponhamos que >, ., B, (#,4-1)(a;)) = 0. Dados | € X, e
a € D,g1), temos que ZlgignQpr(l—l)(a)ﬁl—lhi(@r(hjl)(ai)) = 0. O elemento
71 = Pt (@), (9,1 (@1)) pertence ao ideal

(pr(l—lhi)(Dr(l—l)) N 51—”11'(‘Pr((l—lhi)_l)(Dr(hfl)» = @r(l—lhi)(Dl—1h¢>~

k3

Notemos que a relagao I'. 0 ¢, = ¢!, 0 j é imediata, uma vez que se a € D,, entao

Feoge(a) = Te(pe(a)) = ¢c(a) = ¢, (j(a)) = ¢ 0 j(a).

Isso implica que o seguinte diagrama



3.3 Globalizacao via o*

comuta. Dessa forma, vamos omitir as aplicagoes ., ¢, e j quando conveniente. Assim,
podemos dizer mais precisamente que o elemento x; pertence ao ideal Dj-1y,.

Seja H = (y<icn(Di-1h, © annp, ,_;,
y € H, podemos escrever y = ¢;+7r;, com ¢; € Dj-1,, er; € annp

(Dy-1p,)) um ideal essencial de D,-1y. Para todo

T(lfl)(Dl_lhl'); Z c {1, ceey n}

Logo,
0= Zyaﬁz 1, (i) = Z(Cz+7“z)05l 1, (ai) Zczaﬁz 1, (ai)
=1
e, portanto, existe d; € D, -1, tal que ¢;a = a;-15,(d;), pois ¢;a € Dj-1y,.

Consequentemente,

0= Zczaﬁz 1p,(a;) ZOQ 1y, (i) Br-1n, () Zﬁl 1y, (dia;) = Zal—lhi(diai)
=1

pelas propriedades de envolvente, ja que d;a; € D, -1,. Isso implica que

0 = ZOZ;—U” (dzaz) = Z(Slflhi (diaz 251 1h 5l 1h, (GZ)
] i=1

= ZO{Z 1h 51 1h, (az) = Zciaélqhi(ai).

=1

Notemos que ad;-1,(a;) € D:(l,l)ﬂérlhi(Dr(h;l)) = D}, €, comor; € annDT(l_l)(quhi),
segue que 7;a6,-15,(a;) = 0. Assim, ya) .., 9-1p,(a;) = 0 e, pela arbitrariedade de
y € H, obtemos Ha Z1gign d-1p, (a;) = 0. Além disso, a € D,-1y C D:(H) e D:(H) é um
ideal de E; ., o que implica a} 7, ;. 01-1p,(a;) € Dj -1y Logo, a 32 e, G1-1p,(a;) = 0
ja que H ¢ um ideal essencial de D, -1y e, portanto, D,q-1)> ;<. 0-14,(a;) = 0, o que
implica D7 ;1) 21 <i<, 01-1h;(a;) = 0.

Analogamente, dado ¢ € G, temos que 59(D:(g,1)) Z1§i§n O-1p,(a;) = 0 e, assim,
Elg D 1<i<n O-1n, (i) = 0.

Entdo, 3 ,.,<, 6-1p,(ai) = 0 pois £, 1) é semiprimo. Logo, >, 0, (a;) = 0 e T
estd bem definida, para todo e € Gy.

Usando argumentos analogos aos do Teorema 2.16, segue que I'., e € Gy, € um mono-

morfismo de anéis, o que completa a prova. a

3.3 Globalizacao via o

Nos dedicaremos a apresentar condigoes necessarias e suficientes para que a possua uma
envolvente, munidos da existéncia da envolvente semiprima de a*, a qual é inica a menos

de equivaléncia. Por conseguinte, vamos generalizar alguns resultados desenvolvidos para
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acoes parciais de grupos em [4] e [6].

Seja = ({E,}tgea, {By}sec) @ agao envolvente de a*. Entdo, pela Definicao 1.13, 5 é
uma agao global de GG sobre um anel T' tal que, para cada e € GGy, existe um monomorfismo
de anéis ¢} : D! — E, de modo que as seguintes propriedades sao satisfeitas, para
quaisquer e € Gy e (g, h) € G*:

(i) @i(D?) é um ideal de E.;
(ii) %%)(DZ) = @i(;;)(D:(g)) N 59(@(9—1)(17:(9—1)));
(iii) By o ¢y -1y(a) = @}, © y(a), para todo a € Dy-1;

(iv) Ey = Z Br(ern-1y(Dr-1y))-

r(h)=r(9)

Pela construcao realizada na demonstracao do Teorema 1.15, segue que T = H E.,
ecGy

com E, = Z Br(rn—1) (D5 -1y)), para todo h € G.
r(h)=e

. ~ *
Observemos que, dado e € Gy, temos as aplicagoes D, <~ D* P, E,,em que L
(&
denota a aplicacao de inclusao. Portanto, a composi¢ao dos monomorfismos ¢. e ¢} resulta

em um monomorfismo ¢, : D, — E,. Dessa forma, podemos considerar 7" = H E., de
eeGo
modo que E. = Z Br(ern-1y(Drn-1y)) € Ee. Por construgao, T é um anel e E, é um
r(h)=e

subgrupo aditivo de 7", para todo e € Gy. Além disso, se e, f € Gy s@o tais que e # f,
entdo FEyE} = 0 pois E.Ef = 0.

No que segue, vamos investigar em quais condigoes E! ¢ um anel. Sejam g,h € G tais
que r(g) = r(h) = e, e € Go. Dados a € D,4-1y e b € D,(4-1), temos

5h(¢r(h_1) (a>>ﬁg<¢r(g_1) (b)) = ﬁh<90r(h_1) (a)ﬁh_lg(gor(g_l) (b)))

Portanto, ¢ facil ver que E, serd um anel quando ¢,,-1y(a)Bh-14(¢rg-1)(b)) pertencer ao
conjunto ¢, ,-1y(Dy-1y). Identificando D, com ¢(D.), e € Gy, isto ¢ equivalente a exigir
que
fp-1g(b) € Dr(n-1)
ou, ainda,
Dy n1)Br-1(Dr(g-1y) € Dyn1y,

para quaisquer g, h € G tais que r(g) = r(h) =e.

Para facilitar a referenciacao, vamos registrar tal fato na seguinte observacao:

Observagao 3.10. Nas condigoes acima, E, ¢ um anel e o, -1)(Dyg-1y) € um ideal de
E; se, e somente se, Dyp—1)Bp-14(Dyg1y) € Dyp-1y para quaisquer g, h € G tais que
r(g) =r(h) =e.
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Definamos, para todo g € G, 8, = | g Agora estamos em condigoes de determinar
quando a agao 8" = ({ £} }sec; {5, }4ec) sobre o anel 7" é uma envolvente de a.

Imediatamente obtemos o seguinte resultado

Corolario 3.11. Sejam R um anel semiprimo, G um grupoide e o uma ac¢do parcial.
Suponhamos que todas as condi¢oes do Coroldrio 2.17 sao satisfeitas. Entao o possui uma
acao envolvente semiprima, a qual € unica a menos de equivaléncia. Mais ainda, tal acao

envolvente é precisamente (1", 3').

Demonstracgao: Segue da Proposicao 3.9. a

Se R é um anel com unidade, temos

Proposigao 3.12. Sejam R um anel semiprimo com unidade e o uma a¢ao parcial de um
grupoide G sobre R tal que cada D, € unitdrio, e € Gy. Entao (T', ") € uma envolvente de
a se, e somente se, D, € um ideal de E e Dy é um ideal fechado de D,y , para quaisquer

e € Gy e g € G. Mas ainda, quando isso ocorre, (T",5') € unica a menos de equivaléncia.

Demonstragao: (=) Suponhamos que (77, f') é uma envolvente de . Pelo Teorema 1.15,

cada ideal Dy, g € G, ¢ um anel com unidade e, portanto, ¢ gerado por um idempotente

central 1, € D, (), ou seja, cada ideal D, ¢ um somando direto de D,y e Dy = D,y 1,.
Neste caso, D,y = Dygly ® Dyo)(1p,,, — 14), para todo g € G. De fato, dado

a € Dy, temos que

r(g)

a=alp a(l, — 1, + ]'Dr'(g)) =al, + a(lDr(Q) —1,).

r(g) -

Além disso, note que 19(1Dr(g) — 1,) = 0 e, consequentemente, para todo

r € Dygly N Dr(g)(lpr(!ﬂ —1,), segue que x = al, e x = b(1p 1,), com a,b € D,y e,

rg)

portanto,

al, = b(lDT@ —1,) = aly,-1,= b(lDT@ —1,) -1,
= al, =0
= x=0,

mostrando que D, = Dy()1, ® Dr(g)(lprm —1,) é uma soma direta.
Portanto, cada D,, g € G, ¢ um ideal fechado de D,, pois ¢ o anulador de

Dr(g)<1D7‘(g)
ideal de E., para todo e € Gj.

—1,). Mais ainda, segue da Definicao 1.13 (agdo envolvente) que D, é um

(<) Reciprocamente, suponhamos que D, é um ideal de E! e que D, é um ideal
fechado de Dy, para quaisquer e € Gy e g € G. Denotaremos o gerador de D} por 1,
g € G. Como E, = E,(, possui unidade (ja que E, = Z Br(prn-1)(Dyn-1y)) e todo

r(h)=r(g)
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Dy possui unidade, g € G), entao 1p,, = lg,, para todo g € (G. Assim, uma vez que
D} = EyN By(Ey-1) e D, éideal de E, obtemos

Iy = 1E9/69(1Eg71) - 1Dr(g)ﬁg<lDT(gfl)) € Dr(g),
pois ﬂg(lDr<g—l>> € E,. Além disso, notemos que
Egly N Dyig) = Dig)ly = Drg) N BQ(DT(Q*))‘

Com efeito, se al, € Ejl, N Dy, entao al, = (aly)l, € D41, e, portanto,
E¢ly N Dy € Dygly. A inclusao contraria é imediata pois 1, € D,). A segunda
igualdade segue pois 1, = 1Dr(g>ﬁg(1Dr(g_1)) ¢ um gerador de D,y N By(D,(4-1y). Logo,

Dy = [Dy] = Dy N Dyg) = Egly N Drig) = Drig)lg = Drig) 0 Bg(Dig1))-
Mais ainda, note que ay(a) = aj(a) = fy(a), para quaisquer a € Dy-1 e g € G. Portanto,
(i) D, éum ideal de E!, para todo e € Gy;
(i) Dy = Dy(g) N By(Dyg-1y) = Dyig) N B (Dyg-1)), para todo g € G;
(i) By(a) = ay(a), para todo a € Dy-1;

(iv) By = Z By (Dyn-1y), para quaisquer g, h € G.
r(h)=r(g)

Consequentemente, (77, 4') é uma agao envolvente de o. A unicidade segue do Teorema
1.15. O

Vale ressaltar que, se cada D, (e € Gy) é unitario, segue do Teorema 1.15 que a possui
uma agao envolvente se, e somente se, D, é unitario, para todo g € G. Portanto, “D,. ¢é
um ideal de E/ e ideal D, ¢ fechado em D, ), para quaisquer g € G e e € G" pode ser a
condi¢ao adequada a substituir a existéncia de unidade de cada D,. Com essa perspectiva,
o resultado anterior parece supérfluo ja que traz condigoes mais complexas quanto aos
ideais Dy, g € G. Contudo, como estamos interessados em estudar especialmente o caso
em que R nao possui unidade, se faz necessério estabelecer novas propriedades sobre tais
ideais, para que ambos os casos (unitario e nao unitario) coincidam.

Além disso, pela demonstracao anterior, podemos observar que se R é um anel semi-
primo com unidade e D, ¢ um ideal de E, (e € Gy), entao [D,] = D4 N By(Dy(4-1y), ainda
que os ideais D, nao sejam fechados, com g € G.

O Exemplo 3.8 de [4] mostra que a Proposigao 3.12 nao ¢é vélida para o caso em que R
nao possui unidade e o ¢ uma acao parcial de um grupo sobre R. Em particular, também
podemos concluir a essencialidade da unidade para agoes parciais de grupoides.

No entanto, temos o seguinte resultado
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Teorema 3.13. Sejam R um anel semiprimo e o uma agao parcial fechada de um grupoide
G sobre R. Entao (T', ") é uma envolvente de «v se, e somente se, D, é um ideal de E,

para todo e € Gy.

Demonstragao: Suponhamos que D, é um ideal de E!, para todo e € Gy. Recordemos
que, dado z € Dy-1, temos ay(z) = aj(z) = fy(z). Para quaisquer g € G' e a € Dyy-1),
defina v4(a) = (73, (a), I8,(a)) € M(Dy(g)). Notemos que v4(a) ¢ um multiplicador de D,
j& que este ¢ um ideal de Ej.

Como D,y € By(Dr(g-1)) sdo ideais de E e
Dr(g) N Bg(Dr(gfl)) - DT(g) N (Eg A 59(Eg*1)) = Dr(g) N D;’
entao
Drigy19(@) € Drg)By(a) € Drig) N Bg(Dr(g=1)) € Dig) N Dy = [Dy] = Dy
Além disso, para todo x € D,,

zy4(a) = 2B4(a) = By(By—1(x)a) = By(ay-1(x)a) = ay(ag-1(z)a).

Assim, segue dos Corolarios 2.17 e 3.11 que (7", 5’) ¢ uma envolvente de a. a

Teorema 3.14. Sejam R um anel semiprimo e o uma ag¢ao parcial de um grupoide G
sobre R. Se todo ideal Dy, g € G, € um somando direto de D, g, entio (1", 5') € uma
envolvente de a.

Demonstracao: Seja g € G. Como na Proposicao 3.12, temos que todo ideal D,
¢ fechado em D,,, jA que, em particular, ¢ um somando direto de D, . Além disso,
Dyg) = Dy @ annp, , Dy e, para todo g € G, existe um idempotente central 1, € £,
tal que D) = FE,1,. Pela Secao 3.2, segue que 1, = ep, e, para todo a € D, (), temos
a = ag+by, com ay € Dy e by € annp, , Dy. Entao 1,a = a4, ou seja, todo a € Dy g pode
ser escrito como a = 1ga + by, onde by € annp, Dy

Dados g € G e a € D, (), considere o seguinte multiplicador em M (D,):
’yg(a) - (Tag(lg,la), lag(lgfla)»
Notemos que

(1) Drgyvg(a) = Dygyag(1lg-1a) € Dy, ja que ag(1g-1a) € Dy;
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(ii) para todo x € Dy, temos

ag(ag-1(r)a) = ag((ag-1(z)l-1)a)

(ii3) vg(a)Drg) € Dy, pois ag(14-1a) € D,.

Logo, pelo Corolario 2.12, o possui envolvente e podemos considera-la como sendo (77, §'),
pelo Corolario 2.17. O

A reciproca do Teorema 3.14 nao é necessariamente verdadeira, vide o Exemplo 3.13
de [4]. Agora, para o caso em que R possui unidade, a reciproca segue imediatamente do
Teorema 1.15.

Ainda podemos nos perguntar se no caso em que todos os ideais D, (g € G) sao fechados
em D, ), a existéncia de uma envolvente para o implica que tais ideais sao somandos diretos

de D, . A resposta também é negativa, como apresentada no Exemplo 3.17 de [4].
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Capitulo

Skew Anel de Grupoide Parcial

principal finalidade desse capitulo consiste em generalizar os resultados obtidos no
A segundo capitulo de [4] mas no contexto de agoes parciais de grupoides. Em suma,
buscamos estudar a transferéncia de propriedades entre os skew anéis de grupoides R, G
e @ *,+ G, determinando condicoes para que R %, G seja um anel de Goldie, em que @

denota o anel de quocientes de Martindale a direita do anel semiprimo R.
4.1 Condicoes para que R x, G seja um Anel de Goldie

Iniciaremos com a definigao de skew anel de grupoide parcial. Para isso, fixemos,
entdo, algumas notacoes: o = ({D,}seq, {0y }gec) denotarda uma agao parcial fechada de
um grupoide G sobre um anel semiprimo com unidade R, Q,.(R) := @ é o anel de quocientes
de Martindale a direita de R e o = ({D} }seq, {a; }gec) € a extensao de a a Q, obtida na
Segao 4.2. Além disso, 17 ¢ o idempotente central que gera D}, para todo g € G.

O skew anel de grupoide parcial R %, G correspondente a o é definido como a soma

direta

R+ G = @D Dyd,.

gelG

em que dg4, g € G, sao simbolos, com a adigao usual e a multiplicacao dada por

(234)(ydn) = ag(ag-1(2)y)dgn, se (g,h) € G?

0, caso contrario,
para quaisquer g,h € G, v € Dy e y € Dy,
Observacao 4.1. Consideremos que cada D, € unitdrio, e € Gy. Se a possui envolvente,

entdo ag0y = 1404 - ag-1(ay), em que 14 denota a identidade de Dy, para quaisquer g € G e

ay € D,. De fato, suponhamos que a admite envolvente. Assim, para quaisquer (g, h) € G2,
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ag € Dy e by, € Dy, temos

agly - bpon = ag(ag-1(ag)bn)dgn
= aglag-1(ag)ly-1bn)dgn

= CLgOég(lgfl bh)5gh'

Se (g,h) & G?, seque que a,d, - byo, = 0 por definigdo.
Em particular, se r € D,4-1y, como (g,r(g7")) € G?, obtemos que gr(g™') = g e,
portanto,

Aglg - T = Aglg - T0p(g-1) = ag0rg(1y-17)d,.

Por outro lado, se r ¢ D ), entao azoy -7 = 0. Em suma, temos

(gt

agog(lg-17)dg, ser € D1y
g0y -7 =
0, caso contrario.

Consequentemente, para todo a, € Dy, seque que ag—1(ag) € Dyg-1 C Dyig-1y, 0 que

implica

L0 - ag-1(ag) = lya4(1-104-1(ay))d,
= lyag(ag-1(ay))d,

g0y

Observagao 4.2. Notemos que cada D é um ideal de (), para todo g € G. De fato, como

cada Dy € gerado por um idempotente central 17, entao Dy = 1;D:(g), Jja que Dy € sempre
um tdeal de D;’j(g). Logo, para todo q € Q, obtemos 13q € D:j(g), 74 que D;f(g) € um tdeal de

Q. Consequentemente, para quaisquer a € D; eqeq,
aq = (aly)qg = a(lq) € Dj.
Analogamente, qa € D}, mostrando o desejado.

Na verdade, essa nocao pode ser estendida para qualquer agao parcial no seguinte
sentido: se « é uma acao parcial de um grupoide G sobre um anel R que admite uma
globalizagao (7', ), entao, pelo Teorema 1.15, todo D, é um anel com unidade e, portanto,
¢ um ideal de R, para todo g € G.

As observacoes acima nos permitem mostrar o proximo lema, fundamental para o de-

senvolvimento direto ou indireto dos resultados dessa secao.
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Lema 4.3. (i) Seja y € Q *o G um elemento nao nulo e arbitrdario. Entdo existe um
ideal essencial H de R tal que yH C R %, G. Mais ainda, se
Y1,Y2, Y € Q *4« G, entao existe um ideal essencial K de R tal que
yiK C R %, G, para todo 1 < j < k.

(i) Sey € Q *o G ¢ H € um ideal essencial de R tal que Hy = 0 ou yH = 0, entdo
y = 0.

Demonstragao:

(1) Inicialmente, vamos estudar o comportamento de um monémio nao nulo g,, em

Q *o G = @D;dg. Notemos que Dy = 1;D:(g), pois Dj é gerado por um idempo-

geG
tente central 17 de D:(g). Como g, € Dy, entao q, = 13q,(y), para algum ¢,(,) € D:(g).
Além disso, 17 € Q = Q,(R) e, pela Proposicao 3.2(ii), existe um ideal essencial
Jy em R tal que 17J, C R. Mais ainda, observemos que D:(g) é um ideal de @ e

1; € D; C D;‘(g), o que garante a inclusao 13.J, C D:(g). Portanto,

Igdy © Dy N R = [Dig)] = Drg),

uma vez que « é uma agao parcial fechada (a primeira igualdade segue das nogoes

g7
ideal de @, pela Observacao 4.2, e J, € R C (). Logo, segue por argumento analogo

apresentadas na Secao 3.2). Consequentemente, 15Jy € Dy, uma vez que Dy é um

que
1:J, € DN D,y = [Dy] = D,

(g

*

r(g)
tal que gr(g)Ly C D, (4. Dessa forma, H, = L,J, ¢ um ideal essencial em R e

Por outro lado, temos que g, € D}, e, assim, existe um ideal essencial L, em R

qeHg = qT(g)lngjg = qT(g)Lglzjg C DygDy € Dy. (4.1)

Notemos que g,H, # 0 pois, caso contrario, obterfamos g, = 0, pela Proposicao
3.2 (1ii).

Mais ainda, aplicando a Observacao 4.1 para a acao o, que admite envolvente, temos
que gg0, = 130, - Oé}l(qg). Assim, segue de (4.1) que existe um ideal essencial Hy-1
de R tal que a1 (qg)Hy-1 C Dy-1 C Dy (gy.

Seja b € Hy,-1. Ha duas possibilidades: se b ¢ D, (,-1), temos que ¢0,-b = 0 € R*,G;
se b € D41y, entao
QeOg b = 1304 ay-1(qy)b
= O‘;(a}l(lg)a;l(%)b>5g
= ay(ay-1(ge)b)dg
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= ag(ay-1(qe)b)dy € Dydy C R+, G.

Isto ¢, para todo b € H,-1, segue que q,0, - b € R *, G.

Agora, seja y = > | qg0, um elemento nao nulo de @ *,- G. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que os indices g;’s que aparecem em ¥y sao todos distintos e

que os coeficientes g, sao nao nulos, para todo 1 <17 < n.

Repetindo o argumento acima para cada parcela de y, garantimos a existéncia de um
ideal essencial H; em R tal que ¢,0; - H; C R *, G. Consideremos o ideal essencial
H =(_, H; de R. Assim, para todo b € H, temos

yb = (Z %1-591-) b= (qg.00)b = (qg,b)dy € R0 G.
i=1

i=1 =1

Em particular, segue da Proposicao 3.2 (i) que, como todo g, # 0, existe a € H tal
que gg,a # 0 para algum 7 e, consequentemente, 0 # ya € R *, G.

Agora, se yi,...,yr € @ *o+ G, entao existe um ideal essencial K; de R tal que
y;K; € R*, G, para todo 1 < j < k. Considerando o ideal essencial K = ﬂle K
de R, obtemos que y; K C R x, G, para todo i« < j < k.

n

(i1) Sejam y = quiugi € R#,+G um elemento nao nulo e H um ideal essencial de R
tais que yHl;1 0. Como no item (i), suponhamos, sem perda de generalidade, que
os indices g;’s que aparecem em y sao todos distintos e que os coeficientes g, sao
nao nulos, para todo 1 < ¢ < n. Como consideramos g, # 0, temos que Dy, # 0 e,
consequentemente, D, 7 0. Além disso, D, o) # 0, uma vez que D, (5,) = D, oy

Sendo H essencial em R, obtemos H N D, 9;1) 7é 0. Denotemos g := g;. Entao

HND, 41y ¢ um ideal essencial nao nulo de D, ;1. Assim, oz;,l (gq) # 0 e, portanto,

-1(gg)(HN Dy(g-1y) # 0, 0 que implica aj(a; -1 (qy)(H N Dy(g-1))) # 0. Dessa forma,

existe a € H N D,(,-1 tal que a;I(&Zl_l(qgl)a) # 0 e, consequentemente,

yH 3 ya = aj (O‘ ~1(ggy)a)ug, + Zagl 1 (dg:)a)ug, # 0,

contradizendo a hipdtese de que yH = 0. O segundo caso segue de forma analoga.

Proposicao 4.4. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Se I € um ideal a direita nao nulo de Q *,+ G, entdo I N (Rx,G) é um ideal & direita

nao nulo de R *,, G.
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(1) Se Rx, G é semiprimo, entao @Q *,+ G € semiprimo.
Demonstragao:

(i) Sejam I um ideal & direita nao nulo de @ *,+ G e 0 # x € I. Entéo, pelo Lema 4.3,
existe um ideal essencial H de Dy, tal que 0 # 2H C R *, G. Como I é um ideal a
direita de @ *o+ G, entao 0 # xH C (R *, G) NI, uma vez que H C Q *, G.

(ii) Seja I um ideal a direita de Q *,+ G tal que I? = 0. Como (I N (R*, G))2 C 1> =0
e IN(R+*,G) éideal de R %, G, entdo I N (R %, G) = 0 pois R *, G é semiprimo.

Pelo item (i), I = 0 e, portanto, @) x,+ G é semiprimo.
O

Um anel R é dito ndo singular a direita se o ideal singular & direita Z(R) de R é nulo,
em que Z(R) = {v € R | *E = 0,para algum ideal essencial E de R}. E facil verificar
que z € Z(R) se, e somente se, existe um elemento nao nulo y € J tal que zy = 0, em que

J €& um ideal a direita de R.

Proposicao 4.5. Z(Rx, G) = Z(Q %o+ G) N (R x, G).

Demonstracao: Sejam z € Z(Rx*,G) e J um ideal a direita nao nulo de @ .+ G. Entao,
pelo item (i) da Proposigao 4.4, temos que J N (R *, G) é um ideal & direita nao nulo de
R, G. Assim, existe 0 # y € J N (R %, G) tal que xy = 0. Portanto, x € Z(Q *. G) e,
consequentemente, Z(R %, G) C Z(Q %o+ G) N (R %, G).

Por outro lado, sejam z € Z(Q*+G)N(R*,G) e I um ideal a direita ndo nulo de Rx,G.
Entao existe 0 # z € I(Q *o+ G) tal que xz = 0. Além disso, existem ay, ..., a, € Q %4 G,

Y1, .-, Yn € I tais que z = Z a;y;. Pelo Lema 4.3, existe um ideal essencial nao nulo £ de

=1

R tal que a;E C R %, G, para todo 1 < i < n. Logo, (v;a;)F = y;(a;E) C y;(R+*, G) C I,
para todo 1 <1 < n e, portanto, zF C I. Pelo Lema 4.3, zFE # 0. Assim, existe b € F tal
que 0 # zb € I e z(zb) = (xz)b = 0, mostrando que = € Z(R *, G). O

Corolario 4.6. R x, G € nao singular a direita se, e somente se, Q) xo G € nao singular

a direita.
Demonstragao: Segue imediatamente da Proposigao 4.5. a

Proposicao 4.7. As sequintes condi¢oes sao vdlidas:

(1) Se H é um ideal essencial a direita de Rx, G, entao H(Q *q+ G) € um ideal essencial

a direita de Q) xo G.

(i1) Se F' é um ideal essencial a direita de Q+*, G, entao FN(Rx,G) é um ideal essencial

a direita de R *, G.
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Demonstragao:

(1) Sejam H um ideal essencial a direita de R %, G e I um ideal a direita néo nulo de
Q *o+ G. Pela Proposicao 4.4(i), obtemos que I N (R %, G) é um ideal ndo nulo a
direita de R %, G. Assim,

0#F#HN(IN(R*xG) CHNICH(Qx*o G)NI.
Portanto, H(Q *,+ G) é um ideal essencial a direita de @ *.+ G.

(11) Sejam F' um ideal essencial a direita de @ *,+ G e J um ideal ndo nulo a direita de
R+, G. Entao FNJ(Q #4+ G) # 0. Consideremos 0 # y = Z a;c; € FNJ(Q*o G),

=1
em que a; € J e ¢; € Q x,« G, para todo 1 < ¢ < n. Entao, pelo Lema 4.3, existe
um ideal essencial E de R tal que ¢;E C R %, G, para todo i € {1,....n}. Assim,

yE = Zai(ciE) C(FN(R#*,G))NJ, jaque J éum ideal a direita de R x, G e
i=1
Yy € F<]7- Q * o+ G.

Mais ainda, como y # 0 e F/ ¢ um ideal essencial de R, segue do Lema 4.3 que yE # 0.
Portanto, F' N (R *, G) ¢ um ideal essencial a direita de R x, G.

O

E imediato da proposicio acima que existe uma correspondéncia um-a-um entre os
ideais essenciais a direita de R %, G e os ideais essenciais a direita de () .+ G.

A fim de estudar condigoes para que R %, G seja um anel de Goldie & direita, apresen-
taremos, primeiramente, as defini¢oes de alguns conceitos necessarios.

Um anel R é dito uniforme a direita se todo ideal a direita nao nulo de R é essencial.
Ou seja, dado um ideal a direita nao nulo I de R, temos que R é uniforme & direita se,
e somente se, para quaisquer elementos nao nulos x,y € [, existem r,s € R tais que
xr = ys # 0. Consequentemente, um anel R é nao uniforme a direita se, e somente se,
existem elementos nao nulos x,y € I tais que ztRNyR = 0. Notemos que Z é uniforme pois
todo ideal mZ de 7Z ¢é essencial, ja que mZ NnZ = kZ, com k = mmc(m,n) e nZ ideal de
Z. Contudo, observemos que Z X Z nao é uniforme, uma vez que (2Z x 0) N (0 x 2Z) = 0.

A partir dessa nocao, estamos em condicoes de definir o conceito dimensao uniforme.

Definicao 4.8. Um anel R possui dimensao uniforme a direita n se existe um ideal es-

sencial a direita I de R que € uma soma direta de n ideais uniformes a direita.

Nesse caso, denotaremos a dimensao uniforme a direita de R por udim(R) = n. Por
outro lado, se tal n nao existe, dizemos que R possui dimensao uniforme a direita infinita e
escrevemos udim(R) = oco. Pela definigao, é facil verificar que udim(R) = 0 se, e somente

se, R = 0; e udim(R) = 1 se, e somente se, R é¢ um anel uniforme. A dimensao uniforme &
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esquerda de R é definida de forma anéloga, mas nao sera abordada nesse trabalho. Logo,
a notacao nao causara davidas quanto a lateralidade.

Dizemos que R satisfaz a condicao de cadeias ascendentes para anuladores a direita se
toda cadeia ascendente de ideais anuladores a direita estaciona. Nesse caso, dizemos que
R satisfaz a ACC sobre ideias anuladores a direita. A abreviacao AC'C deriva do inglés
“ascending chain condition".

Agora podemos introduzir o conceito de anel de Goldie a direita.

Definicao 4.9. Um anel R é um anel de Goldie a direita se udim(R) < oo e R satisfaz a

ACC sobre ideais anuladores a direita.

Um elemento x de um anel R é regular a direita (resp. regular a esquerda) se xy = 0
(resp. yxr = 0) implica y = 0, para y € R. Dessa forma, x € R é dito regular quando
x é regular a direita e a esquerda. O conjunto de todos os elementos regulares de R sera
denotado por Ag.

Se R possui unidade, dizemos que um elemento nao nulo x € R é inversivel em R se
existe um tnico elemento y € R tal que xy = yxr = 1. O elemento y é denominado o
inverso de x em R. Denotaremos por U(R) o conjunto de todos os elementos inversiveis
de R.

Além disso, se R C () sao anéis com a mesma unidade, dizemos que R é uma ordem
a direita em Q se Ax C U(Q) e todo elemento de Q é da forma xs™!, em que z € R
e s € Agr. Nesse caso, () é denominado um anel de quocientes cldssico a direita de R
e denotado por Q7 (R). Destaca-se que um anel classico de quocientes de um anel nem
sempre existe, conforme estudado no Capitulo 10 de [15].

Algumas propriedades de anéis de Goldie sao apresentadas no seguinte teorema [15,
Theorem 11.13].

Teorema 4.10. (Teorema de Goldie) Para um anel com unidade R, sdo equivalentes:
(i) R € uma ordem a direita em um anel semissimples artiniano;
(i1) R é um anel semiprimo de Goldie a direita;
(i11) R é semiprimo, udim(R) < oo e Z(R) = 0;
(iv) todo ideal & direita E de R € essencial se, e somente se, E N Ag # ().
Mostremos que a Proposicao 4.7 também é valida para ideais uniformes & direita.
Proposicao 4.11. As sequintes condigoes sao satisfeitas:

(1) Se U é um ideal uniforme a direita nao nulo de Rx, G, entao U(Q *o+ G) € um ideal

uniforme a direita de Q) *, G.

(i) Se'V é um ideal uniforme a direita nao nulo de Q *.« G, entdo V N (R %, G) € um

ideal uniforme a direita de R x,, G.
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Demonstragao:

(i)

(i)

Notemos que U(Q*.+G) # 0, pois Q*,+G possui unidade e U é nao nulo. Suponhamos
que U(Q+*,+G) nao ¢ uniforme. Entao existem elementos nao nulos
p= D wili, w = Y0 vry € U(Q¥e-G) tais que pi(Q¥eG) Nw(Q*axG) = 0,
em que u;,v; € U e y;, 1 € Q*,+G sao todos nao nulos.

Como p e w sdo nao nulos, segue da Proposigao 4.4(i) que pu(Q+*,+G) N R *, G e

w(Q*a+G) N R %, G sao ideais a direita nao nulos de R *, G. Contudo, a interse¢ao
((Q*a+G) N R xq G) N (w(Q%0+G) N R x4 G)

desses ideais é nula.

Por outro lado, como quaisquer y;s e x’;s sdo elementos nao nulos de Q*,-G e ocorrem
em quantidade finita, segue do Lema 4.3 que existe um ideal essencial £ em R tal
que ¥, C R%, G e x;E C R %, G, para quaisquer i € {1,...,n} e j € {1,...,m}.
Assim, como U é um ideal a direita de R %, GG, obtemos que uF,wE C U. Além
disso, sendo p e w nao nulos e E essencial em R, temos que puE # 0 e wE # 0.
Consideremos a,b € E tais que pa # 0 e wb # 0. Como U é uniforme em R %, G,
entdo ((pna)(R *, G)) N ((wb)(R x4 G)) # 0, contradizendo o fato de que

((pa)(R*q G)) N ((wh) (R #4 G)) C (u(Q%0+G) N R4 G) N (w(Q*a+G) N Rxq G) = 0.

Portanto, U(Q%*.+G) é uniforme.

Seja V' um ideal a direita uniforme nao nulo de Q*,+G. Entao, pela Proposicao 4.4,
VN (R*,G) é um ideal a direita ndo nulo de R *, G. Suponhamos que existam dois
ideais a direita nao nulos I e J de R %, G contidos em V tais que I N.J = 0. Assim,
I(Q*0+G) e J(Qx+G) sao dois ideais a direita ndo nulos de Q*,+G contidos em V.
Pelo Lema 4.3, I[(Q%,-G)NJ(Q*,+G) = 0, contradizendo o fato de que V' é uniforme.

O

Segue diretamente da proposi¢ao acima que existe uma correspondéncia um-a-um entre

os ideais uniformes & direita de R %, GG e os ideais uniformes a direita de @) *,+ G.

As Proposigoes 4.7 e 4.11 implicam imediatamente os seguintes corolarios.

Corolario 4.12. udim(R %, G) = udim(Q*.-G).

Corolario 4.13. Se R é um anel semiprimo com unidade e R %, G € um anel semiprimo

de Goldie a direita, entao Q*.G € um anel semiprimo de Goldie a direita.

Demonstragao: Se R %, G é um anel semiprimo de Goldie & direita, entao segue do

Teorema 4.10 que R *, G & semiprimo, Z(R %, G) = 0 e udim(R *, G) < oo. Assim,

pela Proposi¢ao 4.4(i) e pelos Corolarios 4.6 e 4.12, temos que Q*,+G é semiprimo,
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Z(Q*0+G) = 0 e udim(Q*.+G) < 00. Logo, pelo Teorema 4.10, Q*,+G ¢ um anel semi-
primo de Goldie a direita. O

Na Proposicao 4.4, provamos que se R*, G é um anel semiprimo, entao QQ*,+G também
¢ semiprimo. Mostremos que a reciproca ¢ verdadeira para o caso em que R é um anel

semiprimo de Goldie & direita.

Teorema 4.14. Seja R um anel semiprimo de Goldie a direita com unidade. Entio Rx,G
€ um anel semiprimo de Goldie o direita se, e somente se, Qx.-G € um anel semiprimo de
Goldie a direita.

Demonstracao: E suficiente provar a reciproca. Suponhamos que Q#,-G é um anel
semiprimo de Goldie a direita. Entao, por definigao, udim(Q*.-G) < 00 e Qx,+G satisfaz
a ACC sobre ideais anuladores a direita. Assim, pelo Corolario 4.12, udim(R *, G) < 00
e R x, G satisfaz a ACC sobre ideais anuladores & direita por ser um subanel de Q*,-G.
Consequentemente, R *, G ¢ um anel de Goldie a direita.
Para mostrar que R %, G é semiprimo, provemos que os anéis de quocientes classicos
(R xq G) e QL (Q*4+G) sao iguais.

Afirmagao: Ap C Apvoc = Age.a N R *, G.

A primeira inclusao é imediata. Agora, sejam v € Ap..c e y € Qx,-G tais que
xy = 0. Pelo Lema 4.3, existe um ideal essencial H em R tal que yH C R %, G. Entao,
0 = (zy)H = z(yH), o que implica yH = 0, j& que * € Ag.,q. Logo, pelo Lema
4.3, segue que y = 0. Isso mostra que x é um elemento regular a direita de Q*.,G e,
portanto, x também regular a esquerda, pois Q*,+G é um semiprimo de Goldie & direita.
Consequentemente, z € Ag._.¢ € a inclusao “ C 7 & verdadeira. A inclusao contraria ¢é
imediata.

Agora, seja y € QL (Q+*.+G). Entdo, existe © € Ag._.¢ tal que yz € Q-G e, pelo
Lema 4.3, existe um ideal essencial H de R tal que tH C Rx*,G. Por outro lado, existe um
ideal essencial F' de R tal que (yz)F C R %, G. Considerando L = H N F' € £(R), temos
zL,(yr)L C R %, G. Sendo R um anel semiprimo de Goldie & direita, segue do Teorema
4.10(iv) que existe e € AgNL C Ags_.c N L. Assim, ze € Ag. .c N R*q G = Ap..c € tal
que y(ze) € R *, G. Portanto, y € Q% (R %, G) o que implica Q7 (Q*,+G) C QL (R *, G).
A inclus@o contréria é evidente, pois Ag..¢ € Ags,..c-

Como Q*,+G é um anel semiprimo de Goldie a direita, temos do Teorema 4.10 que
QL (R x4 G) = QL (Q*4+G) & semissimples e artiniano. Logo, pelo Teorema 4.10, R %, G é

semiprimo. O
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Conclusoes

Sim, trabalhar com grupoides pode exigir maior cautela quanto aos objetos considera-
dos e, as vezes, algumas hipoteses adicionais, mas também permite produzir elegantes e
satisfatorios resultados!

Aqui, buscamos sintetizar os principais resultados desenvolvidos nesse estudo e, por
vezes, comparar as diferengas com o caso de grupos. Encerramos o segundo capitulo com

o seguinte resultado, em que M(D,,)) denota o anel de multiplicadores de D, :

Resultado 1. Sejam R um anel semiprimo, G um grupoide e o uma agao parcial fe-
chada de G sobre R. Suponhamos que, para quaisquer a € D,41) e g € G, exista
Yg(a) € M(Dygy) tal que

(i) Dr(g)Vg(a) C Dy;

(i) v4(a)|p, = ag-17atg|p, como multiplicadores a direita, ou seja, vy4(a) = ay(og-1(x)a),

para todo x € Dy;

(i) vg(a)Dy(g) € Dy.
Entao o possui uma agao envolvente semiprima, a qual € unica a menos de equivaléncia.

Ele generaliza |6, Corollary 3.3| e difere do caso de grupos pela adigao da hipotese (iii),
justificada pelo fato de que o anel R nao é necessariamente unitario.

No Capitulo 3, dada uma acao parcial o = ({Dg}geq, {@y}gec) de um grupoide G sobre
um anel semiprimo R, construimos a extensao a* de a ao anel de quocientes de Martindale
a direita () de R. Como () é um anel com unidade, podemos aplicar o Teorema 1.15,
que garante a existéncia de uma globalizagao (7, 5) para a extensdo o*. A partir dessa
globalizacao, construimos uma agao global (77, f’) e investigamos as condigdes necessarias

para que (77, f’) seja uma globaliza¢ao de «, obtendo

Resultado 2. Sejam R um anel semiprimo, G um grupoide e o uma a¢ao parcial. Su-
ponhamos que todas as condi¢oes do Resultado 1 sao satisfeitas. FEntao o possui uma
acao envolvente semiprima, a qual € unica a menos de equivaléncia. Mais ainda, tal acao

envolvente € precisamente (1", 5').

Resultado 3. Sejam R um anel semiprimo e o uma a¢ao parcial fechada de um grupoide
G sobre R. Entao (1", ") é uma envolvente de v se, e somente se, D, é um ideal de E,

para todo e € Gy.



4.1 Condigoes para que R *, G seja um Anel de Goldie

Resultado 4. Sejam R um anel semiprimo e a uma ac¢ao parcial de um grupoide G sobre
R. Se todo ideal Dy, g € G, € um somando direto de D,y , entio (1", §') € uma envolvente

de «.

Nesse caso, a distingao entre os contextos de grupos e grupoides ¢ dada também pela
hipotese adicional do Resultado 1 e pelo cuidado ao considerar ideais de ideais (D, é um
ideal de D, ;) e nao necessariamente ideal do anel base R).

O Capitulo 4 aborda o skew anel de grupoide parcial R %, G a fim de estabelecer
condigoes para que tal anel seja um anel de Goldie. Substancialmente, a principal diferenca
no caso de grupoides coube a demonstracao do Lema 4.3. Os demais resultados seguem de
forma anéloga ao caso de grupos, desenvolvido em [4] para o anel de quocientes maximal,
ja que derivam basicamente de propriedades da teoria de anéis. Destacamos alguns desses

resultados, em que udim(R) denota a dimensdo uniforme de um anel R:

Resultado 5. R *, G € nao singular a direita se, e somente se, Q) xo G € nao singular a
direita.

Resultado 6. udim(R *, G) = udim(Q%,+G).

Resultado 7. Se R é um anel semiprimo com unidade ¢ R *, G € um anel semiprimo de

Goldie a direita, entao Qx.«G € um anel semiprimo de Goldie a direita.

Resultado 8. Seja R um anel semiprimo de Goldie a direita com unidade. Entao R *, G
€ um anel semiprimo de Goldie a direita se, e somente se, Qx.-G € um anel semiprimo de
Goldie a direita.

Problemas em Aberto

Nao garantimos um prémio de um milhao de délares mas vale a pena investigar:

(1) a transferéncia de propriedades entre o anel base R e o subanel de invariantes (ou

anel fixo) R®, definido em [2], para a¢oes parciais de grupoides;

(2) o comportamento do skew anel de grupoide @, %4+ G, em que @, denota o anel de
quocientes maximal do anel semiprimo R e o™ a extensao de uma acao parcial o de
G sobre R ao anel @), obtida em |[18].
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