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RESUMO

ESTIMATIVAS PARA SOLUCOES E EXISTENCIA DE SOLUCOES
OPTIMAIS PARA PROBLEMAS ENVOLVENDO O p-LAPLACIANO
FRACIONARIO

Neste trabalho, obtemos estimativas L> de solucoes de equacoes diferenciais nao
lineares em termos do primeiro autovalor do dominio. Demonstramos que, para certas
classes de problemas, se o primeiro autovalor for grande, o valor maximo da solugao é pe-
queno. Posteriormente, conseguimos obter estimativas L> locais para solu¢oes de um pro-
blema usando, entre outras coisas, o processo de interacao de Moser. Como consequéncia,
provamos que, dentre todas as solugoes de um problema com medida do dominio prescrita,
existe um subconjunto em R™ com essa medida, onde esta definida uma subsolugao que

atinge a altura maxima.

Palavras-Chave: p-Laplaciano fracionario; Problemas elipticos nao lineares; Problema

de autovalor; Estimativas optimais;



ABSTRACT

ESTIMATES FOR SOLUTIONS AND EXISTENCE OF OPTIMAL
SOLUTIONS FOR PROBLEMS INVOLVING THE FRACTIONAL
p-LAPLACIAN

In this work, we obtain L*> estimates of solutions to nonlinear differential equations
in terms of the first eigenvalue of the domain. We show that for certain classes of problems,
if the first eigenvalue is large, the maximum value of the solution is small. Subsequently,
we are able to obtain local L> estimates for solutions to a problem using, among other
things, Moser’s iteration process. As a consequence, we prove that among all solutions of
a problem with prescribed domain measure, there exists a subset in R” with that measure,

where a subsolution is defined that reaches the maximum height.

Keywords: Fractional p-Laplacian; Nonlinear elliptic problems; Eigenvalue problem:;

Optimal estimates;



LISTA DE SIMBOLOS

— significa convergéncia fraca;

— significa convergéncia forte;

| x| representa o maior inteiro menor ou igual a x;
AAB = (A\ B)N(B\ A);

B(z,r) = B,(z) representa a bola aberta de centro « e raio r > 0 em R™;
0f) representa a fronteira do conjunto €2;

Q representa o fecho de €

Q¢ denota R™\(2;

A € B significa que A C Be A C B;

|A| representa a medida de Lebesgue do conjunto A;
q.t.p. significa em quase todo ponto;

i&f u (sup u) representa o infimo (supremo) da fungao u sobre o conjunto X;
X

1/
lullzo) = (Jo lulPda) ™
LP(Q) = {u : Q@ — R mensurével ; ||u|rp) < oo} 1< p< oo
||| o) = inf{a > 0; [{z € Q; |u(x)| > a}| = 0};

L=(Q) = {u: Q — R;u é mensurével e |ul| <o) < o0};

supp(u) = {z € Q ; u(z) # 0};



Ce(Q) = {u € C(Q); supp(u) C 2 é compacto};
C*(Q) = {u: Q — R;u é k vezes continuamente diferencidvel};

C>(Q) = N C*(V);

k>0

C(2) = C=(Q) N C(Q);

Wer(Q) = {w e [P(Q) ; wol—wl) ¢ 1p(Q x Q)}, se(0,1),pe(1,00);

|z—y|P
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INTRODUCAO

Em diversas areas da ciéncia, como engenharia, fisica, biologia e economia, a
resolucao de equacgoes diferenciais é fundamental para modelar e compreender diversos
fenomenos. Neste contexto, o estudo da existéncia, multiplicidade e comportamento de
solugdes para diferentes tipos de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) torna-se crucial.

Nos tltimos anos, uma atencao consideravel tem sido dedicada ao estudo de proble-
mas envolvendo o p-Laplaciano fracionario. Este operador surge na descri¢cao de fenomenos
como transigoes de fase, processamento de imagens, teoria dos jogos, entre outros, con-
forme discutido em [1] e suas referéncias. Motivados por essa relevancia, este trabalho
se dedica ao estudo do comportamento das solugoes de uma classe especifica de equagoes
diferenciais elipticas que envolvem este operador.

Mais precisamente, investigamos o seguinte problema:

(=A)yu= f(r,u) em
(0.1)
u=0 em R™\ Q
onde s € (0,1), 2 é um dominio limitado de R™ e o operador nao-linear e nao-local
p-Laplaciano fracionario é definido, em um espago adequado, por

|u(z) — u(y)|" (ulz) — u(y))

(=AY u(x) = 2lim P

dy, x€R"
P e—0 Rn\BE(I)

O estudo de operadores desse tipo tem sido um campo de pesquisa ativo nos tltimos
anos, com diversos autores dedicando-se a investigacao de suas propriedades e aplicagoes.
Inicialmente, o foco foi no caso p = 2, onde o operador se reduz, a menos de uma constante
multiplicativa, ao Laplaciano fracionario, que, por sua vez, ¢é linear. Podemos mencionar,
por exemplo, a descri¢ao deste operador por meio de um problema de extensao elaborado
por Caffarelli e Silvestre [9], a investigagao de solugoes conduzida por Servadei e Valdinoci
[32], e o trabalho realizado por Silvestre [33], que trata da regularidade do problema de
obstaculo associado.

No caso do p-Laplaciano fracionario, destacamos os estudos sobre a existéncia de
solugdes conduzidos por Balaadich e Azroul [3] e lannizzotto e Squassina [14], que garan-

tem a existéncia de solucoes sob a condi¢ao de que f seja uma funcao de Carathéodory



com um crescimento especifico. Além disso, os trabalhos de Kovenpéaé, Kuusi e Palatucci
[20, 21, 22, 18, 19] fornecem contribuigdes significativas sobre supersolugoes fraciondrias,
problema do obstaculo, método de Perron e Hélder continuidade.

Castro, Kuusi and Palatucci [11] demonstraram a regularidade local para solugoes
de equagoes homogéneas, enquanto lannizzotto, Mosconi e Squassina [16] estabeleceram
a regularidade global de Holder para equagdes nao homogeneas. Palatucci [27] contribuiu
para o problema de Dirichlet e resultados de comparagao. Para uma andlise mais deta-
lhada das motivagoes por tras do estudo desses operadores, consulte Palatucci e Valdinocci
[26] e Iannizzotto, Liu e Squassina [14].

Neste trabalho, exploramos duas questoes distintas. Na primeira parte, obtemos
estimativas para o supremo das solugoes fracas do problema nao linear (0.1) em termos do
primeiro autovalor, considerando condig¢oes apropriadas de crescimento da nao linearidade.

Embora pesquisas anteriores, como a de lannizzotto, Liu e Squassina [14] e Di
Castro, Kussi e Palatucci [11] ja tenham identificado limitagoes para as solugoes desse
problema, elas nao se baseavam no inverso do primeiro autovalor. Nossa contribuicao
reside em estabelecer uma relacao entre o supremo das solugoes e essa importante medida
espectral.

De forma mais especifica, generalizamos para o caso fracionario o resultado esta-
belecido anteriormente para o p-Laplaciano por Bonorino e Montenegro [5, Corolario 7.4].
Para isso, fundamentamo-nos nas ideias dos autores e nos resultados de Brasco e Parini
[7], assim como nas contribui¢oes de lannizzotto, Mosconi e Squassina [16]. O resultado

principal desta parte é o seguinte:

Teorema 0.1. Sejam s € (0,1), p € (1,00) tais que sp < n. Seja Q& C R™ aberto
e limitado. Se uw € WJP(Q2) é solugao fraca limitada de (0.1) com f € C(R™ x R)
satisfazendo a condicao

[fa, )] < alt]" + 5

para algum 8> 0e 0 < o < A\ (B), entdo

sp2
n(p—1)2+s(p—1)p2 sp
|Q|re-DFs? |

||l < max C’lﬁﬁ <m

" B \TT .
sp2 | — Ql»
CQOé ()\1(9)_04) ’ ’ }7

onde Cy = C(n, s,p) e Cy = Cy(n, s,p) sao constantes positivas.

Este resultado nos permite concluir que, quando um dominio de volume prescrito
possui um primeiro autovalor significativamente grande, o supremo de uma solu¢ao asso-

ciada a este dominio se aproxima de zero. Além disso, comprovamos que essa conclusao
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se mantém valida para os casos em que sp > n e, quando f(z,t) = f(z), também para
sp =n.

Na segunda parte do trabalho, demonstramos a existéncia de um conjunto de
medida prescrita em R", cuja subsolucao para um determinado prolema atinge a altura

maxima M, onde:

M = sup (sup w(x))

weA \z€Q

e A é o conjunto de todas as solugoes do problema (0.1), onde f =1 e a medida de Q é
igual a 1.

No caso local, Talenti demonstrou em [34] que o maximo é pontual e ocorre na bola.
No entanto, no caso do Laplaciano fracionario, estudos prévios sobre esta questao indicam
que a bola é o dominio que maximiza o problema somente no sentido de concentracao
de massa. Essa comparagao nao ¢ pontual e nao garante que o maximo ocorra na bola,
conforme discutido nos trabalhos de Vazquez e Volzone [29], Di Blasio e Volzone [30] e
Ferone e Volzone [31].

Nosso resultado principal contribui para a compreensao do problema ao mostrar
que, no caso do p-Laplaciano fracionario, existe um conjunto, onde esta definida uma

subsolugao que maximiza a altura. O teorema principal é o seguinte:

Teorema 0.2. Sejam s € (0,1) e p € (1,00). Existe um conjunto F' C R" tal que |F| =1
e uma funcao wy € W*P(R") cujo suporte é exatamente F', com |[wol|z@ny = M e que
satisfaz

(=A);wo < xp em R™.

Para prova-lo, primeiramente demonstramos o seguinte resultado de localizagao:

Teorema 0.3. Sejam s € (0,1) e p € (1,00). Seja Q@ C R™ aberto e limitado e seja
u € WiP(2) solugao fraca nao negativa de (0.1) com f(x,t) = f(x). Entao, para qualquer
r € Qe R >0, existe uma constante C' = C(n, s, p, || f|lL=(), [|u|/ @), R) > 0 e 09 =
oo(n, s,p) > 0, tal que
b < C [N Bg(z)|™.
NB g (z
)

A prova se baseia em uma estimativa para a seminorma da func¢ao localizacao, que
permite realizar o processo de iteracao de Moser.

Organizamos o trabalho em quatro capitulos. No Capitulo 1, desenvolvemos a teo-
ria preliminar, explorando o espaco onde as solugoes sao definidas, examinando o operador
estudado no trabalho e revisitando algumas propriedades das solugoes.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo da norma L das solucoes, relacionando-as ao

inverso do primeiro autovalor. Além de provamos o teorema principal para sp < n, esten-
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demos para o caso sp > n e apresentamos uma versao aplicavel a sp = n, especificamente
quando f(z,t) = f(x).

O Capitulo 3 é destinado a demonstracao do resultado de localizagao para solugoes
do problema quando f = f(x). No capitulo 4 consolidamos a investigacao ao aplicar esses

resultados na demonstragao do teorema principal de otimizacao.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos a teoria preliminar essencial para uma compreensao
mais profunda dos capitulos seguintes. Na Secao 1.1, discutimos os espagos de Sobolev
fracionarios e o operador p-Laplaciano fracionario. Na Secao 1.2, exploramos as proprieda-
des das solugoes para o problema em questao. Na ultima secao, apresentamos estimativas

importantes para 0s nossos propositos.

1.1 Espacos de Sobolev fracionarios e o p-Laplaciano
Fracionario

Nesta secao, exploramos aspectos essenciais dos Espacos de Sobolev fracionarios,
onde estao as solucoes do problema, e do operador nao local com o qual estamos tra-
balhando, conceitos que desempenham um papel fundamental no desenvolvimento deste
trabalho. Para mais referéncias sobre estes tépicos, veja [2, 26, 6, 28, 23, 25].

Sejam s € (0,1), p € (1,00) e 2 C R™ um conjunto aberto. O espago de Sobolev

fraciondrio W*?(Q) ¢ definido por

Wer(Q) = {u e LP(Q) ; M e LP(Q x Q)} .
r—Yy|r

O termo

Wy = ([ [ O gy, ) (L)

¢ denominado seminorma de Gagliardo de u, e a expressao

lellwesiey = (Il + [ yniey)” (1.2

define uma norma em W*?(2), tornando-o um espago de Banach (veja [12, Proposigao
4.24)).

13



Assim como no caso cldssico, onde s é um inteiro, o espago W*P?(Q) estd continu-
/ . . . 7
amente mergulhado em W*?(Q), quando s’ < s. Esta propriedade, enunciada a seguir, é

demonstrada em [26, Proposicao 2.1].

Lema 1.1. Sejam p € [1,00) e 0 < &' < s < 1. Seja Q aberto em R" e u fungao

mensuravel, entao
el < Clullweao

para alguma constante C' = C'(n, s, p) > 1. Em particular,
WeP(Q) C WP(Q)

Adaptando a demonstracao do Lema 1.1 apresentada em [26], obtemos o seguinte

resultado:

Lema 1.2. Sejam p € [l,00) e 0 < ¢ < s < 1. Para qualquer ¢ > 0 e u fungdo

mensuravel, temos que

[w]ysrw@my < CEF [ulwer@e + llull Lown)

ps’

onde C' = C(n,s, s, p) = <M> >0

Demonstracao. Seja M > 0, podemos decompor

S B g L KLY By CC BT L

ERl |z —y [
R" {la—y]>M) R" {lo—y|<M)

A primeira integral pode ser estimada por

| u(z) —u@)” , o ope w(@)l” + [u@)P ,
[y T2 oy
R™ {|lz—y[>M} R? {|lz—y|>M}
p 1 p
= 2 W—ﬂos/dﬂf |u(y)["dy
R \lz|ZM
= 2 [ [t | upray
Rn M
2pwn s
= s’ M™P ||“HZ£p(Rn) (1.3)

Por outro lado, quando =% < 1 temos <xy>n+ps > (x—y|>n+ps assim
; M M M ;

1 Mps=s")
<
|z —y[rrs =y

14



E, deste modo,

PRI — o) =)
oy o=y
R™ {|lz—yl<M} R™ {|lz—y|<M}
< Mp(s—s’)[u]lévs’p(Rn) (14)

Combinando (1.3) e (1.4), obtemos

[ulyerpny < L1M7 . el gy + M2 ]y (1.5)

onde C; = Ci(n,s',p) = £ Elevando a 1/p, usando a relacdo (a? + bP 7 <a+be
1 bs

. D pN, ’
considerando € = C{ M™%, concluimos que

[ty wgeny < ellellpon) + C'™7 [w]womn) (1.6)

’
s—s

provando o resultado com C' = C;* . [

Além disso, o espago fracionario W#P(2) é fechado em rela¢ao a multiplicacao por

funcgoes Lipschitz, isto é

Lema 1.3. Seja © um conjunto aberto em R™, s € (0,1) e p € [1,00). Considere
u € WP(Q) e € C¥(Q) tal que 0 < < 1. Entdo uyp € WP(Q) e

[u|lwer(@) < Cllullwsr)
onde C' = C(n,p, s, ).
Demonstragao. [26, Lema 5.3] 0

Denotamos por Wi™*(£2) o fecho de C2°(Q2) em W*P?(R™). Este espago pode ser de-
finido de forma equivalente como o fecho de C2°(€2) com respeito a seminorma |- Jyys»(rn),
conforme estabelecido pela seguinte desigualdade do tipo Poincaré para a seminorma de

Gagliardo, disponivel em [8, Lema 2.4].

Lema 1.4. Sejam s € (0,1), p € [1,00) e 2 C R™ um conjunto aberto e limitado. Vale

[ull7r ) < Cluliyen@n (1.7)
para toda u € C'°(2), onde C' = C(n, s,p,2) > 0.

Portanto, vamos sempre considerar o espago Wy () equipado com a norma equi-
valente
I Nwgr) = [ Iwer@n
A seguinte desigualdade de Sobolev para o espaco fracionério, quando sp < n, é

apresentada em [26, Lema 6.5].
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Teorema 1.5. Sejam s € (0,1) e p € [1,00) tais que sp < n. Entao existe uma constante
positiva C' = C(n, s, p) tal que, para toda fun¢do mensurdvel e com suporte compacto

u : R™ — R, temos

uly)
filleey < € [ [P0 dnay

Rn Rn
onde px = np/(n—sp). Em particular, vale para toda u € W3*(Q2), onde Q C R" é aberto

limitado.

Observagao 1.6. Mais geralmente, podemos mostrar por contradicao que esta constante

C' = C(n,s,p) fica uniformemente limitada em compactos de (0,%). Isto ¢, se [a,b] C

(0, %), entao existe C' = C(n,p,a,b) > 0 tal que,

]ZP'(]R") < Clulws o)
para todo s' € [a,b] e u € WP (Q), onde p' = np/(n — s'p).

A partir da estimativa anterior e do Lema 1.2, podemos provar o seguinte mergulho

para sp = n.

Proposicao 1.7. Sejam 0 < s’ < s < 1, p € (1, 00) tais que sp = n e 2 C R™ um conjunto
aberto e limitado. Entéao existe C' = C(n, s’,p) > 0 tal que, para toda u € Wy (Q),

(s=s)p S);D
Cllullfp o) < 1€ [w ]y e gy (1.8)

onde p' = np/(n — s'p). Em particular u € L(Q2) para todo ¢ € [1,00). Mais geralmente,
se [a,b] C (0, %), entao existem C* = C*(n, p,a,b) e D* = D*(n,p,a,b) tais que 0 < C* <
C(n,s',p) < D* para todo s’ € [a,b).

Demonstragao. Como v € WiP(Q) e s'p < sp = n, o Teorema 1.5 garante que existe
Cy = Ci(n,s',p) > 0 tal que

”UHLP’(Q) < Cl[“]ws’,p(ﬂgn)
E, por Lema 1.2, existe Cy = Cy(n, s’,p) > 0 tal que para todo € > 0
[ull o ) < Ch <C251_§[U]WSJ>(R") + ellul (@) (1.9)
Mas, pela desigualdade de Holder com os expoentes p’/p e n/s'p, temos

P p P
HUHLP(Q) < Q- HUHLP’(Q)

Deste modo,
lull 2o (@) < C1Coe"™¥ [ ]waneny + CLIQU™ [l 1 (g (1.10)

16



Considerando ¢ = (2C’1|Q|%)_1 obtemos

’
s—s
n

1 = s _
Sl @) = G a2+ O [u]wenny (1.11)

ps s\ 1
o que prova o resultado com C' = <C’f/ 052%’) . Para o intervalo [a, 8] C (0, %), como
C, e Oy estao limitados uniformemente por cima e por baixo por constantes positivas

conforme a Observacao 1.6 e o Lema 1.2, segue o resultado.
]

Como destacado em [8, Proposigao 2.9], quando sp > n temos:

Proposicao 1.8. Seja @ C R" um conjunto aberto e limitado. Sejam s € (0,1) e
p € (1,00) tais que sp > n. Entao para toda u € W;*(Q) vale u € C** com a = s —n/p.

Além disso, existe uma constante v = y(n, s, p) > 0 tal que

ju(e) — u)] < 7 [ulwern |z — 9", zy R, (1.12)

” u HLOO(]RW,) S Y [U]Ws,p(Rn) dlam(Q)a (113)
Observagao 1.9. Como () é limitado, para qualquer z € R™ é possivel encontrar y €
1

Bgr,(z) \ Q. Basta considerar Ry = 2 (l%') " uma vez que o volume de Bg, é maior que

o volume de €. Utilizando este y obtido, a partir de (1.12) temos
lu(z)] < C lulwermn |Q]7, r € R", (1.14)

onde C' = 72"/107%.

s

Sejam s € (0,1) e p € (1,+00), o operador p-Laplaciano fraciondrio (—A)? é

definido, a menos de uma constante multiplicativa, por

| u(@) —uly) |" (ulz) —uly))

o=y [

(—~A)su(x) = P.V. /

para cada u € C°(R™), onde P.V. é o valor principal da integral.

dy, xeR" (1.15)

No caso particular, e muito importante, em que p = 2 o operador (—A);’, se reduz ao

Laplaciano Fraciondrio, o qual é denotado simplesmente por (—A)*. Uma caracteristica

S

su(z), em

tipica destes operadores é a nao-localidade, no sentido de que o valor (—A)
qualquer ponto = € €2, nao depende somente dos valores de v na vizinhanga de x, mas
sobre todo R™. Nesse sentido, é natural expressar a condi¢ao de Dirichlet em R™ \ 2 ao
invés de 0f2.

Recordamos que o operador Laplaciano, —A, é linear, assim como o Laplaciano Fra-
cionario (—A)?®. Por outro lado, no caso geral em que p # 2, os operadores p—Laplaciano
—A,, bem como o p—Laplaciano Fraciondrio (—A)> nao sao lineares. Entretanto desta-

camos que (—A); é um operador (p — 1)-homogéneo, isto é, para toda w e a > 0 temos
(=A)s(aw) = aP~H(=A)sw.
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1.2 Propriedades das solucoes

Nesta secao, apresentamos propriedades basicas das solugoes do problema, que
serao tuteis nos proximos capitulos. Finalizamos com a demonstragao de uma estimativa
L™ para essas solucoes.

Uma fungao u € W5 (2) é solugao fraca de

(A)pu=f em Q
u=0 emR"\Q

(1.16)

onde f é mensurdvel, se, para toda fungao teste v € Wy5*(Q),

/ / y)P(u(z) —uly))(v(z) —v(y)) da:dy:/fvd:v. (1.17)

oyl

Todas solucoes mencionadas neste trabalho sao interpretadas no sentido fraco. O
seguinte resultado, apresentado em [7, Teorema 3.1], mostra que as solugoes fracas do

problema (1.16) sao limitadas se f € L(2) para ¢ > n/sp.

Teorema 1.10. Sejam s € (0,1) e p € (1,00) tais que sp < n. Seja u € W;*(2) solucao
fraca de (1.16). Se f € L4(Q2) para ¢ > n/sp, entdo u € L>(2) e

1 sp_ 1 pil
oo < — n g a .
Mh@_CLmAMM+WN wm@)] (1.18)
onde C'= C(n,s,p) > 0.

Se a fronteira de 2 é de classe C''!, entao toda solugao fraca u do problema (1.16)

é continua em 2.

Teorema 1.11. Seja € aberto limitado tal que 92 é Ct1 e f € L°°(Q). Existe a € (0, s]
que depende de n, p e s e C dependendo de n, p, s e €1, tal que, para toda solucao fraca
u € W3P(Q) do problema (1.16), entdo u € C%(Q) e

_1
[ullca@ < Call fl7< 0y

Demonstragao. [16, Teorema 1.1] O

Além disso, se v € Wy"(Q2), podemos dizer que (—A)su < (=A)sv em , no

sentido fraco, caso

[ [ ) =) — ) pl) = 000D o,

e

< [ [ 1) =0l - o) = o) o

o=y
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para toda ¢ € W5 (Q) com ¢ > 0.

Definimos também, para €2 limitado,

_ . )t
Q) = {u € LB lullwesr + [

"W T < 00, paraalgumU@Q}.

Note que WP(Q) ¢ W#2(2). Um principio de comparacio ttil para (—=A)s foi demons-
trado em [24, Lema 9] e [16, Proposicao 2.10]

Teorema 1.12 (Principio da Comparacao). Seja €2 limitado, u,v € Wer () satisfazendo
u < wvem e, para toda ¢ € WP (Q), ¢ > 0 em Q,

[ / u(y) " (ua) — u(w)) (plx) = o) , (1.19)

- |n+ps

[ L= (o) ) l) = 00 gy, (120

o=y

Entao u < v em ().

Mencionamos também outra propriedade do problema (1.16), que serd fundamental
para o teorema principal do ultimo capitulo. No caso particular em que f = 1, as solugoes

fracas sao subsolugoes em todo R™:

Lema 1.13. Sejam s € (0,1), p € (1,00) e Q limitado. Seja u € Wy (Q) solugao fraca

de

—APu=1 em
— (1.21)
u=0 emR"\Q,

entao (—A)su < 1 em R” no sentido fraco.
Demonstragao. [17, Lema 2.4] O
Utilizamos o seguinte resultado na demonstracao do préximo Teorema:

Lema 1.14. Seja 1 < p < oo e > 1. Para quaisquer a,b, M > 0 vale

B 5pp ﬁ+§—1 ,3+;)—1 p
ja—b[P"2(a — b)(ay, — by) > Bep—1p | — by : (1.22)
onde ap = min{a, M} e by = min{b, M }.
Demonstragao. [8, Lema C.2] O

Para finalizar, suponha f > 0 de modo que f € L>(£). Se sp < n ou sp > n
podemos afirmar, com base no Teorema 1.10 e na Proposicao 1.8 que as solucoes do pro-
blema (1.16) pertencem a L*(£2). No proximo resultado, demonstraremos que a mesma
conclusao é valida quando sp = n, utilizando o processo de interacao de Moser que foi
apresentado em [8, Teorema 3.3] para se obter uma estimativa da primeira autofungao,

com adaptacgoes especificas para contemplar as particularidades do nosso problema.
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Teorema 1.15. Sejam s € (0,1), p € (1,00) tais que sp = n e Q@ C R™ aberto e limitado.
Se u € WiP(Q2) é solugao fraca nao negativa de (1.16), entao u € L>®(2) e existe uma

constante C' = C(n,s,p) > 0 tal que
[ullzo @) < CUF T 0y [ Null 71 g (1.23)
onde 1, 01,09 € (0, 1).

Demonstragao. Para cada M > 0 consideramos a fun¢ao uy, = min{u, M} e observamos
que uy; pertence a WP (Q) pois é a composigao de u com uma fungao Lipschitz, conforme
0 Lema 1.3. Além disso, dado § > 1, como uy; também ¢ limitada, temos us, € WSP().

Ao utilizar u, como funcdo teste em (1.17), obtemos

[ [ i)l vt - u(w) (@) =y W) [ rityan

ERFIE

< / fufde, (1.24)
Q
onde usamos o fato de que u’ZBW < u”. Agora, podemos obter uma estimativa inferior para

o lado esquerdo ao utilizar a desigualdade (1.22),

[ [ lote) ol ) - u(y) () ~ )

[z =yl
B+p 1 B+p—1 p
—uy” (y)
> dzdy. (1.25
G o L g e 029

Para g > p — 1, podemos definir

,_B=p+tl) nB-p+1)

s=s =

2p p2p

que satisfaz 0 < s’ < s < 1. Seja j € N tal que 2/ > p — 1. Note que, para 3 > 27,
s' € [a,b] € (0,2) onde a =n(2/ —p+1)/(p2’*') e b =n/2p. A Proposicao 1.7 garante
entdo que existe Cy = C*(n,p, a,0)/|| 5" > 0 (C*(n,p, a,b) = C*(n, p, j) = C*(n,p)),
tal que

B+p—1 BHp—1 p

uy " () —upy " (y) Sip—1\ P I
dedy > C v d
// @ — gl o= /Q(“M ) !

_ _28p
A definicao de s" implica que —~ p = G- Portanto
ﬂ+p 1 B+p—1 p
p _
—uy” (Y) gl

/ / [ drdy > Cy ( /Q w3’ dx) : (1.26)



Agora, combinando (1.25) e (1.26) em (1.24), obtemos

B+p—1
28 s 1 (5+p—1)p/ 3
uyy dx < ———— u” dx. 1.27
</Q M ) -G B pP Qf (1.27)
Além disso, como f—1 < (f—1)p,entao f—1+p < (8 —1)p+ p, logo
btr=t

Bp

Passando ao limite quando M tende a oo em (1.27), usando a rela¢do acima e o fato de
que f € L*(£), obtemos a seguinte relagao

Btp—1

25 1 (B+p—1\""
( / uwdx) 55(—ﬁ P ) oy [ w e
Q 1 p Q

~ 1 (B+p—1\""
1
o< g (T2 Il

Note que ambos os membros sao finitos pois, pela Proposigao 1.15, u € L(Q2) para todo

Ou seja,

]

q > 1. Denotando n = 3+ p — 1, a relagao pode ser escrita como

p=1 1
n\ 7 [ Ifllze Q) \” (s=s"p 1 8
It < () " (M) 10l

Note que @ . % = ﬁ Seja j € N tal que 2/ > p — 1. Vamos iterar a desigualdade

anterior, tomando a sequéncia de expoentes
B; = 2°, para i > j.
Comegando com 3; = 27, denotando A; = || u ||L2i(ﬂ) en; =2'+p—1, obtemos

p—1 B

M\ " AN Ol AT
Ajpr < <E]) (C2)s [Q] o+ A;

onde Cy = || f|leo()/C*. Apds k + 1 iteracoes temos, por indugao
p—1 (p—D)Bjtk (P—1)Bj+1B8j42 - Bjrp—18j1k
Nitk \ "+k [ Mjpk—1 \ V+E—1"+k n,; MiNG+1 Ntk —1"5+k
Ajipr < (J_ A e[ 2 (1.28)
p p p
1o Bk oy Bit1Bi42 B k—1Pitk
X (Cy) itk Mith—17+k G2 k=1 4k

1L, Bitk L PivoBiy3Bike—1854k
x]Q]ﬁHkﬂ Mjtk  Mjpk—1Tj4k G142 k=1 4k

BiBi+1Bitk—18j+k
"7"”/'+1"'+77'+k’—1"' &
XA]J J J i+ .

Observamos que, para todo i > j

: 2 1 1 1 i 24 p—1
b2 oy Lo L 1o om_Zapoloy
i 2+p—1 o 2+p-1 2 p p
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Logo

o

p—1 (P—1)Bj 1k (P=1)Bjy1B8j42Bjtk—18j+k
itk (773‘+k1 Tjtk—1Tj+k AL k=1

p

VR
SRS
N——

p—1 p—1 p—1 p—1

- (nj+k>7lj+k (T]j+k_1)7lj+k1 <’r]j+1)’7j+l (@)"1
P p p p

1

j+k . =
-11(2)

i=j
[ gtk i Pn—_l
=exp |In (—Z)
iON
L =)
[j+k . =
= exp In (—Z)
[j+k
(p—1) <771)
= exp In{—=]].
; T p

Usando a propriedade de que In(z) < /x para z > 0, concluimos que o segundo fator da

desigualdade (1.28) pode ser estimado por

(P—D)Bjtk (p—1)Bj 418542 Bj+k—18j4k

p=1 W Pgtk
(nj+k> Nj4k (77j+k;—1> Njk—1Mj+k <77j> NGNG4+1 N4k —1Mj+k
p b p
Jj+k

(r—1) 1
Sexp[ 7 Z\/E] (1.29)

i=j

Denotando o expoente de Cy por v;4, € usando a relagao f3;/n; < 1 observamos que

Lo Biwe o BisiBive o Bisir B

Yi+k =
Ni+k  MNj+k—1Mj+k NiMj4+1T542 * * Nj+k—1T4k
1 1
< —+ 4+ 4 —
Ni+k  MNj+k—1 Ul
1 1 1 130
_W_’_W—F.”—}_E. ( )

Observe que 7,4+, < 1 e que

Bi+k 1
Vith = ——Yjth-1 + ——
Nj+k Nj+k

Dai, |vjx — Visr-1| < p/27T e, portanto, v;44 é uma sequéncia de Cauchy. Logo v,

converge e %im ik < 1. Além disso,
>00

> Bj-i—lﬁj-i—? e ﬂj-‘rk—lﬁj-{-k

Vi+k
NiNj+1Mj+2 = Nj+k—11j+k
_ [T, 27"
I @+ +p—1)
1 1

VPR (14 (p—1)2-m)
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Logo

li > ! ! (n,p)
1In 7y, - = n
fe TSI (Ut (p— D2 P

=0
Portanto limy_, vj+x = 01 onde ny(n,p) < o1 < 1. De modo analogo, podemos concluir

que o expoente de |2,

1 N 1 N Btk +__‘Bj+2ﬁj+3"'5j+k:—lﬁj+k
Bitk+1  Mjsk  Mjtk—17Tj+k Nj+1M42  ** Njrk—11j+k

Ok =

converge a oy, onde ny(n,p) < oo < 1, para algum n)(n,p) > 0 . Combinando as
convergeéncias dos expoente de Cy e ||, com (1.29) em (1.28) e tomando o limite quando

k tende a oo, obtemos

(p_]-> — 1 o1 oo H?i]%
||u|rLoo<mSexp[ =S | il (1.31)
i=j
Observamos que
< — ) < — | =Vv2+1.
Y m<x(y) <2(%)

, . . ~ itk B N

Além disso, dado que f3;/n; < 1 para todo i, entao Hfi] ’g— é uma sequéncia decrescente
T

em k. Podemos limitar inferiormente a sequéncia por uma constante positiva. Para isso,

reescrevenmos
j+k j+k [J+k
Bi Bi (5)
— =exp |In — = exp In{—
U i H Ni Z ;
i=j i=j L
[ j+k 9i
= exp Z ln (m) ]

A partir do fato que
p—1 < _ p—1

Y 204+p—1
para qualquer i > j, e considerando a propriedade de que In(1 + z) > Az para x €

[—’%1, O) e algum A > 0, temos a seguinte limitacao

_1<_

<0,

j+k 5' j+k p—1 Jj+k 1
il_!m_ p; 2 +p—1 p|—Alp );21+p—1
Assim, concluimos que [];Z; 5— =ne€(0,1).
Portando, na desigualdade (1.31), temos
ol < O |2 [l (1.32)
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onde

C = exp {(p\;]_gl) (V2 + 1)1 @F

Como u € L¥ (), concluimos que u € L®(Q). Desta forma, podemos estimar

271 1

[l iy < Null 2 1l 7 -

~9J_1
ol . ~ e 1. =i
Ao substituir essa expressao em (1.32) e dividir ambos os membros por [[uf| ;. g, obtemos

1—f2=1 Z
[ull pooi@) < CNFN T oI U ull Er ) -

27

Finalmente, elevando ambos os membros a poténcia TR 1, concluimos que

[ullz(@) < ClFIT @1 [l 71 )

2J 2J

onde C = C¥-i@-1 g = o) "V gl =0, "V en = m Note que o
expoente 7 é menor que 1 pois 7127 < 27, logo 7 < 27 —7)(27 —1). O que prova o resultado.
]

1.3 Resultados Auxiliares

Nesta secao, apresentamos resultados técnicos essenciais para as demonstragoes
subsequentes.

Sejam a, b > 0, valem as seguintes desigualdades

(a+b)? <27 a7 +b7) g>1 (1.33)
(a+b)7 < a4 q € (0,1], (1.34)

Considerando C;, = 1se ¢ < 1e C, = 27! se ¢ > 1, as desigualdades (1.33) e (1.34)

podem ser escritas como
(a+0)1 < C,(a?+b7) q > 0. (1.35)
Lema 1.16. Sea,b>0eqg>1
la? — b7 < q(Ja|"" + [b]*7") |a — b]. (1.36)

Demonstrag¢ao. O caso a = b é imediato. Se a # b, entao podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio a func¢ao f(x) = x? no intervalo [a, b], isso implica que existe ¢ entre a e b
tal que |b? — a?| = q|c?!|b — a|. Note que |} < max{|a|?7, 0|7} < (Ja]?t + |b|77Y),

o que prova a desigualdade. O
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Lema 1.17. Sea>b>0eq>1
(" +b771) (a = b) < 2(a” — b9). (1.37)

Demonstracao. Quando ¢ = 1 ou ¢ = 2 a relagao é imediata. Suponha ¢ > 2, entao
g—2>0eb?2—q92 <0, assim

(aq_l + bq_l) (a—0b) = a?—ba® ' +ab? "t — b
= a?— b+ ab(b”? — a??)
aq _ bq

2(a? —b9),

IN

IN

concluindo a desigualdade. Caso 1 < ¢ < 2, observe que (1.37) pode ser escrito na forma
(1 +1)(t—1) <2(t—1) onde t = a/b > 1. A funcao f(t) = (t7—1)/((#? =t +t—1)
satisfaz

) ) t1—1 ) qti1 q
lim f(t) = lim = lim == >
t1t =1+t — Lt — 1 it gt — (g — 1)t 24+1 2

1
5
Além disso,

(q— 1Dt — 1272 — (g — 1172+ 1

)= (19—t 4 ¢ — 1)? ’

se denotarmos g(t) = (¢—1)t9 — 2772 — (¢ — 1)t 2 + 1, observamos que g(1) =0 e ¢'(t) =
t973(q—1)h(t), onde h(t) = qt*—2t1—(q—2) satisfaz h(1) = 0 e I/(t) = 2qt4 1 (t*77—1) > 0
para t > 1. Portanto h(t) > 0 para t > 1, logo g(t) > 0 e assim f'(¢) > 0 para t > 1.
Como f ¢é crescente em para t > 1 e lim, ,;+ f(¢) > 1/2, podemos concluir que f(t) > 1/2

para t > 1, o que prova o lema. O

Lema 1.18. Para cada g € (1, 2] existe C' > 0 tal que, para x,y € R",
27720 — [y|"?y| < Ol —y[*~". (1.38)
No caso em que ¢ € [2,00), existe C' > 0, de modo que
|22 — Jy|**y| < Clo — yl(|2] + ). (1.39)
Demonstracao. Veja [10, Lema 2.1]. O

Lembramos também da conhecida desigualdade de Young com €, a qual afirma que,
para quaisquer a e b ndo negativos, e se 1/p + 1/p’ = 1, a seguinte relagao é vélida:
ea” bp

abg—,—i- A
p er'p

(1.40)
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Capitulo 2

ESTIMATIVA ENVOLVENDO O
PRIMEIRO AUTOVALOR

Neste capitulo, revisitamos propriedades basicas do primeiro autovalor associado
ao operador e demonstramos que, sob condicoes especificas para a funcao f, o supremo

de uma solucao para o problema

(=A)yu= f(zr,u) em Q
u=0 em R\ Q

(2.1)

¢ limitado por alguma poténcia negativa do primeiro autovalor. Assim, quando um
dominio possui um primeiro autovalor grande, o maximo da solucao ¢ pequeno.
Iniciamos lembrando que o problema de autovalor associado ao operador p-Laplaciano

fracionario é definido como

(=APu= AuP?u em Q
u=0 em R™\ Q.

(2.2)

Se existe um valor A € R para o qual a equagao (2.2) possui uma solugao fraca nao nula
u, entao dizemos que A é um autovalor de 2. Nesse caso, u é chamada de autofuncao
associada a A. O problema de autovalor (2.2) foi primeiramente introduzido por Lindgren
e Lindqvist em [24] e investigado por varios autores posteriormente, citamos, por exemplo,
8, 13] e [15].

O conjunto de todos autovalores associados a um dominio, é um conjunto fechado
de nimeros positivos. Definimos )\;’p(Q) como o menor autovalor associado ao problema
(2.2). Nesse contexto, vale a seguinte caracterizagao variacional

AL () = minm{[u]é’vw(w); lellzoey =1} (2.3)

ueWyP(
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Note que o primeiro autovalor corresponde ao inverso da melhor constante na desigual-
dade de Poincaré (1.7). Para simplificar a notac¢ao ao longo do trabalho, vamos denotar
A(2) = /\;p(Q).

O seguinte resultado, encontrado em [8, Teorema 3.5], é conhecido como desigual-
dade de Faber-Krahn. Essa desigualdade estabelece que, entre todos os dominios com

volume fixo, a bola é o que possui o menor primeiro autovalor.

Teorema 2.1. Seja s € (0,1) e p € (1,00). Para todo 2 C R™ aberto e limitado, temos

v = () (2.4

onde B é qualquer bola de dimensao n. Além disso, se vale a igualdade em (2.4), entao

) é uma bola.

Desta forma, o primeiro autovalor é uma possivel forma de medir a diferenca entre
um dominio e a bola correspondente. Seja B a bola aberta em R" centrada na origem,

tal que |B| = |©2]. Vamos impor a seguinte condigao de crescimento sobre a fungao f:
e Existe 5 >0e0<a< A\ (B) tal que
| flz,t) | < a|t]P + 8. (2.5)
Com f satisfazendo essa condicao, temos a seguinte estimativa para a norma LP
de solugoes do problema

Proposigao 2.2. Sejam s € (0,1), p € (1,00) e 2 um conjunto aberto e limitado de R".
Se u € WiP(2) é uma solugao nao nula do problema (2.1) e a condigao (2.5) é satisfeita,

entao

|l ey < (#) p1 ’Q]% (2.6)

Demonstragao. Utilizando a solugao u como funcao teste na equagao (1.17) e a condigao

de crecimento de f, obtemos

)P /
dxdy = r,u)udr
L ety = [ st

< [ (lur 48l

~ allullfe +8 [ [uda
p—1
< ammmm+BWMmmKﬂp,

onde, na ultima estimativa, utilizamos a desigualdade de Holder. Pela caracterizagao

variacional do primeiro autovalor, temos )\1(9)||u||’£p(m <lu ]Wsp (&> 100
p—1
M (Q) = @) [Jull L) < Blluller) (2
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Por hipétese a < A\(B) e, de acordo com a desigualdade (2.4) temos A\;(B) < A((2), o
que implica em o < A(€2). Além disso, como a fungao u é nao nula, podemos dividir a

desigualdade anterior por (A(Q2) — a)||u||tr(), obtendo

L Bl
lullZty < (2.7)

) = )\1(9) —Oé’

o que conclui o resultado. O

Como consequéncia, é possivel expressar a estimativa (1.23) em termos dos para-
metros n, s, p, || e || f||z=. Isso nos permite obter a primeira estimativa para o supremo
das solucoes em termos de uma poténcia negativa do primeiro autovalor, no caso em que

sp =mn.

Teorema 2.3. Sejam s € (0,1), p € (1,00) tais que sp =n e  C R™ aberto e limitado.
Se u € WyP(2) é solucao fraca nao negativa de (2.1), onde f = f(z) pertence a L>®(Q),
entdo u € L>(2) e existe uma constante C' = C(n, s, p, ||, || f|lL=) > 0 tal que

HfHLoo pzl n(p—1)+1
() o < Q p 2

onde n € (0,1).

Demonstracao. Com base no Teorema 1.15 sabemos que existe uma constante positiva
€ que depende de n, 5, p. 9] ¢ |fll~, tal aue Julli~ < Cllullfyq) Utilizando a
desigualdade de Holder segue que

n(p—1)

[ull @) < Cllullzoq)l21

Considerando a Proposicao 2.2, com o = 0 e 3 = || f|| 1 (q), temos

1
[ fllLoe@) \ P |y 2
P < | —/—— Ql».
HUHL Q) = ( )\1(9) | |

Ao combinar as duas estimativas, provamos o resultado. O

Como outra consequéncia da Proposicao 2.2, no caso em que sp < n, quando a

funcao f é L*>°, podemos obter a seguinte estimativa para a norma L* das solugoes.

Teorema 2.4. Sejam s € (0,1), p € (1,00) tais que sp < n e Q um conjunto aberto e

limitado de R™. Se u € Wi*(£2) é uma solugao fraca nao nula do problema

(A)pu= f em Q

(2.9)
u=0 emR"\Q
Entao existe C' = C(n, s,p) > 0 tal que
|y < C Q@D || f | fxiq): (2.10)
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Demonstracao. A partir do Teorema 1.10 podemos concluir que a funcao u pertence
a L>() e a estimativa (1.18) é valida. Aplicando a desigualdade de Holder a essa

estimativa, obtemos, para qualquer ¢ > n/sp
1 sp_1 1\ o1
lulimw < G| [ Tulde+ (190541 oo 1004) ]

<

1 sp =
mrwwmm+<thNmmﬂp]
p

onde C; = Cy(n,s,p). A fungdo constante f(x,t) = f(z) satisfaz a condi¢ao (2.5) com

a=0ef=|f|lre). Entdo, de acordo com a Proposi¢ao 2.2, temos
1
[ llee@ )77 o
< | = Qlv.
lule < (H52) " 1
Consequentemente

| f Iz = sp "
HUHLOO(Q) < Gy [(W + (|Q n ‘f“po(g)) .

Conforme [24], vale a propriedade de escala dos autovalores, A\ (tQ2) = t~*P\;(Q2) para
t > 0. Além disso, se B tem raio R, entdao R = (\B]/wn)% = (|9]/wn)

da esfera unitaria 0B (0) em R™. Portanto, podemos expressar A\;(B) como

S=

onde w,, é a area

A (B) = R\ (By) = Q% wd Ai(By).

Deste modo,

_1

| f lze=(o v s =
lullixe < G ( e + (19071 £ Nl )
Q™" wi M(Br)
sp %1
= Cl 0| f 720
onde C' = Cywn " I\ (By) 77 + Cy. 0

Com base nesses resultados, podemos demonstrar o teorema principal que esta-
belece uma relacao entre o supremo das solucoes e o primeiro autovalor associado ao

dominio, quando sp < n.

Teorema 0.1 Sejam s € (0,1), p € (1,00) tais que sp < n. Seja  C R"™ aberto e
limitado. Se w € WP (Q) é solugao fraca limitada de (2.1) com f satisfazendo a condi¢ao

(2.5), entao

€p2

1 1 -2 +s(p—Dp? —
||w||L°°(Q) < maxq C) Br 1 m |Q|n(p—1)+sp ,
1 _

. 3 = :
Cy avr (m) Ie] } (2.11)
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onde Cy = C4(n, s,p) e Cy = Cy(n, s,p) sdo constantes positivas.

Demonstragdo. Seja M = ||w||r=@q) € 22 = {z € Q: |w(z)| > M/2}, entao

M p
[l = [ fode > [ qupde > (5) 100 (212
Q Qs
Por outro lado, como w é uma solucao fraca e f satisfaz a condigao (2.5), temos a seguinte

relagao para toda ¢ € Wi () C Wi (Q)

/ / |w(z) —w(y) P (w(z) —wy))(pl) = e(y)) drdy

|z —y e

= /Qf(x,u)<pd:c

< /ﬂ(aMpl—l-ﬂ)godx

= /(aMp_1+ﬂ)<,0dx.
Qo

Se u ¢ uma solucao fraca de (=A)su = a MP~" 4 em Qy e u = M/2 em R"™\ Qy,
entdo, de acordo com a desigualdade anterior, temos (—A)sw < (=A)Ju em )y no
sentido fraco. Além disso, u € Ws’p<92) ew < uem R"\ Q, Utilizando entao o
principio da comparacao, Teorema 1.12, obtemos |w| < u em 3, 0 que implica em
M = |wllze@) < lJulle@y)-

Considerando agora a fungao v = w — M/2, temos que v é solucao fraca de
(=A)sv =aMP' + 5 com v =0 em R"\ Q. Pelo Teorema 2.4 existe uma constante

C' = C(n,s,p) >0 tal que
sp 1
[0 ]| o (z) < C|Qo| @D (aMP™ + B)7=T.

Consequentemente, temos

M Cw N
M < lvllpe@) + 5 < C| Q| 7D (aMP~L 4 B)5T +

M
2 2

Podemos usar a relagdo (2.12) e a desigualdade (1.35) na expressao acima para obter

M 2\7? AT e 1
7 <C [(M) ||w||ﬁp(9>} Cp (ozp—lM—i—ﬁp—l) .

1 1
Se ar=1 M < Bv»=1 entao temos
MY RS <d4c0c, (2 [ wl]? =D BT
= P WiLr() ;

o que implica em

np-1) ap? s n
M < (4 Ccp) n(p—1)+sp2 D n(p—1)+sp? ||w||£;p(gzl))+3p n(p—1)+sp?
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Por meio da desigualdade (2.6), concluimos que
sp2

M < (4 C’C’ ) ("(P)—l) 5 2 ( SP)2 . /8( 1 ) 1 n(p—1)24s(p—1)p2 |Q| i 3? .
n(p—1)+sp n(p—1)+sp p—1 - n(p—1)+sp .
- P /\1 (Q) —

1 1
Caso ar-T M < B»=1, temos

Sp

M 2 p n(p—1) 1
7 < C [(M) ||w||LP Q):| Cp20ép*1 M.

sp2

M- 1) <4CC, 27tr-1) 1> a1 HwHZ;le))

Portanto

A partir da desigualdade (2.6) segue que

1

n(p— 1) n ﬁ p—1 1
M<2(4CC) sp? (ysp? (m) |Q|P

n(p—1) sp2 n(p—1)

(
concluindo o resultado com C} = (4 CC,) ne-1+r” 20—+ ¢ Cy =2(4CCp) »* . [

O seguinte resultado mostra que uma relacao semelhante é valida quando sp > n,

além de estimar também a norma C%® em termos do inverso do primeiro autovalor.

Teorema 2.5. Sejam s € (0,1), p € (1,00) tais que sp > n. Seja Q C R" aberto e
limitado. Se u € WP(Q) é solugao fraca de (2.1) com f satisfazendo a condigao (2.5),

entao

1 s ]_ g
ey < C) BT Q) @ ], 2.13
il < Gy 67719 QM“D_®%1 Qﬂ@—aﬁl) 213

onde C7 = C4y(n,s,p) > 0. Além disso,

(M) =) (M(Q) — )T

]

—
N———

B I=

—~

[\

—_

H~

~—

||| co.omny < BPT <01\Q|% + 02\9\5> (

onde Cy = Cy(n, s,p) > 0.

Demonstragao. Dado que u € WP(€2) com sp > n, temos, a partir da relagao (1.14) que
para todo x € R”
lu(z)] < O [u]wsn |27, (2.15)

onde C' = C(n,s,p) > 0ea=s—n/p. Ao utilizar a prépria solu¢ao u como fungao teste

em (1.17) e aplicar a condigao de crescimento de f, temos

p—1
[mwm>l/fuxum<amm o+ B lull ey 1215
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Pela estimativa (2.6) obtemos

P 1
s ot B P O ot
b o < _ Q _— Ql» QA »
s < o (5m—s) 1948 (s 12F 10
_p_ (0% 1
= pr1|Q| — + — |- (2.16)
(A() —a)r=7 (M(Q) —a)FT
Deste modo, a partir de (2.15) e do fato que 1 + a/n = s/n, concluimos que

3=

1 s « 1
w(x)| < CBr-1|Q|n - - , 2.17
lu(z)| < C'Br1[Q (Mﬂﬂ%—wpl+(kﬁn—aﬂ*> (2.17)

provando (2.13).
Além disso, a partir de (1.12) e da estimativa (2.16), temos

ju(z) —u()| _ sz;< a n L )é 2.18
T M) =) (@) =)t ) =

onde v = 7y(n,s,p) > 0. Combinando essa estimativa com (2.17) obtemos a expressao
(2.14) com C; =C e Cy = 1. O

Decorre das relacoes estabelecidas em Corolario 2.3, Teoremas 0.1 e 2.5, juntamente
com a desigualdade de Faber-Krahn (2.4) que, quando um dominio possui uma forma
complexa e afasta-se consideravelmente de uma bola, resultando em um primeiro autovalor

grande, as solugoes relacionadas a esse dominio tendem a ter um valor supremo pequeno.
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Capitulo 3

LOCALIZACAO DAS SOLUCOES

Neste capitulo, demonstramos que o supremo das solu¢oes do problema (1.16),
em uma vizinhanca de um ponto, é controlado pela medida de €2 nesse local. Além de
sua relevancia intrinseca, estes resultados também desempenham um papel crucial na
demonstracao do teorema principal no capitulo conclusivo.

Para obter essa localizagao, utilizamos trés resultados auxiliares. O primeiro esta-

belece um resultado técnico que serd 1til nos passos seguintes.

Lema 3.1. Sejam ¢ > 2 e N = |¢| — 1. Para qualquer fungao h : R® — R" vale

N pa—k(p)pE-1 k=1( ) pa—Fk
Wi(a) ~ h(y) = (k) h(y)) (Zh oh_ty) + Lo <y))
+ (hQ—N(x) _ hq_N(y)) (h (x) ;‘ h (?/)) . (3.1)
Além disso,
) TR R ) RN N e | ey

= (3.2)

Demonstragdo. Inicialmente observamos que, somando e subtraindo o termo h?~!(x)h(y),

obtém-se

hi(z) = hi(y) = h(z) +h"(@)h(y) — b (2)h(y) — h*(y)
= (h(z) = h(y) K7} (@) + (h*(2) — W (y)) h(y). (3.3)

Se ¢ € [2,3) paramos o processo aqui. Caso ¢ > 3, ou seja N > 1, expandimos o fator
he=Y(z) — h?(y) como

W @) h ) = B ) @) h(y) — ) h(y) — ()
= (h(z) = h(y)) h72(2) + (h72(2) — h7*(y)) h(y),
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gerando em 3.3

hi(x) —hi(y) = (h(z) —h(y)) " (z) +
+ [(h(z) = h(y)) B2 (2) + (W72 (x) — h17%(y)) h(y)] h(y)
= (h(z) - h(y)) (hq Ha) + h72(x)h(y))
+ (h72(2) — B2 (y)) B*(y).

Agora expandimos o fator h?2(z) — h?2?(y) usando o mesmo racioncinio. Repetindo este
processo de expansdo para cada h?%(x) — h*(y), com k € {2,..., N — 1}, obtemos a

expressao
W™ (z) = 17 (y) = (h(x) = h(y)) BT (@) + (W (@) — BT (y)) h(y),

o que implica que

hi(x) = h(y) = (h( <Z R (@) )) + (W (@) = BTV (y) Y (y).

De maneira similar, trocando x por y nos termos que sao somados e subtraidos nas

expressoes, encontramos

N

hi(x) = h(y) = (h(x) — h(y)) (Z E ()R h (y)> + (WY (@) = BTV (y)) B (2).

k=1

Somando as duas igualdades e dividindo por dois, obtém-se (3.1).

Como h(x) > 0 para todo z € R™, entao

e} (a ) +hiY( ZN:hq F(@)hF (y) + (@) h R (y)
! .

Para verificar a segunda desigualdade de (3.2), aplicamos a desigualdade de Young com

0s expoentes p = q— e p/ = L= resultando em
—k kE—1
hq—k hk—l < q hq—l hq—l
(2) (y)_—q_1 (l‘)+q_1 (),
‘ k—1 k
hk—l hq—k < ;hq—l q— hq—l ]
(@) < T )+ =T )
Portanto
N
Zh"’“ JHE () + B @)h R () < D heH () + B (y) = N (B0 () + A0 (y))
k=1
o que prova a validade de (3.2) ao dividirmos ambos os membros por 2. O
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Com a relagao dada pelo Lema 3.1, podemos provar a seguinte estimativa:

Lema 3.2. Sejam s € (0,1), p € (1,00) e Q C R™ aberto e limitado. Seja u € W3 (Q) N
L>(Q) solucao fraca do problema (1.16) e » € C*(R") tal que 0 < ¢ < 1. Para todo
v > 1%17 defina # = p(y—1)+1e N = |f| — 1. Entao a seguinte desigualdade é valida

/ u(z) — uly) " (" (z) + w‘i(g))yjiﬁﬁp)e_l(x) + ()’ (y)) ddy (3.4)
<2 [ funda
Lortie, / [9) = )P ()’ (@) + @) W)
JJ |z =yt
Lor2(, // (W'~ (2) + V() (@) — ()P ()N (@) + (Wp)N(y))dxdy
JJ |z — y| P

onde C; = NM(4M(p — 1)NC,)P~t e Cy = M(16M(p — 1)C,)P~*, sendo que M > 0
satisfaz u < M e C, ¢ definida em (1.35).

Demonstragao. Considerando que u pertence a Wi (2) N L>®(Q) e que 9P é uma fungao

de Lipschitz que satisfaz 0 < ¢ < 1, concluimos, com base no Lema 1.3, que (uy?)?

também pertence a W57 (€2), onde 6 = p(y — 1) + 1. Tomando (ut?)? como fungao teste
(1.17),

/ |u(z )P (u(@) — uly)) (wy?)’ (@) — ()’ (y))

o=yl

dxdy = /Q fluy?)? dz. (3.5)

R2n

Vale observar que 6 > 2 pois v > (p+ 1)/p. Assim, podemos utilizar a relagao (3.1) com
= (uy?) e ¢ = 0, obtendo

(u?)’(z) — (uyp?)’ ()

= ((w?)(@) = (") (y) (2 (w?)" ™ (@) (wi?) 1 (y) () () ()~ <y>)
()N (a) = (w0 ) (L), 50

onde N = |#| — 1. Podemos expandir o fator (uy?)(x) — (u)?)(y) somando e subtraindo

o termo u(y)yP(x), assim

(u?)(x) — (u?)(y) = (u(z) — uly)) PP (z) + uly) (PP (x) — PP (y)).

Da mesma forma, somando e subtraindo o termo u(x)y?(y), vale

(ugp?) () — (") (y) = (u(x) — ul@)P’(y) + u(z) (WP (x) = P"(y))-
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Juntando as igualdades, concluimos que

(i) () — (i) () = 3 () — u(w)) (P (w) + 02 (@)) + 5 (u(x) + (W) (2 (2) — 0 (3).

Também podemos expandir o fator (uy?)?=N(z) — (uy?)?=Y(y) de modo andlogo,

utilizando os termos u?~N (2)y?0=N) (y) e uf=N (y)yP=N)(x), obtemos

()N () — @) N ) = SV (@) — w0 ) O (@) + O )

1

S (W (@) + u" N () (N (@) — P (y)).

Agrupando essas relagoes em (3.6), temos

()" () = ()’ (y)
= 5 (ule) ~ () (P (y) + ¥ (1) F ()
1

+5 () +uy) (WP (y) — ¢7 (@) Flz, y)

2N () = () (@) ) + N ) (@) (@) + () ()

+ (W (@) + "N () (WP (@) — PO () (uy?)N (@) + (w?)N (y)),

—

W

onde denotamos

_ i ()"~ () () () + (?)F ! () (i)’ y).

2
Substituindo em (3.5) obtemos
/f uyp?)? da
_ ] )= 2 0le) )+ D)
JJ 2|z —y|tee
/ (@) — )P (u(z) —u)(u(@) + u@) W) — @) F@.y) , o0
20—y

R2n

1 Haa ) = M@ ) () ) 00 ) 1

4 |$ _ y|n+ps

R2n

1 Mgl ) o M D) = () ) 00 ) 1

4 |$ _ y|n+Ps

R2n

onde denotamos L(z,y) = |u(z) —u(y)[P~2 (u(xz) — u(y)). Isolando o primeiro e o terceiro

termo do lado direito e usando a desigualdade triangular, temos
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/ |u(z) = uy)|” (V" (z) + VP (y)) F(z, y) dxdy
e 2|z —y|mire

| Hala ) = o M@ ) () ) 00 ) 1

4 |$ _ y|n+Ps

: /Qf<uz/»p>9 da (3.7)
- (@) = u() P! o) + )| ) = P @IF @,

92 ‘l’ _ y‘n-‘f-ps

R2n

N / | Lz, y)[[u”~ (@) + u® N ()| [pPO N (@) — O () || (wy?) () + ()Y ()]

4 ‘ilf _ y‘ners

dxdy.

R2n
Pela definigdo de F(z,y) e a relagao (3.2) sabemos que

(uy?)’(x) + (ug?)" "} (y)
2

< Fla) < 3 () + )1 0).

Vamos aplicar a estimativa inferior de F' no lado esquerdo da desigualdade (3.7), e a
estimativa superior de F' no lado direito. Além disso, na segunda integral do lado esquerdo,

utilizaremos a relacao (1.37), que nos garante que, se u(z) > u(y), entao

(0¥ () — (@) () — uly)) > 3 (00 ) + N ) () — )

Ao trocar x por y observamos que ambos os lados da desigualdade nao se alteram. Logo,
ela também é valida quando u(z) < u(y).

Deste modo, a partir de (3.7) obtemos

) = P 47+ VN 0) + () o

4 |ZL‘ _ y|n+ps
R2n

N / [u(z) —u(y)P ('~ (@) + u" N (y)) WP (@) + PO () (uy?) Y (2)

8 |l‘ _ y|n+ps

dxdy

u(z) — u(y) (=N () + u N y)) (PO (@) + PO () (wP) N (y)
+R/2n STz =y dxdy
< /Q flug)! d (3.8)

[ X = ) o) + V) — () £ D)o,

4 |I’ _ y|n+ps
R2n

N / | Lz, y)l[u’~ (@) + u® N )| [PO N (@) — O () || (wy?) () + ()Y ()]

4 |.I _ y|n+ps

dzdy.

R2n
Vamos estimar agora as duas tltimas integrais dessa relagdo. Dado que u € L>(),

podemos considerar v < M em quase todo ponto, para algum M > 0. Assim |u(z) +
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u(y)| < 2M. Além disso, pela desigualdade (1.36) temos

WP (x) = U ()] < p (P () + P W)W (@) — ¢(y)]-
Usando estas relagoes e a desigualdade de Young com ¢ (1.40), obervamos que

[u(z) —u(y) " u(@) +u)l[¥P(y) — P (@)] ((ug?)’ (@) + @)’ (y))

|z — y|tps
< 2 D I ) W—l(@?x) - (ji;sw(y)r () () + (u?) ()
< 2Mp—- u(@) = u(y) P~ (P~ () + ¢ (y)) ((iﬁﬁl”)e‘l(:p) + )i y) 7 |
p—1 o — | e B
+2Mp— [(x) = ()| ()" (z) + (W) (y)) "
pef |ZL‘ y| n+ps
—2M(p— ey u(z) — u(y)[P (Y7~ (z) + Qﬁjxlﬁg)'j:ps((qup)@l(x) + (uy?)PL(y))
oy L P OB (jw”);‘;(w) + () ()
61 xr — DS

De acordo com (1.35) existe €, > 0 tal que (p?1(z) + P ()) 71 < Cp(¥P(z) + UP(y)).
1

Ao usar essa estimativa e escolher e, = (ANM(p — 1)C,)~! concluimos que

// Nlu(z) —u(y) P~ [u(z) + u(y)||[¥"(y) — ¢P(2)] ((U@/)p)a*l(w)+(u¢p)9*1(y))dxdy
PP
Ju(@) — u(y) [P (WP () + P (y)) ((up?)’ (2) + ()" (y))
SR/% S[w — g+ dxdy (3.9)
+N2M (M(p— NG, / |o(x )P éw_p);;(i) (ug?)~1(y)) dudy.

Para a estimativa da tltima integral de (3.11) observamos que
"M (@) +u" ()] < M (0N @) +u" TV () (3.10)

uma vez que 0 < u < M. Além disso, a partir da desigualdade (1.36), podemos afirmar

que

[P0 () — PO ()] < p (PO (@) 4 pPTION () [0 () — 4N (y).

Em seguida, usamos (1.36) novamente e exploramos as restrigdes § — N <2e (0 <y <1

para obter

[ (@) =" ()] < (0= N) (0" @) + " ) () — d(y)] < 4 () = dy),
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Substituindo essa ultima desigualdade na expressao anterior, chegamos a

[P0 (@) — PN (y)] < dp (VO (@) 4@V ) e() = Y(y)| (3.11)

Utilizando as relagoes (3.10) e (3.11) na dltima integral em (3.11), e aplicando a desigual-

dade de Young com ¢, obtemos

| L@, y)[[u®N (@) + u®~N () |[pP ) (z) — PN ()] ()N (@) + (we?)V ()|

oy
 ula) = wl)lP~ M (N (@) + a1 ) dp (BN ) + g DO-N(y))
: o=y
<) — Y)] () (@) + (we?) ()
§4Ah%%L[w¢w——u@nﬂ4<uﬁw>%xltuww;%y»10
= o — |
x<¢0%4“9-N?¢r>+—w@kﬂx9—N>un>(<u¢m>N<x>+—<u¢pVV@»>ppl]p
iy 11{@ﬁfVlm>+u@N%w)iwwww@{(mmeu»+<wwywy»¢]5
pgg |z — 1y (n+ps) 5

Ao utilizar a estimativa
(¢(p—1)(e—N) (I) + ¢(p—1)(9—N)(y))ﬁ < Cp(¢p(9—N)<x) + wp(e—N)(y))’

e escolher g5 = (16 M (p — 1)C,)~* concluimos que

Lz, y)|[u®N (z) + "N () |[¢" ) (z) — ?O" 0 (y)[[(u?)M (@) + (uyp?)™ (y)]

g (3.12)
<:1[hwx>—zmynp@ﬂN%x>+zﬁN%y»(¢wwwa>+1wﬂ’ny»<u¢mA%x{
L o =yl
B! h&x)—z«yﬂp@ﬁN%x>+wﬁN%yn(¢mwwa>+aMWNmy»<u¢wA%yf
4 |:l? — y|n+ps
. 4M (N (@) + u N y)) ) — )P (@) @) + (@) ()
(16M(p — 1)Cp)t—» |z — y|ntes .

Juntando as estimativas (3.9) e (3.12) na desigualdade (3.8) chegamos a
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/ u(z) — ()| (Y7 (x) + () ((Wy?)" () + (Wy?)"" (y))

4 |£E _ y|n+ps

dxdy

R2n

| ) s ) ) ) + D

R2n

N / ju(z) —u(y)[” (w1 (@) + u~ N Hy)) POV (@) + 9PN () (ur) Y (y)

) STe— g dxdy
< /Q Flug) d
lu(z) — u(y)? (VP (x) + P (y)) ((wp?)? () + (ug?) = (y))
g ST~y o
+M(4M —1)NC,)? / G I ()" ") + (wo7)" 1) dzdy
2 /] |z — y|vtps
lu(z) — u(y |p ug_N_l(:v) + ue_N_l(?J)) (@DP(Q_N) (z) + P~ (?/)) (uyp?)N (x)
+]R/2" 16 |z — y|+ee ol
N / u(z) —u(y)|P (W= (z) + N y)) (PO (@) + PN () (ugP)N (y) dedy
JJ 16 |x — y|ntps
u N z) + uf N () (@) — ()P (up?)N (z)
+ (16M (p // 4|x — y|ntes ey
u’ N z) + N () (@) — ()P (u?) N (y)
e / / Ty ddy.

R2n

Passando as integrais iguais para o lado esquerdo da desigualdade, temos
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) = P () + N ) + (V) gy
Sl — gl

u(z) — u(y)P (u’~VH (@) + N (y)) @O (@) + PO () (uyp?) Y (2)
+/ 6]z — y|mioe dzdy
u(z) — u(y) P (uVH (@) + "V (y)) @OV (@) + PO () (wy?) N (y)
+/ 6]z — g dzxdy
/ fuy?)? (3.13)
*T (4M(p— NG, / [ (@ I ’Zw_’ﬂ@’;(i) @ W)
WV @) £V () W (@) — D) ()Y ()
+M (16 M (p R/ZH/ o — gl dxdy
u N @) + "N () [e() — d(y) P (ug?) Y (y)
M(16M (p R/%/ [ — [ dxdy.

Como u e 1) sdo nao-negativas, podemos observar que

wlz) — u P UOfol T uOfol p(0—N) T p(0—N) uhP N T
0 [ Mo P () ) (0 00) D,
Ju(z) —u(y)P (u’ V" (2) + V() @O (@) + POV (y)) (uh?) N (y)
+/ 6]z — y|nioe dzxdy.

R2n
Além disso, uma vez que ¢ < 1 temos (¢V?(z) + ¢*(y))/2 < 1. Como consequéncia

CEELTNECEL Y

A partir desta desigualdade obtemos

L [ o) = P (7) + ) + N g, (g1

o~y

< [ )= P ) + S ) £ Do,

8 ‘.Z' _ y‘ners

R2n

Com estas relagoes, podemos concluir que o lado esquerdo de (3.13), pode ser

estimado inferiormente por
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) = P () + N ) + (V) gy

8 |£E _ y|n+ps

R2n
ju(z) —u(y)]” (w1 (@) + u N y)) @GP0V (@) + PO N () (wpr) Y (x)
+/ 6]z — g dxdy
R2n
MO () £ ) () D),
16 |l’ _ y|n+ps
R2n
u(z) — u(m)P (P (x) + ()P ((wy?)" (z) + (Wy?)" " (y))
R2n
Por fim, substituindo essa tultima desigualdadde em (3.13) provamos o resultado.
O

Em seguida, provamos uma estimativa para a seminorma de uma solucao u, mul-
tiplicada por uma funcao de localizacao. Essa relacao nos permitira realizar o processo

de iteracao de Moser no teorema principal.

Proposicao 3.3. Sejam s € (0,1), p € (1,00) e Q C R" aberto e limitado. Seja u €
WP (Q) N L>(Q) solugao fraca do problema (1.16). Dados x € Q e R > 0 considere
e CX(Bgr(z)) talque 0 < ¢ <1, VY| <4/Rem R" e p =1 em Bg(x) Entao para

todo v > ’%1 temos

| (uypP)(z) — (wp?)7(y) P pt1 L
/n / [z — y [P dady < 7K Q0 Br(@)|» [l ug? [} 6) ", (3.15)

onde K = K(na 8, Dy HfHL‘X’(Q)’ ’luHLw(Q)ﬂ R) > 0.
Demonstragao. Utilizando a desigualdade (1.36) temos, para todo z,y € R™,
|(u?)? (@) = (u?)? (y)[”
<A ((w?) () + ()~ ()" [(wg?) (@) = (ug?) (y) [P
< AP 2P ((wg? )0 (@) + ()P0 () [(ug?) () = (wg?) ()P, (3.16)

onde, na tltima desigualdade, usamos (1.33). Além disso, somando e subtraindo o termo

u(y)yP(x), podemos observar que

() (@) — (W) (y) = u(z)y(x) + uly)y’(x) — uy)y’(x) — uly)y’(y)
= (u(x) = u(y) ¥"(x) + uly) (W* () = ¢¥*(y)),

ou, somando e subtraindo o termo u(z)y?(y), também vale

(uP) () = (W) (y) = u(@)PP(@) +ule)d"(y) — w(@)P?(y) — uly)y”(y)
= (u(x) = u(y)) " (y) + ulz) Q" () = ¢*(y)) .-
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Ao somar estas decomposicoes e dividirmos por dois, chegamos a

1

(wg?) () = (ud?)(y) = 3 (ulz) —uly)) (¥ (x) +¢"(y)) + %(U(x) +u(y)) (W (x) = ¢(y)).-

Aplicando a desigualdade triangular e (1.33), obtemos

- [ul@) = @)l (@) + )P
o
L opt [u@) + u<y>|p|2@ﬁp<w> — YP(y)P

— L) - u) @) + )P

Flula) + uly) Pl (@) — ()P

|(wy?) () — (wy?)(y)I <

Substituindo essa expressao em (3.16), temos a estimativa

|(up?) () — (ugp?)? (y)["
< AP 2772 ((wp”)PO " (@) + (uyp?)PO D () [ulz) — w(y) [Pl (x) + P (y) P
+7 272 (w0 (@) + (ug?)PO () u(@) + uly) PP () — P (y)]P.

A partir desta relacao, temos até o momento

[l el 3.17)
[z =y |
<o [ ((wg?y Y @) + (uwwz <_y>y)| Jufx) —upP) £ O
wPYPO=D (g wP)PO—1) w(x) + ul) PP () — P (y)|P
o [ (w2 () + () ,x(_y)y),lép” WP @) vl

Observando que p(y — 1) = 6 — 1, podemos estimar a primeira integral do lado direito

utilizando o Lema 3.2, o que nos leva a
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— (") (y)[”

R/Qn/ | (uypP)? |x_y|n+ps dxdy

< P o Q/ Flug?)? da (3.18)
[ //W = ”;y_”;ﬁi:z o,
AP 22 M (16M (p R// N G‘N‘|1x(y_>)y||fss) — VWP W) o
AP P2 / / ((wyp?)’!(2) +R(2;¢p)“($y)_) ng); u(y) Py (x) — ¢p(y)|pdg;dy.

Vamos estimar cada uma das integrais a direita. Primeiramente, segue do fato de

u< M, p<lefeL®Q) que

[ 5wy e < A2y [ (w2 e
Q Q

(3.19)

Para estimatimar a segunda integral, trocamos as variaveis x e y, e observamos que devido

a simetria da integral dupla, temos

| (x y)IP (up?)’H( / | (x y)IP (uyp?)* (y)
d dy = dxdy.
/ |.’L’— |n+ps Y= |I’— |n+ps ray
Além disso, usando o fato de que |V¢)| < 4/R, vale a seguinte estimativa
— P — P — P
[, B, [ e ovr,
o=yl Bay) |1 —yI""P R\Bry) 1T = Y"TP
P —yl? 1
<z / | / ———d
RP Jpp) |2 —ylvPs Re\Bp(y) 1T — Y[
4P R 00
= —wn/ rps”ldr+wn/ Pty
Re Jo R
4P, RP=SP RSP
= +wn
R p—sp sp
O/
= T (3.20)
4p n n .
onde ¢ = —" 1 ¥ Agsim
p—3sp sp
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[[ 1= () o) + ) ),
7= g
p 0— 1 ¢ P
=2 [l [REE
szMEL/WWWQ@My (3:21)

Rn
Para a terceira integral em (3.18), observamos que v/ V=1 < (M+1)"V=1 < M +1,
pois 6 — N —1 < 1. Além disso, como (uyp?)/M <1ef —2 < N, entao
(@) _ ()
MN - M972 ’
o que implica em (ugP)N < MN=0F2(yypP)0=2 < (M + 1)(urp?)?~2, uma vez que também
temos N —0+2=[0] —0+ 1 < 1. Usando estas relagoes e a estimativa (3.20) podemos

concluir que

[[ E ) W e ),

o — gl
<o(M +1) / u) /"D'x_ |n3p2’pd dy
<200+ )P [ w2y (322

R"

Quanto ao ultimo fator de (3.18), com base na desigualdade (1.36) sabemos que

(WP (x) =P ()" < PP () + T ()Pl (e) — e(y)l”
< pP2P(x) = o (y)l”

Logo, usando a simetria da integral dupla em x e y, a limitacao de u, a desigualdade

anterior e a estimativa (3.20), obtemos

// ()" (@) + (we?)"H(y)) lu(@) +uly) P[0* (@) — P (y)[”

o =yl

< 2(2M)” / (u?)?=( /W”’x_ ’Hps Y dudy

< 2P+1Mp+1pp2p /( 1/17’ 0 2 /WJ y|n( )|pdxdy

+ps

dxdy

R2n

Rn

S [ (323
Rn
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Agrupando as estimativas (3.19), (3.21), (3.22) e (3.23) em (3.18) chegamos a

[[ o) =y,

y |n+p8
C/
: / ()" (y)dy |7 27 M2 fll ey + 77 22N MP(AM (p = NG )™
R
P Q2p+2 p—1 2, ¢ p 93p—1 3 rp+1 C’
+AP2PTEM(16M (p — 1)C,) (M‘f‘l)ﬁ—i—vZ M ppﬁ '

Como N = [0] -1 < -1 < py, entdo NP < pP~P. Além disso, 77 <~y e (p—1)P~1 < pP.
Usando estas relagoes e considerando
Ky = max { 27| f||oc, 2% "p?p, 2°°72pP, 297 1pP}
Ky = max { M*, M"™", MP(M +1)*},
K; = max{ 1, C’, C"Cg_l} ,

1
K4:max{1, ﬁ}

Obtemos

= TR gray < ik [ry 2y 32)

+ps
yl"
R7™ xR"™ R™

Por fim, observamos que # — 2 = p(y — 1) — 1 e o suporte de uy)? esta contido em

QN Bgr(z). Deste modo, usando a desigualdade de Holder com os expoentes —-— e

p(y=1)-1
%, segue que
Wﬁl p(y—1)—1
Jaryogay < | [ #Fa || e
R» QNBr(z) o)
41 p(y—1)—1
< 190 Ba@)|E |ty (3.25)
Substituindo em (3.24) e considerando K = 4K, Ky K3K,, provamos (3.15).
[

Com base nos lemas anteriores, estamos agora preparados para demonstrar o Teo-
rema 0.3. Vamos dividir a demonstragao em trés casos: quando sp < n, sp=n e sp > n.

O Lema a seguir prova a localizacao no caso em que sp < n.
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Lema 3.4. Sejam s € (0,1) e p € (1,00) tais que sp < n. Seja Q C R™ aberto e limitado.
Se u € WP (Q) é solugao fraca nao negativa de (1.16) entao, para qualquer z € Qe R > 0,
existe uma constante C' = C(n, s, p, || f|| L), ||| L=@), R) > 0 e 09 = 0¢(n,s,p) > 0, tal
que

sup u < C |QN Bg(x)|%. (3.26)

QNBg (2)

Demonstra¢ao. Com base no Teorema 1.10, sabemos que a solu¢do u pertence a L>(€2).
Dado um ponto z € €2 e um raio R > 0, consideramos uma funcao de localizagao ¢ €
C>(Bg(7)) satisfazendo 0 < ¢ < 1, [Vi)| <4/Rem R" e ¢p = 1 em Bg(:c) O Lema 3.3

> p+1

garante que, para todo y , vale

PV () — (ubP) (1) |P
[ [P SO gy < 2 00 Ba@) 5 e 547 G20
o=y

R R™
onde K = K(n,s,p, || f| 1), [lull L=, R) > 0.
Como sp < n, segue da desigualdade de Sobolev, Lema 1.5, que existe uma cons-

tante positiva K’ = K'(n, s,p) tal que

I Curp?)7] Lp*<m<K// / S I:c— iﬁ;) W iy,

R” R?

onde px = np/(n — sp). Além disso, podemos reescrever o fator da esquerda como

P

Y ey = ( / (uww*) -
p(n—sp)
- ([weres) 7
Q
o\ amp P
- (fur)

(n—sp)
= lu @DPHZZ;ngg

P(Q)

Usando a estimativa em (3.27), chegamos a
SN I <P IR0 Ba@)| 5w [
K’ D) =) R Lev(@

Denotando x = n/(n — sp) e elevando ao expoente 1/vp, podemos reescrever
2 1 py=p=1
|t [y < 75 (K7K) % |90 Brla)| o0 || ug? Iz (a) - (3.28)
Vamos iterar essa desigualdade. Para isso, observamos que, como y > 1, existe
j € N tal que, para todo ¢ > j, x* > p + 1. Tomamos entdo a seguinte sequéncia de
expoentes '

=X para i > j.
p
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Por construcao, temos v; > p+1 para todo 7 > j. Comegando com v; = x? /p, denotando

A; —||u’¢ HLX epl_(X —p—l)/x,obtemos

2p

I\ 7 a1 p+l

Apos k + 1 iteragoes temos, por inducao

2 2 2 2
s ES Wanas THR=TPith A T PI+2P37 Ptk \ T PIHLPI+2 Ptk
Jj+k+1 =
p p p p

1 1 1 1
x (K'K) T T GFR=T Pkt T T P 2P 43 Pk G PP 2 Ptk

pt1 pt1 . AL ptl .
|QﬂB ( )| ]+k)+x2(j+k71)pj+k+ T GFTPI2PiA3 Ptk 3y Pit P2 Ptk

PjPj+1""Pj
X AT, (3.29)

Observamos que p; < 1 e x'/p > 1 para todo i > j, desta forma

. 2p . _2p 0 . 2p . e .. 2p . e
(X]-Hc) XITE (Xj-l—k—l) IFR=TPi+k (X]—H) IFLPI+2Pj 43P+ (Xj ) xd Pi+1Pi+2Pj+k
p p p p
JHEN TF [y tk—1\ ikt N T /i
N p p p
L 2P

[ i\ o
= exp Z In <X )
k L
= exp — In .
-; X]+Z p

Usando a propriedade que In(z) < /= para x > 0, concluimos que o primeiro fator da

desigualdade (3.29) pode ser estimado por

2 2 2
(Xj+k) X]+k <Xj+k1) Xj+i_1 Pj+k <Xj+1) inl Pj+2Pj+3 " Pj+k <Xj) X*?Pj+1Pj+2"'Pj+k
p p p p

< exp [2\[2 \/><J_+] (3.30)

, . . ~ k , A~ .
Além disso, como p; < 1 para todo 4, entao [[;_, pj+: é uma sequéncia decrescente

em k. Podemos limitar inferiormente a sequéncia por uma constante positiva. Para isso,
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reescrevemos

k k [k
H Pj+i = €Xp [ln (H Pj+i>] = €Xp Z In (Pj+z’)]
i=0 i=0 '
o X]“Fl _ p _ 1
= exp Z In ( i )]
= ex Z n(1-72 1
o p — X]-H

A partir do fato que
+1 +1
p <P <0

9

para qualquer ¢ > 1, e observando que In(1+xz) > Az para z € [—’%1, O) e algum A > 0,

temos a seguinte limitacao

k k o1
Hﬂjﬂ' > exp [Z —A Xj”] > exp

=0 i=0

Xt X (x—1)

—A(p+1 i:; ! ]_exp[ A(p—i—l)#}.

Assim, concluimos que [[;2, pj+: = n € (0,1).
Para estimar o segundo membro, denotamos
1 1

1 f— . DY — . . . .. . — . . DY .
ek - Xj+k + XjJrk,l Pi+k + + XjJrl Pj+2Pj+3 Pi+k + XJ Pi+1Pj+2 Pj+k-

Como p; < 1 para todo i > j, podemos limitar 6}, por

1
;pj+1pj+2 e Pk < O < Z_;

Xj-l—z' ’

Assim, quando k — oo, 0} converge para o1, que esta no intervalo [X—f’p—j, m]

De modo semelhante, podemos denotar o expoente de |2 N Br(z)| como

9 p+1 p+1 p+1 p+1

BT 2GR 2GR Ptk ot 21 Pitalies s Py + i PP Pitks

Vale a seguinte limitacao para esta soma

p+1 p+1
WPJ‘HPJH ik < 0F < Z 26

(p+l)n _(p+Dx* ]
X%pj 7 X% (x*-1)
Concluimos assim, fazendo k — oo em (3.29), que

2
VX (VX —1)
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onde usamos também o fato que 7 1 Além disso
=y X]J” \/_ (f 1)’ ’

1
[ || i ) < M0 Br(z)[ ¥,

portanto temos
| uth? [ Loy < C2N BMJ@)V”%7

o que prova (3.27) com C' = exp {%} (K'K)?'*M" e 09 = 09 + Q—J O
X (X~
Observacao 3.5. O expoente oy do Teorema anterior é definido como o9 + -%, onde

X7
n € (0,1), x = n/(n—sp), 5 € Nétal que x¥Y > p+ 1 e oy pertence ao intervalo

(etln _(p+1)x*
X%p; 7 xH(x*-1) |

Observagao 3.6. Como ja vimos no Teorema 0.1, ||ul|z~ depende de || e A;'. Entdo a

constante C' é da forma C' = C'(n, s,p, || f||L=(a), |2], A1(€2), R) > 0. De modo que, quando

o primeiro autovalor cresce, o supremo de u em 2N Br(z) diminui. Para uma estimativa
2

menos precisa, podemos considerar C' = C'(n, s, p, || f||L=(0), ||, R) > 0.
O seguinte resultado prova que o Teorema 0.3 é vélido quando sp = n.

Lema 3.7. Sejam s € (0,1) e p € (1,00) tais que sp = n. Seja Q@ C R™ aberto e limitado.
Se u € WP (Q) é solugao fraca nao negativa de (1.16) entao, para qualquer z € Qe R > 0,
existe uma constante C' = C(s,p, || f|lzew), |[t]|L=@), R) > 0 e 09 = oo(n,s,p) > 0, tal
que

) S;lp( )u < C QN Bg(x)|°. (3.31)

NBr (z
5

Demonstracao. Dado x € ) e R > 0, consideramos uma funcao de localizacao ¢ €
C>(Bg(z)) satisfazendo 0 < ¢ < 1, [V¢| < 4/Rem R" e ¢ = 1 em Bg(x) Com base
no Teorema 1.15, sabemos que a solugao u pertence a L>(Q2). A Proposi¢ao 3.3 garante

entao que, para todo v > I%l, vale

MR OO gy < i B i ©2)

— n-+ps
g Y|

onde K = K(n,s,p, || f|r=@), [lull =), ) > 0.
Seja s’ < s, pela Proposicao 1.7 existe C; = Cy(n, s, s,p, Q) > 0 tal que

Cull ey < | [ (wp?) ,x_ — WP gy, (3.33)

I

R R™
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onde p’ = np/(n — s'p). Além disso, podemos reescrever o fator da esquerda como

w1y = ([ o)’
P(";:/P)
= ([wwrr==)
Q
= ([wwyeze)
Q

™
L7 n=5"p (Q)

p
o
*

Logo, substituindo em (3.33) e usando a estimativa em (3.32) obtemos

1 1)—1
7 e S K 190 Ba@) w750

Denotando ¥ = n/(n — s'p)

1

K\ 2 s p(y=1)—1
[[uh[| Loz ) < (a) 73 20 Bp(a)| 7 [ wdb || Loy (3.34)

Vamos iterar a desigualdade anterior. Para isso observamos que ¥ > 1, entao existe j € N

tal que X > p + 1, para todo i > j. Consideramos a seguinte sequéncia de expoentes

Vi =, para i = j.

= |l

e 2L

Por construcao, cada ~;, com ¢ > j, é maior qu Comegando com v; = X/ /p e

denotando A; = || uy? v € Pi = (X' —p—1)/x", obtemos

2p

X] =
A1 < (K% » (€20 Br()[** 457,

onde K' = Cﬁl Apos k + 1 iteragoes temos, por indugao

1 1 1 1
< (K/) W"‘W,Owrk*‘“‘*‘w.q.l Pj+2pj+3“‘Pj+k+§ﬂj+1pj+2'“ﬂj+k

2 2 2 2
<Xj+k ) ﬁ <Yj+k_l > Yﬁzﬂ Pi+k <Yj+1 ) Wuﬁ Pj+2Pj+3"Pj+k <YJ ) ;?Pjﬂpjw“'pﬂk
X e -
p p p p

pt1 pt1 . v PEL_ e ptl . o
‘QmBR(x)‘y2(1+k)+y2(j+k_1)pj+k+ +Y23+1P3+2pg+3 Pg+k+y2]P]+1Pg+2 Pi+k

Ajr

PiPj+1"P;
X AP (3.35)

Como p; < 1 ey > 1 para todo i« > j, podemos concluir, de modo anélogo a estimativa

de (3.29), que, quando k — 0o, obtemos

o [L
VY (VX - 1)
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(p+)n _(p+1)¥?
X7p; 7 X (-1 |

onde n € (0,1), oy pertence ao intervalo [YJ" m] e 0y pertence a

Visto que [ ut)? ||z gy < MIQ2N BR(x)|><1 , temos
oo+
lugh? || Le() < Cl2N Br(x)|™ %
3.31 C = (K" =L | M"eoy=0y+ % O
o que prova (3.31) com (K")7" exp {\/_(f 1)} e 0y = 09

Finalizamos este capitulo, comprovando que o resultado permanece valido mesmo

quando sp > n.

Lema 3.8. Sejam s € (0,1) e p € (1,00) tais que sp > n. Seja Q@ C R™ aberto e limitado.
Se u € WP (Q) é solugao fraca ndo negativa de (1.16), entao para qualquer x € Qe R > 0,
existe uma constante C' = C(s,p, || f|| 2o [|©| (@), |2, R) > 0 e 09 = oo(p) > 0, tal

que
sup u < C |20 Bg(z)|°. (3.36)

QQBE (l‘)
2

Demonstracao. Dado x € ) e R > 0, consideramos uma funcao de localizacao ¥ &
C°(Bg(x)) satisfazendo 0 < ¢ <1, [Vy)| <4/Rem R" e 1) = 1 em Bg(x)
Seja v > (p + 1)/p. Como (uy?)? € WiP(Q2) e sp > n, entao pela desigualdade
(1.14) temos
@) ()] < CL[(?) w1217 y ERT, (3:37)
onde () = 72“/105.
Além disso, o Lema 3.3 garante que vale

p+1

1
L) ey < YK Q0 Br()| [ ugr |55 (3.38)

onde K = K(n,s,p, || f| L), [[ull L=, ) > 0.
Juntando as estimativas (3.37) e (3.38) temos, para todo y € R”,

p(y=1)—1

1 + o
[(w?) ()| < Cry* K7 Q0 Br(@)| 7 | uy? ||l 19207
elevando a p e integrando em () obtemos
[,y < CY#K |20 Br(a)| 7 [lug” |55 07 1925+

Dividindo ambos os membros por || ut? || LM(Q)) ' temos

ptl pa
|2 o) < CP*K QN Bg(z)| % |0+

Logo, )
—4 2 1 1 a+n
[uth®|| 1oy < OFT 4#T K77 QN Br(a)|m Q7640
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Substituindo a desigualdade em (3.38).

pa+n :| p’yfp*l

MWWﬁww>sfﬂKMm%mﬁ§kﬂW%KﬁMH&xwmew

plpy—p—1) (patn)(py—p=1)

— KRG, T QN Bala)| 0] "

usando esta estimativa em (3.37) temos

1

2 —p— a4n —p— P o
Pl < O [y KU 0 Balo)l o) 5| oy
OB K| Balo)|F |0 e (3.39)
A partir desta relacao e do fato de ¢y =1 em B R () podemos concluir que
e S I 1 pPavtn(py—p-1)
sup u < CPH et Kot QN Br(z)|v | »G@+D
QQB% (I)
p2aytn(py—p—1)
O que prova (3.36) com og = — e C' = C”’“fypﬂ Kot Q] G ]

Ao juntarmos estes resultados obtemos a demonstracao do Teorema de localizacao

Teorema 0.3. Sejam s € (0,1) e p € (1,00) tais que sp < n. Seja @ C R"™ aberto e
limitado. Se u € WyP(€Q) é solugao fraca nao negativa de (1.16) entao, para qualquer
r € Qe R >0, existe uma constante C' = C(n, s, p, || f||L=(), |t|/ @), R) > 0 e 09 =
oo(n, s,p) > 0, tal que

sup u < C QN Bgr(x)|°. (3.40)
QQBE (x)
2
Demonstracao. Segue dos Lemas 3.4, 3.7 e 3.8. O]
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Capitulo 4

SUBSOLUCAO QUE MAXIMIZA
A ALTURA

Neste capitulo, provamos que, dentre todas as solugoes do problema

—Au=1 em
=8 (4.1)
u=0 emR"\Q
onde € é um aberto com fronteira C'! e || = 1, existe uma subsolugiao que maximiza a
altura.

O primeiro resultado prova que todas solugdes do problema (4.1) também sao

subsolucoes da fungao caracteristica de 2 em todo R".

Lema 4.1. Sejam s € (0,1), p € (1,00) e Q aberto limitado. Se u € W;*(Q2) é solucao

fraca nao negativa de (4.1), entao (—A)> u < xo em R” no sentido fraco.

Demonstragao. Dado € > 0 seja U. = {x € R"; dist(z,Q) < e}. Consideramos ¢, €
C*(U.) de modo que 0 <9, <1lem R" e ). = 1 em (.

Dada qualquer funcao teste p € W*P(R") tal que ¢ > 0 podemos decompor ¢ em
duas partes: p; = 1. e ps = p(1 —1).). Deste modo

[ [ et =l o) — ) pl) = 0 oy, o)

\x—y!”“’s

/ / lu(z) —u(y)P? (u(x) —u(y))(pi(z) — 1Y) dedy
- EEIBE

/ / y) P2 (u(x) — u(y))(p2(x) — 02(y)) dedy
n Jgn |z — y [ntps '

Como u ¢ solugao fraca de (4.1), o Lema 1.13 garante que (—A)>u < 1 em R™. Dal,

usando ¢; > 0 como funcao teste, podemos afirmar que

// lu(z) — u(y)P~ 2(’:E(_) |n+(ps))(901( ) — (pl(y))dxdyg/nSpldx:/nQO@DEdCL’.
(4.3)
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Para estimar o tltimo termo de (4.2) observamos que o suporte de @o estd contido em
R™\ Q, e o suporte de u esta contido em 2. Assim, se ambos x e y pertencem a 2 ou a

Q°, temos |u(z) — u(y)|? (u(x) — u(y))(pa(z) — w2(y)) = 0. Caso x € Q e y € Q° temos

[u(r) —u(y)]? (u(z) — u(y))(p2(x) — w2(y)) = |u(@)|” u(z)(—pa2(y)) <0

pois u e ¢ sao nao negativas. Por fim, quando =z € Q)¢ e y € () temos

u(z) = u(y)]” (w(z) — u(y))(2(z) — @2(y)) = | = u@)]” (—u(y))e2(z) <0.
Portanto
[ [ O ) ) =0 gy .
n Jrn |z —y|ntps - '
A partir de (4.2), usando (4.3) e (4.4) concluimos que
|u(z) — u(y)["* (u(z) — u(y))(p(z) — oY)
/n /n Tz — g dxdy < /n pd. (4.5)

Agora, notamos que 1. é decrescente em ¢ e converge a xq quando € — 0. Segue entao,

a partir do Teorema da convergéncia mondtona, que

/ o, dr — pxadr.
n R?’L

Com isto, fazendo € — 0 em (4.5), concluimos que (—=A)S u < xo em R™. O

Denotando por A o conjunto de todas as solugoes do problema (4.1) tais que a
medida de Q é igual a 1 e 9Q é C!, definimos

weA \zeQN

M = sup (sup (i) ). (146)

A seguinte estimativa estabelece uma relagao entre o valor M e o supremo das
solugoes do problema, independente da medida do dominio. Essa relacao sera util na

demonstracao do Teorema 0.2.

Proposigao 4.2. Sejam s € (0,1), p € (1,00) e U C R™ é um aberto limitado tal que
Ul =0. Se w e WP (U) é solugao de
(—AYu=1 em U
u=0 emR"\U
entao

supw < M 1. (4.7)

xzeU
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Demonstragio. Seja U = {x/0|x € U} entdo |U| = 1. Considere

v(x) = %w (0x).

=

Note que v pertence a Wg”p(ﬁ) e satisfaz, por [16, Lema 2.9],

s 1 s
(—A)p?} = (W) 9p =1.

p—1

Entao, pela definicao de M temos sup, 5 v(z) < M. Além disso, observe que
sup v = —— sup w (0z) = —=— sup w(z).
zelU 01 pei Or=1 zeU
Portanto, isolando o supremo de w e usando a estimativa anterior, obtemos
_ps_ _ps_
supw(x) = @r-Tsupv < 0r-1 M.
zelU xelU

O

Agora, demonstramos o teorema principal deste capitulo, que assegura a existéncia
de um conjunto com medida 1 e de uma subsolucao da caracteristica definida neste con-

junto, a qual atinge o valor M, definido em (4.6).

Teorema 0.2. Sejam s € (0,1) e p € (1,00). Existe um conjunto F' C R" tal que |F| =1
e uma funcdo wy € W*P(R") cujo suporte é exatamente F', com |[wol|zm@ny = M e que
satisfaz

(=A);wo < xp em R

Demonstragio. Seja (wi)ren C A tal que My := sup,cq, wp(r) — M. Como cada con-
junto Q tem fronteira C™!, conforme estabelecido em [16, Teorema 1.1], cada solugao wy,
é continua em ). Assim, existe um ponto py € € tal que wi(py) = My. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que p, = 0 para todo k£ € N, mediante uma translacao

apropriada.
Afirmacao 1: Existe uma subsequéncia (wy,) e wg € W*P(R™) tal que
(1) w, — wo em W*P(R"™);
(73) w, — wo em LP(B;), para todo j € N;
(731) wy, — wo q.t.p. em R™.
De fato, note que a sequéncia (wy) ¢é limitada em W*P(R™) pois WP () estd

contido em W#®P(R™) e, além disso, pela Proposigao 2.2, com a = 0 e f = 1, podemos

concluir que

[wi 5, < llwkll ey,
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1 T
» < | —== .
fonlin < (56 )

Ou seja, existe A > 0 tal que
|lwg|lwsr@ny < A para todo k€ N. (4.8)

A partir da limitacao da sequéncia e da reflexividade de W*?(R™), demonstrada em
[4, Proposicao 2.11], segue que existe uma subsequéncia (wy, );en que converge fracamente

em W*P(R"). Seja wy tal que

Wi

— wp em W*P(R"). (4.9)

1

Renomeando a subsequéncia por (wy) provamos (7).

Uma vez que a sequéncia é limitada em W#®P(R"), ela também é limitada em
W#P(Bj), onde B; = B;(0). Entao, pelo Teorema de compacidade, demonstrado em
[26, Teorema 7.1|, existe uma subsequéncia, denotada por (wi), que converge para u; em
LP(By).

Em particular w), — u; em LP(B;). Com base em (4.9) e no fato de que W*?(R") C
LP(R™) C LP(B;), podemos concluir que w] — wy em LP(B;). Pela unicidade do limite
na convergencia fraca em espacos de Hausdoff, podemos concluir que u; = wy em B;. Ou
seja, w), — wo em LP(B;).

Utilizando o argumento da diagonalizagao, encontramos uma subsequéncia, deno-

tada por (wy) tal que

wy — wo em LP(B;), para todo j € N. (4.10)

Provando (7). Além disso, existe subsequéncia (wy,,) de (wy) tal que wy, — wy q.t.p.

em B;. Repetindo o argumento de diagonalizagdo, obtemos subsequéncia (wy) tal que
wr — wo q.t.p. em R™, (4.11)

O que implica a validade de (ii7) e a existéncia de um conjunto H C R" tal que |[R"\ H| =0

e wg(x) — wo(x) para todo z € H.

Afirmacao 2: ||wo|| e mny = M.

A partir da definicao de M, que assegura w, < M, e combinando com a con-
vergéncia em quase todo ponto (4.11), podemos concluir que 0 < wy < M em quase todos
os pontos. Assim, obtemos a estimativa ||wq||~ < M.

Por outro lado, para qualquer t € (0, M), se a medida do conjunto {z € R™ | wy(x) >
t} for positiva, entao ||wo|| g ®n) > t. Para demonstrar isso, é suficiente mostrar, em par-

ticular, que a medida de Dy = {z € By N H |wy(z) >t} é maior que zero.
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De fato, sejam Dy = {x € By N H |wy,(z) >t} e A,, = U=, Dy. Entio

+o0
DO 2 ﬂ Am
m=1
pois, se x € ﬂ:;o:ol A,, entao, para qualquer m € N, z € A,,. Logo, existe k,, > m tal
que = € Dy, ou seja, wg, (x) > t. Fazendo m — oo temos k,, — oo e, sabendo que
wi(z) = wo(x), podemos concluir que wy(x) > t, ou seja, x € Dy.

Assim

m=1

= lim |A,,| > lim |D,|

pois (4,,) é uma sequéncia decrescente de conjuntos e |A,,| > |D,,|. Para estimar a
medida de D,,, consideramos o conjunto €,,,; = {x € Q,, N By |wy,(x) > t} que é aberto,
pois w,, € continua, e tem medida menor que D,,. Note que w,,, —t € Wee (Qn.t) € solugao
de

(Apw=1 em Q,;

w=—-t emR"\Q,;
Seja vy, € WP(Q,,) solugio de
(APw=1 em Qp,
w=0 emR"\Q,,.
Pelo principio da comparacao, Teorema 1.12,
Wy, —t < v, em R™. (4.12)

Além disso, aplicando os resultado de localizacao, Teorema 0.3, e usando o ponto x = 0

e raio R = 1, concluimos que

sup Uy < C' Qe N By |0,
QmJﬂBl
2

Suponhamos que existe uma sequéncia m; — oo tal que

M—1
2C

M—t\=|" M-t
20 2

Usando esta relagao, a partir de (4.12), concluimos que

Q0 N Byl = [y 0] < ( ) ’ para todo m;.

Entao teriamos

sup vy, <C
Qmj,tﬁB%

M+t
SUP Wy, < SUD U, +1 < .
Qmj,tﬂB% Qmj’tﬂB% 2
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M+t

Isso implica que M,,, = supgq j4NB) Wiy < < M para todo m € N. Logo Mj; nao

converge a M, o que é uma contradl(;ao As.snn7 existe my € N tal que, para m > my

M—t\*
Q > — ] .
el > (255

Consequentemente, temos |Dy| > limy, oo [Din| > limy, oo [2mt] > 0. Dessa forma,
||wo || o (rny > t para qualquer ¢ € (0, M), o que implica em ||wp || ®ny = M, provando a

afirmacao 2.
1

2
Seja ' = {x € R"|wo(x) # 0}, resta provarmos que (—A)swy < xp em R" e

que |F| = 1. Cada wy é uma solugdo do problema (4.1), e o Lema 4.1 garante que
(=A); wi < xq, em R™. Ou seja, para qualquer ¢ € W*P(R") tal que ¢ > 0, temos

/ / |wi(2) — wi(y)[” (wi(x) — wi(y))(p(x) —

o=y

#(v)) dzdy < /n oxq, dr.  (4.13)

Afirmagao 3: Quando k — oo temos

[ [ vl =l ) — ) = o0

‘ T —y |(n+ps)

R™ R

o(x) = woly)lP2(wo() — wo)(@lw) = W) 1o (414

— ’(E_y‘ners

R™ R™

Sabemos, a partir de (4.8) que a sequéncia (wy,) é limitada em W*?(R"™). Portanto

_ P
/ / [wil TZI;E)'ZN dxdy < A. (4.15)

|z —y

existe A > 0 tal que

|wp (= Y)[P 2 (wi (z) —wi (y))
‘(n+pS)p L

Denotando hg(z,y) = , a estimativa (4.15) assegura que

|w—
/ o, )| 757 dedy < A
n ]Rn

para todo £ € N. Ou seja, a sequéncia (hy) é limitada em L%(R" x R™). Como esse
espaco ¢é reflexivo, existe uma subsequeéncia (hy;) tal que hy; — h em L%(R” x R™). Em

particular, para toda p(z,y) € LP(R" x R™) vale a seguinte convergéncia

/n /n hi(x,y)p(x, y)dedy — /n /n h(z,y)p(x,y)dzdy. (4.16)

p(x)—p(y)

1
Ix_y‘(n-FSP)ﬁ ’

Dada qualquer ¢ € W*P(R"™) podemos considerar p(z,y) = que pertence

ao espago LP(R™ x R™). Usando esta fungdo na convergéncia (4.16) e a definigao de hy
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obtemos

() — w2 w(x) — w@))(ol) — 20,

| T —y |(n+ps)
— // x y nfg ))1 dxdy. (4.17)

R” R?

R? R™

‘wo(x)fwo(y)f_j;“;‘;@ —w0®) hasta demonstrarmos que h = ¢ em quase
| n S T

Denotando ¢(z,y) =
todos os pontos de R™ x R’l xI;ara concluir a Afirmacao 3.

Para isso, consideramos, a partir de uma ¢ € C°(R™ x R"), a fungao n(x,y) =
Y(z,y)|r — y|(”+8”)% na convergéncia (4.16). Note que 1 pertence a LP(R™ x R™) pois

(n+ps) ==

—1
tem suporte compacto, ja que 1 também possui, e |z —y| » ¢ limitada em conjuntos

compactos. Obtemos assim
[ 1) = ) nte) — wnl)) . g)dody
]Rn Rn

p—1
—>//h(w,yw(x,y)lx—yl("“m v drdy.(4.18)
R» R™

Por outro lado, podemos demonstrar a seguinte convergéncia:
[ [ 1wa@) = )P 2 (o) = wnl)) (o ey
Rn R’!L

= [ [ 1) = ()P (o) — (). )dody. (1.19)

R R™

De fato, se g : R — R é dada por g(I) = |[|P721, entao

// w, (@ W)Y (z,y)dxdy — // wo(x) — wo(y))¥(z,y)dzdy

R? R™ R? Rn?

s//mmm—w@wwwmwwmmwwmww<um

Caso 1 < p < 2, pelas desigualdades (1.38) e (1.33), existe C; > 0 tal que

Chl(wi(x) — wi(y)) — (wo(x) — wo(y) [~
= Cil(wi(@) — wo(x)) — (wr(y) — wo(y) [~
< GG (lwi(@) —wo(@)["™" + Jwi(y) — wo(y)F~)

IN

|9(wi(z) = wi(y)) = g(wo(x) — wi(y))]

Portanto, em (4.20) obtemos

[ [ atwne) = wn(0)  gtunte) — wro))] o) oy
<0iG, [ [ unta) = wn@P e ldedy + iy [ [ funty) = )l ot )l dody.

R™ R™ R”» R?
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Para a estimativa da primeira integral do lado direito, observamos que supp(v)) C B, x B,

para algum j € N. Assim, pela desigualdade de Holder,

[ [ 1@ = (o)l i, ) dedy

Bj Bj

< [ [ (wio) - w7 ae | | [1otras| ay

B; \Bj B;j

3=

=l = wollly, [ | [ 10tealde |

Bj  \Bj

< Cllwy, — woll o, (4.21)

pois ¢ tem suporte compacto e é limitada. Como wy, — wy em LP(B;) entao a estimativa

(4.21) converge a 0 quando k — oo. Analogamente

/me—w@WﬂWuwmw+a
R® R

quando k£ — 0o. Deste modo, vale a convergéncia (4.20) para 1 < p < 2.

Caso p > 2, utilizando as desigualdades (1.39) e (1.33), existe Cy > 0 tal que

lg(wi(z) — wi(y)) — g(wo(w) — wi(y))|
< Gyl (wi(w) — wi(y)) — (wolx) — wo(y))| (Jwi(z) — wi(y)] + lwo(w) — wo(y)|)”
< CyCy(Jwp(z) — wo(x)| + [wi(y) — wo()]) (Jwi(x) — wie(y)[P~> + |wo(x) — woly)P~?).

-2

Portanto, em (4.20), chegamos a

[ [ 1atwnte) = w0) - gtuntz) - wiw)l [0l dody (1.2

R” Rn

SQ%//WW%%MMW@-%@WW@MW@

+6:Cy [ [ fonte) = wn(a)ljwn(z) = woly) 210 . dedy
+6:C [ [ o) = wolt)lun(z) = wnly) 2100, )l dody

+6:Cy [ [ 1) = walt)wn(e) = wnlw)lP Itz )l dody

R™ R™

Usando o fato que supp(y) C B;j x B; e a desigualdade de Holder generalizada com os
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expoentes p, p e -5 na primeira integral, podemos deduzir que

/ / () — wo(@) () — we(y) P24z, y) | ddy

/ / ue() — wo(o)|Pdady / / wnle) — wnlw)Pdody | [0lois, e,

p—2

2
(”wk wolleB)lBl // (Jw(@)|? + [wp(y)P)dady | 9]l e(sy x5, B;l7

3=
]

IN

IN

p—2

e 2

< Jfun = wolloqs | Byl (2CoIwelo sy Bl ) ™ 146l Bil-
Dado que a sequéncia (wy) é limitada em LP(B;), e converge a wy neste espago, a estima-
tiva tende a 0 quando k — oco. Analogamente concluimos que as demais integrais do lado
direito de (4.22) convergem a 0. Deste modo, também vale a convergéncia (4.20) para

p > 2.
Ao combinar (4.18) e (4.19), concluimos que

h(z,y)|lz -y (ntop) 557 = |wo(x) — wo(y) [P (wo(x) — wo(y)) q.t.p. em R™

Provando que h = ¢ q.t.p. em R". Consequentemente vale (4.14).

Afirmagao 4: |F| = 1.

Podemos escrever F' = (J;2, D; onde D; = F' N B; é uma sequéncia crescente
de conjuntos, assim |F| = lim;_,« |D;|. Seja j € N, também podemos escrever D; =
U_, Vi onde Vi = {x € B;|wy(x) > 1/m}. Note que Vi C V7, deste modo |D;| =
lim,, o0 [V

Com base em (4.10), podemos afirmar que wy, converge em medida a wy em B;.

Ou seja, para cada m € N existe I, C B; e ky € N tal que

1 1
|En| < . e |wg(x) — wo(z)| < . (4.23)

para todo z € B; \ E,, e k > ky. Seja G,, = B; \ E,,. Note que, se v € G, N 1%
entao |wg(x) — wo(z)| < 1/m e wo(x) > 1/m, logo wi(x) = wo(z) + (wr(x) — we(z)) >
1/m —1/m = 0. Portanto G,,, NV C {z € Bj|wg(z) > 0} e assim

|G NV < {z € Bj|wi(x) >0} < [{z € R"|wi(x) > 0}] <[] = 1. (4.24)
Dado que VJ = (G,, N V) U (E,, N V7)), segue a partir de (4.23) e (4.24) que
, . , 1
Vil =G OV + [En N VR S T+ B <1+ —
m
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Logo |Fj| = lim,, o0 |V}2| < 1. Consequentemente |F| = lim;_ |F}] < 1.

Suponhamos que |F| < 1. Seja Q) = {x € Qx|wi(x) > §}. Com base na
convergéncia em medida, sabemos que, dado £ > 0 existe ko € N tal que, |Ags| := [{z €
R™ | |wg(x) — wo(w)| > 6} < € para k > ko. Além disso, se # € Q% e x ¢ F, entdo
lwi(z) — wo(z)| = |wi(x)] > 5. Ou seja, QF C Ay s U F. Portanto

0 < [Ars UF| <|Aps| +|F| <e+]F|.
Para k > kq. Seja vo = 1+T|F|7 tomamos € = vy — |F|. Deste modo
Q0| < e+ |F| = 7. (4.25)
Seja vy, € Ws’p(Qi) solucao de

(=ABv=1 em Q)
v=35 emR"\ Q.

A partir de (4.7) podemos concluir que

ps
sup v, <5 - M + 9,

5
€8,

ps
para k > kqy. Pelo principio da comparagao, Teorema 1.12, segue que wy, < v < 457" - M+
p

d em R™. J& que 7o < 1, podemos considerar ¢ > 0 de modo que v; = M~f™" +0 < M.
Logo wy = limp oo wy < 71 < M. Assim sup,cpnwo < 71 < M qtp em R”, o que

contradiz o fato de que ||wgl|ze®n) = M. Portanto |F| = 1.

Afirmagao 5:

/ oxa,dr — oxrdr. (4.26)
n Rn

De fato, pela desigualdade de Holder temos

/ exa,dr — / oxrdx

< / ol Ixa, — Xrldz
RTL
= /SOXQkAFdx
p—1

S </ (ppdl‘)p (/ XQkAFdI) ’
QrAF QpAF

- ( / gopdx) AR (4.27)
QuAF

Suponhamos que |Q;AF| ndo converge a 0. Isso implica a existéncia de ¢ > 0 e de uma

subsequeéncia (£, ), a qual denotaremos também por (£2), tal que
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Dado que || = |F| = 1, podemos afirmar que |Qx\ F| = |F'\Q|. Portanto |Qx\F| > ¢/2
e |[F\ Q| >e/2. J& que |F| =1, existe m € N tal que |F'\ B,,| < €/4. Assim

SIFAQ] = (F\ Q)N Bl +1(F\ )\ Bl
[(F\ ) N Bu| +|F\ B
[(F\ ) 0 Bl + 5

DI ™
IA

IN

o que implica em |(F'\ Q) N B,,| > ¢/4. Além disso, como wy > 0 em F, entao

F:U{xGR”|w0(x)>1/j} =: UFJ

Jj=1

Como F; C Fj4; C F para todo j € N, temos |F| = lim;_,, |F}| e existe jo € N tal que
|F'\ F;| < ¢/8 para j > jo. Desta forma, utilizando a propriedade F' = F; U (F'\ Fj),

obtemos

ZSIFENQ) N Bul = |(F\ ) 0 Bual + [((F\ ) \ %)\ Bl
< |(F;\ ) N Byl + [F\ F|
< B\ Q)N Bl + ¢,

ou seja, |(Fj \ Qx) N By,| > ¢/8 para j > jo e todo k € N. Usando estas relacoes podemos

concluir que

/ i (@) — wo(z)Pde > / i () — wo(e)Pda
m (Fj\Q)NBm

1 p
(F;\Q%)NBm \J
1
g
> =,
= gjr

pois wy = 0 fora de Q4 e wy > 1/j em F;. No entanto, isso contradiz o fato de que
wg — wo em LP(B,,). Portanto |QxAF| — 0. Desta forma, a partir de (4.27), provamos
a Afirmagao 5.

Afirmagao 6: (—A)wo < xp.

Tomando o limite quando k& — oo em (4.13) e usando as Afirmagoes 3 e 5 con-
clufmos que (—=A)swy < xp em R™.

[]
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