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RESUMO

SCHIMANOWSKI, E. R. Z. Análise da punção em lajes com vazios esféricos através do
Método dos Elementos Finitos. 2024. 197p. Dissertação (Mestrado em Engenharia) – Programa
de Pós-Graduação em Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto
Alegre.

O emprego de lajes lisas de concreto em projetos estruturais é geralmente justificado por algumas
vantagens. Entre elas é possível destacar a simplificação das fôrmas e a flexibilidade do layout

do projeto, já que o sistema consiste em apoiar as lajes diretamente sobre os pilares da edificação.
Nesse sentido, é possível, ainda, incrementar a vantagem de redução da carga da estrutura,
retirando volumes de concreto em locais da laje em que esse material está submetido à baixas
tensões de tração e compressão. Ao utilizar vazios de formato esférico, por exemplo, a redução
de peso das lajes pode chegar a 30% comparado às lajes maciças. Por outro lado, é sabido que
uma das desvantagens das lajes lisas é a necessidade de verificações relativas ao fenômeno
da punção na zona de contato entre laje e pilar. Nessa perspectiva, poucas pesquisas até o
momento buscaram avaliar o comportamento de lajes com vazios ao modificar parâmetros, de
forma isolada, que influenciam nesse comportamento. Diante desta lacuna, esse estudo tem
como objetivo principal realizar simulações numéricas para analisar a influência de diversos
parâmetros na falha por punção dessas estruturas. Para atingir esse objetivo, foram realizadas
validações de dados experimentais de outros autores, envolvendo um conjunto de 19 lajes que
variam quanto à presença de vazios, pré-laje e armaduras de cisalhamento. Após a criação
e análise dos modelos numéricos desenvolvidos, foi constatado que os mesmos são capazes
de prever o comportamento das lajes simuladas, tanto em relação à carga de ruptura, quanto
carga-deslocamento, carga-deformação e modo de falha. Com base nesses resultados, o modelo
foi empregado para a execução de uma análise paramétrica, que avaliou o impacto, sob o
comportamento carga-deslocamento da estrutura, ao variar a presença, distribuição, posição
e diâmetro das esferas, bem como espessura da laje, taxa da armadura de flexão, presença de
pré-laje, formato e dimensões do pilar e bitola, posição e presença de armadura de cisalhamento.
Entre os resultados, foi possível constatar que a presença de esferas, especialmente na região
próxima ao pilar apresenta influência significativa na carga de ruptura, já que o tronco de cone de
punção ocorre nos vazios. Parâmetros como espessura, taxa de armadura de flexão, propriedades
do concreto e características do pilar impactaram as lajes com vazios de forma semelhante ao que
ocorre nas lajes maciças, mas a presença de esferas limitou o ganho na carga de ruptura. Por fim,
ao empregar armadura de cisalhamento, houve aumento na carga de ruptura e na ductilidade.

Palavras-chave: Lajes. Punção. Vazios esféricos. ANSYS. Método dos Elementos Finitos.



ABSTRACT

SCHIMANOWSKI, E. R. Z. Analysis of punching shear in slabs with spherical voids
using the Finite Element Method. 2024. 197p. Dissertation (Master in Civil Engineering) –
Postgraduate Program in Civil Engineering, Federal University of Rio Grande do Sul, Porto
Alegre.

Several advantages generally justify using flat concrete slabs in structural projects. Among them,
it is possible to highlight the simplification of formwork and the flexibility of the project layout,
as the system involves supporting the slabs directly on the building’s columns. In this sense, it
is also possible to enhance the advantage of reducing the structural load by removing concrete
volumes in areas of the slab where this material is subjected to low tensile and compressive
stresses. By using spherical voids, for example, the weight reduction of the slabs can reach up
to 30% compared to solid slabs. On the other hand, it is known that one of the disadvantages
of flat slabs is the need for checks related to the punching shear phenomenon in the contact
zone between the slab and the column. In this perspective, few researchers have sought to assess
the behavior of voided slabs by modifying parameters that influence this behavior. From that,
the main objective of this study is to perform numerical simulations to analyze the influence of
various parameters on the punching failure of these structures. To achieve this goal, validations
using experimental data were conducted, involving a set of 19 slabs that varied in terms of
void presence, precast panels, and shear reinforcement configurations. After the development
and analysis of the numerical models, it was observed that they can predict the behavior of the
simulated slabs, both in terms of ultimate load, load displacement, load deformation, and mode
of failure. Based on these results, the model was employed to conduct a parametric analysis that
assessed the impact on the load-displacement behavior of the structure, varying the presence,
distribution, position, and diameter of the spheres, as well as the thickness of the slab, flexural
reinforcement ratio, presence of precast panels, column shape and dimensions, and diameter,
position, and presence of shear reinforcement. Among the results, it was possible to observe that
the presence of spheres, especially in the region near the column, significantly influences the
failure load since the punching cone occurs in the voids. Parameters such as thickness, flexural
reinforcement ratio, concrete properties, and column characteristics impacted the slabs with
voids similarly to solid slabs. Still, the presence of spheres limited the gain in failure load. Finally,
when employing shear reinforcement, there was an increase in failure load and ductility.

Keywords: Slabs. Punching shear. Spherical voids. ANSYS. Finite Element Method.
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1

1 INTRODUÇÃO

Embora o concreto seja o material de construção mais utilizado no mundo, sua aplicação em
elementos estruturais está sujeita a uma desvantagem intrínseca do material, sua alta massa espe-
cífica. Devido a isso, diversas pesquisas buscaram reduzir o peso dos elementos estruturais, seja
por meio de agregados leves (RASHAD, 2018), implementando ar na matriz de cimento (CHICA;
ALZATE, 2019) ou, até mesmo, retirando volumes do interior de peças estruturais (MIDKIFF,
2013; KHOUZANI et al., 2021). No último caso, busca-se otimizar a seção transversal de lajes,
retirando o concreto de regiões pouco solicitadas por meio de nervuras, paralelepípedos de
poliestireno expandido ou formas volumétricas ocas de plástico.

Nesse contexto, o emprego de volumes ocos pode apresentar redução no peso próprio de lajes,
garantindo bom acabamento na face inferior. De acordo com Adil, Hejazi e Rashid (2019), o
uso de vazios esféricos, sistema conhecido comercialmente por Bubbledeck, pode gerar uma
redução de cerca de 30% no peso do elemento estrutural, impactando não somente nas cargas
das próprias lajes como também, nos carregamentos que atuam sobre as fundações. Assim, a
principal diferença para as lajes nervuradas está no uso de formas de plástico não recuperáveis,
que permanecem no interior da estrutura, como apresentado na Figura 1.1. Nessa perspectiva, os
vazios podem impactar positivamente na concepção do projeto, no dimensionamento da estrutura
e no tempo de execução das formas.

Figura 1.1 – Sistema de lajes lisas com vazios esféricos (fonte: Bubble-
deck1(2024))

Sob essa ótica, Cigada et al. (2014) apontam que na construção do edifício Palazzo Lombardia

Tower em Milão, de 161 metros de altura, o emprego de lajes lisas com vazios melhorou a
1 Extraído de <https://www.bubbledeck.com/projects> (acessado em 02/2024)
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resposta sísmica devido à redução de peso, e proporcionou maior rapidez na construção. Nesse
viés, embora existam custos relacionados às esferas de plástico, Mahmood e Dawood (2017)
discutem que o sistema apresenta economia em relação às lajes convencionais para aplicações de
grande porte. Essa economia não se deve apenas à redução no volume de concreto mas, também,
à menor sobrecarga sobre às fundações, facilidade de transporte e montagem dos elementos
estruturais, bem como redução das fôrmas no caso de pré-moldados.

Devido à otimização da seção da peça, as lajes com vazios esféricos são mais sustentáveis
e continuam garantindo o desempenho estrutural. Para Jabir, Mhalhal e Al-Gasham (2021),
como os vazios são empregados em locais submetidos à tração, não há perda significativa
no desempenho estrutural da peça, uma vez que o concreto continua desempenhando suas
funções na região comprimida. Além do mais, Ali (2014) sugere que para cada quilograma de
plástico reciclado utilizado na fabricação dos volumes ocos é possível economizar até 100 kg de
concreto. Como há redução, portanto, na quantidade de cimento, as lajes com vazios esféricos
são reconhecidas como um sistema mais sustentável, pois a menor produção de aglomerante
gera menores emissões de gases poluidores (HAQUE; HAQUE, 2022).

Além disso, o emprego de vazios no interior da estrutura vem ganhando destaque ao ser apli-
cado em lajes lisas. Esse sistema construtivo consiste em apoiar lajes de espessura constante
diretamente sobre os pilares e, por dispensar a utilização de vigas, apresenta vantagens como
a diminuição de tempo e custo de execução, maior flexibilidade no layout do imóvel e maior
facilidade no posicionamento das instalações (ALROUSAN; ALNEMRAWI, 2022; FERREIRA
et al., 2023). Entretanto, Khouzani et al. (2020) apontam que o uso de lajes lisas convencionais
é indicado para cargas baixas e pequenos vãos, garantindo que a sua espessura não seja muito
elevada. Dessa forma, os vazios no interior das lajes lisas favorecem a aplicação para grandes
vãos e cargas elevadas, na medida em que aliviam o peso da laje, reduzem os momentos e
permitem que o concreto seja solicitado de forma mais eficiente.

Por outro lado, do ponto de vista estrutural, a ausência de vigas implica em análises mais
aprofundadas do fenômeno da punção, devido ao cisalhamento que pode ocorrer nas ligações
laje-pilar. Nesse contexto, Silva (2022) aponta que esse tipo de falha pode gerar uma ruptura
frágil, já que a armadura não entra em escoamento e, assim, a estrutura não fornece indícios
do colapso. Diante disso, é possível melhorar a resistência à punção de lajes lisas com vazios
através de alterações nas propriedades dos materiais, utilização de armadura de cisalhamento,
determinação de uma região maciça em torno do pilar ou alterações na disposição dos vazios
(HABEEB; AL-AZZAWI; AL-ZWAINY, 2021; VALIVONIS et al., 2017; HAN; LEE, 2014).

Apesar dos estudos de lajes lisas serem amplos, poucos tratam a respeito da punção quando são
empregados vazios esféricos. Desses, o objetivo mais comum é determinar qual o perímetro
de controle em torno do pilar que deve ser executado como laje maciça, a fim de fornecer
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atualizações para as normativas existentes (SCHNELLENBACH-HELD; PFEFFER, 2002;
SAGADEVAN; RAO, 2019). Além disso, mesmo que pesquisadores como Lima (2015) e
Ceballos (2017) tenham estudado diretamente formas de melhorar a resistência à punção, os
trabalhos desenvolvidos na área são, em grande maioria, experimentais e apresentam limitações
nas análises, principalmente em relação à quantidade de variáveis analisadas.

Dessa forma, embora existam estudos a respeito da punção em lajes lisas, ainda há muito a ser
descoberto sobre a implementação de vazios em seu interior. O objetivo desse estudo consiste,
portanto, na análise paramétrica por simulação numérica, através de elementos finitos, de lajes
com vazios esféricos, buscando compreender o quanto a variação da armadura de cisalhamento,
espessura de concreto, raio das esferas, raio da região maciça e propriedades dos materiais podem
impactar no comportamento carga-deslocamento e, portanto, na falha por punção. Para essas
análises, foram desenvolvidos scripts de entrada validados através de resultados experimentais.

Cabe mencionar que esse estudo pertence à linha de pesquisa do PPGEC/UFRGS que vem
desenvolvendo diversos trabalhos no software ANSYS. Entre esses, destaca-se os estudos em
pontes de Lazzari (2016), Lazzari (2020), Spessatto (2022) e Machado et al. (2023), em túneis
de Quevedo (2021), em vigas de Medeiros (2019) Titello (2020) e Soares et al. (2023), em lajes
de Alarcón Ayala (2017) e estudos de concretos alternativos de Aguero (2017) e Araújo (2019).

1.1 MOTIVAÇÃO

A implementação de novas ideias no setor da construção civil, especialmente na área estrutural,
sempre está atrelada a uma série de análises prévias que garantam a segurança e o desempenho
da estrutura. No caso das lajes lisas com vazios não é diferente e, embora já existam pesquisas,
inclusive relacionadas com alterações das normativas, ainda há lacunas que devem ser melhor
exploradas, como o estudo de alternativas que aumentem a resistência à punção em lajes bidireci-
onais com vazios esféricos. Assim, compreender como essa falha ocorre nesse tipo de estrutura
pode contribuir para o desenvolvimento de soluções mais eficientes e seguras.

Além disso, pelo fato dos estudos já desenvolvidos serem, em grande maioria, experimentais, as
análises que envolvem variação de parâmetros são muito restritas, justificando a necessidade de
estudo numérico que permita maiores variações desses fatores e o impacto sobre o comportamento
da estrutura. Com a identificação dos parâmetros que causam maiores impactos na resistência à
punção é possível buscar formas para evitar esse tipo de falha.

Outrossim, reduzir a utilização de concreto e o peso da estrutura, estar em prol da sustentabilidade
e fornecer, ainda, vantagens como execução mais rápida e econômica são características que tor-
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nam o sistema uma alternativa atraente para substituir as lajes convencionais. Todavia, no Brasil
há uma resistência na implementação de novas tecnologias na construção e, nessa perspectiva, o
desenvolvimento de estudos nacionais que discutam sobre o assunto e que forneçam informações
para projetistas e construtores pode impactar positivamente na disseminação desse sistema.

Outro fator que motivou este estudo foi a preocupação com a segurança estrutural na medida
em que falhas por punção podem causar grandes estragos, sem avisos prévios. Dessa forma, é
essencial estudar o fenômeno e avaliar se as alternativas existentes podem ser empregadas com
segurança, até mesmo nas lajes lisas com vazios esféricos, como as armaduras de cisalhamento e
as regiões maciças em torno dos pilares. Dessa maneira, esse estudo pode, também, abrir novas
possibilidades para a execução de estruturas inovadoras, mais eficientes e sustentáveis.

1.2 OBJETIVOS

Os objetivos desta pesquisa estão dividos em principal e secundários, conforme descrito a seguir.

1.2.1 Objetivo principal

Realizar uma simulação numérica de lajes lisas com vazios, a fim de determinar o comportamento
deformacional da estrutura ao variar parâmetros que impactam na falha por punção.

1.2.2 Objetivos secundários

Entre os objetivos secundários dessa dissertação, pode-se citar os seguintes itens:

a) análise do comportamento da estrutura ao variar a taxa de armadura de flexão, região
sólida no entorno do pilar, armadura de cisalhamento, propriedades do concreto,
formato e dimensões do pilar, espessura da laje e diâmetro das esferas;

b) identificação da falha por punção na modelagem através da análise das deformações
nas armaduras de flexão, deformações no concreto e superfície de ruína;

c) comparação de lajes maciças e lajes com vazios esféricos quanto ao comportamento
deformacional da estrutura.

1.3 LIMITAÇÕES

São limitações deste estudo:

Eric Renã Zavitzki Schimanowski (ezschimanowski@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2024.



5

a) utilização de um único modelo constitutivo para a modelagem do concreto;

b) não serão considerados efeitos de variação de temperatura e vibrações da estrutura;

c) nas simulações numéricas serão analisados apenas vazios de formato esférico;

d) o material dos volumes ocos não será modelado nas análises, já que ao empregar
esferas de polietileno com diferentes espessuras Haque e Haque (2022) constataram
pequenas alterações no comportamento da estrutura. Vale mencionar, entretanto,
que outras pesquisas, como Kim et al. (2011), que empregaram fibras de vidro na
composição dos vazios identificaram alterações significativas no comportamento da
estrutura.

1.4 DELINEAMENTO

As etapas dessa dissertação foram estabelecidas conforme o fluxograma apresentado na Fi-
gura 1.2. Assim, no Capítulo 1 são descritas as considerações iniciais sobre o tema, abordando a
motivação para o estudo das lajes lisas com vazios esféricos, os objetivos principais e secundários
e as limitações do estudo.

No Capítulo 2 é apresentada uma revisão bibliográfica sobre lajes lisas, abordando brevemente
as definições e contexto histórico. Ainda nesse capítulo são apresentadas as lajes lisas com vazios,
abordando aspectos históricos, exemplos de aplicação do sistema, métodos construtivos, tipos de
vazios empregados e o comportamento dessas estruturas de forma geral.

Já no Capítulo 3 é discutido o fenômeno da punção, o risco desse tipo de falha e os tipos
de punção. No mesmo capítulo, também são apresentados os fatores que impactam nesse
modo de ruptura, como armadura de cisalhamento, taxa de armadura de flexão, propriedades
dos materiais, geometria da estrutura, entre outros. Também são apresentadas brevemente as
recomendações normativas para a verificação do esforço cortante em lajes maciças sem armadura
de cisalhamento. Por fim, o capítulo explana, ainda, o estado da arte da punção em lajes lisas
com vazios, abordando os principais estudos da área e suas conclusões.

No Capítulo 4 são abordados os modelos constitutivos utilizados para a modelagem do aço e
do concreto, apresentando os critérios e as formulações gerais empregadas no estudo. Ainda
nesse capítulo são discutidos fenômenos como retração e fluência, empregados na modelagem
do concreto. Quanto ao Capítulo 5, é apresentado o software utilizado, bem como o método
matemático, a forma de solução do problema e os elementos empregados. Também são descritos
os modelos adotados para cada material, o funcionamento da rotina USERMAT, e a modelagem
dos vazios no interior da laje.
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Figura 1.2 – Fluxograma das etapas do estudo (fonte: Autor)

Já no Capítulo 6 é desenvolvida a validação do modelo com dados experimentais, coletados
de lajes submetidas à falha por punção. Nesse capítulo são descritas as informações das lajes
experimentais, como geometria, características das armaduras empregadas, modelos ensaiados,
procedimentos de ensaio e a implementação computacional das lajes ensaiadas. Por fim, tam-
bém são apresentados os resultados obtidos, comparando as análises numéricas com os dados
experimentais.

Outrossim, no Capítulo 7 são desenvolvidas as análises paramétricas, identificando como cada
parâmetro impacta no comportamento de lajes maciças e com vazios, com ou sem armadura
de cisalhamento. Nesse capítulo também são comparados os resultados encontrados com o que
consta na literatura.

Por fim, o Capítulo 8 apresenta as conclusões a respeito do modelo empregado, explanando
os principais resultados obtidos nas etapas de validação e análise paramétrica. Nesse capítulo
também são discutidos, brevemente, os desafios encontrados neste estudo e são apresentadas as
sugestões para trabalhos futuros.
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2 DEFINIÇÕES DO SISTEMA ESTRUTURAL

Ao implementar vazios no interior de lajes que se apoiam diretamente sobre pilares é válido
apresentar uma breve revisão de literatura. Assim, busca-se expor os conceitos mais importantes,
apontar as propriedades do sistema, fornecer informações sobre o histórico e, principalmente,
discorrer sobre o estado da arte do tema em questão. Dessa maneira, esse capítulo tem por
objetivo situar o leitor a respeito do sistema de lajes lisas convencionais e lajes lisas com vazios.

2.1 LAJES LISAS

No sistema construtivo tradicional, cargas aplicadas sobre uma laje são transmitidas para as
vigas, que as redistribuem para os pilares da edificação e são suportadas, portanto, pelo solo em
que as fundações são apoiadas. Nas últimas décadas, entretanto, uma discussão da área estrutural
é a implementação de sistemas construtivos mais sustentáveis, econômicos e de execução mais
rápida. No caso das lajes de edifícios residenciais e comerciais é possível agregar algumas das
vantagens supracitadas retirando as vigas de apoio e formando lajes-cogumelo (Figura 2.1a),
lajes nervuradas (Figura 2.1b) ou lajes lisas (Figura 2.1c). Nesse cenário, as lajes lisas podem ser
conceituadas, portanto, como estruturas de concreto armado de espessura constante suportadas
diretamente pelos pilares (ABNT NBR 6118, 2023).

Figura 2.1 – Lajes (a) cogumelo, (b) nervuradas e (c) lisas (fonte: Nicá-
cio (2018) )

Como mencionado por Ferreira (2010), não há uma concordância geral sobre quem inventou
o sistema de lajes lisas. Alguns pesquisadores afirmam que, entre 1899 e 1901, o engenheiro
George M. Hill teria executado construções de edifícios residencias com lajes lisas. Foi C. A. P.
Turner, entretanto, quem demonstrou que a utilização do sistema era confiável e eficiente, entre
1905 e 1906, após ensaiar lajes com capitéis e armadura de cisalhamento na ligação laje-pilar
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(GASPARINI, 2002). Na Figura 2.2, são apresentados alguns detalhes das "lajes cogumelo",
termo cunhado por Turner ao criar a primeira patente de lajes lisas (CUNHA; SOUZA, 1994).

Figura 2.2 – Sistema desenvolvido por Turner (fonte: Gasparini (2002))

Por outro lado, Guandalini (2005) aponta que Robert Maillart, construtor, projetista e pesquisador
suíço, patenteou as lajes lisas em 1909, após uma série de ensaios, como o teste de carga
apresentado na Figura 2.3, à esquerda. Da mesma forma que Turner, Maillart aumentou a
espessura da laje em locais próximos às colunas, devido ao alto esforço cortante na ligação
laje-pilar. Entre as construções desenvolvidas com esse sistema por Maillart no início do século
XX, a Figura 2.3 à direita, apresenta o sistema aplicado na execução de uma sala em 1909.

Figura 2.3 – Sistema desenvolvido por Maillart (fonte: ETH-Zurich2)

Nesse panorama, desde a sua invenção no início do século XX, as lajes lisas têm sido utilizadas
devido à simplicidade do sistema e às suas vantagens. Entre elas, Erberik e Elnashai (2004) citam
a flexibilidade arquitetônica, desobstrução de espaço, menor altura do edifício, fácil montagem
e desmontagem das fôrmas e menor tempo de construção. Por outro lado, Wight e MacGregor
(2009) indicam que, do ponto de vista econômico, a utilização de lajes lisas deve estar limitada a
pequenos vãos, entre 4,5 e 6 m, e cargas baixas. Para vãos maiores, os autores apontam que a
2 Extraído de <https://ba.e-pics.ethz.ch/main/galleryview/fc=8%3A26842> (acessado em 05/2023)
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transferência das cargas verticais gera espessuras que excedem o necessário para a resistência à
flexão, fazendo com que o concreto no centro da laje não seja adequadamente utilizado.

Outrossim, consoante Oliveira (2013), as lajes lisas apresentam como desvantagens a necessidade
de um controle mais rigoroso dos deslocamentos verticais, a redução da rigidez do edifício quanto
aos deslocamentos horizontais e possibilidade de ruptura por punção na região próxima ao pilar,
levando a estrutura à ruína parcial ou total. Como forma de contornar a situação, são adotadas
soluções como o aumento da espessura da laje, que acaba aumentando o peso da estrutura no
geral, ou uso de armadura de cisalhamento, que está propensa a erros de execução e acúmulo de
ferragens na região próxima ao pilar (ISUFI et al., 2022).

2.2 LAJES LISAS COM VAZIOS

O objetivo principal em implementar vazios no interior das lajes lisas é a redução de peso, por
meio da retirada de concreto em regiões pouco solicitadas. Todavia, quando são empregados
vazios longitudinais, como no caso das lajes alveolares, por exemplo, os mesmos alteram o
comportamento do carregamento das lajes lisas de duas direções para uma direção (KHOUZANI
et al., 2021). Nessa perspectiva, é possível criar lajes bidirecionais com vazios a partir de
utilização de volumes ocos de poliestireno de formato esférico, elipsoidal, cuboide, donut, entre
outros (AL-GASHAM; HILO; ALAWSI, 2019).

Assim, como apresentado na Figura 2.4, os vazios podem ser implementados na região central da
seção, por meio de volumes ocos de plástico, situados entre duas camadas de concreto armado
(CHUNG et al., 2018). Nessa configuração, Calin e Asavoaie (2009) apontam que, para garantir
que os volumes ocos não se movimentem durante a concretagem, os mesmos são fixados em uma
malha de armadura superior e uma malha inferior, que geralmente não é a armadura principal
da laje, responsável pela absorção dos esforços. Os mesmos autores indicam, ainda, que os
diferentes volumes ocos utilizados devem ser produzidos com materiais inertes, não porosos,
rígidos e resistentes o suficiente para sustentar as cargas antes do concreto endurecer.

Figura 2.4 – Vazios no interior da laje (fonte: Autor)
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2.2.1 Aspectos históricos

A ideia de empregar vazios em lajes é uma prática antiga, sendo que uma das primeiras aplicações
está relacionada com a construção do Panteão na Roma Antiga. De acordo com Midkiff (2013),
o conceito de lajes com vazios foi empregado na cúpula da estrutura, como pode ser observado
na Figura 2.5, com o objetivo de reduzir o peso da mesma, já que toda a estrutura é fabricada em
concreto sem aço. Além disso, os autores ainda sugerem que essa medida é um dos fatores que
garantiram a durabilidade da estrutura até os dias atuais.

Figura 2.5 – Cúpula do Panteão (fonte: rome.us3 (2023))

Ao longo da história, outros projetos foram executados utilizando o mesmo conceito, mas apenas
em 1950 foram inventadas as lajes alveolares. Segundo Ali (2014), embora essas lajes reduzissem
o peso total da estrutura pela implementação de cilindros ocos no interior da peça, acabavam
apresentando uma aplicação bastante limitada devido ao seu comportamento unidirecional. A
partir dessa limitação foram empregados, no final do século XX, volumes ocos de plástico em
lajes lisas bidirecionais de concreto armado (MIDKIFF, 2013).

Al-Gasham, Mhalhal e Jabir (2019) apontam que as lajes com vazios bidirecionais foram
inventadas pelo engenheiro dinamarquês Jorgen Breuning na década de 90, com o objetivo de
retirar volumes de concreto no interior da estrutura antes que a mesma fosse concretada e assim
reduzir o peso total da peça. Por se tratar de uma solução simples e facilmente aplicável, a ideia
foi bem recebida no mercado da construção civil e, após uma série de estudos que foram e vêm
sendo desenvolvidos, esse sistema é cada vez mais comum em estruturas de concreto armado.

Atualmente, as lajes lisas com vazios são utilizadas em diferentes países, na construção de
diversas edificações privadas como estacionamentos, escritórios, indústrias, lojas e residências,
bem como em edificações públicas como hospitais, escolas, universidades, aeroportos, entre
outros. No caso do sistema Bubbledeck, que utiliza vazios de formato esférico, existem vários
exemplos de aplicação, como a escola Vogaskoli na Islândia (Figura 2.6a) ou o escritório de
3 Extraído de <https://rome.us/ancient-rome/the-pantheon.html> (acessado em 03/2023)
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arquitetura Song Arena, na Noruega (Figura 2.6b). Ainda, é válido mencionar que embora recente,
esse sistema foi utilizado na construção de edifícios altos, como é o caso da Piemonte Tower,
com 46 andares, na Itália, como apresentado na Figura 2.6c.

Figura 2.6 – Aplicações de lajes Bubbledeck em (a) escolas, (b) escritó-
rios e (c) edifícios altos (fonte: Bubbledeck4 (2023))

No Brasil, as aplicações se restringem a grandes empreendimentos como o estacionamento do
aeroporto do Galeão, no Rio de Janeiro, ou o Centro Administrativo de Brasília, apresentado na
Figura 2.7. Na construção desse empreendimento, a implementação de vazios esféricos gerou
uma redução de 35% do volume de concreto e 13% dos custos de construção3. Além disso, como
foram empregados painéis pré-moldados, a construção economizou 2800 árvores ao utilizar
menos fôrmas e escoramentos, demonstrando o potencial sustentável do sistema.

Figura 2.7 – Aplicação de lajes Bubbledeck no Brasil (fonte: Bubble-
deck3 (2023))

4 Extraído de <https://www.bubbledeck.com/projects> (acessado em 04/2023)
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Considerando essa perspectiva, embora a aplicação de lajes com vazios esféricos seja recente, as
possibilidades de aplicação são amplas. Além disso, mesmo que os conceitos relacionados ao
uso de vazios tenham sido empregados em construções ao longo da história, somente nas últimas
décadas é que a sustentabilidade tem sido objeto de discussão. Assim, a utilização de lajes com
vazios pode contribuir não apenas para as vantagens já conhecidas no passado, mas também para
promover a construção de edifícios que tenham um impacto ambiental menor.

2.2.2 Métodos construtivos

As lajes lisas com vazios esféricos podem ser executadas de três formas diferentes, que levam em
consideração a utilização ou não de elementos pré-fabricados. Quando as lajes são executadas
inteiramente no local, as esferas de plástico são fixadas entre duas camadas de armadura,
criando um sistema rígido que impede o movimento das mesmas (CALIN; ASAVOAIE, 2009).
Em seguida o conjunto formado é colocado sobre as fôrmas previamente construídas, onde
são instaladas as demais armaduras e, por fim, o concreto é lançado em uma ou duas fases
(OUKAILI; MERIE, 2018).

O procedimento supracitado é semelhante ao método de execução chamado módulo reforçado,
apresentado na Figura 2.8, com uma única diferença; nesse caso o conjunto formado por armadura
e esferas de plástico é produzido em uma fábrica e transportado até a obra, onde os módulos são
alocados sobre as fôrmas de concreto, conectados às demais armaduras e concretados (LAI, 2009).
Quanto às vantagens, Churakov (2014) cita o tempo de construção menor quando comparado ao
primeiro método, além disso, Lai (2009) também aponta que essa forma de execução é ideal para
áreas de construção pequenas, em que os módulos podem ser empilhados uns sobre os outros até
a montagem das lajes.

Figura 2.8 – Módulo reforçado (fonte: Autor)

Outrossim, Nicácio (2018) aponta que a concretagem deve ser executada em duas etapas com
o objetivo de evitar que as esferas flutuem. Nesse prisma, a primeira camada tem pequena
espessura e é executada a fim de evitar que as esferas de plástico se movimentem. Após a perda
de fluidez dessa camada, o restante de volume do concreto pode ser lançado e a superfície pode
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ser devidamente acabada. Nesse cenário, Oukaili e Merie (2018) apontam que essa abordagem
é muito eficaz para lajes curvas ou abobadadas, em que a própria gravidade pode impactar no
movimento inadequado das esferas durante a concretagem. Além disso, as duas montagens
supracitadas permitem modificações da posição das esferas no local da obra, aumentando a
flexibilidade de ajustes a serem feitos antes da concretagem.

Outro método de instalação de lajes, presente na Figura 2.9 é conhecido como elementos semi-
pré-moldados, que consiste em uma combinação de elementos pré-fabricados com elementos
moldados in loco. Segundo Lai (2009), as esferas e armaduras de fixação são fabricadas com
uma camada de concreto de cerca de 6 cm, permitindo que a mesma atue como fôrma inferior e
como parte da espessura total da laje. Após serem transportados para a obra, os módulos são
içados e apoiados sobre os cimbramentos, recebendo as fôrmas e armaduras restantes e, em
seguida, a espessura total da laje é atingida em uma única concretagem.

Esse método é considerado o mais econômico por Oukaili e Merie (2018), pois oferece uma
solução única para a execução de lajes armadas em duas direções e, ainda, segundo Churakov
(2014), otimiza tanto o tempo de construção quanto a qualidade da obra. Além disso, a leveza
dos módulos em relação às lajes maciças pré-moldadas ou, até mesmo, em relação às lajes com
vazios pré moldadas, também facilita o transporte e a montagem das estruturas na obra. No
entanto, é importante salientar que para garantir a adequada conexão entre as peças de concreto
são necessárias barras de ligação, montadas no local.

Figura 2.9 – Elementos semi-pré-moldados (fonte: Autor)

Por fim, o último método de execução consiste em utilizar lajes lisas com vazios esféricos pré
moldadas e é denominado como painéis acabados, como pode ser observado na Figura 2.10.
Assim, as lajes são completamente finalizadas na fábrica e garantem uma execução controlada e
propriedades de materiais adequadas (LAI, 2009). Todavia, esse método faz com que as lajes
produzidas sejam somente unidirecionais, necessitando de um adequado projeto de conexões
para restaurar o comportamento bidirecional das mesmas (OUKAILI; MERIE, 2018). Nesse
caso, após o içamento das peças sobre os escoramentos, apenas é realizada a concretagem das
juntas situadas entre as placas e o acabamento superficial.
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Figura 2.10 – Lajes pré-moldadas com vazios (fonte: Autor)

2.2.3 Tipos de vazios empregados

Embora existam diferentes formas de inserir volumes ocos no interior de lajes lisas, caracteri-
zando sistemas comercialmente conhecidos por Cobiax, U-Boot, AirDeck e Bubbledeck, esse
item busca descrever brevemente os diferentes tipos de vazios existentes na literatura, mesmo
que alguns tenham sido pouco aplicados na prática. Nessa perspectiva, serão descritos os vazios
empregados no interior das peças estruturais, sem que exista contato dos mesmos com as faces da
laje, o que garante um acabamento semelhante às lajes lisas convencionais. Além disso, somente
serão abordados os volumes ocos inseridos antes da concretagem, em que a posição é garantida
pela fixação entre duas telas de aço, como apresentado na Figura 2.11.

Figura 2.11 – Tipos de vazios (fonte: Autor)
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Desde as primeiras implementações de volumes ocos de plástico, que datam os anos 1990, a maior
parte dos estudos focaram na utilização de esferas (SCHNELLENBACH-HELD; PFEFFER,
2002; MIDKIFF, 2013; SINGH; SAINI, 2019). Todavia, na última década outros formatos vêm
ganhando destaque, como os elipsoides (IBRAHIM; ISMAEL; HUSSEIN, 2019; KHOUZANI
et al., 2020), as caixas de canto arredondado (VALIVONIS et al., 2014) ou os volumes tipo donut

(CHUNG et al., 2015; CHUNG; JUNG; CHOI, 2022). Outros pesquisadores avaliaram a inserção
de cuboides no interior da laje (SAGADEVAN; RAO, 2019; NIMNIM; ALABDEEN, 2019),
esferas com calota removida (KHOUZANI et al., 2019) e formatos tipo cogumelo (CHUNG;
JUNG; CHOI, 2022).

Poucos estudos compararam diretamente a utilização de diferentes vazios, principalmente devido
às diferenças nas dimensões, armadura de fixação e espaçamento entre os volumes ocos. Kim et
al. (2011) compararam a utilização da caixa com cantos arredondados e o formato tipo donut,
constatando que o último apresenta resultados mais próximos às lajes maciças quanto à rigidez e
carga de ruptura. Já Ibrahim, Ismael e Hussein (2019) constataram que, em seus experimentos,
a carga de ruptura das lajes utilizando esferas foi maior que a carga encontrada ao utilizar
elipsoides pelo fato de que a primeira geometria distribui melhor as tensões no entorno do vazio.
Por outro lado, outras pesquisas indicam que vazios elípticos podem fornecer propriedades mais
próximas às lajes maciças que os vazios esféricos (AZIZ; CHAN, 2021).

Além disso, Nimnim e Alabdeen (2019) verificaram que o uso de esferas fornece maiores cargas
de ruptura quando comparado ao uso de vazios de formato cuboide, diferentemente do que foi
constatado por Sagadevan e Rao (2019), que obtiveram resultados próximos para os dois tipos de
vazios. Já Chung, Jung e Choi (2022) avaliaram comparativamente o uso de todos os formatos de
vazios supracitados em estudo numérico e concluíram que no caso dos vazios de formato cúbico
ou tipo donut com cantos pouco arredondados, o acúmulo de tensões faz com que a estrutura
acabe colapsando devido às fissuras causadas nessa região, já nos demais casos avaliados, a
ruptura ocorreu por escoamento da armadura de flexão.

Entretanto, não há uma normativa ou um consenso entre os diferentes pesquisadores a respeito
das dimensões ou formato que devem ser adotados para os vazios. No caso das lajes com esferas,
por exemplo, é possível encontrar estudos internacionais com diâmetros que variam de 4 cm
(SINGH; SAINI, 2019) a 36 cm (SCHNELLENBACH-HELD; PFEFFER, 2002). No Brasil, as
pesquisas de Ceballos (2017) e Ledo (2016) utilizaram esferas de diâmetro igual a 22,5 cm, por
exemplo. Da mesma maneira, não existe um espaçamento entre vazios, capa de concreto ou tipo
de armadura de fixação que seja amplamente aceita, o que faz com que cada pesquisador adote
um valor específico e impede a comparação direta das propriedades de diferentes estudos. Ainda
assim fica claro que a alteração dessas propriedades impacta diretamente na carga de ruptura,
rigidez, deformações e deslocamentos das lajes estudadas.
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Quanto aos materiais, na maior parte dos estudos que abordam vazios em lajes, os volumes ocos
são fabricados de polietileno reciclado de alta densidade (PEAD) (ADIL; HEJAZI; RASHID,
2019). Na revisão sistemática desenvolvida por Aziz e Chan (2021), os autores verificaram que
cerca de 50% dos estudos avaliados utilizaram vazios de PEAD, 44% utilizaram polipropileno e
apenas 6% fizeram uso de algum material especial. Os autores apontam que o material utilizado
na fabricação não deve reagir quimicamente com o concreto e deve ser capaz de resistir a grandes
cargas, como o concreto fresco e as armaduras.

Sob essa ótica, Kim et al. (2011) avaliaram a influência do material utilizado na fabricação
dos volumes ocos e concluíram que o mesmo pode impactar no comportamento da laje. Os
autores identificaram em estudo experimental, utilizando vazios de formato donut, que a carga
de ruptura das lajes ensaiadas era 11% maior quando foi utilizado PEAD com adição de fibras de
vidro, quando comparada carga obtida utilizando apenas PEAD. A adição da fibra proporcionou,
também, maior rigidez à estrutura, se aproximando do comportamento das lajes maciças do
estudo.

Além disso, ao realizar um estudo numérico por elementos finitos, Haque e Haque (2022)
concluíram que no caso de esferas ocas fabricadas com PEAD, a espessura também pode
causar impactos no comportamento final da peça estrutural. Ao utilizar diferentes modelos com
esferas de espessuras que variaram de 0,1 a 1 cm, foi verificado que a menor deformação e o
menor momento fletor foram encontrados para a espessura de 0,2 cm, embora a variação dessas
propriedades tenha sido pequena (cerca de 2%). Quando comparada a uma laje lisa maciça de
referência, entretanto, o modelo com espessura de 0,2 cm chegou a uma deformação cerca de
63% inferior, principalmente devido à redução de peso da laje com vazios.

2.2.4 Principais características de lajes lisas com vazios

Embora essa pesquisa foque na utilização de vazios esféricos, os resultados obtidos por ou-
tros autores, ao utilizar diferentes tipos de vazios, podem ser considerados para formar um
conhecimento geral a respeito do assunto. Além disso, mesmo que existam peculiaridades ao
utilizar cubóides, por exemplo, é possível inferir, quando os dados são comparados às lajes lisas
convencionais, um comportamento próximo às lajes com vazios esféricos quando se avalia a
posição dos vazios, o local de aplicação da carga, o método de execução, entre outros parâmetros.

Ademais, mesmo que o objetivo principal deste estudo seja avaliar a punção, é importante
compreender outras propriedades, como o comportamento à flexão, por exemplo, a fim de
apresentar uma série de dados que possam auxiliar no entendimento dos resultados obtidos nessa
pesquisa. Nesse contexto, serão apresentados de forma breve nesse item o comportamento quanto
ao início da fissuração, carga máxima de ruptura na flexão ou cisalhamento, rigidez e deflexão.
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A partir desse ponto de vista, é válido mencionar que a utilização de vazios tende a diminuir
a carga em que ocorre a primeira fissura em lajes submetidas à flexão. Ao avaliar os formatos
esférico e cúbico, Nimnim e Alabdeen (2019) concluíram que a redução pode chegar a 40%
no caso de concretos de resistência normal. Na pesquisa de Ibrahim, Ismael e Hussein (2019)
a redução da carga na primeira fissura, quando comparada à laje maciça, foi igual a 6,7% ao
utilizar esferas como vazios.

Já no estudo de Chung et al. (2015), os autores empregaram vazios tipo donut para verificar a
resistência ao cisalhamento em uma direção. Nos resultados, a carga da primeira fissura de cisa-
lhamento e a carga última de cisalhamento das lajes com vazios ocorreram em, respectivamente,
41-43% e 60-78% das cargas obtidas nas lajes maciças.

Sob a mesma perspectiva, na pesquisa de Chung, Jung e Choi (2022) foi verificado que ao utilizar
vazios tipo donut a carga de ruptura é mais próxima das lajes maciças devido ao buraco central
nos moldes de plástico, diferentemente de vazios tipo caixa com cantos arredondados, em que
a carga máxima foi 26% inferior à laje maciça de referência. Em outra pesquisa experimental,
para a utilização de esferas, a redução desse parâmetro variou de 4 a 10%, já para o caso das
elipses a redução foi maior, de 10 a 20% em relação às lajes sem vazios (IBRAHIM; ISMAEL;
HUSSEIN, 2019). Outrossim, no estudo de Mahdi e Mohammed (2021), que também analisou
vazios esféricos, a redução da carga máxima foi de 5 a 15% quando comparada à laje maciça.

Já em estudo numérico desenvolvido por Chung, Jung e Choi (2022), foram comparados os
resultados de lajes submetidas à flexão, produzidas com diferentes tipos de vazios. Nesse caso,
foi verificado que ao utilizar qualquer volume oco há uma redução na carga última e na rigidez
do modelo de elementos finitos analisado, bem como um aumento na deflexão no ponto central.
Também é válido mencionar que entre os vazios avaliados, o formato que obteve carga de ruptura
mais próxima à laje maciça foi o tipo donut.

Além disso, Chung et al. (2018) apontam que as lajes com vazios tipo donut apresentam menor
rigidez, cerca de 91% do valor alcançado pelas lajes maciças. Outros estudos também verificaram
esse comportamento, como Al-Gasham, Hilo e Alawsi (2019), em que a redução da rigidez
chegou a cerca de 24% para lajes com vazios esféricos, Kumar e Hamza (2020), que constataram
perda de 6% nessa propriedade e Mahdi e Mohammed (2021) que verificaram redução de 3
a 49% da rigidez ao comparar com lajes maciças. Outros estudos numéricos e experimentais
também indicaram esse comportamento (BINDEA; CHEZAN; PUSKAS, 2015; ALI, 2014;
AHMED, 2016).

Nesse contexto, a menor rigidez dessas lajes é explicada devido aos vazios inseridos no interior da
estrutura. Conforme Ibrahim, Ismael e Hussein (2019), o volume menor de concreto gera menor
momento de inércia (I), que impacta diretamente na rigidez à flexão (EI). Em concordância,
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Mahdi e Mohammed (2021) constataram experimentalmente que a rigidez é menor quanto maior
o volume de concreto retirado pelos vazios, ou seja, quanto maior o diâmetro das esferas.

O tamanho dos vazios também impacta nas propriedades, para lajes de mesma espessura, quanto
maior o diâmetro do vazio, menor é a carga de ruptura atingida (SINGH; SAINI, 2019). Al-
Gasham, Hilo e Alawsi (2019), ao estudarem lajes unidirecionais com vazios esféricos, apontam
que o uso de diâmetro igual ou menor a 50% da altura da laje não altera a carga máxima
significativamente. Por outro lado, relações diâmetro/altura igual a 75% podem diminuir a carga
de ruptura em cerca de 22%. Para os autores, essa relação também altera o tipo de falha, de
flexão para cisalhamento, reduzindo a ductibilidade em 67% se comparada à laje maciça.

Nesse sentido, o espaçamento entre os vazios também interfere no comportamento final da
estrutura. De acordo com os dados experimentais de Ibrahim, Ismael e Hussein (2019), quanto
maior o espaçamento entre vazios esféricos, maior é a carga de ruptura obtida pela laje ensaiada à
flexão, mesmo que a diferença seja pequena, por volta de 5%. Os autores mencionam, ainda, que
as deformações do concreto comprimido de lajes com vazios são maiores que das lajes maciças,
pois os moldes de PEAD diminuem a quantidade de concreto na zona comprimida.

Outra propriedade afetada pela utilização de vazios é a deflexão no ponto central do vão, que pode
chegar a um aumento de 12% ao utilizar vazios esféricos no caso de lajes submetidas à flexão
(IBRAHIM; ISMAEL; HUSSEIN, 2019). No estudo desenvolvido por Mahdi e Mohammed
(2021) foi constatado que o aumento na deflexão total pode variar de 12 a 40% ao utilizar vazios
esféricos, o que aumenta a ductibilidade das lajes submetidas à flexão. Além disso, os mesmos
autores também identificaram que a carga total necessária para gerar plastificação do aço pode
diminuir de 10 a 35%, no caso dos vazios esféricos, comparativamente às lajes de referência.

O local de aplicação da carga também pode impactar as lajes com vazios. Jabir, Mhalhal e
Al-Gasham (2021) concluíram, após estudo experimental, que a baixa ductibilidade das lajes
com vazios faz com que a falha dessas estruturas seja considerada frágil nos casos em que a carga
é aplicada em pontos mais distantes dos apoios. De acordo com os autores, esse comportamento
não foi verificado em lajes maciças de referência em que todas as falhas ocorreram por flexão.
Além disso, o estudo aponta, ainda, que a queda de ductibilidade pode chegar a 60% quando as
lajes com vazios são comparadas às lajes maciças.

Quanto aos métodos de execução, Khouzani et al. (2019) avaliaram a concretagem em duas etapas,
comparando com uma única concretagem e verificaram que não houve diferenças significativas
nos resultados coletados. Além disso, Lima (2015) e Ledo (2016) também verificaram o impacto
de utilizar pré-lajes na execução e concluíram que as diferenças em relação a cargas de ruptura,
deslocamentos e deformações são pequenas, sendo que a aplicação desse sistema apresenta
apenas vantagens construtivas.
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Ademais, mesmo que as lajes com vazios apresentem menor carga de ruptura quando submetidas
à flexão, Khouzani et al. (2019) apontam que, quando submetidas à ruptura por cisalhamento, a
diferença é ainda maior. No estudo foram utilizadas esferas com calota removida como vazios
e os autores concluíram que a ruptura por flexão nessas lajes ocorreu a partir de trincas na
parte inferior que chegaram aos vazios, sendo possível encontrar uma redução de 20% na
carga máxima, quando comparada à laje maciça. Já no caso das lajes submetidas à ruptura por
cisalhamento, a falha se dá por uma fissura entre o ponto de aplicação de carga e o apoio, sempre
passando pelo vazio da laje. Nesse caso, os autores observaram uma redução de cerca de 50% da
carga máxima.

Além disso, pesquisas como Chung et al. (2018), Khouzani et al. (2020), Schnellenbach-Held e
Pfeffer (2002) e Valivonis et al. (2017) discutiram sobre o comportamento de lajes com vazios
em relação à punção. Os autores evidenciam que a carga máxima nesses casos é determinada
pela área sólida em torno no pilar, sendo que ao adotar determinada distância para alocação dos
vazios, a carga de ruptura obtida é próxima das lajes maciças. Outros fatores também impactam
nesse comportamento, que será melhor descrito e apresentado no próximo capítulo desse estudo.
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3 PUNÇÃO

Consoante Silva (2022), as tensões máximas de cisalhamento resultantes de carregamentos
uniformes são relativamente bem distribuídas e dificilmente provocam um estado limite último
(ELU) em lajes que se apoiam em vigas, sendo que a concentração das mesmas ocorre nas
seções médias das bordas. Por outro lado, no caso das lajes lisas a reação dos pilares pode gerar
uma ruptura local brusca por penetração, devido à alta tensão de cisalhamento formada pela
reação das colunas sobre uma pequena área de concreto da laje (GUANDALINI, 2005). Esse
comportamento acaba criando uma ruptura com formato próximo a um tronco de cone em torno
dos pilares, como pode ser verificado na Figura 3.1.

Figura 3.1 – Tronco de cone da punção (fonte: Guandalini (2005))

Diferentemente de rupturas por flexão, que apresentam avisos prévios do colapso devido a maior
ductibilidade proporcionada pelo emprego da armadura de flexão, as rupturas por cisalhamento
oferecem grande risco, principalmente quando não são utilizadas armaduras para o combate
ao esforço cortante, pois ocorrem de forma abrupta. Dessa maneira, a punção é caracterizada
como uma ruptura frágil, que não apresenta avisos prévios significativos (SACRAMENTO et
al., 2012). Assim, quando a resistência à punção é inadequadamente dimensionada, Trautwein
(2006) aponta que pode ocorrer o desprendimento total da laje, causando, até mesmo, o colapso
progressivo da estrutura e a ruína total da mesma.

Conforme mencionado por Cunha e Souza (1994), o primeiro caso de punção que se tem notícia
ocorreu em Indianópolis, no Edifício Prest-o-lite, em 1911, em que as lajes se desligaram
dos pilares completamente causando dezenas de mortes. Os autores também apontam que
embora diversos estudos experimentais e teóricos tenham sido desenvolvidos desde as primeiras
décadas do século XX, houve vários registros de lajes que colapsaram por puncionamento. A
Figura 3.2 apresenta um desses casos, o colapso parcial do edifício Pipers Row Car Park, em
Wolverhampton, no ano de 1997.
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Figura 3.2 – Colapso parcial do edifício Pipers Row Car Park (fonte:
Wood (2001))

Devido ao comportamento da estrutura que colapsa por punção, o potencial de dano que a
mesma apresenta e a quantidade de acidentes que envolvem esse tipo de ruptura, é necessário
que esse fenômeno seja estudado com profundidade. No caso das lajes lisas com vazios o
estudo da punção torna-se ainda mais relevante, pois a retirada de volumes de concreto na
região próxima da ligação laje-pilar impacta significativamente na resistência ao cisalhamento
(HABEEB; AL-AZZAWI; AL-ZWAINY, 2021).

Como forma de alterar a carga resistente à punção, é possível utilizar armaduras de cisalhamento,
alterar as propriedades dos materiais, variar a geometria do pilar ou a espessura da laje, entre
outras possibilidades (MUSSE et al., 2018). Dessa forma, os itens deste capítulo apresentam
brevemente como ocorre a ruptura por punção em lajes lisas, como diferentes parâmetros
impactam no comportamento dessas lajes frente a esse tipo de ruptura e quais as recomendações
das principais normativas de cálculo. Cabe salientar que a quantidade de pesquisas desenvolvidas
e conhecimentos já consolidados sobre a punção é maior para o caso das lajes lisas tradicionais
e, por isso, apenas o último item trata exclusivamente sobre o estado da arte da punção em lajes
lisas com vazios.

3.1 FENÔMENO DA PUNÇÃO EM LAJES LISAS

De acordo com Wight e MacGregor (2009), a ruptura por cisalhamento pode ocorrer de duas
formas distintas em lajes, nomeadas por cisalhamento unidirecional e cisalhamento bidirecional
(ou punção). No primeiro caso, uma fissura inclinada se estende ao longo de todo o comprimento
da laje, sendo que a sua capacidade resistente é consideravelmente maior que no caso bidirecional.
Já a ruptura por punção é formada a partir de um tronco de cone em torno dos pilares, que ocorre
devido às fissuras de cisalhamento, e que pode ser verificada, principalmente, em lajes lisas e
fundações de placa com pilares individuais (LEONHARDT; MONINNG, 2008).
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A ruptura por punção pode ser simétrica, ou seja, apresenta simetria de carregamentos, geometria
do pilar, tamanho de vão, posição e taxa de armadura para todas as direções (OLIVEIRA,
2013). Nessa situação, o comportamento é dado por diferentes fases, como a fase elástica que
inicia juntamente com a aplicação do carregamento e termina quando surgem as primeiras
fissuras tangenciais na face superior da laje, próximo ao perímetro do pilar, como apresentado na
Figura 3.3a (GUANDALINI, 2005). Em seguida se desenvolvem fissuras radiais, que dividem a
laje em setores e, para elevados casos de carga se formam novas fissuras tangenciais, em locais
mais distantes dos pilares, como pode ser verificado na Figura 3.3b (MELGES, 2001).

Figura 3.3 – Fissuras para cargas (a) baixas, (b) intermediárias e (c) altas
na falha por punção (fonte: Guandalini (2005))

A partir desse ponto, que representa cerca de 1/2 a 2/3 da carga de ruptura, ocorre o surgimento
de fissuras internas que formam o tronco de cone e que se situam entre as fissuras tangenciais da
face superior e a conexão laje pilar na parte inferior, sujeita à compressão (Figura 3.4) (CEB-FIP
MODEL CODE 1990, 1993). Após esse comportamento, Guandalini (2005) aponta que não é
observada a formação de novas fissuras, apenas a abertura das existentes sendo que, ao chegar na
carga máxima, a ruptura ocorre de forma abrupta, sem deformação prévia, formando o tronco de
cone e uma grande fissura tangencial na superfície (Figura 3.3c). O autor aponta, ainda, que a
armadura superior de flexão não opera nesse caso de falha, sendo necessário utilizar armaduras
de cisalhamento para evitar que a laje seja perfurada pelo pilar e desmorone completamente.

Figura 3.4 – Formação do tronco de cone de punção (fonte: CEB-FIP
Model Code 1990 (1993))
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Como mencionado por Oliveira (2013), a punção pode ser classificada, ainda, como assimétrica
ou excêntrica. O caso assimétrico ocorre quando existem diferentes carregamentos, vãos ou
taxas de armadura para cada direção ou, ainda, quando há variações geométricas dos pilares
ou áreas de apoio, sendo que esses fatores podem ocorrer simultaneamente. De acordo com o
mesmo autor a assimetria de carregamento é comum em tabuleiros de pontes, por exemplo, já a
variação da geometria dos pilares ou armaduras de flexão podem estar associadas à imposições
arquitetônicas em edifícios residenciais e comerciais.

A punção excêntrica, por sua vez, ocorre quando há transferência de momento fletor na ligação
laje pilar, devido a carregamentos e vãos assimétricos ou por esforços horizontais na estrutura
(OLIVEIRA, 2013). São exemplos comuns os pilares de canto ou extremidade nos projetos de
edifícios. Na Figura 3.5a são apresentados casos de punção simétrica, já a Figura 3.5b apresenta
casos de punção assimétrica, enquanto a Figura 3.5c fornece casos de ocorrência da punção
excêntrica.

Figura 3.5 – Punção (a) simétrica, (b) assimétrica e (c) excêntrica (fonte:
Lima (2015) apud TASSINARI (2011))

Nessa perspectiva, com o objetivo de aumentar a ductibilidade da estrutura é possível utilizar
uma armadura de cisalhamento na região próxima à ligação laje-pilar. Quando são utilizadas
armaduras junto à face inferior, Ferreira (2010) aponta que essa medida pode impedir o colapso
total da estrutura através da sustentação do concreto fissurado pelas barras de aço, conforme
apresentado na Figura 3.6. Além disso, o emprego de armaduras de cisalhamento impacta
diretamente no comportamento da punção, inclusive na posição da fissura que forma o tronco de
cone de puncionamento, pois a mesma contribui na absorção das tensões.

Análise da punção em lajes com vazios esféricos através do Método dos Elementos Finitos



24

Figura 3.6 – Uso da armadura de cisalhamento (fonte: Ferreira (2010))

Quando existem grandes quantidades de armadura de cisalhamento, a ruptura por punção pode
ocorrer por esmagamento da biela de concreto entre a borda do pilar e o primeiro perímetro
de armadura, como apresentado na Figura 3.7a (EINPAUL, 2016). Nesse caso, a ruptura por
punção é influenciada pelos mesmos parâmetros do caso em que a armadura de cisalhamento não
é utilizada, sendo que a armadura transversal geralmente não chega na tensão de escoamento.

Segundo Einpaul (2016), a punção também pode ocorrer dentro da região das armaduras,
Figura 3.7b, sendo que, nessa situação, a carga máxima é limitada pela resistência ao escoamento
e pelas condições de ancoragem do aço da armadura transversal. Por fim, a ruptura pode ocorrer,
ainda, fora da região que contém a armadura de cisalhamento, Figura 3.7c, devido ao esgotamento
da resistência à tração diagonal do concreto (FERREIRA, 2010).

Figura 3.7 – Fissura da punção por (a) esmagamento da biela, (b) dentro
e (c) fora da região das armaduras (fonte: Ferreira (2010))
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Quanto às deformações do concreto, Guandalini (2005) aponta que, ao avaliar os dados obtidos
em extensômetros posicionados na face inferior de lajes submetidas à carregamento pontual, é
possível verificar que as deformações tangenciais e radiais do concreto (εc) aumentam, conforme
a carga aplicada aumenta, o que é esperado. Todavia, ao atingir cerca de 80 a 90% da carga
última de cisalhamento (Vu), as deformações radiais decrescem e podem, até mesmo, se tornar
positivas, como demonstrado na Figura 3.8. Esse comportamento também foi observado em
estudos de lajes lisas com vazios (LIMA, 2015; CEBALLOS, 2017; LEDO, 2016).

Figura 3.8 – Deformações do concreto (fonte: Guandalini (2005))

A explicação para esse comportamento foi elucidada no estudo de Muttoni e Schwartz (1991),
através do Método das Bielas e dos Tirantes para o caso em que não há armadura de cisalhamento.
Antes da fissura de cisalhamento ocorrer, os esforços são resistidos pela armadura radial, pela
zona de compressão radial no entorno do pilar, e pelo desvio das forças aplicadas pelas bielas
e tirantes formados, como apresentado na Figura 3.9a. Quando o escoamento da armadura de
flexão é atingido, a fissura principal se propaga na horizontal, reestruturando toda a distribuição
de esforços, já que nenhuma força pode ser transferida na fissura. Assim, surge um tirante na
região inferior da laje, próximo ao pilar, como indicado na Figura 3.9b.

Figura 3.9 – Bielas e tirantes (a) antes e (b) após o colapso por punção
(fonte: Adaptado de Guandalini (2005))
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Vale ressaltar, ainda, que podem ocorrer diferentes formas de colapso quando as lajes lisas são
submetidas a cargas concentradas, como flexão, punção ou flexo-punção. A classificação do tipo
de ruptura é realizada a partir da análise de alguns comportamentos, e depende de cada autor,
na medida em que não há um consenso entre as diversas pesquisas que abordam o tema. Nessa
perspectiva, são apresentadas as considerações e o critério estabelecido por Ferreira (2010).

O autor aponta que a ruptura por flexão é geralmente dúctil, apresentando sinais como rápida
elevação dos deslocamentos para pequenos incrementos de carga e elevado grau de fissuração.
Além disso, também é possível verificar que a deformação das armaduras de flexão (εs) atingem o
valor associado à tensão de escoamento (εys) e a deformação do concreto (εc) atinge a deformação
de esmagamento (εcu). Nesse caso, o raio de armaduras que atingem o escoamento (rys) é igual
ao raio de aplicação da carga (rq), (Figura 3.10a). Já o colapso por punção ocorre de forma
abrupta, com a ocorrência do cone, em que a maior parte da armadura apresenta εs < εys e o
concreto apresenta εc < εcu (Figura 3.10b).

No caso da flexo-punção, o concreto na região inferior chega próximo ao esmagamento, algumas
barras de armadura atingem a tensão de escoamento e ocorre o cone da punção. Nessa situação,
são formadas fissuras por flexão e por cisalhamento e rys < rq, Figura 3.10c. Einpaul et al. (2016)
apontam que, embora a combinação das duas falhas seja possível em casos reais, a resistência à
flexão de uma laje real é maior que de uma laje isolada em um teste de laboratório.

Figura 3.10 – Ruptura por (a) flexão, (b) punção e (c) flexo-punção
(fonte: Ferreira (2010))
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3.2 PARÂMETROS QUE INFLUENCIAM NA RESISTÊNCIA À PUNÇÃO

De forma geral, vários fatores interferem no comportamento de uma estrutura submetida ao
colapso por punção, impactando a rigidez, carga máxima atingida, deformações e deslocamentos.
Nos itens abaixo serão abordados os principais parâmetros, como taxa de armadura de flexão,
resistência à compressão do concreto, espessura da laje, geometria e dimensões do pilar e
utilização de armadura de cisalhamento. É válido mencionar, todavia, que outros parâmetros
também impactam nesse fenômeno, como tipo de carregamento, emprego de capitéis e ábacos,
utilização de concretos especiais, entre outros.

No que é apresentado, vale mencionar que alguns resultados são obtidos experimentalmente
e outros a partir de modelagem numérica, sendo que existem divergências entre os autores
sobre como cada parâmetro interfere nos resultados. É possível inferir, assim, que cada pesquisa
apresenta suas peculiaridades, não sendo possível comparar todos os resultados diretamente já
que não existe uma padronização do modelo de ensaio, muitas pesquisas não fornecem dados
referentes aos materiais e, ainda, a maior parte dos estudos busca determinar a carga máxima,
sem apresentar o impacto dos parâmetros sobre outras propriedades.

3.2.1 Taxa de armadura de flexão

Consoante Einpaul (2016), a taxa de armadura de flexão impacta diretamente a resistência à
punção, pois altera a profundidade da laje que está na zona comprimida. Esse comportamento
permite que uma região maior da laje não esteja fissurada e possa, dessa forma, resistir ao
cisalhamento. Nessa perspectiva, o aumento da taxa de armadura de flexão gera maiores cargas
de ruptura, mas a rotação das lajes diminui, fazendo com que o colapso ocorra de forma menos
dúctil (DEIFALLA, 2020; MENÉTREY, 2002; MUTTONI; SCHWARTZ, 1991).

Em concordância, Trautwein (2006) apresentou uma análise com diferentes taxas de armadura
de flexão e discutiu sobre o comportamento das lajes ensaiadas. Ao variar a taxa de 0,3 a 1,2%
foi verificado que a superfície de ruptura se manteve semelhante, assim como o comportamento
na fase elástica. Entretanto, após o início da fissuração houve variações, fazendo com que a carga
máxima atingida fosse mais alta, quanto maior a taxa de armadura.

Além disso, Faria et al. (2011) apontam que a carga máxima de ruptura se relaciona com
o percentual de armadura tracionada por meio de uma função de raiz cúbica, assim como
apresentado nas normativas Eurocode 2 (2004) e ABNT NBR 6118 (2023). Outros estudos,
apresentados na pesquisa de Ferreira (2010) também sugerem esse comportamento. Teng et al.
(2018) apontam, ainda, para a necessidade de inclusão de um parâmetro nas normativas que leve
em consideração baixas taxas de armadura, que acabam transformando o tipo de falha de punção
para flexão.
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3.2.2 Propriedades do concreto

De acordo com Sacramento et al. (2012), a falha por punção em lajes sem armadura de cisa-
lhamento é governada, entre outros fatores, pela resistência à tração do concreto. No entanto,
é sabido que os projetos de estruturas de concreto e os procedimentos normativos geralmente
calculam esse parâmetro como uma função associada à compressão do material. Por esse motivo,
as pesquisas geralmente apresentam apenas a compressão como uma propriedade que impacta
no comportamento à punção (FERREIRA, 2010; MELGES, 2001; LEDO, 2016).

A partir desse pensamento, Menétrey (2002) realizou estudos avaliando a tração e a compressão
do concreto de forma independente. O autor verificou que alterações apenas na compressão,
variando de 22,5 a 33,7 MPa, impactaram pouco a carga de ruptura, tanto na fissuração quanto
na carga última obtida nos modelos numéricos. Já nas alterações na tração, que variaram de 2,1 a
3,9 MPa, o autor verificou que a carga última alcançada apresentou variação em cerca de 45% e
foi maior, quanto mais alto o valor da tração.

Nesse viés, Faria et al. (2011) apresentaram divergências quanto à tração do concreto. Segundo
os autores, em seu modelo numérico a variação desse parâmetro apresentou poucas alterações na
carga máxima obtida, gerando, inclusive, um decréscimo de 10% na carga última ao aumentar a
tração em 100%. Na mesma pesquisa, também foram encontradas poucas alterações na carga
máxima ao variar o módulo de elasticidade do material. É válido mencionar, todavia, que a tração
do concreto impacta nas fissuras por flexão, sendo que, quanto maior a resistência à tração, maior
é a carga necessária para finalizar a fase elástica (DEIFALLA, 2020).

Sobre resistência à compressão, Joseph e Lakshmi (2018) verificaram que o aumento deste
parâmetro gerou variações na resistência ao cisalhamento da região próxima à interface laje-pilar.
Sob essa ótica, os autores concluíram que concretos de classe C50 apresentaram resistência ao
cisalhamento 40% superior, quando comparados aos concretos C20, o que indica que a resistência
à compressão do concreto impacta na punção. O estudo de Faria et al. (2011) também aponta
essa dependência no caso de lajes sem armadura de cisalhamento, sendo que a carga máxima
obtida aumenta em função da raiz cúbica da resistência à compressão, o que é observado na
norma europeia Eurocode 2 (2004).

Como mencionado por Ferreira (2010), outros estudos também apontam que a carga última
da punção varia proporcionalmente à raiz cúbica da resistência à compressão, como Elstner e
Hognestad (1956) e Kinnunen e Nylander (1960). Há, ainda, pesquisadores que defendam que a
proporcionalidade entre esses parâmetros ocorre por uma função de raiz quadrada (MOE, 1961),
assim como adotado pela normativa americana (ACI 318, 2019). No caso da norma brasileira
ABNT NBR 6118 (2023), foi adotada uma relação entre a carga máxima resistida e a resistência
à compressão do concreto através de uma raiz cúbica.
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3.2.3 Geometria e dimensões do pilar

A influência das características geométricas dos pilares na punção de lajes lisas são pouco tratadas
nas normativas existentes, embora o formato e a retangularidade do pilar possam impactar na
carga de ruptura e na concentração de tensões (OLIVEIRA; REGAN; MELO, 2004; MOURO,
2006; PAIVA et al., 2015). No estudo experimental desenvolvido por Einpaul et al. (2016), os
autores verificaram que houve decréscimo da resistência ao cisalhamento nominal unitária, sob
um perímetro de controle afastado do pilar, quando a área da seção da coluna foi aumentada.

Além disso, Joseph e Lakshmi (2018) concluíram que a diferença na forma do pilar acarreta em
variações na concentração de esforços de cisalhamento na conexão laje-pilar, sendo que pilares
quadrados apresentaram redução igual a 15% nas tensões de cisalhamento, quando comparados
a pilares retangulares. Nesse contexto, Melges (2001) aponta que no caso de pilares alongados,
com retangularidade superior a 2, a ruína é mais abrupta, o cone de punção é menor e a resistência
da ligação também diminui, quando comparados aos pilares quadrados.

Em relação à retangularidade, Mouro (2006) concluiu que quanto maior o índice, menor a
resistência à punção e, também, à flexão. A influência das condições de contorno da interface
laje-pilar e do índice de retangularidade da coluna podem favorecer a polarização das tensões de
cisalhamento na região, principalmente nos cantos, o que acaba reduzindo a capacidade resistente
à punção e pode levar à um colapso prematuro (PAIVA et al., 2015).

Braestrup e Regan (1985) apud Melges (2001), também afirmam que o formato da seção
impacta no comportamento da estrutura. De acordo com os autores, a carga máxima para seções
retangulares é cerca de 15% inferior quando comparada à carga alcançada por pilares circulares
de mesma área. Esse comportamento é explicado pela concentração de tensões que ocorre nos
cantos dos pilares retangulares, esmagando o concreto nessas regiões.

3.2.4 Efeito de escala e espessura da laje

Como mencionado por Lanini (2021), o efeito de escala ou size-effect está relacionado a influência
das dimensões da estrutura sobre o fenômeno analisado, refletindo sobre a validação experimental.
Dessa maneira, são adotados modelos de menor escala para ensaios em laboratório devido à
economia de materiais, custos envolvidos e dificuldade da maioria dos laboratórios em executar
estruturas em escala real (SACRAMENTO et al., 2012). É sabido que ao realizar ensaios em
modelos semelhantes, mas com escalas diferentes, a maior carga de ruptura será obtida pelo
menor modelo (EINPAUL, 2016).

Pensando nisso, Teng et al. (2018) apontam para a utilização de um parâmetro que leve em
consideração a altura útil da laje, já Faria et al. (2011) discutem sobre a necessidade de levar
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em consideração outros fatores como o tipo de agregado e mecânica da fratura. Nesse viés,
Bocklenberg e Mark (2020) indicam que o parâmetro de escala tem grande importância na
punção pois, ao ensaiar lajes com 30, 50 e 60 cm de espessura, apenas foram observados efeitos
de confinamento na laje com menor altura útil.

Adicionalmente, vale mencionar que Li (2000) verificou um grande impacto do fator de escala
para lajes espessas. Em seu estudo, lajes com espessura até 20 cm apresentaram tensões de
cisalhamento próximas, o que não ocorreu ao aumentar a altura útil até 50 cm, em que foi consta-
tada a diminuição dessas tensões. Assim, o autor discute que, ao ignorar esse comportamento,
as previsões podem ser muito conservadoras para lajes de menores espessuras. Além disso, o
estudo também concluiu que a espessura da laje tem menos influência na punção quando são
empregadas armaduras de cisalhamento.

3.2.5 Armadura de cisalhamento

Em projetos estruturais, quando é constatado que a ligação laje-pilar não apresenta a segurança
necessária à punção, podem ser empregadas diferentes medidas, como alteração do tamanho do
pilar, aumento da taxa de armadura, variação na espessura da laje, alteração nas características
do concreto, entre outras. Melges (2001) aponta, porém, que geralmente são adotadas armaduras
de cisalhamento, como forma de contornar essa situação, pois as mesmas são aplicáveis tanto do
ponto de vista econômico, quanto arquitetônico. Nesse aspecto, Ferreira et al. (2023) indicam
que o emprego dessas armaduras é o método mais eficiente para aumentar a capacidade de carga
e a ductilidade.

Quando adotadas, as armaduras de cisalhamento contribuem para a resistência à punção através
de uma soma com a capacidade resistente do concreto (EINPAUL, 2016). Geralmente, esse
componente é empregado na conexão laje-pilar, se estendendo dentro da laje, por determinado
comprimento. Nesse cenário, quando o tronco de cone está se formando através das fissuras
de cisalhamento, a armadura pode resistir às tensões no local, suportando cargas mais eleva-
das (FERREIRA, 2010). Nessas situações, as armaduras são solicitadas e podem chegar ao
escoamento, tornando a ruptura mais dúctil, desde que o sistema seja bem empregado.

Diversos estudos já foram desenvolvidos, com diferentes tipos de armadura, formas de an-
coragem, inclinação das barras, raio de utilização, entre outras modificações dos parâmetros
(BIRKLE, 2004; FARIA et al., 2011; OLIVEIRA, 2013; TRAUTWEIN; GOMES; MELO,
2013; CEBALLOS, 2017; FERREIRA et al., 2023). Nesse contexto, existem diferentes tipos
de armadura de cisalhamento que podem ser empregadas em lajes lisas, como barras dobradas,
pinos, perfis de aço e estribos abertos, fechados, inclinados ou tipo pente. Na Figura 3.11 são
apresentadas algumas armaduras de cisalhamento existentes e o posicionamento das mesmas em
um corte de laje.
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Figura 3.11 – Tipos de armadura de cisalhamento (fonte: Ferreira
(2010))

Consoante Ferreira (2010), além do tipo de armadura a ser utilizada, outros parâmetros também
interferem no comportamento da laje, como a quantidade e o posicionamento dessas armaduras, a
distância da primeira camada, o espaçamento entre camadas e o raio em que deve ser empregada
a armadura. Teng et al. (2018), por exemplo, concluíram que a armadura de cisalhamento só
contribui efetivamente dentro de um raio igual a 1,5h da face do pilar, sendo h a altura da laje.

3.3 RECOMENDAÇÕES NORMATIVAS SOBRE A PUNÇÃO

As recomendações normativas sobre a punção apresentam fórmulas para determinar a resistência
ao cisalhamento na ligação laje-pilar que são utilizadas nos projetos de estruturas de concreto
armado e que vêm sendo constantemente aprimoradas. No entanto, até o momento as principais
normativas de cálculo como ACI 318 (2019), Eurocode 2 (2004), ABNT NBR 6118 (2023) e o
fib Model Code 2010 (2013) não abordam as lajes lisas com vazios em seus textos.

Assim, é necessário ter cautela ao adotar os procedimentos de cálculo empregados nas lajes
maciças, mesmo que os vazios não interceptem o perímetro de controle de cada normativa (b0, u1

ou u). Nesse viés, quando as lajes não apresentam armaduras de cisalhamento, a capacidade de
carga de projeto é definida pela contribuição de resistência do concreto (VR,c), como apresentado
no Quadro 3.1. Nas fórmulas apresentadas, d ou dv é a altura útil da laje, fc′ ou fck é a resistência
característica do concreto, γc é o coeficiente de ponderação da resistência do concreto e λs, k ou
ke é o coeficiente de escala (size effect).

Análise da punção em lajes com vazios esféricos através do Método dos Elementos Finitos



32

Quadro 3.1 – Cálculos de determinação da carga de projeto para lajes
sem armadura de cisalhamento

Norma VR,c Parâmetros adicionais

ACI-318
(2019)

min


0,17 ·

(
1+

2
βc

)
·λs ·λ ·

√
fc′ ·b0 ·d

0,083 ·
(

αs ·d
b0

+2
)
·λ ·λs ·

√
fc′ ·b0 ·d

0,33 ·λs ·λ ·
√

fc′ ·b0 ·d

λ varia conforme o tipo de
concreto, βc é a relação en-
tre os lados do pilar, b0 é o
comprimento do perímetro
de controle afastado d/2 das
faces do pilar e αs considera
a posição da coluna

EUROCODE
2 (2004)

0,18
γc

· k · (100 ·ρ1 · fck)
1
3 ·u1 ·d

ρ1 é a taxa de armadura
de flexão, u1 é o compri-
mento do perímetro de con-
trole afastado 2d das faces
do pilar

NBR 6118
(2023) 0,13 · ke · (100 ·ρ · fck)

1
3 ·u ·d

ρ a taxa de armadura de fle-
xão, u é o comprimento do
perímetro de controle afas-
tado 2d das faces do pilar

fib MODEL
CODE 2010
(2013)

kψ ·
√

fck

γc
·b0 ·dv

b0 é o perímetro crítico afas-
tado dv/2 das faces do pilar,
γc é o coeficiente de mino-
ração e kψ é um parâmetro
que considera a rotação da
laje

(fonte: Autor)

Já para o caso em que há armadura de cisalhamento, as normas consideram que a ruptura pode
ocorrer dentro (VR,cs) ou fora (VR,out) da região das armaduras. No caso em que procura-se
determinar a capacidade dentro da região reforçada, o cálculo da norma consiste em realizar
uma soma entre a contribuição do concreto (VR,c) e a contribuição da armadura de cisalhamento
(VR,s), como apresentado na equação abaixo, em que φ é o coeficiente de segurança.

VR,cs = φ ·VR,c +VR,s (3.1)

Cada normativa apresenta fórmulas diferentes para a determinação de cada parcela da soma,
sendo que, no caso da contribuição da armadura são levados em consideração parâmetros
como tensão de escoamento, área, espaçamento e posição. Já na verificação fora da região das
armaduras de cisalhamento, considera-se um perímetro diferente, que leva em consideração a
posição dos estribos ou studs, e que fica situado em maiores distâncias do pilar.
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3.4 ESTADO DA ARTE DA PUNÇÃO EM LAJES COM VAZIOS

Como supracitado, a forma usual de cálculo para estimar a punção em lajes lisas através das
normas consiste na utilização de um perímetro de controle (u1) em torno do pilar. Quando vazios
são inseridos na laje, esse perímetro de controle pode interceptar os volumes sem concreto,
impactando na estimativa da resistência à punção. Nesses casos, embora o modo de falha seja
semelhante às lajes maciças, o puncionamento é mais crítico, já que são necessárias menores
cargas para verificar o colapso da estrutura (ALI, 2014; AHMED, 2016; OUKAILI; MERIE,
2018; AL-GASHAM; MHALHAL; JABIR, 2019; KHOUZANI et al., 2020).

Diante desse contexto, Al-Bayati et al. (2022) apontam que diversos estudos buscaram determinar
maneiras de corrigir as normativas existentes para adequá-las às lajes com vazios, já que as
mesmas podem levar a estimativas inseguras, principalmente quando os volumes ocos são
inseridos em regiões próximas ao pilar. Assim, pesquisadores se debruçaram na determinação
de um novo perímetro de controle em que a estimativa da carga de ruptura se tornasse o mais
próxima dos resultados obtidos experimentalmente (SCHNELLENBACH-HELD; PFEFFER,
2002; HAN; LEE, 2014; VALIVONIS et al., 2017; CHUNG et al., 2018).

Nesse viés, Schnellenbach-Held e Pfeffer (2002) concluíram, através de ensaios experimentais e
simulações numéricas, que o perímetro de controle é uma forma empírica de determinação que
fornece bons resultados, quando o mesmo não intercepta a zona com volumes ocos. Ao avaliar
lajes com vazios esféricos sem armadura de cisalhamento, os autores ainda verificaram que, para
o caso em que o perímetro intercepta as esferas, é necessário que a resistência ao cisalhamento
seja reduzida através da subtração das áreas que não estão preenchidas por concreto.

Valivonis et al. (2017) também chegaram a essa conclusão ao estudarem vazios tipo caixa
com cantos arredondados, bem como Chung et al. (2011), ao avaliarem vazios tipo donut e
Sagadevan e Rao (2019) ao estudarem volumes esféricos e cubóides. Além disso, pesquisas
nacionais que avaliaram vazios esféricos também propuseram pequenas alterações na formu-
lação de Schnellenbach-Held e Pfeffer (2002), a fim de adequar a mesma para as normativas
recentes (LIMA, 2015; LEDO, 2016) e propuseram outros coeficientes e critérios de verificação
(NICÁCIO, 2018).

Na mesma linha de pensamento, Han e Lee (2014) formularam uma metodologia de cálculo
considerando como perímetro de controle aquele que apresenta a menor área, ao avaliar cada
uma das linhas de distribuição dos vazios. Discordando parcialmente dos estudos acima, Chung
et al. (2018) criaram um novo método para determinar a resistência ao cisalhamento que leva
em consideração não somente a área da seção, como também o parâmetro u1/d (perímetro de
controle / altura útil da laje). Já Mahmood e Dawood (2017) sugerem, ainda, a utilização de um
parâmetro que leve em consideração a razão entre o diâmetro dos vazios e a altura útil da laje.
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Além disso, é sabido que os parâmetros apresentados no item 3.2 para lajes lisas no geral,
interferem de forma semelhante na punção em lajes com vazios (OUKAILI; HUSAIN, 2017;
CHUNG et al., 2018; NICÁCIO, 2018; SCHNELLENBACH-HELD; PFEFFER, 2002; HA-
BEEB; AL-AZZAWI; AL-ZWAINY, 2021; WANG et al., 2008). Entretanto, outros fatores
também apresentam impacto na carga última, deformações, deslocamentos, superfície da falha e
rigidez da estrutura. Entre os novos fatores a considerar estão o formato, dimensões, posição e
espaçamento dos volumes ocos a serem inseridos que impactam diretamente na razão u1/d, e
interferem, ainda, na área da seção virtual definida pelo perímetro de controle.

Todavia, embora existam alguns estudos que avaliaram diretamente esses parâmetros, é necessário
salientar que ainda não existe um conhecimento consolidado e amplamente aceito no meio
acadêmico sobre o impacto que os mesmos causam no comportamento à punção de lajes lisas
com vazios. Devido à dificuldade de comparação direta entre os tipos de vazios existentes, não
se sabe ao certo qual é o formato, dimensão e espaçamento ideais. Além disso, na maior parte
dos estudos já realizados o objetivo principal consiste em analisar o impacto da região maciça
próxima à coluna frente à carga máxima de ruptura.

Nos resultados experimentais desenvolvidos por Chung et al. (2011), por exemplo, foi determi-
nado que quanto mais próximos do pilar estão situados os vazios, menor é a carga de ruptura e
vice-versa. Os autores também concluíram que, para o caso de não existência de uma região só-
lida em torno do pilar, o decréscimo na carga máxima é de 13%. Um comportamento semelhante
foi observado por Oukaili e Husain (2017), em que a localização das esferas nas distâncias 2d e
d apresentaram reduções na carga de ruptura iguais a, respectivamente, 4-18% e 14-29%. Ou
seja, quanto maior a região sólida em torno do pilar, maior a carga resistente.

Ademais, Valivonis et al. (2017) verificaram que, se todo o perímetro de controle afastado a
uma distância 2d estiver em uma região maciça, a resistência à punção é 18% maior quando
comparada a lajes com vazios sem região sólida próxima aos pilares. No mesmo estudo, também
foi determinado que regiões maciças no formato de cruz podem aumentar a carga de punção em
até 30%, quando comparadas às cargas obtidas por lajes sem região maciça.

Em concordância, Chung et al. (2018) verificaram, ao utilizar vazios tipo donut, que a resistência
à punção varia de acordo com a posição dos vazios e que a mesma aumenta conforme o acréscimo
da distância entre a primeira camada de vazios e a face do pilar. Nas lajes estudadas, os autores
também verificaram que a fissura principal de cisalhamento sempre ocorreu nos volumes ocos,
com exceção do modelo que adotou uma distância da primeira camada igual a 4,84d. Nesse
modelo, a ruptura ocorreu de forma semelhante à laje maciça.

Quanto à utilização da armadura de cisalhamento, cabe mencionar que esse parâmetro foi pouco
explorado nas lajes com vazios. Habeeb, Al-Azzawi e Al-Zwainy (2021) concluíram que para
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um mesmo nível de carga as lajes que utilizaram essa armadura apresentaram menor deflexão.
Além disso, os autores identificaram que entre as três opções ensaiadas, gancho, studs e barras
inclinadas, a última apresentou o melhor desempenho em relação à carga de ruptura, tenacidade
e deflexão. Chung et al. (2011) concluíram, ainda, que a armadura de fixação dos vazios pode
contribuir como armadura de cisalhamento.

No estudo de Ceballos (2017), o autor verificou que nas lajes com vazios esféricos a utilização
de armaduras de cisalhamento tipo stud na região maciça em torno dos pilares não propiciaram
maiores cargas de ruptura. O mesmo autor concluiu, também, que a utilização de treliças nas
nervuras das lajes ensaiadas podem contribuir para o aumento da carga máxima, em percentuais
que variaram de 3 a 30% quando comparadas à laje sem esse tipo de armadura.

Já no estudo de Lima (2015), o autor identificou que a armadura de cisalhamento empregada nas
lajes ensaiadas não era adequada, devido à ancoragem adotada, resultando em nenhum ganho na
carga de ruptura mas, mesmo assim, favorecendo a ductibilidade da estrutura. Ao avaliar estribos
em uma direção ou em duas no formato cruz, Nicácio (2018) determinou que a segunda opção é
mais adequada, não somente pela posição mas pela ancoragem nas armaduras de flexão. O autor
também concluiu que a utilização de armaduras de cisalhamento nas lajes com vazios esféricos
proporcionaram maiores cargas de ruptura.

Por fim, quanto ao método construtivo, pesquisas nacionais identificaram que a utilização ou não
de pré-laje pouco interfere nos resultados, tanto em relação à carga máxima quanto em relação
à rigidez (LIMA, 2015; LEDO, 2016; NICÁCIO, 2018). Os autores concluíram que o método
construtivo somente interfere no prazo e nos custos de execução, não apresentando ganhos ou
perdas em relação ao desempenho da estrutura.

Diante disso, é necessário apontar que grande parte das considerações supracitadas são conclusões
de estudos que utilizaram vazios de diferentes formatos, sendo alguns desses com poucas
aplicações conhecidas. Assim, os dados não podem ser utilizados como regra geral, mas fornecem
uma estimativa que permite compreender melhor o fenômeno da punção nessas estruturas. Por
fim, fica evidente a falta de pesquisas sobre o impacto dos parâmetros não somente na carga de
ruptura mas também, sobre a rigidez, deformações, deslocamentos e tensões da estrutura.
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4 MODELOS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS

Os modelos constitutivos apresentam formulações que relacionam o tempo, as tensões e as
deformações, com o objetivo de determinar o comportamento real dos materiais. Nesse viés,
existem três comportamentos básicos denominados como elástico, plástico e viscoso, sendo que
os materiais reais são geralmente descritos pela combinação desses. Assim, é possível determinar
um único modelo que leve em consideração todos os comportamentos, ou associá-los para avaliar
como o material se comporta em determinadas circunstâncias (CAMPOS FILHO, 2003).

O comportamento elástico apresenta deformações imediatas, que aparecem com as tensões corres-
pondentes. Quando não são aplicadas novas variações nas tensões, as deformações permanecem
inalteradas e quando há descarregamento total, as deformações são zeradas, desaparecendo com-
pletamente. Nesse modelo, as deformações não variam com o tempo e a curva de carregamento é
igual a curva de descarga, tanto para elasticidade linear quanto não-linear.

De acordo com Salençon (2019), no modelo viscoso ocorrem deformações não imediatas, que
não aparecem de forma simultânea com o acréscimo das tensões, ou seja, dependem do tempo.
Além disso, mesmo que as tensões permaneçam constantes, as deformações continuam variando.
Já o comportamento plástico é caracterizado por deformações imediatas e não reversíveis, em
que as curvas de carga e descarga são distintas. Assim, quando as tensões são anuladas após um
carregamento inicial, as deformações não são zeradas completamente, surgindo um resíduo.

Quando associados, é possível criar novos modelos como o elastoplástico, viscoelástico e
viscoplástico. No primeiro, as deformações variam de forma elástica até atingirem a tensão de
escoamento e, após, apresentam comportamento plástico, sendo que as análises são feitas a partir
de incrementos de carga. Na viscoelasticidade, as deformações evoluem com o tempo quando
uma tensão constante é aplicada, sendo necessário criar análises por meio de incrementos de
tempo. Na viscoplasticidade, além de evoluírem com o tempo ocorrem, também, deformações
irreversíveis que deixam resíduos.

No caso do concreto armado, por exemplo, alguns desses modelos podem ser empregados para
o aço e concreto, com o objetivo de aproximar a modelagem numérica ao comportamento real
da estrutura. Como forma de simplificação, a curva carga versus deslocamento pode ser divida
em três estádios, como apresentado na Figura 4.1. No estádio I a estrutura responde de forma
elástica, o concreto não está fissurado e as tensões são proporcionais às deformações. No estádio
II ocorrem as formações das fissuras, devido ao rompimento do concreto à tração e no estádio III
ocorre a plastificação do aço e do concreto comprimido.
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Figura 4.1 – Curva carga versus deslocamento do concreto armado
(fonte: Spessatto (2022))

A fim de melhor compreender o impacto de cada material da estrutura, serão apresentados nesse
capítulo os modelos adotados para os materiais utilizados. Para o concreto serão abordados
de forma breve as formulações para o caso comprimido e tracionado, apresentando critério de
ruptura, regra de endurecimento, fissuração e fenômenos como retração e fluência. Já para o aço
será apresentado resumidamente o modelo utilizado e critério de plastificação.

4.1 CONCRETO

O concreto é um material compósito heterogêneo, resultante da união de agregados através
de um aglomerante misturado com água. Sob um carregamento uniaxial instantâneo, esse
material apresenta um comportamento característico que compreende uma fase elástica até cerca
de 30% da resistência máxima à compressão, pois as microfissuras existentes permanecem
imperturbáveis (MEHTA; MONTEIRO, 2006). Após, a rigidez da estrutura começa a se alterar e
o comportamento não linear do material se torna evidente, pois a concentração das tensões acaba
impactando o tamanho das microfissuras, mas o material ainda é considerado estável.

Quando o concreto atinge cerca de 75% da resistência à compressão, as microfissuras continuam
a se propagar, tornando o sistema instável e levando o mesmo até a ruptura. Nesse viés, Lazzari
(2020) aponta que no comportamento axial à tração do concreto apresenta diferenças, tais como o
limite de elasticidade linear, que geralmente fica entre 60% e 80% da resistência à tração. Quando
esse limite é atingido as microfissuras aumentam de tamanho rapidamente, sendo necessária a
consideração da resistência do concreto entre as fissuras.

Além disso, devido à coexistência das fases sólida, líquida e gasosa, o comportamento desse
material é considerado complexo pois as reações químicas que o formam dependem de fatores
como temperatura, umidade, tipo de cimento e tempo, tornando necessárias considerações sobre
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fluência e retração. Como as deformações produzidas por esses fenômenos podem ser altas,
alcançando valores próximos às deformações instantâneas causadas por níveis usuais de tensão,
o estudo do comportamento diferido do material se torna relevante.

De acordo com Quevedo (2017), a retração independe das tensões aplicadas sobre a estrutura e
pode ser entendida como a redução do volume que ocorre devido à perda de água gradual. Quando
chamada de retração autógena, a perda de água dos vazios capilares ocorre pela hidratação do
cimento, já a retração por secagem está associada a troca de água com o meio ambiente. A cura
do concreto, quando adequadamente realizada, busca impedir ou no mínimo dificultar a perda de
água do concreto (MEHTA; MONTEIRO, 2006).

Nessa pauta, quando a retração ocorre e a peça está impedida de variações volumétricas devido
aos apoios, por exemplo, surgem tensões de tração no interior da estrutura, que podem ocasionar
fissuras no material. Dessa forma, esse fenômeno tem grande importância na análise de estruturas,
especialmente em lajes, onde a superfície em contato com atmosfera pode ser grande, favorecendo
as trocas de água com o ambiente. Quando a cura não é bem executada, as formas são retiradas
precocemente ou a umidade no ambiente é baixa, a consideração da retração torna-se fundamental,
na medida em que, ao iniciar o carregamento a peça estrutural já pode apresentar fissuras.

A fluência, por outro lado, ocorre quando existem carregamentos atuantes e pode ser dividida
em fluência básica, quando não há troca de água com o meio externo, e fluência por secagem,
em que a perda de água depende de vários fatores como umidade relativa, temperatura e tempo
de exposição da peça (QUEVEDO, 2017). A Figura 4.2 apresenta um esquema simplificado do
impacto da fluência e da retração sobre as deformações do concreto.

Figura 4.2 – Deformação por fluência e retração (fonte: AMERICAN
CONCRETE INSTITUTE (2005) apud Quevedo (2021) )
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No modelo constitutivo utilizado nesse estudo, empregou-se para o concreto comprimido um
comportamento elastoplástico com endurecimento, e para o concreto tracionado um comporta-
mento linear até a fissuração e, após, um modelo de fissuras distribuídas. Para descrever esses
comportamentos, os itens a seguir apresentam o critério de ruptura, regra de endurecimento,
diagramas tensão-deformação para tração e compressão, bem como expressões gerais de fluência
e retração, que também foram consideradas.

4.1.1 Modelo para o concreto comprimido

Para o concreto comprimido foi considerado um comportamento elastoplástico. Nesse caso, o
modelo é composto por um critério de ruptura, um critério de plastificação e por uma regra de
endurecimento (LAZZARI, 2016). Quando submetido à ensaios triaxiais o concreto apresenta
uma superfície de ruptura bem definida e, por ser considerado um material isotrópico, os limites
de elasticidade e ruptura podem ser representados como superfícies no espaço das tensões
principais (CAMPOS FILHO, 2003).

Nessa perspectiva, como o critério de ruptura é uma função do estado de tensões, o mesmo
pode ser expresso em função das tensões principais (σ1,σ2,σ3), ou em relação aos invariantes
I1,J2,J3. No último caso a interpretação do critério de ruptura é mais simples, pois como I1,J2,J3

independem das propriedades do material e do sistema de coordenadas, acabam simplificando as
equações. Esses parâmetros são apresentados na Equação 4.1, Equação 4.2 e Equação 4.3 em
relação às componentes de tensão.

I1 = σxx +σyy +σzz (4.1)

J2 =
1
2
· [(σxx −σyy)

2 +(σyy −σzz)
2 +(σzz −σxx)

2]+ τ
2
xy + τ

2
yz + τ

2
xz (4.2)

J3 =

∣∣∣∣∣∣∣
Sxx τxy τxz

τxy Syy τyz

τxz τyz Szz

∣∣∣∣∣∣∣ (4.3)

Visualmente, a superfície de ruptura pode ser representada pelas seções transversais e pelos
meridianos no espaço das tensões principais, ou nas coordenadas Haig-Westergard (H-W). A
última, utilizada na Figura 4.3b, leva em conta o eixo hidrostático (ξ ) que é perpendicular
aos planos desviadores, o tamanho da superfície de plastificação no plano desviador (ρ) e o
ângulo medido a partir de um eixo principal (θ ). Nesses casos, sobre o eixo hidrostático as
tensões desviadoras são nulas e perpendicularmente são criados os plano desviadores, em que

Análise da punção em lajes com vazios esféricos através do Método dos Elementos Finitos



40

é possível verificar as seções transversais das superfícies de ruptura. Já os meridianos são as
curvas de intersecção entre a superfície e um plano que contém o eixo hidrostático com o ângulo
θ constante, como apresentado na Figura 4.3a.

Figura 4.3 – (a) Meridianos da superfície de ruptura e (b) planos desvia-
dores da superfície de ruptura (fonte: Lazzari (2016))

Como o concreto é isotrópico, a simetria torna necessária apenas a investigação do setor θ = 0◦

a 60◦. Sob essa constatação, Chen e Han (1988) também indicam que algumas características
das superfícies de ruptura foram determinadas experimentalmente. Entre elas, a curva de ruptura
deve ser suave, convexa, iniciando com formato triangular para tração e se tornando circular à
medida que as tensões de compressão aumentam.

Sob esse ponto de vista, existem vários modelos que consideram diferentes quantidades de parâ-
metros e que representam melhor ou pior o comportamento real do concreto (CAMPOS FILHO,
2003). Alguns são independentes da pressão, como Von Mises e Tresca, sendo idealizados para
os metais. Outros como Mohr-Coulomb e Drucker-Prager apresentam como desvantagem a
modelagem dos meridianos em linhas retas, não representando adequadamente as altas tensões
de compressão.

Por fim, modelos como Hsieh-Ting-Chen, Ottosen e Willam-Warnke apresentam mais parâmetros,
e por serem mais refinados reproduzem melhor as características do material. Dessa maneira, foi
empregado nesse estudo o critério de ruptura de Ottosen (1977), modelado por Lazzari (2016),
apresentado na Equação 4.4, e que também é empregado no fib Model Code 2010 (2013). Para
sua implementação são utilizados parâmetros como c1, c2, α e β , disponíveis na Equação 4.5, 4.6
e 4.7, respectivamente, além de outros parâmetros complementares que podem ser determinados
pela equação 4.8 até 4.12.

α · J2

f 2
cm

+λ ·
√

J2

f 2
cm

+β · I1

fcm
−1 = 0 (4.4)
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Sendo:

fcm: resistência à compressão média do concreto;

α , β , c1 e c2: parâmetros do material;

λ : função que depende do ângulo de similaridade do concreto (θ ).

λ = c1 · cos
[

1
3
· arccos(c2 · cos3θ)

]
com cos3θ =

3
√

3
2

· J3

J3/2
2

(4.5)

α =
h ·β −

√
2

y
(4.6)

β =−

√
2−

3 · y
k · f2c

h− 9 · y
f2c − k

(4.7)

h =−
√

2 · x+ y
y√
2
− 1

3

, x =
σcom

fcm
, y =

τcom

fcm
, f2c =

fc2cm

fcm
e k =

fctm

fcm
(4.8)

fc2c =
(

1,2− fc
1000

)
· fc ( fc = fcm para fc2c = fc2cm) (4.9)

τcom =

[
185−180 · fcm

100 +260 ·
(

fcm
100

)2
−84 ·

(
fcm
100

)3
]

(4.10)

fcm = fck +8 (4.11)

fctm = 0,3 · ( fck)
2/3 para concreto ⩽C50 (4.12)

Sendo:

fck: resistência característica à compressão do concreto (MPa);

fctm: resistência média à tração do concreto (MPa);

σcom: -240 MPa.
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Além disso, outros parâmetros do critério de ruptura como c1 e c2 também são necessários e
podem ser obtidos pelas Equações 4.13 e 4.14, que também são empregadas no fib Model Code
2010 (2013). Para obter λt e λc, são apresentadas as Equações 4.15 e 4.16.

Para λc ⩽
1
2

:

{
c1 = [2 · cosθ −1] ·λt +4 · [1− cosθ ]

c2 = 1
(4.13)

Para λc ⩽
1
2

:


c1 =

λc

cos
[

π

3 −
1
3 · arccos(c2)

]
c2 = cos

{
3 · arctan

[
2 · λc

λt
−1

√
3

]} (4.14)

λc = λ (θ = 60◦) =
(

1− h
3 · y

)
·
√

3 ·β +
√

3+

√
2√

3 · y
(4.15)

λt = λ (θ = 0◦) =
(

2 ·
√

3− f2c ·h√
3 · y

)
·β +

√
3

f2c
+

√
2 · f2c√
3 · y

(4.16)

Para o concreto comprimido foi considerado, nesse estudo, endurecimento isotrópico com
superfície de plastificação com a mesma forma da superfície de ruptura. Nessa situação, o
endurecimento é visualizado como uma expansão uniforme da superfície de plastificação no
plano σ1 −σ2, como pode ser observado na Figura 4.4. Assim, quando atingida a plasticidade,
não ocorre uma mudança de forma da superfície de ruptura, apenas um aumento em todas
as direções. A Equação 4.17 apresenta esse comportamento matemático, que pode ser obtido
substituindo fcm = σe f na Equação 4.4 e operando a mesma.

Figura 4.4 – Superfícies de ruptura e carregamento (fonte: Lazzari
(2016))

F =
λ
√

J2 +β · I1 +
√
(λ ·

√
J2 +β · I1)2 +4 ·αJ2

2
= σe f (4.17)
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Como regra de endurecimento, foi adotada a curva correspondente ao diagrama tensão versus

deformação para uma solicitação uniaxial de compressão, como proposto no fib Model Code
2010 (2013). Essa curva pode ser visualizada na Figura 4.5, sendo válido mencionar que a
normativa de cálculo supracitada apresenta tabelas com os parâmetros da figura para diferentes
classes de concreto, variando de C12 a C120.

Figura 4.5 – Diagrama tensão versus deformação do concreto compri-
mido (fonte: Lazzari (2016))

Nesse viés, a expressão que rege o comportamento da curva no intervalo apresentado na figura
pode ser observada na Equação 4.18. Os parâmetros utilizados são: deformação de compressão
(εc), deformação na máxima tensão de compressão (εc1), deformação última de compressão
(εc,lim), módulo de elasticidade (Eci), módulo secante correspondente à máxima tensão de
compressão (Ec1) e número plástico (k).

σc

fcm
=−

(
k ·η −η2

1+(k−2) ·η

)
com : η =

εc

εc1
e k =

Eci

Ec1
(4.18)

Por fim, é sabido que, no geral, deve ser considerada a plasticidade não associada no caso dos
geomateriais. Para isso é necessário, todavia, que alguns parâmetros sejam obtidos experimen-
talmente. Como forma de simplificação, já que existem poucas evidências experimentais para
o concreto, foi adotado nesse estudo a plasticidade associada. Assim, como o vetor de fluxo
plástico é normal à superfície de plastificação dentro do domínio plástico, o mesmo é definido
pela Equação 4.19. Vale mencionar que essa equação também pode ser expressa em coeficientes
como determinado e disponível no estudo de Lazzari (2016).

a =
∂F
∂σ

=
∂F
∂ I1

· ∂ I1

∂σ
+

∂F
∂
√

J2
· ∂

√
J2

∂σ
+

∂F
∂θ

· ∂θ

∂σ
(4.19)
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4.1.2 Modelo para o concreto tracionado

Como o concreto apresenta resistência à compressão superior à tração, o material acaba fis-
surando para baixos níveis de tensão, o que torna o desempenho carga versus deslocamento
não-linear. Como as fissuras interferem no comportamento, a sua modelagem pode ser conside-
rada fundamental para a precisão dos resultados. Nessa perspectiva, Martinelli (2002) aponta que
a fissuração pode ser modelada de forma discreta ou distribuída quando são realizadas análises
numéricas utilizando o MEF, como pode ser verificado na Figura 4.6.

Figura 4.6 – Fissuras modeladas pelo caso (a) discreto e (b) distribuído
(fonte: Martinelli (2002))

Para o caso discreto, cada fissura é representada individualmente como uma descontinuidade
na malha de elementos finitos, sendo modeladas através da separação dos nós, o que gera uma
forte dependência da malha. Já no caso das fissuras distribuídas, modelo utilizado nesse estudo,
o concreto permanece contínuo e as propriedades dos materiais são modificadas. Assim, os nós
não se separam, o que não interfere na topologia da malha e apenas a relação tensão-deformação
é atualizada (CAMPOS FILHO, 2003).

Nesse contexto, foi utilizado nesse estudo o modelo proposto por Cervera et al. (1988), que
considera o concreto como um material elástico linear até a fissuração e, após, utiliza o modelo de
fissuras distribuídas. Para a implementação do mesmo é necessário estabelecer um critério, que
busca determinar se os pontos de integração, que atingiram a ruptura, esmagaram ou fissuraram.
Para determinar se ocorreu esmagamento ou fissuração, foi adotado o critério proposto no Boletim
n° 156 do CEB-FIP (1983), apresentado na Equação 4.20, em que σ1 é a tensão principal de
tração .

a) se σ1 ⩾ fctm/2, o ponto de integração fissurou;

b) se σ1 ⩽ fctm/2, o ponto de integração esmagou;

σ1 =
2 ·

√
J2√

3
· sin

(
θ +

2 ·π
3

)
+

I1

3
(4.20)
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A partir dessa constatação, Lazzari (2016) aponta que o concreto que inicialmente é considerado
isotrópico, se torna ortotrópico após a fissuração. Assim, admite-se que uma fissura se forma em
um plano ortogonal à tensão principal de tração. A formação da mesma altera as propriedades
do material, reduzindo o módulo de elasticidade transversal e longitudinal que são, respectiva-
mente, paralelo e perpendicular ao plano da fissura. Ainda, o efeito do coeficiente de Poisson é
desprezado (CERVERA et al., 1988).

Além disso, devido à aderência com as barras de aço da armadura, mesmo após fissurar o concreto
ainda resiste a esforços de tração, suportando determinado nível de tensão (LAZZARI, 2020).
Esse fenômeno, conhecido como enrijecimento à tração, ou tension stiffening foi implementado,
nesse estudo, através da modificação da curva tensão-deformação do concreto tracionado, assim
como adotado por Cervera et al. (1988). Para isso, um ramo descendente é introduzido na curva
logo após a resistência máxima de tração, como apresentado na Figura 4.7.

Figura 4.7 – Curva tensão versus deformação para o concreto tracionado
(fonte: Lazzari (2016))

Para a implementação matemática desse ramo, utilizou-se a relação proposta por Martinelli
(2002), (Equação 4.21), em que α é um parâmetro que define a inclinação e εcTU indica a
deformação limite. Ou seja, ao atingir essa deformação a colaboração do concreto entre fissuras
não é mais considerada. Assim, após testes preliminares adotou-se nesse estudo os valores de 0,6
e 0,01 para α e εcTU , respectivamente.

σ = α · fctm ·
(

1− ε

εcTU

)
(4.21)

Ademais, por conta das não linearidades da estrutura ou por mudanças no carregamento, podem se
formar deslocamentos relativos das faces da fissura que acabam causando o surgimento de tensões
de corte. No concreto, a transferência de esforços cortantes pode ocorrer pelo engrenamento dos
agregados ou pelo efeito pino das armaduras. O primeiro depende do tipo e granulometria do
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agregado utilizado, enquanto que o segundo está relacionado ao diâmetro das barras, taxa de
armadura e inclinação em relação ao plano da fissura (CAMPOS FILHO, 2003).

Quando é empregado o modelo de fissuras distribuídas, esses mecanismos podem ser incluídos
no modelo diretamente, adotando um valor reduzido para o módulo de elasticidade transversal do
concreto não fissurado, Gc0, calculado a partir da Equação 4.22. Isso pode ser modelado a partir
de inserção de um parâmetro β , apresentado na Equação 4.23 que varia entre 0 e 1 (CERVERA
et al., 1988). Assim, o novo módulo de elasticidade transversal, Gc, pode ser calculado a partir
da Equação 4.24. Cabe mencionar que os parâmetros εt e Ec0 representam, respectivamente, a
deformação específica normal de tração do concreto e o módulo de elasticidade longitudinal do
concreto não fissurado.

Gc0 =
Ec0

2 · (1+ν)
(4.22)

β = 1−
(

εt

0,005

)0,3

(4.23)

Gc = β ·Gc0 (4.24)

4.1.3 Fluência e retração

De acordo com a o modelo adotado para fluência e retração pelo CEB-FIP Model Code 1990
(1993), apresentado na Equação 4.25, a deformação total é composta por diferentes parcelas.
Algumas independem da tensão, como as deformações por retração e deformação térmica.
Já outras dependem da tensão e correspondem à deformação elástica linear instantânea e à
deformação por fluência. Cabe mencionar que a expressão considera algumas premissas, como
resistência do concreto entre 12 MPa e 80 MPa, expostos a umidade relativa acima de 40% e
temperatura entre 5°C e 30°C.

εc(t) = εci(t0)+ εcc(t)+ εcs(t)+ εcT (t) (4.25)

Sendo:

t: idade do concreto (dias);

t0: idade do concreto no início do carregamento (dias);

εc(t): deformação total;
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εci(t0): deformação inicial (instantânea) devido à aplicação do carregamento em t0;

εcc(t): deformação por fluência para t > t0;

εcT (t): deformação térmica;

εcs(t): deformação por retração.

A parcela da deformação por fluência (εcc) depende de fatores relacionados ao material, como
módulo de elasticidade, resistência à compressão, tipo de cimento, temperatura, espessura fictícia
e umidade do ambiente, bem como relacionada ao carregamento, como tempo e tensão aplicada.
Já a parcela de deformação por retração, (εcs), varia de acordo com parâmetros como idade,
temperatura, espessura fictícia, umidade, resistência e tempo de secagem do material.

Sob essa ótica, as demais equações necessárias para a modelagem da expressão acima estão
presentes no CEB-FIP Model Code 1990 (1993). Além disso, a fim de aproximar o efeito da
fluência em relação a idade de carregamento, Bazant e Prasannan (1989) propuseram um modelo
físico em que a deformação por fluência é separada em uma parcela viscoelástica e outra viscosa,
chamado de Teoria da Solidificação. A primeira está relacionada com o volume do concreto
já solidificado e com um coeficiente que depende da idade de carregamento. Já a segunda se
relaciona com a hidratação do cimento e a idade de carregamento (LAZZARI, 2020).

Assim, cabe mencionar que a descrição das leis que governam esse comportamento, bem como a
compatibilização com o CEB-FIP Model Code 1990 (1993) foram desenvolvidas e podem ser
verificadas no estudo de Quevedo (2017) e Gomes (1997). Ademais, visando a implementação
computacional, foi utilizado um modelo reológico de Kelvin generalizado para implementar a
teoria da solidificação, que consiste em uma associação em paralelo de molas e amortecedores,
para aproximar o comportamento viscoelástico do concreto. A descrição desse modelo, bem
como sua formulação, parâmetros e implementação estão apresentados em detalhes no estudo de
Quevedo (2017).

4.2 AÇO

O comportamento do aço pode ser representado adequadamente por um modelo uniaxial, le-
vando em consideração que as barras resistem apenas aos esforços axiais. Nessa situação, a
representação pode ser realizada a partir de diagramas tensão versus deformação bilineares.

Nesse viés, Lazzari (2016) menciona que dependendo do processo de fabricação o aço pode
apresentar patamar de escoamento ( fy) bem definido e sem endurecimento, como a laminação
à quente, o que é bem representado pelo comportamento elastoplástico perfeito (Figura 4.8a).
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Já no caso de aços encruados a frio, é necessário considerar o endurecimento. Como forma
de simplificação, é possível caracterizar o material através do comportamento monotônico,
utilizando o endurecimento linear, como apresentado na Figura 4.8b.

Figura 4.8 – Curva tensão versus deformação para o aço: elastoplástico
perfeito (a) e elastoplástico com endurecimento (b) (fonte:
Lazzari (2016))

Assim, para esse processo de fabricação foi considerado que o endurecimento inicia quando
85% da tensão de escoamento é atingida. Até esse ponto, o comportamento é elástico e pode
ser expresso pela Lei de Hooke. Após atingir o escoamento inicial, o comportamento plástico
confere ao material deformações residuais, caso seja realizado um descarregamento total. Para
determinar numericamente a curva com endurecimento é necessário determinar o módulo de
elasticidade tangente do aço (Hs), como apresentado na Equação 4.26, em que Es é o módulo de
elasticidade do aço.

Hs =
0.15 · fy

10‰−
0.85 · fy

Es

(4.26)
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5 MODELO COMPUTACIONAL E ANÁLISE NO ANSYS

A utilização de simulações numéricas computacionais apresentam vantagens frente aos ensaios
experimentais, como menor custo e possibilidade de verificar as tensões, deformações e deslo-
camentos em qualquer ponto da estrutura. Além disso, torna-se possível identificar como cada
parâmetro impacta no comportamento e como cada material contribui nos resultados. Por outro
lado, a utilização de modelagens numéricas deve ser empregada após uma validação do modelo,
que é realizada comparando os resultados com valores experimentais obtidos em laboratório.

Frente a essa situação, é comum observar o emprego do Método dos Elementos Finitos (MEF)
nas modelagens numéricas de concreto, pois o mesmo permite considerar o comportamento não
linear da estrutura. De acordo com Assan (2003), o método surgiu como uma nova possibilidade
de aplicação da Teoria da Elasticidade, capaz de superar as desvantagens e problemas inerentes
aos métodos de Galerkin, Rayleigh-Ritz, Diferenças Finitas e Resíduos Ponderados, por exemplo.
Bathe (1996) aponta que desde a década de 60 muito progresso foi feito, consolidando o MEF
na aplicação de diversos problemas complexos de engenharia.

A ideia principal é discretizar um modelo a partir da subdivisão do mesmo em um número finito
de elementos, tornando o domínio contínuo em discreto, como apresentado na Figura 5.1. Sobre
essa rede de elementos finitos, as interseções das linhas são denominados nós, e ao invés de
determinar uma função admissível que satisfaça as condições de contorno para o todo o domínio,
o MEF busca determinar essas funções para cada elemento da malha (ASSAN, 2003). Bathe
(1996) salienta, também, que o método sempre busca analisar um problema físico, através da
resolução de modelos matemáticos muito complexos.

Figura 5.1 – Discretização do modelo (fonte: Autor)
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Além disso, é válido mencionar que os elementos não se sobrepõem, mas juntos preenchem
completamente o volume sólido do modelo, se conectando através dos nós. Na análise de
estruturas, por exemplo, Bathe (1996) salienta que, antes de aplicar qualquer carregamento, as
coordenadas dos nós são conhecidas o que permite, após a aplicação de forças, determinar o
deslocamento de cada nó. Assim, a partir de interpolação, é possível determinar a nova geometria
do modelo. Nessa perspectiva, para que o MEF seja aplicável nas engenharias, o mesmo autor
comenta, ainda, que é necessário o emprego de computadores, devido ao grande número de
cálculos matemáticos.

Em vista disso, existem diversos softwares disponíveis que empregam o MEF na modelagem de
estruturas. Para as lajes lisas com vazios, Schnellenbach-Held e Pfeffer (2002) e Valivonis et
al. (2014) empregaram o programa DIANA para avaliar, respectivamente, a punção e a flexão.
Outras pesquisas sobre o tema foram desenvolvidas utilizando diferentes softwares como LUSAS
(CHUNG; JUNG; CHOI, 2022), Atena 3D (BINDEA; CHEZAN; PUSKAS, 2015), Femix
(NICÁCIO, 2018) e ANSYS Workbench (PURUSHOTTAM; HEMANTKUMAR, 2016).

Nessa perspectiva, esse estudo utiliza o software ANSYS (Analysis Systems Incorporated), versão
2021 R2, pois o mesmo é bastante conhecido no meio acadêmico, permite a customização dos
materiais, possui material de apoio e tem licença no laboratório CEMACOM-PPGEC/UFRGS.
Além disso, o programa possui uma linguagem chamada APDL (ANSYS Parametric Design

Language) que permite desenvolver a modelagem em scripts de texto, que são lidos pelo
programa. Essa ferramenta permite maior controle do usuário na modificação de parâmetros.

Com a linguagem APDL é possível executar comandos de solução, pré e pós processamento,
bem como criar variáveis e utilizar estruturas de controle (como sentenças e laços). Além disso,
o software tem uma variada biblioteca de elementos finitos, modelos constitutivos, ferramentas
de solução que permitem a execução de análises estáticas, dinâmicas, de fluídos, com materiais
lineares e não-lineares. Além disso, também é possível agregar aos materiais comportamentos
elásticos, plásticos e viscosos.

O ANSYS ainda permite a utilização da ferramenta UPF (User Programmable Features), pro-
gramável na linguagem Fortran 77, que permite ao usuário a customização e implementação
de novos materiais, elementos e carregamentos. Com essa ferramenta é possível programar a
sub-rotina USERMAT, que vem sendo desenvolvida no PPGEC-UFRGS, e que foi utilizada na
modelagem do concreto nesse estudo.

Nesse contexto, esse capítulo busca descrever de maneira resumida como o programa soluciona
problemas não lineares e aspectos da modelagem computacional. Serão descritos, assim, os
elementos finitos utilizados, o modelo empregado para o concreto e para o aço, bem como suas
variáveis, além da geometria, malha e entrada de dados.
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5.1 SOLUÇÃO DE PROBLEMAS NÃO LINEARES

Após a discretização da estrutura e determinação dos deslocamentos nodais dos elementos
que compõe a malha, é possível determinar as tensões e deformações no interior a partir da
Equação 5.1.

[K] · {u}= {Fa} (5.1)

Sendo:

[K]: matriz de rigidez global, resultante da montagem das matrizes de cada elemento;

{u}: vetor incógnita contendo os deslocamentos nodais de todos os nós de cada elemento;

{Fa}: vetor de forças externas aplicadas nos nós.

Nesse sentido, a Equação 5.1 é dita não linear quando a matriz de rigidez se altera devido
à não linearidade dos materiais ou geométrica. Para resolver as equações não lineares pelo
Método dos Elementos Finitos é necessário, assim, a utilização de um método numérico, como o
Newthon-Raphson, por exemplo, utilizado no ANSYS. Esse método numérico consiste em um
processo iterativo de convergência bastante eficaz e tem como ideia principal a minimização do
vetor de resíduo das forças.

Nesse contexto, é necessário utilizar o vetor resíduo {Ri} para cada incremento de carga, deter-
minado através da subtração do vetor das forças internas {Fnr

i } de todos os nós pelo vetor das
forças externas {Fa}, como apresentado na Equação 5.2. Ao desenvolver o vetor resíduo em
série de Taylor, é possível calcular o incremento de deslocamento nodal {∆ui}, como indicado
na Equação 5.3, em que i representa a iteração atual. Assim, é possível atualizar o vetor de
deslocamentos, como apresentado na Equação 5.4

{R}i = {Fnr
i }−{Fa} (5.2)

{∆ui}=− {Ri}
d{R}
d{u}

∣∣∣∣
i

(5.3)

{ui+1}= {ui}+{∆ui} (5.4)
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Vale mencionar, ainda, que o termo d{R}
d{u} é denominado matriz de rigidez tangente, também

representado por
[
KT ], assim a formulação pode ser reescrita conforme o proposto por Bathe

(1996), recaindo na Equação 5.5. Graficamente, é possível verificar as iterações de equilíbrio
para o caso unidimensional, conforme a Figura 5.2 (a).

[
KT

i
]
· {∆ui}= {Fa}−{Fnr

i } (5.5)

Sob essa ótica, a solução pode ser realizada com a utilização de passos intermediários em
equilíbrio, gerando uma análise incremental para os casos em que o vetor de cargas final é
aplicado em etapas ou as propriedades dos materiais são atualizadas com o tempo. Quando a
utilização desses subpassos é necessária, a Equação 5.5 deve levar em consideração mais um
índice, como apresentado na Equação 5.6 e na Figura 5.2 (b).

[
KT ]

n,i · {∆u}n,i = {Fa}n −{Fnr}n,i (5.6)

Figura 5.2 – Ilustração do método de Newton-Rhapson (a) e utilização
de subpassos (b) (fonte: Adaptado de Quevedo (2017))

Como critério de convergência, o ANSYS utiliza a norma do vetor de resíduo das forças ||Ri|| e a
norma do vetor de incrementos de deslocamentos nodais ||∆ui|| para cada iteração de equilíbrio,
como apresentado nas Equações 5.7 e 5.8. Nessas equações o valor de ε representa a tolerância
determinada, enquanto que os valores com a sigla REF representam os valores de referência.
Assim, as iterações de equilíbrio continuam até que a convergência ou o limite máximo de
iterações seja atingido.
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||Ri||< εR ·RREF (5.7)

||∆ui||< εu ·uREF (5.8)

Para as análises desse estudo, foi utilizado nos parâmetros de solução o Método de Newton-
Rhapson completo, em que a matriz de rigidez é atualizada em cada iteração. Para a solução
do sistema foi utilizada a opção SPARSE, que pode ser empregada em análises lineares e não
lineares e para a convergência foram adotadas 100 iterações de equilíbrio para cada incremento.
Outras opções possíveis, bem como os comandos específicos da linguagem APDL necessários
para a aplicação dessas configurações podem ser verificadas em ANSYS (2022a).

5.2 ELEMENTOS FINITOS UTILIZADOS

Como existem diversas opções de elementos finitos na biblioteca do ANSYS, a escolha deve
levar em consideração o tipo de problema analisado, o tipo de material empregado e como
o mesmo atua na estrutura, o esforço computacional, o modelo de armadura empregado e,
também, as propriedades do elemento. Quanto ao concreto, foi adotado o elemento SOLID186 e,
para o emprego do modelo de armadura incorporada, o aço foi representado por elementos de
reforço REINF264, com o auxílio de elementos de malha MESH200. Nos itens 5.2.1 e 5.2.2 são
apresentados os elementos utilizados.

5.2.1 Elemento SOLID186

Embora o elemento SOLID65 seja amplamente utilizado no ANSYS para modelagem de con-
creto, o mesmo só permite o uso de modelos de armadura discreta, em que os nós dos elementos
de armadura devem coincidir com os nós do concreto. Essa propriedade impacta não somente a
discretização da malha, que deve ser maior e afeta o tempo de processamento, como também a
posição dos elementos, que se torna complexa em estruturas com geometrias distintas e grandes
quantidades de armaduras posicionadas em diferentes direções.

Por esse motivo, o elemento SOLID186 foi selecionado para a representação do concreto, já
que o mesmo apresentou bons resultados em estudos desenvolvidos por Lazzari (2020), Lazzari
(2016) e Machado et al. (2023), por exemplo. Como vantagens, o elemento consegue obter
bons resultados sem a necessidade de grande discretização da malha, possui compatibilidade
com o elemento REINF264 utilizado na armadura e pode ser empregado com a USERMAT,
rotina utilizada para modelar o concreto. Além disso, o elemento apresenta efeitos de grandes
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deformações e permite configurações de ativação e desativação, o que contribui para a modelagem
dos diferentes carregamentos aplicados.

O SOLID186 apresenta diversos formatos disponíveis, como o tetraédrico, piramidal, prismático
ou hexaédrico, assim como apresentado na Figura 5.3. Devido à geometria complexa das lajes
com vazios modeladas nesse estudo, que envolvem volumes esféricos, cilíndricos e paralelepi-
pédicos, foi selecionada a opção de elemento tetraédrico. Esse formato contém 10 nós, sendo
4 nós de canto e 6 nós intermediários, que permitem translações em 3 direções. As funções de
interpolação entre os nós são quadráticas.

Figura 5.3 – Elemento SOLID186 e suas geometrias disponíveis (fonte:
Adaptado de ANSYS (2022b))

No elemento, foram adotadas as opções de integração reduzida uniforme, elemento homogêneo
estrutural e formulação de deslocamento puro. Na Figura 5.4 é possível verificar uma imple-
mentação do elemento tetraédrico em uma laje com vazios esféricos. Vale mencionar, ainda,
que a maior parte dos estudos de lajes com vazios desenvolvidos computacionalmente com o
MEF utilizaram elementos tetraédricos, como é o caso de Schnellenbach-Held e Pfeffer (2002),
Purushottam e Hemantkumar (2016), Khouzani et al. (2021) e Kumar e Hamza (2020).

Figura 5.4 – Utilização do elemento SOLID186 (fonte: Autor)
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5.2.2 Elementos REINF264 e MESH200

Em estruturas de concreto armado modeladas pelo MEF, a armadura pode ser empregada a partir
de modelos discretos, distribuídos ou incorporados. No primeiro, as barras são representadas por
elementos unidimensionais tipo treliça, e suas matrizes de rigidez são superpostas aos elementos
de concreto, sendo necessário que os nós dos dois materiais coincidam, o que limita a malha de
elementos finitos. No caso distribuído, as armaduras e o concreto são modelados em camadas, o
que pode ser conveniente para algumas aplicações de placas e cascas (CAMPOS FILHO, 2003).

Já no modelo incorporado, empregado nesse estudo, a barra é considerada como uma linha de
material mais rígido no interior do elemento de concreto e geralmente a aderência é considerada
perfeita. Para contornar essa situação, a rigidez do concreto tracionado é alterada para levar em
consideração a degradação da aderência. Assim, as matrizes de rigidez resultantes são uma soma
entre as parcelas do aço e do concreto, já que as dimensões de ambas são iguais. A principal
vantagem desse modelo é a liberdade da malha, já que um único elemento de concreto pode
conter segmentos de barras de armadura com diferentes propriedades e direções.

Nessa perspectiva, foi utilizado nesse estudo um elemento de reforço, REINF264, para empregar
as armaduras pelo modelo incorporado. Assim, o REINF264 atua no interior dos elementos base,
como apresentado na Figura 5.5a. Nesse elemento, cada barra do reforço é modelada de forma
isolada, resistindo exclusivamente aos esforços axiais de tração ou compressão, sendo que os
nós apresentam 3 graus de liberdade, assim como no elemento SOLID186. Entretanto, como
sua aplicação está condicionada à malha de elementos de concreto, foi utilizado o elemento
MESH200 tipo linha com 3 nós (Figura 5.5b), que não contribui para a solução do problema,
mas permite determinar a interseção da linha com cada elemento de concreto, para assim criar o
reforço.

Figura 5.5 – Elementos REINF264 (a) e MESH200 (b) (fonte: Adaptado
de ANSYS (2022b))

Dessa forma, inicialmente foram criadas linhas para posicionar a armadura nas posições corretas
e após as mesmas foram transformadas em elementos MESH200, em que foram aplicadas as
informações de seção e propriedades do material. Por fim, esses elementos foram transformados
em REINF264, criando elementos de armadura no interior de cada elemento de concreto. A
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Figura 5.6 apresenta os elementos de reforço no interior de uma laje, em que é possível verificar
a subdivisão da barra de armadura de acordo com a malha dos elementos de concreto.

Figura 5.6 – Elementos de reforço REINF264 no interior do concreto
(fonte: Autor)

5.3 MODELO UTILIZADO PARA O CONCRETO

Embora o ANSYS apresente modelos constitutivos que podem ser empregados para modelar o
concreto em algumas situações, os mesmos não foram desenvolvidos para apresentar comporta-
mentos como fluência e retração ou não estão disponíveis para o elemento SOLID186. Nesse
viés, esse estudo utilizou a sub-rotina USERMAT, que pode ser empregada para o elemento
supracitado. Essa sub-rotina é programada através da ferramenta UPF e vem sendo atualizada e
aplicada em outros estudos do PPGEC-UFRGS, como Lazzari et al. (2017), Lazzari et al. (2019),
Hoffman et al. (2022), Machado et al. (2023), Soares et al. (2023).

Com a USERMAT é possível alterar a lei de comportamento do material, por exemplo, inserindo
novas equações constitutivas, de acordo com as necessidades da modelagem. Para isso é necessá-
rio alterar algumas configurações do programa, escrever a USERMAT na linguagem Fortran77,
compilar o material e fazer uma linkagem com o ANSYS. Esses procedimentos são discutidos
em detalhes nos estudos de Lazzari (2016) e Quevedo (2017).

Segundo Lazzari (2020), nas análises não lineares que utilizam o método de Newton Raphson
na solução, o ANSYS divide as etapas de carga em sub-passos. Assim o programa principal
transforma esses carregamentos em incrementos de deformações que alimentarão a USERMAT
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em cada iteração de equilíbrio. Nessa perspectiva, a rotina atualiza as tensões para cada ponto de
integração e calcula os resíduos de deformação em cada iteração realizada. Quando o equilíbrio
é atingido, as tensões, deformações e variáveis de estado são atualizadas, e o programa inicia o
próximo sub-passo, até que a análise termine ou a convergência não seja atingida.

Na Figura 5.7 é possível verificar o funcionamento da USERMAT no ANSYS para cada passo
de carga em uma análise não linear. Assim como mencionado por Lazzari (2020), a fluência
e a retração correspondem à análise de efeitos de longa duração, enquanto que a fissuração
está contida na análise dos efeitos de curta duração. No último caso, a USERMAT verifica se o
elemento fissurou para, dessa maneira, considerar o efeito do tension stiffening, por exemplo.

Figura 5.7 – Funcionamento da USERMAT (fonte: Lazzari (2020))

Conforme apresentado por Quevedo (2017), a USERMAT leva em consideração os efeitos de
longa duração e funciona da seguinte maneira:

a) calcula o incremento de deformação plástica e/ou viscosa
{

∆εν/ρ

}
;

b) atualiza o incremento de deformação elástica {∆εe}= {∆ε}−
{

∆εν/ρ

}
, sendo {∆εe} o

incremento de deformação total resultante do processo iterativo de Newton-Raphson;

c) calcula a matriz constitutiva [D];

d) calcula o incremento de tensão {∆σ}= [D] · {∆εe};

e) atualiza a matriz jacobiana ∂∆σi j
∂∆εi j

;

f) atualiza as variáveis de estado e as tensões que o programa principal utilizará para
verificar a convergência {σ}i+1 = {σ}i +{∆σ};
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g) se houver convergência, atualiza as tensões, deformações e variáveis de estado e passa-se
para o próximo subpasso, caso contrário, continua fazendo as iterações de equilíbrio e
repetindo os passos de (a) à (f).

Sob essa perspectiva, o usuário pode criar quantas variáveis de entrada forem necessárias para
a modelagem. Para esse estudo, todas as variáveis de entrada são listadas na Quadro 5.1, bem
como suas descrições e unidades. Vale mencionar que as variáveis de tempo são especialmente
importantes para a aplicação da USERMAT, pois levam em consideração o comportamento
diferido do concreto. Nesse contexto, a retração está associada ao tempo de secagem (ts),
enquanto a fluência está relacionada ao tempo de carregamento (t0).

Quadro 5.1 – Parâmetros de entrada da USERMAT

Parâmetro Descrição e unidade

fck Resistência característica à compressão do concreto [kN/cm2]

nurev Coeficiente de Poisson do concreto [adm]

s Coeficiente que leva em conta o tipo de concreto [adm]

betasc Coeficiente que leva em conta o tipo de cimento [adm]

alpha Coeficiente que define o impacto do tipo de cimento sobre a cura [adm]

rh Umidade relativa do ambiente [%]

temperatura Temperatura média do ambiente [◦]

hf Espessura fictícia [cm]

ti Tempo considerado para o início do concreto na análise numérica [dias]

ts Idade do concreto no início da secagem [dias]

t0 Idade do concreto na data de carregamento [dias]

tinf Tempo final considerado para o ajuste da cadeia de Kelvin [dias]

texist Idade do concreto na data de ativação [dias]

ktime Tempo para gerar o arquivo intermediário de saída de dados [dias]

ndec Número de décadas utilizadas para o ajuste da cadeia de Kelvin

kelemid Identificação do elemento para a saída de dados no vetor ustatev

kkDomInPt Identificação do ponto de integração para a saída de dados

ligafluencia Considera a fluência (1) ou não considera a fluência (0)

ligaretracao Considera a retração (1) ou não considera a retração (0)

ligafissura Considera a fissuração (1) ou não considera a fissuração (0)

desligatempo Tempo máximo para considerar o efeito da fluência [dias]

(fonte: Autor)
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A USERMAT utiliza a superfície de ruptura de Ottosen, programada por Lazzari (2016), em que
o concreto é considerado um material elastoplástico com fissuração, assim como recomendado
pelo fib Model Code 2010 (2013). Quanto ao modelo viscoelástico, o mesmo está detalhado em
Lazzari (2020) e Quevedo (2017).

Vale mencionar, ainda, que foram realizados testes prévios utilizando o modelo CONCR (Con-

crete Plasticity Specifications) com critério de ruptura de Drucker-Prager, disponível da biblioteca
do ANSYS. Entretanto, como esse modelo não leva em consideração a fluência e retração, fenô-
menos importantes para os dados analisados, os resultados obtidos não foram satisfatórios e não
serão apresentados nesse estudo.

5.4 MODELO UTILIZADO PARA O AÇO

Como o aço apresenta comportamento mais simples quando comparado ao concreto e, na
modelagem desse estudo, as barras resistem apenas a esforços axiais, foi adotado o modelo
elastoplástico bilinear com endurecimento isotrópico BISO (Bilinear Isotropic Hardening),
disponível na biblioteca do ANSYS. Nesse modelo, os dados de entrada são o módulo de
elasticidade longitudinal (E), o coeficiente de Poisson (ν), a tensão de escoamento ( fy) e o
módulo de endurecimento (Hs).

Vale mencionar que para a modelagem do aço foram utilizadas as formulações apresentadas no
item 4.2, levando em consideração o tipo de fabricação e os fatores apresentados. Como nesse
estudo não foram utilizadas armaduras ativas, todas as barras foram empregadas com o mesmo
modelo, variando as propriedades conforme os dados experimentais.

5.5 CONSIDERAÇÕES SOBRE O MODELO GEOMÉTRICO E A MALHA

UTILIZADA

A construção do modelo geométrico de concreto foi realizada criando pontos chave, linhas, áreas
e volumes, a partir das coordenadas fornecidas ao programa. Após a criação do volume maciço,
foram criadas as esferas em seu interior, posicionando-as nos locais de interesse e, em seguida,
subtraindo-as do volume maciço a partir do comando VSBV, como pode ser observado na
Figura 5.8 e, também, de forma detalhada no Apêndice B. Dessa maneira, a espessura de plástico
das esferas não foi modelada, já que a mesma apresenta pouca influência no comportamento da
estrutura. Na modelagem dos pilares cilíndricos, quando existentes, foi criada uma área circular
e o volume foi extrudado até a altura necessária.
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As armaduras foram dispostas sobre o modelo através da criação de keypoints e linhas, como
apresentado para o caso de uma treliça no Apêndice B. Após, foram criados elementos MESH200
com as propriedades do aço e da seção transversal. Por fim foram criados os elementos REINF264,
a partir do comando EREINF. Para a malha de concreto utilizando elementos SOLID186, as
linhas do modelo foram previamente divididas conforme o tamanho desejado, determinando,
dessa maneira, a dimensão máxima dos elementos criados.

Figura 5.8 – Modelagem dos vazios esféricos (fonte: Autor)

Para a geração da malha, não era possível utilizar elementos de formato hexaédrico devido ao
formato esférico dos vazios. Dessa maneira, como foram empregados elementos tetraédricos, a
malha mapeada não estava disponível pelo software. Assim, após determinar o tamanho máximo
dos elementos pelas linhas, foi aplicada malha livre para toda a estrutura, devido à complexidade
da geometria, como apresentado na Figura 5.9.

Figura 5.9 – Criação de malha livre a partir das subdivisões das linhas
(fonte: Autor)

Vale mencionar que, embora os procedimentos supracitados tenham sido empregados para a
construção de todos os modelos desse estudo, detalhes da geometria e de malha empregada serão
melhor descritos nos próximos capítulos, para cada caso experimental analisado, levando com
consideração suas peculiaridades.
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6 VALIDAÇÃO NUMÉRICA DO MODELO COMPUTACIONAL

Nos capítulos 4 e 5, foram apresentados os aspectos fundamentais dos modelos constitutivos
adotados para cada material e informações sobre a implementação computacional. Vale mencio-
nar, porém, que as análises numéricas devem, sempre que possível, passar por uma validação
através da comparação dos resultados obtidos com dados experimentais. Esse procedimento
busca não somente dar credibilidade para as análises numéricas como, também, fornecer dados
que permitam a calibração do modelo.

Sob essa perspectiva, foram comparados os resultados numéricos com dados experimentais
de diferentes estudos, que foram separados em dois grupos. No primeiro, estão contidas duas
lajes maciças produzidas com concreto com fibras, submetidas à punção, que foram ensaiadas
pelo Working Group WP 2.4.1 da fib como parte de uma competição às cegas chamada de
3rd Blind Simulation Competition. Nesse caso, a validação tinha como objetivo identificar se a
modelagem numérica apresentava boas aproximações em relação à punção para lajes produzidas
com concreto alternativo.

Já no segundo grupo foram utilizados os dados experimentais de Lima (2015), Ledo (2016),
Ceballos (2017) e Nicácio (2018), todos obtidos na Universidade Federal de Brasília. Ao todo,
17 lajes foram modeladas, sendo 5 lajes maciças e 12 com vazios esféricos. Nesses modelos,
foram comparadas algumas características como utilização ou não de pré-laje e emprego de
diferentes armaduras de cisalhamento e carregamentos simétricos e assimétricos.

Assim, nos itens abaixo serão apresentados detalhadamente os estudos experimentais analisados,
levando em consideração os procedimentos de ensaio, características geométricas das lajes,
caracterização dos materiais e resultados coletados em cada estudo. No modelo numérico, será
discutido sobre a implementação das lajes, parâmetros utilizados e seus valores, peculiaridades de
cada conjunto de dados e, por fim, comparação com os dados experimentais. Como a modelagem
numérica permite a análise dos resultados em qualquer ponto, bem como a verificação das
tensões no elemento estrutural, análises complementares também serão realizadas.

Vale mencionar, ainda, que as figuras de outros autores, relativas à apresentação de geometria das
lajes e pontos de medição estão em milímetros, como indicado em cada legenda. Já os resultados
obtidos numericamente estão em centímetros, já que é a unidade utilizada nos parâmetros de
entrada da USERMAT. Essa diferença de unidades não impacta na análise dos resultados.
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6.1 LAJES DO WORKING GROUP WP 2.4.1 DA FIB

Com o objetivo de verificar o comportamento à punção de lajes lisas fabricadas com concreto
com fibras, o Working Group WP 2.4.1 da fib desenvolveu uma competição internacional, que
consistia na predição do comportamento desse tipo de estrutura. Nesse contexto, foram fornecidos
dados de geometria, propriedades dos materiais, condições de apoio e carregamentos para um
modelo de laje. Assim, pesquisadores de diversos países enviaram suas predições quanto à carga
de ruptura, deslocamentos, deformações do concreto e da armadura e abertura de fissuras. Após
o envio, o WP 2.4.1 ensaiou as lajes e coletou os dados experimentais, para comparar com os
modelos numéricos dos participantes.

Nesse aspecto, embora não utilize vazios, esse conjunto de dados foi escolhido para verificar se
o modelo numérico e os modelos constitutivos abordados nesse estudo são capazes de apresentar
boa aproximação para o caso da punção. Assim, foram utilizados os dados experimentais de
duas lajes iguais, aqui nomeadas como Laje 1 e Laje 2, a fim de comparar com a modelagem
numérica deste estudo.

Além disso, o emprego de concreto reforçado com fibras de aço (CRFA) busca melhorar a
ductibilidade das estruturas, característica de especial interesse para rupturas frágeis, como a
punção. Assim, enquanto no concreto armado o comportamento pós-fissuração é baseado na
resistência à tração das barras de aço, no CRFA o arrancamento das fibras contribuem para
a capacidade portante da peça fissurada. Sendo assim, as fibras podem proporcionar maior
ductilidade, capacidade de absorção de energia, tenacidade e resistência, levando a cargas de
ruptura maiores (MORAES NETO, 2013).

6.1.1 Características das lajes e condições de ensaio

As lajes ensaiadas eram quadradas e apresentavam espessura igual a 18 cm e comprimento
igual a 255 cm, como pode ser verificado na Figura 6.1a. Na região central, junto à superfície
inferior, foi utilizada uma placa quadrada com 20 cm de comprimento a fim de simular um pilar
central. Além disso, como ilustrado na Figura 6.1b, uma região no formato cruz foi reforçada
com armaduras, posicionadas junto às faces inferior e superior.

Nesse aspecto, a Figura 6.2a apresenta as características das armaduras empregadas na superfície
superior da laje. Para esse caso, foram empregadas 11 barras com bitola de 12 mm e espaça-
mento de 10 cm para cada direção. Já para a armadura inferior, ilustrada na Figura 6.2b, foram
empregadas 11 barras com 8 mm de diâmetro, também espaçadas a cada 10 cm. Além disso, a
Figura 6.2c apresenta um corte da seção, em que é possível identificar a posição vertical das
armaduras supracitadas. Vale mencionar, ainda, que foram utilizadas armaduras complementares,
como os ganchos de içamento e espaçadores verticais.
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(a) (b)
Figura 6.1 – (a) Geometria da laje e (b) região reforçada com armaduras

(Dimensões em mm) (fonte: FIB (2023))

(a) (b)

(c)
Figura 6.2 – Detalhamento das armaduras (a) superior e (b) inferior, (c)

corte da laje com as armaduras (Dimensões em mm) (fonte:
FIB (2023))
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Para a verificação do comportamento experimental, as lajes foram ensaiadas a partir do sistema
apresentado na Figura 6.3, que consiste na fixação da laje em vários pontos equidistantes do
pilar, de forma radial, junto à face superior. Com a laje fixa nesses pontos, um atuador hidráulico
aplica o carregamento junto à superfície inferior da laje, de baixo para cima, simulando um caso
de punção. Além disso, outros elementos são empregados para suportar o peso próprio da laje,
como os tubos e perfis de aço.

Figura 6.3 – Sistema de ensaio (fonte: FIB (2023))

Nesse ensaio experimental, além da carga de ruptura, outras informações foram coletadas como
os deslocamentos em 4 pontos distintos da laje, como apresentado na Figura 6.4. O ponto 4 estava
posicionado em uma região próxima aos apoios, já o ponto 1 buscava determinar o deslocamento
máximo da laje, na posição central. Além disso, em uma região da laje, destacada na Figura 6.4,
foram realizadas medições de abertura das fissuras por Digital Image Correlation (DIC), a partir
da filmagem da superfície superior da laje durante o ensaio.

Figura 6.4 – Pontos de leitura dos deslocamentos e abertura de fissuras
(fonte: FIB (2023))

Outrossim, foram realizadas medições de deformações nas armaduras posicionadas na região
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superior, em regiões próximas ao pilar, como apresentado na Figura 6.5a. Quanto às deformações
do concreto, medidas próximas ao pilar junto à face inferior, é possível verificar a posição exata
dos extensômetros na Figura 6.5b. Assim, os resultados apresentados são valores médios entre
os 3 pontos de leitura, tanto para as deformações no concreto quanto da armadura.

(a) (b)
Figura 6.5 – Pontos de leitura das deformações (a) na armadura e (b) no

concreto (fonte: FIB (2023))

Quanto às propriedades dos materiais, apresentadas na Tabela 6.1, foram fornecidos dados
experimentais de resistência à compressão e tração do concreto aos 22 dias, bem como módulo
de elasticidade e tensão de escoamento para a armadura inferior e superior. Além disso, também
são apresentadas informações relativas ao volume, comprimento e diâmetro das fibras, infor-
mações necessárias para considerar o CRFA na modelagem. Vale mencionar, ainda, que foram
empregadas fibras ancoradas, do modelo HE++90/60.

Tabela 6.1 – Dados experimentais do concreto, da armadura e das fibras
(fonte: Autor)

Parâmetro Valor adotado

Resistência à compressão do concreto aos 22 dias (kN/cm²) 5,015

Resistência à tração do concreto aos 22 dias (kN/cm²) 0,449

Densidade do concreto (kg/m³) 2352

Tensão de escoamento da armadura superior (kN/cm²) 61,9

Módulo de elasticidade da armadura superior (kN/cm²) 22825

Tensão de escoamento da armadura inferior (kN/cm²) 59,72

Módulo de elasticidade da armadura inferior (kN/cm²) 23783

Volume de fibras (Vf) (%) 0,76

Comprimento das fibras (lf) (cm) 6

Diâmetro das fibras (df) (cm) 0,09
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Nessa perspectiva, para levar em consideração o aumento da resistência do concreto ao longo
do tempo, foram empregadas as formulações do CEB-FIP Model Code 1990 (1993), sendo que
a resistência à compressão na data do ensaio (100 dias) foi considerada como 5,653 kN/cm².
Já em relação à tração, além da consideração do aumento de resistência ao longo do tempo,
foi necessário multiplicar o dado experimental por um fator redutor de 0,7. Essa medida foi
tomada pois o valor experimental se referia a um ensaio de tração na flexão, enquanto que, na
USERMAT, o dado utilizado na modelagem se refere à tração simples.

6.1.2 Implementação computacional

Para a implementação computacional, foi necessário considerar a presença de concreto reforçado
com fibras de aço tracionado no modelo constitutivo, no interior da USERMAT. Em relação a
esse material, é sabido que seu comportamento pode ser adequadamente modelado no caso de
fissuras distribuídas modificando apenas o tension stiffening, ou seja, o ramo descendente na
curva de tração do concreto.

Nessa perspectiva, foi adotada a Equação 6.1, proposta por Voo e Fooster (2003), e validada
no estudo de Titello (2020). De acordo com essa expressão, o tension stiffening, representado
pela tensão no CRFA (σc f ), pode ser adequadamente modelado a partir de um amolecimento da
matriz de concreto (σct), apresentado na Equação 6.2, somado a uma curva com amolecimento e
endurecimento para as fibras (σ f ), como indicado na Equação 6.3.

σc f = σct +σ f (6.1)

σct = fctm · e−c·wcr (6.2)

σ f =
Vf · l f · τb

d f
· 1

π
· tan−1

(
3,5 ·wcr

d f

)
·
(

1− 2 ·wcr

l f

)2

(6.3)

Sendo:

c: amolecimento da matriz de concreto (150/cm);

wcr: abertura da fissura;

Vf : volume das fibras;

l f : comprimento das fibras;

d f : diâmetro das fibras;
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τb: tensão cisalhante última de arrancamento das fibras, estimada por Voo e Foster (2003)
como 2,5 · fctm para fibras ancoradas e 1,2 · fctm para fibras retas.

Nesse contexto, é válido apontar que wcr não pode ser diretamente empregado no caso das
fissuras distribuídas, já que nesse modelo não há uma abertura física entre os elementos da malha.
Assim, foi adotada a expressão do fib Model Code 2010 (2013), apresentada na Equação 6.4, em
que ε é a deformação normal à fissura e lc é a distância média entre fissuras.

wcr = ε · lc (6.4)

Dessa maneira, e equação pode ser facilmente calculada, já que a maior parte dos parâmetros são
conhecidos, tornando a Equação 6.1 dependente apenas de ε , que é calculada na USERMAT para
cada incremento de carga, em cada ponto de integração, para cada elemento. Assim, é válido
apontar que a modelagem do ramo descendente no diagrama de tração foi realizada descontando
a deformação correspondente ao valor de fctm, que equivale ao (ε0), definido na Equação 6.5.

ε0 = fctm/E (6.5)

A partir disso, a curva apresentada na Figura 6.6a foi criada, utilizando como estimativa uma
distância entre fissuras igual a 10 cm, conforme observado na literatura (MORAES NETO,
2013). Para essa curva é possível verificar a contribuição da matriz de concreto e das fibras
separadamente e, também, a curva resultante da soma entre os dois materiais. Fica claro, portanto,
que o início do ramo descendente é governado majoritariamente pela matriz, enquanto que as
fibras controlam a resistência residual. Para fins de comparação, a Figura 6.6b ilustra o tension

stiffening do concreto armado convencional, como apresentado no subseção 4.1.2.

(a) (b)
Figura 6.6 – Modelagem do tension stiffening para concreto (a) com

fibras pela formulação de Voo e Foster (2003) e (b) sem
fibras pela formulação de Cervera et al. (1988) (fonte:Autor)
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Nessa perspectiva, é válido apontar que as fibras empregadas nesses modelos apresentam pequena
tração residual quando comparadas a outras aplicações. No estudo de Titello (2020), por exemplo,
o autor verificou que volumes de fibras próximos a 2% geram uma contribuição das fibras
próxima à resistência à tração média do concreto ( f ctm), impactando significativamente no
comportamento final de vigas, por exemplo.

Para ilustrar o impacto das fibras sobre os resultados finais, foram testados modelos utilizando
como tension stiffening a curva de Cervera et al. (1988) e Voo e Fooster (2003), separadamente.
Para ambos casos, a carga de início da fissuração se mantém próxima ao dado experimental,
como pode ser verificado na Figura 6.7. Vale mencionar, também, que o emprego das fibras
não altera esse comportamento, bem como observado no estudo de Musse et al. (2018). Após
a fissuração, as curvas apresentam comportamento semelhante até 440 kN, aproximadamente,
sendo que os modelos numéricos apresentaram maior rigidez que o dado experimental.

Figura 6.7 – Impacto sobre o comportamento da estrutura ao considerar
as fibras (fonte: Autor)

Após 440 kN, o concreto sem fibras se manteve quase constante, atingindo a carga máxima de
447 kN. Por outro lado, ao empregar as fibras, após 440 kN, a curva se manteve crescente com
inclinação próxima à inclinação final da curva experimental. Dessa maneira, o concreto com
fibras atingiu uma carga máxima de 495 kN, cerca de 11% superior ao concreto sem fibras. Vale
mencionar que em ambos casos o deslocamento máximo obtido foi menor que o experimental,
pois no software o equilíbrio entre forças externas e internas não foi mais alcançado e o programa
encerrou a solução.

Além disso, em relação às propriedades dos materiais foram considerados os dados experimentais,
quando disponíveis, e realizadas estimativas para os demais parâmetros. Em relação à umidade
e temperatura ambientes, foram empregados valores iguais a 70% e 19°C, respectivamente. Já
para idade de cura, considerou-se 7 dias e para o módulo de elasticidade do concreto, foram
consideradas as formulações apresentadas no CEB-FIP Model Code 1990 (1993).
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Na implementação da geometria, foi considerada a simetria da laje, o que tornou possível a
modelagem de apenas 1/4 da estrutura, como indicado na Figura 6.8. Esse medida diminuiu
significativamente o tempo de processamento das lajes, tornando as análises mais rápidas e
eficientes. Dessa maneira, as condições de contorno levam em consideração a restrição de
deslocamentos nas faces de simetria, bem como a imposição de deslocamento nulo no nó central
de cada uma das placas de apoio.

Figura 6.8 – Modelagem de 1/4 da laje (fonte: Autor)

Nesse contexto, os volumes de concreto foram modelados com o comportamento à tração do
CRFA e demais propriedades do modelo constitutivo empregado na USERMAT. Já as placas de
apoio e aplicação de carga foram modeladas como materiais elásticos lineares, de alta rigidez e
as armaduras como materiais elasto-plásticos. Na modelagem do reforço, não foram inseridas as
armaduras construtivas de içamento ou espaçamento, já que as mesmas não exercem influência
significativa para o caso analisado. Assim, a Figura 6.9a ilustra os elementos finitos modelados
para a armadura superior e a Figura 6.9b para o reforço inferior.

(a) (b)
Figura 6.9 – Modelagem da armadura (a) superior e (b) inferior

(fonte:Autor)

Além disso, quanto ao carregamento, foram consideradas 3 fases, como apresentado na Fi-
gura 6.10. A primeira etapa consistiu na passagem de tempo desde a fabricação do material até
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um dia anterior à idade de ensaio, levando em conta o fenômeno de retração. Já no segundo caso
foi considerada a aplicação de peso próprio, durante um dia, simulando a retirada das formas da
estrutura. Por fim, para simular o ensaio foram aplicados incrementos de deslocamento durante
um dia, até que a solução parasse de convergir.

Figura 6.10 – Etapas de carregamento (fonte: Autor)

Para esse caso, foram verificadas diferentes malhas de elementos finitos, variando entre 10 a
15 cm, mas não foram encontradas alterações significativas na carga máxima atingida. Dessa
maneira, foi adotada malha com elementos de dimensão máxima igual a 10 cm, que apresentou
um comportamento suave nas linhas de tensão. Vale mencionar, ainda, que elementos menores
não foram testados devido à largura da banda de fissuração e tamanho do agregado graúdo.

Por fim, em relação aos resultados, como essa modelagem empregou o modelo distribuído de
fissuras, não foi possível determinar a abertura das mesmas diretamente. Para comparar com os
resultados experimentais, foi utilizada a formulação apresentada no fib Model Code 2010 (2013),
que leva em consideração o comprimento entre fissuras (lsmax), apresentado na Equação 6.6.
Utilizando as informações experimentais, foi obtido lsmax = 11,48cm.

lsmax = k · c+ 1
4

fctm

τbms
· φs

ρs,e f
(6.6)

Sendo:

k: parâmetro empírico que leva em consideração o cobrimento de concreto, adotado como
1;

c: cobrimento do concreto;

τbms: resistência média de aderência entre aço e concreto, obtido através de τbms = 1,8 ·
fctm(t);
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φs: bitola da armadura de tração;

ρs,e f : razão entre a área da seção e a área efetiva submetida à tração.

Dessa forma, foi possível determinar a abertura das fissuras a partir da Equação 6.7. Nesse caso,
as deformações médias da armadura (εsm) foram coletadas no software para cada incremento de
carga, no elemento de reforço, contido na região DIC, que apresentou as maiores deformações.
Já para as deformações no concreto (εcm), foi adotado o valor constante e igual a ε0, definido na
Equação 6.5. Por fim, as deformações por retração (εcs) não foram consideradas no cálculo, pois
a ordem de grandeza não impactava nos resultados.

wd = 2 · lsmax · (εsm − εcm − εcs) (6.7)

6.1.3 Comparação entre os resultados experimentais e numéricos

Após a simulação, os resultados foram comparados com os dados experimentais, a fim de verificar
se o modelo apresentava comportamento aproximado em relação à carga de ruptura, deslocamen-
tos, deformações e abertura das fissuras. Primeiramente, em relação aos deslocamentos e carga
de ruptura, a Figura 6.11 indica que os dados experimentais são muito próximos para as duas
lajes ensaiadas, tanto em relação à rigidez, carga da primeira fissura e carga de ruptura, para
qualquer ponto de leitura. Em relação à modelagem numérica, foi obtida boa aproximação na
carga de início da fissuração, que atingiu cerca de 180 kN, valor próximo ao experimental.

Além disso, foi verificado que a modelagem apresentou rigidez igual ao ensaio experimental até
cerca de 50% da carga de ruptura, sendo que, após essa carga, foi verificado que a modelagem
se manteve um pouco mais rígida. Já em relação ao final da curva, foi verificada uma inclina-
ção próxima ao experimental, com um comportamento levemente crescente. Nesse aspecto, é
possível verificar que em todos os pontos de leitura a análise numérica se mantém próxima ao
comportamento experimental até o momento de parada no software.

Para as cargas de ruptura, a modelagem atingiu 495 kN, valor 2,5% inferior à carga de ruptura
média das lajes ensaiadas, 508 kN. Por outro lado, ao analisar a Figura 6.11a também é possível
verificar que os deslocamentos correspondentes à carga de ruptura foram significativamente
maiores para os dados experimentais (3,8 cm) quando comparados ao alcançado na modelagem
(2,6 cm). Vale mencionar, ainda, que a Figura 6.11d apresenta escala de deslocamentos diferentes
dos demais, já que o ponto de leitura está fixado próximo aos apoios. Dessa maneira, assim como
no ensaio experimental, foram obtidos pequenos deslocamentos nessa posição.
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(a) (b)

(c) (d)
Figura 6.11 – Deslocamentos nos pontos de leitura (a) 1, (b) 2, (c) 3 e

(d) 4 (fonte: Autor)

Ademais, a Figura 6.12a apresenta os dados experimentais e numéricos para a deformação na
armadura superior, que representa uma média dos pontos de leitura apresentados na Figura 6.5a.
Assim, é possível observar um comportamento numérico próximo ao experimental, especialmente
em relação ao início das deformações plásticas. Nesse caso, ocorreram altas deformações para o
aço, indicando que o mesmo ultrapassou a tensão de escoamento, como pode ser visualizado na
Figura 6.12b, sendo que os elementos em vermelho são aqueles que plastificaram.

(a) (b)
Figura 6.12 – (a) Deformações e (b) tensões (kN/cm²) na armadura su-

perior (fonte: Autor)

Já para as deformações do concreto, foi verificado um comportamento típico de punção, isto é, a
diminuição das deformações em níveis próximos à carga de ruptura (Vu), assim como discutido
no estudo de Muttoni e Schwartz (1991). Vale apontar que o comportamento foi semelhante
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até cerca de 0,5 ·Vu, sendo que, após esse valor, as deformações numéricas na direção radial
foram menores que as experimentais, como observado na Figura 6.13. Esse comportamento se
manteve até cerca de 0,9 ·Vu, momento no qual a modelagem voltou a se aproximar aos dados
experimentais. Vale mencionar que, devido à discretização adotada na malha, não foi possível
realizar a leitura no ponto exato do dado experimental, que foi apresentado na Figura 6.5b.

Figura 6.13 – Deformações do concreto (fonte: Autor)

Além disso, é possível verificar na Figura 6.14 o desenvolvimento das tensões de tração ao
longo do ensaio, na superfície superior. Na Figura 6.14a são apresentadas as tensões no início
do carregamento, em que é possível verificar o surgimento de uma zona tracionada próxima à
aplicação de carga. Já a Figura 6.14b apresenta a configuração das tensões para o final do ensaio,
momento no qual a maior parte da superfície superior encontra-se com valores de tração residual,
devido à presença das fibras no tension stiffening.

(a) (b)
Figura 6.14 – Tensões de tração no (a) início e (b) final da simulação

(kN/cm²) (fonte: Autor)

Por fim, em relação à abertura das fissuras, foi verificado qual elemento da armadura dentro da
região DIC apresentou maiores deformações (considerando a soma entre a parcela elástica e
plástica), como indicado na Figura 6.15. Dessa forma, a abertura foi calculada como elucidado
na subseção 6.1.2. Como pode ser verificado na Figura 6.15b, a formulação do fib Model Code
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2010 (2013) apresentou ótima aproximação, coincidindo com os dados experimentais até o ponto
final da simulação.

(a) (b)
Figura 6.15 – (a) Região de leitura das deformações e (b) resultados para

abertura das fissuras (fonte: Autor)

Portanto, foram verificadas boas aproximações para todos os dados observados, especialmente
em relação às deformações nas armaduras, abertura de fissura e carga de ruptura, evidenciando
que a alteração no tension stiffening foi adequada para a modelagem correta das fibras presentes
no CRFA utilizado. Em relação aos deslocamentos, foi verificado um comportamento numérico
mais rígido, com menores deslocamentos para o final do ensaio, mas, ainda assim, próximos à
curva experimental.

6.2 LAJES DA UNIVERSIDADE DE BRASÍLIA

Como forma de verificar o comportamento de lajes lisas submetidas à punção, Lima (2015)
ensaiou experimentalmente quatro lajes, sendo uma delas maciça e as demais com vazio esfé-
ricos. As lajes com vazios variaram quanto ao emprego de pré-laje pré-moldada e armadura
de cisalhamento em uma direção. Nesse contexto, Ledo (2016) alterou a posição da armadura
de cisalhamento e avaliou duas lajes com vazios esféricos e outras duas maciças verificando,
também, a utilização de pré-laje.

Nicácio (2018), por sua vez, avaliou todos os resultados supracitados, adicionando mais um
conjunto de 3 lajes, sendo duas com vazios esféricos e uma maciça. A principal diferença desse
estudo foi o emprego de armadura de cisalhamento no formato tipo cruz para as lajes com vazios.
Além disso, Ceballos (2017) avaliou um conjunto de 6 lajes, sendo uma maciça e cinco com
vazios, que variaram quanto à utilização de studs e treliças nas nervuras.

Para a identificação das lajes serão utilizadas as mesmas nomenclaturas sugeridas pelos autores,
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sendo que as séries de concretagem 1, 2 e 3 representam, respectivamente, as lajes de Lima
(2015), Ledo (2016) e Nicácio (2018), já as séries 4 e 5 representam as lajes de Ceballos (2017).
Ressalta-se que esses estudos utilizaram o mesmo procedimento de ensaio e que as lajes possuem
várias semelhanças entre si, como dimensões, diâmetro dos vazios, posição das armaduras de
flexão e das telas de fixação das esferas, tamanho do pilar, entre outras.

6.2.1 Características das lajes ensaiadas

Todas lajes ensaiadas experimentalmente eram quadradas com comprimento igual a 250 cm e
espessura igual a 28 cm, como apresentado na Figura 6.16a. Um pilar central de seção circular
com 30 cm de diâmetro foi concretado, com o objetivo de verificar a punção na conexão laje-pilar.
A altura da coluna pode ser verificada na Figura 6.16b, e um esquema 3D do modelo ensaiado é
apresentado na Figura 6.16c.

Figura 6.16 – Laje experimental: planta (a), corte (b) e esquema 3D (c)
(dimensões em mm) (fonte: Nicácio (2018))

Para todas as lajes foi empregada armadura de tração composta por barras de aço CA-50,
espaçadas de forma intercalada a cada 10 cm e 15 cm, com bitola de 12,5 mm para as séries
1, 2 e 3, como apresentado na Figura 6.17, e 16 mm para as séries 4 e 5. Essa armadura foi
disposta próxima à superfície superior da laje, que estava submetida a esforços de tração durante
o ensaio. Quanto ao cobrimento de concreto, foi adotado valor igual a 2,5 cm. Além disso, para
a ancoragem dessas armaduras foram acrescentadas barras dobradas de formato U em todas
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as laterais da laje, com a mesma bitola da armadura de flexão, como pode ser verificado na
Figura 6.18a para um caso sem pré-laje e Figura 6.18b para um caso com pré-laje.

Figura 6.17 – Armadura de flexão das lajes experimentais (dimensões
em mm) (fonte: Nicácio (2018))

Figura 6.18 – Detalhe das armaduras sem pré-laje (a) e com pré-laje (b)
(dimensões em mm) (fonte: Nicácio (2018))
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Nas lajes com vazios, foram utilizados moldes esféricos de PEAD de 22,5 cm de diâmetro e
espessura entre 0,3 e 0,4 cm. O espaçamento adotado entre as esferas foi de 2,5 cm para as duas
direções e o número de esferas varia para cada laje, conforme a presença, a posição e o formato
da armadura de cisalhamento. Quanto ao posicionamento vertical, cabe mencionar que o centro
das esferas não coincide com o plano médio da laje, sendo a espessura de concreto abaixo das
esferas igual a 1,8 cm e acima das mesmas igual a 3,7 cm, para as séries 1, 2 e 3. Já para as séries
4 e 5, foi adotada uma espessura de concreto abaixo da esfera igual a 1,4 cm e espessura superior
igual a 4,1 cm.

Além das esferas, o sistema de lajes lisas com vazios esféricos conta com armaduras específicas
como as barras de ligação entre as placas da pré-laje, as telas de fixação e as treliças de içamento,
como pode ser verificado na Figura 6.19, para um exemplo com pré-laje. Em relação às telas,
que têm por objetivo garantir que as esferas não se movimentem durante a concretagem, foi
empregado aço CA-60 e espaçamento intercalado de 10 cm e 15 cm. Para a tela inferior foi
adotado diâmetro igual a 8 mm com 2 mm de cobrimento de concreto, já para a tela superior foi
adotado diâmetro igual a 6 mm .

Figura 6.19 – Armaduras das lajes experimentais (fonte: Nicácio (2018))

Quanto às séries 1, 2 e 3, foram adotadas treliças para garantir o correto espaçamento entre as
telas e permitir o içamento das peças. Para isso foi empregado o modelo comercial TG20L, com
barras de 4,2 mm nas diagonais, 5 mm nos banzos inferiores e 7,1 mm no banzo superior. Nessas
séries, para cada laje com vazios foram inseridas 4 treliças dispostas em uma direção.
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Outrossim, para todas as séries, a armadura longitudinal do pilar foi confeccionada com 8
barras de aço CA-50, com 12,5 mm de diâmetro. Além disso, na armadura transversal foram
empregados 19 estribos circulares de 8 mm de diâmetro, espaçados a cada 8 cm ou 10 cm.

Além disso, em relação à pré-laje, existente nas séries 1, 2 e 3, foram confeccionadas 4 placas
simétricas com altura de 6 cm, como pode ser observado na Figura 6.20a. Nesses casos, as pré-
lajes foram concretadas previamente, já contendo as esferas e as telas de fixação e, ao receberem
o complemento de concreto, foram utilizadas barras de ligação entre as placas, para garantir a
correta união das mesmas. As barras utilizadas apresentavam diâmetro de 10 mm, comprimento
total de 75 cm e espaçamento de 25 cm, como pode ser visualizado na Figura 6.20b.

Figura 6.20 – Pré laje: dimensões (a) e barras de ligação (b) (dimensões
em mm) (fonte: Nicácio (2018))

A partir dessas características, na primeira série de concretagem foi moldada uma laje maciça de
referência, denominada RSP28 e outras três lajes com vazios esféricos denominadas BD28-P1,
BD28-P2 e BD28-P3, que podem ser visualizadas na Figura 6.21. A primeira laje com vazios se
diferencia da laje referência apenas pela presença das esferas, já as lajes BD28-P2 e BD28-P3
utilizam pré-laje, sendo que a última também apresenta armadura de cisalhamento.

Nesse sentido, a Figura 6.22 apresenta as características da armadura de cisalhamento empregada
para a laje BD28-P3. Foram utilizados estribos com bitola de 6,3 mm, do tipo fechado, dispostos
em apenas uma direção. Vale mencionar, ainda, que essa armadura não estava ancorada na
armadura de flexão ou nas telas de fixação.
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Figura 6.21 – Lajes da primeira série de concretagem (dimensões em
mm) (fonte: Nicácio (2018))

Figura 6.22 – Armadura de cisalhamento da laje BD28-P3 (dimensões
em mm) (fonte: Nicácio (2018))
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Na segunda série de concretagem, foram concretadas duas lajes com vazios, em que foi em-
pregada armadura de cisalhamento em uma direção, denominadas BD1 e BD2, sendo que a
última se diferencia pela utilização de pré-laje. Nessa série, também foram moldadas duas lajes
maciças com armadura de cisalhamento tipo cruz, denominadas por SS1 e SS2, sendo que a
última apresenta como diferença o emprego de pré-laje pré-moldada. As lajes da segunda série
são apresentadas na Figura 6.23.

Figura 6.23 – Lajes da segunda série de concretagem (dimensões em
mm) (fonte: Nicácio (2018))

Nessa série foram adotados dois tipos de armadura de cisalhamento, ambos com estribos de 8
mm de diâmetro. Para as lajes com vazios, foram utilizados estribos fechados, unidirecionais,
ligados por barras de 10 mm, sem ancoragem em outras armaduras (Figura 6.24). Já para as lajes
maciças foi utilizada armadura tipo cruz e os estribos foram ancorados na armadura de flexão e
na tela inferior (Figura 6.25). Quando foi utilizada pré-laje a ancoragem foi parcial, apenas na
armadura superior.
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Figura 6.24 – Armadura de cisalhamento das lajes BD1 e BD2 (dimen-
sões em mm) (fonte: Nicácio (2018))

Figura 6.25 – Armadura de cisalhamento das lajes SS1, SS2, BD3 e BD4
(dimensões em mm) (fonte: Nicácio (2018))

Ademais, a terceira série de concretagem é composta por uma laje maciça, denominada SS1-3,
que apresenta a mesma configuração da laje SS1 da 2ª série. Foram moldadas, também, duas lajes
com vazios, denominadas BD3 e BD4, em que foram empregadas armaduras de cisalhamento
tipo cruz, detalhadas na Figura 6.25, sendo que a laje BD4 também apresenta pré-laje. Essas
lajes podem ser visualizadas na Figura 6.26.

Figura 6.26 – Lajes da terceira série de concretagem (dimensões em mm)
(fonte: Nicácio (2018))
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Já a quarta série de concretagem é composta por 4 lajes, sendo 1 maciça e 3 com vazios, como
apresentado na Figura 6.27. A laje maciça é denominada como RSP-A01, e apresenta armadura
de cisalhamento composta por duas camadas de studs em cada direção. Além disso, as lajes com
vazios apresentam a mesma região maciça no entorno do pilar, mas se diferenciam pela presença
de treliças nas nervuras com inclinação de 60° para a laje BD-A02 e 45° para as lajes BD-A03 e
BD-A05. Além disso, as lajes BD-A02 e BD-A03 contam, também, com a presença de studs.

Figura 6.27 – Lajes da quarta série de concretagem (dimensões em mm)
(fonte: Ceballos (2017))

Por fim, a quinta série de concretagem é composta por duas lajes com vazios, sendo a primeira,
denominada como BD-A01, uma laje referência com studs. Nesse modelo também foram
empregadas 4 treliças de içamento, assim como nas séries 1, 2 e 3. Já o segundo modelo, BD-
A04, utiliza treliças de 45° nas nervuras das esferas, atuando como armadura de cisalhamento.
Os dois modelos são apresentados na Figura 6.28.
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Figura 6.28 – Lajes da quinta série de concretagem (dimensões em mm)
(fonte: Ceballos (2017))

Além disso, as Figuras 6.29 e 6.30 apresentam maiores detalhes das armaduras de cisalhamento
empregadas nas séries de concretagem 4 e 5. Para os studs foram utilizadas barras de aço CA-50
com bitola de 8 mm, posicionadas na região maciça próxima ao pilar, com duas camadas em
cada direção. Quanto às treliças, foram empregados aços CA-50, com bitola de 6,3 mm, sendo
que a altura foi fixada em 20 cm e o espaçamento entre as barras verticais variou de acordo com
a inclinação das diagonais.

(a) (b)
Figura 6.29 – Studs em (a) planta e (b) corte (mm) (Ceballos (2017))

(a) (b)
Figura 6.30 – Detalhamento das treliças com inclinação de (a) 60° e (b)

45° (dimensões em mm) (Ceballos (2017))
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Dessa forma, todas as lajes ensaiadas por Nicácio (2018), Ledo (2016) e Lima (2015) estão
apresentadas na Quadro 6.1. Como mencionado, nessas séries os principais parâmetros avaliados
foram o emprego de pré-laje, tipo de armadura de cisalhamento e presença dos vazios esféricos.
Já as lajes ensaiadas por Ceballos (2017) são apresentadas na Quadro 6.2, com a caracterização
da armadura de cisalhamento utilizada. Nos dados desse autor, que compõe as séries 4 e 5, foi
avaliada a utilização de diferentes armaduras de cisalhamento.

Quadro 6.1 – Descrição das lajes experimentais das séries 1, 2 e 3

Descrição Cisalhamento

Série Laje Tipo Pré-Laje Diâmetro Distribuição Ancoragem

RSP28 Maciça Não - - -

BD28-P1 Com vazios Não - - -

BD28-P2 Com vazios Sim - - -
1ª Série

BD28-P3 Com vazios Sim 6,3 Uma direção Não

BD1 Com vazios Não 8,0 Uma direção Não

BD2 Com vazios Sim 8,0 Uma direção Não

SS1 Maciça Não 8,0 Cruz (2 direções) Total
2ª Série

SS2 Maciça Sim 8,0 Cruz (2 direções) Parcial

BD3 Com vazios Não 8,0 Cruz (2 direções) Total

BD4 Com vazios Sim 8,0 Cruz (2 direções) Parcial3ª Série

SS1-3 Maciça Não 8,0 Cruz (2 direções) Total

(fonte: Autor)

Quadro 6.2 – Descrição das lajes experimentais das séries 4 e 5

Descrição Cisalhamento

Série Laje Tipo Pré-Laje Stud Treliça Inclinação da treliça

RSP-A01 Maciça Não Sim Não -

BD-A02 Com vazios Não Sim Sim 60°

BD-A03 Com vazios Não Sim Sim 45°
4ª Série

BD-A05 Com vazios Não Não Sim 45°

BD-A01 Com vazios Não Sim Não -
5ª Série

BD-A04 Com vazios Não Não Sim 60°

(fonte: Autor)
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6.2.2 Procedimentos de ensaio e leitura de dados

O ensaio realizado consiste em fixar as extremidades do pilar e aplicar cargas em oito pontos
distintos através de atuadores hidráulicos, como apresentado na Figura 6.31a. Sob essa ótica, a
carga é aplicada em cada viga metálica, redistribuída para duas placas de aço e, assim, aplicada
sobre a laje. Na Figura 6.31b estão apresentadas as posições das placas de aplicação de carga.

Figura 6.31 – Sistema de ensaio (a) e locais de aplicação de carga (b)
(fonte: Nicácio (2018))

Já em relação às leituras dos resultados, a Figura 6.32a apresenta a posição dos 12 LVDT’s
utilizados, posicionados na face superior da laje. Vale mencionar que alguns pontos de leitura
estão dispostos de forma equidistante do centro da laje, em posições de simetria, como é o
caso dos LVDT’s L1, L6, L7, L12, por exemplo. Quanto às deformações do concreto, a leitura
foi realizada por extensômetros posicionados na face inferior da laje, próximos ao pilar, como
apresentado na Figura 6.32. Além disso, a Figura 6.32c apresenta a posição dos extensômetros
utilizados para determinar a deformação na armadura de flexão em cada série de concretagem.

Figura 6.32 – Leitura dos deslocamentos (a), deformações do concreto
(b) e da armadura de flexão (c) (dimensões em mm) (fonte:
Nicácio (2018))
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Para as armaduras de cisalhamento das séries 1, 2 e 3, as leituras foram realizadas em 6 pontos
distintos, com posição que varia de acordo com o tipo de armadura adotada. Outrossim, para as
séries 4 e 5, foram utilizados extensômetros para a leitura das deformações dos studs em duas
camadas distintas. Quanto às treliças, foram coletados dados em vários pontos, tanto em regiões
próximas quanto distantes do pilar.

6.2.3 Implementação computacional

As lajes mencionadas foram modeladas computacionalmente no ANSYS, através da inserção
da geometria e da entrada de dados com as propriedades dos materiais. Para a geometria, foi
considerada a simetria em relação ao centro do pilar, permitindo que apenas 1/4 das lajes fosse
modelado, como apresentado na Figura 6.33. Essa medida não interfere na análise dos resultados
e apresenta ganho computacional, com maior rapidez das análises. Vale mencionar, entretanto,
que para algumas situações de carregamento assimétrico foi necessário modelar 1/2 da laje,
como será melhor abordado posteriormente.

Figura 6.33 – Um quarto da laje (fonte: Autor)

O volume da laje foi criado e dele foram retirados os volumes esféricos, para a modelagem
dos vazios, como apresentado detalhadamente no Apêndice B, para o caso das lajes BD28-P1
e BD28-P2. Para o pilar foram utilizados comandos de extrusão de volume, empregando o
concreto com as mesmas características da laje. As placas de aplicação de carga e de apoio foram
modeladas como materiais de alta rigidez, seguindo as posições e condições do procedimento
de ensaio. Já para a pré-laje, o volume de concreto inicialmente criado foi divido em dois,
permitindo que cada novo volume fosse modelado com idades e propriedades distintas, como
indicado na Figura 6.34. Nessa figura também são apresentadas as condições de contorno para o
problema analisado.

Em relação às barras de aço, a Figura 6.35 apresenta a modelagem da armadura de flexão e
sua ancoragem, de acordo com os dados experimentais. A mesma figura também apresenta
a armadura do pilar, que é composta pelos estribos e pelas barras longitudinais. No pilar,
para melhor organizar a distribuição da armadura sobre o volume de concreto modelado, foi
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empregado um número maior de barras longitudinais, mantendo a mesma taxa de armadura
sobre a área da seção. Essa medida foi tomada para evitar o acúmulo de tensões em elementos
dispostos próximos às faces de simetria.

Figura 6.34 – Volumes discretizados em EF para a modelagem da laje
(fonte: Autor)

Figura 6.35 – Modelagem da armadura de flexão e armadura do pilar
(fonte: Autor)

Quanto às armaduras complementares, as telas de fixação e as treliças de içamento podem ser
visualizadas na Figura 6.36. Além disso, também foram modeladas todas as possibilidades de
armadura de cisalhamento, que impactam na organização das esferas na região próxima ao pilar.
Nas séries 1, 2 e 3, para a laje BD28-P3 foi adotada a configuração apresentada na Figura 6.37a,
já para as lajes BD1 e BD2 foi adotada a armadura da Figura 6.37b e para os demais casos dessas
séries foi empregada a configuração apresentada na Figura 6.37c. No caso das séries 4 e 5, os
studs são apresentados na Figura 6.37d, já as treliças de 45° e 60° são apresentadas nas Figuras
6.37e e 6.37f, respectivamente.
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Figura 6.36 – Modelagem das armaduras complementares (fonte: Autor)

(a) BD28-P3 (b) BD1 e BD2 (c) BD3, BD4, SS1 e SS2

(d) RSP, BD- (A01, A02 e A03) (e) BD-A03 e BD-A05 (f) BD-A02 e BD-A04
Figura 6.37 – Modelagem das armaduras de cisalhamento (fonte: Autor)

A respeito das propriedades do aço, foram utilizados os dados experimentais de módulo de
elasticidade (Es), tensão de escoamento (fy) e tipo de fabricação para todas as armaduras
empregadas, dados necessários para a implementação do modelo BISO. Vale mencionar que as
propriedades apresentaram algumas variações para cada série de concretagem, que foram levadas
em consideração no modelo e que podem ser visualizadas na Tabela 6.2.
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Tabela 6.2 – Dados experimentais do aço (fonte: Autor)

Série Dado
Barras

6mm 8mm (Tela) 6,3mm 8mm 10mm 12,5mm 16mm

1ª

Série

Es (kN/cm²) 19500 19500 19800 19500 19300 18900 -

fy (kN/cm²) 69,7 64,4 62,2 55,8 55,3 58,4 -

2ª e 3ª

Série

Es (kN/cm²) 19000 19400 - 19600 19300 18300 -

fy (kN/cm²) 62,7 68,1 - 67,5 61,8 57,7 -

4ª e 5ª

Série

Es (kN/cm²) - 18600 17700 18600 - 19900 18900

fy (kN/cm²) - 58,0 62,3 58 - 54,1 58,9

Em relação às propriedades do concreto, foram inseridos como dados de entrada parâmetros
fixos para todas as lajes ensaiadas e parâmetros que variaram conforme a série de concretagem.
Em relação aos parâmetros variáveis, a Tabela 6.3 apresenta os dados utilizados para a resistência
à compressão média (fcm), resistência à tração (fctm) e idade na data de carregamento. Vale
mencionar que outros parâmetros associados às propriedades do concreto foram calculados no
interior da USERMAT, como o módulo de elasticidade e fatores que levam em consideração
o ganho de resistência ao longo do tempo, por exemplo. Para o cálculo dessas propriedades a
USERMAT utiliza as formulações apresentadas no CEB-FIP Model Code 1990 (1993).

Tabela 6.3 – Dados experimentais do concreto (fonte: Autor)

Série Concreto fcm (kN/cm²) fctm (kN/cm²) Idade do ensaio (t0) (dias)

1ª Série
Pré-laje 5,7 0,35 102

Complemento 4,8 0,38 44

2ª Série
Pré-laje 3,5 0,36 80

Complemento 4,8 0,38 51

3ª Série
Pré-laje 3,5 0,36 82

Complemento 4,8 0,30 53

4ª Série Laje 3,7 0,35 49

5ª Série Laje 2,9 0,31 41

Nessa perspectiva, vale apontar que, embora o valor fornecido da resistência à tração para
o complemento das lajes da série 3 seja 0,30 kN/cm², o valor adotado na modelagem foi
de 0,38 kN/cm². Essa alteração foi realizada a partir da observação da resistência à tração
de outras séries que apresentaram resistência à compressão similar. Por fim, essa alteração
melhorou significativamente os resultados da modelagem, especialmente quanto à carga de
ruptura, aproximando os dados obtidos aos valores experimentais.
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Já em relação aos parâmetros fixos, foi adotado tempo de cura igual a 7 dias, temperatura
ambiente igual a 25ºC e coeficiente de Poisson igual a 0,2. Além disso, como o local em que
as lajes foram concretadas apresenta como característica baixas umidades relativas, a mesma
foi considerada como um fator importante a ser modelado. Para isso, foram realizados testes
com o objetivo de identificar o impacto da mesma sobre a retração e, dessa forma, sobre o
comportamento da laje.

Nesse sentido, como as fôrmas permaneceram nas lajes até a idade de carregamento, a saída de
água do concreto ocorreu majoritariamente pela face superior da laje. Para levar em consideração
esse comportamento na modelagem, o volume de concreto foi divido em dois, criando uma
região junto à face superior com espessura constante de 5 cm, como apresentado na Figura 6.38.
Dessa maneira, foi possível alterar a umidade apenas nessa região, levando em consideração
valores críticos. Essa medida não alterou significativamente o comportamento da estrutura quanto
aos deslocamentos, mas proporcionou maior suavidade na passagem entre os estádios I e II, se
aproximando ao comportamento obtido nos ensaios experimentais.

Figura 6.38 – Modelagem da umidade (fonte: Autor)

Sob esse ponto de vista, como não foram apresentados dados sobre a umidade ambiente,
considerou-se que a região superior estava submetida a um valor crítico, igual a 40%, de-
vido às condições ambientais do local de concretagem da estrutura. Para os demais trechos da
laje, foi adotada uma umidade maior, igual a 80%, considerando que não houve grandes perdas
de água no interior do concreto, já que as fôrmas permaneceram na laje até a data de ensaio.

Na modelagem computacional, como baixas umidades acabavam gerando deformações de
retração mais altas, algumas regiões da laje apresentaram encolhimento e, assim, deslocamento
no sentido positivo (contrário ao sentido do peso próprio). Porém, como as cargas eram aplicadas
no sentido negativo, o primeiro incremento de deslocamento gerado pelo software buscava zerar
os deslocamentos existentes, para então iniciar a simulação de ensaio.
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Nesse processo, como o primeiro incremento de deslocamento era maior que os demais, a curva
carga versus deslocamento apresentava um pico inicial, o que não é verificado na prática. Para
contornar essa situação foi adotado o comando %_FIX%, junto ao comando de deslocamento
imposto, que buscava fixar os deslocamentos de uma análise anterior, procedimento apresentado
no Apêndice B. Assim, ao iniciar a simulação de ensaio, o primeiro incremento de deslocamento
não buscava mais zerar os valores de uma análise anterior e sim continuar a partir deles.

Dessa maneira, para levar em consideração o comportamento diferido do concreto e simular as
condições reais, que inclui os efeitos de fluência e retração, foram utilizados incrementos de
tempo. Assim, foram aplicadas duas etapas de carregamento que consistiram na passagem do
tempo, uma com um incremento de 7 dias, que corresponde a idade de secagem, e outra de 7 até
um dia antes do ensaio realizado. Na segunda etapa foram empregados incrementos de um dia,
com tolerância de 10%. Vale ressaltar, ainda, que a idade de ensaio (t0) é um parâmetro variável,
que depende de cada série de concretagem e que foi apresentada na Tabela 6.3.

No caso da existência de pré-laje, a idade da mesma foi considerada no modelo através da
variável texist que leva em conta a idade anterior àquela em que inicia o processo de solução no
software. Para o caso da 1ª série de concretagem, por exemplo, a idade de ensaio era 44 dias e a
idade da pré laje 102 dias, logo a variável texist foi considerada como 58 dias.

Após a passagem de tempo, foi aplicado o peso próprio da estrutura 1 dia antes da data de ensaio,
através de 9 incrementos de 0,1 dia. A decisão de dividir o peso próprio em vários incrementos
se deu pela melhora na convergência da solução do software. Em seguida, foi aplicado o 4º caso
de carga, em 1 incremento de 0,1 dia, que consistiu em fixar os deslocamentos para então iniciar
a simulação do ensaio.

Já para avaliar o comportamento da estrutura frente ao carregamento imposto, foram empregados
incrementos de deslocamento sobre o nó central das placas modeladas, caracterizando o 5º e
último caso de carga. No software, os incrementos de deslocamentos foram considerados iguais e
distribuídos ao longo de um dia. Assim, foram empregados 1000 incrementos de 0,003 cm, com
tolerância de 10% para carga e deslocamento para todas as lajes modeladas. De forma resumida,
a Figura 6.39 apresenta as 5 etapas de carregamento aplicadas sobre a laje.

Sob essa perspectiva, para o cálculo da força imposta o valor obtido foi multiplicado por quatro,
a fim de considerar toda a laje e não somente a região modelada (1/4), permitindo a comparação
direta com os dados experimentais. Além disso, vale mencionar que a plotagem das curvas e
resultados experimentais se referem apenas a 5ª etapa de carregamento, que consiste na simulação
do ensaio. Devido a isso, o deslocamento obtido na modelagem para o primeiro incremento
dessa etapa de carga foi zerado, de forma a criar o ponto inicial do gráfico com carga de peso
próprio no eixo das ordenadas e deslocamento inicial igual a zero no eixo das abcissas.
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Figura 6.39 – Etapas de carregamento (fonte: Autor)

Além disso, para identificar o comportamento do modelo para diferentes malhas, foram realizados
testes prévios com o objetivo de determinar a melhor configuração. Para isso, foram adotadas
diferentes dimensões máximas para os elementos no contorno da laje, variando de 7,5 a 15 cm. Na
interface laje-pilar, foram adotados elementos com dimensões menores, devido à concentração de
tensões e formato curvo do pilar. Assim, para o caso de uma laje maciça sem pré-laje (SS1-3), a
Figura 6.40a apresenta a curva carga versus deslocamento para diferentes malhas e a Figura 6.40b
compara a carga máxima para diferentes dimensões de elementos.

(a) (b)
Figura 6.40 – Impacto de diferentes malhas no (a) deslocamento e na (b)

carga de ruptura (fonte: Autor)
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Nesse contexto, fica claro que os resultados obtidos são fortemente dependentes da malha, sendo
que, quanto maior o refinamento, menor a carga máxima atingida. Também é possível verificar
que a diferença no tamanho dos elementos pouco influencia na rigidez da curva e na carga
relativa ao início da fissuração do concreto. Frente à essa situação, foi adotado como dimensão
máxima do elemento a configuração que apresentou os resultados mais próximos aos dados
experimentais, ou seja, 10 cm.

Ainda, para o caso de lajes com vazios, dimensões maiores que 10 cm apresentavam poucos
elementos para a modelagem das esferas, criando volumes com formatos menos arredondados e,
assim, se afastando da geometria original do vazio utilizado. Além disso, dimensões menores que
5 cm apresentavam muitos elementos de concreto quase inteiramente preenchidos por elementos
de reforço, o que não é indicado pelo software, além de não serem recomendados devido à
largura da banda de fissuração que está relacionada ao tamanho do agregado do concreto.

Nesse aspecto, a presença de esferas no interior das lajes também modifica a discretização
da malha, especialmente na região de contato entre os diferentes volumes de concreto, como
apresentado na Figura 6.41. Isso se deve ao fato de que na configuração de malha livre somente é
possível indicar o tamanho máximo dos elementos, assim o software determina automaticamente
o tamanho e a distribuição dos elementos nas regiões que não apresentam linhas previamente
definidas.

Figura 6.41 – Malha no interior da estrutura (fonte: Autor)

Além disso, como o emprego da pré-laje modifica a divisão das linhas e a posição dos elementos,
todos os modelos das séries 1, 2 e 3 foram implementados contendo o volume da pré-laje, para
que a malha apresentasse menor influência na comparação entre as lajes. Assim, as resistências à
compressão e tração e a idade desse volume de concreto eram modificadas ou não, dependendo
da presença de pré-laje na estrutura ensaiada experimentalmente.
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6.2.4 Comparação entre os resultados experimentais e numéricos

Na comparação entre os dados experimentais e numéricos, foram avaliados os deslocamentos em
diferentes pontos da laje, cargas de ruptura, deformações radiais e tangenciais do concreto, bem
como deformações das armaduras de flexão e de cisalhamento. Além disso, foram comparados
os mapas de fissuração experimental com os elementos finitos que fissuraram no ANSYS, assim
como a superfície de ruína, quando essas informações eram fornecidas.

Para evitar repetições nas análises, os resultados apresentados nos itens a seguir abordam algumas
lajes de forma mais específica e outras de forma geral, a fim de explanar de forma mais objetiva as
comparações realizadas. Todavia, os resultados de todas as lajes são apresentados no Apêndice A.
Vale mencionar, ainda, que as características de cada laje como presença de vazios e/ou pré-laje,
tipo de armadura de cisalhamento e série de concretagem foram apresentadas na seção 6.2, e
resumidas nos Quadros 6.1 e 6.2.

6.2.4.1 Deslocamentos verticais

Nas etapas de carregamento, o comportamento geral dos deslocamentos foi próximo para todas
as lajes, alterando apenas o valor alcançado para cada modelo. Ou seja, como foi considerado que
as fôrmas utilizadas na concretagem foram retiradas apenas um dia antes do ensaio, a laje não
estava submetida a nenhum carregamento mecânico aplicado até essa idade. Entretanto, como a
umidade foi considerada baixa na face superior, os fenômenos de retração e fluência geraram
deslocamentos na estrutura. Assim, embora pequenos, ao iniciar o ensaio a laje já apresentava
deslocamentos no sentido positivo de Y, como apresentado na Figura 6.42a, para o caso da laje
SS2, sendo maior o deslocamento quanto maior a distância do pilar.

(a) (b)
Figura 6.42 – Deslocamentos na laje SS2 no (a) início do ensaio e (b) na

carga de ruptura (cm) (fonte: Autor)

No caso real, o ensaio parte desses deslocamentos, o que significa que eles são o ponto inicial
de leitura e equivalem a zero. Assim, no ANSYS, o carregamento de peso próprio e aplicação
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de carga nas placas partiram da configuração apresentada na Figura 6.42a e, após a solução,
esse deslocamento inicial foi descontado para a plotagem das curvas e análise de dados. Nesse
contexto, a Figura 6.42b apresenta a configuração de deslocamentos para o momento em que
a carga de ruptura é atingida, onde é possível verificar que, quanto maior a distância do pilar,
maior é o deslocamento no sentido negativo de Y, e que os mesmos apresentam valores próximos
para uma mesma distância radial do pilar.

Além disso, foi verificado que, de forma geral, as curvas carga versus deslocamento da modela-
gem se mantiveram mais rígidas para a maior parte dos modelos, como ilustrado na Figura 6.43a
e Figura 6.43b, que contém os dados da medição mais próxima da borda, do modelo SS1-3 e
BD3, respectivamente. Nesse sentido, é necessário apontar que nas lajes da 3ª, 4ª e 5ª série os
dados experimentais disponíveis foram apresentados apenas até a carga de ruptura, não sendo
possível verificar se o comportamento do ramo descendente da modelagem se aproxima do
real. Em relação às curvas numéricas, os dados sempre foram plotados até o término do ramo
descendente, logo antes da curva se manter em um patamar estável.

(a) (b)
Figura 6.43 – Curva carga versus deslocamento na borda da laje (a) SS1-

3 e (b) BD3 (fonte: Autor)

Nessa perspectiva, os dados experimentais permitem analisar os deslocamentos em diferentes
pontos da estrutura, como é apresentado na Figura 6.44, para a laje BD2, que também apresentou
maior rigidez para todos os pontos analisados. Na Figura 6.44a, que apresenta o deslocamento
no ponto mais distante do pilar, a curva numérica se aproximou dos dados experimentais, da
carga de ruptura e, inclusive, da carga em que ocorreu a primeira fissura (próximo a 250 kN),
sendo que o ramo descendente se manteve dentro da variação experimental.

Já as Figuras 6.44b e 6.44c, que representam os deslocamentos obtidos na região central,
apresentaram comportamento visivelmente mais rígido, mas ainda assim com boa aproximação
quanto à carga de ruptura. Por fim, a Figura 6.44d evidencia que a região próxima ao pilar
apresentou pequenos deslocamentos quando comparados aos demais pontos. Isso é esperado já
que essas leituras são realizadas dentro da região do cone de punção.
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(a) (b)

(c) (d)
Figura 6.44 – Deslocamentos da laje BD2 na (a) borda, (b) centro pró-

ximo à borda, (c) centro próximo ao pilar e (d) próximo
ao pilar (fonte: Autor)

Sob essa perspectiva, vale mencionar que a diminuição dos deslocamentos para distâncias mais
próximas do pilar foi verificado em todas as lajes, seguindo proporções próximas ao apresentado
para o modelo BD2. Assim como nessa laje, outros modelos mantiveram uma rigidez maior e
apresentaram pequenas variações nos dados experimentais até a carga de ruptura, como é o caso
das lajes BD1, BD3, SS1-2, SS1-3 e SS2, que constituem as séries de concretagem 2 e 3. Entre
todas as lajes modeladas, aquela que apresentou maior rigidez quando comparada ao ensaio
experimental foi o modelo BD-A01, da série 5.

Já em relação às lajes BD-A02, BD-A04 e BD-A05, foi verificado que as mesmas apresentaram
rigidez mais próxima aos dados experimentais, para alguns pontos de medição, como pode ser
observado detalhadamente no Apêndice A. De forma a ilustrar esse comportamento, a Figura 6.45
apresenta os deslocamentos para dois pontos diferentes da laje BD-A05, um deles próximo à
borda do modelo e outro no centro. Vale mencionar, também, que as lajes RSP-A01 e BD-A03,
que constituem a 4ª série de concretagem, apresentaram maiores variações nas leituras dos
LVDT’s experimentais, que dificultam a comparação direta da rigidez. Foi possível verificar,
ainda, que a modelagem apresentou dados dentro dessa variação.
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(a) (b)
Figura 6.45 – Deslocamentos da laje BD-A05 na (a) borda e (b) centro

próximo à borda (fonte: Autor)

Por outro lado, a série 1 apresentou grande variabilidade nos dados, que foi causada, conforme o
próprio autor do estudo, por um carregamento desbalanceado durante o ensaio. Dessa maneira, os
modelos RSP28, BD28-P1, BD28-P2 e BD28-P3 apresentaram cargas experimentais abaixo do
que era esperado, já que um carregamento assimétrico torna a punção um fenômeno ainda mais
crítico. Esse comportamento pode ser visualizado pela leitura dos deslocamentos em cada LVDT,
como apresentado na Figura 6.46, para a laje BD28-P3. Além disso, como o desbalanceamento
não era um objetivo do estudo, não são fornecidos dados que indiquem a aplicação de carga em
cada ponto, para que uma simulação numérica pudesse ser adequadamente realizada.

Figura 6.46 – Deslocamentos experimentais da laje BD28-P3 para todos
os pontos de leitura (fonte: Nicácio (2018))

Ainda assim, como foram fornecidos os dados de deslocamento para cada um dos LVDT’s, que
estavam posicionados próximos aos pontos de aplicação de carga, foi possível modelar esse
conjunto de lajes considerando o carregamento assimétrico. Para a laje RSP28, por exemplo,
foram comparados os dados dos LVDT’s com o maior e o menor deslocamento, que apresentam
os dados mais extremos. Assim, foi possível verificar uma proporção de aproximadamente 0,3,
ou seja, para cada 1 cm imposto em uma das placas de aplicação de carga, na outra apenas 0,3
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cm era efetivamente aplicado. Dessa maneira, é possível verificar na Figura 6.47 o impacto nos
deslocamentos da laje ao utilizar o carregamento assimétrico.

(a) (b)
Figura 6.47 – Deslocamentos da laje RSP28 para carregamento (a) assi-

métrico e (b) simétrico (cm) (fonte: Autor)

Esse procedimento também foi realizado para as lajes BD28-P1 e BD28-P3, que apresenta-
ram deslocamentos semelhantes para cada par de LVDT’s, ou seja, dos 4 pontos de leitura,
2 apresentaram maiores deslocamentos, semelhantes entre si, e os outros 2 pontos apresenta-
ram menores deslocamentos, também semelhantes entre si. Levando isso em consideração, a
proporção aplicada no modelo BD28-P1 e BD28P-3 foi igual a 0,25 e 0,3, respectivamente.

Nessa perspectiva, a Figura 6.48 apresenta o impacto da consideração do carregamento assi-
métrico na curva carga versus deslocamento. Nesse caso, os dados foram plotados apenas até
a carga de ruptura, para evitar a sobreposição das curvas e tornar a visualização mais clara. É
importante apontar, ainda, que nos dados apresentados anteriormente, devido à consideração de
simetria, os deslocamentos eram iguais gerando curvas sobrepostas para os dois pontos de leitura.
Com a consideração do carregamento assimétrico, cada ponto resultará em uma curva distinta.

(a) (b)
Figura 6.48 – Curva carga versus deslocamento da laje BD28-P1 para

carregamento (a) assimétrico e (b) simétrico (fonte: Autor)
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Já em relação à laje BD28-P2, foi necessário avaliar o comportamento de forma diferente, pois
os dados experimentais não eram parecidos para cada par de LVDT’s, como nos casos anteriores.
Assim, apenas um dos pontos de leitura apresentou comportamento distinto, pois se manteve
nulo na maior parte do ensaio, apresentando deslocamento positivo para a carga de ruptura.

Assim, como apresentado na Figura 6.49a, foi necessário modelar 1/2 da laje e não somente 1/4
como em todos outros modelos. Para isso foram utilizados comandos de simetria no script de
entrada durante a geração da malha. Por conseguinte, para aplicar o comportamento experimental,
em uma das placas foi imposto deslocamento prescrito igual a zero (d=0), e nas demais placas foi
imposto incrementos de deslocamento iguais. A partir disso, o comportamento dos deslocamentos
pode ser observado na Figura 6.49b, que indica, claramente, a falta de simetria.

(a) (b)
Figura 6.49 – (a) Modelagem de 1/2 da laje e (b) deslocamentos para

carregamento assimétrico na carga de ruptura (cm) (fonte:
Autor)

Especificamente para essa laje, é possível verificar na Figura 6.50a que o LVDT 6 apresenta
comportamento distinto de todos os demais, com deslocamento crescente em alguns momentos
e, em outros, constante, indicando que durante o ensaio a aplicação de deslocamento variou
significativamente. Esse comportamento não foi considerado na modelagem, o que torna esperado
maior discrepância na carga de ruptura quando comparada ao obtido em outros modelos, mas,
ainda assim, uma aproximação em relação ao carregamento simétrico. Nesse viés, é possível
verificar o comportamento da modelagem numérica para carregamento assimétrico e simétrico
nas Figuras 6.50a e 6.50b.

Conquanto, fica claro que a abordagem de carregamento assimétrico fornece resultados mais
próximos aos dados experimentais, para todos os modelos analisados, mesmo com as peculiari-
dades de cada laje. Vale mencionar, por fim, que os resultados apresentados no Apêndice A e
nos próximos itens sempre abordarão as lajes da 1ª série de concretagem com o carregamento
assimétrico.
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(a) (b)
Figura 6.50 – Curva carga versus deslocamento da laje BD28P2 para

carregamento (a) assimétrico e (b) simétrico (fonte: Autor)

6.2.4.2 Cargas de ruptura

As cargas de ruptura obtidas consideram o peso próprio da laje, bem como a carga aplicada
pelo sistema de ensaio, através dos atuadores hidráulicos. Em relação a 1ª série de concretagem,
inicialmente foi considerado um carregamento simétrico, que apresentou grandes diferenças em
comparação à carga obtida experimentalmente, como pode ser verificado na Tabela 6.4. Para
esse tipo de carregamento, foram encontradas diferenças que chegaram a aproximadamente 32%
para a laje BD28-P2, por exemplo. Para os demais modelos a diferença encontrada também foi
alta, superestimando a carga experimental.

Tabela 6.4 – Carga de ruptura das lajes da série 1 (fonte: Autor)

Laje Carga de ruptura
experimental (kN)

Tipo de
carregamento

Carga de ruptura da
modelagem (kN)

Diferença
(%)

RSP28 855
Simétrico 988,74 +15,64

Assimétrico 850,70 -0,50

BD28-P1 639
Simétrico 824,27 +28,99

Assimétrico 601,53 -5,86

BD28-P2 648
Simétrico 857,89 +32,39

Assimétrico 720,97 +11,26

BD28-P3 693
Simétrico 860,88 +24,23

Assimétrico 677,75 -2,20

Por outro lado, ao adotar o carregamento assimétrico a diferença encontrada na modelagem
foi menor, com destaque para o modelo de laje maciça, RSP28, que apresentou carga apenas
0,5% inferior à experimental. Além disso, os modelos BD28-P1 e BD28-P3 também passaram a
apresentar boa aproximação para o caso assimétrico.
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Quanto ao modelo BD28-P2, embora a consideração de carregamentos desbalanceados tenha
favorecido a aproximação ao dado experimental, reduzindo a diferença de 32,39% para 11,26%,
foi verificado que a modelagem continua superestimando a carga de ruptura. Especificamente
para essa laje, esse comportamento pode ser explicado pela variação na carga aplicada em
um determinado ponto, durante a execução do ensaio, que não foi levada em consideração na
modelagem, como discutido anteriormente.

De forma geral, foi possível obter boas aproximações para essa série de concretagem, tanto para
laje maciça quanto lajes com vazios esféricos, quando o carregamento desbalanceado foi levado
em consideração. Outrossim, a constatação das boas aproximações permitem uma análise dos
dados comparando-os diretamente, para o caso de carregamento simétrico, gerando análises além
daquelas obtidas experimentalmente.

Nessa perspectiva, ao comparar as lajes BD28-P1 e BD28-P2, que se diferenciam apenas pela
presença de pré-laje no segundo modelo, é possível verificar que houve um pequeno aumento
na carga resistente (4%) para o carregamento simétrico. Esse comportamento é explicado pela
resistência à compressão e tração da pré-laje, que é maior do que no complemento de concreto.

Ao analisar, ainda, os modelos BD28-P2 e BD28-P3, que se diferenciam pelo emprego de
armadura de cisalhamento na segunda laje, foi possível verificar que essa opção de armadura
não impactou significativamente, já que não favoreceu o aumento da carga resistente no carre-
gamento simétrico. Esse comportamento está associado ao uso de armadura em uma direção,
que não impede a formação do tronco de cone nas outras direções e, portanto, não interfere
significativamente na punção, para o caso analisado.

Por fim, comparando o emprego de vazios com a laje maciça, ou seja, os modelos BD28-P1 e
RSP28, ainda para carregamento simétrico, é possível identificar que a carga de ruptura diminui
cerca de 17% ao incorporar as esferas. Vale ressaltar, todavia, que essas constatações foram
obtidas numericamente, e, embora válidas, estão sujeitas à investigações mais aprofundadas, que
serão melhor desenvolvidas no Capítulo 7.

Já em relação às lajes que compõe as séries 2, 3, 4 e 5, em que foram empregados carregamentos
simétricos, é possível verificar a carga de ruptura experimental, a carga obtida pela simulação
numérica e a diferença entre ambas na Tabela 6.5. Para esses modelos, a variação máxima obtida
foi igual a 11,87%, para a laje BD1, sendo que, de forma geral, todos os modelos apresentaram
boas aproximações.

Entre os dados apresentados, é possível verificar que a modelagem conseguiu levar em conside-
ração diferentes elementos das lajes, resultando em cargas de ruptura próximas tanto para lajes
maciças, quanto lajes com vazios, utilizando ou não pré-laje e empregando ou não armadura de
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cisalhamento. Em relação à pré-laje, por exemplo, que foi empregada nos modelos BD2, SS2 e
BD4, a diferença em relação ao dado experimental se manteve entre -3% a +4,58%.

Tabela 6.5 – Cargas de ruptura das séries 2, 3, 4 e 5 (fonte: Autor)

Série Laje Carga de ruptura
experimental (kN)

Carga de ruptura da
modelagem (kN)

Diferença
(%)

2

BD1 817 913,96 +11,87

BD2 833 873,01 +4,80

SS1-2 1041 1033,04 -0,76

SS2 987 956,80 -3,06

3

BD3 995 930,73 -6,46

BD4 846 851,90 +0,70

SS1-3 1048 1047,07 -0,09

4

RSP-A01 943 1029,25 +9,14

BD-A02 967 915,16 -5,39

BD-A03 871 908,04 +4,25

BD-A05 902 839,26 -6,96

5
BD-A01 742 751,42 +1,27

BD-A04 762 729,00 +4,33

Já em relação à armadura de cisalhamento, também pode ser observado que a modelagem gerou
boas aproximações, mesmo para diferentes configurações de armadura, como studs, treliças e
estribos posicionados em uma ou duas direções. Vale mencionar, ainda, que a variação da taxa
de armadura de flexão também foi adequadamente levada em consideração, já que as séries 2 e 3
foram moldadas com bitola de 12,5 mm e as séries 4 e 5 com 16 mm.

Quanto ao emprego de vazios, também foram verificadas boas aproximações para a maior parte
dos dados, sendo que os modelos BD2, BD4, BD-A01 e BD-A04 apresentaram diferenças
menores que 5%. Além disso, foram observadas boas aproximações para as lajes maciças, espe-
cialmente das séries 2 e 3, denominadas como SS1-2, SS2 e SS1-3, em que a diferença máxima
obtida foi igual a 3%. Nesse viés, vale ressaltar que a laje RSP-A01, também maciça, apresentou
maior variação da carga obtida numericamente quando comparada à carga experimental, cerca
de 9%. Isso pode ser explicado devido à maior variação dos dados experimentais, coletados para
cada LVDT, como discutido anteriormente, que também ocorreu para a laje BD-A03.

Nos modelos contidos na Tabela 6.5, quando utilizada, a pré-laje apresentava concreto com
resistência à compressão e à tração 24,7% inferior ao concreto utilizado no complemento. Dessa
maneira, ao comparar as cargas da modelagem numérica das lajes SS1-2 e SS2, por exemplo, que

Eric Renã Zavitzki Schimanowski (ezschimanowski@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2024.



103

se diferenciam apenas pela presença de pré-laje no último modelo, foi verificado um decréscimo
de 7,4% ao empregar a pré-laje, em concordância com o que foi obtido experimentalmente,
5,2%.

Nessa perspectiva, a laje BD4 também apresentou um decréscimo na carga de ruptura, tanto
experimental quanto numericamente, quando comparada à laje BD3, devido à presença de pré-
laje no primeiro modelo. Assim, seria esperado comportamento próximo para as lajes BD1 e
BD2, que se diferenciam pelo emprego de pré-laje no segundo modelo. Ou seja, era esperado que
a laje BD2 apresentasse resistência inferior à BD1, como foi obtido numericamente (cerca de
4,5%), mas não é observado experimentalmente. Portanto, é possível que a carga de ruptura da
laje BD1 tenha sido subestimada no ensaio experimental, o que justificaria, inclusive a diferença
apresentada na Tabela 6.5.

Ainda em relação aos dados numéricos, embora não seja possível comparar todas as lajes direta-
mente devido às diferenças nas propriedades dos materiais e tipo de armadura de cisalhamento, é
possível observar alguns comportamentos. Para a laje BD3, por exemplo, o emprego de vazios
gerou uma redução de 11% na carga, quando comparada à correspondente maciça, SS1-3. Já
na série 4, a laje BD-A02 apresentou carga de ruptura 7% superior à laje BD-A05, devido ao
emprego de studs no primeiro modelo.

6.2.4.3 Tensões e deformações nas armaduras de flexão

Em relação às leituras de deformação da armadura de flexão, foram coletadas informações em 4
pontos distintos da laje, que equivalem aos extensômetros 1, 2, 3 e 4, apresentados na Figura 6.32.
Na maior parte dos modelos, as curvas numéricas apresentaram boas aproximações, coincidindo
com os dados experimentais, como é o caso, por exemplo, da laje BD-A02, apresentada na
Figura 6.51.

Vale mencionar, também, que a carga de início da deformação da armadura também coincidiu
com os dados experimentais para a maior parte dos modelos. Esse comportamento evidencia que
a simulação numérica apresentou boa aproximação para a carga em que houveram as primeiras
fissuras no concreto, que pode ser verificado nos gráficos como uma alteração significativa da
inclinação da curva.

De forma semelhante, todas as lajes das séries 1, 4 e 5 também apresentaram curvas próximas
aos dados experimentais, como pode ser verificado no Apêndice A. Por outro lado, algumas
lajes, como BD3, SS2, SS1-2 e SS1-3, apresentaram curvas numéricas com comportamento mais
rígido, mas ainda assim próximo ao obtido experimentalmente. Para ilustrar esse comportamento,
a Figura 6.52 apresenta os dados de deformação da armadura de flexão para a laje SS1-2, nos
pontos mais próximos ao pilar.
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Figura 6.51 – Deformação da armadura de flexão na laje BD-A02 nos
extensômetros 1, 2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura 6.52 – Deformação da armadura de flexão da laje SS1-2 nos
extensômetros 1 e 2 (fonte: Autor)

Já em relação às tensões axiais na armadura de flexão, dado analisado apenas numericamente,
a Figura 6.53a apresenta a distribuição para a laje BD1 e a Figura 6.53b para a laje BD-A04.
Em ambos casos, a cor vermelha indica os elementos que atingiram a tensão de escoamento,
evidenciando a falha por punção na medida em que poucos elementos da armadura de flexão
plastificaram. Além disso, no caso da laje BD-A04, que apresentou carga de ruptura mais baixa,
nenhum elemento da armadura atingiu o escoamento.

Esse comportamento foi verificado em todas as lajes modeladas, sendo maior o raio de armaduras
que atingiram o escoamento, quanto maior a carga de ruptura atingida pela laje. Também é
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possível observar que as tensões diminuem, quanto maior a distância em relação ao pilar. Em
regiões próximas aos bordos da laje, as tensões encontradas foram negativas, nulas ou próximas
de zero, o que já era esperado do ponto de vista dos esforços atuantes na laje como um todo.

(a) (b)

Figura 6.53 – Tensões axiais nas barras da armadura de flexão das lajes
(a) BD1 e (b) BD-A04 na carga de ruptura (kN/cm²) (fonte:
Autor)

6.2.4.4 Tensões e deformações nas armaduras de cisalhamento

Quanto às deformações nas armaduras de cisalhamento, foi verificado que, de forma geral, a
modelagem apresentou boas aproximações para todas as lajes das séries 1, 2 e 3. No caso dos
modelos BD28-P3, BD1 e BD2, que continham armaduras de cisalhamento em apenas uma
direção, os resultados experimentais apresentavam pequenas deformações, já que a mesma era
pouco solicitada, e não chegava à tensão de escoamento. Esse comportamento também ocorreu
na modelagem, como ilustrado na Figura 6.54, que apresenta a tensão nos estribos da laje BD2
na carga de ruptura.

Figura 6.54 – Tensão axial nas barras da armadura de cisalhamento da
laje BD2 na carga de ruptura (kN/cm²) (fonte: Autor)
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Para essa armadura de cisalhamento, distribuída em uma direção e sem ancoragem, a comparação
das deformações obtidas na modelagem com os dados experimentais pode ser verificada na
Figura 6.55, para diferentes pontos de medição. Nesse caso, tem-se que os dados apresentaram
boas aproximações, não somente em relação à carga de início da deformação, como também a
deformação atingida na carga máxima, já que todas as curvas numéricas se aproximam de pelo
menos uma curva experimental.

Figura 6.55 – Deformações nas armaduras de cisalhamento da laje BD2
(fonte: Autor)

Já para o caso da armadura de cisalhamento distribuída em duas direções, com formato cruz e
partindo do pilar, foram verificadas maiores deformações. Essa armadura foi adotada nas lajes
SS1-2, SS2, SS1-3, BD3 e BD4, e a modelagem apresentou maior carga no início da deformação
quando comparada ao dado experimental, tanto para a laje com vazios BD3, apresentada na
Figura 6.56a, quanto na laje maciça SS2, ilustrada na Figura 6.56b.

Sob esse entendimento, cabe apontar que as lajes modeladas numericamente apresentaram falha
de forma semelhante ao comportamento real, ou seja, forma-se um tronco cone de punção na
zona próxima ao pilar. Quando são utilizados estribos em uma direção, distantes dos pilares, essa
armadura não é muito solicitada, já que existem regiões sem o reforço dentro do cone de punção,
que acabam rompendo antes que os estribos alcancem o escoamento.

Por outro lado, quando a região de formação do cone de punção apresenta armadura de cisa-
lhamento ancorada no pilar e distribuída de forma bidirecional, os estribos são efetivamente
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solicitados e contribuem para a maior resistência do local e para a maior carga de ruptura. Assim,
as tensões nos estribos desse tipo de armadura são mais altas, próximas à tensão de escoamento,
principalmente para a primeira camada, como apresentado na Figura 6.57, para a laje SS2 na
carga de ruptura.

(a) (b)
Figura 6.56 – Deformações nas armaduras de cisalhamento da laje (a)

BD3 e (b) SS2 (fonte: Autor)

Figura 6.57 – Tensão σ1 na armadura de cisalhamento da laje SS2 na
carga de ruptura (kN/cm²) (fonte: Autor)

Em relação às séries de concretagem 4 e 5, foi verificado que há uma discrepância, especialmente
em relação às deformações nos studs. Como pode ser observado na Figura 6.58, para a laje
BD-A03 e BD-A01, por exemplo, as deformações experimentais se mantiveram quase nulas para
qualquer carga, diferentemente do que é observado na modelagem numérica. Para a primeira
camada de studs, as deformações se iniciaram quando cerca da metade da carga de ruptura foi
atingida e continuaram crescentes até o final da curva.

Esse comportamento foi verificado em todas as lajes que utilizaram esse tipo de armadura.
Inicialmente, foi testado alterar o ponto de leitura na modelagem, a fim de determinar se algum
dos elementos do stud apresentava deformações tão baixas quanto àquelas obtidas no ensaio.
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Ao realizar essa análise foi verificado que, com exceção dos elementos das extremidades, todos
apresentavam deformações mais altas que o esperado.

Figura 6.58 – Deformações nos studs da primeira camada da laje (a)
BD-A03 e (b) BD-A01 (fonte: Autor)

Todavia, como houve boa aproximação da carga de ruptura para todas as lajes dessa série de con-
cretagem, tanto para os modelos que utilizaram studs, quanto para as lajes que não empregaram
esse tipo de armadura, é necessário considerar a possibilidade de erros nos dados experimentais
fornecidos. Entre os fatores que podem contribuir para a obtenção de deformações tão baixas
no ensaio experimental, é possível citar o escorregamento dos studs ou dos extensômetros, bem
como a movimentação da armadura na etapa de concretagem. Vale mencionar que outros estudos
empregaram studs posicionados de maneira diferente e verificaram ganhos altos na carga de
ruptura, bem como deformações significativas nessas armaduras (FERREIRA, 2010; FERREIRA
et al., 2023; TRAUTWEIN; GOMES; MELO, 2013).

Nessa perspectiva, optou-se por manter os studs nas lajes da simulação, já que a sua retirada
apresenta diferença significativa na carga de ruptura, cerca de 10%. Ademais, quanto às treli-
ças empregadas nas lajes das séries 4 e 5, foram verificados melhores aproximações quanto
às deformações obtidas na modelagem numérica. Experimentalmente, foram lidos dados em
diversos pontos, mas, para fins de simplificação, foram apresentados apenas 3 pontos por laje no
Apêndice A.

Para ilustrar o comportamento dessa armadura de cisalhamento, a Figura 6.59 apresenta as
deformações na laje BD-A02, para diferentes camadas de treliças. Nesse contexto, é possível
verificar boa concordância em relação à carga em que se inicia o escoamento, mas foram obtidas
deformações maiores que os dados experimentais.

Adicionalmente, a Figura 6.60 apresenta as tensões das treliças para a laje BD-A02, na carga
de ruptura. Nesse caso, é possível observar baixas tensões para essas armaduras, especialmente
em regiões mais distantes dos pilares. Vale mencionar que nenhum elemento alcançou a tensão

Eric Renã Zavitzki Schimanowski (ezschimanowski@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2024.



109

de escoamento do material (62,3 kN/cm²), e que as maiores deformações foram verificadas nas
treliças posicionadas próximas à região maciça.

Figura 6.59 – Deformações nas armaduras de cisalhamento da laje BD-
A02 (fonte: Autor)

Figura 6.60 – Tensões de tração nas treliças próximas ao pilar da laje
BD-A02 (kN/cm²) (fonte: Autor)

6.2.4.5 Tensões e deformações do concreto

Em relação às deformações do concreto, foram verificadas boas aproximações do modelo numé-
rico para a maior parte dos dados. No caso das lajes BD28-P3, BD2, BD4, SS2, SS1-3 e BD-A04,
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foram obtidas curvas numéricas próximas às experimentais, tanto para as deformações tangenci-
ais quanto radias, como ilustrado na Figura 6.61, para o modelo BD-A04. Vale mencionar que
foram realizadas leituras em duas direções e, por esse motivo, existem duas curvas experimentais
para cada curva numérica. Além disso, também é possível observar o comportamento discutido
no estudo de Einpaul et al. (2016), ou seja, a diminuição das deformações radiais ao se aproximar
da carga de ruptura, comportamento típico da falha por punção, para várias lajes analisadas.

(a) (b)
Figura 6.61 – Deformação (a) radial e (b) tangencial do concreto da laje

BD-A04 (fonte: Autor)

Quanto aos modelos RSP28, BD28-P1, BD3, SS1-2, BD-A01, BD-A02, BD-A03 e BD-A05,
foram verificadas maiores discrepâncias em relação às curvas experimentais, mas, ainda assim,
boas aproximações para, no mínimo, uma das deformações lidas, como apresentado no Apêndice
A. Por fim, as lajes que obtiveram maiores diferenças foram os modelos BD28-P2, BD1 e
RSP-A01, sendo que o último é ilustrado na Figura 6.62. Sob esse viés, é válido apontar que as
deformações são leituras sensíveis, suscetíveis a maiores variações.

(a) (b)
Figura 6.62 – Deformação (a) radial e (b) tangencial do concreto da laje

RSP-A01 (fonte: Autor)

Sob essa ótica, a Figura 6.63 apresenta a deformação máxima principal do concreto (ε1) da laje
BD2, na carga de ruptura. Assim, fica evidente que a região mais próxima ao pilar apresentou os
maiores valores de deformação, especialmente para os elementos que não contêm armadura de
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cisalhamento. Além disso, também é possível verificar maiores deformações na primeira camada
de esferas e na interface laje-pilar, regiões em que ocorre o cone de punção.

Figura 6.63 – Deformação ε1 no concreto na superfície superior e inte-
rior da laje BD2 (cm/cm) (fonte: Autor)

De maneira semelhante, a Figura 6.64 apresenta a deformação máxima principal do concreto (ε1)
para a laje BD3, que contém armadura de cisalhamento em duas direções. Nesse caso, também é
possível identificar maiores deformações na região que não apresenta armadura de cisalhamento,
bem como nas primeiras camadas de esferas e na região de formação do cone de punção. Esses
comportamentos foram verificados em todos os modelos, com variações na distribuição das
deformações, a depender da posição das esferas e da presença de armadura de cisalhamento.

Figura 6.64 – Deformação ε1 no concreto na superfície superior e inte-
rior da laje BD3 (cm/cm) (fonte: Autor)
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Além disso, na Figura 6.65 é apresentada a distribuição das tensões principais mínimas (σ3), para
a laje BD3 na carga de ruptura. Assim como nas demais lajes, foi verificada uma concentração
de tensões em determinados pontos da interface laje-pilar na superfície inferior, que não se
estendem para o interior da laje, como verificado na corte da figura.

Figura 6.65 – Tensão σ3 no concreto na superfície inferior e no interior
da laje BD3 (kN/cm²) (fonte: Autor)

Nessa perspectiva, ao adotar uma escala que não leva em consideração esse ponto de concentração
de tensões, é possível verificar a região comprimida da laje, com a formação das bielas de
compressão. No caso da laje BD-A05, por exemplo, toda a superfície inferior se encontra
submetida à compressão, bem como a maior parte da região maciça, situada no entorno do pilar. Já
a superfície superior e as camadas de concreto entre esferas estão submetidas, majoritariamente, à
tensões de tração, como ilustrado na Figura 6.66. Vale mencionar, ainda, que esse comportamento
foi verificado em todos os modelos, sendo que as distribuições de tensões variaram de acordo
com a posição das esferas.

Figura 6.66 – Tensão σ3 no concreto da laje BD-A05 na carga de ruptura
(kN/cm²) (fonte: Autor)
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Por fim, nas tensões principais σ1 é possível verificar o impacto da retração antes mesmo da
simulação de ensaio, devido à consideração de umidades baixas na superfície superior. Para a
laje BD4, por exemplo, o ensaio foi realizado aos 53 dias, mas é possível verificar que aos 24
dias, Figura 6.67a, alguns elementos no entorno do pilar já apresentavam valores próximos à
máxima tensão de tração. Ao passar do tempo, essas tensões se desenvolveram se distanciando
do pilar de forma radial, como apresentado na Figura 6.67b, para 33 dias. Assim, tem-se que
a retração atua na laje de tal forma que, ao iniciar o ensaio, uma parte da região superior da
estrutura já contém fissuras.

(a) (b)
Figura 6.67 – Tensão de tração na superfície superior da laje BD4 aos

(a) 24 dias e (b) 34 dias (kN/cm²) (fonte: Autor)

6.2.4.6 Mapa de fissuração

Os mapas de fissuração apresentam a superfície superior da laje e a demarcação das fissuras.
No caso experimental, esse processo é realizado durante e após a conclusão do ensaio, sendo
possível observar fissuras radiais e circunferenciais, bem como a formação de fissuras com
aberturas maiores que caracterizam o cone de punção.

Na modelagem numérica, alguns elementos e softwares permitem uma verificação mais precisa
da fissuração do que a utilização de elementos SOLID186 no ANSYS. Na presente modelagem
somente é possível identificar quais elementos da estrutura apresentaram fissuras em uma ou duas
direções. Além disso, a visualização gráfica não é precisa, pois a malha utilizada não é muito
refinada. Entretanto, embora simplificado, esse processo permite identificar que o comportamento
do modelo é semelhante ao que foi verificado experimentalmente.

Nesse contexto, a Figura 6.68 apresenta a comparação entre o modelo numérico e o comporta-
mento experimental da superfície superior da laje BD-A05. Assim, torna-se possível verificar
que as fissuras circunferenciais do caso experimental se formam na região intermediária entre
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pilar e borda da laje, onde também iniciam as fissuras no modelo numérico. Para essa laje, tanto
experimental quanto numericamente, é possível verificar a formação de duas fissuras tangenciais
principais, sinalizadas em preto, formadas pela ligação de várias fissuras menores.

No caso numérico, as fissuras principais foram assinaladas a partir de observação visual da
concentração de elementos que fissuraram em duas direções. Ainda na modelagem, a primeira
fissura sinalizada está a cerca de 55 cm do centro do pilar, enquanto experimentalmente essa
distância varia entre 65 a 70 cm. Já a segunda fissura encontra-se a aproximadamente a 110 cm
para ambos os casos analisados.

Figura 6.68 – Mapa de fissuração na superfície superior da laje BD-A05
após o ensaio (fonte: Autor)

Também é possível verificar que, próximo às bordas, as fissuras são apenas radiais tanto na
modelagem quando experimentalmente. Assim, entre as bordas e a fissura circunferencial
principal próxima ao pilar, vários pontos apresentam fissuras em uma ou duas direções. Já na
região próxima ao pilar são verificadas fissuras radiais para o caso experimental, o que não ocorre
no modelo numérico, que não apresenta elementos fissurados nessa região.

Assim, um comportamento semelhante também foi visualizado na laje maciça SS1-3, apresentada
na Figura 6.69. Nesse caso, a fissura principal se formou a uma distância que varia entre 70 e 90
cm para o caso experimental, e 70 a 80 cm para o modelo numérico. Vale mencionar, também,
que a armadura de cisalhamento em cruz empregada nessa laje, favoreceu a formação de fissuras
inclinadas a 45°, partindo do pilar, o que pode ser verificado tanto experimentalmente quanto
numericamente.
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Figura 6.69 – Mapa de fissuração na superfície superior da laje SS1-2
após o ensaio (fonte: Autor)

Por fim, é necessário mencionar que as fissuras principais não foram identificadas facilmente
em alguns modelos numéricos, e que a formação do padrão de fissuras no ensaio depende de
vários fatores como, por exemplo, simetria de carregamento e ponto de parada do ensaio. Assim,
os dados obtidos para esse item não apresentam grande precisão mas, ainda assim, permitem
constatar que a formação das fissuras tangenciais na modelagem se inicia em distâncias próximas
ao dado experimental.

6.2.4.7 Superfície de ruptura

Devido à quantidade de elementos e discretização da malha, é possível identificar que os mapas
de fissuração supracitados apresentam resultados pouco refinados. Entretanto, utilizando a
mesma ferramenta para verificar a superfície de ruína no interior das lajes, é possível obter
melhores aproximações. Diante disso, vale mencionar que a superfície de ruína foi obtida
experimentalmente através de um corte na seção da laje, distanciado a 15 cm do centro do pilar,
para cada direção. Esse ensaio não foi realizado em todas as lajes e, para fins de comparação
numérica, são apresentadas na Figura 6.70 as lajes BD28-P2, BD1, BD3 e BD4.

Vale mencionar que, assim como esperado, a formação do cone de punção das lajes com vazios
sempre ocorreu nas esferas de volume oco. Para a laje sem armadura de cisalhamento, BD28-
P2, fica clara a formação da fissura partindo da interface laje-pilar, se estendendo pela região
maciça junto à face inferior e cortando a primeira camada de esferas. No caso da laje BD1,
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também é possível verificar esse comportamento, já que, embora essa laje apresente armadura de
cisalhamento unidirecional, o corte não passa por ela.

BD28-P2

BD1

BD3

BD4

Figura 6.70 – Comparação da superfície de ruína (fonte: Autor)

Outrossim, em relação às lajes BD3 e BD4, é possível verificar numericamente que as mesmas
apresentam pouco elementos fissurados na região maciça, devido à presença de armadura de
cisalhamento, ou seja, elementos de reforço. Assim, a maior concentração de elementos fissurados
está localizada na primeira camada de esferas, indicando que a formação do tronco de cone
ocorreu fora da região dos estribos, assim como pode ser verificado experimentalmente para a
laje BD3. Por fim, vale mencionar que a fissura apresentada forma o tronco de cone e indica,
também, que o modelo numérico apresenta como forma de ruptura a falha por punção.
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7 ANÁLISE PARAMÉTRICA

Com o objetivo de identificar o efeito de alguns parâmetros em relação à punção, nesse capítulo
são analisadas diferentes lajes, por meio de análise numérica. Nesse aspecto, pretende-se identifi-
car quais parâmetros apresentam maior influência na carga de ruptura, como o comportamento
carga-deslocamento é impactado e quais as principais diferenças entre os resultados obtidos para
lajes maciças e com vazios esféricos. Assim, as análises são separadas em dois grupos principais:
lajes com e sem armadura de cisalhamento.

No caso das lajes sem armadura de cisalhamento, entre os parâmetros analisados está a presença
de esferas, em que é realizada uma comparação com lajes maciças de mesma espessura ou
mesmo volume de concreto. Além disso, também é verificado nas lajes com vazios o impacto da
região sólida no entorno do pilar, bem como o diâmetro e a posição vertical das esferas. Já para
as lajes maciças e com vazios é determinado o efeito da espessura, propriedades do concreto,
dimensões e formato do pilar, taxa de armadura de flexão e presença de pré-laje.

Ademais, em relação às lajes com armadura de cisalhamento, é verificado o impacto da região
sólida no entorno do pilar, bem como bitola, posição e tamanho da armadura empregada para
resistir ao esforço cortante. Para esse grupo de lajes, também são comentados os resultados
obtidos para variação de propriedades do concreto, taxa de armadura de flexão e diâmetro das
esferas.

Para as análises, foram utilizados os modelos constitutivos e a implementação computacional
abordados nos Capítulos 4 e 5, através da USERMAT para o concreto e do modelo BISO para
o aço. Assim como na etapa de validação numérica, foram empregados elementos SOLID186,
tridimensionais tetraédricos, para a modelagem do concreto e elementos de reforço REINF 264
para a modelagem das armaduras.

Além disso, para identificar o comportamento de cada parâmetro de forma isolada, inicialmente
foi criado um modelo referência para cada grupo analisado, a partir do qual foram realizadas as
variações. No caso das lajes sem armadura de cisalhamento foi adotada uma geometria semelhante
à laje BD28-P1, ensaiada experimentalmente por Lima (2015), modelo aqui denominado por
REF. Já no caso da laje com armadura de cisalhamento foi adotada uma geometria semelhante
à laje BD3, ensaiada por Nicácio (2018), modelo aqui denominado por REF-CIS. Além disso,
também foram criados modelos referência para as lajes maciças, denominados como REF-MAC
e REF-CIS-MAC, para, respectivamente, o grupo sem e com armadura de cisalhamento.
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Dessa maneira, todas as lajes de referência são quadradas, com comprimento de 250 cm e altura
igual a 28 cm, com esferas de diâmetro igual a 22,5 cm. No centro das lajes é posicionado um
pilar de seção circular com diâmetro de 30 cm, com altura superior igual a 80 cm e inferior
igual a 50 cm, que encontra-se engastado nas extremidades. Nesse aspecto, a aplicação de carga
ocorre sobre o nó central das placas modeladas, como indicado na Figura 7.1a. Além disso, com
o objetivo de diminuir o custo computacional, as análises paramétricas também são realizadas
em modelo reduzido (um quarto da laje), considerando simetria de geometria e carregamento,
assim como apresentado na Figura 7.1b.

(a) (b)
Figura 7.1 – (a) Laje simulada e (b) região modelada (fonte: Autor)

Em relação à malha, foram empregados elementos com dimensão máxima de 10 cm, utilizando
malha livre formada a partir da pré subdivisão das linhas. Vale mencionar que, devido à de-
pendência de malha elucidada na etapa de validação, os resultados devem ser analisados com
cautela. Além disso, como uma das análises consistia em avaliar a influência de pré-laje, um
volume de concreto com altura igual a 6 cm foi criado para todos os modelos. Assim, apenas nas
análises relativas à pré-laje, as propriedades do concreto (idade, resistência à compressão, tração
e módulo de elasticidade) foram alteradas nesse volume.

Diante disso, o carregamento é aplicado em 5 etapas, como resumido na Figura 7.2. A etapa 1
consiste na passagem de tempo, através de um incremento, no período em que o concreto está
no processo de cura. A etapa 2 leva em consideração a passagem de tempo, com incrementos
de 1 dia, até um dia anterior à aplicação de carga. Na etapa 3 o peso próprio é aplicado em 9
incrementos iguais, sendo que na etapa 4 os deslocamentos são fixados por meio de um único
incremento de 0,1 dia. Por fim, a etapa 5 simula a aplicação de carga sobre as placas, através de
500 incrementos de deslocamento, ao longo de 1 dia.

Sob essa perspectiva, as curvas apresentadas nos próximos itens consideram o comportamento
carga-deslocamento para leituras realizadas no ponto mais distante do pilar, como indicado na
Figura 7.1b. Assim, o início da aplicação de carga equivale ao ponto de origem dos gráficos, ou
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seja, a carga e os deslocamentos resultantes das etapas anteriores foram descontados a fim de
transladar a curva resultante da etapa de carregamento 5 para o ponto inicial (0,0).

Figura 7.2 – Etapas de carregamento das lajes da análise paramétrica
(fonte: Autor)

Além disso, para todas as lajes modeladas, em relação ao reforço, são empregadas armaduras de
flexão de aço CA-50, espaçadas alternativamente a cada 10 cm e 15 cm, com bitola de 12,5 mm e
cobrimento de 2,5 cm. Já para as telas de fixação das esferas é utilizado aço CA-60, com bitolas
de 6 mm para a malha superior e 8 mm para a malha inferior, com espaçamento também variando
alternativamente entre 10 e 15 cm. Adicionalmente, foram modelados os ganchos em toda a
borda da laje, empregando as mesmas características da armadura de flexão. Vale mencionar
que a escolha da geometria, posição e bitola das armaduras seguiu os modelos experimentais
validados no Capítulo 6, para o caso das lajes ensaiadas na Universidade de Brasília.

Outrossim, não foram modeladas as treliças de içamento já que testes preliminares demonstra-
ram não existir impacto sob o comportamento da estrutura submetida à punção. Essa medida
contribuiu para maior rapidez computacional, pois houve significativa diminuição de elementos
de reforço. Por fim, no modelo REF-CIS, é empregada uma armadura de cisalhamento formada
por estribos de aço CA-50 e bitola de 8 mm, disposta no formato cruz. Vale apontar que todas as
armaduras empregadas nesses modelos, bem como sua implementação computacional, já foram
discutidas no Capítulo 6, nos itens 6.2.1 e 6.2.3, para o caso das lajes BD28-P1 e BD3.
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Nesse contexto, para o aço, foi empregado módulo de elasticidade igual a 21000 kN/cm² e
tensão de escoamento igual ao valor nominal, ou seja, 50 kN/cm² para aços CA-50 e 60 kN/cm²
para aços CA-60. Já para o concreto, foi considerada resistência à compressão média como 3
kN/cm², tração e módulo de elasticidades estimados a partir do CEB-FIP Model Code 1990
(1993) e idade de ensaio igual a 28 dias. Para os demais dados de entrada da USERMAT, foi
considerado temperatura igual a 25 °C, umidade 80% para todo o volume de concreto, cimento
de alta resistência inicial e tempo de cura igual a 7 dias.

7.1 LAJES SEM ARMADURA DE CISALHAMENTO

Para avaliar as lajes sem armadura de cisalhamento, os modelos referência para lajes com
vazios (REF) e maciças (REF-MAC), apresentam as características supracitadas em relação aos
materiais, condições de contorno e geometria. Acerca das esferas empregadas no modelo REF, a
Figura 7.3a apresenta a posição e quantidade de vazios, em que é possível verificar a existência de
uma região maciça próxima ao pilar. Já referente à posição vertical das esferas, o corte demonstra
que o centro das mesmas não coincide com o centro da laje, bem como verificado nos modelos
experimentais validados. Além disso, a Figura 7.3b apresenta a geometria do modelo REF-MAC.
Vale mencionar, ainda, que os modelos ilustrados já consideram a simetria da laje, ou seja, só é
apresentado um quarto da geometria total.

(a) (b)
Figura 7.3 – Geometria dos modelos REF e REF-MAC (dimensões em

cm) (fonte: Autor)
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7.1.1 Presença de esferas

Com a finalidade de verificar o impacto do emprego de vazios, inicialmente foram comparadas
as lajes REF e REF-MAC diretamente. Dessa forma, parâmetros como altura, propriedades do
concreto, bitola e posição das armaduras permaneceram constantes, sendo que a única diferença
entre os modelos é a presença das esferas.

Nesse sentido, como ilustrado na Figura 7.4, o comportamento carga-deslocamento inicial é
semelhante para ambos modelos, até cerca de 150 kN. Nesse trecho, embora imperceptível nos
gráficos, é válido mencionar que a laje maciça apresenta maior rigidez. Na carga relativa ao
início da fissuração do concreto, o modelo REF atingiu 180 kN, valor cerca de 20% inferior ao
obtido pela correspondente maciça.

Figura 7.4 – Comparação entre laje maciça e com vazios (fonte: Autor)

Nesse viés, após o início da fissuração do concreto, há uma alteração significativa na rigidez
da curva para ambos modelos, sendo que a laje com vazios passa a apresentar deslocamentos
maiores para um mesmo nível de carga. Esse comportamento é esperado, já que a diminuição
do volume de concreto impacta diretamente na rigidez da estrutura. Assim, é possível verificar,
ainda, que a inclinação da curva do modelo REF é menor quando comparada à laje maciça.

Além disso, há uma redução significativa na carga de ruptura (Vu) ao empregar as esferas.
Enquanto o modelo REF atingiu cerca de 533,4 kN, a laje REF-MAC alcançou 640,9 kN, valor
cerca de 20% superior. Nesse aspecto, essa redução significativa pode ser explicada, entre outros
fatores, pela proximidade das esferas no entorno do pilar.

Essa proximidade impacta diretamente na punção, já que o vazio forma uma zona frágil para a
ruptura por cisalhamento, o que pode ser verificado na modelagem numérica. Na Figura 7.5, são
apresentados os elementos fissurados em um corte da seção, na carga de ruptura. Nesse caso, fica
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evidente que a fissura de cisalhamento principal, responsável pela formação do tronco de cone de
punção, intercepta a primeira e a segunda camada de vazios, como indicado pela cor vermelha.

Figura 7.5 – Elementos fissurados na laje REF (fonte: Autor)

Vale mencionar que a redução de volume da laje REF foi igual a 30% quando comparada à
laje REF-MAC, evidenciando o potencial de redução do peso próprio. Dessa maneira, com o
objetivo de demonstrar o potencial das lajes com vazios em relação à economia de materiais, foi
realizada uma comparação entre o modelo REF e uma laje maciça de mesmo volume. Assim, a
altura equivalente para a nova laje passou a ser 19,6 cm e mantiveram-se as mesmas armaduras e
cobrimentos de concreto.

Nessa perspectiva, a Figura 7.6 apresenta o comportamento da laje com vazios (REF), da laje
maciça com mesma espessura (REF-MAC) e de uma laje maciça com espessura equivalente.
Para o último modelo, a carga de início de fissuração é significativamente menor, assim como a
rigidez. Ainda, é possível observar que a carga máxima obtida é 28% inferior à laje com vazios.

Figura 7.6 – Comparação entre laje maciça, laje com vazios e laje com
espessura equivalente (fonte: Autor)
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7.1.2 Região sólida no entorno do pilar

Como verificado no item anterior, a presença de esferas impacta diretamente na punção, reduzindo
a capacidade de carga. Entretanto, a literatura aponta que, quando uma região é mantida sólida
no entorno do pilar, a depender do seu tamanho, o comportamento das lajes com vazios pode se
aproximar ao das lajes maciças, no caso da punção. Para verificar a influência desse parâmetro,
foram modeladas 4 configurações de lajes com vazios, além da laje maciça referência, REF-MAC.

Assim, como apresentado na Figura 7.7, a configuração B representa o modelo REF. Ao acres-
centar esferas na direção do pilar, inserindo o máximo de vazios possíveis para as dimensões
analisadas, foi criada a configuração A. Por outro lado, ao retirar vazios, aumentando a região
sólida em ambas direções, foram formadas as configurações C e D.

A B

C D
Figura 7.7 – Posição das esferas na região sólida próxima ao pilar (fonte:

Autor)

Nessa perspectiva, em relação ao comportamento carga-deslocamento, ilustrado na Figura 7.8 é
possível verificar que a configuração A apresenta um comportamento crítico, com alta redução
da carga de ruptura. Comparativamente ao modelo de laje maciça, REF-MAC, o decréscimo de
carga foi aproximadamente igual a 44 %. Outrossim, ao comparar os modelos B e C com a laje
maciça referência, as quedas na carga de ruptura foram menores mas, ainda assim, significativas
e iguais a, respectivamente, 28% e 12%. Vale mencionar que esse comportamento está de acordo
com o que foi verificado no estudo de (VALIVONIS et al., 2017), por exemplo.
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Figura 7.8 – Impacto da região maciça no comportamento da estrutura
(fonte: Autor)

Diante dessa análise, foi verificado, ainda, que a configuração D apresentou carga de ruptura
próxima à laje maciça, apenas 2,1% inferior. Para essa configuração, a curva carga-deslocamento
se manteve próxima ao modelo REF-MAC para todos os níveis de carga. Nesse sentido, a
Figura 7.9 apresenta as deformações principais de tração na carga de ruptura, no Corte a-a da
laje, ilustrado anteriormente, na Figura 7.7.

Ao avaliar essas deformações, fica claro o local de formação da fissura principal, já que a punção
ocorre pelo esgotamento do concreto à tração. Na configuração A, as mais altas deformações de
tração ocorrem na primeira camada de vazios, entre a interface laje-pilar inferior e o centro da
esfera. No modelo B é possível identificar que as deformações mais altas de tração se concentram
próximo ao pilar e, também, na primeira camada de esferas. Ou seja, no caso B os vazios
continuam interferindo na ruptura por cisalhamento, mas de forma menos impactante que no
caso A.

A B

D

Figura 7.9 – Deformações principais de tração na carga de ruptura para
as configurações A, B e D (fonte: Autor)
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Na mesma linha de pensamento, para o modelo C e D, que apresentam o corte interceptando
o mesmo número de vazios, são verificadas deformações baixas na região das esferas, sendo
que a formação da fissura de cisalhamento ocorre na região maciça, justificando a semelhança
com a laje REF-MAC, na curva carga-deslocamento. Finalmente, vale apontar que as configu-
rações A, B, C e D apresentaram reduções de volume iguais a 32,7%, 30%, 28,6% e 23,3%,
respectivamente.

Torna-se relevante ressaltar que, nas normativas de cálculo, a estimativa da carga de ruptura
por cisalhamento leva em consideração um perímetro de controle, como elucidado na seção 3.3.
Nesse cenário, a norma americana ACI 318 (2019) considera que esse perímetro deve estar
situado a uma distância igual a d/2 das faces do pilar, sendo d a altura útil da laje. Já para o caso
da norma europeia Eurocode 2 (2004) e para a norma brasileira ABNT NBR 6118 (2023), o
perímetro de controle deve estar situado a uma distância igual a 2d das faces do pilar.

Dessa forma, nesse perímetro de controle, a depender de cada norma, calcula-se a carga de
cisalhamento resistente levando em conta outros parâmetros como resistência à compressão
do concreto, taxa de armadura, fator de escala e fatores relacionados à geometria e posição do
pilar. Por conseguinte, nas lajes com vazios, se uma esfera intercepta o perímetro de controle, é
esperado que a resistência ao cisalhamento será menor, já que a área de concreto que suporta os
esforços é inferior. A partir dessa linha pensamento, diversos pesquisadores buscaram descontar
a área de vazios que interceptam as esferas (SCHNELLENBACH-HELD; PFEFFER, 2002;
HAN; LEE, 2014; CHUNG et al., 2018; LEDO, 2016; NICÁCIO, 2018), a fim de reduzir a carga
calculada, aproximando ao dado real.

Nessa perspectiva, os perímetros de controle das três normas supracitadas foram traçados para
as configurações A, B, C e D, como apresentado na Figura 7.10. Vale apontar que o objetivo
desse estudo é verificar se o perímetro de controle intercepta as esferas e se o comportamento
está de acordo com as cargas apresentadas nas curvas carga-deslocamento. Todavia, não serão
verificadas se as normas apresentam previsão de carga próxima aos dados obtidos na modelagem.

A B C D
Figura 7.10 – Posição do perímetro de controle das normativas nas lajes

com vazios (fonte: Autor)
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Sob essa ótica, é possível verificar que o perímetro de controle indicado pela ACI 318 (2019) não
intercepta as esferas em nenhum caso analisado. Ou seja, se fossem tomadas as formulações de
lajes maciças para o cálculo das lajes com vazios, a norma superestimaria a carga de ruptura, o
que já é esperado. Por outro lado, se as observações propostas por Schnellenbach-Held e Pfeffer
(2002), por exemplo, fossem levadas em consideração, a carga continuaria sendo superestimada,
já que nenhuma esfera é interceptada e, portanto, não haveria redução na carga resistente
determinada no cálculo.

A análise paramétrica demonstra, em contrapartida, que o modelo A apresenta carga de ruptura
44% inferior à laje maciça de referência. Por esse motivo, Han e Lee (2014) propuseram um
ajuste que leva em consideração não somente o perímetro de controle estimado pela norma, como
também a posição da primeira camada de vazios. Nessa perspectiva, a carga de ruptura é menor
quanto mais próximo ao pilar estão posicionados os vazios, bem como observado na análise
numérica. Vale apontar, ainda, que são necessárias análises mais aprofundadas para verificar se a
variação na carga de ruptura do modelo numérico é semelhante ao proposto no modelo teórico
dos autores mencionados.

Outrossim, quanto às normas Eurocode 2 (2004) e ABNT NBR 6118 (2023) foi possível verificar
um comportamento mais próximo ao obtido na modelagem numérica. Para o modelo D, por
exemplo, a análise numérica demonstrou que o comportamento carga-deslocamento é semelhante
às lajes maciças, bem como o apresentado pela normas. Ou seja, como o perímetro de controle
não intercepta nenhuma esfera, não seria necessário reduzir a carga resistente da laje e, quanto à
carga resistente à punção, a mesma poderia ser calculada como laje maciça.

Ao adicionar algumas esferas, como apresentado no modelo C, a análise numérica apresentou
carga de ruptura menor, cerca de 12% inferior ao modelo maciço. Em relação ao perímetro de
controle das normativas, é possível verificar que o mesmo passa a interceptar 4 esferas para
essa configuração, o que reduz a região de concreto que resiste aos esforços de cisalhamento.
Para o modelo B, como apenas uma esfera é adicionada em relação ao modelo C, há pequena
alteração, tanto no perímetro de controle quanto na carga da análise numérica, demonstrando
que a concordância entre as duas análises.

Por outro lado, ao analisar o modelo A, é possível verificar um comportamento que necessita
de atenção especial. Nesse caso, são adicionadas duas esferas a mais que o modelo B, mas
o perímetro de controle não é alterado, sendo que o mesmo intercepta a mesma quantidade
vazios, nos mesmos locais. Dessa maneira, se for considerada apenas a redução de área dos
vazios interceptados pelo perímetro de controle, a carga será superestimada. Para essas situações
específicas, em que o perímetro de controle das normas não intercepta a primeira camada de
vazios, é necessário um estudo mais aprofundado.
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Ainda para o modelo A, vale apontar que na simulação numérica a falha ocorreu na primeira
camada de esferas, bem como nas lajes experimentais analisadas na etapa de validação. Assim,
para esses casos, o perímetro de controle representaria melhor o comportamento da laje se
estivesse posicionado nessa região. Esse aspecto também é levado em consideração na formulação
apresentada por Han e Lee (2014), que considera a primeira camada de vazios como o ponto
crítico para a ocorrência da falha por punção.

7.1.3 Diâmetro e posição vertical das esferas

Para as lajes com vazios foi verificado, também, o impacto da posição vertical e do diâmetro
das esferas. No caso do modelo REF, as esferas não foram posicionadas no centro da laje,
gerando uma cobertura de concreto igual a 3,7 cm e 1,8 cm junto às faces superior e inferior,
respectivamente. Dessa maneira, foram modeladas lajes com a espessura superior variando de
2,4 a 5,4, como apresentado na Figura 7.11a.

Nesse caso, a posição da armadura de flexão foi fixada de acordo com o modelo REF e apenas a
posição dos vazios e das telas de fixação foi variada. Entretanto, verificou-se que, para o caso
analisado, não houveram alterações significativas do comportamento carga-deslocamento, sendo
que a variação máxima da carga de ruptura se manteve menor que 2%.

(a)

(b)
Figura 7.11 – Variação da (a) posição vertical e do (b) diâmetro das

esferas (cm) (fonte: Autor)

Além disso, outro parâmetro variado foi o diâmetro das esferas, como apresentado na Fi-
gura 7.11b. Nesse caso, o centro da esfera foi mantido constante para todos os modelos e, assim,
o diâmetro foi aumentado ou reduzido, sendo que a posição das telas de fixação acompanhou
essa variação. Para que as esferas não se interceptassem, o diâmetro máximo analisado foi igual
24 cm, que acaba gerando um espaçamento horizontal entre vazios igual a 1 cm.

Nos diâmetros menores foram testados 14, 16, 18 e 20 cm, o que impactou, também, no
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espaçamento entre as esferas e cobertura de concreto. Para cada análise a Figura 7.12 apresenta
curvas carga-deslocamento e a carga de ruptura atingida. Nesse aspecto, é válido apontar que
não houveram alterações significativas até cerca de 450 kN. Após essa carga, fica evidente que,
quanto maior o diâmetro da esfera, menor a carga de ruptura obtida.

Figura 7.12 – Impacto do diâmetro das esferas no comportamento de
lajes com vazios (fonte: Autor)

Sob esse viés, é possível observar que diâmetros menores que 22,5 cm apresentam cargas de
ruptura próximas ao modelo REF-MAC (640,9 kN). Para o diâmetro de 14 cm, por exemplo,
houve uma redução de apenas 1,2% em relação à laje maciça. Já diâmetros maiores, como
22,5 ou 24 cm, apresentam reduções significativas nas cargas de ruptura quando comparados ao
modelo de laje maciça, 16,7% e 24%, respectivamente. Esse comportamento pode ser explicado
a partir da observação das tensões atuantes no concreto.

Para o diâmetro de 14 cm, por exemplo, a Figura 7.13 apresenta as tensões de tração na carga de
ruptura, sendo possível observar que a concentração ocorre entre os vazios, nas zonas preenchidas
por concreto. Dessa maneira, ao aumentar o diâmetro, o espaçamento entre as esferas diminui,
impactando diretamente na porção de concreto que resiste aos esforços de tração.

Figura 7.13 – Tensões principais de tração do concreto entre os vazios
(kN/cm²) (fonte: Autor)
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7.1.4 Espessura da laje

Para avaliar o impacto deste parâmetro, foram avaliadas lajes maciças e com vazios, criando
modelos com espessuras maiores e menores. Nesse viés, ao alterar a espessura, o diâmetro
das barras de flexão também foi alterado, para manter a mesma taxa de armadura em todos
os modelos. Assim, para o caso das lajes maciças, a Figura 7.14 apresenta o comportamento
carga-deslocamento para espessuras variando de 12 a 40 cm.

Figura 7.14 – Impacto da espessura no comportamento de lajes maciças
(fonte: Autor)

A partir das curvas é possível verificar um padrão já esperado: quanto maior a espessura da laje,
maior a carga de ruptura, a rigidez e a carga no início da fissuração. Também é possível perceber
uma certa proporção, a cada 4 cm de variação na espessura há uma alteração da carga de ruptura
entre 100 a 150 kN. Para a laje de 12 cm, por exemplo, ao aumentar 4 cm houve acréscimo
de 77% na carga de ruptura. Já para espessuras maiores, entre 16 e 32 cm, houve acréscimo
de 24-41%, sendo que nas lajes espessas, com 36 e 40 cm, o acréscimo de carga ao variar 4
cm foi de 14%. Esse comportamento pode estar associado não somente ao aumento da região
de concreto que resiste aos esforços de cisalhamento, como, também, ao fator de escala, assim
como discutido por Li (2000) e Einpaul (2016).

Além disso, nota-se, ainda, uma alteração no modo de falha, ao diminuir a espessura. Para
lajes com altura menor ou igual a 16 cm a ruptura é mais dúctil, se assemelhando a uma falha
intermediária entre flexão e punção. No caso de espessuras pequenas, como 12 cm, ilustrado na
Figura 7.15a, as armaduras de flexão próximas ao pilar plastificaram, como pode ser observado
pelos elementos em vermelho, que atingiram a tensão de escoamento. Esse comportamento não
ocorreu para a laje com espessura de 40 cm, por exemplo, ilustrada na Figura 7.15b. Ademais,
como o raio das armaduras que escoaram é menor que o raio de aplicação de carga, é possível
classificar esse tipo de falha como flexo-punção.
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(a) (b)

(c)
Figura 7.15 – Tensões axiais nas armaduras de flexão de lajes com (a)

12 e (b) 40 cm de espessura (kN/cm²) (fonte: Autor)

Para as lajes com vazios, a espessura foi avaliada de duas formas distintas, a partir do modelo
REF, ilustrado na Figura 7.16a. Quando a altura foi aumentada, o centro e o diâmetro das esferas
permaneceram constantes, como indicado na Figura 7.16b. Por outro lado, quando a espessura
foi reduzida, optou-se por diminuir, também, o diâmetro das esferas, de forma proporcional,
sem alterar a posição horizontal das mesmas, como indicado na Figura 7.16c. Assim como nas
lajes maciças, outros parâmetros foram mantidos constantes, como taxa de armadura de flexão,
propriedades do concreto, etc.

(a) (b) (c)
Figura 7.16 – Geometria das lajes com (a) 28, (b) 40 e (c) 12 cm de

espessura (cm) (fonte: Autor)

Em relação aos resultados, foi verificado um comportamento próximo ao das lajes maciças, ou
seja, quanto maior a espessura, maior a carga de início da fissuração, rigidez e carga de ruptura.
Para o caso de aumento da espessura, ilustrado na Figura 7.17, a variação de 4 cm entre as lajes
com espessura de 28 e 32 cm, proporcionou aumento na carga de ruptura de 23%. Além disso,
para as lajes com 32, 36 e 40 cm, ao variar 4 cm na espessura, a carga de ruptura variou entre
15-17%, valores próximos ao obtido para as lajes maciças.
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Figura 7.17 – Impacto de espessuras maiores no comportamento de lajes
com vazios (fonte: Autor)

Por fim, quanto à redução de espessura, também foram verificadas proporções próximas ao obtido
para as laje maciças, para quase todos os modelos, como pode ser observado no comportamento
carga-deslocamento contido na Figura 7.18. Nas lajes com vazios, também fica claro que
espessuras menores induzem à uma falha mais dúctil, como a flexo-punção. Sob essa ótica, fica
evidente que o comportamento relacionado à variação de espessura é semelhante para as lajes
com vazios e maciças, embora cada conjunto de dados apresente suas peculiaridades.

Figura 7.18 – Impacto de espessuras menores no comportamento de lajes
com vazios (fonte: Autor)

7.1.5 Propriedades do concreto

A fim de verificar o impacto das propriedades do concreto no comportamento das lajes, inicial-
mente foi realizada uma análise com a resistência à tração e o módulo de elasticidade calculados
de acordo com a resistência à compressão, a partir das formulações do CEB-FIP Model Code
1990 (1993). Ou seja, foi realizada uma análise considerando fcm, fctm e E iguais a, respectiva-
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mente, 3 kN/cm², 0,236 kN/cm² e 3100,8 kN/cm², caracterizando o modelo REF. Após, foram
analisados outros modelos, considerando fcm igual a 2, 4 e 5 kN/cm² e os respectivos valores de
fctm e E, como apresentado na Tabela 7.1.

Tabela 7.1 – Variação das propriedades do concreto (fonte: Autor)

Propriedade Dados

Resistência à compressão (fcm) (kN/cm²) 2 3 4 5

Resistência à tração (fctm) (kN/cm²) 0,157 0,236 0,303 0,362

Módulo de elasticidade (E) (kN/cm²) 2708,8 3100,8 3412,9 3676,4

A partir disso, a Figura 7.19 apresenta o comportamento carga-deslocamento para as lajes com
vazios. Nesse sentido, é evidente que a alteração das propriedades impacta na carga relativa ao
início da fissura, sendo que o valor alcançado para fcm igual a 5 kN/cm² foi aproximadamente
250 kN, valor 2,5 vezes superior à carga do modelo com fcm 2 kN/cm², 100 kN. Na carga de
ruptura, a variação permanece próxima, sendo que o concreto com maior resistência atingiu
825,6 kN, 2,2 vezes superior ao concreto com menor resistência.

Figura 7.19 – Impacto das propriedades do concreto no comportamento
de lajes com vazios (fonte: Autor)

Nesse viés, com a finalidade de determinar como cada propriedade impacta na punção, foram
realizadas análises variando apenas uma das propriedades apresentadas na Tabela 7.1. Ou
seja, a partir do modelo REF, foi inicialmente fixada a resistência à tração e o módulo de
elasticidade com valores iguais a, respectivamente, 0,236 kN/cm² e 3100,8 kN/cm², enquanto que
a resistência à compressão variou entre 2 e 5 kN/cm², sendo que os resultados são apresentados
na Figura 7.20. Após, foram fixados os valores de fcm e E, enquanto a resistência à tração
foi alterada, comportamento ilustrado na Figura 7.21. Ainda, vale mencionar que ao fixar fcm
e fctm, variando o módulo de elasticidade, não houveram alterações significativas nas curvas
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resultantes, sendo observado um pequeno aumento da rigidez, quanto maior o valor de E, bem
como observado no estudo de Faria et al. (2011).

Figura 7.20 – Impacto da resistência à compressão do concreto no com-
portamento de lajes com vazios (fonte: Autor)

Figura 7.21 – Impacto da resistência à tração do concreto no comporta-
mento de lajes com vazios (fonte: Autor)

Nesse aspecto, as curvas apresentam um comportamento já esperado: a resistência à tração
gera variações mais significativas, já que a formação da fissura de cisalhamento ocorre pelo
esgotamento do concreto tracionado, assim como verificado no estudo de Menétrey (2002). Por
exemplo, ao comparar os resultados obtidos para fctm iguais a 0,157 e 0,235 kN/cm², o que
representa uma variação de aproximadamente 50% nesse valor, a carga de ruptura variou 30%,
como ilustrado na Figura 7.21. Já ao variar fcm de forma isolada, com valores entre 2 e 3 kN/cm²,
que também representa um acréscimo de 50%, a variação na carga de ruptura foi 10%.

Além disso, a Figura 7.20 também indica que a resistência à compressão só impacta na carga
de ruptura, já que as curvas se sobrepõem para a maior parte do carregamento. Isso ocorre pois,
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durante a formação do tronco de cone, a fissura de cisalhamento parte da superfície superior já
fissurada, se estendendo pelo interior da laje em direção à superfície inferior, que encontra-se sob
tensões de compressão. Nesse local, a diagonal comprimida suporta o cisalhamento até a carga
de ruptura, momento no qual essa região é fissurada de forma abrupta, gerando o puncionamento
da laje. Dessa forma, quanto maior o valor de fcm, maior é a resistência da diagonal comprimida,
impactando na carga de ruptura, comportamento também verificado no estudo de Joseph e
Lakshmi (2018).

Esse comportamento é ilustrado na Figura 7.22, que apresenta um corte da região laje pilar
para uma laje maciça com fcm, fctm e E iguais a, respectivamente, 5 kN/cm², 0,362 kN/cm² e
3676,4 kN/cm². Nesse caso, a Figura 7.22a apresenta as deformações principais de tração, em
que é possível verificar a formação do tronco de cone, sendo que a fissura principal só alcança
a superfície inferior quando a carga de ruptura é atingida. Na imagem, até cerca de 0,90Vu a
interface laje-pilar inferior apresenta deformações próximas a zero ou muito pequenas. Entretanto,
entre 0,90Vu e Vu essa região passa a apresentar altas deformações de tração, indicando que a
fissura alcançou a superfície inferior.

(a) (b)
Figura 7.22 – (a) Deformações principais de tração (cm/cm) e (b) Ten-

sões principais de compressão (kN/cm²) no concreto pró-
ximo à interface laje-pilar (fonte: Autor)

Já a Figura 7.22b demonstra o aumento das tensões de compressão na interface laje-pilar junto à
superfície inferior ao longo do carregamento. Nesse caso, é possível observar que em 0,90Vu
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toda a superfície inferior próxima ao pilar apresentava um tensão entre -1,5 kN/cm² e -2 kN/cm²,
representada pela cor verde. Todavia, na carga de ruptura, devido ao esgotamento da diagonal
comprimida e reorganização dos esforços, essa região apresenta tensões menores, entre -1 kN/cm²
e -1,5 kN/cm², representadas pela cor amarela.

Ainda em relação às curvas carga-deslocamento, vale ressaltar que a resistência à tração impacta
os dados para qualquer nível de carga. Quanto maior o valor de fctm, maior a carga para o início
das fissuras de flexão, comportamento abordado no estudo de Deifalla (2020), e ainda, mais
resistente ao cisalhamento é a região de concreto tracionada, permitindo que a estrutura alcance
cargas mais altas.

No caso das lajes maciças, foi verificado comportamento semelhante, em relação à resistência
à compressão e à tração, variando de forma conjunta ou separadamente. Todavia, é evidente
que as cargas atingidas foram maiores, bem como a rigidez e a carga necessária para iniciar a
fissuração do concreto. Isso ocorre, pois, como discutido anteriormente, a presença de vazios
diminui a região tracionada resistida pelo concreto, favorecendo, assim, a formação da fissura de
cisalhamento e do tronco de cone para cargas mais baixas.

7.1.6 Taxa de armadura de flexão

A taxa de armadura de flexão (ρ) foi calculada, para as lajes com vazios, a partir da expressão
proposta por Ceballos (2017), que considera a presença das esferas no interior da estrutura.
Dessa maneira, foram realizadas variações desse parâmetro, partindo do valor adotado no modelo
REF, 0,48%. Como elucidado na Figura 7.23, taxas baixas, como 0,25%, por exemplo, tornam a
falha mais dúctil, gerando deslocamentos maiores que as demais taxas, para o mesmo nível de
carregamento, assim como discutido no estudo de Teng et al. (2018). Além disso, a variação da
taxa de armadura de flexão impacta significativamente na rigidez da curva.

Figura 7.23 – Impacto da taxa de armadura de flexão no comportamento
de lajes com vazios (fonte: Autor)
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Para as lajes com vazios, a alteração da carga de ruptura é mais perceptível para baixas taxas de
armadura de flexão. Ao adotar ρ igual a 0,25%, a carga de ruptura foi cerca de 11% inferior ao
modelo REF, com taxa igual a 0,48%. Já ao adotar ρ igual a 1,25%, 1% ou 0,75%, a variação
máxima é inferior a 2,5%. Esse comportamento indica que a taxa de armadura de flexão impacta
na carga de ruptura, especialmente para valores de ρ baixos, inferiores a 0,5%.

Também foi verificado comportamento semelhante para as lajes maciças, como ilustrado na
Figura 7.24. Nesse caso, é evidente que o comportamento na fase elástica permanece praticamente
inalterado para todas as taxas analisadas. Após a fissuração, quanto maior o valor adotado para
ρ , maior é a carga de ruptura, bem como discutido no estudo de Trautwein (2006). Além disso,
nota-se que o comportamento é próximo ao das lajes com vazios, ou seja, maiores alterações
para baixas taxas de armadura.

Figura 7.24 – Impacto da taxa de armadura de flexão no comportamento
de lajes maciças (fonte: Autor)

7.1.7 Formato e dimensões do pilar

Para verificar o comportamento das dimensões do pilar, foram criados modelos variando o raio da
coluna a partir do modelo REF, que apresentava raio igual a 15 cm. Dessa maneira, a Figura 7.25
apresenta os raios analisados, sendo possível verificar que o aumento da seção impacta, também,
no perímetro do pilar. Assim, como há aumento, portanto, no perímetro de controle e, dessa
forma, na área que resiste ao cisalhamento, é esperado que a carga de ruptura alcançada seja
maior, quanto maior o raio do pilar.

No caso das lajes com vazios, como apresentado na Figura 7.26, só foram verificadas alterações
significativas na carga de ruptura para pilares com raio menor que 15 cm. Ou seja, ao empregar
raio igual a 10 cm, a laje atingiu 489,9 kN, valor 8% inferior ao obtido pela laje REF. Ao
empregar raio maior, variando entre 15 e 30 cm, a diferença máxima obtida, em comparação ao
modelo REF, foi igual a 3,8%, apenas.
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Figura 7.25 – Variação do raio do pilar (cm) (fonte: Autor)

Figura 7.26 – Impacto da seção do pilar no comportamento de lajes com
vazios (fonte: Autor)

Para esse grupo de lajes, os vazios estão causando influência significativa, já que os mesmos
diminuem a resistência ao cisalhamento. Quanto maior o pilar, maior também é o perímetro
de controle, mas a forma como o mesmo intercepta as esferas se altera. Por outro lado, para as
lajes maciças, a influência do pilar é mais perceptível, como indicado na Figura 7.27, sendo que,
quanto maior o diâmetro, maior é a carga de ruptura alcançada. Para o raio 15 cm, por exemplo,
há um aumento de aproximadamente 25% na carga de ruptura, quando comparado ao raio 10 cm.

Figura 7.27 – Impacto da seção do pilar no comportamento de lajes
maciças (fonte: Autor)
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Já em relação ao formato do pilar, as variações foram realizadas considerando a mesma área
da seção e a mesma taxa de armadura. Dessa maneira, a Figura 7.28 ilustra as geometrias
analisadas para 1/4 de laje, e a Tabela 7.2 apresenta os dados da seção, área e perímetro
considerando a laje total. Vale mencionar que ao fixar a área da seção, o perímetro é alterado,
variando significativamente entre a seção circular e a seção retangular com maior índice de
retangularidade, por exemplo.

Figura 7.28 – Variação da geometria do pilar (cm) (fonte: Autor)

Tabela 7.2 – Propriedades das seções (fonte: Autor)

Geometria
da Seção

Seção (cm) Área da
seção (cm²)

Perímetro da
seção (cm)

Retangularidade

Circular φ30 706,9 94,25 -

Quadrado 26,58x26,58 706,5 106,32 -

Retângulo 25,00x28,28 707,0 106,56 1,13

Retângulo 20,00x35,34 706,8 110,68 1,77

Retângulo 15,00x47,12 706,8 124,24 3,14

Nesse aspecto, vale mencionar que a influência da geometria da seção do pilar foi baixa, espe-
cialmente para as lajes com vazios. Ao adotar seção circular, por exemplo, a carga de ruptura
atingiu 533,4 kN (modelo REF), já ao adotar seção quadrada, a carga foi menor, 525,5 kN, o
que representa uma queda de apenas 1,5%. Para as seções retangulares as cargas foram mais
altas, mas ainda com pequena variação, sendo que a seção 15x47 cm apresentou o maior valor,
541,8 kN, indicando um acréscimo de apenas 1,5% em comparação à geometria circular. Vale
mencionar que não foram observadas alterações significativas na rigidez, ductibilidade ou carga
de início da fissuração.

Por outro lado, assim como apresentado na Figura 7.29, a variação da seção do pilar provocou
alterações maiores na carga de ruptura para as lajes maciças. Entre todos os modelos analisados,
a geometria quadrada alcançou a menor carga de ruptura, 602,9 kN, cerca de 6% inferior ao
modelo REF, com seção circular. Essa redução está de acordo com o estudo de Joseph e Lakshmi
(2018), que também verificou queda na carga de ruptura ao empregar seções quadradas, devido
ao acúmulo de tensões nos cantos do coluna.
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Figura 7.29 – Impacto do formato do pilar no comportamento de lajes
maciças (fonte: Autor)

Nessa perspectiva, para as seções retangulares, foi verificado que a seção com menor índice de
retangularidade, 25x28,28, apresentou carga de ruptura intermediária, entre as cargas obtidas para
pilar circular e quadrado. Além disso, o aumento da retangularidade proporcionou maior carga
de ruptura, embora esse comportamento seja o oposto do que é descrito no estudo de Melges
(2001). Vale mencionar, ainda, que esse comportamento pode estar associado ao perímetro de
controle, diretamente impactado pelo perímetro do pilar.

Como apresentado na Tabela 7.2, o pilar retangular de seção 15x47,12 apresenta perímetro igual
a 124,24 cm, 11% superior à seção 20x35,34 e 24% superior à seção circular, por exemplo.
Assim, como o perímetro de controle aumenta, conforme o aumento do perímetro do pilar,
a carga resistida também aumenta, o que pode explicar a carga atingida pelo pilar de maior
retangularidade, 655 kN. Por outro lado, é válido apontar que seções quadradas e retangulares
também são impactadas pela concentração de tensões nos vértices, sendo necessário um estudo
mais aprofundado sobre sobre os efeitos provocados por cada um desses parâmetros.

7.1.8 Presença de pré-laje

A utilização de pré-laje é comum e permite uma série de vantagens que vão desde a maior
sustentabilidade da construção a reduções de custo e maior rapidez na execução. Entretanto, como
a pré-laje é moldada em uma idade distinta do restante da laje (complemento), as propriedades
do concreto podem variar. Dessa forma, esse item busca compreender o impacto de concretos
com diferentes classes de resistência para a pré-laje.

Nesse contexto, foi verificado o impacto das alterações das propriedades do concreto em uma
camada de 5 cm de altura, junto à superfície inferior, concretada 28 dias antes da concretagem
do restante da laje. Para esse volume foi variada a resistência à tração, compressão e módulo de
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elasticidade de forma conjunta, a partir dos dados apresentados anteriormente, na subseção 7.1.5.
Já para o volume do complemento, foi considerado fcm igual a 3 kN/cm² e fctm e E também
calculados para essa resistência à compressão.

Assim, para levar em consideração o tempo entre a concretagem da laje e do complemento
de concreto, foi utilizada a variável texist na USERMAT. Dessa maneira, quando a análise no
software foi inciada no tempo 0, a pré-laje já era considerada com idade igual a 28 dias. Em
relação aos resultados, foi verificado um comportamento já esperado, ou seja, quanto maior a
resistência da pré-laje, maior a carga de ruptura obtida, tanto para lajes com vazios, Figura 7.30,
quanto para lajes maciças, Figura 7.31.

Figura 7.30 – Impacto da resistência à compressão da pré-laje no com-
portamento de lajes com vazios (fonte: Autor)

Figura 7.31 – Impacto da resistência à compressão da pré-laje no com-
portamento de lajes maciças (fonte: Autor)

Nesse sentido, vale apontar que o emprego da pré-laje pode impactar na carga de ruptura de
forma positiva. Ou seja, ao adotar apenas o volume da pré-laje com fcm igual a 5 kN/cm², o
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ganho na carga de ruptura pode chegar a 28% para as lajes maciças e 16% para a laje com
vazios analisada. Por outro lado, se por algum motivo a pré-laje apresentar fcm menor que o
complemento, como, por exemplo, 2 kN/cm², a carga de ruptura pode ser inferior ao esperado,
sendo que a redução pode chegar a, aproximadamente, 8% para as lajes maciças e com vazios.

7.2 LAJES COM ARMADURA DE CISALHAMENTO

Para analisar o grupo de lajes com armadura de cisalhamento, foram criados outros modelos de
referência para lajes com vazios (REF-CIS) e lajes maciças (REF-CIS-MAC), como apresentado,
respectivamente, nas Figuras 7.32a e 7.32b. Para esses modelos, foram empregadas armaduras de
cisalhamento no formato cruz, com 5 estribos de 8 mm de diâmetro para cada direção, espaçados
a cada 12,5 cm. Nesse sentido, para que os vazios não interceptassem a armadura, foi necessário
criar uma organização diferente daquela adotada nas lajes sem armadura de cisalhamento.

(a) (b)
Figura 7.32 – Geometria dos modelos (a) REF-CIS e (b) REF-CIS-MAC

(cm) (fonte: Autor)

Em relação às demais características geométricas, como altura, diâmetro das esferas, raio do
pilar e comprimento da laje, não houveram modificações em relação aos modelos de referência
do grupo de lajes sem armadura de cisalhamento. Além disso, também foram empregadas as
mesmas armaduras de flexão, propriedades do concreto e sistema de ensaio. Dessa maneira, o
objetivo desse item é verificar, de forma mais específica, a armadura de cisalhamento empregada
na modelagem, em relação aos tipos, bitolas e posição, bem como avaliar o impacto da região
sólida no entorno do pilar.

Inicialmente, o modelo REF-CIS foi analisado com uma laje semelhante, com as mesmas
características e posição das esferas, mas sem a armadura de cisalhamento. Os resultados dessas
análises são apresentados na Figura 7.33, sendo possível verificar que o emprego da armadura de
cisalhamento proporciona maior carga de ruptura, cerca de 5,7% quando comparado ao modelo
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sem estribos. Além disso, é evidente que a ductibilidade aumenta, já que o ramo descendente é
mais suave, gerando uma falha menos abrupta.

Figura 7.33 – Impacto da armadura de cisalhamento nas lajes com vazios
(fonte: Autor)

Para as lajes maciças, esse comportamento é semelhante, como apresentado na Figura 7.34,
mas o ganho na carga de ruptura é maior, cerca de 18%. Em relação à ductibilidade, a laje sem
armadura de cisalhamento apresenta queda abrupta, logo após alcançar a carga de ruptura. Por
outro lado, a laje com estribos apresenta um patamar constante, com aumento de deslocamentos
antes de inciar o ramo descendente.

Figura 7.34 – Impacto da armadura de cisalhamento nas lajes com vazios
(fonte: Autor)

A maior carga de ruptura alcançada para o modelo com estribos pode ser explicada através
das deformações de tração do concreto, avaliadas para as duas lajes maciças, para níveis de
carga semelhantes, como apresentado na Figura 7.35. Nesse caso, é evidente que o modelo
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sem armadura de cisalhamento apresenta deformações de tração significativamente mais altas,
formando a fissura de cisalhamento e o tronco de cone em cargas mais baixas.

(a) (b)
Figura 7.35 – Deformações principais de tração em diferentes cargas

dos modelos (a) sem e (b) com armadura de cisalhamento
(cm/cm) (fonte: Autor)

Outrossim, vale apontar que também foram analisados outros parâmetros para esse grupo de
lajes, como as propriedades do concreto, taxa de armadura de flexão e diâmetro das esferas.
Para o último parâmetro, foi verificado comportamento semelhante ao observado para as lajes
sem armadura de cisalhamento, ou seja, quanto menor o diâmetro das esferas, maior a carga de
ruptura da laje. Nessas análises, foi possível determinar que diâmetros iguais ou menores a 16
cm passavam a apresentar comportamento semelhante às lajes maciças.

Já em relação às propriedades do concreto, ao variar fcm, fctm e E de forma conjunta, foi
verificado comportamento muito próximo às lajes sem armadura de cisalhamento, com variações
semelhantes na carga de ruptura, rigidez e carga de início da fissuração. Por fim, ao variar a taxa
de armadura de flexão, também foi verificado comportamento próximo às lajes sem armadura de
cisalhamento.

7.2.1 Região sólida no entorno do pilar

Assim como no grupo de lajes sem armadura de cisalhamento, a região sólida no entorno
do pilar é um dos fatores que causam maior impacto na punção de lajes com vazios. Como
discutido anteriormente, a retirada de concreto pode impactar o perímetro de controle da punção,
diminuindo a resistência ao cisalhamento. Dessa forma, a Figura 7.36 ilustra a posição das
esferas para cada modelo analisado.

Nesse aspecto, vale mencionar que, comparativamente ao modelo REF-CIS, o modelo A consiste
na retirada de uma esfera, posicionada próximo ao pilar, aumentando o volume sólido da região.
Assim como ilustrado na Figura 7.37, essa medida não impactou no comportamento carga-
deslocamento, sendo que o ganho na carga de ruptura foi quase imperceptível, próximo a 2%.
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Por outro lado, quando as esferas contidas dentro do perímetro dos estribos foram retiradas,
modelo B, a carga de ruptura obtida foi significativamente superior, cerca de 16%.

REF-CIS A B C
Figura 7.36 – Posição das esferas na região sólida próxima ao pilar

(fonte: Autor)

Figura 7.37 – Impacto da região maciça no comportamento de lajes com
vazios com armadura de cisalhamento (fonte: Autor)

Além disso, ao retirar mais uma esfera, caracterizando o modelo C, a carga de ruptura foi próxima
à laje maciça, apenas 1,3% inferior. Nesse caso, devido à distância dos vazios, a ruptura ocorreu
na região maciça, sendo que a fissura principal e o tronco de cone se formaram entre os estribos.
No caso dos modelos REF-CIS, A e B, a fissura principal se formou nos vazios, causando a
ruptura prematura.

7.2.2 Bitola da armadura de cisalhamento

Em relação ao diâmetro das barras da armadura de cisalhamento, foram realizadas análises
variando esse parâmetro entre 4 a 12,5 mm, como apresentado na Figura 7.38, para o caso das
lajes com vazios. Dessa maneira, foi possível verificar que o emprego de bitolas menores, como
4 mm, por exemplo, não impacta significativamente na carga de ruptura, gerando uma queda
de, apenas, 3,6% em relação ao modelo REF-CIS, com 8 mm. Por outro lado, a ductilidade da
estrutura diminui significativamente.
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Figura 7.38 – Impacto da bitola dos estribos no comportamento de lajes
com vazios com armadura de cisalhamento (fonte: Autor)

Sob esse ponto de vista, também é possível verificar que bitolas maiores, como 12,5 mm tornam
a ruptura mais dúctil, mas não geram significativo aumento na carga de ruptura. Da mesma
forma, a Figura 7.39 apresenta as curvas carga-deslocamento para lajes maciças com diferentes
bitolas na armadura de cisalhamento. Quanto à carga de ruptura e ductilidade, há uma queda ao
empregar bitolas de 4 mm ou 6 mm, mas não há alteração significativa ao variar as bitolas entre
8 e 12,5 mm.

Figura 7.39 – Impacto da bitola dos estribos no comportamento de lajes
maciças com armadura de cisalhamento (fonte: Autor)

7.2.3 Posição da armadura de cisalhamento

A fim de verificar o comportamento da laje ao alterar a quantidade de estribos, foram realiza-
das análises a partir dos modelos referência, que continham 5 camadas. Dessa maneira, foram
analisados o emprego de 5, 4 e 2 camadas para as lajes com vazios, Figura 7.40 e maciças, Fi-
gura 7.41. No primeiro caso, não foram observadas alterações significativas, sendo que as curvas
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carga-deslocamento apresentadas praticamente se sobrepõem. Esse comportamento evidencia
que os vazios determinam a carga máxima e que os estribos não interferem significativamente
além das duas primeiras camadas.

Figura 7.40 – Impacto da quantidade de camadas de estribos no com-
portamento de lajes com vazios com armadura de cisalha-
mento (fonte: Autor)

Figura 7.41 – Impacto da quantidade de camadas de estribos no compor-
tamento de lajes maciças com armadura de cisalhamento
(fonte: Autor)

Por outro lado, nas lajes maciças, foi verificado um decréscimo na carga de ruptura ao adotar
2 ou 4 camadas, em comparação com 5 estribos para cada direção. Todavia, a carga obtida
com 2 camadas, 726,5 kN ainda é superior à laje maciça sem armadura de cisalhamento, 640,9
kN, como apresentado anteriormente. Dessa forma, pode-se considerar que todas as camadas
de estribos interferem na ruptura dessas lajes, embora as primeiras camadas apresentem maior
influência no modelo numérico analisado.
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Além disso, também foi verificado o impacto sobre o comportamento carga-deslocamento ao
adotar armadura de cisalhamento em apenas um direção. Vale mencionar que a armadura dos
modelos referência eram dispostas em duas direções, no formato cruz. No caso das lajes com
vazios com armadura de cisalhamento em uma direção, Figura 7.42, houve baixa redução na
carga de ruptura, 2,3%, quando comparada à laje REF-CIS. Na ductilidade também é possível
verificar queda, embora pouco significativa.

Figura 7.42 – Impacto da direção dos estribos no comportamento de
lajes com vazios com armadura de cisalhamento (fonte:
Autor)

Já nas lajes maciças, o impacto é mais visível, como pode ser observado na Figura 7.43. Na carga
de ruptura, ao adotar armadura em apenas uma direção, a redução na carga de ruptura é igual a
8,4%, quando comparada ao modelo com armadura de cisalhamento disposta em cruz. Nesse
caso, a ductilidade também é reduzida, sendo que a carga de ruptura é atingida e, em seguida,
a curva apresenta o ramo descendente. Na laje com armadura em duas direções, ao atingir a
carga de ruptura, é possível verificar um trecho quase constante na curva, antes do início do ramo
descendente.

Figura 7.43 – Impacto da direção dos estribos no comportamento de lajes
maciças com armadura de cisalhamento (fonte: Autor)
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8 CONCLUSÕES

O objetivo principal desse estudo era analisar numericamente, por meio de uma análise paramé-
trica, o comportamento de lajes lisas com vazios esféricos submetidas à falha por punção. Nesse
contexto, inicialmente foram apresentadas as principais características do sistema, o fenômeno da
punção, os modelos constitutivos e a modelagem empregada. Após, foram realizadas validações
numéricas no software ANSYS, simulando 19 lajes ensaiadas experimentalmente por outros auto-
res, submetidas à falha por punção, que variaram quanto à presença de vazios, sistema de ensaio,
pré-laje, propriedades dos materiais, geometria e armadura de cisalhamento. Por fim, a análise
paramétrica foi desenvolvida, verificando o impacto no comportamento carga-deslocamento ao
variar parâmetros como presença de esferas, região sólida no entorno do pilar, diâmetro e posição
vertical das esferas, espessura da laje, propriedades do concreto, taxa de armadura de flexão,
formato e geometria do pilar, presença de pré-laje e parâmetros relacionados ao emprego de
armadura de cisalhamento.

Na etapa de validação, quanto à modelagem, as esferas foram empregadas por meio de comandos
de subtração de volumes, disponíveis no ANSYS. Na etapa de solução do problema, foi verificado
que, ao alterar o sentido dos deslocamentos impostos entre duas etapas de carga, o software

inicialmente aplicava um incremento de deslocamento maior que os demais, para levar a laje à
situação inicial, ou seja, à configuração em que o deslocamento imposto era nulo. Devido à isso,
as curvas carga-deslocamento apresentavam um pico inicial, o que não era verificado nos ensaios
experimentais. Para contornar essa situação, impondo ao software que o deslocamento partisse
da configuração da laje relativa ao final do carregamento anterior, foi aplicado um comando
específico do ANSYS denominado %_FIX%. Ainda sobre a modelagem, foi verificado que a
simulação numérica apresentou uma dependência de malha, comportamento também evidenciado
na literatura.

Quanto aos resultados da validação, foi observada boa aproximação para quase todos os modelos,
tanto para lajes maciças quanto com vazios, principalmente em relação à carga de ruptura. Nas
lajes que apresentaram assimetria no carregamento, quando essa condição foi considerada na
modelagem verificou-se que a simulação numérica conseguiu reproduzir um comportamento
próximo ao real, evidenciando que cargas desbalanceadas tornam a punção um tipo de falha
ainda mais crítico. Para esses casos, houveram reduções significativas na carga de ruptura obtida.
Ainda, também foi verificado que ao considerar o emprego de concreto reforçado com fibras de
aço (CRFA) na modelagem, há um aumento na carga de ruptura e ductilidade da laje.
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Nas curvas carga-deslocamento, foi verificada uma rigidez mais alta para a maior parte das lajes
modeladas, quando comparada aos resultados experimentais. Outrossim, quanto às deformações
da armadura de flexão, o modelo numérico aproximou bem os resultados relativos ao início das
deformações (carga de fissuração do concreto), bem como inclinação da curva e deformação final
para a maioria das lajes analisadas. Também foi possível verificar, para as lajes com concreto
convencional, que poucos ou nenhum elemento da armadura atingiram a tensão de escoamento,
evidenciado a falha por punção. Ademais, para as armaduras de cisalhamento compostas por
estribos, foi verificado que as curvas carga-deformação se mantiveram próximas dos dados
experimentais. Nas lajes com armadura de cisalhamento formada por treliças os dados são mais
distantes do real, mas o modelo ainda consegue determinar com boa precisão a carga de início
das deformações. Por fim, em relação aos studs, não foram verificadas boas aproximações, já
que as deformações obtidas experimentalmente foram nulas ou quase nulas, diferentemente do
observado na análise numérica.

Já em relação às deformações do concreto, coletadas na região submetida à compressão, foi
verificada boa aproximação para quase todos os modelos. Nesse caso, para várias lajes, destaca-se
que foram observadas reduções das deformações quando o nível de carga se aproximava da
ruptura, comportamento também verificado na literatura, que evidencia a falha por punção. Nos
mapas de fissuração, embora a modelagem adotada não permitisse uma visualização precisa,
foi possível identificar a formação das fissuras circunferenciais principais, na face superior.
Nas superfícies de ruptura, quando disponíveis, foi observada boa concordância com os dados
experimentais, sendo que, no caso das lajes com esferas, a formação do tronco de cone sempre
ocorreu na primeira camada de vazios.

Ainda na validação numérica, para o caso das lajes com CRFA, estavam disponíveis dados
experimentais relacionados à abertura de fissura em determinada região da laje. Para estimar
esses resultados, foi empregada a formulação do fib Model Code 2010 (2013), que permite
determinar a abertura das fissuras de forma indireta, a partir de deformações lidas no modelo
numérico. Assim, foi verificado que a formulação, bem como a modelagem, apresentou resultado
semelhante ao experimental, para qualquer nível de carga nas lajes analisadas.

Na análise paramétrica, foi verificado que a presença de vazios impacta diretamente na carga de
ruptura obtida. Ao comparar a laje com esferas apresentada como modelo referência com uma laje
maciça de mesma espessura, a carga de ruptura foi 20% inferior, a rigidez foi menor, bem como
a carga de início da fissuração. Por outro lado, ao comparar a laje com vazios com um modelo
maciço de espessura equivalente, ou seja, mesmo volume de concreto com espessura reduzida,
o último apresenta carga de ruptura cerca de 28% inferior, bem como menor rigidez e maior
deslocamento, comparando à laje com vazios. Esse comportamento evidencia que o sistema de
lajes com vazios, quando adequadamente empregado, contribui para o melhor aproveitamento
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da seção da estrutura, diminuindo o concreto de regiões pouco solicitadas e, dessa maneira,
tornando a construção mais sustentável e econômica, além de auxiliar no isolamento acústico.

Nessa perspectiva, também foi possível perceber que a distância das esferas em relação ao pilar
apresenta grande impacto na resistência à punção. Quando os vazios foram posicionados o
mais próximo possível do pilar, a carga de ruptura foi 44% inferior ao modelo de laje maciça
referência. Por outro lado, quando foi adotada uma região sólida maior, o comportamento da
estrutura se aproximou à laje maciça, sendo que o modelo com menos esferas atingiu carga
apenas 2,1% inferior. Para o último caso, devido à distância da primeira camada de vazios em
relação ao pilar, a formação do tronco de cone ocorreu na região maciça, sendo que as esferas
passaram a exercer pequena influência, apresentando baixas deformações de tração no concreto.

Quando esse comportamento foi analisado levando em consideração os perímetros de controle
das normas de cálculo ACI 318 (2019), Eurocode 2 (2004) e ABNT NBR 6118 (2023), foi
verificado um comportamento que merece atenção. Para a primeira normativa, o perímetro de
controle não interceptou os vazios em nenhum caso analisado. Dessa maneira, é evidente que
a carga de cisalhamento obtida pela formulação da norma será superestimada, mesmo quando
são empregadas algumas formulações disponíveis na literatura, que levam em consideração, por
exemplo, a subtração das áreas das esferas interceptadas pelo perímetro de controle. Por outro
lado, a análise das normas Eurocode 2 (2004) e ABNT NBR 6118 (2023) evidenciou que, se
todo o perímetro de controle é preservado como laje maciça e nenhuma esfera intercepta essa
região, a carga de ruptura das lajes com vazios é próxima das lajes lisas convencionais. Todavia,
quando os vazios interceptam essa região a análise numérica demonstra que a carga diminui, não
sendo possível empregar as formulações usuais das normativas.

Além disso, foi verificado que a posição vertical dos vazios pouco influencia no comportamento
carga-deslocamento, diferentemente do que ocorre ao alterar o diâmetro das esferas. Para a
altura de laje analisada, 28 cm, foi verificado que diâmetros próximos a 14 cm tornavam o
comportamento da laje próximo ao obtido para o modelo maciço. Entretanto, ao adotar diâmetros
maiores, como 22,5 cm ou 24 cm, a carga de ruptura apresentava, respectivamente, queda igual a
16,7% e 24%, quando comparada ao dado obtido para a laje maciça.

Outrossim, foi observado que o aumento na espessura também apresenta grande impacto na falha
por punção, tanto nas lajes maciças quanto com vazios. No caso das lajes maciças, por exemplo,
alturas variando entre 12 e 40 cm, resultaram em cargas de ruptura que variaram entre 142,9 kN
e 1047 kN. Para essas análises, também foi observado que espessuras iguais ou menores a 16 cm
alteram o tipo de falha de punção para flexo-punção.

Nas propriedades do concreto, a alteração do módulo de elasticidade não impactou de forma
significativa nos resultados. Ao variar apenas a resistência média à compressão (fcm), foi possível
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observar alterações na carga de ruptura. Para concreto com fcm igual a 3 kN/cm², por exemplo,
houve um acréscimo de 10% na carga de ruptura ao comparar com concreto de fcm igual a 2
kN/cm². Já ao variar a resistência a tração (fctm) de forma isolada, o comportamento carga-
deslocamento sofreu significativas alterações. Quanto maior o valor de fctm, maior a carga
de início de fissuração e maior a carga de ruptura, sendo que, ao avaliar resistências à tração
correspondentes a concretos de classe C20 e C30, há um aumento próximo a 30% para o segundo
caso.

Além disso, quanto maior a taxa de armadura de flexão, maior a carga de ruptura e rigidez da
estrutura. Para taxas maiores ou iguais a 0,75% não foram verificadas alterações significativas,
tanto para as lajes maciças quanto com vazios. Por outro lado, para taxas menores, houve
alteração expressiva na ductilidade, rigidez e carga de ruptura. Ademais, nas lajes com vazios, as
alterações de formato e dimensões do pilar não apresentaram grande impacto, já que a resistência
à punção era limitada pela presença das esferas. Nas lajes maciças, o tamanho do pilar alterou a
carga de ruptura, gerando um acréscimo de 25% para raio igual a 15 cm, quando comparado ao
raio de 10 cm, por exemplo. Ao avaliar o formato, foi possível identificar variações pequenas,
sendo que a seção quadrada apresentou a menor carga de ruptura.

Ao empregar a pré-laje, a classe de concreto desse volume foi variada entre C20 e C50, sendo
que, no complemento, foi considerado concreto C30. Ao adotar pré-laje com resistência inferior
ao restante da laje, houve redução de 8% na carga de ruptura. Por outro lado, ao adotar classe
de resistência maior, como C50, o aumento na carga de ruptura foi igual a 28% e 16% para as
lajes maciças e com vazios, respectivamente. Assim, essa análise evidenciou a importância do
controle das propriedades da pré-laje, para o caso da punção.

Nesse contexto, também foram avaliadas lajes com armadura de cisalhamento composta por 5
camadas de estribos no formato cruz. Nas lajes maciças, houve aumento de 18% na carga de
ruptura e comportamento significativamente mais dúctil, quando comparado ao modelo sem
estribos. Nas lajes com vazios também foi observado comportamento mais dúctil, sendo que a
carga de ruptura apresentou acréscimo de 5,7%. Ao variar a posição das esferas, foi possível
verificar que, ao adotar um raio sólido que engloba os estribos, não foram observadas alterações
significativas na curva carga-deslocamento, comparando ao modelo de laje maciça. Todavia, ao
adicionar vazios próximos ao pilar, a carga de ruptura foi menor.

Ao verificar a bitola dos estribos, houve pouco impacto nas curvas carga-deslocamento até a carga
de ruptura, especialmente ao empregar estribos iguais ou superiores a 8 mm. Nesse contexto,
quanto maior o diâmetro do estribo, mais dúctil era a curva resultante, sendo verificadas alterações
significativas no ramo descendente. Para diâmetros menores, como 4 ou 6 mm, houveram maiores
impactos na carga de ruptura, especialmente para as lajes maciças. Já ao variar a quantidade de
estribos entre 2 e 5 camadas, não foram observadas alterações significativas no comportamento
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da estrutura. Por fim, foi observado menor ductilidade e carga de ruptura ao adotar estribos
posicionados em apenas uma direção. Nas lajes com vazios, esse comportamento foi menos
evidente, apresentando redução de apenas 2,3% na carga de ruptura, já nas lajes maciças essa
variação foi maior, igual a 8%.

Portanto, esse estudo evidenciou o potencial das lajes lisas com vazios, bem como suas principais
fragilidades. Ao analisar uma falha frágil como a punção, foi evidenciado o quanto a alteração dos
parâmetros pode contribuir para uma resistência maior e, para quais casos, o emprego de vazios
se assemelha ou difere do comportamento das lajes lisas maciças. Após realizar uma simulação
numérica alinhada ao escopo do trabalho, também foi demonstrado a importância e necessidade
das simulações numéricas computacionais, não apenas pela economia de recursos, mas pela
possibilidade de analisar de maneira aprofundada o comportamento da estrutura, incluindo a
verificação de tensões e deformações em diversos pontos da laje.

Sugestões para trabalhos futuros:

a) Desenvolvimento de modelagens numéricas considerando o material das esferas e
avaliação do impacto desse parâmetro no comportamento da estrutura;

b) Verificação do comportamento, experimental e numérico, de lajes com diferentes tipos
de vazios, especialmente para aqueles formatos pouco discutidos na literatura;

c) Determinação por meio de simulação numérica, de forma comparativa, o impacto do
emprego de diferentes tipos de armadura de cisalhamento;

d) Avaliação da previsão de carga de diferentes normativas, identificando em quais casos
as formulações podem ser empregadas para lajes com vazios;

e) Análise do comportamento de lajes com vazios para carregamentos dinâmicos.
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APÊNDICE A – RESULTADOS DA VALIDAÇÃO NUMÉRICA DAS
LAJES DA UNIVERSIDADE DE BRASÍLIA

A.1 RSP28

Laje da 1ª série de concretagem, maciça, sem pré-laje e sem armadura de cisalhamento. Nesse
modelo foi considerado carregamento assimétrico.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.1 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)

(a) (b)
Figura A.2 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto (fonte:
Autor)
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Figura A.3 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1, 2,
3 e 4 (fonte: Autor)

A.2 BD28-P1

Laje da 1ª série de concretagem, com vazios, sem pré-laje e sem armadura de cisalhamento.
Nesse modelo foi considerado carregamento assimétrico.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.4 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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(a) (b)
Figura A.5 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto (fonte:
Autor)

Figura A.6 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1, 2,
3 e 4 (fonte: Autor)

A.3 BD28-P2

Laje da 1ª série de concretagem, com vazios, com pré-laje e sem armadura de cisalhamento.
Nesse modelo foi considerado carregamento assimétrico.
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(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.7 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)

Figura A.8 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1, 2,
3 e 4 (fonte: Autor)
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(a) (b)
Figura A.9 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto (fonte:
Autor)

A.4 BD28-P3

Laje da 1ª série de concretagem, com vazios, com pré-laje e com armadura de cisalhamento em
uma direção. Nesse modelo foi considerado carregamento assimétrico.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.10 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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(a) (b)
Figura A.11 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Figura A.12 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.13 - Deformação da armadura de cisalhamento nas posições 1
e 2 (fonte: Autor)
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Figura A.13 - Deformação da armadura de cisalhamento na posição 3
(fonte: Autor)

A.5 BD1

Laje da 2ª série de concretagem, com vazios, sem pré-laje e com armadura de cisalhamento em
uma direção.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.14 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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(a) (b)
Figura A.15 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Figura A.16 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.17 - Deformação da armadura de cisalhamento nas posições 1
e 2 (fonte: Autor)
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Figura A.17 - Deformação da armadura de cisalhamento na posição 3
(fonte: Autor)

A.6 BD2

Laje da 2ª série de concretagem, com vazios, com pré-laje e com armadura de cisalhamento em
uma direção.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.18 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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(a) (b)
Figura A.19 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Figura A.20 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.21 - Deformação da armadura de cisalhamento nas posições 1
e 2 (fonte: Autor)
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Figura A.21 - Deformação da armadura de cisalhamento na posição 3
(fonte: Autor)

A.7 SS1-2

Laje da 2ª série de concretagem, maciça, sem pré-laje e com armadura de cisalhamento em duas
direções.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.22 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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(a) (b)
Figura A.23 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Figura A.24 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.25 - Deformação da armadura de cisalhamento nas posições 1
e 2 (fonte: Autor)
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Figura A.25 - Deformação da armadura de cisalhamento na posição 3
(fonte: Autor)

A.8 SS2

Laje da 2ª série de concretagem, maciça, com pré-laje e com armadura de cisalhamento em duas
direções.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.26 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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(a) (b)
Figura A.27 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Figura A.28 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.29 - Deformação da armadura de cisalhamento nas posições 1
e 2 (fonte: Autor)
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Figura A.29 - Deformação da armadura de cisalhamento na posição 3
(fonte: Autor)

A.9 SS1-3

Laje da 3ª série de concretagem, maciça, sem pré-laje e com armadura de cisalhamento em duas
direções.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.30 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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Figura A.31 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Figura A.32 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.33 - Deformação da armadura de cisalhamento nas posições 1
e 2 (fonte: Autor)
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Figura A.33 - Deformação da armadura de cisalhamento na posição 3
(fonte: Autor)

A.10 BD3

Laje da 3ª série de concretagem, com vazios, sem pré-laje e com armadura de cisalhamento em
duas direções.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.34 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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Figura A.35 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Figura A.36 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.37 - Deformação da armadura de cisalhamento nas posições 1
e 2 (fonte: Autor)

Análise da punção em lajes com vazios esféricos através do Método dos Elementos Finitos



182

Figura A.37 - Deformação da armadura de cisalhamento na posição 3
(fonte: Autor)

A.11 BD4

Laje da 3ª série de concretagem, com vazios, com pré-laje e com armadura de cisalhamento em
duas direções.

Figura A.38 - Deslocamento médio dos LVDTS mais distantes do pilar
(fonte: Autor)

Figura A.39 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Eric Renã Zavitzki Schimanowski (ezschimanowski@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2024.



183

Figura A.40 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.41 - Deformação da armadura de cisalhamento nas posições 1,
2 e 3 (fonte: Autor)
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A.12 RSP-A01

Laje da 5ª série de concretagem, com vazios, sem pré-laje e com armadura de cisalhamento em
duas direções. Não foram apresentadas as deformações nas armaduras de flexão e de cisalhamento
devido à erros experimentais na obtenção das leituras.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.42 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)

Figura A.43 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

A.13 BD-A01

Laje da 5ª série de concretagem, com vazios, sem pré-laje e com armadura de cisalhamento tipo
stud.
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(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.44 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)

Figura A.45 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)
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Figura A.46 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Figura A.47 - Deformação da armadura de cisalhamento nas posições 1
e 2 (fonte: Autor)

A.13 BD-A02

Laje da 4ª série de concretagem, com vazios, sem pré-laje e com armadura de cisalhamento tipo
stud e treliças com inclinação de 60°.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda
Figura A.48 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.48 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)

Figura A.49 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.50 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)
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Figura A.51 - Deformação nos studs e nas treliças (fonte: Autor)

A.14 BD-A03

Laje da 4ª série de concretagem, com vazios, sem pré-laje e com armadura de cisalhamento tipo
stud e treliças com inclinação de 45°.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda
Figura A.52 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)

Eric Renã Zavitzki Schimanowski (ezschimanowski@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2024.



189

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.52 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)

Figura A.53 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.54 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)
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Figura A.55 - Deformação nos studs e nas treliças (fonte: Autor)

A.15 BD-A04

Laje da 5ª série de concretagem, com vazios, sem pré-laje e com armadura de cisalhamento de
treliças com inclinação de 60°.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda
Figura A.56 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.56 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)

Figura A.57 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.58 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Análise da punção em lajes com vazios esféricos através do Método dos Elementos Finitos



192

Figura A.59 - Deformação nas treliças (fonte: Autor)

A.16 BD-A05

Laje da 5ª série de concretagem, com vazios, sem pré-laje e com armadura de cisalhamento de
treliças com inclinação de 45°.

(a) Próximo à borda (b) Centro-borda

(c) Centro-pilar (d) Próximo ao pilar
Figura A.60 - Deslocamentos em diferentes pontos da laje (fonte: Autor)
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Figura A.61 - Deformação da armadura de flexão nos extensômetros 1,
2, 3 e 4 (fonte: Autor)

Figura A.62 - Deformações (a) radiais e (b) tangenciais do concreto
(fonte: Autor)

Figura A.63 - Deformação nas treliças (fonte: Autor)
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APÊNDICE B – TRECHOS DOS SCRIPTS DAS ANÁLISES
NUMÉRICAS

Nesse apêndice serão abordados, de forma resumida, alguns itens dos scripts, com o objetivo de
demonstrar, por exemplo, quais os comandos empregados para a modelagem das esferas, das
treliças e como foi aplicada a etapa de carga que fixa os deslocamentos.

B.1 TRECHO DO SCRIPT RELATIVO À MODELAGEM DAS ESFERAS

Para as esferas, o código foi construído de forma a identificar a quantidade de vazios máxima
em cada direção, bem como o número de vazios em cada camada. Para isso são necessários
alguns dados de entrada relativos à geometria, que são apresentados na Figura B.1, para o caso
das lajes BD28-P1 ou BD28-P2, descritas na etapa de validação numérica. Nessa situação, para
modelar as demais lajes somente é necessário alterar a quantidade de esferas em cada camada e
o cobrimento vertical dos vazios.

Figura B.1 - Dados de entrada relativos à geometria das esferas (fonte:
Autor)

Na modelagem, inicialmente é criado um volume de concreto para uma laje maciça. Após, são
criadas as esferas próxima ao eixo, sendo que cada uma é movida para a sua posição definitiva.
Por fim, do volume inicial são retirados todos os volumes esféricos. Já no caso das lajes maciças,
apenas é criado o volume inicial de concreto. Todos os passos são explicados com detalhes na
Figura B.2.
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Figura B.2 - Modelagem das esferas (fonte: Autor)

B.2 TRECHO DO SCRIPT RELATIVO À MODELAGEM DAS TRELIÇAS

Para a modelagem das treliças, empregadas nas séries de concretagem 1, 2 e 3 da validação
numérica, também foram adicionadas variáveis geométricas e, após, foram criados os banzos
inferior e superior. Nas diagonais, foram empregados laços para automatizar a criação de
keypoints e linhas. Nesse aspecto, a Figura B.3 e a Figura B.4 apresentam, respectivamente, os
dados de entrada e a modelagem de uma treliça.
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Figura B.3 - Dados de entrada relativos à geometria das treliças (fonte:
Autor)

Figura B.4 - Modelagem das treliças (fonte: Autor)

B.3 TRECHO DO SCRIPT RELATIVO À MODELAGEM DA ETAPA DE CARREGAMENTO
DE FIXAÇÃO DOS DESLOCAMENTOS

Quando duas etapas de carga apresentam deslocamentos em sentidos diferentes, o software

busca, no primeiro incremento da segunda etapa, retornar à situação de deslocamento nulo,
para então alterar a direção. Essa medida gera um incremento inicial maior que os demais e
impacta nos resultados para cargas baixas, como apresentado na Figura B.5, para uma curva
carga-deslocamento. Para evitar que isso ocorra, foi empregado um comando reservado do
ANSYS, %_FIX%, que faz com que a análise parta dos deslocamentos precedentes aplicando
pequenos incrementos de deslocamento iguais. Além disso, para ilustrar como esse comando foi
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empregado, a Figura B.6 apresenta o 4º caso de carga das validações numéricas, com todas as
configurações adotadas.

Figura B.5 - Impacto do comando FIX na curva carga-deslocamento
(fonte: Autor)

Figura B.6 - Comandos da etapa de carga 4 (fonte: Autor)
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