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Fim dos tempos. Ahasverus,

sentado em uma rocha, fita longamente o horizonte,
onde passam duas dguias cruzando-se.

Medita, depois sonha.

Vai declinando o dia.

Viver! — Machado de Assis



RESUMO

A relagdo intrinseca entre propriedades de simetria e leis de conservagao de um sistema meca-
nico é considerada fundamental, ndo sendo exclusiva da mecanica classica, mas também obser-
vada na mecénica quantica, na teoria quantica de campos e demais areas da fisica. Esta relacao
corresponde a invariancia do sistema sob certas transformag¢des matemadticas, o que define uma
lei de conservacgao associada. Em contrapartida, a descoberta de que certas folhas planas de gra-
fite — designadas como grafeno — possuem estabilidade sob condi¢des experimentais apropria-
das, abriu um novo campo de pesquisa voltado para uma tecnologia inovadora de dispositivos
eletrOnicos, valendo a Konstantin Novoselov e Andre Geim o Prémio Nobel de Fisica de 2010.
A partir dai, diferentes conformacdes estruturais do grafeno foram desenvolvidas; uma delas é
a bicamada de grafeno. Num contexto de relevancia do estudo deste material, para além das
conhecidas interacdes de Van der Waals presentes na bicamada, hd uma série de fendmenos
cujas propriedade fisicas sdo de elevada importancia na pesquisa basica: a existéncia de cargas
fraciondrias que resultam de modos zero de Dirac (pontos de Dirac) presentes na primeira zona
de Brillouin da rede cristalina formado pelo grafeno; este fracionamento resulta em um efeito
Hall quéntico aprimorado; elétrons com velocidade de Fermi com comportamento semelhante
ao de fétons e por isso considerados destituidos de massa, com efeitos relativisticos. R. Jackiw
e S.-Y. Pi aplicaram um campo de calibre para a oscilacio de energia presente na primeira zona
de Brillouin e postularam um Ansatz, estabelecendo um sistema de oscilagdes acopladas atra-
vés de um par de equagdes diferenciais de primeira ordem lineares. A fim de verificar as leis de
conservacao deste sistema, consideramos uma formulagdo variacional que descreva o sistema,
apresentando simetrias de Noether. A partir do hamiltoniano, ndo-trivial para o caso, é cons-
truida uma lagrangiana e o problema ¢ tratado através dos métodos de simetrias e invariantes
de Noether, a fim de encontrar constantes de movimento. Este processo é fundamentado em
transformacoes infinitesimais constituindo uma algebra de Lie. Através da equagao de Pinney,
determinou-se uma solucdo analitica para o par de equacdes proposto, inexistente na literatura

até o presente momento.

Palavras-chave: Equacées Diferenciais, Sistemas Ndo-lineares, Equacdo de Pinney, Sistemas
Integraveis, Teorema de Noether, Oscilador Harménico Dependente do Tempo, Modelo de
Jackiw-Pi, Grafeno.



ABSTRACT

The intrinsic relationship between symmetry properties and conservation laws of a mechanical
system is considered a fundamental relationship, not exclusive to classical mechanics, but also
observed in quantum mechanics, quantum field theory and other areas in physics. This relation
corresponds to the invariance of the system under certain mathematical transformations, which
defines an associated conservation law. On the other hand, the discovery that certain flat sheets
of graphite — designated as graphene — have stability under appropriate experimental conditions,
opened a new field of research oriented to innovative technology of electronic devices, resulted
to Konstantin Novoselov and Andre Geim the Nobel Prize of Physics 2010. From there, differ-
ent structural conformations of graphene have been developed; one of which is the graphene
bilayer. In a relevant context about study of this material, beyond known Van der Waals inter-
actions present in the bilayer, there are a series of phenomena whose physical properties are
of high importance in basic research: the existence of fractional charges that result from zero
Dirac modes (Dirac points) present in the first Brillouin zone of the crystal lattice formed by
graphene; this fractionation results in an enhanced quantum Hall effect; electrons with Fermi
speed with photons-like behavior and therefore considered devoid of mass, with relativistic ef-
fects. R. Jackiw and S.-Y. Pi applied a gauge field to the energy oscillation present in the first
Brillouin zone and postulated an Ansatz, establishing a system of coupled oscillations through
a pair of linear first-order differential equations. In order to verify the conservation laws of this
system, we consider a variational formulation that describes the system and that presents the
Noether’s symmetry relations. From the Hamiltonian, non-trivial for the case, a Lagrangian is
constructed and we start to treat the problem through the methods of symmetries and Noether’s
invariants, in order to find constants of motion. This process is based on infinitesimal transfor-
mations forming a Lie algebra. By means of Pinney’s equation, we found an analytical solution

for the proposed pair of equations, non-existent in the literature until the present moment.

Keywords: Differential Equations, Pinney’s Equation, Nonlinear Systems, Integrable Systems,

Noether’s Theorem, Time Dependent Harmonic Oscillator, Jackiw-Pi Model, Graphene.



SIMETRIAS DE NOETHER DO MODELO DE JACKIW-PI
PARA BICAMADA DE GRAFENO (PRESS RELEASE)

Amalie Emmy Noether (1882 — 1935) foi uma mulher a frente do
seu tempo. Uma matematica alema conhecida por contribui¢des de
grande impacto na fisica tedrica e dlgebra abstrata. David Hilbert, Al-
bert Einstein e Hermann Weyl consideravam-na como a mulher da ma-
temdtica mais importante de toda a histéria. Seu teorema, conhecido

como Teorema de Noether, explica a conexao fundamental existente

entre a simetria na fisica e as leis de conservacao.

Tempos mais tarde, em meados da década de 50, surge uma teoria
Amalie Emmy Noether

(1882 1935).

que descreve um material cuja estrutura é dada por uma cadeia de
atomos de carbono ligados numa geometria hexagonal, semelhante a
um favo de mel, formando uma rede cristalina plana. Esta estrutura,
que foi denominada de grafeno em 1994 e obtida experimentalmente
no ano de 2004, valeu a Novoselov e Geim o Prémio Nobel de Fisica de 2010. E um material
revoluciondrio do ponto de vista de sua obtencdo e de suas aplicagcdes, onde se abriu um novo
campo de pesquisa voltado para a tecnologia inovadora de dispositivos eletronicos. Além disto,

ha uma gama de fendmenos fisicos diretamente ligados as pesquisas bésicas em fisica.

No ano de 2008, R. Jackiw e S.-Y. Pi publicaram um trabalho na re-

vista Physical Review B - Condensed Matter and Materials Physics,

intitulado Persistence of zero modes in a gauged Dirac model for bi-

layer graphene. Neste trabalho, foi apresentado um modelo matema-

tico para a oscilagdo de energia presente em cada vértice da estrutura
hexagonal (pontos de Dirac - K, K’) da bicamada de grafeno, o que

determinou um sistema de oscilacdes acopladas através de um par de

equagdes diferenciais de primeira ordem lineares.

Nosso trabalho se empenhou em buscar uma solugdo analitica para  Espectro de energia em
este par de equagdes e para isto, fizemos uso do Teorema de Noether  {orno dos pontos K e K.
como ferramenta da Fisica-Matematica, obtendo as constantes de mo-

vimento deste sistema oscilatério acoplado.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais, Sistemas Nao-lineares,

Equacdo de Pinney, Sistemas Integraveis, Teorema de Noether, Modelo de Jackiw-Pi, Grafeno.
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INTRODUCAO

A descoberta de que ha uma relagdo intrinseca entre propriedades de simetria e leis de con-
servacao de um sistema mecanico conta desde o inicio do século XX, tendo adquirido uma
grande importancia na fisica, ndo sendo exclusiva da mecanica cldssica. Também € observada
na mecanica quantica, na teoria quantica de campos e ainda em outras areas da fisica. Constitui-
se numa relacdo fundamental da fisica a vinculagcdo entre simetrias e leis de conservacao [1].
Em fisica, simetria se refere a um conjunto de transformacdes que leva um determinado objeto
matematico ser invariante em sua forma, ou ainda, que certo sistema € invariante sob o parame-
tro de transformacdo aplicado [2]. Essa relacdo entre propriedades de simetria de um sistema
mecanico, correspondendo a invariancia deste sistema sob certas transformagdes, € o que define

a lei de conservacdo associada ao sistema.

Algumas décadas mais tarde, em contrapartida, temos a descoberta de que certas folhas planas
de grafite - comumente designadas como grafeno - possuem estabilidade sob condi¢des experi-
mentais apropriadas. Isto abriu um novo campo de pesquisa voltado para a tecnologia inovadora
de dispositivos eletronicos baseados no grafeno. Estas experiéncias [3] valeram a Konstantin
Novoselov e Andre Geim o Prémio Nobel de Fisica de 2010. O termo grafeno foi recomendado
pela IUPAC (International Union of Pure and Applied Chemistry) no ano de 1994, sendo ori-
ginalmente proposto por Hanns-Peter Boehm em 1961 [4], Ralph Setton e Eberhard Stumpp.
Eles foram responsdveis por identificar e isolar folhas simples do grafeno através do processo
de microscopia de transmissdo eletronica e difracdo por raios-X. Uma série de aplicacdes do
grafeno sdo descritas em um manual que abrange diferentes dreas do conhecimento e trazem
perspectivas de seu uso [5]. Uma das principais aplicabilidades, para citar um exemplo, sugere
a producdo de biomarcadores desenvolvidos a partir da estrutura do grafeno. O principal me-
canismo de transporte dos portadores de carga ocorre por um efeito Hall quantico aprimorado
acompanhado por uma fase geométrica de Berry ndo nula, a qual j4 foi observada experimental-

mente [6].

O presente trabalho tem por objetivo realizar um estudo de revisao das relacdes entre as leis de
conservacao e simetrias de sistemas fisicos, na drea de Fisica-Matematica, utilizando o grafeno
como exemplo de aplicacdo. Diante da presente relevancia que o grafeno tem tomado, ndo so-
mente em termos de aplicacdo tecnoldgica mas principalmente no estudo de propriedade fisicas
de elevada importancia dentro da pesquisa basica, buscamos um modelo de descri¢do em que
as leis de conservacdo e simetria sejam aplicaveis. Este modelo corresponde ao proposto por

Jackiw-Pi para bicamada de grafeno [7]. Os esfor¢os sdo direcionados em aplicar o teorema
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de Noether para solucionar um sistema de equacgdes diferenciais ordinérias (EDOs) acopladas,
estudando os métodos matemdticos correspondentes e abordando as simetrias e invariantes de
Noether [8]. Do resultado, é apresentada uma solugdo analitica original [9]. Com isso, deve fi-
car claro que nosso foco estard nas equacdes do modelo de Jackiw-Pi, ndo sendo objeto central
deste trabalho o estudo aprofundado das propriedades fisicas do grafeno que ndo sejam aquelas
J& expostas e bem estabelecidas em diversas literaturas. Assim, a fisica do grafeno € apresen-
tada, aqui, exclusivamente como uma contextualizacdo para o estudo de sistemas que envolvam

simetrias e leis de conservacao, temas proprios da Fisica-Matematica.

Jackiw e Pi propuseram um modelo que analisa o comportamento de interacdes acopladas entre
os portadores de carga e a propaga¢do de energia por ondas em uma rede cristalina de grafeno
[7]. Desde meados dos anos de 1940, outros modelos também vinham discutindo as interacdes
do grafeno, avaliando diferentes fendmenos, embora a existéncia estdvel da camada simples
ou da bicamadas ainda ndo houvesse sido obtida [10]. A bicamada de grafeno constitui-se na
sobreposicao de duas monocamadas similares, dispostas em planos sobrepostos onde ocorrem
interacdes inter-camadas, sabidamente, interacdes de Van der Waals. O modelo de Jackiw-Pi
visa compreender o comportamento dos elétrons nas bandas de valéncia e conducdo em ter-
mos de elétrons de Dirac e da propagacdo de ondas produzidas por estas interacoes [7, 10]. O
surgimento do grafeno como substincia planar verificada experimentalmente, trouxe 4 tona a
discussdo sobre os modos zero de Dirac e as cargas fraciondrias de Dirac. Excitacdes de baixa
energia podem ser descritas por uma equacao de Dirac em duas dimensdes espaciais. Para diver-
sos padrdes de dimerizagao do material, os campos efetivos de Dirac interagem com um campo
escalar homogéneo, surgindo uma lacuna no espectro de Dirac [7, 11]. Em perfis topolégicos
caracteristicos do material, hd a possibilidade da ocorréncia destas cargas fraciondrias - férmi-
ons de Dirac - num intervalo de estado de energia média zero [7, 11, 12]. Para a aproximacgao
de ligacao forte em bicamada, existem dois pontos de Dirac. Se ocorrer uma dimerizacao par-
ticular, conhecida como distor¢do de Kekulé, o hamiltoniano de Dirac efetivo também passa a

ter uma interacdo com um campo escalar no sistema [7].

Sob condig¢des de autoestados de Dirac de energia zero, sdo calculadas as equagdes dos autova-
lores, o que resulta em duas EDOs lineares de primeira ordem acopladas, as quais conduzem-se
ao modelo de Jackiw-Pi mencionado. Foi entdo desenvolvida uma descri¢do de Ermakov-Lewis
para o modelo [13]. A partir dai, estabelecemos a hipétese da existéncia de alguma lei de conser-
vacdo e de simetrias, associadas ao modelo. Construimos um hamiltoniano, que apresentou-se
como nao-trivial. As simetrias do sistema sdo construidas mediante uma dlgebra de Lie, a qual
permite a realizacdo de transformacdes infinitesimais que produzem um invariante, o invari-
ante de Noether. Este invariante, aplicado ao modelo, resulta nas constantes de movimento do
sistema. O fundamento matemético para esta tarefa vem a partir do teorema de Noether, que

permite determinar as constantes de movimento de um dado sistema a partir do lagrangiano que
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o descreve. Este lagrangiano € obtida por uma transformada inversa de Legendre aplicada sobre
o hamiltoniano que construimos. Se a descri¢do do modelo apresenta equagdes analiticamente
soliveis, podemos afirmar que o sistema € integravel e obtermos com isso uma solucao exata

do sistema.
Feitas estas observagdes, estruturamos o presente trabalho da seguinte forma:

O Cap. 1, realiza uma breve revisdo da estrutura e das caracteristicas principais do grafeno
e da bicamada de grafeno, buscando apresentar o que diversos textos e pesquisas ja expdem
sobre estes aspectos. Define-se a estrutura da monocamada, seus espectros de energia e sao
trazidos alguns aspectos matemadticos que caracterizam o sistema de um modo geral, estendidos
para caracteristicas da bicamada de grafeno. Na sequéncia, sdo apresentados os fundamentos
que conduziram ao modelo de Jackiw-Pi para a bicamada de grafeno. Expusemos o conceito
dos modos zero de Dirac, o qual é avaliado sob um campo de calibre, conforme proposto por

Jackiw-P1i [7], que resultou em duas EDOs acopladas.

Para o Cap. 2, uma vez tendo definido o modelo de Jackiw-Pi para a bicamada de grafeno,
apresentamos a hipotese de alguma lei de conservagdo e realizamos a constru¢do de um ha-
miltoniano H(q, p,t) que descreva o sistema em termos de varidveis dinimicas, g, p. E feita
entdo uma substitui¢cdo conveniente de varidveis para a reformulacdo do modelo de Jackiw-Pi,
apresentado em [13], que resulta em um hamiltoniano ndo-trivial em razao do campo de calibre
aplicado. Sobre este hamiltoniano é aplicada uma transformada de Legendre inversa, obtendo-
se o lagrangiano do sistema. Em sequéncia, é definida a equagdo de Pinney, a qual corresponde
a uma equagao diferencial ndo-linear de solucdo exata, crucial na busca da solug@o proposta. O
capitulo apresenta-se adequado para exposi¢ao desta equacgdo, definindo elementos matemaéticos

que fundamentam o que segue adiante no trabalho.

Posteriormente, no Cap. 3, apresentamos brevemente alguns elementos matematicos para as
relacdes de simetria e leis de conservacao, fundamentais para encontrar as simetrias puntuais
presentes no modelo de Jackiw-Pi para a bicamada de grafeno. Este processo se dé através da
aplicag@o do teorema de Noether. Para tanto, sdo definidas transformagdes infinitesimais e ge-
radores de simetria, advindos das simetrias de Lie que fundamentam uma algebra de simetria
mais geral, na qual o grupo de simetrias de Noether € um caso particular. Dadas certas transfor-
macodes no espaco de varidveis induzidas por transformagdes infinitesimais, define-se o teorema
de Noether numa breve constru¢dao. Obtém-se, a partir dai, o invariante de Noether, a partir do
calculo das simetrias de Noether, fazendo uso da equagdo de Pinney [14], estabelecida no Cap. 2.
Ainda neste mesmo capitulo, € realizada uma revisao sobre sistemas integraveis, considerando

os colchetes de Poisson entre as quantidades conservadas.

No Cap. 4, s@o aplicados os fundamentos mateméticos desenvolvidos e que permitem construir
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as simetrias puntuais de Noether do modelo discutido. Identifica-se ai que o invariante de No-
ether corresponde a invariancia do funcional da acdo. O procedimento para calcular simetrias
puntuais de Noether é bem conhecido [15], com o qual € aplicado uma sequéncia de proce-
dimentos. Cinco solucdes linearmente independentes sdo obtidas, das quais, duas podem ser
destacadas levando a invariantes funcionalmente independentes para simetrias de Noether ad-
missiveis. Estas aparecem na forma de um invariante de Ermakov-Lewis, em particular. Com
isso, € obtido um par de equacdes de terceira e segunda ordens, correspondentes a um Oscilador
Harmonico Dependente do Tempo (OHDT). A partir dai, € suposto para a simetria algébrica e
para o invariante de Noether, uma solu¢@o ndo-trivial exata para o OHDT, sendo obtidas pela
solucdo da equacdo de Pinney. Por fim, é feita uma abordagem direta utilizando um campo de

calibre conhecido, onde € realizado um exemplo numérico como forma ilustrativa.

O Cap. 5 dedica-se a conclusao do trabalho, onde sdo avaliados aspectos relevantes da sua reali-
zacdo e de resultados obtidos. Também sdo apontados possiveis estudos em termos de trabalhos

futuros, os quais levam em consideracao as realiza¢des deste trabalho.
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1 O GRAFENO E O MODELO DE JACKIW-PI

Uma extensa literatura discute as propriedades e aplicacdes do dtomo de carbono, com in-
teresse em pesquisas envolvendo diferentes dreas [16]. Das trés formas alotropicas naturais do
carbono (carbono amorfo, grafite e diamante), o grafeno é uma forma alotrépica sintética. Um
sucessivo empilhamento das folhas do grafeno, numa ordem de espessura de um dtomo para
cada folha (0,335 nm), produz o grafite [3] numa forma alotrépica natural, onde atuam forcgas
de Van der Walls. H4 ainda outros alétropos sintéticos como os fulerenos e os nanotubos de

carbono.

Faremos aqui uma apresentacao do que diversos textos e pesquisas apontam sobre a estrutura e
as caracteristicas principais do grafeno. Definiremos a estrutura bdsica da monocamada e seus
espectros de energia, estendendo caracteristicas relevantes e suas diferencas para a bicamada de

grafeno.

A partir disso, estabeleceremos os fundamentos que conduziram o trabalho de Jackiw-Pi sobre
a persisténcia dos modos zero de Dirac na bicamada de grafeno [7], submetidos a um campo de
calibre, que resultaram no modelo que analisamos neste trabalho - um par de EDOs lineares de
primeira ordem acopladas. Para tanto, é considerado como ponto de partida, a equacdo de Dirac
para a mecanica quantica relativistica, proposta em 1928 [17]. Na sequéncia sdao derivados os

hamiltonianos da monocamada, posteriormente estendidos para a bicamada de grafeno.

O procedimento envolve a andlise dos espinores de Dirac a partir do estudo das intera¢des entre
parceiros de dimerizacdo de uma rede cristalina, estendido para o grafeno de acordo com [12],
correspondendo 2s distorcoes de Kekule ! (andlogo das estruturas de Lewis). Verifica-se af que
o campo efetivo de Dirac interage com um campo escalar homogéneo e que ha um campo
escalar ¢ (r) acoplado ao campo de Fermi, resultando na descri¢do em termos do hamiltoniano.
Sujeitando o sistema a um campo externo como parametro de controle e aplicando um campo
de calibre de Dirac, tem-se um hamiltoniano efetivo para o caso, o que serd estendido para o

caso da bicamada.

Sob condicdes de autoestados de energia zero de Dirac, sdo calculadas equacdes de autovalores,
resultando nas duas EDOs lineares de primeira ordem acopladas, que constituem-se no modelo

de Jackiw-P1i, objeto de nossa discussdo.

' Kekulé desenvolveu um modelo de anéis aromdticos, que considera que as ligacdes entre mondmeros de um

anel consistem de um hibrido de ligacGes simples e dupla, sendo idénticas todas as liga¢cdes no anel. Os modos
de ressonincia do sistema da forma hibrida, sdo resultantes de um estado normalizado das combinac¢des mais
provaveis.
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1.1 ESTRUTURA BASICAS DO GRAFENO

O grafeno caracteriza-se por ser uma rede cristalina composta por seis atomos de carbono
que formam sua estrutura fundamental, no formato de um favo de mel, constituindo a primeira
zona de Brillouin do espaco reciproco [18]. A configuracdo geométrica é dada por ligacdes que
geram uma forma hexagonal planar, Fig. 1.1, cujo centro corresponde ao ponto I'. Os pontos K
e K’, que se repetem alternativamente em cada vértice da estrutura fundamental, encontram-se
nas posicoes dos sitios atdmicos de alta simetria do espaco de momentum, na primeira zona de

Brillouin, e sdo chamados de pontos de Dirac [19, 20].

\ b

|

Figura 1.1 — Estrutura fundamental do grafeno - primeira zona de Bril-
louin da rede reciproca. Adaptado de [19].

Estes pontos K e K’, na Fig. 1.1, presentes em toda a rede, sdo definidos por vetores da rede

reciproca, tais que

)E—I-%yA), (1.1a)

K = 2—”( x> (1.1b)
a

Os vetores a e b, na Fig. 1.1, sdo vetores primitivos da rede reciproca e definem a i-ésima zona

de Brillouin da rede, centrada em I', sendo dados por

__27r . |

_ 2w/ 2
b=—1|—y 1.2b
p (\/gy), (1.2b)
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onde X e y sdo vetores unitdrio dos eixos x e y, respectivamente, conforme Fig. 1.2b. O valor
a~ 2,46 A ¢é a distancia entre cada d4tomo de uma mesma sub-rede (A, B), descrita a seguir,

sendo A o simbolo para dngstrom, cuja unidade equivale a 10~ '%m. A distincia entre os 4tomos
vale a/\/§: 1,42 A.

A estrutura de rede é composta por uma célula unitdria que contém dois &tomos nomeados A e
B. Cada atomo da rede € conectado por duas ligagdes simples e uma ligagdo dupla, chamadas
de ligacoes sigma (o), vide Fig. 1.2a, as quais estruturam a rede bidimensionalmente [10] como
uma folha. A célula unitdria ndo € reciproca com uma tnica rede de Bravais e por esta razao,
sdo consideradas duas redes de Bravais triangulares intercaladas pelos dtomos A e B da base

[20], definindo duas sub-redes de d&tomos A e B, conforme Fig. 1.2b.

(1)
A B
(a) Célula unitdria de dtomos A,B e (b) Estrutura bidimensional do grafeno no plano de
a ligacdo sigma (o). referéncia xy.

Figura 1.2 — (a) Célula unitdria de atomos A,B e a ligacdo sigma (0).
(b) Estrutura bidimensional do grafeno no plano de refe-
réncia xy. Vetores primitivos de translacdo a, b. Sub-rede
A, B. Distancia a entre 4&tomos da mesma sub-rede.

Os vetores a e b da Fig. 1.2b, s@o vetores primitivos de translagdo da rede. Estes vetores sdo a

base para a construcdo de toda a rede cristalina [10], sendo dados por

a = af, (1.3a)
a A A
b= 3 (—x+ \/§y>. (1.3b)

Os vetores que conectam o dtomo B aos vizinhos proximos A, conforme Fig. 1.3, sdo dados por
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7 (1 =1,2,3), de acordo com

a
T =—39, 1.4a
1 \/§y (1.4a)
a 1
== —x-—3), 1.4b
™ 2( X \/§y) (1.4b)
a 1
= |t=——9). 1.4
T3 2( 3)’) (1.4¢)

Figura 1.3 — Vetores primitivos que conectam os 4tomos B aos vizinhos
préoximos A.

Com isso, podemos definir as sub-redes (A, B) a partir das redes diretas R4 e Rg como uma
combinacao linear dos vetores de translacdo da Eq. (1.3), de maneira que
R4 =nsa+nb+ 1, (1.5a)

Rp =nza+nb, (1.5b)

onde o n-ésimo dtomo da sub-rede (A, B) é especificado por nimeros inteiros n, € n,.

1.2 DISTRIBUICAO ELETRONICA

Um atomo tipico de carbono possui seis elétrons na eletrosfera distribuidos da seguinte
forma: dois elétrons ocupam o nivel 1 (camada K), com o subnivel 1s preenchido; nivel 2
(camada L), com subnivel 2s preenchido e subnivel 2p com somente dois elétrons, dentre as
seis ocupagdes possiveis [21]. As ligagOes entre os dtomos da rede sdo chamadas de ligacao-

sigma (o), que no estado ideal ocorrem no plano xy, vide Fig. 1.2b. O conjunto de liga¢des o
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que forma um hexdgono, determina um plano designado por plano-c;, onde i = {1,2,3,...n} é

a i-ésima zona de Brillouin [19].

A distribuicdo eletronica Dy do estado fundamental do carbono tem a configuracdo Dy =
15%2522p?. O subnivel p possui trés orbitais, sendo p = py, Py, Pz- Com isso, reescrevemos a
configuracdo fundamental como Dy = 1s22s22p}c2p;2pg. As ligacdes do plano-o; ocorrem so-
mente na camada L por um processo chamado hibridiza¢@o (ou hibrida¢do), em que o subnivel
s associa-se com o subnivel p, na forma sp>. Mais especificamente, a hibridizacdo se conforma

em spfcy, onde o elétron remanescente do processo passa a ocupar o orbital p, [21].

O orbital p, fica orientando verticalmente em relag@o ao plano-o; [22]. A grosso modo, pode-se
dizer que, pela excitacdo eletronica, um dos elétrons do orbital 25> passou a ocupar o orbital 2p,

pela dindmica do principio da exclusdo de Pauli. A distribui¢do hibridizada D), € dada entao por

Dy = 1s22s22p}c2p;2pg — Dy = 1s22sp)3cy2pzl, (1.6)

onde o indice A indica a configuracdo hibrida. O plano-o; de ligacdes conforma a hibridizagao
sp?cy numa disposicdo geométrica trigonal plana, conforme Fig. 1.4a. A nuvem eletronica de

ocupacao do orbital p,, numa representacdo que corresponde a uma perpendicular ao plano da
Fig. 1.4a, é dado na Fig. 1.4b.

Xy

(a) Hibridizagdo sp;, no plano xy. (b) Orbital 2p!, perpendicular ao plano xy.

Figura 1.4 — (a) Disposi¢dao geométrica no plano xy da hibridiza¢do do
carbono na forma spfcy, visualizado a partir do eixo z. (b)
Nuvem de probabilidade do orbital p;.
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O elétron do orbital p, é dito como deslocalizado e isto se estende por toda a rede, sem a
preferéncia de um estado de ligacdo 7 (+z) ou ndo-ligado 7 (—z), como na Fig. 1.5, onde z € o

eixo perpendicular ao plano xy, que também corresponde a orientacdo do plano-o;, conforme a
Fig. 1.4b.

Z
7T T
™ >
O ®
T 7

Figura 1.5 — Elétrons 7 (4z) e & (—z) dos 4tomos A e B.

As ondas que descrevem os orbitais ndo-ligantes e ligantes correspondem a um estado funda-
mental especifico dessa configuracao hibrida de orbitais sp)%y com estados de ligacdo em le
num cristal, sendo caracterizadas pelo momento de Bloch [21, 23]. Com isso, observa-se que o
proprio orbital p, hibridiza-se formando duas bandas semipreenchidas de ligacoes de elétrons
livres 7 para banda de conduc¢do e T para banda de valéncia. Desta forma, o conjunto de orbi-
tais p,+ possui densidade N /2 portadores de carga nesta configuracdo, sendo N equivalente ao
nimero de dtomos presentes na rede [24]. O orbital p,1 possui dois estados de spins, com os
N elétrons ocupando os estados de menor energia. Como N € muito elevado, formam-se duas

bandas quasi-continuas [25].

1.3 FUNCOES DE ONDA E ESPECTRO DE ENERGIA

A primeira zona de Brillouin possui estados de elétrons livres que se repetem no espaco
reciproco. Estes estados podem ser descritos pelas fungdes de onda de Bloch, ou estados de
Bloch [23, 26]. Seja y(r) o estado de Bloch dos elétrons livres de um dtomo em uma dada

posicdo r da rede, com vetor de onda k, temos que

y(r) = ™ u(r), (1.7)

onde u(r) = u(r+R) tem mesma periodicidade da rede, para R um vetor da rede reciproca. De

acordo com [19], fazendo @ = 27i/3, para os pontos K e K’ valem as relagdes entre os vetores
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das Egs. (1.1) e (1.4), de modo que para K, temos

exp(iIK-m) = o, (1.8a)

exp(iIK-m2) = 0!, (1.8b)

exp(iK-13) = 1, (1.8¢)
e para K’,

exp (iK/-Tl) =1, (1.9a)

exp (iK' 12) = 0, (1.9b)

exp (iIK'-73) = o. (1.9¢)

O conjunto de vetores da rede reciproca devem obedecer o fato de que a;-b; = a; - b j = 2m0;j,

onde o simbolo § € a delta de Kronecker, com i, j = {1,2}, sendo

5= 1= (1.10)
0, i#]

As relagdes das Eqgs. (1.8) e (1.9) conduzem a Eq. (1.17), que definird o comportamento em
torno do ponto K ou K’, arbitrariamente.

As bandas de condugio e valéncia dos estados 7 e 7 tocam nos pontos K e K’ na regido do
nivel de Fermi. Com isso, as propriedades eletrOnicas sd@o determinadas pelos estados proximos
aos pontos K e K'. No modelo tight-binding (do inglés, ligacdo forte), as fun¢des de onda sdo

escritas como

y(r) = Y va(R)C(r—Ry) + Y ws(Rp){(r—Rp), (1.11)

Ry Rp

onde {(r) é a fungdo de onda do orbital p, do dtomo de carbono localizado na origem. De
acordo com [19], seja Y a funcdo de transferéncia entre dtomos vizinhos para a origem do

orbital p, e € o autovalor da energia, temos

3

eya(Ra) = =10 ) ¥p(Ra—71), (1.12a)
=1

3

eyg(Rp) = =1 ), va(Rp+7). (1.12b)
=1
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A integral de sobreposicdo entre os sitios A e B proximos é desprezada por simplificacdo. Desta

forma, assumindo a correspondéncia com o vetor de onda k, tal que

I[I(RA) foA(k)eXp(ik'RA), (1.133.)
w(Rp) o f3(k)exp (ik-Rg), (1.13b)

onde f4 (k) e fp(k) determinam a matriz de transferéncia, temos,
( 0 hAB(k)> (fA(k)> _ . (fA(k)> , (1.14)
hp(k) 0 f5(k) f5(k)

ha(K) = —% ) exp(—ik-77). (1.15)
l

onde

Solucionando o autovalor €, definimos a estrutura da banda 7,7 do grafeno conforme o

modelo tight-binding em relacdo aos vizinhos préximo, de modo que

k 3ak k
e+(k) = £y, | 1 +4cos (%) cos <\/_2a y) +4cos? (Cl_zx), (1.16)

onde k, e ky, sdo componentes escalares do vetor de onda Kk nas dire¢des X e ¥, respectivamente.
A distribuic@o de energias de banda dos pontos K, K, I e M sdo exibidas conforme grifico da
Fig. 1.6.

Figura 1.6 — Estrutura da banda 7,7 do grafeno do modelo tight-
binding, apresentando gap nulo nos pontos K e K’. Os va-
lores acessiveis de € ficam contidos na regido interna do
gréfico, onde o nivel de Fermi (EF) estd no centro € = 0.
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Substituindo k por k+ K e usando as relagdes das Egs. (1.8) e (1.9) bem como a identidade
de Euler ¢ = cos 8 4 isin 8, podemos obter
2 1
10 Y exp[-i(K+K)- 7] = i (ke ik)
=1

V3a
y: T’yoa

(1.17)

determinando o comportamento da estrutura de banda préximo do ponto K e K’. Conforme
jé mencionado, € arbitrario realizar os cdlculos para o ponto K ou K’ uma vez que &+ (K) =
E4 (K/) =0.

Obtendo as relacdes em termos da matriz de Pauli, fazemos

Y(o-k)f(k) = ef(k),

(1.18)
[ fa(k)

onde o = (0y, 0y). Para o ponto K’ temos a mesma expressdo, a exce¢do de substituir o pelo
conjugado ¢*. Desta forma, temos que a energia em torno dos pontos K e K’, como regides de
alta simetria 2, sdo equivalentes. Além disso, o estado de spin completa a descri¢io, de modo

que

g(k) =75k,  (s==%l12). (1.19)

onde Z € o vetor unitdrio na direcao z. Analogamente, a descricdo quantica estabelece os opera-

dores s = %0' e k=—iV, 0 que nos conduz a

ey(r)=——0o-Vy(r). (1.20)

onde 7 € a constante de Planck dividida por 27.

A sobreposi¢do nos pontos K e K, conforme Fig. 1.7, forma uma sec¢ido cOnica — 0s pontos
de Dirac. A lacuna (do inglés gap) de energia é permitida somente nestes pontos, sendo nula

entre as bandas.

2 Compreende-se aqui, que o termo "alta simetria"se refere a condi¢io da regido apresentar caracteristicas muito

préximas de uma condi¢fo ideal, dado que a modelagem de certos sistemas fisico sdo, por muitas vezes, idea-
lizadas, mesmo o sistema apresente uma fraca correlagdo com a simetria analisada.
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Figura 1.7 — Energia das bandas préxima dos pontos K € K’, onde & é
a energia de Fermi. O nivel D(& = 0) representa o ponto de
Dirac. O cone invertido apresenta o perfil de vortex e gap
nulo para a massa[19]. As bandas de valéncia e condugdo
se tocam no plano xy, no vértice dos cones.

Com isso, o topo da banda de valéncia corresponde a base da banda de conducdo. A excitagdao
de elétrons da banda de valéncia para a banda de conducdo ocorre sem custo de energia, ca-
racterizando o grafeno como um semimetal, Fig. 1.7. Isto resulta no deslocamento de elétrons
com velocidade de Fermi vg. Cada elétron 7, T encontra-se no estado fundamental na banda de

valéncia, com energia correspondente a massa de repouso my.

Quando ha diversos padrdes de dimerizacdo, os campos efetivos de Dirac também interagem
com um campo escalar homogéneo na forma de um pardmetro de ordem, o que d4 origem a uma
lacuna no espectro de Dirac [12]. Para o campo escalar de perfil topolégico, como um vértice

com estado de energia nulo por exemplo, hd possibilidade de ocorréncia de carga fraciondria.

Na aproximacdo das duas redes, ao formar a sub-rede triangular (A,B), surge um vinculo

rigido onde estao presentes os dois pontos de Dirac, conforme Figs. 1.7 e 1.8.

Figura 1.8 — Pontos de Dirac - regido ampliada em K ou K’ — da pri-
meira zona de Brillouin. Adaptado de [27].

Esta estrutura eletronica ndo convencional do grafeno foi prevista pela primeira vez teorica-
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mente por Wallace em 1947 [28]. Isto equivale ao que € observado para férmions sem massa na

equacao relativistica de Dirac, correspondente a equacao de Weyl para neutrinos [29].

A expressao da energia cinética relativistica para particulas em movimento é dada por

E = \/(moc®)? + (|plc)?. (1.21)

Os portadores sao férmions de Dirac com energia no nivel de Fermi, onde € valida a velocidade
de Fermi v, em que as expressoes das Eq. (1.21) e (1.22) para energia cinética sdo semelhantes.

Logo, a relagdao da Eq.(1.21) pode ser escrita como

E = \/E§ + (vr[p|)* (1.22)

Na vizinhanga dos pontos K e K’, o espectro eletronico é de baixas energias e a relagdo de
dispersao € linear [30], conforme Fig. 1.7. A energia de repouso Ej € nula e a velocidade das
particulas cresce linearmente com a energia de Fermi. Sabendo que p = 7k, a energia em termos

do vetor de onda é dada por

E(k) = +hvgk, (1.23)

onde os elétrons na banda de conduc¢@o tem comportamento +vg € na banda de valéncia —vp.

Para a descricdo da energia em termos dos operadores quanticos, segue que

2y (r) = £ihvp Vi (r), (1.24)

que exibe semelhanca com a Eq. (1.20). Para os estados eletronicos das excitacdes de baixa
energia, o que se conclui, de acordo com estes ultimos aspectos e conforme [19, 24, 29-31],
€ que as particulas que estdo nas regides dos pontos de Dirac (K, K’) sdo particulas com com-
portamento semelhante ao de fétons. Sao caracterizadas por um momentum p mas destituidas
de massa, movendo-se com velocidade fixa vr, independentemente da energia. Como o féton
preserva a dependéncia linear na relacdo de Einstein, isto é coerente com o espectro eletronico

exibido na Fig. 1.7.

De acordo com [10, 12, 19, 24, 27, 32], os férmions de Dirac presentes na rede, embora se
movam com vy da ordem de 1/300 da velocidade da luz, possuem efeitos relativisticos obser-

vaveis. A dispersdo de energia apresentada na Fig. 1.7 € de caracteristica valida unicamente em
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baixas energias, apresentando comportamento fisico semelhante a um sistema eletrodinamico
quantico (QED, do inglés, quantum eletrodynamics) para férmions sem massa, exceto pelo fato
de que, no grafeno, os férmions de Dirac movem-se com a velocidade de Fermi (vp < ¢). Sdo
propriedades incomuns da QED que podem ser exibidas, mesmo em velocidades bastante infe-
riores a da luz [31]. De acordo com [3, 23, 24], sdo amplos os potenciais de estudo sobre este

material.

1.4 A BICAMADA DE GRAFENO

A bicamada possui caracteristicas distintas da monocamada. Empilhamentos que excedem
a camada dupla também se comportam distintamente, tornando a bicamada um material tnico.
Nao se sabe exatamente como a sobreposi¢do impde a interacdo dos orbitais 7 no processo de
dimerizagdo® [11]. Contudo, sabe-se que os potenciais atuam na forma de sec¢des conicas da
zona de Brillouin, de modo geral semelhante a monocamada, justificando também a presenca

de elétrons sem massa (férmions de Dirac) [10, 33].

Para a bicamada de grafeno, ha dois modos tipicos de sobreposi¢do de monocamadas paralelas,
na forma de folhas. Nestes dois modos, a separacdo € dada por uma distancia de equilibrio da
ordem do tamanho de um dtomo de carbono, envolvendo interacdes de van der Waals, com
energia entre 15 a 20 eV [34].

Os modos tipicos de empilhamento sdo do tipo AB e AA. No empilhamento do tipo AA, as duas
folhas estao empilhadas simetricamente, Fig. 1.9a, de modo que cada dtomo da estrutura perten-
cente a uma das folhas esta diretamente sobreposto verticalmente por um dtomo da outra folha.
O modelo de Jackiw-Pi é baseado no empilhamento do tipo AB, Fig. 1.9b, onde a geometria
formada considera cada &tomo de uma camada posicionado no centro I'" (primeira zona de Bril-
louin) da camada oposta, determinando uma nova rede de Bravais para a estrutura, conforme
Fig. 1.10a, diferentemente do modo AA. Isto determina uma nova célula unitaria [10]. Neste

formato AB, o plano de Bragg tende a ser reduzido ao menor nivel para anélise de difracdo.

De acordo com [30], a energia de Fermi para o grafeno ideal* corresponde ao ponto de Dirac,
com dispersdo linear para 1 eV. A Fig. 1.10b exibe o espectro desta dispersdo para a primeira
zona de Brillouin, com uma ampliagdo do quadro na vizinhanga do ponto K. Os pontos K € K’

preservam relacdo de simetria, tal como a monocamada.

3 Entende-se por dimerizagdo a acdo de unir duas unidades moleculares idénticas. Um exemplo é a unido de duas

formas hexagonais unitdrias do grafeno.

4 Entende-se ideal o material ausente de impurezas, deformagdes ou forcas de campo externo.
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(a) Bicamada AA. (b) Bicamada AB.

Figura 1.9 — (a) Bicamada AA. (b) Bicamada AB. [19].

(a) Bicamada de grafeno: sobreposi- (b) Espectro de energia em torno dos pontos K
¢do das sub-redes A e B. NG

Figura 1.10 — (a) Bicamada de grafeno: sobreposicao das sub-redes A e
B. [31]. (b) Espectro de energia em torno dos pontos K e
K’. Adaptada de [31]

1.5 MODELO DE DIRAC CALIBRADO

ExcitacOes de baixa energia em bicamada de grafeno exibem modos de energia e gap nulos
para o espectro de Dirac em um parametro de ordem escalar que assume um perfil de vortice,

dada pela forma espacial do espinor de Dirac.

Jackiw e Pi [7] mostraram que esses modos persistem dinamicamente quando submetidos a um
campo de calibre, o que torna finita a energia do vortice. O efeito do campo de calibre na fun¢ao
de onda de energia nula € deslocar a fase atenuada do componente oscilatério da func¢io de onda,

presente quando ndo hd o campo de calibre.

G.W. Semenoff demonstrou [35], a partir de um trabalho realizado em 1984, a conexo entre

a teoria de bandas de uma monocamada do grafeno com a teoria de férmions de Dirac em (1+2)




26

dimensdes, sendo uma dimensao temporal e duas espaciais. Com isso, pelo modelo relativistico

da mecanica quantica, proposto por Paul Dirac em 1928 [17], temos

Hy = (a-p+Bmoc?)y, (1.25)

em que o produto o - p corresponde a um termo cinéticos e Bmgc? a energia de repouso das

particulas do sistema. Os simbolos «x e 3 designam matrizes, que descreveremos em breve.

Ocorrendo a dimerizacdo, que chamamos de distorcdo de Kekule, o campo hamiltoniano
efetivo de Dirac & interage com um campo escalar ¢(r), conforme [27]. A homogeneidade do
campo escalar ¢(r) com a massa my — m é exibida de acordo o perfil de vortex, conforme
Fig. 1.7, com gap nulo para a massa. Com isso, um hamiltoniano / que descreve essa interacao
em uma monocamada de grafeno € tal que /4, dado por uma matriz hamiltoniana do modelo

quaternidnico [36, 37], é expresso por

h = a-p + Blole %, (1.26)

onde o, 3 e ¥ sdo matrizes de Dirac 4 x 4, de uma 4dlgebra de Cliford Cl; 3(RR) [38], onde R € o

conjunto dos nimeros reais, dadas por

o 0 0 I I O

onde o ¢ uma matriz de Pauli 2 x 2, conforme [39], e corresponde a operadores auto-adjuntos

[40], tal que
01 0 —i 1 0
o. = ; o, = , o, = , 1.28

p= —iV. (1.29)

3 .
ps  pi—ip
op =) 0w = ( ) (1.30)
k
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I é uma matriz identidade dada por I, = diag(1,1,...,1) e 0 é uma matriz nula, ambas matrizes

2 x 2. O campo escalar ¢(r) que interage com o hamiltoniano /; é dado por

o(r) = |o(r)|e*, (1.31)

onde ) € um parametro numérico relativo ao volume de suscetibilidade magnética [41, 42, 32].

A matriz hamiltoniana 4; € uma matriz 4 x 4 e atua sobre um espinor quadruplo ¥, de modo

que

Y = : (1.32)

onde (+) referem-se aos dois pontos de Dirac e (A,B) referem-se as sub-redes. O hamiltoniano

hy da Eq. (1.26) ndo é comutativo com ¢3. Com isso,

0
o3 = <G3 ) = ozhioz = —hy. (1.33)
0 —o3

Isto significa que o3 mapeia solucdes de energia positiva em solucdes de energia negativa, onde
os modos zero correspondem a automodos. Esta simetria de reflexdo de energia € uma manifes-

tacdo caracteristica da simetria da sub-rede.

Jackiw-Pi avaliaram [7] a persisténcia destes modos zero para a bicamada submetendo o
modelo de Dirac a um campo de calibre, dado por A, produzindo um desacoplamento dos
vortices. Aplicando inicialmente o campo de calibre sobre a monocamada, o hamiltoniano da
Eq. (1.26) torna-se

n = o-(p — YA) + Blole %, (1.34)

onde o indice sobrescrito A denota a aplicagdo do campo de calibre A. O modelo de calibre

possui simetria e calibre quiral, tal que

o(r) — " (r), (1.35a)
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¥ Yk (1.35b)
X — X+ vrk, (1.35¢)
A — A + vp VK, (1.35d)

onde o vetor de onda k preserva as relacdes periddicas dos componentes da rede reciproca,

devendo ser quiral para todos os dominio de acdo do modelo de calibre.

De acordo com [11], a bicamada de grafeno é um material passivel de ser produzido em
laboratdrio. Sendo separada por uma barreira dielétrica e polarizada por uma tensao constante
externa V, como parametro de controle, estabiliza-se a a¢do dos espinores da Eq. (1.32) ao
adicionar linearmente o termo YV, originalmente dado pelo hamiltoniano /7 da Eq. (1.26), sobre
o qual foi aplicado o campo de calibre, resultando no hamiltoniano h/l‘ da Eq. (1.34). Com isso,
por uma aproximagdo de campo médio, o hamiltoniano para o sistema de bicamada, indicado

por hy, € dado por

hy = a-(p — YA) + Blgle ™ + vV, (1.36)
o qual atua no espinor,
i
—y
Y = . (1.37)
1
7

A descrigdo deste espinor se refere a um tnico ponto de Dirac, K ou K’, onde (1,2) rotulam
as duas camadas alinhadas. A presenca do termo YV em hy, sem andlogo em Ay, perturba a
simetria da reflexdo de energia descrita pela Eq. (1.33). Entretanto, as propriedades de 3 sobre

h, garantem um comportamento semelhante. Com isso, verifica-se que hy satisfaz a condi¢ao
de

BoxhsBon = hy, (1.38)

onde oy € andlogo a ;3. Desta forma, a reflexdo de energia atua como
Y_p=Ba¥;, (1.39)
onde h, possui estados proprios de energia zero, satisfazendo com isso a condi¢do de

npYy = . (1.40)
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As transformacdes de calibre seguem a Eq. (1.35), sendo que V € um invariante de calibre.
A nova propriedade de reflexdo de energia, dadas as Eqgs. (1.38) e (1.39), sdo preservadas. A

consequéncia disso € a determinacdo dos modos zero, o que resulta no modelo de Jackiw-Pi,

que apresentaremos a seguir.

1.6 O MODELO DE JACKIW-PI

O espinor quadruplo da Eq. (1.32) passa a ser apresentado em termos de dois espinores,

B B
VN o I e = (2 (141)
¥, -y %)

A parti dai, sdo obtidas duas equacdes de autovalores que satisfazem os autoestados de energia

dados por

zero, os quais devem estar presentes no hamiltoniano /;, Eq. (1.36). A partir das matrizes de
Dirac, os espinores de energia zero sio satisfeitos de acordo com a Eq. (1.40). Isto significa que

temos ¥> = 0,¥] e a equacdo de autovalor € tal que

lo-(p—A)+V]|¥+0¢(r)or¥] = 0, (1.42a)

O (N —lo-(p—A)+V]u¥] = 0, (1.42b)

onde a segunda equacdo € uma consequéncia da primeira, ndo devendo ser consideradas sepa-
radamente. Esta Eq. (1.42), corresponde a uma matriz 2 x 1. Buscando a reducao desta matriz,

define-se

Yi(r) = <F(r)> , (1.43)

onde as fungdes F(r) e G(r) postulam o Ansatz, conforme Eq. (1.45). Reescrevendo a Eq. (1.42)

em termos da componente angular 6, tal que

VG —ic® [a+ n EA} F+ime"™F* = 0, (1.44a)
r
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VF —iei® [a_ - HA} G —ime"G* = 0, (1.44b)
r

para dy = -+ L2 onde temos que A’ = —neij%A(r), com A(0) =0, A(w) = 1 e ¢(r) =

m(r)e™®, com m(0) = 0 e m(o0) = m.

Separando a dependéncia angular em 6 para tornar a Eq. (1.44) real e mais simples, Jackiw-

Pi postulam o Ansatz

Fr) _i&\/r;)ew(r)—me], (1.45)

Gr) — &\/’ge[zw(r)—izze], (1.45b)

ondel; =(n—1)/2, 1, = (n+1)/2, M(r) = m(r), tornando as fungdes f(r),g(r) reais, para n

um inteiro impar. Isso conduz a Eq. (1.44) para

9, — I (1_14) f—Vg =0, (1.46a)
L r 2 .
] 1 ]
o + - <§—A) g+Vf = 0. (1.46b)

Enquanto A ndo for especificado, além das assintotas, a equacdo (1.46) aparenta ndo ser expli-
citamente integravel, ndo podendo remover A como ocorre na monocamada. Contudo, pode-se

mostrar que existe uma solu¢do normalizadvel. Para r — o0, A — %, a Eq. (1.46) reduz-se para
f—Vg =0, (1.47a)

g +Vf =0, (1.47b)

com solucdo que envolve duas constantes, (c,d), de modo que
f(r) = ccos(Vr)+dsin(Vr), (1.48a)

g(r) = —csin(Vr)+dcos(Vr). (1.48b)
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Dado que o fator r—'/2¢=M(") tanto F(r) quanto G(r) decaem com um valor de r elevado. Com
isso, a funcdo de onda sera vdlida, e normalizdvel, se uma solu¢do regular na origem puder ser

construida. Na origem, o termo A do campo de calibre desaparece e a Eq. (1.46) fica reduzida a

d n
(8_r_5)f_vg:0’ (1.49a)
9 MY ivi=0 (1.49b)
or 2r g /=0 ’

Estas sdo as mesmas para todo r na auséncia do campo de calibre A. Ocorre da mesma forma
com o hamiltoniano 4, na Eq. (1.26). A solucao desse par de Eq. (1.49) ¢ dada em termos de
funcgdes de Bessel. Este Ansatz descreve a persisténcia de modos zero em um modelo de Dirac

calibrado para a bicamada de grafeno.

Ap6s [7] separar a dependéncia angular ao campo de calibre e definir o modelo da Eq. (1.49),
a abordagem Ermakov-Lewis realizada por [13] para reduzir este par de EDOs lineares acopla-

das, resulta em
(Dr — @(r))u(r) = Vv(r), (1.50a)

(Dr + @(r))v(r) = —Vu(r), (1.50b)

cujos termos envolvem assumir os papéis da Eq. (1.49a), conforme

1) = ur), (1.51a)
(%_%) S (D, - o). (1.51b)

e da Eq. (1.49b), conforme
g — v(r) (1.520)
(%+%) S (D + @), (1.52b)

onde D, = d/dr e r é a coordenada radial. A fungido ® = ®(r) é composta, dada por

— K (1.53)
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onde temos que ¢(r) e a(r) sdo dados por

k)2
o(r) = % (1.54a)
a(r) = k@, (1.54b)

onde k é um nimero inteiro positivo impar e representa o parametro de dimerizagdo. Relem-
brando que ¢(r) é o campo escalar que descreve a dimerizacdo caracteristica do sistema, co-
nhecida como distor¢do de Kekule. De acordo com [13], este campo escalar também pode ser
caracterizado como a condensacdo que surge a partir dos estados de banda inter-camada, exis-

tente por forcas de Coulomb entre as particulas de uma camada e lacunas da outra.

O que se observa, no lugar da equacao de Dirac completa, foi um modelo reduzido representado
pela Eq. (1.50). De acordo com [13], esse par de EDOs lineares de primeira ordem acopladas
para as varidveis u(r) e v(r), correspondem a parceiros supersimétricos previstos na mecinica
quantica supersimétrica. A investigacdo de solucdes aproximadas do modelo de Jackiw-Pi foi
feita apenas através de séries formais de poténcias, mais especificamente, por funcdes de Bessel

modificadas.

Até aqui, realizamos uma descri¢do objetiva de algumas caracteristicas fundamentais do
grafeno. Dedicamos uma descri¢do mais detalhada para a monocamada e definimos a bicamada
como um extensao desta, exibindo algumas diferencas caracteristicas. Este breve estudo esta
longe de ser completo. Entretanto, algumas definicdes importantes foram apresentadas a fim de
contextualizar e fundamentar o modelo de aplicacdo deste trabalho, levando em consideracdo
o objetivo de desenvolver uma solugdo analitica para o modelo proposto por Jackiw-Pi para a

bicamada de grafeno.

Diversas propriedades foram omitidas das discussdes que tracamos. Os estudos analisados
sd0 uma extensdo bastante aprimorada do que apresentamos. Tais aspectos podem ser analisa-
dos apropriadamente em maiores detalhes nas referéncias [19, 24, 31], entre outras. Uma outra
caracteristica a ser destacada e que tomaremos por encerrado o capitulo, diz respeito ao fracio-
namento de cargas estar intimamente relacionado a topologia do sistema [7, 12]. Em sistemas
bidimensionais, este fracionamento existe em um efeito Hall quantico aprimorado [27, 32]. Se
trata da simetria de reversdo do tempo ser quebrada por um campo magnético externo elevado,
tema este de pesquisas recentes. Alguns argumentos demonstram que existem excitagdes topold-
gicas com carga fraciondria em estruturas do tipo grafeno, onde as quasiparticulas sdo descritas
por dois tipos de férmions de Dirac, onde a simetria de reversdo do tempo € respeitada. Mais
detalhes em [27].
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2 O HAMILTONIANO PARA O MODELO DE JACKIW-PI

Neste capitulo partimos da hipétese de haver alguma lei de conservacdo associada ao sistema
descrito pelas equagdes de Jackiw-Pi. Através de uma substituicdo conveniente de varidveis
aplicadas sobre as equagdes do modelo, reformuladas em [13] e apresentadas na se¢do 1.6,

iremos obter um hamiltoniano nao-trivial, dado o campo de calibre imposto a estas equagdes.

Sobre este hamiltoniano, identificado como hamiltoniano quadrético dada pela Eq. (2.6), iremos
aplicar a transformada de Legendre inversa, nos retornando um lagrangiano também quadratico.
A obtencdo deste lagrangiano é o que nos permitird construir o funcional da acdo e aplicar
posteriormente o método de simetrias de Noether. A justificativa para producio do lagrangiano

€ dado pelo fato de que funcdes de lagrangianos tem maior afinidade com o teorema de Noether.

Por fim, definimos a equacdo de Pinney, que estd dentre um nimero limitado de equacdes di-
ferenciais ndo-lineares que possuem solucdo exata, onde determinados resultados obtidos ao

longo do trabalho sdo ajustados para o acoplamento nesta equagao.

2.1 HAMILTONIANO DO SISTEMA

Fato pela hipdtese que estabelecemos, de que hd alguma lei de conservagao associada ao mo-
delo de Jackiw-Pi, € conveniente que facamos uma reformulacao deste modelo. Desta forma, fa-
zemos algumas substituicdes de varidveis convenientes a formulagdo hamiltoniana, empregando-
as sobre as equacOes apresentadas por [13] e aqui representadas pelas Egs. (1.50a) e (1.50b).

Desta forma, sejam as varidveis,

u=4gq, v=p, r==, ¢(Z): ’ (21)

temos entdo, para as Egs. (1.50a) e (1.50b), respectivamente,

g = ¢(t)g + p, (2.22)

p=—q— 0(t)p. (2.2b)
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O ponto sobre as vardveis p e g denota derivada em relacdo a nova varidvel independente ¢, tal

que

dg . dp

s = £ 2.3
0 P 7 (2.3)

g =
O que podemos perceber, pela primeira vez, com base nas Egs. (2.2a) e (2.2b), € que as equa-
coes do modelo de Jackiw-Pi representam formalmente um sistema hamiltoniano, ndo trivial

em razdo do campo de calibre aplicado as Eqs. (1.50a) e (1.50b), de tal maneira que temos

. OH

i=5 (2.4)
. OH
=5 2.5)

O sistema de EDOs acopladas do modelo de Jackiw-Pi, representadas pelas Eqs. (1.50a) e
(1.50b) a partir da substitui¢do de varidveis dadas na Eq. (2.1), € intrinsecamente dependente do
tempo, definindo um OHDT.

Conforme [43], para um sistema de OHDT, a fun¢@o hamiltoniano quadratico é explicitamente

dependente do tempo e pode ser escrita como

1
H(q,p,t) = §(p2+q2) +¢(t)pg. (2.6)

Para N dimensdes, a forma do hamiltoniano da Eq. (2.6) é dada por H = H(q,p,t), expressa

por

1
H=(pf*+la*)+9(0)p-a. 2.7)

onde p e q sdo vetores N-dimensionais.

Para Sarlet [15], a existéncia de uma descri¢cdo hamiltoniana sugere um grande nimero de
possibilidades. Dentre estas possibilidades, destaca-se a busca de constantes de movimento atra-
vés do método de simetrias de Noether. A busca de simetrias infinitesimais do funcional da acao
do presente caso, s6 pode ocorrer para certas formas da fungdo ¢ (¢). Estas formas sdo determi-

nadas no Cap. 4.
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2.2 TRANSFORMADA DE LEGENDRE INVERSA

A transformada de Legendre (g, p,t) estabelece a equivaléncia entre os formalismos la-
grangiano e hamiltoniano de um sistema [1]. Comumente, 7 (g, p,t) é aplicado sobre um dado

lagrangiano L = L(q, ¢,t) afim de se obter um hamiltoniano H = H(q, p,t).

Assim, seja J(q,p,t) a transformada de Legendre de H, definimos formalmente o lagrangi-
ano L(g,q,t) a partir da transformada inversa de Legendre 7 ~!(q,4,t). Desta forma, dado o

hamiltoniano H, conforme Eq. (2.6), temos

H(q7p7t) - sz% - L(q7677t)' (28)

Com isso, a partir da Eq. (2.4) para o caso unidimensional, podemos escrever

JH Jd (1, , ,
j==—==—1= t 2.9
=3, éh)(z(p<+q )+¢()pq), (2.9)
cuja derivada em relacdo a p resulta em
g=p+9¢(1)q. (2.10)

Posteriormente, isolando a varidvel p do hamiltoniano, obtemos as varidveis de acordo com

L=L(q,q,t). Conforme prevé a transformada de Legendre (inversa), temos

p=4—9(t)q, 2.11)

estando assim, ¢ e p em conformidade com as Eqgs. (2.2a) e (2.2b), as quais descrevem a Eq.
(1.50) para o modelo de Jackiw-Pi. Com isso, obteremos o lagrangiano contida no espaco formal
que descreve o sistema e que contém suas varidveis de estado para o Ansatz, conforme veremos

a seguir.

2.3 LAGRANGIANO DO SISTEMA

Embora nio seja a inica alternativa, o método de simetrias de Noether se expressa de maneira

mais direta no formalismo lagrangiano. Desta forma, partimos da andlise feita na secdo (2.2) a
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partir da equacdo (2.8), onde temos a relagdo de H(q, p,t) dada na Eq. (2.7), o que deve resultar
na obtencdo de L(q,q,t) que pretendemos.

Este passo determinard o lagrangiano do sistema, cuja fung¢do define sua dinamica. Nao ha que
se falar num primeiro momento em coordenadas ou posicdes generalizadas do sistema (ou mo-
mentos generalizados no caso do hamiltoniano), uma vez que foi estabelecido um hamiltoniano

ndo trivial a partir do Ansatz que mencionamos.

A partir da relacdo de Euler-Lagrange, Eq. (2.8), ao que se segue com a varidvel p pela Eq.
(2.11), fazemos

L = pg—H
' . 1 (2.12)
= (- 9(1)g)d— (5 (P +4*) + ¢(t)pq) :
Com isso obtemos o lagrangiano quadratico, onde ¢ = ¢ (), tal que
: 1 .
L(g,q:1) = 5 (4" = (1-6%)¢°) — 9qd. (2.13)
Aplicando a equacdo de Euler-Lagrange, dada por
d (dL dL
Z (=)= =0 2.14
di (3q'> dg (19
sobre o lagrangiano obtido na Eq. (2.13), temos a equa¢do de movimento
G+ (1-¢?—¢)q = 0. (2.15)
Em termos do momento p, temos
B+ (1+¢-9%)p =0, (2.16)

onde fazemos

0’ = 1—¢%—9. (2.17)
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Dessa forma, sabendo que ¢ = ¢(z), o perfil da Eq. (2.15) corresponde a um OHDT, com
® = w(t), valendo dizer também para Eq. (2.16) 2 exce¢io de uma diferenga de 2¢ na definigio

da frequéncia. Deste modo,

j + @*(1)g = 0. (2.18)

Com o lagrangiano L(q, ¢,t), definiremos o funcional da agdo e verificaremos sua invariancia
(a excecdo da adi¢@o de alguma constante) sob uma transformacao puntual infinitesimal. Essa é
a condigdo, a partir do teorema de Noether, para que esteja presente alguma lei de conservagao

associada e portanto, alguma lei de simetria.

2.4 A EQUACAO DE PINNEY

De acordo com [14], hd um ndmero restrito de equacdes nio-lineares que possuem solugdo

exata. Dentre elas inclui-se, para p = p(t) e p = dp/dt, a equagio

p+o’(t)p = = (2.19)

a qual chamamos de equacgdo de Pinney, onde x é uma constante arbitraria e @(z) é a fungdo

que determina a frequéncia angular.

Eliminando a constante k da Eq. (2.4) a partir de uma derivagao simples em #, por

%[p3 (p‘+co2(t)p) - K] =0, (2.20)

obtemos, com ® = ®(t), a equagdo

pp + 3pp + 40°pp + 200p* = 0. (2.21)

A solugio da Eq. (2.21) é desenvolvida fazendo T = p?, de onde se obtém as derivadas

T = 2pp (2.22a)
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T = 2p*+2pp (2.22b)

T =2pp +6pp. (2.22¢)

Adaptando a Eq. (2.22) a Eq. (2.21), obtemos

ET = pp +3pp (2.23a)
d .
ZwE(wT) = 200T +20°T = 200p> +40’pp, (2.23b)
0 que nos leva a
T + 40°T + 40oT = 0. (2.24)

De acordo com [44, 45], dadas as condigdes iniciais p(f9) = po # 0 e p(to) = pPo, temos que

1/2
p = (c38} + 2cagigr + es3) '’ (2.25)

onde c3cs —c3 =k e g = g(t), i = {1,2}, é solucdo linearmente independente a partir da

solucdo da equacao linear ajustada como

gi+ o (t)gi =0, (2.26)

A solucao de Pinney, apresentada na Eq. (2.25), indica uma raiz em que 7o deve retornar o valor
Po para que a solugdo seja consistente. Esta solugdo contorna o problema de ndo-linearidade,
caracteristico de sistemas que envolvam o OHDT, apresentando-se como uma ferramenta chave

para a obtenc¢do de solucdo do par de equagdes dados pelas Egs. (2.2a) e (2.2b).

Encerramos este capitulo tendo estabelecido um hamiltoniano mediante a hipétese de haver
alguma lei de conservagdo associada ao modelo de Jackiw-Pi. Obtivemos o lagrangiano corres-
pondente a partir da transformada inversa de Legendre com o objetivo de, posteriormente, obter
as simetrias de Noether do modelo de Jackiw-Pi, dada a maior afinidade deste teorema com a
funcdo do lagrangiano. Daqui por diante, apresentaremos fundamentos matemdticos que irdo
estabelecer as ferramentas necessarias, como o préprio teorema de Noether, para além do que ja
foi apresentado, na busca de simetrias e, portanto, leis de conservagdo associadas. Estas buscas

serdo realizadas sobre as Eqgs. (2.2a) e (2.2b).
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3 SIMETRIAS E LEIS DE CONSERVACAO

A descoberta de que hd uma relagdo intrinseca entre propriedades de simetria e leis de conser-
va¢do de um sistema mecanico conta desde o século XX, tendo adquirido uma grande importan-
cia na fisica, ndo sendo exclusiva da mecénica cldssica. Constitui-se numa relagdo fundamental
da fisica a vinculagdo entre simetrias e leis de conservacao [1]. A relacdo entre propriedades de
simetria de um sistema mecanico e a lei de conservagdo, corresponde a invariancia do sistema
sob certas transformacdes. Esta conexao € determinada pelo teorema de Noether, que prova que
as simetrias da integral de acdo conduzem as leis de conservagdo correspondentes através da

equacdo de Euler-Lagrange [46, 47]. Maiores detalhes encontram-se nas referéncias [48, 49].

As transformacdes, definidas num grupo, levam uma determinada expressao a ser invariante em
sua forma. Isto é resultado do sistema ser invariante sob uma dada transformagdo ou apresentar
simetria sob o parametro de transformacao para o qual o sistema € invariante mediante a trans-
formacdo aplicada [2]. Isto forma o que é chamado de grupo de simetrias. Num grupo continuo,
todos os elementos do grupo estdo contidos no conjunto R. Isto implica que, para cada grupo
uniparamétrico de difeomorfismos de um sistema lagrangiano, hd uma quantidade conservada,
também chamada de constantes de movimento [50], definidas aqui no grupo de Galileu, no

limite ndo-relativistico.

Pelo formalismo lagrangiano, teremos um sistema descrito pelo lagrangiano L, tal que

L=L(q.q.1). (3.1)

conforme apresentado pela Eq. (2.13), onde ¢, ¢ representam as coordenadas generalizadas de
posicdo e velocidade, respectivamente, e ¢ o tempo, sendo ¢ = dg/dt. Se ndo ha dependéncia
explicita de uma determinada coordenada, o lagrangiano € invariante, ou simétrica, sob uma

certa transformacao realizada sobre esta coordenada [51].

Para o funcional da agdo, seja S = S[L] o funcional de L = L(q,q,t), temos

S|L] = tzL(q,q;t)dt, (3.2)
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caracterizando um extremo de S.

Neste capitulo apresentaremos objetivamente alguns fundamentos matematicos que decla-
ram os elementos de aplicacdo do teorema de Noether em nosso trabalho. Determinaremos,

na se¢do 3.1, os grupos de transformacdes infinitesimais fundamentados nas simetrias de Lie,
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grupo ao qual pertence o grupo de simetrias de Noether. Na secdo 3.2, definimos o teorema de
Noether e o invariante correspondente e apresentaremos as condi¢des de simetrias de Noether,
o que define as condi¢des que um dado lagrangiano deve possuir para a aplicabilidade do teo-
rema. Finalizaremos este capitulo com a sec¢do 3.3 definindo brevemente o conceito de sistemas

integrdveis e os colchetes de Poisson.

3.1 SIMETRIAS DE LIE

Os grupos de transformacdes infinitesimais e as simetrias de Lie estabelecem as condi¢des
para constru¢do de solugdes invariantes, tendo em vista os fundamentos das leis de conservacao.
A invariancia de equacdes diferenciais, submetidas a determinadas transformacdes, representa o
fundamento da teoria de simetrias de Lie. Essas transformagdes, que ocorrem sobre as varidveis
dependentes e independentes das equacdes, formam um grupo local de transformacdes puntuais,
designadas como simetrias puntuais, que dependem somente dos parametros continuos dessas

equagoes [46].

Esses grupos de transformac¢do s@o completamente caracterizados por seus geradores infinitesi-
mais [52, 53]. Se um sistema de equagdes diferenciais for invariante sob a agdo de um grupo de
transformacdes puntuais de Lie, € possivel encontrar solucdes especiais, as quais designamos

como solugdes invariantes.

Especificamente, trataremos de sistemas de EDOs de varidvel independente ¢ e com varidvel
dependente ¢ = ¢(¢). Dadas as coordenadas, seja uma transformacéo infinitesimal geométrica e

uniparamétrica, temos
g = q + en(q), (3.3)

i =1+ et(q1), (3.4)

para € < 1 como parametro infinitesimal, 17, T fun¢des inicialmente arbitrdrias do espaco e
do tempo. A informacdo contida na transformacao infinitesimal é compactamente representada

pelo operador diferencial

d d
G = T(CIJ)E + n((I7t)a_q7 (35)

chamado de gerador de simetria. Reescrevendo as Egs. (3.3-3.4) em termos do operador G,
temos
g = q + £Gg, (3.6)

t =1t + eGt. (3.7
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Para um sistema dinamico, em que sejam vélidas relagdes uniparamétricas de difeomorfismo

de um certo lagrangiano, formalizado num sistema de equagdes diferenciais, temos

dq - dr _

— = q.t —_ = q.t 3.8

2e = @, - =g, (3.8)
de condig¢des iniciais

ge=0) = ¢q, t(e=0) =1, (3.9

onde € se apresenta como parametro temporal. A solucao da Eq. (3.8), para as condicdes iniciais

da Eq. (3.9), conduz a uma soluc¢do global da mesma equacao.

Em transformagdes uniparamétricas da Eq. (3.3-3.4), quem varia € o parametro €. Para aten-
der o critério de que L = L(q,q,t), estendemos G — G, a fim de também realizar a operagdo
sobre ¢. Analisando a velocidade generalizada induzida pelas transformagdes, que definimos
por § = dg/dr, através da expansdo em série de poténcia, impondo invaridncia para todas as

ordens de €, temos

dqg _ q+en oo
= = ~ — ). 10
i 1xet q+e(n—1q) (3.10)

De acordo com [54], a Eq. (3.10) fornece a transformagao induzida na tangente da curva original
respectiva a ¢, apresentando a mudanca induzida na velocidade a partir das transformacdes

infinitesimais, onde se obtém

g =q+emn-1q)), (3.11)
onde 1) e 7 sdao dados por
. dn an
S | L 12
n=- +qaq (3.12)
) gt 9
. T 0T

A extensdo do operador G, de acordo com as Egs. (3.5), tal que G — G, € entdo escrita explici-

tamente por
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d d d
= T— — 1 — Tq) =—. 3.14
G =g g, T -5 (3.14)
Com isso, G opera sobre L(g,q,t), atendendo aos critérios necessarios, onde a condigdo de
invariincia da integral de acdo de L(q,¢,t), sob o grupo de Lie para a Eq. (3.3-3.4), é condi¢do

necessdria e suficiente para invariancia do sistema.

Esta secdo apresentou brevemente as transformagdes infinitesimais e operadores de simetria,
advindos das simetrias de Lie (contidos na dlgebra de Lie), aplicados sobre um lagrangiano ar-
bitrario, a despeito de restricdes. Para uma dada equacao diferencial ordindria e suas condi¢des
iniciais, aplicamos certas transformacdes infinitesimais que devem permitir determinar grupos
de simetria, podendo obter um conjunto de curvas integrais de solu¢do de uma dada equacgdo
diferencial ordindria, a qual corresponde ao grupo invariante, de acordo com a transformac¢ado

aplicada.

3.2 TEOREMA E INVARIANTE DE NOETHER

O teorema de Noether resulta da teoria de sistemas dinamicos. Sua descri¢do formal vem
da conexdo entre propriedades de invaridncia, ou simetria, e quantidades conservadas para um
dado lagrangiano, ou mesmo hamiltoniano, de acordo com certas transformacdes [15]. Toda
grandeza fisica conservativa corresponde a um grupo continuo de simetrias das equacdes, o que
garante que uma transformacao matematica, aplicada as equagdes, preserve as caracteristicas

essenciais dessas equacoes [48, 49, 51].

Conforme [51], a simetria sob uma transformac¢do de coordenadas condiz com efeitos de uma
transformacao infinitesimal, tal como descrevemos na se¢ao 3.1, onde tratamos das simetrias de
Lie e realizamos as transformacgdes através das Eqs. (3.3-3.4). Estas transformacgdes operadas

sobre L(g, ¢, t) devem nos conduzir para

L(g, q,t) = Lig+en, g+e(n—1q), t+&t)

dL  JL

oL (3.15)
= L(q,q,t) +¢ na—q+(n—rq)a—q,+rE .

As transformacdes infinitesimais operadas sobre o funcional da acdo, dado pela Eq. (3.2), con-

duzem ao teorema de Noether. Fazendo a integracdo desta relagdo em
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di =d(t+et)=dt +etdr, (3.16)

temos,

- o JdL JL JdL
/L(ci, g, ndi = /{L(C],%I)Jré‘(na—q—k(ﬁ—T'q)a—q+1'§)}(dt+£i'dt). (3.17)

Desta expressao, eliminando o termo de 2° ordem para € e, omitindo as dependéncias de

L(q,q,t) € L(G,{ ,), simplificando a nota¢do, ficamos com

/Zdt /Ldt—I—e/[ +n§L (n—r'q)’;—;HL dr. (3.18)

A fim de se obter a func¢do que corresponde ao termo do funcional da acdo associado ao para-
metro € da Eq. (3.18), devemos encontrar uma derivada total em relagdao ao tempo. Com isso,
designamos a fungdo primitiva por F = F(q,t) sem dependéncia em ¢, dado que buscamos

simetrias puntuais do sistema. Desta forma, a derivada total no tempo descrita por F(g,t) é

. aL JaL . JdL .
sendo que, por defini¢do
. OF oF
F = o> + = 97 (3.20)

A constante de movimento de um sistema € o invariante do sistema. Designando / como o

invariante de Noether, temos que dI/dt = 0. Reescrevendo a Eq. (3.19), temos

F = fL+rd—L—f'% daL i%-l- dJL
N dt T94 ~ e EF; ndt g i g
d d JdL d oL

—irL—'% + %
S dt 794 "aq'
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Com essa expressdo, podemos escrever a defini¢do do invariante de Noether, tal que

I:T(qg—; - L) - ng—]; + F, (3.22)

correspondente a constante de movimento.

Desta forma, F' é uma fun¢io a ser determinada e resume a condicdo de invaridncia da acdo

através de

GL=F. (3.23)

3.3 SISTEMAS INTEGRAVEIS: COLCHETES DE POISSON

De acordo com [53], um sistema completamente integravel é aquele que corresponda a um
sistema hamiltoniano que admite possibilidades finitas para a integral primeira. A maioria dos
exemplos disponiveis correspondem a uma variedade de Poisson, que corresponde a uma va-
riedade diferencidvel, satisfazendo a identidade de Jacobi, dada na Eq. (3.32d), onde {,} é o

colchete de Poisson.

A titulo de contextualizagc@o, observamos que o campo vetorial de uma dada funcdo H define o
campo vetorial hamiltoniano Xy associado. H e Xy geram particdes em subvariedades diferen-
cidveis de outra variedade diferencidvel com dimensdo idéntica, o que € chamado de folheacdo
singular completamente integravel, definindo uma simetria de contato na édlgebra de Lie. Por
notacdo, define-se uma derivacdo {H,-} de um campo vetorial hamiltoniano Xy sobre uma

varidvel dindmica f, como

Xu-f = {H,f} = df{Xn}. (3.24)

A nocdo de integrabilidade de um sistema mecanico pode ser dita como a possibilidade de
resolucdo explcita de suas equacdes de movimento, que ocorre por uma escolha apropriada de
coordenadas generalizadas, além de depender também do sistema fisico. Conjuntamente, isso
determina a separabilidade das equagdes de Hamilton-Jacobi. Assim, estas equagdes tornam-se
separdveis em certo sistema de coordenadas, com resolu¢cdo das equacdes de movimento por
quadraturas [1, 53, 50].

De modo geral, de acordo com [1], seja f = f(q,p,t) uma funcdo dindmica arbitraria das

varidveis candnicas (q, p) e do tempo 7, temos
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df <~ (9f . af . Jf
LS d) e e

onde,

) oH . OJH
qk = a_pk’ Pk = —a—qk- (3.26)
Para a Eq. (3.25) teremos, naturalmente,
df ¢ 8f8H_8f8H af
dt _; <9qk I Opedqr) o G:27)

De acordo com [55], se V € um espago vetorial e & é uma varidvel dinamica, de modo que
fyh:V — Rtem classe C*, as varidveis dindmicas na formade {f,h} : V — R corresponderao

a funcao

& [(of oh  df dh\ .

a qual € designada como colchete de Poisson. Com isso, se /& corresponde ao hamiltoniano H,

entdo reescrevemos a Eq. (3.25) como

af _ of
- = HY + 5 (3.29)

Desta forma, assumindo as quantidades g; € py, teremos as equacdes de Hamilton em termos

dos colchetes de Poisson, de modo que

gk = {aqr. H}, (3.302)
Pk =1{p,H}. (3.30b)

A integrabilidade de uma sistema com n graus de liberdade estd intimamente associada a exis-

téncia de n constantes de movimento [1]. Conforme o teorema de Poisson, o colchete de Poisson
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de duas constantes de movimento também correspondem a uma constante de movimento. As-

sim, sejam f e g constantes de movimento de um dado sistema descrito por H, entdo as formas

{f,H} + %—J; =0, (3.31a)
{g,H} + % =0, (3.31b)

expressam as relagdes de H com as constantes de movimento f e g, que assumem a forma de

uma equacao de continuidade.

Os colchetes de Poisson obedecem as seguintes propriedades:

a) Anti-simetria: {f.¢} = g fh (3.32a)

b) Linearidade: {f+Ag,h} = {f,h} + A{g,h}; (3.32b)
o d _[of g\

d) Regra de Leibniz: E{f,g} = {E,g} + {f,g}, (3.32¢)

e) Identidade de Jacobi: {f{g,h}} + {g.{n, f}} + {n,{f.g}} = 0. (3.32d)

As Egs. (3.32¢) e (3.32d) sao validas para o caso em que f,g € C”. A Eq. (3.32d) representa a

identidade de Jacobi, que na forma da regra de Leibniz, € escrita como

{f.gh} = {f,g}h + g{f,h}. (3.33)

Encerramos este capitulo tendo apresentado os elementos mateméticos necessarios para apli-
ca¢do do teorema de Noether sobre o sistema de EDOs do modelo de Jackiw-Pi. Destacamos
as Egs. (3.19) e (3.22) como resultado de transformacdes infinitesimais aplicadas sobre um
dado lagrangiano arbitréria e o funcional da acdo correspondente, sem observar aspectos restri-
tivos. Podemos dizer que estas equacdes constituem o fundamento da construg@o das solucdes
invariantes que passaremos a buscar no Cap. 4, no modelos que estamos estudando, definindo

constantes de movimento deste sistema e obtendo a integrabilidade das equagdes.
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4 APLICACAO DO TEOREMA DE NOETHER A BICAMADA DE
GRAFENO

Neste capitulo, realizaremos a aplicacdo do teorema de Noether sobre o0 modelo proposto
por Jackiw-Pi para bicamada de grafeno [7]. O modelo constitui-se no par de EDOs lineares de

primeira ordem acopladas, dadas pelas Eqgs. (2.2a-2.2b), reformulada conforme [13].

Especificamente, o método de simetrias de Noether permitird, a priori, calcular simetrias puntu-
ais do modelo de Jackiw-Pi, associado-se desta forma as leis de conservagao do préprio sistema
mecanico. Encontrando as constantes de movimento do modelo, podemos comparar os casos
exatamente soliveis em termos do campo de calibre. Sdo apresentadas entdo as solucdes anali-

ticas obtidas por [9], onde se obtém a integrabilidade das equagdes.

Como sabemos, o teorema de Noether € aplicado sobre o lagrangiano em razdo da sua estreita
relacdo com a respectiva func¢do do lagrangiano, para os casos em que estdo envolvidas as leis de
conservacao e, presumidamente, a presenga de um invariante determinado por uma constante de
movimento pertencente a algum grupo de simetria. Resultados preliminares ja nos conduziram

as classes de funcdes a serem encontradas.

4.1 SIMETRIAS DE NOETHER DO MODELO DE JACKIW-PI

O modelo de Jackiw-P1i se reduz as duas EDOs lineares de primeira ordem acopladas, dadas
pelas Egs. (1.50a-1.50b). Estas equacdes foram reformuladas em equagdes equivalentes via Egs.
(2.2a-2.2b). O parametro que define essas equagdes € descrito pelo campo escalar ¢ (r) dado pela
Eq. (1.53), que descreve a dimeriza¢ao submetida ao campo de calibre A(r) nas condi¢des de
contorno A(0) =0e A(ee) = 1/2.

As simetrias de Noether pertencem a um subgrupo das simetrias de Lie. As transformacdes
infinitesimais devem ser aplicadas sobre o lagrangiano da Eq. (2.13). Isto deve determinar uma
lei de conservagdo associada a dindmica do sistema, o que sugere a presenca de constantes de

movimento.

Conforme verificado no Cap. 3, o operador de simetria dado pela Eq. (3.14) sobre a integral
de acdo do lagrangiano L = L(q,q,t), gera a condi¢do de invaridncia, dada pela Eq. (3.19),
reescrito na Eq. (3.21).
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O procedimento para calcular simetrias puntuais de Noether é bem conhecido [15]. Inserido

o lagrangiano, dada na Eq. (2.13), na condi¢do de simetria dada pela Eq. (3.19), obtemos o
seguinte desdobramento para cada termo a esquerda da igualdade da Eq. (3.19)

1° termo,

d . ,
eSF = 24 ©09q — T9qi + 7097

(4.1a)
—100G+ 19094
2° termo,
4.1
nglc;:n(l—ﬁbz)ﬁmﬁq; @
3° termo,
(1-t0) 52 = (1~ 4) (469
e ot
—qaa?nt 2o qaa—?—quq 2af 3ar /crf?; %(
4° termo,
L (81+q8‘c)
d 0
o~ 35— I a3 S~ 31~ 97) 243—;—}95/3—5
(4.1d)

Como estamos determinando simetrias puntuais do sistema, cancelamos a quantidade § na Eq

(4.1a), dado que a quantidade € nula. Os casos em que § € ndo-nula, correspondem as simetrias
dindmicas de um sistema, caso além de nosso escopo

ApOs cancelarmos os termos semelhantes e fazermos um ordenamento para expressao da Eq
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(4.1) de acordo com cada um dos graus da quantidade ¢, temos

F = 43{—%%;} (4.2a)
+42{§—Z—%%} (4.2b)
+61{ dgt— ¢n+aa—t—¢q——%(l—¢2)q2§—;} (4.2¢)

0){¢¢q27—n(1—¢2)q—¢q(z—7 5( -¢?) 2(%}, (4.2d)

onde associamos os diferentes graus de ¢ de acordo com a derivada total ¥ = F, + ¢F,, a Eq.
(3.20). Isto nos leva a

PR g_cfl o, (4.32)
i — g—g - %% =0. (4.3b)
¢~ ~bg-n9+ 5 ~0q5L =F, 430
g9 — w@f—nu—¢%qﬂm%?—%a—¢%f%§:E. (4.3d)

Naturalmente, ‘3; ndo € exibido na Eq. (4.3c) por se mostrar-se nulo na Eq. (4.3a).

A partir dos termos das Eqgs. (4.3a)-(4.3b), temos

T = T(), (4.42)
1.
n = 3Tq - s(0). (4.4b)

onde T =T(t) e g = g(t) sdo fungdes unicamente dependentes do tempo.

E possivel obtermos o cancelamento do polindmio linear em ¢ a partir das Eqgs. (4.3c) e (4.3d)

associadas a Fy, = Fy4, conforme
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d d

A partir da Eq. (4.3c), temos
d (1. d (1
Fy = —T¢q— ¢< Tq— g)+at<5T > <an ( Tq— g)
(4.6)
1. .
= <§T—¢T—¢T)q+<¢g—g)q(0),
onde derivando parcialmente em #, temos
d
th = a_F
d
= a—[( T—¢T— ¢T)q+¢g g] 4.7
= { T'— 9T —2T - ¢T}q+{¢g+¢g—g}q<°>.
Da Eq. (4.3d), temos
F = 1066 (37q-5)(1-0%g—0a2 (sTa—g) — (1 0)g o7
(4.8)
I, . . ,
= (—5¢T—<1—¢2)T+¢¢T)q2+((1—¢2>g+¢g>q
que derivando parcialmente em ¢, nos da
d
th = E]E
4.9)
= { o 2099742007 fa+ {1~ 020008}
Os cancelamentos em g e q(o) nas Egs. (4.7) e (4.9) resultam em
g —» T + 40°T + 400T = 0, (4.10a)

49 S &+ olg =0, (4.10b)
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onde = (1), que tem a relagio ®> = 1 — ¢ — @2, é a frequéncia de oscilacdo, conforme Eq.
(2.17).

Identicamente, a varidvel auxiliar g satisfaz a mesma equacgdo da varidvel dindmica g, conforme
as Egs. (2.18) e (4.10b). De acordo com [56], a equacgdo linear de terceira ordem (4.10a) pos-
sui aplicagdes recentes para dispersdo de mudancas de fase em um contexto diferente. Como
apresentado na Sec.2.4, fazendo T = p?, obtemos a Eq. (2.21), aqui reexibida,

PP+ 3pp + 40°pp + 200p* = 0,

expressao que pode ser integrada, resultando na equacdo de Pinney, dada pela Eq. (2.19), tam-

bém reexibida

. K
p+ o’ (t)p = it

A partir das Eqgs. (4.6) (ou da Eq. (4.8)), podemos encontrar

F = /[(%T—¢T‘—T¢)q+¢g—g}dq

— (g_¢T‘—¢T)%+(¢g—g')q+Fo,

4.11)

onde Fp € uma constante numérica que sera definida como zero, sem perda de generalidade. De
maneira correspondente, usando a defini¢do para o invariante de Noether, dado pela Eq. (3.22),

temos que

I=34 = 544 + (T + 20 T)Z + g4 —8q. (4.12)

As transformagdes infinitesimais puntuais retornam o gerador de simetria de Lie, dado pela

Eq. (3.5). Com isso, de acordo com [15], o gerado de simetria puntual de Noether é dado por

0 T 0
G=To + (Eq - g) 37 (4.13)
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Através do total de cinco solucgdes lineares independentes, as equacdes lineares (4.10a) e (4.10b)
tém, a0 menos, uma com grupo de cinco parametros de simetria puntuais de Noether, as quais
podem ser imediatamente encontradas. Para cada gerador, hd uma quantidade conservada via Eq.
(4.12). Dentre esses cinco invariantes, somente dois sdo funcionalmente independentes. Note
que as assintotas do campo de calibre A(r), na Eq. (1.53), limitam-se as simetrias e invariantes

de Noether admissiveis.

Em termos da solugio p para a equacio de Pinney, tal que 7 = p2, devemos ter

I = Irg;, + VV7 (4.14)
onde
1 . . \2 K (q 2
Ir; = = — — (= 4.15
EL 2(PCI pg)” + > (p) ; (4.15a)
W = gq — 4q, (4.15b)

sdo dois invariantes funcionalmente independentes. A quantidade conservada da Eq. (4.14) con-
siste em duas partes; a parte Ermakov-Lewis Ig;, € a contribui¢do residual ndo-nula W de cada
solucdo ndo-trivial de g. Esta ultima parte surge que, tanto para g quanto para g, devemos ter
a mesma equacdao OHDT, conforme Eqgs. (2.18) e (4.10b). O Wronskiano W das duas solugdes
particulares, Eq.(4.15b), € independente da equacao linear de segunda ordem por ser uma cons-
tante de movimento. Conforme observado por [57], por exemplo, a constancia do Wronskiano

neste caso nao € um fato acidental, mas o resultado advindo de uma invariancia de simetria.

No presente caso, temos entao

d d
G = 27 Yg — _ 4.16
p 5, + (PPq g)aq (4.16)
De qualquer forma, as ultimas expressoes tradicionais dadas pelas Eqgs. (4.12) e (4.13), apre-
sentam claramente que uma maneira de encontrar invariantes e simetrias de Noether € reduzida,
neste caso, a um par de equacdes lineares; a equacao de terceira ordem (4.10a) para 7 e a de

segunda ordem (4.10b) para g.
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4.2 SIMETRIA ALGEBRICA E O INVARIANTE DE NOETHER

Suponha uma solugio particular ndo-trivial exata conhecida para g; = g;(¢) do OHDT para
a Eq. (4.10b) na qual, formalmente, tem-se a mesma equacao que satisfaz a varidvel dindmica

g(t). Sabidamente, uma segunda solugdo linearmente independente para o OHDT sera dada por

e =) =g [d/g0). (4.17)

Este par de solugdes da Eq. (4.15b) tem Wronskiano unitério g1g, — g>£1 = 1. A solucdo geral
da Eq. (4.10b) é

g = c1g1 + g, (4.18)

onde ¢y sdo constantes numéricas arbitrdrias. Certamente que um par diferente de solugdes
fundamentais pode ser escolhido. Entretanto, utilizar um Wronskiano unitario simplifica diver-
sos fatores numéricos que poderiam surgir. Assim, dado g1, pela Eq. (4.17), assume-se g, daqui

por diante.

A solucdo geral da equagdo de Pinney é dada pela lei de superposicao ndo-linear, tal que

1/2
p = (C3g% + 2c48182 + ng%) / )

onde c3 4 5 sd0 constantes numéricas que satisfazem c3cs — cﬁ =K. Apartirde T = p2, obtém-se

a solucdo geral da equacdo linear, dada pela Eq. (4.10a) na forma de

T = c3Th + c4Th + o515, (4.19)

onde

=g, D=2ag =g, (4.20)

sdo solugdes particulares linearmente independentes. Substituindo 77 5 3 na Eq. (4.10a), de fato
se resolve a expressdo, desde que g1 resolva a Eq. (4.10b) para o OHDT e g, seja dado pela Eq.
(4.17).
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Ao invés de iniciarmos pela equacado nio-linear de Pinney para obtermos k, daremos aten¢do

a equagao linear de terceira ordem dada pela Eq. (4.10a), em que demonstramos ser exatamente

soluvel no lugar de ser apenas uma solugdo particular disponivel para a equacdao do OHDT. O

pardmetro k € determinado posteriormente a partir de uma escolha arbitraria para c3 4 5. Desta

forma, o gerador de simetria da Eq. (4.13) € dado por

G = c1G1 + 2Gy + ¢3G3 + ¢c4Gy + ¢5Gs,

onde

0
Gl = —81 aq)

0
Gy = _gza_q’

d d
Gs3 Zg%g + glgla_q

d ] ] d
Gy = 2g1ng + (8182 — 8281)6]%7

Jd . d
Gs Zg%E + glgzqg—q-

O invariante de Noether, da Eq. (4.12) correspondente, é dado por

I = 11 + cphh + ¢33 + c4ly + c5ls,

onde cada /; estd associado a G, parai=1,....5,¢e

I =g1q— &4,
b = gxq— g2,

1 » I
I = — 17— 0 = —
3 2(glq §19) >

L =g182¢* — (g182+8281)99 + 8182¢> = L,

1 2:12%

Is — —(org — o 2,
s 2(5’26] 829) >

(4.21)

(4.22a)

(4.22b)

(4.22¢)

(4.22d)

(4.22¢)

(4.23)

(4.24a)

(4.24b)

(4.24c¢)

(4.24d)

(4.24e)
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O invariante de Ermakov-Lewis da Eq. (4.15a), juntamente com p, apresentado na Eq. (2.25),

pode ser expresso como

Igr = c3l3 + c4ly + csls, (4.25)

0 que, a priori, era esperado [15, 58, 59]. Isto também pode ser verificado calculando di-
retamente como uma constante de movimento. Desta forma, observa-se que o invariante de
Ermakov-Lewis pode ser dividido em uma combinacao linear de fun¢des quadréticas do Wrons-
kiano conservado. A parte restante do Wronskiano, correspondente ao invariante de Noether, é

dado por

W=cli + cb. (4.26)

Pelo comutador [G;, G| = GiGj — GG, pode-se encontrar a dlgebra de simetria, tal que

[G1,Ga] = [G1,G3] = [G2,G4] = [G2,Gs) = 0, (4.27a)
[G1,G4] = Gy, (4.27b)
[G1,Gs] = Gy, (4.27¢)
[G2,G3] = —Gi, (4.27d)
[G3,G4] = 2Gs, (4.27¢)
[G3,Gs] = Gy, (4.27f)
[G4,Gs] = 2Gs. (4.27g)

A descrigdo mais simples das simetrias e invariantes de Noether € fornecida por /; 5, com os
correspondentes geradores de simetrias comutaveis Gy, expandidos num subgrupo Abeliano
bidimensional. Os invariantes I; 5 3 restantes, sdo fungdes quadraticas dos blocos de construgdo
I1 2. O acoplamento ndo linear k e o quadrado do Wronskiano foram obtidos no contexto dos
sistemas de Reid, a partir da Eq. (20) em [60]. Se trata de uma forma alternativa, equivalente e

mais simples, em termos dos quadrados de duas constantes de superposi¢ao.

O grupo 5-dimensional das simetrias puntuais de Noether € um subgrupo do grupo de Lie 8-
dimensional maximo s[(3,R), admitido pelo oscilador harménico simples [61, 52] e pelo OHDT

[58]. A conexdo com o0 OHDT vem devido o lagrangiano da Eq. (2.13) ser, em si, definida por
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B d (9()q*
L_E—dt( 5 ), (4.28)
onde . .
-2 22 2
L= 54 5O (t)q (4.29)

¢ o lagrangiano padrao para o OHDT, onde w é dado pela Eq. (2.17). A adicdo de uma derivada
total ndo ird modificar nenhuma das equacdes de movimento ou simetrias de Noether atinentes
ao caso. Este aspecto € interessante para se obter dlgebra de invariantes, que expressa-se em
termos de (g, p,t), onde p = ¢ — ¢(t)g é o momentum candnico, conforme Eq. (2.11). Desta

forma, considerando

JAJB  JAJB

a forma candnica do colchete de Poisson, onde A = A(q, p,t) e B = B(q, p,t), os resultados

essenciais sao dados por

{h,L} =1, (4.31a)
{14} = {b,h} = 1, (4.31b)
{h.Is} = {ls,h} = b, (4.31c)
{I,3} = {h,I5} =0, (4.31d)
{B,1} = I, 431e)
{I,Is} = Ih, (4.316)
{I,Is} = B3. (4.31g)

Vilido observar que diversos fatores numéricos das Egs. (4.27) e (4.31) sao simplificados gragas

a termos, para g1, g2, um Wronskiano unitdrio.

Tanto a equagdo do OHDT quanto a equagao de Pinney sdo sistemas de Lie (ver, por exem-
plo, [62, 63]) com a mesma &lgebra de Lie de Gulberg-Vessiot, s[(2,R). Os resultados desta

secdo podem ser derivados deste ponto de vista [64, 65], exceto para a derivagcdo imediata dos
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invariantes de Noether e sua dlgebra associada, mostrada na Eq. (4.31). Da mesma forma, as si-
metrias de Lie do sistema Ermakov-Pinney, sem referéncia ao teorema de Noether e ao grafeno,
incluem e generalizam as simetrias de Noether apontadas aqui [66, 59, 67]. Simetrias e leis de
conservacao para sistemas Ermakov n-dimensionais generalizados foram analisadas em [68], a

partir do teorema de Noether.

4.3 ABORDAGEM DIRETA

A abordagem direta para a dlgebra de simetria explicita parte de um campo de calibre co-
nhecido A(r) com as assintotas esperadas. Para isto, seguimos sistematicamente os passos a

seguir:

o A partir de A(r), deriva-se ®(r), ¢ (¢) e @(¢) usando respectivamente as Egs. (1.53), (2.1)
e (2.17).

* Obtém-se a solucdo particular de g;(¢) resolvendo a Eq. (4.10b), e com a isso, g» por
quadratura (4.17).

» Os geradores de simetrias de Noether sdo encontrados a partir das Egs. (4.27) e os invari-

antes a partir das Egs. (4.24).

E indiferente inciar por A(r) ou ¢(¢). Sendo assim, pela Eq. (1.53), devemos ter

k (% —A(r)) = Vro(Vr), (4.32)

onde k é um inteiro aditivo. A partir das assintotas A(0) = 0, A(ec) = 1/2, devemos ter

k
to(t) ~ 5 para 1= 0, (4.33a)

t¢(t) —» 0 para f— oo, (4.33b)

4.4 EXEMPLO

A partir da Eq. (4.33b), temos genericamente @> ~ 1/t*> parat — 0, o que resulta para t = 0

num ponto singular para a Eq. (4.3b), tornando-se dificil obter uma solu¢@o analitica exata.
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Ainda assim, uma solu¢do numérica pode ser encontrada fazendo g(tp) = 1, ¢(¢p) = 0, dado
g1- E com g(t9) =0, g(to) = 1 dado g», em que g1, devem possuir um Wronskiano unitdrio,
sendo que #y > 0 é uma referéncia temporal. A solug@o obtida para a amplitude apresenta uma
leve sensibilidade, de acordo com a escolha de 7y e k. Como ®? — 1 num tempo extenso ¢, a
solugdo passa a ser senoidal, na medida em que a frequéncia angular @ passa a adquirir o valor

unitdrio, o que também pode ser expresso em termos de fun¢des de Bessel parat — 0, conforme
observado por [7].

Para fins de ilustragdo, tomamos

k
9=5kK (t), (4.34)

que satisfaz as condi¢des de (4.33b), onde K (¢) € uma fungdo de Bessel modificada de segunda
espécie. Isto € similar ao perfil do potencial vetor para o decaimento do campo magnético com
solugcdes para vortices, na teoria de Ginzburg-Landau [69]. Exemplos de solu¢des numéricas

sdo apresentados nas Figs. 4.1 e 4.3 para valores diferentes de k, 7. Os detalhes das amplitudes
e fases podem ser observados como sendo muito sensiveis para k, .
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Figura 4.1 — Solu¢do numérica para a Eq. (4.3b) com ¢ dado pela Eq.
(4.34), comk= 1,10 =1072.




(b) g(t0) =0, g(t0) = 1.

Figura 4.2 — Solu¢do numérica para a Eq. (4.3b) com ¢ dado pela Eq.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho foi possivel analisar as simetrias puntuais de Noether para o modelo de
Jackiw-Pi para a bicamada de grafeno, restrito a um campo de calibre. Fizemos breves revisoes
de conceitos fundamentais para o desenvolvimento do texto, estabelecendo conceitos bdsicos
do grafeno em monocamada e bicamada. Uma breve reconstru¢do das pesquisas [3, 11, 12]
que induziram o trabalho de Jackiw-Pi foi realizada, sendo possivel apresentar seu postulado
para o Ansatz na forma de um par de EDOs lineares de primeira ordem acopladas, dadas pelas
Egs. (1.50a) e (1.50b), em concordancia com [13] para a abordagem do invariante de Ermakov-
Lewis do modelo. A partir desta abordagem, estabelecemos a hip6tese da existéncia de alguma
lei de conservacgao associada ao sistema e construimos o hamiltoniano, que se apresentou nao-
trivial conforme Eq. (2.6), dado o campo de calibre aplicado as Eqgs. (1.50a) e (1.50b), as quais
resultaram no sistema de equagdes dadas pelas Egs. (2.2a) e (2.2b), formulando as varidveis
dinamicas p e g deste sistema. Sabendo que estas leis de conservacao estdo associadas a deter-
minadas condi¢des de invariancia e simetria de um dado sistema, a solucao exata para o modelo

de Jackiw-Pi, a priori, deve ser obtida num sistema completamente integravel.

Apresentamos aspectos objetivos das simetrias de Lie, estabelecendo o grupo de transformacgdes
infinitesimais e definindo geradores infinitesimais de simetria. Estas transformacdes, operadas
sobre o funcional da acdo, dado pela Eq. (3.2), conduziram ao teorema de Noether, o qual
definiram as simetrias e o invariante de Noether, conforme Eq. (3.22), correspondente a um

subgrupo pertencente ao grupo de simetrias de Lie.

Dada a maior afinidade do teorema de Noether com a fun¢do do lagrangiano, obtivemos o
lagrangiano quadratico, dada pela Eq. (2.13) a partir da transformada de Legendre inversa sobre
o hamiltoniano quadratico dado na Eq. (2.6), objeto de nossa hipdtese. A aplicagcdo do teorema
de Noether, realizada no Cap. 4, permitiu construir o gerador de simetrias puntuais, dado pela
Eq. (4.13). Por este gerador, ao que podemos também chamar de operador de simetria puntual
de Noether, obtivemos as constantes de movimento do sistema, o que nos conduziu as equacdes
desacopladas em termos das varidveis dindmicas p e g. A 4lgebra de simetria é encontrada como
sendo da mesma forma do OHDT, ao observarmos a existéncia de um lagrangiano equivalente
para o OHDT, o que naturalmente demonstra o teorema como uma ferramenta poderosa para
verificar a existéncia das condi¢des de invaridncia e simetria. Embora o aspecto de Ansatz das
equagdes ndo definirem a mensura¢do de uma grandeza especifica, € modulado o comporta-

mento entre dois pontos de Dirac na intera¢do bicamada.
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A determinacdo das simetrias e invariantes de Noether depende de um lagrangiano especifico.
Um lagrangiano equivalente levaria a diferentes simetrias € constantes de movimento de No-
ether. Isto contrasta com a investigacao direta das simetrias de Lie, por exemplo, que nao de-
pende de um formalismo variacional especifico. No entanto, as simetrias de Noether tém inte-
resse por si s6, como mostram inimeras aplica¢des. Para um relato recente sobre o impacto do

teorema de Noether na fisica matemadtica, veja, por exemplo. [70].

A realizacao da dlgebra de simetria apresentada foi obtida em termos de uma soluc¢do particular
para g1, da equacao linear (4.3b), juntamente com g;, que € encontrada a partir de g; apés uma
quadratura. De qualquer forma, as assintotas do campo de calibre ¢, sempre reproduzem em
t = 0 um ponto de singularidade da equacao do OHDT, Eq. (4.3b), tanto que as solugdes exatas
sdo dificeis de se obter. A equacdo linear de terceira ordem fundamental, dada na Eq. (4.3a),
também foi apresentada como soluvel a partir da fungdo quadraitica de g1, bem como na Eq.
(4.19). Neste contexto, isto permite ignorar a equacdo (ndo-linear) de Pinney, como forma de

opc¢ao.

De acordo com [53], sistemas integraveis correspondem a exce¢ao e, portanto, sistemas de
equagdes diferenciais ndo-lineares cuja solugdo € exata também o sdo. O grupo 5-dimensional
das simetrias puntuais de Noether, como subgrupo do grupo de Lie 8-dimensional maximo
s[(3,R), também é um subgrupo normal. Embora ndo se tenha obtido a solug@o exata, ainda
assim se observa que em termos do lagrangiano L, dado pela Eq. (2.13), tem-se que g e p =
g — ¢ g atuam diretamente no vortice do spin de Dirac, detalhados em [7], o que ndo € o caso se

a discussdo ¢ feita em termos do lagrangiano padriao £ para o OHDT, dada pela Eq. (4.29).

Os invariantes de Noether do modelo de Jackiw-Pi, obtidos na Eq. (4.31), representam as cons-
tantes de todo o sistema do modelo estudado, apresentando determinados valores constantes e
relacOes entre si. Além disso, caracterizam as estabilidades deste sistema em termos de equagdes
que definem um OHDT. Nao hd um significado fisico explicito. O que temos € a caracterizagcdo
do comportamento oscilatdrio do sistema, podendo avaliar diferentes grandezas fisicas como o

campo elétrico, campo magnético ou posicao de carga, por exemplo.

A aplicacdo dos mesmos métodos podem ser uma abordagem produtiva para problemas si-
milares, tais como o de submeter a bicamada de grafeno a um campo magnético externo [71],
sugerindo trabalhos futuros. A andlise sobre ¢ nao-nula para simetrias dinamicas permanece em
aberto. E uma outra questao € sobre quais resultados podem ser obtidos ao submeter o sistema
a geradores de simetria construidos sob um grupos transformagdes de Lorentz, ignorados nas
construgdes deste trabalho. Segundo [12, 10, 19, 3], ha indicios de efeitos relativisticos ao se

observar determinadas equacdes como as que resultam nas Eqgs. (1.23) e (1.24).
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