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RESUMO

As incertezas podem ser categorizadas em duas classes principais, (i) a incerteza aleatdria,
que reflete a variabilidade intrinseca (ndo controldvel) nas possiveis realizagdes de um evento
que ¢ de natureza estocastica, e (ii) a incerteza epistémica, que reflete a falta de conhecimento
sobre um fenomeno que pode afetar o resultado dos eventos. Por exemplo, as simplificagdes
geométricas, escolha de condi¢des de contorno (cargas e apoios), modelagem de conexdes e
interfaces entre componentes, bem como defini¢do padronizada de valores de propriedades de
materiais sdo etapas que compdem o processo de idealizagdo de um modelo de elementos
finitos. Portanto, fica evidente que, durante essas etapas, inimeras variaveis desconhecidas e
incertas podem causar discrepancias entre os resultados do modelo numérico e dos dados
experimentais. O processo de atualizagdo de modelo de elementos finitos surge a partir da
necessidade de diminuir essas discrepancias. Para isso, existem diversas metodologias que
permitem identificar e ajustar os parametros do modelo numérico. Com base nisso, este
trabalho aplica os conceitos basicos de identificacdo de modelo em dois exemplos
encontrados na literatura. Posteriormente, ¢ aplicado o método de sensibilidade, que permite
atualizar o modelo de elementos finitos para que ele reproduza o resultado médio dos testes
experimentais e sua covariancia, em um protétipo construido com componentes simples que
possuem variabilidades intrinsecas como placas de aluminio, parafusos e blocos de polimero.
Para isso, os parametros modais (frequéncia natural e razdo de amortecimento) foram obtidos
experimentalmente a partir de 50 medi¢Oes feitas e metodologia de peak-picking e
decremento logaritmico. A constru¢do do modelo numeérico, feita a partir de grupos, permitiu
a rapida atualizacao dos 28 pardmetros incertos (modulo eldstico, massa especifico e razao de
amortecimento modal). Foi possivel verificar que os pardmetros incertos mantiveram sentido
fisico e apresentaram resultados simétricos. Observou os valores das incertezas preservam os
valores fisicos aceitdveis de cada material, ainda assim, preservam uma simetria entre eles.
Além disso, as nuvens de pontos e elipses de confianga mostraram que os ajustes das
respostas médias, covariancia e desvio padrdo do modelo numérico foram satisfatérios. Por
fim, foi possivel observar que o modelo ajustado apresentou picos nas curvas de receptancia

que sao inexistentes no modelo nao ajustado.

Palavras-chave: Atualiza¢ao de modelo de elementos finitos, analise modal, identificacao de

modelo, método dos elementos finitos, método da sensibilidade.



ABSTRACT

Uncertainties can be categorized into two main classes, (i) random uncertainty, which reflects
the intrinsic (uncontrollable) variability in the possible realizations of an event that is
stochastic in nature, and (ii) epistemic uncertainty, which reflects the lack of of knowledge
about a phenomenon that can affect the outcome of events. For example, geometric
simplifications, choice of boundary conditions (loads and supports), modeling of connections
and interfaces between components, as well as standardized definition of material property
values are steps that make up the process of idealizing a finite element model. Therefore, it is
evident that, during these steps, numerous unknown and uncertain variables can cause
discrepancies between the results of the numerical model and the experimental data. The
process of updating the finite element model arises from the need to reduce these
discrepancies. For this, there are several methodologies that allow identifying and adjusting
the parameters of the numerical model. Based on that, this work applies the basic concepts of
model identification in two examples found in the literature. Subsequently, the sensitivity
method is applied, which allows updating the finite element model so that it reproduces the
average result of the experimental tests and their covariance, in a prototype built with simple
components that have intrinsic variability such as aluminum plates, screws and blocks of
polymer. For this, the modal parameters (natural frequency and damping ratio) were obtained
experimentally from 50 measurements made and peak-picking methodology and logarithmic
decrement. The construction of the numerical model, made from groups, allowed the rapid
updating of the 28 uncertain parameters (elastic modulus, specific mass and modal damping
ratio). It was possible to verify that the uncertain parameters maintained physical sense and
presented symmetrical results. He observed that the values of the uncertainties preserve the
acceptable physical values of each material, even so, they preserve a symmetry between them.
In addition, the point clouds and confidence ellipses showed that the adjustments of mean
responses, covariance and standard deviation of the numerical model were satisfactory.
Finally, it was possible to observe that the adjusted model presented peaks in the receptacle

curves that are non-existent in the unadjusted model.

Keywords: Finite element model updating, modal analysis, model identification, finite

element method, sensitivity method.
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1. INTRODUCAO

As incertezas estao sempre presentes em problemas de engenharia até um certo nivel.
Pode aparecer como falta de confianga em modelos numéricos ou mesmo como aleatoério em
medi¢des experimentais. O que € certo € que isso pode causar discrepancias que devem ser
minimizadas, quando possivel, ou eliminadas. Tais incertezas podem ser categorizadas em
duas classes principais, (i) a incerteza aleatéria, que reflete a variabilidade intrinseca (nao
controlavel) nas possiveis realizagdes de um evento que ¢ de natureza estocdstica, e (ii) a
incerteza epistémica, que reflete a falta de conhecimento sobre um fendmeno que pode afetar
o resultado dos eventos. As formas como essas incertezas podem ser incorporadas aos
modelos de engenharia variam de acordo com o uso que se deseja fazer dessas informagoes,
apenas para evitar situagdes indesejaveis, tornando as previsdes do modelo mais confiaveis,
ou para quantificar e identificar as fontes e o nivel dessas incertezas.

A primeira abordagem remonta aos trabalhos originais de Friswell (1989), Collins et al
(1974) e Friswell e Mottershead (1995) onde os pardmetros estruturais foram ajustados com
base em um estimador de variancia minima. Eles usam as sensibilidades de uma func¢ao de
mérito para que a média e a covaridncia dos parametros numéricos e medidos sejam
minimizados. Nesse artigo, métodos baseados em gradiente sdo usados para realizar a
minimizagao.

Os métodos de perturbagdo também sdo muito populares e atraentes devido aos baixos
custos computacionais ao lidar com grandes modelos numéricos como em Khodaparast,
Mottershead e Friswell (2008) e Yuan et al (2019).

Mais recentemente, tém sido propostos métodos para atualizagdo de modelos baseados
em inferéncia bayesiana (Beck e Katafygiotis (1998) e Simoen et al. (2013)), onde
estimativas a posteriori da fun¢do densidade de probabilidade de pardmetros incertos sdo
identificadas com base no conhecimento de sua distribuicdo a priori e dados experimentais
medidos como em Katafygiotis, Yuen e Chen (2001), Beck e Au (2002) e Ching e Chen
(2007). Existe uma vasta literatura sobre métodos de atualizagdo de modelos baseados em
abordagens ndo probabilisticas como Analise Intervalada (Moens e Vandepitte (2004)),
Aritmética Fuzzy (Chowdhury e Adhikari (2012) e Serhat e Gundes (2013)). Eles sao
apoiados pelo fato de que muitas informacdes estatisticas ndo estdo disponiveis e, portanto,
inferéncias baseadas em informacdes estatisticas ndo confidveis certamente perdem sua

credibilidade.



A maioria das propostas enfrenta problemas comuns como os custos computacionais de
avaliagdo do modelo (especialmente para aqueles baseados em amostragem) que podem
inviabilizar o método para modelos complexos. Assim, uma série de artigos propondo
modelos substitutos sequenciais como Redes Neurais Artificiais, Fun¢des de Base Radial,
Kriging e Maquinas de Vetor de Suporte (como em Jin e Jung (2016), Yin et al. (2019),
Cheng, Fan e Xiao (2022)) surgiram como uma alternativa ao uso de os modelos
computacionalmente pesados, mas esses ganhos vém a custa da perda de precisao do modelo.

Sendo assim, este trabalho propde a aplicacdo do método de sensibilidade para atualizar

um modelo de elementos finitos de uma estrutura experimental para quantificar as incertezas.

1.1 Motivacao

Como ja comentado durante a introducgdo, existem discrepancias entre o modelo
numérico ¢ dados experimentais por inimeros motivos. A constru¢do de um modelo de
elementos finitos fiel, ou seja, que retrate perfeitamente a realidade de um experimento,
muitas vezes ndo serd o suficiente para obtencdo de bons resultados devido as incertezas
aleatorias ou idealizagdes feitas em propriedades de materiais, por exemplo.

Além disso, a conducao do experimento ¢ um dos processos cruciais, uma vez que tais
resultados sdo utilizados para efeitos de comparacao dos resultados numéricos. Isso significa
que o engenheiro deve saber realizar um experimento e construir um modelo numérico
adequado que reproduza tal experimento com perfeigao.

A motivagdo deste trabalho rodeia essa discussdo, ou seja, conduzir um trabalho que
permita a construgdo de um protétipo, andlise modal e construcdo de modelo numérico.
Conhecer diferentes metodologias para obtengdo dos pardmetros modais e entender as
incertezas das respostas que sdo provenientes do experimento. A construgdo de um modelo
numérico de elementos finitos permite treinar a modelagem fiel do sistema e entender que
mesmo de forma fiel, existirdo diferencas entre os resultados. Por fim, a aplicacdo de
metodologias para atualizagdo do modelo permite ndo somente diminuir ou eliminar as

incertezas, mas entender de onde elas podem surgir.

1.2 Objetivos

Para o desenvolvimento deste trabalho, o objetivo geral serd atualizar um modelo de

estado plano de tensdo de um portico utilizando método baseado em sensibilidade para



diminuir a discrepancia entre as respostas dindmicas modais e numéricas tendo em vista valor
médio dos resultados, desvio padrdo e covaridncia. Abaixo sdo apresentados os objetivos
especificos dessa dissertagao:
a) revisdo de literatura referente a diferentes metodologias utilizadas para atualizar
o modelo de elementos finitos;
b) constru¢do de modelo de bancada com diferentes materiais para ensaio de
respostas modais;
¢) constru¢do de modelo de elementos finitos para calculo das frequéncias naturais
e formas modais;
d) atualizagdo dos parametros definidos como incertos e suas correlagdes para
ajustar a dados modais experimentais;
e) avaliar e ajustar dados de amortecimento com uma metodologia para
amortecimento generalizado afim de obter melhores ajustes finais entre o

modelo numérico e o experimental.

1.3 Organizacio do trabalho

Essa secdo apresenta a organizacao dos capitulos dessa dissertacao.

Capitulo 1 apresenta uma revisdo bibliografica com os objetivos de demonstrar os
trabalhos ja desenvolvidos sobre o assunto de atualizacdo de modelo de elementos finitos,
bem como revisar diferentes metodologias existentes ja aplicadas.

Capitulo 2 apresenta a fundamentacao tedrica dos assuntos que sao necessarios para
aplicacdo da atualizagdo de modelo de elementos finitos. Nesse capitulo, o conceito e a
metodologia de elementos finitos sdo apresentados, bem como procedimento numérico para
calculo das frequéncias naturais e formas modais de uma estrutura. Também ¢ comentado
sobre os procedimentos para avaliar as respostas dindmicas a partir de analise modal
experimental, portanto serdo abordados o uso de acelerdmetros e aquisicdo de dados. O
mesmo capitulo ¢ responsavel por introduzir as diferentes metodologias baseadas em
gradientes (Newton, Sequential Quadratic Programming (SQP) e métodos heuristicos
(Differential Evolution (DE) e Nelder-Mead (NM)) para a resolu¢do dos problemas de
otimizacao e que sao utilizadas no capitulo 4.

No capitulo 3, ¢ feita uma explicacdo detalhada sobre o método de sensibilidade para

atualizagdo de modelos em elementos finitos. Tal metodologia ¢ aplicada nos estudos



numérico-experimentais mostrado no capitulo 4, portanto, uma revisdo referente as incertezas
de medigao ¢ feita para que o leitor compreenda, posteriormente, os resultados discutidos.

No Capitulo 4 sdo apresentados estudos numéricos-experimentais para a identificagao
de parametros e incertezas usando as técnicas expostas anteriormente no caso de um portico

metalico. Nele sdo descritos e discutidos os resultados para cada exemplo desenvolvido.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Segundo Mottershead e Friswell (1993), um modelo de elementos finitos pode nao
prever com precisao os resultados medidos devido a simplificacdes e suposigdes feitas pelos
usuarios. Em geral, existem trés erros de modelo que podem causar resultados imprecisos: (i)
erros de estrutura do modelo, ou seja, referentes a incerteza sobre as equagdes fisicas
governantes, (ii) erros de parametros do modelo, relacionados ao uso de condi¢des de
contorno inadequadas e suposigdes em propriedades de materiais e (iii) erros de ordem do
modelo, referentes a discretizagdo insuficiente de sistemas complexos. Dessa forma, de
acordo com os estudos de Marwala (2010), ¢ muito comum que a atualizagdo de elementos
finitos seja usada para ajustar varidveis relacionadas a erros de pardmetros do modelo, por
exemplo, algumas dificuldades na modelagem de juntas ou outros sistemas complexos podem
ser compensados ajustando as propriedades do material nos respectivos elementos.

Em outras palavras, de acordo com Ereiz, Duvnjak e Jiménez-Alonso (2022), um
modelo de um sistema pode ser simplificadamente representado por z = M(x,0 ), onde z
representa um vetor de resposta de saida deste sistema (deslocamento, deformagdes,
frequéncias naturais, formas modais...), M representa o modelo real, x um vetor com um
conjunto de dados de entrada (carregamentos, condi¢des de contorno, etc.) € @ um vetor de
parametros para este modelo (propriedades dos materiais como moddulo elésticos, rigidezes de
engastamento etc.). Pode-se imaginar o modelo real M como aquele que mapeia todas as
possiveis entradas e parametros do sistema (x, @ ), em sua resposta z. Alguns dos pardmetros
0 sdo passiveis de serem medidos, outros estimados ou até mesmo ignorados, por falta de
conhecimento do sistema, portanto sdo de carater incerto até um certo grau, sendo a sua
avaliagdo e a quantifica¢do de sua incerteza, motivo de investigacao.

Quando idealizamos um modelo numérico M., para representar o modelo real M, a
expressdo anterior reduz a z,,m, = Mpum(x, 0 ). Ao se tomar medi¢des experimentais destes

vetores de resposta do sistema real Zey, , em virtude das incertezas, naturalmente havera uma

diferenca entre estes dois vetores de forma que se pode colocar:
Znum + Onum = Zoxp + Omed> (1

onde 8,ym € Omeq SA0 vetores de incertezas referente ao modelo numérico e experimento,
respectivamente. Usualmente as duas incertezas de modelo e experimental sdo agrupadas num

Unico tipo de incerteza 6, = §pmeq — Onum, de forma que ficamos com Z,yy, = Zexp + 6.



Substituindo z,,,, na expressdo anterior. Portanto, as incertezas de medi¢des dos

equipamentos estariam consideradas no ajuste dentro da incerteza §,. Finalmente, chega-se a:
Mnum(x' 0)= Zoxp T 8, 2

Assim, ¢ possivel avaliar, para vetores de entrada fixos x, quais devem ser os
parametros @ e suas incertezas &g de forma a se ter um modelo atualizado e que minimize as

diferencas entre suas estimativas (Z,um) € a resposta do sistema (Zeyp). Desta forma, pode-se

escrever que o modelo numérico atualizado (M) sera:
Mnum = Mpum(x,0) + My, (x,8¢) = Zpum + 6, (3)

Assim, surgem diversas propostas e algoritmos para realizar esta atualizacdo, muitos
deles baseados em processos de otimizagdo, com hipoteses sobre tipos de distribuicao dos
erros associados, com ou sem a inclusdo de covariancias entre os parametros etc.

Pode-se descrever, de forma abrangente, um panorama do que se tem atualmente em

termos de propagacdo de incertezas e quantificagcdo de incertezas mostrado na Figura 1.

Propagacao
de incertezas

Incertezas observadas nos
pardmetros e entradas

R S

Parametros
do S/M

A 4

Entradas do Slséeuma Quais as incertezas
ida?
S/M Modelo S/M na saida?

(2)

Quantificagao
de incertezas

Quais as incertezas dos
pardmetros e das entradas?

Pardmetros
do S/M

Entradas do Slséeuma Saidas do Medicdes das Incertezas
S/M Modelo S/M Saidas do S/M observadas na saida

(b)

Figura 1 — Panorama para a Propagacdo e Quantificagdo de incertezas.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).



Basicamente no caso (a) se estd interessado em avaliar quais serdo as incertezas
(mensuraveis experimentalmente por pardmetros estatisticos como médias, desvios, limites
etc.) quando o modelo estd sendo afetado por incertezas presentes nos seus parametros
definidores ou mesmo nas suas entradas, obtendo ao final os limites e probabilidades de
comportamento do sistema como um todo frente a estas incertezas. J4 no caso (b) se estad
interessado em descobrir quais sdo as incertezas nos parametros ¢ dados de entrada do sistema
que o fazem gerar as incertezas ¢ aleatoriedades medidas em suas varidveis de saida. Para isto
atualiza-se o modelo parametrizado (geralmente numérico) para que suas saidas em termos
estatisticos descrevam os mesmos dados experimentalmente medidos. Assim, como efeito
colateral a esta atualizacdo, se terd quais sdo as incertezas dos parametros de entrada e dos
parametros. E assim procedendo, tem-se o que se chama de um modelo “atualizado” e que
respondera estatisticamente condizente com o medido experimentalmente.

E possivel notar que mesmo um modelo de elementos finitos de alta fidelidade pode néo
prever acuradamente os resultados medidos. Por exemplo, conforme os estudos de
Giagopoulos et al. (2019), ¢ construido um modelo numérico de alta fidelidade utilizando
elementos de barra, corpo rigido e elementos de massa para construir todas as respostas
dindmicas com precisdo, mas mesmo seu modelo com 2.500.000 graus de liberdade
superestima a aceleracdo e, consequentemente, ndo prevé a vida a fadiga corretamente e a
subestima. Assim, os autores utilizam a atualizacdo de modelo de elementos finitos para
reduzir as incertezas dos parametros de modulo de elasticidade, densidade das pecgas e
amortecimento modal para prever dados medidos reais da vida a fadiga.

Existem diversos artigos que utilizam as respostas médias experimentais para
atualizag¢do, conforme ¢ o exemplo dos autores Ren, Fang e Deng (2011) que utilizam as
respostas de deslocamento estatica para atualizar o modelo de elementos finitos utilizando o
método de modelo de superficie de resposta. Os autores demonstram que o erro percentual
médio, que inicialmente ¢ de 30,7%, pdde ser reduzido para 0,4% ap6s o modelo ser
atualizado. Isso demonstra a eficiéncia e a importancia da atualizacdo de modelos de
elementos finitos. Entretanto, a incerteza associada aos parametros atualizados ndo pode ser
estimada com essa metodologia.

Nao obstante, Govers e Link (2012) criam um modelo numérico com elemento solido
tridimensional para representar fielmente o modelo experimental do DLR AIRMOD (Aircraft
Model do Centro Aeroespacial Alemao) na qual ¢ montado e desmontado diversas vezes para
realizacdo das medi¢des. De forma distinta, o0 modelo numérico ajusta, além da resposta

média dos parametros, a matriz de covariancia separadamente a partir de Simulagdo de Monte



Carlo em combinac¢do com Hipercubo Latino. Os autores utilizaram 18 parametros (rigidez e
massa de grupos de elementos) para atualizagdo do modelo e, no entender de seus estudos,
tais parametros tem um limite inferior e superior para ter um entendimento fisico, exceto onde
encontram-se as juntas de ligagao devido a dificuldade de atualizacao.

Mottershead et al. (2015) criam um modelo numérico de pequena escala da mesma
estrutura do DLR AIRMOD, na qual também foi montada e desmontada diversas vezes com o
objetivo de atualizar também os dados estatisticos (média, desvio padrao e covariancia) do
modelo numérico. Para isso, os autores comparam os resultados utilizando métodos baseado
em sensibilidade e metodologia Bayesiana usando redes neurais para atualizar o modelo, que
foi construido com elementos de viga. A atualizagdo das médias, desvios padrdes e
covariancias foram feitas também a partir de 18 parametros.

Khodaparast, Mottershead ¢ Badcock (2011) criaram um meta-modelo, usando modelo
de Kriging como modelo substitutivo para uma estrutura com duas barras internas parafusadas
para atualiza¢do usando hipercubo latino como método de otimizagdo. Os autores utilizaram
um martelo de impacto para obtengdo das frequéncias naturais da estrutura e utilizaram como
parametros incertos as posicoes das duas barras internas. Apds a atualizacdo do modelo, os
autores observaram um erro percentual maximo de 11,00% para um dos parametros.

Utilizando a mesma estrutura de barras, Mottershead ef al. (2015) fazem a modelagem
utilizando elementos sélidos e utilizam redes neurais radiais para acelerar a atualizagdo do
modelo. Os autores comparam metodologias para atualizacdo de modelo: Bayesiano,
metodologia baseada em sensibilidade e analise de intervalo. Dentre eles, 0 modelo Bayesiano
foi o que melhor ajustou o modelo, seguindo do método baseado em sensibilidade e, por fim,
o modelo de intervalo.

Ainda em Mottershead et al. (2015), os autores procedem com um exemplo mais
simples de 3 graus de liberdade cuja metodologias ainda sdo comparadas. Segundos os
resultados obtidos pelos autores, o erro percentual maximo e minimo obtido para método
baseado em sensibilidade, respectivamente, foi de 39,9% para o desvio padrao das rigidezes e
0,18% para a média das rigidezes. J4 para o método Bayesiano o0s respectivos erros
percentuais maximos € minimos obtidos foi de 35,45% para o desvio padrao das rigidezes e
0,71% para a média das rigidezes. Isso deixa a entender que o desempenho da metodologia de
atualiza¢do do modelo vai depender do problema utilizado.

Por exemplo, Low, Gomes e Costamilan (2017) construiram um modelo ainda com trés
graus de liberdade e utilizaram o método de sensibilidade para atualizar o modelo numérico.

Para isso, os autores utilizaram a rigidez, massa especifica e amortecimento modal como



parametros de atualizacdo. Low, Gomes e Costamilan (2017) conseguiram prever com erro
percentual de 0,00% as médias dos valores experimentais e, para os desvios padrdes, foi
observado um erro percentual maximo de 1,29%, evidenciando que a qualidade do resultado

dependera do problema e modelagem utilizada.

2.1 Métodos para atualizacio de modelos

Uma vez que ¢ apresentado o que ¢ o problema de atualizagdo de modelo ¢ a
importancia do mesmo, faz-se necessario apresentar os diferentes métodos encontrados
durante a revisdo da literatura. Sendo assim, Marwala (2010) afirma que existem duas
classificagdes para atualizagdo de modelos de elementos finitos: métodos diretos e métodos
iterativos.

O primeiro usa as propriedades modais para atualizar o modelo numérico para
reproduzir exatamente o dado modal medido. O mesmo autor aponta que os métodos diretos
ndo consideram os parametros fisicos e, portanto, sio computacionalmente eficientes para
serem implementados. Em outras palavras, Friswell e Mottershead (1995) afirmam que
eventualmente a atualizagcdo da matriz de rigidez ¢ de massa podem resultar ter o significado
fisico ndo coerente, ou seja, os métodos diretos tendem a fornecer modelos que representam
os parametros medidos sem levar em consideragdo a estrutura que esta sendo analisada. Além
disso, eles abordam outra desvantagem significativa de reproduzir os dados medidos
exatamente: a resposta numérica obtida serd igual aos dados experimentais com ruidos de
medi¢ao.

Friswell e Mottershead (1995) listam e explicam alguns dos métodos diretos: Métodos
do Multiplicador de Lagrange, Matrix Mixing e Métodos da Teoria de Controle. No entanto,
conforme os estudos de Ereiz, Duvnjak e Jiménez-Alonso (2022) o uso desses métodos
diretos tem diminuido.

Por outro lado, de acordo com Ereiz, Duvnjak e Jiménez-Alonso (2022) os métodos
iterativos, que substituiram os métodos diretos, sdo os mais utilizados nos problemas de
atualiza¢do de modelos de elementos finitos e eles podem ser divididos em: deterministicos e
estocasticos. Ainda segundo eles, os problemas deterministicos transformam a atualizagao do
modelo de elementos finitos em um problema de otimizacdo, enquanto os métodos
estocasticos o tratam como um problema estatistico com foco na quantificacdo da incerteza.
Em outras palavras, de acordo com Marwala (2010), os métodos iterativos geram modelos

fisicamente realistas.



10

Os mesmos autores listam alguns métodos iterativos em sua revisdo: Método Baseado
em Sensibilidade, Abordagem Bayesiana, Abordagem Markov Chain Monte Carlo,
algoritmos de otimizacdo computacional (Particle Swarm Optimization (PSO), Algoritmos
Genéticos (GA), Simulated Annealing etc.), Modelagem Substituta (Método baseado em
Superficie de Resposta, Redes Neurais Artificiais etc.). Friswell e Mottershead (1995) ainda
afirmam que esses métodos poderiam melhorar a correlagdo entre os dados medidos e o
modelo analitico pelo uso de uma penalidade, ou seja, de acordo com uma ampla escolha de
parametros a serem atualizados atribuindo um peso.

Outros métodos propdem substituir o modelo de elementos finitos por aproximacgdes
analiticas ou estatisticas para obter maior eficiéncia computacional, como ¢ conhecido o
modelo substituto (Surrogate Model). Existem muitos modelos substitutos, por exemplo: Jin e
Jung (2016) utilizam um modelo substituto baseado em Kriging (uma forma de modelar uma
funcdo como uma realizacdo do processo gaussiano) de um prototipo de bancada de um
prédio de cinco andares. Uma vantagem interessante do modelo substituto ¢ o tempo
computacional se comparado ao modelo de elementos finitos e a viabilidade de rodar modelos
em larga escala, uma vez que os modelos de alta fidelidade podem apresentar a necessidade
de usar computagdo de alto desempenho devido ao grande custo computacional, porém,
muitas vezes, existe uma dificuldade na obten¢do de tais modelos. Os mesmos autores
fizeram um comparativo de tempo entre o modelo substituto e o modelo de elementos finitos.
A atualizagcdo do modelo levou cerca de 1,4 milissegundos para o modelo substituto baseado
em Kriging e cerca de 10,543 segundos para o modelo de elementos finitos, portanto,
conseguiram demonstrar a eficiéncia computacional do método de modelo substituto.

Outro modelo substituto classico ¢ o método baseado em Superficie de Resposta
(Response-Surface). Assim como todos os modelos substitutos, o método baseado em
Superficie de Resposta se propde a substituir o modelo de elementos finitos, mas usa uma
combinagdo de abordagens matematicas e estatisticas que ¢ valida no espago de busca global.
Como ja comentado anteriormente, este método pode ser visto sendo aplicado nos estudos de
Ren, Fang e Deng (2011) onde os autores escolhem uma func¢do polinomial de primeira
ordem com 12 coeficientes considerando apenas os principais efeitos estaticos da ponte
experimental que foi empregada para construir os modelos baseados em Superficie de
Resposta. O mesmo método ¢, também, implementado pelos autores Cheng, Fan e Xiao
(2022) onde eles constroem um modelo de superficie de resposta para atualizar as frequéncias
naturais de uma estrutura existente (ponte de Tsing Ma) usando uma forma polinomial

quadrética.
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Marwala (2007) comparou o modelo baseado em Resposta de Superficie com os
métodos baseados em Algoritmos Genéticos e Simulated Annealing. Ele pode observar que o
modelo substituto ¢ mais eficiente do que esses outros métodos. No entanto, de acordo com a
revisdo dos autores Ereiz, Duvnjak e Jiménez-Alonso (2022), a principal desvantagem ¢ que
este método requer a constru¢do de um modelo substituto, o que pode ser um processo
complexo.

Outra metodologia bastante utilizada ¢ a baseada em sensibilidade. Segundo Ereiz,
Duvnjak e Jiménez-Alonso (2022), ela ¢ baseada na linearizacao do problema entre os dados
de saida e os dados de entrada que, geralmente, sdo ndo lineares. Alguns autores testaram tal
metodologia, por exemplo Razavi e Hadidi (2020) utilizaram o método de sensibilidade para
atualizar um modelo em larga escala de estruturas de vigas para detectar dano. Segundo o
estudo dos autores o método baseado em sensibilidade se mostrou eficiente.

Jiang et al. (2014) testaram o método de sensibilidade utilizando Fun¢do de Resposta de
Frequéncia (FRF) e observaram que tal método, apesar de dificil convergéncia quando o erro
inicial do modelo numérico ¢ grande, ¢ muito eficiente mesmo quando existem dados
extremamente incompletos para amostragem.

A revisdo feita por Ereiz, Duvnjak e Jiménez-Alonso (2022) mostram que o método
baseado em sensibilidade ¢ interessante quando se tem muitos parametros para atualizagdo e

dados de saida do modelo, apesar disso pode ter um custo computacional mais elevado.

2.2 Aplicacoes em grande escala

A revisdo bibliografica para aplicagdo de atualizagdo de elementos finitos em modelos
de larga escala tem o objetivo de revisar diferentes aplicacdes, metodologias e abordagens
utilizadas para resolver esses problemas. Diferente do que se pensa, ¢ possivel encontrar
diversas aplicagdes praticas em larga escala para atualizacdo de modelos de elementos finitos
(FEMU) na literatura.

Por exemplo nos estudos de Brughmans et al. (1999), dentro da industria automotiva, as
respostas dindmicas (FRF) entre os resultados experimentais e numéricos sdo comparadas
para a otimizag¢do do projeto no campo da engenharia NVH. Os usudrios finais das empresas
BMW, Rover e Renault puderam validar a metodologia baseada em sensibilidade ajustando a
matriz de massa e rigidez em seus modelos de elementos finitos de grande escala da estrutura

automotiva.
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Ainda no setor automotivo, nos estudos de Schedlinski (2000), uma transmissao
automotiva ¢ utilizada para minimizar as diferencas entre resultados experimentais e andlise
numérica. O modelo numérico, com discretizacdo em 16.800 elementos finitos, foi ajustado
atualizando a rigidez, as propriedades de massa e o amortecimento modal. O autor também
utiliza o método de sensibilidade para a atualizagdo do modelo e, para construgdo do
problema, ele divide o modelo numérico da transmissdo automotiva em grupos para que
somente alguns parametros de modulo elastico sejam atualizados.

Recentemente Gibanica, Abrahamsson e Olsson (2020), com o objetivo de quantificar a
incerteza dos pardmetros de um modelo de chassi auxiliar traseiro de veiculo, construiram um
modelo em elementos finitos usando 475.544 graus de liberdade. Apesar de ndo usarem
método baseado em sensibilidade, os autores utilizaram somente 10 pardmetros para ajuste,
ou seja, eles dividiram o modelo numérico em diferentes grupos da estrutura e que foram
identificados como semelhantes, assim como fez Schedlinski (2000).

Na industria aeroespacial e aerondutica, a utilizacdo do método de atualizagdo de
elementos finitos também ¢ empregada. Goller ef al. (2013) construiram um modelo com
aproximadamente 360.000 graus de liberdade e 74.000 elementos de um modelo de satélite
Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation Explorer (GOCE). Novamente, os autores
criaram 18 grupos para reduzir o numero de parametros e viabilizar o processo de atualizagdo
do modelo tomando as respostas dinamicas modais como saidas do sistema. Para isso, os
autores utilizaram o método Bayesiano.

Finalmente, em Mottershead, Link e Friswell (2011) um modelo completo de um
helicoptero Lynx foi atualizado usando o moddulo de elasticidade para 147 grupos de
elementos. Os autores mostram um erro percentual médio obtido para as respostas de saida de
2,19% contra o erro percentual média de 7,42% para o modelo numérico inicial, mostrando a
eficiéncia e robustez da atualizagdo de modelo de elementos finitos para modelos de larga

escala.
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3. FUNDAMENTACAO TEORICA

Esse capitulo tem o objetivo de apresentar as informacgdes tedricas necessarias para que
o leitor compreenda todas as etapas que compdem a realizagdo dos estudos numérico-
experimentais que serdo abordados no capitulo seguinte. Nesse capitulo sdo compreendidos a

metodologia numérica e experimental utilizada.

3.1 Método dos elementos finitos

A partir da preocupacdo humana em descrever os fenomenos fisicos que rodeiam os
cientistas e engenheiros, diversas metodologias matematicas analiticas foram estudadas e
aplicadas em problemas estruturais. No entanto, para prever tais fenomenos, ¢ necessaria a
aplicagdo de equagdes diferenciais e integrais complexas em dominios geométricos
complicados que, comumente, precisam de simplificagdes com o objetivo de viabilizar os
calculos.

Com o avango da tecnologia e o surgimento dos computadores, diversas metodologias
computacionais, como o método dos elementos finitos, foram desenvolvidas para enfrentar
esses problemas e viabilizar a avaliagdo desses modelos matematicos complexos. A utilizagao
do computador unido a esses métodos numéricos para avaliar os modelos matematicos que
descrevem fendmenos fisicos ¢ chamado de simulagdao numérica. Portanto, ha muitas razdes
para os cientistas e engenheiros estudarem métodos numéricos para aplicacdo em problemas
estruturais, entre elas estdo:

a) descricdo de geometrias mais complexas ¢ com maior fidelidade, bem como

materiais e carregamentos ndo lineares;

b) rapidez na resolugcdo do problema, devido a alta velocidade que os computadores

tém em resolver calculos;

¢) relacdo custo-beneficio de tempo e recursos em relagdo a ensaios experimentais,

uma vez que eles exigem muito tempo e dinheiro para execugao.

O método dos elementos finitos nada mais ¢ do que um método numérico aplicado para
estudar a deformacao de corpos solidos em simulagdo numérica, porém ele ganhou tamanha
importancia devida a sua larga aplicacdo e capacidade em descrever fendmenos fisicos
complexos para resolucao de problemas da engenharia estrutural.

Ainda, segundo Reddy (2006), a ideia do método dos elementos finitos ¢ dividir um

dominio geométrico continuo ({2), bem como suas condi¢des de contorno, em subdominios de
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formatos geométricos conhecidos ({2,.), chamados de elementos finitos, onde cada equagdo ¢
resolvida. O conjunto de subdominios ({£2,) compde o sistema discreto que tem um dominio

aproximado (£25).

a) Sistema Continuo b) Sistema Discreto

Subdominio, Q \/ a

Contorno, I

d) Dominio aproximado

c¢) Elemento (subdominio)

Dominio aproximado, Qh

Erro devido a .
discretizagéo — .

Figura 2 - Esquema bidimensional de um sistema discreto dividido em subdominios.

Fonte: Reddy (2006).

A utilizagao de formas geométricas conhecidas permite aproximar a solucao do sistema
discreto em relacdo a solugdo real do problema (sistema continuo), conforme pode ser visto
na Figura 2. Dessa forma, a solugdo aproximada (uy) de uma resposta € construida a partir do
somatorio da fungdo de interpolagdo de cada elemento (N;).

n
u=u, = Z a;N; “)
i=1
onde u ¢ a solucdo real do problema, u;, ¢ a solucdo aproximada, a; sdo coeficientes

indeterminados e, por fim N; sdo as fungdes de interpolagdo de cada elemento utilizado para

constru¢do do dominio discreto. Sendo n, o nimero de nés do elemento.
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E 6bvio que, a solugdo do problema real (u) é totalmente dependente da discretizagio
adequada do dominio continuo e, nessa etapa que os erros de discretizagdo aparecem no
modelo matematico de elemento finitos. Bathe (2014), por exemplo, comenta que a acuracia
do método de elementos finitos depende do tamanho do conjunto de elementos (malha), ou
seja, um parametro de solugao refinada para que a precisdo desejada seja atingida.

Bathe (2014) vai além e explica o que ¢ um modelo matematico eficaz e confiavel, ou
seja, aquele cujo reproduz a resposta experimental medida com o menor custo computacional
e dentro de um nivel de precisao selecionado pelo usudrio. Em outras palavras, precisa-se, ao
menos, ter uma nogao da resposta experimental para saber se 0 modelo matematico utilizado ¢
eficaz e confidvel. Isso ¢ demonstrado no processo de construgdo ¢ validagao do modelo de
elementos finitos na Figura 3. A resposta da solucdo numérica deve ser comparada com a
resposta experimental para que a verificagao da precisao seja feita.

Além dos erros de discretizagdo, Szabo e Babuska (2011) ainda descrevem sobre o erro
de idealizacdo, ou modelagem que estdo associados ao modelo matematico construido que sdo
propagados para a solucdo do problema. Esses sd3o ocasionados por simplificagdes
geométricas, dados de entrada como condigdes de contorno, propriedades mecanicas de
materiais que sao inseridos ainda durante a idealizacdo do problema, limitagdes das leis
constitutivas dos materiais, conforme Figura 3. Ainda, os mesmos autores, comentam que
existem incertezas aleatorias que estdo presentas nas diversas medi¢des de propriedades
mecanicas, por exemplo, e incertezas epistémicas que podem propagar algum tipo de erro no

resultado final do modelo.

| il

| Protétipo I‘_,l Modelo Solugao Resposta
Matematico Numérica Experimental
Erros de Erros de
Modelagem Discretizagcéo

l Idealizagéo

Discretizacao I
ou Modelagem ] l ¢

Comparagao
dos resultados
Falha

Figura 3 - Processo de valida¢do de modelo de elementos finitos.
Fonte: Adaptado de Szab6 e Babuska (2011)
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Portanto, para o processo de idealizagdo e de discretizagdo do modelo, antes de tudo,
deve-se entender a modelagem matematica por trdas do método dos elementos finitos. As
proximas subsecdes serdo responsaveis por abordar as etapas de construcao da matriz de
rigidez e da matriz de massa para diferentes elementos (viga bidimensional e quadrilatero no
estado plano de tensdes), bem como, suas func¢des de interpolacdo, para posterior

entendimento da constru¢do da resposta dindmica numérica.

3.1.1 Vigas no plano

Como ja mencionado anteriormente, existem diversas formas geométricas que podem
ser usadas para descrever comportamentos estruturais de dominio complexos. Uma bastante
simples ¢ a vigas de Euler-Bernoulli que utiliza um elemento de linha com dois nds e trés
graus de liberdade cada no {u;,v;, 0;}, para modelo bidimensional, conforme demonstra a
Figura 4. Este elemento sera abordado pois alguns dos exemplos posteriores neste trabalho

fardo uso deste tipo de elemento para fins de comparagdo com resultados da literatura.

\"2.

) %
\'/u& — ]
9, x

Figura 4 - Elemento de viga bidimensional com 3 graus de liberdade.
Fonte: Kown e Bang (1997).

Kwon e Bang (1997) falam que esses elementos sdo utilizados para construir estruturas
de porticos ja que sofrem carregamentos axiais € de flexdo simultaneamente. Além disso,
como pode ser visto na Figura 4, a definicdo do elemento no plano ¢ genérica e sua posi¢ao
fica completamente definida pelas coordenadas de seus nos iniciais e finais. Partindo-se do
angulo que seu eixo na posi¢do indeformada faz com o eixo x global (descrita pelo angulo )
pode-se obter a relacdo entre coordenadas globais e as coordenadas locais do elemento finito.
Assim, a matriz de transformagdo [T], ou matriz de rotagdo, é a responsavel por transformar

as coordenadas locais em coordenadas globais.
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Conforme, Bower (2012), a energia de deformagao elastica ¢ representada pela rigidez
estrutural do elemento e, por isso, € a etapa mais importante para a constru¢do do método dos
elementos finitos utilizando vigas no plano.

Dessa forma, a matriz de rigidez global da estrutura de um poértico [K]9 é construida a
partir da rigidez de cada elemento de viga bidimensional [K]¢ em seu sistema local, a partir
da transformacdo das coordenadas locais para globais, portanto, a matriz de transformacgao

[T], de acordo como indica a Equagéo (6).
[K19 = [T]"[K]°[T] (6)

onde [K,]¢ é dado pela Equagdo (7), obtida a partir da minimizagdo da energia de deformagao

total da viga em seu sistema de coordenadas local.

- EA . . EA . .
L L
12EI  6EI 12EI  6EI
r o Y T =
6EI AE] 6EI  2EI
e _ 7z L T2 L
L L
12EI  6EI 12EI 6EI
= T 13 T2
6EI 2E] 6EI  4EI
12 L 12 L

onde A ¢ a area da viga, E ¢ o modulo elédstico do material, L ¢ o comprimento da viga e / o
seu momento de inércia em relagdo ao eixo z (fora do plano).
Kwon e Bang (1997) ainda mostram que existem duas formas para construir a matriz de

massa: consistente [M]¢, conforme na Equagdo (8) e condensada [M]], conforme Equagdo

9).
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onde p ¢ a massa especifica do material, A ¢ a area do elemento ¢ L ¢ o comprimento do

elemento de viga.
3.1.2 Estado plano de tensoes

Existem diversos elementos que podem ser escolhidos para modelar estruturas
bidimensionais. Diferente da viga no plano, o elemento quadrilatero linear, demonstrado na
Figura 5, utiliza a teoria da elasticidade para descrever o campo de deslocamento, deformacgao
e tensdo. Esse elemento com dois graus de liberdade ¢ usado para modelar problemas de
estado plano de tensdes cuja tensdes a,, gy, € gy, sdo despreziveis, ou seja, para componentes

finos cuja tensdes 0, = oy, = 0, = 0. Assim neste tipo de elemento fica-se com o estado de
~ . T ~
tensdes definido por {0} = {ax, Oy, axy} e para o estado de deformacdo, desprezando-se as

deformagoes fora do plano, fica-se com {&} = {ex, £y, exy}T.

A Figura 5 mostra que o elemento quadrilatero linear utiliza as coordenadas naturais (r
e s) para descrever a sua fun¢do de interpolagdo (N;) e possui 2 possibilidades de quadratura
de Gauss para realizacdo da integracdo numérica: integracdo reduzida (1x1) e integragdo

completa (2x2).
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Figura 5 — (a) - Elemento quadrilatero de quadratura 1x1 (r,s = 0). (b) - Elemento quadrilatero
de quadratura 2x2 (r,s = + \/%).

Fonte: Adaptado de Reddy (2006).

N, =%(1+r)(1+s)

N, =%(1—r)(1+s)
(10)
1
Ny =70-m1-5)
1
N, =Z(1+r)(1—s)

Para a construgdo da matriz de rigidez do elemento [K]¢ em seu sistema de coordenadas
local, descrita pela Equacdo (11), € necessario conhecer a matriz constitutiva do material, aqui
considerada como isotropico linear [D], definida pela Equacdo (12) e a matriz de relagdo

deslocamento-deformagédo [B], apresentada pela Equagao (13).

K1e = | BV [DIBld0 an
_Qe
onde 2¢ ¢ o dominio do elemento quadrilatero descrito pela Equagao (14).
1 v 0
E v 1 o0
I O
2

onde E ¢ v sdo os modulos de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material,
respectivamente. Para a matriz de relagdo deformagdo-deslocamento (utilizada em {e} =

[Bl{u} ), tem-se:
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N, aN, dN; aN, .
ox Er Y
. aN, aN, 9N, . aN,

[B] = % 5 5 5 (13)
N, ON, 0N, 0N, 0N, ON; ON, ON,
ldy oOx O0dy 0Ox dy Ox Jdy Ox|

onde N; ¢ a funcdo de interpolagdo do elemento quadrilatero de estado plano de tensdo

ilustrada na Equacao (10).

d = hdet] drds

(14)

onde h ¢ a espessura do elemento quadrilatero e J, a matriz jacobiana que tem a funcdo de

converter as coordenadas naturais do elemento em coordenadas cartesianas, descrita pela

Equagao (15).

dx OJdy

_|0s ds

I =155 dy (15)
Jr Or

Dessa forma, a matriz do elemento

[K]¢ é escrita a partir da integragdo numérica

demonstrada na equacao (16).

p q
(K] = f [BI"[D][B]h det] drds = hZZ[B]T[D][B] det] w,w, (16)
A n

onde w; € w; sdo os pesos determinados pela quadratura de Gauss escolhida para o elemento
(reduzida ou completa) para i e j os indices usados para as coordenadas r e s,
respectivamente. Sendo p € g o numero da quadratura de Gauss (1 ou 2).

Finalmente, segundo Kwon e Bang (1997), comentam que existem duas formas de
calcular a matriz de massa para o elemento quadrilatero de estado plano de tensdao: matriz de

massa consistente [M]¢, demonstrada na Equacéo (17), e a matriz de massa condensada [M]7,

demonstrada na Equagao (18).

P 4q
M1z = | pINVTINIAR = hp ) N INITIN] detf ww, (a”
e i=1j=1
hA he x
[Mf =11 =5 ) > det] wow ] (18)
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onde p ¢ a massa especifica do material, A ¢ a area do elemento e [I] é a matriz identidade de
tamanho 8.

Vale salientar que as duas formas de construcdo da matriz de massa do elemento
implicardo em resultados diferentes para as respostas modais (frequéncias naturais e formas
modais) e, portanto, a escolha de uma delas significarda um certo erro de modelo. Por
exemplo, Tong, Pian e Bucciarelli (1971) fazem uma comparagdo entre as duas matrizes de
massa em um exemplo analitico. Para problemas de primeira ordem, as duas formas
apresentam resultados semelhantes. Entretanto, os autores concluem que, para problemas que
utilizam fungdes de interpolagdo de ordem maior (como o caso de vigas) a matriz de massa
condensada ([M]7), os resultados podem néo convergir, sendo preferida, assim, a utilizada da

matriz de massa consistente ([M]¢).

3.2 Avaliac¢ao da resposta dinimica numérica

Conhecer o processo de constru¢do da matriz de rigidez ¢ massa a partir da metodologia
de elementos finitos, permite ter ci€ncia das incertezas intrinsecas que existem para
determinar numericamente as respostas dindmicas de uma estrutura. Isso possibilita a escolha
de uma formulacao que melhor se adeque aos resultados experimentais.

Numericamente, para n graus de liberdade, de acordo com Bathe (2014), para
determinar as frequéncias naturais e formas modais da estrutura, parte-se da suposi¢ao que
nao existe nenhuma forca externa atuando na estrutura e ¢ negligenciado o amortecimento, ou
seja, a estrutura tera vibragdes livres sem amortecimento. Tal suposi¢do permite chegar na
equacdo de equilibrio descrita pela Equacao (19).

[M]{u} + [K]{u} = 0 (19)
onde {u} é o vetor de deslocamento cuja solugdo para {u} é postulada pela Equagio (20), uma
vez que se entende que uma curva senoidal pode determinar as vibragdes livres sem

amortecimento por ser um movimento harmonico e periddico. {ii} é o vetor de aceleragio

demonstrado na Equacao (21).

{u} = {p}sen(wt) (20)

{i} = —w*{p}sen(wt) @2y

onde {¢} ¢é o vetor de formas modais, t ¢ o tempo e w é uma determinada frequéncia natural

da estrutura.
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Substituindo as Equacdes (20) e (21) na Equacdo (19), obtém-se a equagdo de autovalor
e autovetor que ¢ utilizada para determinar as frequéncias naturais ndo amortecidas e formas

modais de uma estrutura.

([KT = 4:MD{p};i = 0 (22)

onde A; = w? sdo os autovalores da Equagdo (22) e as formas correspondentes modais de
vibragdo sdo indicadas pelo vetor {¢};. onde i representa o nimero do modo de vibrag¢do da
estrutura. O conjunto de vetores de formas modais podem ser agrupados na chamada matriz
de autovetores, ou matriz de formas modais [®] = [{@}4, ..., {¢@}n], sendo cada coluna um
vetor correspondente a uma forma modal.

Na pratica, a maioria dos sistemas tem um amortecimento, geralmente proporcional a
taxa de variagdo dos graus de liberdade assim como forg¢as externas atuantes F(t), como

descrito em:

[M]{u} + [CI{u} + [K]{u} = F(®) (23)

Se a matriz de amortecimento for proporcional, entdo ¢ possivel, a partir da pré e pds
multiplicagdo das matrizes de forma modais [@], chegar a um conjunto de equagdes
desacopladas para cada variavel modal, onde para os termos do amortecimento se terd uma
matriz diagonal 2¢;w;, para os termos da inércia uma matriz diagonal com as massas modais
m; e para os termos da rigidez uma matriz diagonal com os quadrados das frequéncias
naturais w?.

Assim, a partir da transformada de Fourier do conjunto de equagdes desacopladas, e
pondo-se a razdo das forcas na frequéncia F(w) para os deslocamentos na frequéncia X(w).

Inaman (2014) define, na Equacao (25), a Receptancia de um sistema amortecido com n
graus de liberdade e frequéncias espacadas. Ela ¢, também, chamada de fun¢do de resposta de
frequéncia e ¢ expressa por:

n o
H(w) = Z PiP; (24)

i—1 w2 —w?+2j§ww’

onde n é o nimero de formas modais, w é a variavel livre de frequéncia (rad/s), @; e @! sio
os vetores de forma modal do modo i, w; ¢ a frequéncia natural do modo i, ¢; ¢ a razdo de
amortecimento do mesmo modo e j é 0 nimero imaginario. A multiplicacio ¢@;¢@! gera uma
matriz n X n e, portanto, H(w) é uma matriz n X n, fung¢do da frequéncia w.

O elemento da matriz de Receptancia H(w) localizado na intersec¢do da linha p ¢

coluna g ¢ essencialmente também uma Receptincia (ou seja, fungdo de transferéncia
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deslocamento-for¢a) s6 que com saida de deslocamento no grau de liberdade p e entrada de
forca aplicada no grau de liberdade g, quando todos os outros graus de liberdade sdo mantidos
nulos. Assim o elemento H,, (w), da matriz de Receptancia H(w), também ¢é uma funcio de
w e fica assim definida:

n o7
H,, () = Z @i 1pq (25)

i=1 w2 — w? + 2j§w;w

onde H,, ¢ a funcdo de transferéncia que denota a razio (X,(w))/(F;(w) ), sendo X, (w) a
resposta dindmica, na frequéncia, de deslocamento no grau de liberdade p e F;(w) a forca de

excita¢do, na frequéncia, no grau de liberdade q. O nimero de formas modais ¢ representado
por n, ¢ w € a variavel livre da frequéncia (rad/s). Da mesma forma que o obtido para a FRF

da Receptancia (H,, = (X,(w)/F;(w) ) é possivel obter analiticamente a FRF da Acelerancia
(Hapq = ((4p(w))/(Fy(w)) = (w*X,(w)/F;(w) )) sendo A,(w) a aceleragdo no dominio
da frequéncia. Assim como também obter a FRF da Mobilidade H,; = (V,(w)/F,;(w)), onde
V,(w) ¢ a velocidade no dominio da frequéncia. Dessa forma, a Acelerancia (H apq (w)), por
exemplo, ¢ definida pela Equacao (26).

n wz[(Pi(p’{]pq
H = 26
apq(w) Zi=1 w2 — w? + 2jé§w;w (26)

Conforme descrito anteriormente, a fungdo de resposta de frequéncia (H,,(w)) €
construida a partir do deslocamento do grau de liberdade p em relacdo a forca de excitagdo no
grau de liberdade g, ou seja, é possivel construir uma matriz de fun¢do de resposta de
frequéncia que organiza as diversas possibilidades, sendo essa matriz simétrica. A partir
disso, na Figura 6 ¢ mostrada o esquema, para o caso de uma viga engastada-livre, de como

estas curvas de Receptancia podem ser obtidas a partir de medigdes experimentais.
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Martelo de Impacto
Viga engastada-livre D:I

j—l_i_: Sensor de
5 deslocamento
Hj(0) Hya(w) Hy3(w)

D PP

F

Figura 6 — Procedimento experimental para obter as FRFs de Receptincia em graus de
liberdade distintos.

Fonte: Adaptado de Avitabile (2001).

Nessa secdo foram definidas as equagdes e metodologias numéricas para calculo das
frequéncias naturais, formas modais e as fung¢des de resposta de frequéncia (receptancia,
mobilidade e acelerancia). As Equagdes (25) e (26) serdo usadas posteriormente para
obtencdo das respostas dindmicas dos modelos numéricos encontrados na se¢do 4. Entretanto,
aqui foi demonstrado apenas suas definicdes matematicas e, portanto, caberd a secdo 3.3
entrar nos detalhes experimentais.

Por fim, essa se¢dao em conjunto a se¢do anterior construiram um raciocinio para que o
leitor entenda a definigdo da matriz de massa [M], a matriz de rigidez [K], bem como o
equacionamento para calcular as respostas dindmicas. A partir disso, € necessario, também
abordar, na subse¢do seguinte, diferentes metodologias existentes para construgdo da matriz

de amortecimento [C], uma vez que a maioria das estruturas sdo amortecidas.

3.2.1 Modelos para amortecimento

De acordo com os estudos de Lee (2020), existem dois componentes que contribuem
para dissipacdo de energia, o primeiro deles esta associado a danos estruturais e escoamento
de materiais, portanto, ndo sao dependentes da frequéncia. O segundo deles estd associado a
tudo que ndo ¢ possivel modelar numericamente, ou seja, atrito nas juntas de conexoes,
microfissuras de materiais, revestimento e acabamentos, entre outros. Esse segundo

componente, associado a dissipa¢ao de energia, ¢ modelado a partir de amortecimento viscoso
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proporcional a velocidade. Entretanto, existem diversos modelos numéricos responsaveis por
modelar o amortecimento que sdo abaixo explicados e utilizados nos estudos de caso deste
trabalho.

O amortecimento viscoso, uma forga dissipativa esta presente no modelo de forma que ¢
diretamente proporcional a velocidade de vibragao entre partes do sistema (F = —cu), onde a
constante de proporcionalidade ¢ ¢ o amortecimento viscoso. Supondo um sistema com

alguns graus de liberdade (GDL) e utilizando a 2°. Lei de Newton, chega-se a:

[M]{a(0)} + [CH{u ()} + [K]{u(®)} = {0} 27)

Apoés obter os autovalores e autovetores do problema equivalente em vibragao livre e
valendo-se da propriedade de ortogonalizacdo da matriz de autovetores e assumindo o

desacoplamento das formas modais com o movimento ao longo do tempo, chega-se a:

[P [M][@i O} + [PIT[CIPHu®} + [PIT[K][@H{u()} = {0}, (28)

e que é um sistema desacoplado, com as matrizes diagonais resultantes [m] =
diag([®]"[M][®]), [k] = diag([®]"[K][®]) e [c] = diag([®]"[C][®]) (aqui, assumiu-se
que a matriz de autovetores também terd a caracteristica de ortogonalidade com a matriz de
amortecimento [C]). Sendo [®], a matriz de autovetores. Dividindo-se cada equagdo

desacoplada pela sua respectiva massa modal m;, chega-se a:

{i1(0)} + 2[Z] (AT ()} + [Al () = {0}, (29)
onde [A] =diag(44,...,4;) = diag(w?, ..., w,?), [Z] = diag(¢&4, ...,¢,), com & =
ci/(2V(miky)).

Os estudos de Lee (2020) apontam alguns critérios para avaliar diferentes modelos de
amortecimento: (i) um bom ajuste de curvas para qualquer nimero de formas modais, (ii) um
ajuste suave (sem grandes oscilagdes) para as curvas e que nao haja decaimento em regides
negativas, (iil) ndo gerar forgas de amortecimento sem significados e que podem impedir
movimentos de corpo rigido, (iv) ndo gerar forca de amortecimento em graus de liberdade
onde ndo ha massa inercial, (v) ser preciso para uma taxa de amortecimento constante, no
caso de analise sismica, (vi) ndo gerar resposta ndo amortecida em nenhuma forma modal e,
por fim, (vii) ser facil, preciso e eficiente no momento de calcular os coeficientes para
modelagem numérica.

Lee (2020) traz comparagdes entre os modelos de amortecimento viscoso de Rayleigh e
o proporcional generalizado de Adhikari (2006), modelos estes que sdo utilizados para

elaboracao do estudo de caso deste trabalho durante a secao 4.4.
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O modelo de amortecimento original de Rayleigh utiliza apenas dois pontos de
frequéncia para ajustar a curva de amortecimento e, por isso, para um numero de formas
modais arbitrario ndo possui um bom ajuste. Ainda segundo Lee (2020), o ajuste feito
geralmente ¢ com valores de frequéncias baixas e, os critérios (i), (iii), (iv) e (v) ndo sdo
atendidos pelo amortecimento viscoso de Rayleigh.

Alipour e Zareian (2008) definem o amortecimento viscoso de Rayleigh como um dos

modelos mais classicos encontrados na literatura, sendo descrito pela Equagao (30).
[C] = a[M] + BIK] (30)

onde [M] e [K] sdo, respectivamente, as matrizes de massa e rigidez do modelo, descritas na
secdo 3.1. @ e [ sao coeficientes a serem determinados a partir de duas medigdes
experimentais de razdes de amortecimento (§; e §;), definidos pela Equagdo (31) e Equagdo
(32), que sdo utilizados para construir a matriz de amortecimento viscoso de Rayleigh [C],

que ¢ proporcional a massa e rigidez.

20;W;
j i
20;w; 1 1
B = ﬁ(—;}_a +;fj> (32)
J i t

onde w; ¢ w; sdo frequéncias naturais arbitrarias correspondentes a duas formais modais
arbitrarias e &; € &; sdo as respectivas razdes de amortecimento modal.

Por isso, Alipour e Zareian (2008) dizem que a acurdcia do amortecimento de Rayleigh
¢ questiondvel por alguns motivos: um deles ¢ quando hd necessidade de modelar
amortecimento adicionais que podem ser confundidos com o termo da matriz de massa
proporcional, apresentada na Equacdo (30), ou quando ha ndo linearidades no sistema, cujo
termo da rigidez proporcional deixa de ser linear.

Concordando com Alipour e Zareian (2008), Lee (2020) comenta que Rayleigh faz um
ajuste bom para modos de frequéncia mais baixos, devido a utilizagao de apenas dois pontos
de frequéncia, ou seja, a sua curva de ajuste ira tender ao infinito para frequéncias naturais
maiores o que nao concorda com os critérios de avaliagdo (1), (iii), (iv) e (v), apontados por
ele. Entretanto, o amortecimento generalizado permite ajusta a curva de amortecimento
usando funcgdes de raiz quadrada, fungdes trigonométricas, hiperbdlicas e exponenciais, ou
seja, permite o ajuste para diversas formas modais, porém pode nao satisfazer os critérios de

avaliacao (iii) e (iv).
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Durante os estudos de Adhikari (2006), o autor explica que as forgas geradas pelo
amortecimento ainda ndo sdo muito claras e ndo tdo bem desenvolvidas matematicamente, o
que explica os estudos de Lee (2020). E, que determinar amortecimento de estruturais reais ¢
extremamente dificil e, por isso, os modelos de amortecimento sdo, geralmente, expressos
proporcionais a termos de [M] e [K], semelhante ao modelo de Rayleigh.

Como ja comentado por Alipour e Zareian (2008), Lee (2020), o modelo de Rayleigh
tem algumas restri¢des e, devido a isso, Adhikari (2006) propos o modelo de amortecimento
proporcional generalizado que, numericamente, ¢ determinado conforma os passos abaixo:

a) obter uma fungdo de resposta de frequéncia (H,,(w)) através de um ensaio
experimental;

b) obter experimentalmente as frequéncias naturais (w;) € as razoes de
amortecimentos modais (§;) usando, por exemplo, métodos que sao discutidos
na se¢do 3.3;

¢) encontrar uma fungdo (f) que faga o ajuste das razdes de amortecimento modal
numa determinada faixa de frequéncia de interesse;

d) calcular a matriz T = VM-K;

e) obter a matriz de amortecimento usando € = 2MTf (T).

De forma mais direta e simplificada, Adhikari (2006) comenta que experimentalmente a
matriz de amortecimento modal (C) ¢ obtida através da transformacdo inversa da matriz de
amortecimento modal diagonal (C'), ou seja, Adhikari (2006) obtém a matriz de

amortecimento modal através das Equacdes (33) e (34).

C =2%w (33)

C=¢Co! (34)
Por fim, Adhikari (2006) faz alguns comentarios quanto a incerteza de seu modelo. Por
exemplo, para a Equacao (34), € necessaria a utilizacdo da pseudo-inversa que introduz erros
ndo quantificados para formas modais elevadas que ndo foram medidas. Em contrapartida,
devido a escolha de uma funcdo de ajuste de varios pontos (f) entende-se que o método

preservaria a tendéncia para tais formas modais elevadas, desde que elas ndo apresentam

mudangas drasticas de comportamento.

3.3 Analise modal experimental
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Uma vez que foram abordadas as metodologias numéricas para obtencdo das respostas
dindmicas, ¢ interessante conhecer as metodologias para determinacdo experimental destas
respostas. Avitabile (2001) comenta em seus estudos que a avaliacao das respostas dinamicas
se da através do estudo das caracteristicas naturais da estrutura, ou seja, as suas frequéncias
naturais, amortecimentos ¢ formas modais. Tal estudo tem o nome de analise modal.
Enquanto a se¢do anterior aborda as metodologias numéricas para obtengdo das respostas
dinamicas de uma estrutura, essa secao dara énfase nas metodologias experimentais.

Em seus experimentos, Avitabile (2001) observou que a amplitude de uma estrutura ¢
amplificada a medida que a frequéncia de excitacdo se aproxima das frequéncias naturais da
estrutura, apesar da intensidade da excitagdo ndo se alterar. Além disso, ele observou que as
formas nas quais a estrutura se deformava mudavam a medida que a frequéncia da excitagao
alcancava os diferentes valores (frequéncias naturais, representadas pelos picos de ressonancia
nas amplitudes de vibragdo). Isso significa que uma estrutura possui diferentes frequéncias
naturais e, para cada valor delas, um respectivo modo de vibrar, conforme ¢ apresentado na
Figura 7.

Ainda em seus estudos, Avitabile (2001) mostra que para conhecer as frequéncias
naturais parte-se da medi¢ao da aceleragdo no dominio do tempo e, utilizando a transformada
rapida de Fourier (FFT), pode-se obter-se a curva no dominio da frequéncia. Tal experimento
pode ser feito de duas formas: a partir de um teste de impacto utilizando um martelo ou um
teste com varredura de frequéncia de excitacao utilizando um shaker (equipamento usado para
testes de vibragao).

Obtendo-se o sinal da forca causada pelo martelo de impacto e sabendo as aceleragdes
no dominio do tempo, € possivel obter a func¢do da resposta de frequéncia (FRF) relacionando

os dois sinais (X, (w))/(F;(w)) no dominio da frequéncia usando a FFT. Isso ¢ mostrado na

Figura 7.
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Figura 7 — Esquema do procedimento experimental para obten¢do das Receptancias a partir
dos sinais no tempo e frequéncia de forca e deslocamento. Cada pico da FRF corresponde a
uma frequéncia e forma modal.

Fonte: Adaptado de Avitabile (2001).

O autor ainda comenta que teoricamente nao existem diferencas entre os dois métodos
de medi¢do, porém, na pratica, os resultados de ambos os métodos se distinguem, por
exemplo, devido a adi¢do de acelerometros e transdutores de respostas que podem alterar a
massa de uma estrutura e a rigidez adicional causada pelo shaker, ou seja, Avitabile (2001)
deixa a entender que existem incertezas de medi¢do que sdo distintas para os diferentes
métodos.

Portanto, deve-se conhecer as etapas de aquisi¢do dos dados para conhecer a qualidade
dos resultados obtidos a partir de curvas no dominio da frequéncia, como por exemplo a FFT
do sinal de aceleragdo ou pela fungdo de resposta em frequéncia (FRF). Sendo assim, essa
secdo ¢ responsavel por explicar e apresentar alguns dos métodos para andlise modal
experimental encontrados durante a revisdo e justificar as metodologias utilizados neste

trabalho.
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3.3.1 Avaliacio de FRFs experimentalmente

Como comentado anteriormente, a analise modal pode se dar através de um teste de
impacto onde a estrutura ¢ excitada usando um martelo com uma ponteira de material
especifico (rigido ou macio), por exemplo. A escolha deste material inadequado pode fazer
com que as frequéncias naturais da estrutura ndo sejam excitadas o suficiente para fazer uma
boa captura, causando ruidos na medicdo. Tal teste ¢ o mais utilizado hoje, pois € répido,
conveniente ¢ de baixo custo, segundo Schwarz e Richardson (1999). Tal metodologia para
obtencdo das razdes de amortecimento modais € encontrada em artigos mais recentes (Little e
Mann (2019)).

Apos a estrutura ser excitada pelo impacto do martelo, ¢ feita a aquisicdo do sinal
analdgico pelo acelerometro, cujo sinal passa por um filtro de anti-aliasing para remover os
possiveis sinais de alta frequéncia ndo adequados a taxa de aquisicdo empregada. Apds a
filtragem do sinal analdgico, o mesmo ¢ digitalizado a partir de um conversor analdgica-
digital (ADC, Analog to Digital Converter) cujo nimero de bits influenciara na resolugdo da
amplitude do sinal, conforme mostra a Figura 8, a qual, de forma ilustrativa, mostra as etapas

de filtragem e conversao do sinal.

Filtro Conversor Processamento Conversor Filtro
- - | — P . . | — . . " . . s P
antialias Analdgico-Digital Digital Digital-Analégico analégico

Figura 8 - Ilustragdo das etapas da aquisi¢ao de dados.
Fonte: Elaborada pelo Autor (2023).

Durante a etapa de conversao, Avitabile (2001) pontua alguns erros que, apesar de ndo
serem significativos, podem ocorrer: a taxa de amostragem e a quantizagdo dos dados. O
primeiro tem relagdo com a resolu¢ao do sinal no dominio do tempo e da frequéncia e o
segundo controla a precisdo da magnitude (amplitude) do sinal. Porém, existe um erro de
processamento do sinal que, segundo o autor, € o mais severo € nao pode ser removido: o
leakage (vazamento). O vazamento tem relacdo a transformac¢do rapida de Fourier (FFT), ou

seja, a curva de aceleracdo capturada no dominio do tempo precisa ter uma periodicidade, em
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outras palavras, a FFT exige que a curva tenha um nimero grande de amostras para que o
resultado final seja apropriado. Apesar disso, Avitabile (2001) comenta que existem fungdes
de ponderagdo, chamadas de windowing (janelamento), que podem auxiliar na minimizagao
do erro de vazamento, sem, contudo, o remover por completo.

Os estudos de Schwarz e Richardson (1999) convergem quando o autor comenta sobre
como resolver os problemas de vazamento. Ele ainda explica que a fun¢do Janelamento impde
um amortecimento artificial para que a curva de aceleracao no tempo decaia até zero para que
haja uma certa periodicidade desejada pela FFT.

Finalmente, apos o sinal analdgico ser convertido, a curva de aceleracdo passa pela
transformada rapida de Fourier (FFT) para obten¢do do espectro linear da resposta de saida.
Segundo Avitabile (2001), ¢ nessa etapa que ¢ realizada a média para as diferentes amostras
capturadas e, por fim, ¢ obtida a FRF (Fun¢ao de Resposta em Frequéncia), dividindo, por
exemplo, o espectro linear da aceleragdo medida no dominio da frequéncia pelo espectro do
sinal da for¢a também no dominio da frequéncia. Neste caso em particular a curva da FRF
recebe o nome de Acelerancia. Caso o sinal medido fosse de deslocamento e ainda tivéssemos
o sinal de For¢a, a curva de FRF recebe o nome de Receptancia, e no caso de se ter um sinal
de velocidade de vibragao, a curva recebe o nome de Mobilidade.

A Figura 9 ilustra uma curva no dominio do tempo do sinal de aceleragdo e da forga
aplicada, assim como as FFT dos mesmo sinais e por fim da FRF acelerancia para o caso de
uma estrutura de viga engastada livre com acelerometro na ponta e martelo impactando
também na ponta, sendo suas trés primeiras frequéncias de vibragdo f; = 7Hz, f, = 12 Hz e

f3 = 30 Hz.
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Figura 9 - (a) Curva de aceleragdo no dominio do tempo. (b) Curva da for¢a aplicada por um

amartelo de impacto ao longo do tempo. (¢) FFT da aceleracao. (d) FFT da forga. (¢) FRF

Fonte: Elaborada pelo Autor (2023).

para Acelerancia, A(w)/F (w) .

Como comentado anteriormente, a FRF ¢ obtida a partir do espectro linear da

aceleracdo dividindo pelo sinal de for¢a, porém, podem-se ter multiplos resultados, uma vez

que varios acelerometros podem ser conectados a estrutura em diferentes posigdes e o ponto

de excitacao pode ser feito também em locais diferentes.
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Desse modo, Avitabile (2001) comenta um aspecto importante em relagdo a FRF: elas
sdo organizadas a partir de uma matriz chamada de matriz de funcdo de resposta de frequéncia
(Hpq(w)) onde p € o grau de liberdade que identifica a posi¢do do acelerdmetro e q o grau de
liberdade que identifica a posi¢do da forga. O mesmo autor ainda apresenta um exemplo, na
Figura 10, da matriz de fungdo de resposta de frequéncia (H,q(w)) para uma viga engastas de
3 nos, onde a posi¢cdo do martelo de impacto ¢ variada (varrida) e o acelerdmetro ¢ fixo no 3°

grau de liberdade, sendo esta matriz simétrica.
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VSN
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A

\

H 3,2

Figura 10 - Matriz de fun¢do de resposta de frequéncia (H, 4)

Fonte: Avitabile (2001).

Finalmente, uma vez que se obtém a FFT e a FRF, parte-se para a identificagdo dos
parametros modais: frequéncia natural, forma modal e razdo de amortecimento modal.

Na Figura 9 (c) ¢ possivel observar que cada pico de ressonancia ¢ utilizado para
determinar os respectivos valores das frequéncias naturais. Nesse aspecto, Schwarz e
Richardson (1999) comentam que existem diversas formas de determinar os diferentes valores
das frequéncias naturais, sendo um deles o método de peak-picking, onde o pico do grafico do
espectro FFT do sinal da aceleragdo, ou sendo do grafico da FRF de acelerancia ¢ obtido
visualmente. O autor ainda afirma que esse método ¢ uma boa aproximacdo principalmente

para estruturas pouco amortecidas e com modos de vibragdo espacados.
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Em uma revisdo recente, Zahid, Ong e Khoo (2020) comentam que atualmente existem
trés principais técnicas para determinar parametros modais: Experimental Modal Analysis
(EMA), Operational Modal Analysis (OMA) e Impact Synchronous Modal Analysis (1ISMA).
Sendo a primeira delas geralmente feita em laboratorio excitando a estrutura artificialmente
com um martelo de impacto ou shaker e, as duas Ultimas, metodologias utilizadas com a
estrutura ainda em operagdo. Ainda, as técnicas poderiam ser divididas em métodos no
dominio do tempo e no dominio da frequéncia.

Ainda em Zahid, Ong e Khoo (2020), os autores reforcam que o método de peak-
picking, método baseado no dominio da frequéncia, é simples, de facil aplicagdo e efetivo
para modos bem separados e para baixos amortecimentos modais. Isso significa que, para
estruturas muito complexas cujos picos de frequéncias sdo muito préximos um dos outros,
existem métodos mais eficazes para determinacao das frequéncias naturais como o método de
Frequency Domain Decomposition (FDD), que identifica multiplicidades dos modos a partir
da decomposicdo dos valores singulares de uma densidade espectral de poténcia (PSD).
Porém, tal método, de acordo com os autores, nao pode estimar as razdes de amortecimento
modais da estrutura.

Por fim, Zahid, Ong e Khoo (2020) destacam diversos outros métodos para
determinagdo dos parametros modais, sendo, segundo eles, o de maior acuracia e eficiéncia
computacional, o método Stochastic Subspace Identification (SSI). Tal método ainda pode ser
dividido em SSI-COV e SSI-DATA. O SSI permite a identificagdo de um modelo de espaco
de estado efetivo para um sistema dindmico complexo submetido a excitagdo estocdstica
diretamente dos dados medidos.

Tais diferentes metodologias foram comparadas em Magalhdaes, Caetano e¢ Cunha
(2007). Para isso, os autores utilizaram os pardmetros modais de uma ponte estaiada (ponte
internacional de Guadiana) para comparacao das técnicas de peak-picking, FDD, SSI-COV e
SSI-DATA. Para a primeira forma modal, os autores reportaram um valor para a frequéncia
natural de 0,391 Hz para o método de peak-picking, 0,388 Hz para o FDD e SSI-COV e 0,387
Hz para o SSI-DATA. Para a segunda forma modal, os valores reportados para cada um dos
métodos foram: 0,537 Hz para o método de peak-picking, 0,548 Hz para o FDD, 0,538 Hz
para o SSI-COV e 0,537 Hz para o SSI-DATA. De forma geral, os valores do método de
peak-picking apresentaram diferentes na terceira casa decimal quando comparados com os
métodos de SSI-COV e SSI-DATA para as demais formas modais.

Os autores, Magalhdes, Caetano e Cunha (2007), ainda concluem que o método de

peak-picking ¢ eficiente apenas em estruturas onde os diferentes tipos de modos sao
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independentes ¢ onde os modos espacados ndo sdo do mesmo tipo (flexdo vertical, flexdo
lateral ou tor¢ao), que € o caso observado pela estrutura de estudo deste trabalho e, portanto, a

metodologia utilizada para obtencao das frequéncias naturais.
3.3.2 Avaliacdo do amortecimento modal

Segundo Schwarz e Richardson (1999), existem diferentes métodos para determinar o
amortecimento modal, um deles ¢ a partir da largura do pico de frequéncia da FRF (Método
da largura de meia poténcia). O autor afirma que a largura é medida no ponto de meia
poténcia ¢ o amortecimento ¢ igual a duas vezes o comprimento da largura da banda de
frequéncia (em Hz) correspondente a estes pontos (¢ = 2 Aw). Dessa forma, uma curva com
maior largura tem um amortecimento maior.

Apesar de existirem muitos outros métodos de avaliagdo da FRF para determinar o
amortecimento modal, sendo eles feitos a partir de ajustes de curvas (SDOF, MDOF e
exponencial complexa), ainda ¢ muito comum a determinacdo da razdo de amortecimento
modal a partir da utilizagdo do decremento logaritmico da curva de aceleragdo, conforme
Malinowski e Magalas (2003). Para maiores detalhes de outras formas de avaliar o
amortecimento em sistemas e estruturas, remete-se o leitor ao livro de Maia e Silva (2016).

Para o calculo da razdo de amortecimento, assumindo que este seja oriundo na sua
maior parte por amortecimento viscoso (forgas dissipativas proporcionais a velocidade de
vibragdo), pode-se utilizar a formula¢do por decremento logaritmico dos sinais de vibragao
livre com certas condigdes de contorno. E possivel fazer-se um ajuste por minimos quadrados
para a lei de decaimento das vibracdes livre e obter uma boa estimativa desta propriedade de
amortecimento. O sistema pode ser caracterizado pelo seu periodo (ou frequéncia) e razao de

amortecimento. A relagdo entre a frequéncia natural ndo amortecida e amortecida, nestas

condig¢des, vem dada por:

Wy = wpy 1 — &2, (35)

onde wy € a frequéncia amortecida (rad/s) e w, a frequéncia natural ndo-amortecida e ¢ a
chamada razdo de amortecimento, que em geral esta entre 0 < & < 1, representando uma

condi¢do subamortecida. Assim, a resposta do sistema pode ser dada por:

x(t) = e~$@atX, sen(wy t + @), (36)



36

onde x(t) é a resposta do sistema no tempo, X, ¢ sua amplitude inicial, t sdo os instantes de
tempo ¢ ¢ um angulo de fase. Para condi¢des iniciais x,, Xg, X = (xo"2 + [(Xo +
SwnXo)/wa ])"(1/2) e = arctan [(wq Xo) /(%o + §wy Xo)]-

Se tomarmos a razdo entre duas medigdes de deslocamentos separadas de 1 periodo
amortecido 74, (como indicado na Figura 11), isto resulta em:

—$waty t
x(ty) _e Xsen(wg t+ @) _ ofwata (37)
x(t,) e fwatzXsen(wyt + @)

onde x(t;) e x(t,) sdo pontos tomados arbitrarios na curva de deslocamentos no tempo na
Figura 11. O mesmo vale caso os sinais fossem de aceleragdo a(t;) e a(t,). O decremento

logaritmico, calculado para um conjunto de » medidas tomadas separadas nt,, fica:

_1 x(t)\ _ __ 2mé
§=2In (x—(tn)) = fwatq = 7, (38)

e, resolvendo-se para &, de acordo com Rao (2010), obtém-se a razdo de amortecimento
modal (§) pela Equacao (39), que sera utilizada para obten¢do das razdes de amortecimentos

modais na subseg¢ao 4.3.

o)
N 39
V212 + 62 (39)
x(1)
A
‘Ti . #; ,
T(f wd—>-
X \\-\-‘\_' X(}_émnr
l X // ‘xw D N | :
OTi [1 12 _____fM‘___ wyl
- 0 e s _ —

Figura 11 - Decremento logaritmico ajustado a curva de deslocamento no dominio do tempo.
Fonte: Rao (2010).

Deve-se lembrar que o sinal medido de aceleracdo contém informacao de mais de um
modo da estrutura (no caso da estrutura possuir muitos graus de liberdade), de forma que o

procedimento pode ser repetido para cada um dos modos de vibracdo identificados fazendo-se
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filtros nos sinais no tempo com uma largura de banda de frequéncia proxima a cada
frequéncia identificada.

Existem, ainda, outros métodos para determinag¢ao da razado de amortecimento modal,
como plote de Nyquist, Métodos da Dissipagdo da Energia, técnicas de identificagdo
estrutural como SSI (Stocastic Subspace Iteration) e, também, Largura de Banda de Meia
Poténcia. Por exemplo, Rao (2010) define a razdo de amortecimento a partir da Largura de

Banda de Meia Poténcia usando a Equagao (40).

2 D
e M 40
a - 2&“ ( )
onde wi(z) e wi(z) sdo duas frequéncias definidas por 0,707H(w) em um pico do grafico,

conforme Figura 12. w; € o pico da fungédo de resposta de frequéncia H(w) do mesmo modo i

e &; ¢ arazdo de amortecimento modal do modo i, sendo j o numero complexo.
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Figura 12 — Exemplo de curva de receptancia para determinacao dos pontos para
determinagdo da razdo de amortecimento modal por diagrama de Bode.

Fonte: Rao (2010).

Neste trabalho serd escolhido o método do decremento logaritmico (Equacdo (41))
devido a sua facilidade de programacado, boa repetitividade e reprodutibilidade e nenhuma
dependéncia de parametros de ajustes, o que outros métodos necessitam para funcionarem e

0s tornam pouco repetitivos.
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3.4 Distribuicao estatistica das variaveis modais

Os estudos de Friswell e Mottershead (1995) comentam que os parametros obtidos pela
analise modal experimental possuem um certo tipo de erro (sistematico e aleatdrio) que, como
j4 comentado, serd quantificado. No entender de seus estudos, existe a tendéncia de que a
incerteza aleatéria dos dados seguira uma distribuicdo estatistica que pode ser descrita através
de trés parametros: média (valor médio do ruido), variancia (variabilidade do ruido) e a sua
correlagdo, portanto, a distribui¢ao Gaussiana multivariavel faria uma boa representagao dos
dados experimentais uma vez que ¢ definida por estes mesmos parametros.

A distribui¢ao normal multivariada é frequentemente usada para descrever, pelo menos
aproximadamente, qualquer conjunto de varidveis aleatérias de valor real (possivelmente)
correlacionadas), cada uma das quais agrupadas em torno de um valor médio. Ela vem dada,
para um vetor de varidveis aleatorias X = (xy,%5,...,X,)] com médias u=
(g, ta) - ) U)T, € matriz de covariancia Zy = COV(xi, x]-) i,j =1,..,m, dada pela Equacao
(42). A covariancia entre duas amostras aleatorias ¢ uma medida estatistica que quantifica
como as duas amostras variam juntas. Em outras palavras, a covariancia mede a relacao linear
entre as duas varidveis em estudo. Se a covariancia for positiva, isso significa que quando
uma variavel tende a aumentar, a outra também tende a aumentar, ¢ quando uma variavel
tende a diminuir, a outra também tende a diminuir. Se a covariancia for negativa, isso
significa que quando uma varidvel tende a aumentar, a outra tende a diminuir, e vice-versa. Se
a covariancia for proxima de zero, isso indica que ndo h4 uma relacdo linear forte entre as

duas variaveis.
1

fX(xlr X2y ey xm) = (Zﬂ)m det(z) exp

Os autores ainda comentam em seus estudos que, de acordo com Teorema do Limite

-5 &= 5 - ) (42)

Central de Hogg e Craig (1978), 4 medida que os sinais s3o somados existe uma tendéncia em
convergir para uma distribuicdo Gaussiana, independentemente da forma de distribuigdo do
sinal original.

A Equagdo (43) representa a fungdo de densidade de probabilidade fx(x) da

distribuicdo Gaussiana para uma variavel x, com parametros estatisticos y e a.

fx(x) = o'\/lﬁ exp [_ % (x ; ,u)Z] (43)
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onde o e u representam, respectivamente, o desvio padrdo ¢ a média dos dados e x ¢ a

varidvel aleatoria.
Na pratica, a plotagem da distribuicdo normal é feita comparando duas varidveis
aleatorias, como por exemplo as frequéncias modais de um ensaio modal, cada um

representado por sua distribui¢do normal invariavel, conforme Figura 13.

fz,exp A

Y

fl-exp

Figura 13 - Comparagdo de dois parametros modais com distribui¢ao normal.

Fonte: Govers e Link (2012).

Por exemplo, na Figura 14, a elipse de confianca ¢ mostrada comparando duas
frequéncias modais. Na mesma Figura, pode-se observar que existem trés elipses, a elipse
menor representa o intervalo de confianca de 68,2% do conjunto de dados (lo), a elipse
intermedidria representa o intervalo de confianga de 95,4% do conjunto de dados (20) e, por

fim, a elipse maior representa o intervalo de confiancga de 99,7% do conjunto de dados (30).
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Figura 14 - Elipse de confianga (contorno da fun¢do de densidade de probabilidade no plano).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Por fim, supondo que se tenha » amostras de uma varidvel aleatéria j, Govers e Link
(2010), definem os parametros estatisticos utilizados pela distribui¢do Gaussiana, obtidos
experimentalmente pelas Equagdes (44) para a média e (45) para a covariancia Sy.

n
1 ,

n
i=1

onde n € o nimero de amostras € x;; representa o valor do dado de medigdo cujo m denota o

numero de variaveis aleatdrias. O outro pardmetro ¢ a covaridncia. A formula para calcular a

covariancia entre duas amostras de variaveis aleatdrias ¢ dada por:
1 n
COV(xj,xk) = mZ(xﬁ — /,tj)(xkl- —u) kj=1..m (45)
i=1

onde COV(xj,xk) ¢ covariancia amostral entre duas varidveis aleatorias x; € x, € que

descreve o segundo momento de correlacao.

Var(x;) COV(xy,xy) = COV(xqy,%pm)
%, =|¢ OV(fcz, X1) Var:(xz) o C OVO:CZ; Xm) (46)
COV(Xp,x1) COV(xp,xy) = Var(x,,)

onde, segundo Govers e Link (2010), Var(xj) =C OV(xj, xj) = GXJZ. que ¢ o desvio padrdo ao
quadrado. Caso a matriz de covaridncia X seja dividida pelos respectivos desvios padroes,
tem-se a matriz de Coeficientes de Correlagdo p , a qual conterd na sua diagonal valores 1 e
fora da sua diagonal, de forma simétrica, termos que variardo entre -1 e 1 como indicado na

Equagdo (45) que dependerd da correlagdo entre as variaveis aleatorias.

1 P12 Pim
1 -
Pm1 Pmz2 1

3.5 Métodos para otimizacio

Durante a revisao bibliografica, muitas vezes foi dito que o conceito de atualizacao de
modelo de elementos finitos ¢ minimizar o erro entre a resposta experimental e a resposta
numérico, como visto em Mottershead e Friswell (1993), Marwala (2010) e Ereiz, Duvnjak e

Jiménez-Alonso (2022). Isso significa que, o processo de ajuste do modelo numérico torna-se,
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basicamente, uma otimizagdo estrutural e, por isso, faz-se necessario fazer uma breve

explicagdo das metodologias utilizadas para constru¢do dos estudos de caso deste trabalho.
3.5.1 Métodos baseados em Gradientes

Conforme Yang (2010), a maioria dos algoritmos convencionais sdo deterministicos
que, por sua vez, alguns deles sdo baseados em gradientes, ou seja, utilizam a informagao da
derivada para buscar a minimizagao da fung¢do. Isso significa que esses algoritmos funcionam
extremamente bem para curvas e fungdes objetivos suaves, ou seja, caso a fun¢do objetivo
apresente alguma descontinuidade, os algoritmos baseados em gradientes ndo serdo os ideais
para o problema de otimizacdo e poderdo encontrar apenas um minimo local.

Nas subsecdes seguintes sdo apresentados dois algoritmos baseados em gradientes que
sdo utilizados nos estudos de caso deste trabalho: Método de Newton e Sequential Quadratic

Programming.
3.5.1.1 Newton

De acordo com Yang (2010), o método de Newton, inicialmente utilizado para
descobrir raizes de um problema, pode ser modificado para problemas de otimizagdo, uma vez
que a ideia principal da otimizagdo estrutural é encontrar as raizes da primeira derivada com
base nas condi¢Oes estacionarias.

Martins e Ning (2021) comentam que o método de Newton € a base para muitos
algoritmos de otimizagdo ndo-lineares. Assim como Yang (2010), afirmam que a ideia do
método de Newton € encontrar as raizes do problema para estimar a solucdo para cada
iteragdo k utilizando aproximagdes de fungdes lineares construidas a partir da expansdo da

série de Taylor truncada no termo de 2* ordem, definida pela Equacao (48).
1
F(x) = F(xy) + VF(x)Ax + > V2F (x;,)Ax? (48)

onde Ax = x — X3, sendo x a solugdo do problema e F uma fung¢do objetivo qualquer.
Uma vez que x ¢ muito proximo de Xx,, pode-se desprezar a parcela da equagdo
referente a Hessiana (V2f(xy)). Entdo, pode-se reescrever a Equagdo (48) no problema de

erro residual aproximado a zero, conforme Equagdo (49).

0 = F(x;) + VF(x;,)Ax (49)
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Entao, tem-se:

F(xy)

Ax = —
X TG

,para VF(x;) # 0 (50)

Sendo a atualizacdo de cada iteracdo feita através da Equacao (51).

F(xy)
Xpp1 = Xy — =< 51
O método de Newton estd contido na metodologia de atualizagdo de modelo de
elementos finitos baseados em sensibilidade. Portanto, tal metodologia ¢ novamente descrita,

porém com outro foco, na se¢ao 3.6 deste trabalho.
3.5.1.2 Sequential Quadratic Programming

O Sequential Quadratic Programming (SQP) ¢ um dos mais avangados algoritmos
baseados em gradientes devido a sua capacidade em resolver problemas ndo lineares de
qualquer grau. Ainda, Yang (2010) diz que o SQP aproxima computacionalmente a matriz
Hessiana completa através do método de atualizagdo de Quasi-Newton. Isso significa que,
para cada iteracdo, o algoritmo SQP gera um subproblema, conhecido como programacao
quadratica (Quadratic Programming) para ser resolvido. A solu¢do para cada iteragdo gera
uma dire¢cao de busca e uma possivel solucao de teste.

Yang (2010) parte do problema de otimizagdo nao-linear, apresentado na Equacgao (52),

para explicar o algoritmo SQP.
minimize F(x),
sujeitoa h;(x) =0, i=1,..,p) (52)
onde F(x) é uma fungdo objetivo ndo-linear, h;(x) e g;(x) sdo as restricdes de igualdade e
desigualdade, respectivamente.
Usando expansao de Taylor, o problema nao-linear apresentado anteriormente pode ser
aproximado para cada itera¢do de acordo com a Equagao (53).

.1
minimize ESTVZL(xk)Ts + VF(x)Ts + F(xy),

(53)
sujeitoa  Vh;(x,)Ts + h;(x;) =0, (i=1,..,p)

Vg;(xi)"s + gj(x) <0, G=1,..,9



43

onde s ¢ o vetor de direcdo de busca, x; ¢ o vetor de solugdo de teste para cada iteracio cujo

k=0,1,2..; L(x;) ¢ a fungdo de Langrange, definida pela Equacdo (54).

L) = f(x) + ATh(x) + n" g(x) (54)

onde A € o vetor de multiplicador de Lagrange de p elementos e u ¢ o vetor de multiplacador
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) com q elementos. E possivel transformar as q equagdes de
desigualdades em equagdes de igualdade somando-se a esquerda varidveis de folga. Assim, os
dois ultimos termos da Equacao (54) podem ser tratados apenas como um termo de restrigao
de igualdade com uma quantidade de multiplicadores de Lagrange de p + q.

Sendo assim, pode-se construir um sistema de equagdo, conhecida como condi¢des de

KKT, para encontrar os vetores s e 4, tal qual a Equacao (55) demonstra.

[HkT V(f)li [ Sk ] _ [_VF(xk) (55)

Vh; Aks1 —h; (x)

Dessa forma, o subproblema QP ¢ atualizado de acordo com a Equagdo (56). E, para
atualizagdo da matriz Hessiana (Hy,,), o algoritmo utiliza o método Broydon-Fletche-

Goldfarbo-Shanno (BFGS), conforme definido pela Equagao (57).

Xig+1 = Xg + Sk (56)

Hpi1 =H 57
fort e v U U Hyuy G

onde v, ¢ definido pela Equagao (58).
Vg = VL(xXg41) — VL(xg) (58)

Para simplificar o entendimento do algoritmo Sequential Quadratic Programming

(SQP), Yang (2010) apresenta o pseudo-codigo, conforme Figura 15.
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Inicio
1. Gerar vetores iniciais para o ponto inicial x, € aproximar a matriz
Hessiana (H,).
2. Repetir para cada iteragao (k=1, 2, 3 ...):
2.1 Resolver o subproblema QP para encontrar o vetor dire¢cao (s):
2.2 Dado sy, determinar xj ;.
2.3 Atualizar a matriz Hessiana (Hy 41)
2.4 k=k+1.
3. Retornar ao passo 2.1 até alcangar convergéncia.
4. Retornar xy, 1, se satisfatorio.

Fim

Figura 15 — Pseudo-Codigo do Algoritmo SQP.
Fonte: Adaptado de Yang (2010).

3.5.2 Métodos nao baseados em gradientes e metaheuristicos

Em informatica o termo ‘“heuristica” refere-se ao método de investigagdo baseado na
aproximagdo progressiva de um dado problema. Por outro lado, de acordo com Glover e
Kichenberger (2003), metaheuristicos sao métodos de solugdo que coordenam procedimentos
de busca locais com estratégias de mais alto nivel, de modo a criar um processo capaz de
escapar de minimos locais e realizar uma busca robusta no espaco de solucdes de um
problema de otimizagao.

Ainda de acordo com Yang (2010), algoritmos heuristicos sdo aqueles que buscam
solucdo otimizada de um problema complexo seguindo métodos que tenham uma logica, mas
sem um suporte matematico rigoroso complexo, isto em um tempo razoavel tornando sua
utilizagdo viavel. Ainda conforme o autor, métodos heuristicos sdo usados para resolver
problemas de otimizacdo onde métodos classicos ndo conseguem (quer seja por falta de
convexidade, suavidade, diferenciabilidade, etc.) e, por isso, entregam solugdes aproximadas
e ndo possuem garantias de resultar nas melhores solugdes. Entretanto, os métodos heuristicos
sdo muito utilizados, como em estudos com algoritmos genéticos, baseados nas leis de

evolugdo populacionais.
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Dessa forma, essa subsecdo detalha dois algoritmos metaheuristicos e heuristicos:
Diferencial Evolutivo (DE) e Nelder Mead (NM) que serdo utilizados nos exemplos

posteriores do capitulo 4.
3.5.2.1 Algoritmo Diferencial Evolutivo

O Algoritmo Diferencial Evolutivo (DE) ¢ um algoritmo metaheuristicos muito
utilizado na engenharia para atualizacao de modelo e detec¢do de dano, ndo somente por ter
apenas trés parametros heuristicos de controle: tamanho da populacdo (NP), taxa de
cruzamento (Cr) e fator de amplificagdo (A), mas, também, por ter uma boa propensao de
encontrar a solu¢do global sem depender da solugdo inicial, ter menor sensibilidade a ruidos
de medigdo das variaveis utilizadas para a detec¢do e ndo utilizar gradientes, conforme os
estudos de Villalba e Laier (2014).

O algoritmo modifica a populagdo (conjunto de vetores) iterativamente para encontrar a
melhor solu¢do. Em detalhes, inicialmente, cada vetor é definido aleatoriamente e, entdo, ¢
testado na fungdo objetivo para quantificar seu custo. A seguir, ¢ feita a mutacdo para criar
um outro vetor (candidato a solug@o) a partir da diferenga entre dois vetores aleatorios, de

acordo com Kim et al. (2019). Para a mutacao ¢ utilizada a Equacao (59).
Upg; = Xp, + AX (X, — X, ); para0 < F < 2, (59)

onde X, , Xy, € Xp, sd0 vetores selecionados randomicamente, F € o fator de amplificagdo e
Upg; € 0 novo vetor gerado a partir da mutagdo.

Apoés a mutagdo, € gerado um vetor teste Upg; pela combinagio entre o vetor vpg; € um
outro vetor de referéncia x,,. O novo vetor teste recebe parte do vetor de referéncia x,,,

porém, para controlar isso, ¢ utilizada a taxa de crossover (Cr), conforme € observado nos

estudos de Kim et al. (2019). O crossover binomial ¢ definido pela Equacao (60).

Upg; =

{vDEi, se (rand(0,1) < Cr; para Cr € [0,1] (60)

Xr,

Em outras palavras, se o nimero aleatorio gerado for menor que a taxa de crossover
(Cr) estipulada, o gene do vetor vpp, € passado adiante, caso contrario o gene do vetor de
referéncia x,, € mantido. Dessa forma, a populagdo aumenta sua diversidade e carrega

consigo parte da solucao anterior.
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Finalmente, ap0s a etapa da mutacdo e crossover, ¢ selecionado o melhor vetor. Essa

etapa ¢ conhecida como seleg¢do e tem como regra a Equagao (61).

uDEi — {uDEi’ se f(uDEi) = f(xri) (61)

Xr,

Em outras palavras, para um problema de minimizagéo, se a fungéo custo do vetor upg;
for menor que a do vetor de referéncia x,,, entdo ele segue adiante. Caso contrario, o vetor
Upg; ¢ descartado.

Para melhor entendimento, ¢ possivel encontrar um pseudocodigo em Villalba e Laier

(2014) que resume os passos executados pelo algoritmo Diferencial Evolutivo:

Inicio

1. Gerar vetores iniciais aleatoriamente.

2. Calcular o custo para cada vetor.

3. Executar de i = 1 para NP:

3.1 Definir para i-nésimo vetor na populagao como Vetor de Referéncia.

3.2 Criar Vetor Teste.

3.2.1 Calculada a mutagdo a partir da comparagao entre dois vetores aleatorios

3.2.2 Calculado o cruzamento entre Vetor Mutado e Vetor de Referéncia para
geracdo do Vetor Teste.

3.3 Calcular Custo do Vetor Teste.

3.4 Comparar custo do Vetor Teste e Vetor Target; escolher o mesmo.

3.4.1 Etapa de Selecdo para escolha do melhor vetor.

4. Verificar critério de convergéncia. Se ndo atendido, repetir do passo 2. Caso

contrario, ir para passo 5.
5. Mostrar Vetor com melhor solu¢do na populacao.

Fim

Figura 16 — Pseudo-Codigo do Algoritmo DE.

Os valores recomendados para Cr e A sdo, respectivamente 0,5 e 0,8, a variavel NP
dependera do numero de variaveis do problema, de acordo com os autores Villalba e Laier

(2014).
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3.5.2.2 Algoritmo Nelder-Mead

De acordo com os estudos e aplicagdes de Marwala (2010), o método desenvolvido por
Nelder e Mead, em 1965, gera um N-Simplex, geometria analoga a um tridangulo com trés
vértices (Yang (2010)), no caso de problemas bidimensionais, que produz uma nova posi¢ao
de teste extrapolando o comportamento da fungdo objetivo medida em cada posi¢do de teste
organizada. De forma mais simples, o algoritmo testa cada ponto do simplex na fungdo
objetivo e substitui a localizagdo do pior ponto através de uma expansao da direcdo do
centroide dos pontos.

Ainda conforme Marwala (2010), em seus experimentos em deteccdo de dano, foi
possivel notar que o algoritmo apresentou resultados com erro de identificagdo do modelo
para a primeira frequéncia natural menor que 5%, para segunda frequéncia natural menor que
0,2% de diferenga entre o valor inicial e o valor ajustado. Assim foi reportado o bom
desempenho desse algoritmo.

Ap6s a geracdo do simplex n + 1, onde n ¢ o nimero da dimensdo, inicia-se 0 processo
de ordenacdo dos vértices da geometria. Em outras palavras, cada vértice ¢ testado na fungao
objetivo para encontrar o melhor ponto X,,ein0r> O ponto intermediario X;,; € o0 pior ponto
Xpior do simplex em relagdo ao custo. Dessa forma, cada ponto € classificado a seguir,
conforme Equacgdo (62).

F (Xmetnor) < F(Xine) < F(2pior) (62)

Posteriormente, ¢ calculado o centroide em relacdo ao melhor ponto X,,01n0r € O ponto

intermediario x;,; a partir da média expressada pela Equacdo (63), conforme Nelder e Mead

(1965).
Z % (63)

i=1

1
c=-
n

A Figura 17 ilustra o passo de ordenacdo e céalculo do centroide dos dois pontos

melhores pontos do processo de ordenagao e o centroide c.

Figura 17 — Ordenagdo dos pontos e representacao do centroide no caso bidimensional.
Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).
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Sendo assim, o processo de busca do melhor valor global da fun¢ao se dé através de trés
principais movimentos através do centroide. Sdo eles: Reflexdo, Expansdo, Contragdo e
Encolhimento.

O processo de reflexdo do simplex ¢ feito a partir do ponto do centroide e da Equagao

(64).
Xnovo = € + a(c = Xpior); paraa >0 (64)

sendo a reflexdo do simplex controlada pelo coeficiente a.
Apos a execucdo da reflexdo, cada ponto do simplex ¢ testado na fungdo objetivo. Caso
F(Xmetnor) < F(Xnovo) < F(Xint), 0 ponto X, € aceito ¢ a iteragdo ¢ finalizada. A Figura

18 ilustra tal processo.

Xint

Xnovo

xpior
Xmelhor

Figura 18 — Movimento de reflexdo.
Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).

Se, apés a reflexdo, F(Xnop0) < F(Xmetnor), €ntdo € feito o processo de expansdo do
simplex a partir da Equagdo (65), conforme Nelder e Mead (1965). Além disso, X;,4,, passa a
Ser 0 NOVO Xymeihor-

Xnovo = € + ¥ (Xmetnor — €); paray >1 (65)

Sendo a expansdao do simplex controlada pelo coeficiente y. A Figura 19 ilustra o

processo de expansao.

Figura 19 - Movimento de Expansao.
Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).
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Caso F(Xnop0) < F(Xmetnor), 0 ponto X,.,, € aceito ¢ a iteragdo ¢ finalizada. Caso
contrario, X,,y, ¢ descartado e o simplex retorna a posi¢do anterior referente a reflexao.

Se, apods a reflexdo, F(Xmeinor) < F(Xint) < F(Xnov0), €ntdo é feito o processo de
contra¢do do simplex. A contra¢do pode ser feita de duas formas: para fora, se F(x;,;) <
F(Xpovo) < F (xpior), e para dentro, se F (xpl-or) < F(Xn0v0)- O novo ponto x., gerado a
partir da contragdo, ¢ calculado pela Equagdo (66) quando a contracao for para fora e

calculado pela Equagdo (67) quando a contragdo for para dentro, conforme Nelder e Mead

(1965).

X =+ B(Xnovo —€); para 0 < B < 1,contragio para fora (66)

x. = ¢+ B(Xpior — €);para 0 < B < 1, contragido para dentro (67)

Caso, ap0s a contragao para fora, F(x.) < F(Xp010), 0 NOVO ponto x. ¢ aceito. Se feita
a contragdo para dentro, o ponto x,. ¢ aceito se F(x.) < F (xpl-or). Sendo a expansdo do

simplex controlado pelo coeficiente . A Figura 20 ilustra o processo de contracdo para

dentro e para fora.

Reflexdo Contragdo para Fora Contragao para Dentro
f(x:'m‘] = f(xnovo] = f(xpior') f(xpior) = f(xrwvoj

{int

xpior Xmelhor

Figura 20 - Movimento de contracdo a partir da reflexdo do simplex.
Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).

Conforme Nelder e Mead (1965), se o processo de contracdo falhar, o Algoritmo
Nelder-Mead reduz o tamanho do simplex para aproximar os pontos Xpjor € Xin; Mais
proximos do Xpeinor- De acordo com os autores Nelder e Mead (1965), o Algoritmo
raramente falha na etapa de contragdo, mas o processo de reducdo ¢ introduzido para prevenir
essa falha.

Para calcular os dois novos pontos x' ;o € X' in¢, 0 algoritmo utiliza a Equagdo (68).

x,pior = Xnovo + S(x,pior - xnovo); para 0<é<1 (68)
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Sendo a expansdo do simplex controlada pelo coeficiente §. O processo de reducao ¢

ilustrado na Figura 21.

’
X int

B Xmelhor
X pior

Figura 21 - Movimento de redugao.
Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).

Portanto, o que controla o Algoritmo Nelder-Mead, sdo pontos iniciais, que sdo
definidos pelo usuario e, além disso, os coeficientes a, B, y e & que, para muitas
implementag¢des, sao utilizados os valores padroes de 1, 0,5, 2, 0,5 respectivamente indicado
em Nelder e Mead (1965).

Por fim, a vantagem da utilizacao do algoritmo Nelder-Mead ¢ que ele apresenta bons
resultados nos estagios iniciais da simulacdo, ndo requer o uso de gradiente da funcdo
objetivo e ¢ computacionalmente eficiente segundo os estudos de Marwala (2010). Além
disso, ndo possui uma aleatoriedade de inicializacdo de parametros, se compararmos com o
Algoritmo Diferencial Evolutivo. Isso torna muito mais simples a sua utiliza¢do. Porém, por
se tratar de um algoritmo ndo baseado em gradientes, ndo ha garantias de que ele encontrara
um minimo global para a fun¢do. Além disso, de acordo com os estudos de Nelder e Mead
(1965), o nimero de avaliagdes da funcao objetivo € pequena para cada iteragdo, isso significa

que o algoritmo pode demorar para atingir a convergéncia.

3.6 Método de sensibilidade para atualizacio de modelos

Uma vez que a revisdo bibliografica demonstra a utilizacdo do método baseado em
sensibilidade para modelos de larga escala, essa se¢do tem como objetivo explicar em
detalhes a definigdo do método utilizado no estudo de caso final deste trabalho.

Como ja comentado durante a revisdo bibliografica, os estudos de Mottershead, Link e
Friswell (2011) e Ereiz, Duvnjak e Jiménez-Alonso (2022) comentam que o método de

sensibilidade ¢ baseado na linearizagdo da rela¢do, que geralmente ¢ nao-linear, entre o vetor
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de resposta de saida e o vetor dos parametros do modelo que precisam de corre¢do que ¢
desenvolvida a partir de uma expansao da série de Taylor truncada apos o termo linear.

De forma semelhante aos autores Ereiz, Duvnjak e Jiménez-Alonso (2022), para definir
o método baseado em sensibilidade, Mottershead, Link e Friswell (2011) partem da Equagao

(69) que define o erro entre 0 modelo numérico e o experimento.
€= Zoyp — Znum (0) (69)

onde € € o vetor de erro entre o vetor resposta experimental (Z,,,) 0 vetor de resposta
numérica (Zpym), € 8 = {6041,0,,...,0,37 é o vetor de parAmetros livres que podem ser
atualizados em o modelo numérico. Dessa forma, a qualidade do vetor da resposta numérica
(Z,um) depende da qualidade dos parametros livres desconhecidos (0). Esta Equagao deve ser
aplicada a todas as amostras dos parametros medidos de saida (ns).

Assim, a Equagdo (70) pode ser aproximada, de acordo com Mottershead, Link e
Friswell (2011), apos truncar a expansdo de Taylor sobre o valor verdadeiro do vetor de

parametros desconhecidos (0).
€ =1Zoxp — Znum(e) =T S(A0) (70)

onde S ¢ a matriz de sensibilidade e A@ ¢ uma pequena variacdo em 0. O vetor residual (77)
tem a mesma definicao do erro entre a resposta numérica e a experimental, ou seja, o vetor de

erro (&) pode ser reescrito pela Equacado (71).
€™ Zexp — Znum(e) - S(Ae) (71)

Finalmente, a matriz de sensibilidade (S), para a iteracdo i ¢ dada pela Equagao (72).

[0z, 0z, 0217

% % 6

(')Z] % % %
= e, ,, =% % . &

dz; 0z 0z

56 30 T 90

onde j denota o nimero de dados medidos e k ¢ o nimero de parametros desconhecidos.
Apenas para fins didaticos, os autores Mottershead, Link e Friswell (2011) apresentam a

matriz de sensibilidade para a resposta de autovalor ndo amortecida (4;) na Equagdo (73).
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onde @; € o j-€simo vetor de forma modal, M ¢ a matriz de massa obtida pelo modelo FE ¢ K
¢ a matriz de rigidez obtida pelo modelo de elementos finitos.

De acordo com Low e Gomes (2019), para resolver a derivada, ou seja, a pequena
variacdo para cada parametro desconhecido (A@;), indicada na Equagdo (74), o método
baseado em sensibilidade utiliza a metodologia de Newton-Raphson para o calculo do

gradiente, conforme Equagao (76), como ja visto na subsecao 3.5.1.1.
AG; =0 —0; (74)

Entdo, o modelo ¢ atualizado utilizando Newton-Raphson fica:
0,1 =0, +A6; (75)

De acordo com Mottershead, Link e Friswell (2011), para casos em que o numero de
medi¢des € maior que o numero de parametros, ou seja, casos sobredefinidos, o incremento
(ABQ;) pode ser calculado utilizando-se do artificio da pseudo-inversa (Moore-Penrose
Inverse), utilizando-se de algum artificio de regularizagdo quando a inversa for mal-

condicionada, e calculado pela Equagao (76).
A®; = [STW, S;]'STW, r; (76)

onde o W, representa a matriz de ponderacdo que define a importancia de cada termo

individual no vetor residual (r;).

A partir disso, para ajustar os parametros de um determinado modelo numérico inicial
de forma que o comportamento do modelo corresponda o mais proximo possivel do
comportamento medido, € necessario minimizar o erro entre a resposta numeérica €

experimental (&,). Isso € apresentado pela fungdo objetivo na Equacao (77).
minimizar J](0) = J.(0) + 1%]4(0) 77)

sendo A o parametro de regularizagdo, J.(0) e Jo(8), fungdes que contabilizam os residuos
dos valores medidos e as mudangas de parametros, respectivamente, dadas pela Equagao (78)

e Equacao (79).

Je(0) = g7W, &, (78)

Jo(0) = ABTW,A0 (79)
Finalmente, a fun¢do objetivo pode ser reescrita pela Equagdo (80).

minimizar J(0) = €; W, €, + 1°A0] W, A0, (80)
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onde Wy ¢ a matriz de ponderacdo dada pela Equagdo (81), que restringe os pardmetros de
acordo com sua sensibilidade e €, o erro representado pela Equagdo (71). Dessa forma, a
matriz de ponderagdo (Wp) garante que os parametros permane¢am inalterados se sua

sensibilidade se aproximar de zero.

_ _mean(diag(I) 1)
o mean(diag(]“‘l))
sendo I' definido pela Equacao (82).
I =diag[S{W,,S;] (82)

Mottershead, Link e Friswell (2011) ainda comentam que se o parametro de
regulariza¢do (4) for muito pequeno, entdo o problema estara muito proximo do problema
original mal posto. Entretanto, se A for muito grande entdo o problema resolvido tera pouca
relacdo com o problema original.

Para a atualizacdo da matriz de covariancia, a ideia parte do mesmo principio definindo:
€x = 2:exp — Zhum (83)

2 (84)

’

minimizar J(6) = ; ||wzezw§ |

sendo €5 o0 erro da matriz de covariancia (medido por alguma métrica, p.e., norma Frobenius),
X a matriz de covariancia (numérica ou experimental), Wy uma matriz de ponderacdo. A
minimizag¢do anterior pode empregar também a mesma metodologia para se chegar a equagdo
de recorréncia para a corre¢do da matriz de covariancia das variaveis de entrada, definida

como:

-1
2(0)j+1 = 2(0); + Tjex T, com T; = ST (S;W5ST + Wy) STWj (85)
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4. ESTUDOS NUMERICO-EXPERIMENTAIS PARA IDENTIFICACAO DO
MODELO

Nesse capitulo sdo demonstrados os estudos numérico-experimentais desenvolvidos
para testar as diferentes metodologias de identificagdo do modelo estudadas e apresentadas
nesse documento. Para isso, esse capitulo foi subdivido em trés se¢des: as duas primeiras (4.1
e 4.2) sdo testes feitos utilizando exemplos encontrados em artigos cientificos para diferentes
algoritmos. Essas mesmas subsec¢Oes utilizam apenas as respostas dinamicas médias modais
(frequéncias naturais) como variaveis incertas, portanto sdo mais simples. Por fim, a ultima
secdo (4.3) refere-se a atualizacdo de modelo de elementos finitos de uma estrutura que foi
desenvolvida pelo autor deste trabalho. O objetivo desta secdo ¢ aplicar metodologias
apresentadas ao longo deste documento em uma estrutura mais complexa que envolva mais de
um material e jungdes ndo soldadas. Tais metodologias ¢ modelagens em elementos finitos
foram implementadas no MATLAB para resolu¢do dos problemas. Para isso, os parametros
modais foram obtidos a partir de experimentos e metodologias justificadas na se¢do 3.3
(método de peak-picking e decremento logaritmico). Essa mesma subsecdo utiliza a média,
desvio padrio e covariancias das medigdes experimentais como varidveis incertas, portanto,
utiliza uma abordagem probabilistica para a identificacdo do modelo de elementos finitos,
diferente dos exemplos apresentados em 4.1 e 4.2.

A Figura 22 demonstra um fluxograma para melhor entendimento da divisdo da se¢ao 4.

/ Exemplo \ Exemplo 2 N\ Exemplo 3 \ ( Estudo de Caso Final

(Subsecdo 4.1) (Subsegdo 4.2) (Subsegdo 4.3.2) (Subsecdo 4.3.3)
+ Teste com modelo simples; * Comparagdo de desempenho * Comparagdo de desempenho + Utilizacdo de metodologia
+ Teste algoritmo Nelder-Mead; entre: entre: baseado em Sensibilidade;
i) algoritmo Nelder-Mead; i) algoritmo DEA; * Atualizagdo de valores médios,
ii) algoritmo DEA i) algoritmo SQP; covariancia e desvio padrdo;
* Comparacio de desempenho + Criar argumentos e * Ajuste de modelo de
entre fungbes objetivos justificativas para utilizagdo de amortecimento generelizado.
: diferentes: algoritmo baseado em
I. gradiente.

\Marwala(lQQ?) / \HaoeXia (2002) / \ Autor (2023) )\ Autor (2023) /

Figura 22 — Fluxograma da divisdo da secao 4.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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4.1 Estudos de atualiza¢cio em vigas no plano

Aqui nesta secao ¢ apresentado o primeiro exemplo a ser testado. Uma viga irregular de
forma H, conforme apresenta Marwala (1997), ¢ utilizada para validar a metodologia de
atualizagdo do modelo de elementos finitos utilizando elementos de formulagdo de viga
(Euler-Bernoulli) no plano, conforme ¢ descrito na subse¢do 3.1.1 deste documento. Marwala
(1997) fornece os dados modais experimentais das frequéncias naturais médias (f;), bem
como o modelo da viga utilizado para fazer a alteragao no médulo elastico de cada elemento.

Sendo assim, com a alteracdo da rigidez de cada elemento, representado pelo méddulo
elastico (E; = 6;E;), Marwala (1997) propde diminuir a discrepancia entre o resultado
experimental médio e o resultado numérico. Para realizar o problema de otimizagao proposto,
neste documento sera utilizado o algoritmo de Nelder-Mead, um dos algoritmos também
utilizado por Marwala (1997). Os pardmetros utilizados para calibragdo do algoritmo NM
(A a, B,y e d) foram apresentados na subsecdo 3.5.2.2. O vetor de chute inicial foi construido
a partir da média dos limites inferiores e superiores, restricdo do problema (0,85E; < E{ <
1,15E;), portanto, um vetor com 12 parametros unitarios.

Um fluxograma da metodologia ¢ mostrado na Figura 23.

Exemplo 1 Construgdo do modelo ‘ Teste do algoritmo NM

(elemento de viga no plano)

l : Frequéncias naturais Comparacio | Frequéncias naturais fornecidas
n3o-amortecidas (z;""™) por Marwala (1997) (z;"")
Marwala (1997)
~ 1

¥

Atualizagdo da Matriz de Quantificagdo do
Rigidez E; = 0;E; parametro incerto (&;)

e Funcao Objetivo

Algoritmo Nelder-Mead

nmode Z - Z?mm(g)
minimizar F = E Converge?

sujeito a: O, < 9 <6

max

(K—=2; M)p; =0

Modelo
Atualizado

Figura 23 — Fluxograma da metodologia da subsecao 4.1.
Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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A estrutura real de aluminio, de se¢do transversal retangular com dimensodes 32,2 mm x
9,8 mm, proposta por Marwala (1997), ¢ discretizada em 12 elementos e tem como limite
inferior e superior para o modulo elastico de cada elemento, respectivamente, igual a
6x10° N/m? e 8x10'° N/m?2. Um desenho da geometria de tal estrutura ¢ indicada na

Figura 24. Portanto neste problema o nlimero de variaveis a serem identificadas ¢ de 12.

0.25
0.2
0.15

0.1

y (m)

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2 1

-0.25

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 24 - Viga H irregular proposta nos estudos de Marwala (1997).
Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).

Na Tabela 1, Marwala (1997) indica os resultados experimentais das respostas modais
das frequéncias naturais médias (coluna 1). A média das frequéncias naturais das cinco
primeiras formais modais s3o utilizadas para a atualizacdo do modelo de elementos finitos.

O autor ndo deixa claro qual a func¢do objetivo foi utilizada, portanto aqui sera utilizada
a funcao objetivo descrita pela Equacdo (86) com o objetivo de obter resultado final

equivalente ao erro percentual.

o nmode z7XP — Z7UT (@)
minimizar F =
i=1

ex
Zi p

(86)
sujeitoa  Opin < 0 < 0,04
(K—AM)p; =0
onde nmode ¢ o nimero de frequéncias modais utilizadas para a atualizacdo do modelo, exp
significa os valores obtidos pelos experimentos, num se refere ao valor numérico, e z;
significa o resultado de cada uma das cinco frequéncias naturais que sdo utilizadas para a

atualizagdo do modelo.
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Ainda na Tabela 1, sdo reportadas as frequéncias naturais iniciais do modelo numérico
antes da atualizagdo (coluna 2) com o objetivo de demostrar que existe uma discrepancia entre
os resultados experimentais € numéricos iniciais. Na coluna 3 sdo apresentados os resultados
médios obtidos por Marwala (1997) e seu algoritmo, onde as discrepancias experimentais nas
frequéncias naturais foram apenas parcialmente minimizadas. Essa discrepancia ¢
completamente minimizada apds a atualizacdo do modelo pela metodologia apresentada aqui
neste trabalho (também utilizando o algoritmo Nelder Mead). Ou seja, apos a identificagao
dos parametros incertos (6;), podem-se encontrar as mesmas frequéncias naturais
experimentais obtidas por Marwala (1997), conforme mostra as frequéncias naturais
atualizadas (coluna 4).

Neste caso, o resultado para cada parametro incerto identificado ¢ indicado na Tabela 2.
Marwala (1997) ndo apresenta tais resultados para comparagdo, entretanto, pode-se verificar
em tal tabela que os parametros encontrados respeitam os limites superiores e inferiores
fornecidos para o algoritmo e, portanto, apresentam sentido fisico. Além disso, ndo percebe-se

resultados simétricos para os mesmos parametros.

Tabela 1 — Média das frequéncias naturais experimentais iniciais dadas por Marwala (1997) e
resultados das frequéncias naturais atualizadas usando algoritmo de Nelder-Mead.

Frequéncias Frequéncias Naturais  Frequéncias Naturais Frequéncia Naturais
Naturais Numéricas Iniciais (Hz) Atualizadas por Atualizadas deste
Experimentais (Hz)  por Marwala (1997) Marwala (1997) Trabalho (Hz)
fi 55,37 56,298 53,40 55,37
15 125,30 127,673 124,97 125,30
f3 225,18 225,404 224,70 225,18
fa 259,71 264,924 258,70 259,71
fs 446,04 456,494 444,63 446,04

Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).

Tabela 2 — Parametros incertos obtidos ap6s atualizagdo do modelo numérico.

91 92 93 94- 65 66 97 98 69 010 911 012

1,05 1,03 099 093 1,02 093 093 093 1,08 098 1,01 1,08

Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).

A Figura 25 mostra as formas modais da estrutura apds a atualizacdo do modelo de

elementos finitos, sendo as trés primeiras referentes a frequéncia natural de corpo rigido e,



58

portanto, descartado do estudo de Marwala (1997). Também, finalmente, a Figura 26

demonstra a matriz FRF simétrica para a acelerancia (H,(w)).
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modo:2
fZ:O.OOHz

0.2

-0.21'
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0.2
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modo:6
02l f6=225.18Hz
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modo:7
f7=259.71 Hz
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1

modo:8
f8=446.04Hz
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Figura 25 - Formas modais e respectivas frequéncias naturais obtidas apos a atualizagdo do

modelo de elementos finitos da viga H irregular proposta por Marwala (1997).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).
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FRF Acelerancia Ha(w)=A(w)/F(w)=-w?*X(w)/F(w)

Ha, , [(m/s?)N]
Ha, o [(M/s?)N]

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
f[Hz] f[Hz] f[Hz]

Hagg 5 [(MIs?)N]
Hagg 45 [(M/s?)N]

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
f[Hz] f[Hz]

Lﬁk——

! 100

0 500 1000 1500
f[Hz)
Figura 26 - Matriz de FRF obtidas para o modelo atualizado.
Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).

Esse primeiro modelo utilizado como exemplo serviu para testar o desempenho do
algoritmo Nelder-Mead em um problema utilizando vigas no plano. As respostas médias
atualizadas demonstraram a capacidade que o algoritmo tem em resolver o problema de
otimizagao proposto com resultados idénticos aos apresentados pelas medigdes experimentais

apresentadas em Marwala (1997).

4.2 Estudos de atualiza¢cio em porticos bidimensional

Uma vez que o algoritmo Nelder-Mead foi testado satisfatoriamente, nesta se¢do sdo
comparados o desempenho de dois algoritmos: Nelder Mead e Diferencial Evolutivo (DE).

Neste exemplo ¢ utilizada uma estrutura de poértico modelada com vigas de Euler-
Bernoulli, desenvolvida por Hao e Xia (2002), com sec¢do transversal de 40,50 x 6,0 mm? para
as colunas (barras horizontais) e 50,50 x 6,0 mm? para a viga vertical (barras verticais). O
material utilizado tem um modulo eléastico de 2 X 101! MPa e sua massa especifica igual a

7,67 x 103 kg/m3 . Tal estrutura é apresentada na Figura 27 junto com suas dimensdes.
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Figura 27 — Estrutura de pdrtico utilizada para atualiza¢do proposta por Hao e Xia (2002).
Fonte: Hao e Xia (2002).

Para esse exemplo, inicialmente, foi utilizada a mesma fun¢do objetivo demonstrada na
Equagdo (86). Do mesmo modo que o exemplo anterior, 0 modelo numérico sera atualizado a
partir da alteragdo da rigidez de cada elemento, representado pelo modulo elastico (E; =
0;E;). Os autores nao deixam muito claro as restricdes para o problema de otimizacao,
ficando, portanto, atribuido que o parametro incerto (6;) varia entre 0 e 1, ou seja, 0 < 6; <
1. A estimativa inicial para o algoritmo NM ¢ um vetor de 30 pardmetros com valores iguais a
0,815. Os coeficientes do algoritmo DE (fator de amplificacdo e taxa de cruzamento) foram
0,8 e 0,5, respectivamente, conforme definido na subse¢do 3.5.2.1. Os autores utilizam outros
valores para esses coeficientes.

Um fluxograma ¢ mostrado na Figura 28 para demonstrar os passos seguidos para

elaboracao desta subsecao.
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m Comparacao de
W s Construgdo do modelo ‘ desempenho entre

(elemento de viga no plano)

algoritmo NM e DE

S WL ( Frequéncias naturais Comparagdo | Frequéncias naturais fornecidas
i = : num . exp
\ " Hao e Xia (2002) ndo-amortecidas (z;"") L‘ por Hao e Xia (2002) (z{**)
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Atualizagdo da Matriz de Quantificagdo do
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Figura 28 — Fluxograma da metodologia da subsecdo 4.2.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

As frequéncias naturais médias iniciais obtidas experimentalmente por Hao e Xia
(2002) sao apresentadas na Tabela 3 (coluna 2). Na mesma Tabela 3, sdo demonstrados os
resultados das frequéncias naturais médias atualizadas utilizando os algoritmos Nelder-Mead
(coluna 3) e Diferencial Evolutivo (coluna 4). Os valores médios obtidos para o Algoritmo
Diferencial Evolutivo (DEA) representam a melhor resposta entre 10 execugdes feitas
previamente devido a aleatoriedade de geragdo da populacdo exigida pelo algoritmo.

Ainda, na Tabela 3, ¢ demonstrado o erro percentual, definido pela Equagao (87).

fexperimental - fatualizada
Epercentual = .100 (87)

f experimental

onde fexperimentar 30 0s valores das frequéncias naturais dadas por Hao e Xia (2002) e
fatuatizada @S frequéncias naturais obtidas numericamente apds a atualizagdo feita para cada

algoritmo.

Tabela 3 — Comparacdo das frequéncias naturais atualizadas entre algoritmos Nelder-Mead e
Diferencial Evolutivo.

Experimental Nelder-Mead Diferencial Evolutivo
Modo Frequéncia Frequéncia Erro (%) Frequéncia Erro (%)
Natural (Hz)  Natural (Hz) Natural (Hz)
1 4,49 4,511 -0,48 4,494 -0,08

2 17,41 17,477 -0,38 17,411 0,00




3 27,99 27,991 0,00 27,994 20,02
4 30,89 30,539 1,14 30,804 0,28
5 61,84 61,838 0,00 61,889 20,08
6 74,41 74,409 0,00 74,397 0,02
7 87,79 87,421 0,42 87,827 20,04
8 132,99 132,981 0,01 132,943 0,04
9 155,42 155,418 0,00 155,294 0,08
10 165,67 165,448 0,13 165,635 0,02
11 227,70 228,698 20,44 228,690 20,43
12 255,30 255,298 0,00 255,012 0,11
Valor da Fungao 0,02571 0,00768

Objetivo F Eq. (86)

menores para a maioria dos valores atualizados. Porém, o tempo observado para o algoritmo

Nelder Mead (163 segundos) ¢ muito menor do que o observado pelo Diferencial Evolutivo

Fonte: Elaborado pelo Autor (2022).
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Na Tabela 3, ¢ possivel observar que o algoritmo DE apresenta erros percentuais

para as 5000 iteragdes realizadas (778 segundos). Ainda na mesma Tabela 3, ¢ possivel

observar que, apesar do custo computacional do algoritmo Diferencial Evolutivo ser maior,

ele obtém um valor da fun¢do objetivo menor quando comparado com o de Nelder Mead, o

que mostra seu melhor desempenho.

10" ¢

Valor da Funcao Objetivo

— Algoritmo Diferencial Evolutivo
Algoritmo Nelder Mead

1000

2000
Iteracao

3000

4000

5000

Figura 29 - Comparacao dos algoritmos Diferencial Evolutivo (DEA) e Nelder Mead (NM)
utilizando a Equacao (86) como fung¢ao objetivo.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2022).
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Diferente dos autores Hao e Xia (2002), a funcdo objetivo utilizada nesse estudo,
demonstrada na Equagdo (86), utiliza somente as frequéncias naturais para atualizar o modelo
de elementos finitos e, de modo geral, apresenta bons resultados, uma vez que o erro
percentual méximo observado para o algoritmo de Nelder Mead foi de 1,14% para a 4* forma
modal. J& para as respostas médias atualizadas pelo algoritmo Diferencial evolutivo, o erro
percentual maximo observado foi de 0,43% para a 11* forma modal.

Dessa forma, percebe-se que algoritmos genéticos, como o Diferencial Evolutivo,
podem alcangar valores médios melhores para a atualizagdo do modelo, porém, tem um custo
computacional muito elevado. Para esse exemplo, o algoritmo Diferencial Evolutivo foi 4,77
vezes mais lento que o Nelder-Mead, portanto, deixa a entender que pode ser inviavel para

modelos de grande escala.

4.2.1 Comparacio de resultados com nova func¢io objetivo

Essa subsecdo tem como objetivo testar o desempenho dos mesmos algoritmos
utilizando uma fun¢do objetivo diferente, conforme Equacdo (89), utilizando a mesma
estrutura e dados demonstrados na se¢do 4.2. Tal fungdo objetivo ¢ conhecida como vetor
residuo e utiliza os autovalores e autovetores para atualizagdo do modelo, portanto, ndo utiliza
apenas as informagdes das frequéncias naturais, ou seja, devido a utilizagao dos autovalores e
autovetores, tal fun¢do objetivo permite realizar o que se conhece como mode-matching

(comparacao das mesmas formas modais).
[Ri] = ([Ka] = A7 [MD[i™™] (88)

minimizar F = ||[R;]||

sujeito a  Opmin < 0 < Oy (89)

(K—AM)p; =0

onde R; ¢ o vetor residuo, que deve ser proximo de 0. A matriz de rigidez atualizada K,, O

num

, 0 autovetor [@"™] cujo num representa os valores numéricos obtidos para

autovalor A7*™

as frequéncias iniciais ndo atualizadas e, por fim, a matriz de massa global da estrutura [M].

Um fluxograma ¢ mostrado na Figura 30 para demonstrar os passos seguidos para

elaboragdo desta subsegao.
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Exemplo 2
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Figura 30 — Fluxograma da metodologia da subsecdo 4.2.1.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Na Tabela 5 sao demonstrados os resultados médios da atualizagdo do modelo de
elementos finitos quando utilizada a fung¢do objetivo demonstrada na Equagdo (89).
Novamente, os valores obtidos para o Algoritmo Diferencial Evolutivo representam a melhor

resposta entre 10 execugdes devido a sua aleatoriedade.

Tabela 4 — Comparacdo das frequéncias naturais atualizadas entre algoritmos Nelder Mead e
Diferencial Evolutivo.

Experimental Nelder Mead Diferencial Evolutivo
Modo Frequéncia Frequéncia Erro (%) Frequéncia Erro (%)

Natural (Hz)  Natural (Hz) Natural (Hz)
1 4,49 4,547 -1,26% 4,569 -1,77%
2 17,41 17,484 -0,42% 17,421 -0,06%
3 27,99 27,990 0,00% 28,197 -0,74%
4 30,89 30,890 0,00% 30,602 0,93%
5 61,84 61,840 0,00% 61,771 0,11%
6 74,41 74,410 0,00% 74,452 -0,06%
7 87,79 87,790 0,00% 87,831 -0,05%
8 132,99 132,990 0,00% 132,985 0,00%
9 155,42 155,420 0,00% 155,484 -0,04%
10 165,67 165,670 0,00% 165,651 0,01%
11 227,70 228,700 -0,44% 228,712 -0,44%

12 255,30 255,300 0,00% 255,401 -0,04%
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Experimental Nelder Mead Diferencial Evolutivo
Modo Frequéncia Frequéncia Erro (%) Frequéncia Erro (%)

Natural (Hz)  Natural (Hz) Natural (Hz)
1 4,49 4,547 -1,26% 4,569 -1,77%
2 17,41 17,484 -0,42% 17,421 -0,06%
3 27,99 27,990 0,00% 28,197 -0,74%
4 30,89 30,890 0,00% 30,602 0,93%
5 61,84 61,840 0,00% 61,771 0,11%
6 74,41 74,410 0,00% 74,452 -0,06%
7 87,79 87,790 0,00% 87,831 -0,05%

Valor da Fungdo 8,72772 153,11174

objetivo F Eq. (89)

Fonte: Elaborada pelo Autor (2022).

Dessa vez, quem obteve o melhor resultado para a funcdo objetivo foi o algoritmo
Nelder-Mead, ou seja, fica evidente que o desempenho dos algoritmos depende da funcao
objetivo e as variaveis utilizadas para a otimizacdo. Por exemplo, para a fun¢do objetivo
demonstrada na Equagdo (86), o algoritmo DE obteve menor valor, porém o tempo de
execucdo ¢ muito maior. Entretanto, quando testada a fun¢do objetivo demonstrada na
Equacao (89), o algoritmo Nelder Mead demonstrou um melhor desempenho. Além disso, o
algoritmo Nelder Mead mostrou melhor custo computacional devido a sua agilidade em
atingir valores baixos para a funcdo objetivo, conforme ja demonstrado na Figura 29 e no
exemplo da se¢do 4.2.

Finalmente, os resultados apresentados nas secdes 4.1 e 4.2 montam um raciocinio
simples referente a atualizacdo de modelo de elementos finitos utilizando apenas as médias
das frequéncias naturais experimentais. Dois algoritmos foram testados em condic¢des iguais
para comparagao de seus desempenhos, porém ambos algoritmos heuristicos.

A partir daqui, serd apresentado o estudo desenvolvido pelo autor deste documento.
Primeiramente, na subse¢do 4.3.2, ¢ comparado o desempenho entre os algoritmos Nelder-
Mead e o Sequential Quadratic Programming (SQP), que ¢ baseado em gradientes. Por fim,
na subsecao 4.3.3, ¢ feita a atualiza¢ao do modelo utilizando dados estatisticos (média, desvio

padrdo e covariancia) dos dados experimentais em algoritmo baseado em gradiente.
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4.3 Estudo numérico experimental de portico metalico

Finalmente, apds a demonstracao de exemplos simples e testes de diferentes algoritmos
e fungdes objetivos, parte-se para a atualizagdo de um modelo bidimensional maior, que foi
desenvolvido pelo autor deste documento.

Essa secdo ¢ dividida em trés subsegdes: a primeira ird apresentar o modelo
experimental, bem como os resultados médios e estatisticos das respostas dindmicas
(frequéncia natural e razao de amortecimento modal). A segunda ira apresentar resultados e
discussodes para o desempenho do algoritmo Nelder-Mead e algoritmo baseado em gradientes
(SQP) utilizando trés curvas de Receptancia para atualizagdo das respostas modais médias.
Por fim, a terceira subse¢do ira apresentar e¢ discutir os resultados obtidos durante a
atualiza¢do do modelo de elementos finitos utilizando uma abordagem probabilistica, ou seja,
as respostas dinamicas de cada experimento, bem como o desvio padrao e covariancia, serao

atualizadas para quantificar e reduzir as incertezas aleatorias e sist€émicas.

4.3.1 Modelo-numérico e experimental

A estrutura do portico metalico utilizada neste estudo ¢ composta por trés barras de
aluminio, dois suportes de PLA e dois suportes de ago. Os suportes de PLA sdo utilizados
para fixar as trés barras de aluminio e os dois suportes de aco, conectados as duas barras de
aluminio, servem para fixar o modelo. A Figura 31 mostra um esbo¢o do modelo
bidimensional da estrutura com as principais dimensdes, respectivos materiais € o modelo

experimental.
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Figura 31 - Detalhamento do modelo e respectivos materiais em (a). Prototipo construido para
utilizagdo em analise modal (b).
Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Conforme ja explicado na secdo referente a analise modal experimenta, a estrutura foi
excitada a partir de um ensaio de impacto. Para isso, a base da estrutura do portico foi fixada
em uma mesa rigida e excitada por um martelo modal de impacto. A localiza¢do do impacto ¢
apresentada na Figura 32. Para evitar o efeito de repique e excitar apenas frequéncias modais
mais baixas, foi utilizada uma ponta de borracha no martelo de impacto, conforme comentado
na subsecao 3.3.1.

Dessa forma, 50 dados de medi¢cdo foram gerados para obter valores médios, desvios
padrdo e covariancia das quatro primeiras frequéncias naturais, quatro primeiras razdes de
amortecimento modais. Tais pardmetros modais sdo utilizados no processo de atualizagdo do

modelo de elementos finitos.
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Figura 32 - Localiza¢do do martelo de impacto e dos acelerdmetros para reprodugdo do
modelo experimental.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2023).

Acelerometros foram anexados a cada uma das barras de aluminio para medir os sinais
de vibracdo do impacto de forma que eles ndo estivessem localizados nos nds modais. Foram
utilizados os acelerometros ADXL 203 da Analog Devices. Eles tém uma sensibilidade de 970
mV/g e uma medi¢do de aceleragdo méaxima de +1,7 g, com uma faixa de frequéncia de 0 a
550 Hz. Os sinais de aceleracao foram adquiridos com uma placa de aquisi¢ao USB de 12 bits
da Measurement Computing a uma taxa de amostragem de 1000 Hz. A mesma Figura 32
apresenta a localizacdo dos acelerdmetros. O martelo de impacto ¢ o Endevco Isotron 4416,
com sensibilidade de 1,14 mV/N conectado a um condicionador de sinal Endevco Isotron
4416-1 com ganho de 10X.

A excitacdo de cada acelerometro, causada pelo impacto do martelo, ¢ capturada através
da placa de aquisigdo, que contém os dados ainda em unidade de tensdo (Volts). Isso significa
que, para converter os dados de tensdo (V) para aceleragao (m/s?) e obter a curva do dominio
do tempo para cada acelerdmetro, basta dividir a varia¢do do sinal capturado (subtragdo do
sinal capturado e o sinal de entrada do acelerometro) pela sensibilidade do acelerometro.
Finalmente, apds a obtenc¢do de todas as curvas de aceleracdo no dominio do tempo para cada
acelerometro ¢ feita a conversdo em espectro linear no dominio da frequéncia utilizando a
Transformada Réapida de Fourier (FFT). Para construcdao das curvas no dominio do tempo de

cada frequéncia modal e célculo do decremento logaritmico, ¢ feito um filtro em torno da
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frequéncia de interesse e apds isso, aplica-se a inversa da FFT para obter de volta o sinal do
dominio no tempo apenas para aquela frequéncia. Nao serdo utilizados os filtros comentados
na se¢do 3.1 deste trabalho, pois ndo ha necessidade para esse caso.

Um exemplo de dado experimental usado para obter as frequéncias naturais e razoes de
amortecimento modal é mostrado na Figura 33. Esta curva representa a 6* medi¢do. Nesta
mesma Figura 33, € possivel observar o grafico contendo a aceleragdo no dominio do tempo
do terceiro acelerometro, descrito na Figura 32, que ¢ o resultado da excitagdo causada pelo
impacto do martelo. Conforme descrito nos capitulos anteriores, com base no historico da
aceleragdo no tempo, obtém-se o grafico do espectro no dominio da frequéncia por meio da
Transformada Rapida de Fourier (FFT). Usa-se, entdo, o método de peak-picking para
identificar as frequéncias naturais e obter seus respectivos valores, conforme mostrado na
Figura 34 usando os circulos em vermelho. Como ja comentado anteriormente, existem outros
métodos para obtenc¢do dos valores das frequéncias, porém, conforme estudos da subsecao
3.3.1, é justificada a escolha do método devido a apresentacao de bons resultados.

ApoOs a captura das frequéncias naturais de cada curva, sdo avaliados a média (u), o
desvio padrdo (o) e o coeficiente de variacdo (CV) considerando todas as 50 medigoes,
conforme ¢ mostrado na Tabela 5. Os dados obtidos para todas as medigdes podem ser
encontrados com mais detalhes no apéndice A.

Por fim, para capturar as quatro razdes de amortecimento modal (¢;), foi usado o
método de decremento logaritmico, conforme subse¢do 3.3.2. A representacdo grafica do
decremento logaritmico ajustado ao historico de aceleragdao ¢ mostrada pela linha vermelha na

Figura 35 que, também, representa a curva da 6* medigao.

Tabela 5 - Média, desvio padrdo e coeficiente de variacdo dos dados experimentais

Frequéncias Naturais (Hz) Razdo de Amortecimentos Modais

h f2 f3 fa $1 $2 $3 Sa
U 36.43 154.16 246.22 29423 0.0126 0.0057 0.0090 0.0117
o 0.1184 0.4205 0.9475 0.6661 0.0052 0.0008 0.0015 0.0017
cv 0.0032  0.0027 0.0038 0.0023 0.4156 0.1448 0.1682 0.1476

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 33 — Exemplo da 6* medicao obtida pelo 3° acelerdmetro. A curva acima representa o
historico de aceleragdo no tempo quando a estrutura ¢ excitada pelo martelo num instante de
tempo pequeno.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 34 — Grafico de espectro Linear no dominio da frequéncia obtida a partir da FFT
utilizando o histérico de aceleragdo no dominio do tempo. Os circulos em vermelho
representam a captura das frequéncias naturais pelo método de peak-picking.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 35 — Decremento logaritmico ajustado a curva de aceleracdo no dominio do tempo.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Para demonstrar a tendéncia da distribuicao normal das 50 medi¢des, conforme Friswell
e Mottershead (1995) propdem, na Figura 36 ¢ demonstrado um histograma para a 4°

frequéncia natural e a 4* razdo de amortecimento modal.
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Figura 36 — Histograma da 4° frequéncia natural em (a) e da 4* razdo de amortecimento modal
em (b).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Para este trabalho, a gera¢do da FFT, Figura 33, ¢ suficiente para obter os valores das
frequéncias naturais. A FRF serd gerada numericamente ap6s o modelo ser atualizado.

Todo o procedimento experimental adotado ¢ mostrado na Figura 37.
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Figura 37 - Fluxograma do procedimento executado para obtencdo dos pardmetros modais
experimentais.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Finalmente, ¢ construido o modelo numérico utilizando elementos quadraticos de estado
plano de tensdo para avaliagdo numérica das respostas dinamicas. Tal modelo possui 144
elementos e 406 graus de liberdade e, devido a discretizacao grosseira, foi utilizado integragao
numérica reduzida (quadratura de Gauss 1x1), conforme o teste realizado e discutido no
apéndice B cuja diferentes quadraturas de Gauss foram comparadas para diferentes tamanhos
de malha deste modelo. Foram utilizadas a matriz de massa concentrada e a matriz de
amortecimento modal generalizado para a atualizagdo do modelo de elementos finitos,
conforme teste demonstrado, também, no apéndice B.

Para tornar a atualizagdo do modelo de elementos finitos 4gil, o modelo numérico foi
dividido em 19 grupos (conjuntos de elementos) previamente testados, conforme visto durante
a revisao bibliografica para modelos de larga escala. O objetivo desta divisdo € atualizar os
parametros modais de cada um destes grupos.

O modelo numérico discretizado, bem como a descri¢do de cada grupo, ¢ apresentado

na Figura 38.
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Figura 38 - Modelo numérico e divisdo dos grupos utilizado para a atualizacdo do modelo de
elementos finitos.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2023).

Esses grupos de elementos representam os numeros dos parametros que sdo usados na
atualiza¢do do modelo de elementos finitos, ou seja, cada grupo representa um parametro de
modulo elastico que deve ser ajustado (E; = 6;E;). Além disso, a massa especifica de cada
material (3 pardmetros) e o amortecimento modal das primeiras quatro formas modais (4
parametros) também sdo ajustadas, ou seja, p; = 0;p; e & = 6;¢;. Dessa forma, tem-se um
total de 28 parametros que sao apresentados na Tabela 6, bem como seus valores iniciais,
inferiores e superiores para o processo de otimizacdo. As variaveis E; a Eq representam o
modulo de elasticidade do aluminio (corrigidas pelos parametros 8; a 69); Eiy a Eis
representam o modulo eldstico do PLA (corrigidas pelos parametros 6,5 a 015) € E14 a E31 0
aco (corrigidas pelos pardmetros 6,4 a 0,;). As variaveis p;, i =1, 2, 3 representam,
respectivamente, a massa especifica para os materiais aluminio, PLA e aco (corrigidas pelos
parametros 6,, a 6,,). Por fim, as variaveis &;, i =1,2,3,4 representam a razido de
amortecimento modal generalizado para as 4 primeiras formas modais atualizadas (corrigidas
pelos parametros 6,5 a O,3).

A configuragdo e distribui¢do dos grupos, descritos na Figura 38, foi previamente
testada com o intuito de isolar os elementos onde se localizam os parafusos, pois, devido ao
aperto dos parafusos, pode haver uma diferenca significativa na rigidez desses elementos,
conforme sugere os estudos de Govers e Link (2012). Esses grupos de elementos, onde estao

localizados os parafusos, foram descritos por Ey, Es3, E4, E¢, E7, Eg, E10, E12, E13, E15, E18, E19.
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Tabela 6 — Valores iniciais, limites inferiores e superiores de todos os 28 parametros™

Parametros Limite Inferior ~ Valor Inicial Limite Superior
E, Eg, Eg 55 % 10° Pa 69 x 10° Pa 82.80 x 10° Pa
E\, E3 E4 Eg, E7 Ey 345%x10°Pa 69 x 10° Pa 82.80 x 10° Pa
Ei1,E14 240%x10°Pa 3 x10° Pa 3.60 x 10° Pa
Ei0,E12,Eq3,E15 1.50 x 108 Pa 3 x 10° Pa 3.60 x 10° Pa
Ei6, E17,E0, E2q 168 x 10° Pa 210 x 10° Pa 252 x 10° Pa
Eig Ei9 10.50 X 10° Pa 210 x 10° Pa 252 X 10° Pa
p1 2160 kg/m3 2700 kg/m3® 3240 kg/m3
P2 1000 kg/m?3 1250 kg/m® 1500 kg/m3
Q3 6240 kg /m3 7800 kg/m3® 9360 kg/m3

& 0,00126 0,0126 0,01512

& 0,00057 0,0057 0,00684

& 0,00090 0,0090 0,01080

&y 0,00117 0,0117 0,01404

*O vetor de pardmetros incertos @ multiplicardo cada um dos valores iniciais das varidveis incertas, ou seja, E; ¢ representado

por 0;.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

A partir dos dados experimentais e do modelo numérico, parte-se para a atualizacao do
modelo de elementos finitos. Para isso, conforme ja comentado, serdo apresentadas duas
subsecdes com abordagens diferentes: a primeira abordagem utiliza a curva FRF (receptancia
H,,(w)) para a atualizar ainda os valores médios de frequéncia natural e razdo de
amortecimento modal. Essa primeira abordagem tem apenas como objetivo comparar o
desempenho dos algoritmos Nelder-Mead e SQP. Uma vez que o método da sensibilidade
(foco deste trabalho) utiliza algoritmo baseado em gradiente, deseja-se mostrar que algoritmos
heuristicos tem um custo computacional maior quando comparados a algoritmos baseados em
gradientes. Por fim, a segunda abordagem ira aplicar a metodologia baseada em sensibilidade
para finalmente atualizar o modelo de elementos finitos para reproduzir estatisticamente os

dados experimentais.
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4.3.2 Atualizacao usando FRFs sintéticas

Como ja comentado, essa subse¢do faz a comparagao dos desempenhos dos algoritmos
Nelder-Mead e Sequential Quadratic Programming (SQP) utilizando trés curvas sintéticas da
receptincia (Hpq,(w)) referente aos trés acelerdmetros. As curvas de receptancia sintéticas
utilizadas para a atualizacdo foram obtidas a partir do resultado final da subse¢ao 4.3.3, ou
seja, ndo representam a FRF experimental, mas sim a FRF numérica obtida apds a atualizacao
do modelo ser feita com resultados muito precisos. Sabendo isso, essa subse¢do tem o inico
objetivo de justificar a escolha de um algoritmo baseado em gradientes utilizado na subse¢ado
seguinte que constitui o estudo de caso final deste documento.

Os valores dos coeficientes utilizados pelo algoritmo de NM foram mantidos, conforme
utilizados nos exemplos anteriores. Ja para o SQP, o chute inicial exigido foi a média dos
limites superiores ¢ inferiores de cada parametros.

Para esse estudo de caso foi utilizada a fun¢do objetivo apresentada na Equacdo (90).
Essa fun¢do objetivo foi previamente selecionada a partir de testes feitos com outras fungdes

objetivos, por exemplo as apresentadas na Equagao (86) e Equacao (89).

. . . 2 . . : 2 ; ; i 2
>/ ( ]Zp,l - JZm,1) +/ ( JZp,Z - JZm,z) +Y/ ( JZp,S - ]Zm,3)

n

minimizar F =
(90)

sujeitoa  Opin < 0 < 0py0x
(K- A4M)e; =0
onde z,; representa o resultado experimental, z,; representa o resultado numeérico, n
representa o nimero de pontos utilizados para a curva de receptancia, I o indice da curva de
receptancia apresentada e j representa o nimero de pontos utilizados para a curva (90 pontos)
e o somatdrio de cada um dos pontos.
A Figura 39 apresenta um fluxograma do processo de atualizagao do modelo a partir das

curvas FRF sintéticas.
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Exemplo 3

Construgdo do modelo Estudo de Caso Final
(elemento estado plano de tensao) (Resultados obtidos na subsegdo 4.3.3)

i o
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= 5
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Atualizado | ge:

Figura 39 - Fluxograma do procedimento utilizado durante subsecao 4.3.2.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

A Figura 40, Figura 41 e Figura 42 apresentam os trés graficos de receptancia utilizados
para atualizagdo do modelo de elementos finitos com o algoritmo SQP. Para agilizar, os
graficos foram construidos utilizando somente 90 pontos com um nimero maior de pontos
concentrados na regido dos picos da FRF cujo valores das frequéncias naturais estdo
localizados. Foram testados um maior niimero de pontos, porém o custo computacional se
mostrou muito elevado. Bem como, testes feitos com menor numero de pontos, se mostraram
muito pouco precisos.

E possivel notar que as curvas demonstradas na Figura 41 e Figura 42 foram
aproximadas satisfatoriamente, entretanto, a curva da Figura 40 conseguiu capturar a
frequéncia dos picos da 2* e 4* formas modais, porém suas amplitudes ndo foram bem

ajustadas.
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Figura 40 — Grafico de receptancia (Hy¢333(w)) obtidos para o algoritmo SQP para o
acelerometro 1.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 41 - Grafico de receptancia (H,,7 33(w)) obtidos para o algoritmo SQP para o
acelerometro 2.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).



78

z
E
3
(a2}
o
=)
o
AN
T
-75 T | - Inicial/N&o ajustado
V! Experimental
-80 - \1,' — — —Atualizado/Ajustado | |
-85 : ' : ‘
0 100 200 300 400

f [Hz]

Figura 42 - Grafico de receptancia (Hyq¢ 33(w)) obtidos para o algoritmo SQP para o
acelerometro 3.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

A Figura 43, Figura 44 e Figura 45 apresentam os trés graficos de receptancia utilizados
para atualizacdo do modelo de elementos finitos com o algoritmo NM. Diferente do
comportamento do SQP, a Figura 43 conseguiu aproximar a 2* forma modal representada pelo
2° pico da receptancia, porém, de forma semelhante, o ultimo pico da Figura 43 ndo foi
aproximado corretamente. O mesmo foi observado para os graficos de receptancia da Figura

44 e Figura 45 cujo ultimo pico dos graficos ndao foram aproximados de forma satisfatoria.
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Figura 43 - Grafico de receptancia (H;¢3 33(w)) obtidos para o algoritmo NM para o
acelerometro 1.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 44 — Grafico de receptancia (H,47 33(w)) obtidos para o algoritmo NM para o
acelerometro 2.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 45 - Grafico de receptancia (H,o 33(w)) obtidos para o algoritmo NM para o
acelerometro 3.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

O ajuste do ultimo pico do grafico de receptancia para o algoritmo NM, ¢ facilmente
observado nos resultados das respostas dindmicas apresentados na Tabela 7 cujo valores para
a 4* frequéncia natural amortecida apresentam uma discrepancia muito maior quando

comparados com os resultados obtidos para a mesma frequéncia usando o algoritmo SQP.
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Entretanto, ainda na Tabela 7 é possivel notar que a 2% frequéncia natural apresentou uma
aproximagao melhor do que o algoritmo SQP. Apesar disso, o algoritmo NM levou um tempo
de 7014 segundos até atingir a tolerancia de 1072, portanto o algoritmo SQP mostrou um
desempenho melhor do que o algoritmo NM, uma vez que ele obteve um menor valor para a

funcdo objetivo em um tempo de 1079 segundos.

Tabela 7 — Comparacao dos resultados para os algoritmos SQP ¢ NM.

Resposta . Sequential Quadratic Nelder-

Dingmica Experimental Prqogrammi%g (SQP) Erro (%) Mead (NM) Erro (%)
fi 36,43 Hz 36,24 0,52% 36,26 0,47%
£ 154,16 Hz 152,61 1,01% 154,01 0,10%
f3 246,22 Hz 248,60 -0,97% 249,04 -1,15%
fa 294,23 Hz 290,80 1,17% 306,02 -4,01%
¢, 0,0126 0,013 -3,17% 0,020 -58,73%
¢, 0,0057 0,006 -5,26% 0,006 -5,26%
¢, 0,0090 0,010 -11,11% 0,007 22,22%
¢, 0,0117 0,006 48,72% 0,006 48,72%

Valor da fungao
objetivo F Eq. (90) 4,550681 7,27503
Tempo (s) 1079,68 7014,02

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Por fim, apenas como comparagdo, a Figura 46, Figura 47 e Figura 48 mostram um

comparativo entre as curvas de receptancia aproximadas pelos dois algoritmos.
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Figura 46 — Comparativo da receptancia (H, 43 33(w)) obtidos para os algoritmos SQP (em
vermelho) e NM (em azul) para o acelerometro 1.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2023).
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Figura 47 - Comparativo da receptancia (H,47 33(w)) obtidos para os algoritmos SQP (em
vermelho) e NM (em azul) para o acelerdmetro 2.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2023).
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Figura 48 - Comparativo da receptancia (H,0,33(w)) obtidos para os algoritmos SQP (em
vermelho) e NM (em azul) para o acelerometro 3.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2023).

Os resultados apresentados nessa subse¢do deixam claro que o algoritmo baseado em
gradientes ¢ muito mais veloz do que algoritmos heuristicos, como ¢ o caso do Nelder-Mead.
Os exemplos anteriores serviram de pretexto para demonstrar a capacidade que diferentes
algoritmos tém em diminuir a discrepancia entre os resultados do modelo numérico e os
resultados experimentais. Existe uma tendéncia dos algoritmos baseados em gradientes
alcancem minimos locais quando a funcdo ¢ muito complexa, porém o estudo de caso
apresentado nessa subsecdo demonstrou que o algoritmo SQP conseguiu atingir resultados
melhores quando comparados com os resultados obtidos pelo Nelder-Mead e, além disso, foi
muito mais rapido.

Dessa forma, devido ao interessante custo computacional e bons resultados ja discutidos
aqui, sera utilizado um algoritmo baseado em gradientes (sensibilidade) para execucdo do
estudo de caso final. Esse estudo, por fim, fard a atualizacdo do modelo de elementos finitos
utilizando a média, desvio padrao e covariancia dos dados, uma abordagem que ¢ totalmente
diferente do que foi apresentado até entdo neste trabalho quando os modelos eram apenas
representados pelos seus dados médios. Para que os dados estatisticos sejam, também,
representados na atualizagdo do modelo numérico, o estudo de caso final utilizard método
baseado em sensibilidade. Portanto, conforme demonstrado ao longo da constru¢do dos

exemplos anteriores, ¢ um algoritmo rapido e eficaz para grandes modelos.
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4.3.3 Atualizacao baseada em sensibilidade usando dados modais

Finalmente, essa subsecdo ¢ dedicada a apresentacdo dos resultados obtidos para a
atualizagdo do modelo de elementos finitos utilizando abordagem probabilistica para
determinar as respostas médias, desvio padrdo e covaridncia das respostas dinamicas
experimentais demonstradas na subsecdo 4.3.1. Conforme justificado na subsecdo anterior,
esse estudo de caso utiliza metodologia da sensibilidade, que ¢ baseada em gradientes, para
realizar a atualizacdo do modelo de elementos finitos. Um fluxograma do processo de

atualizag¢do ¢ mostrado na Figura 49.
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Figura 49 — Fluxograma do processo de atualizacdo utilizado na subsecdo 4.3.3.
Fonte: Elaborado pelo Autor (2023)

Os resultados iniciais do modelo de elementos finitos (modelo ndo ajustado) sdo
demonstrados na Tabela 8. Nessa tabela, ¢ possivel observar que existe uma discrepancia
entre os resultados numéricos e os resultados experimentais. Tais discrepancias podem existir
por inumeros motivos, conforme ¢ visto na revisdo bibliografica apresentada no capitulo 2.
Para o modelo utilizado nesse estudo de caso, € possivel observar um erro percentual maximo
de 37,34% para a 4* frequéncia natural. Portanto, fica nitido que o modelo numérico
inicialmente desenvolvido ndo representa com exatidao os resultados experimentais. Deixa-se

claro que o refino de malha ndo resolveria o problema, uma vez que no apéndice B ja fora
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apresentado teste de convergéncia para malhas refinadas, portanto existe a necessidade de
atualizar o modelo de elementos finitos para quantificar as incertezas para que o modelo

numérico represente com exatidao os resultados experimentais.

Tabela 8 - Resultados do modelo numérico inicial (ndo ajustado).

Frequéncia natural (Hz) Razao de amortecimento modal
fi f2 f3 fa $1 $2 $3 $a
U 48,54 172,37 322,84 404,08 0,0126 0,0057 0,0090 0,0117

Erro (%) 33,23 11,81 37,34 37,34 00,00 00,00 00,00 00,00

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

A seguir, na Figura 50, sdo demonstradas as quatro primeiras formais modais calculadas

para o modelo inicial.

f,=48.537 Hz f,=172.368 Hz
0.3 0.3
0.25 UJ UJ 0.25 m m
0.2 UJ UJ 0.2 “J “J
[ [ | |
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0.1 | | 0.1 |
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f,=322.841 Hz f,=404.084 Hz
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0.2
0.1
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 50 — Formas modais para o modelo de elementos finitos inicial (ndao ajustado).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Para a atualizacdo do modelo, foi utilizada o erro definido pela Equacao (86) como
funcdo objetivo, conforme ja demonstrado e testado na se¢do 4.1. Tal funcdo objetivo ¢

apresentada na Equagdo (92).
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e; = (z;P — 2™z parai = 1,..,nmode (91)

Minimizar v eTe

sujeito a  Opin < 0 < 00y (92)
(K—A4M)p; =0

onde e; ¢ a fungdo de erro relativo ja demonstrada na Equacao (86), i com nmode é o nimero

de frequéncias modais utilizadas para a atualizagdo do modelo, exp significa os valores

obtidos pelos experimentos, num se refere ao valor numérico, e z; significa o resultado das

oito respostas dinamicas utilizadas para a atualizagdo do modelo, conforme Tabela 8.

Para a fungdo objetivo proposta, o método de sensibilidade obteve um valor para a
funcio objetivo de 2,8623x107°. Tal valor demonstra a capacidade do algoritmo em alcangar
um minimo global para a func¢ao.

Na Figura 51 ¢é possivel observar a rapida convergéncia do algoritmo, ja que para a 40°
iteragdo ja alcangou valores muito pequenos de grandezas 1079 e teve sua tolerancia (1072)
atingida na 100* iteragdo. A agilidade de tal algoritmo concorda com o que foi testado

anteriormente na subsecdo 4.3.2 quando demonstrado a rapidez do algoritmo baseado em

gradientes.

Valor da fungdo objetivo
=)

10710 . . ‘ ‘ ‘ |
0 20 40 60 80 100 120
Iteracoes

Figura 51 — Historico de convergéncia para a funcao objetivo demonstrada na Equagao (92)
para metodologia baseado em sensibilidade.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

A Tabela 9 demonstra os valores obtidos para a quantificacdo das incertezas
(parametros desconhecidos) para todos os 28 parametros apos a atualizagdo do modelo de
elementos finitos. Sendo os parametros 6; a 6,; responsaveis pelo ajuste dos modulos

elasticos de cada grupo de elementos (E;" = 6;E;), 6,, a 8,, responsaveis pelo ajuste da
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massa especifica de cada material (p; = 6;p;) e 6,5 a 0,5 responsaveis pelo ajuste das razdes
de amortecimento modal (¢; = 6;&)).

Na mesma Tabela 9, ¢ possivel observar que os parametros incertos correspondentes a
regides dos parafusos (8, 0,, 06,09, 012,013,015, 019) apresentam valores muito baixos
concordando com as revisdes bibliograficas em Govers e Link (2012) que demonstram uma
perda de rigidez devido ao pré-carregamento dos parafusos. Para as demais regides, os
parametros incertos obtidos foram perto de 1, o que demonstra concordancia dos parametros
fisicos idealizados para os materiais. Na mesma Tabela 9, ¢ possivel observar que os
parametros obtidos sdo simétricos, isso significa que para as mesmas regides, o algoritmo
encontrou 0 mesmo valor para incerteza, por exemplo para 8, e 0 (regides das colunas de
aluminio) obteve-se um valor médio igual a 1,2 para ambos e o praticamente o mesmo desvio

padrao.

Tabela 9 - Quantifica¢ao de incertezas para todos os 28 parametros desconhecidos.

Média dos parametros

Parametros (6;) desconhecidos ()

Desvio Padrao (o)

0, 0,0841 0,0055
0, 1,2000 0,0226
0, 1,1741 0,0046
0, 0,0871 0,0052
0. 1,0515 0,0328
0, 0,0878 0,0053
0, 1,1740 0,0046
04 1,2000 0,0225
0, 0,0835 0,0057
010 1,1777 0,0034
0, 0,9983 0,0024
0y, 0,5574 0,0085
015 0,5577 0,0084
0., 0,9984 0,0024
0, 1,1777 0,0034
01 0,9960 0,0001
0, 0,9648 0,0004
0. 0,6180 0,0055
016 0,6174 0,0056
0,0 0,9654 0,0004
0, 0,9959 0,0001
0,, 1,1488 0,0093
0, 1,1280 0,0133
0,, 1,0328 0,0013
0, 1,0000 0,4157

O, 1,0000 0,1448
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0, 1,0000 0,1682
0,5 1,0000 0,1476

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

A partir da quantificacdo das incertezas, ¢ possivel obter os dados estatisticos para um
conjunto de 50 amostras. O nimero de amostras utilizadas ¢ igual ao nimero de medigdes
realizadas durante o experimento. Para isso obtengdo dos desvios padrdes, sao geradas, por
meio de simulagdo de Monte-Carlo (Hiper Cubo Latino) 50 amostras numéricas que
correlaciona a covariancia obtida ap6s o processo de atualizagdo. Dessa forma, sdo calculados
valores médios e desvios padroes para as 50 amostras numéricas.

Na Tabela 10 ¢ demonstrada os resultados estatisticos das frequéncias naturais
amortecidas e das razdes de amortecimento modal para o experimento ¢ para o modelo
numérico atualizado (ajustado). Ainda na Tabela 10, é possivel observar que os dados médios
das respostas dindmicas foram atualizados com perfei¢do, ou seja, o erro percentual obtido foi
de 0,00% para as quatro primeiras frequéncias naturais e razdes de amortecimentos modais. Ja
para o desvio padrao das 50 amostras, ¢ percebido um erro percentual maximo de 13,34%
para o desvio padrdo da 3* frequéncia natural e 6,67% para a 3* razdo de amortecimento
modal. Isso, porque o desvio padrdo das razdes de amortecimentos modais ndo sdo tdo
sensiveis a resposta das frequéncias naturais. Apesar disso, os valores obtidos para os desvios

padrdes foram satisfatorios quando comparados com os valores absolutos.

Tabela 10 — Resultados do modelo numérico atualizado.

Resposta Experimental Atualizado Erro Percentual
Dinamica U o I o E, (%) E; (%)
fi 3643Hz 0,1184 36,43 Hz 0,1085 0,00 8,36
fo 154,16 Hz  0,4205 154,16 Hz 0,4699 0,00 11,75
f3 246,22 Hz  0,9475 246,22 Hz 0,8211 0,00 13,34
fa 29423 Hz 0,6661 294,23 Hz 0,6464 0,00 2,96
& 0,0126 0,0052 0,0126 0,0053 0,00 1,92
& 0,0057 0,0008 0,0057 0,0008 0,00 0,00
& 0,0090 0,0015 0,0090 0,0014 0,00 6,67
&y 0,0117 0,0017 0,0117 0,0018 0,00 5,88

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Além dos dados de desvio padrdo, ¢ possivel obter a matriz de coeficientes de
correlagdo dos parametros atualizados a partir do método de sensibilidade. Tal matriz
demonstra se as duas variaveis tém correlacao linear ou ndo. Na Figura 52 ¢ possivel observar
a comparagdo dos coeficientes de correlagdo entre os dados experimentais e os dados
numéricos apos a atualizacdo do modelo. Ainda na Figura 52 as quatro primeiras linhas e
quatro colunas mostram os coeficientes de correlagdo das frequéncias naturais amortecidas e,
obviamente, a partir da 5 linha e 5* colunas estdo os coeficientes de correlagdo das razdes de
amortecimento modal.

A atualizagdo do modelo permitiu, por exemplo, identificar o coeficiente de correlagdo
entre a 1* e a 2* frequéncia amortecida (f; X f;) cujo valor experimental para o coeficiente de
correlacdo foi de 0,21 comparado com o valor de 0,20 obtido pela atualizacdo do modelo. Por
outro lado, o coeficiente de correlacdo para a 1* e 3? frequéncia natural (f; X f3) apresentam
diferencas (+0,42 para o coeficiente de correlagdo experimental e +0,28 para o numérico).

Ainda na Figura 52, ¢ possivel observar que os coeficientes de correlacdo das razdes de
amortecimentos apresentam bons resultados, ou seja, os valores no geral sdo proximos e
apontam a mesma correlagdo positiva ou negativa. Por exemplo, para a 1* ¢ 2% razdo de
amortecimento modal (§; X &,) € observado um coeficiente de correlacdo experimental de
+0,29 ¢ um coeficiente de correlagdio numérico de +0,23. Para a 2* e 3* razdo de
amortecimento modal (&, X &3) € observado um valor de -0,27 para o experimento e -0,20
para o numérico. Portanto, de modo geral, o gradiente de cores da Figura 52, mostra valores

satisfatdrios para os coeficientes de correlagao das respostas dinamicas atualizadas.
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Matriz de coeficientes de correlagido para o vetor de saida experimental

Figura 52 — Comparacao da matriz de coeficientes de correlagdo para os vetores de saida
experimentais € numéricos.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

r

Finalmente, é apresentado na Figura 53 e Figura 54 as elipses de confiangas das
respostas dindmicas atualizadas obtidas a partir das 50 amostras. A Figura 53 demonstra as
elipses de confiangas experimental e atualizada para as frequéncias naturais amortecidas
usando o método de sensibilidade. Nela ¢ possivel observar que todas as quatro frequéncias
naturais amortecidas foram atualizadas satisfatoriamente, uma vez que os desvios padrdo e as
covariancias das respostas sao semelhantes, demonstrados respectivamente pelas dimensdes
das elipses pelo angulo de inclinagao das elipses.

Por exemplo, para a elipse de confianga f, X f, ¢ possivel observar uma inclinacdo
diferente devido ao coeficiente de correlagdo estar ligeiramente diferente (+0,28 para o
experimental e +0,47 para o numérico), entretanto, o desvio padrao foi identificado
satisfatoriamente, por isso, o formato geométrico desta elipse numérico possui semelhanca

quando comparada com a experimental.
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Figura 53 - Elipses de confianca das frequéncias naturais amortecidas experimentais e
atualizadas.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Da mesma forma, a Figura 54 demonstra as elipses de confiangas experimental e
atualizada para as razdes de amortecimento modal. De forma geral, ¢ possivel observar que a
concordancia entres as elipses € muito boa, ou seja, existe uma semelhanca da inclinacao e do
formato geométrico das elipses entre os dados experimentais e atualizados. Em outras
palavras, apesar dos erros percentuais demonstrados na Tabela 10, os valores dos desvios
padrdo, demonstrada na mesma Tabela 10, e os valores obtidos para a matriz de coeficientes

de correlacdo, demonstrada na Figura 52, sdo muito satisfatorios.
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Figura 54 - Elipses de confianca das razdes de amortecimento modal experimental e

atualizada.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Apenas para comparagdo, as formas modais do modelo numérico iniciais e atualizadas

sao demonstradas na Figura 55. Nessa Figura 55 ¢, também, demonstrada o valor para as

frequéncias naturais amortecidas de cada forma modal. Apesar da diferenca dos valores para

as frequéncias naturais amortecidas, as formas modais apresentadas para o modelo inicial e

atualizado sdao semelhantes.
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Figura 55 — Comparacao das formas modais para o0 modelo numérico inicial (a) e do modelo
numérico atualizado (b).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Por fim, as Figura 56 e Figura 57 apresentam a receptancia (m/N) dos modelos ajustado

(representado pela linha vermelha) e ndo ajustado (representado pela linha preta) para

comparar a Funcao de Resposta em Frequéncia (FRF). Conforme ja explicado na subsecdo

3.3.1, as curvas abaixo representam o deslocamento em um determinado grau de liberdade m
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quando sofre uma for¢a em um grau de liberdade n no qual se escreve H,,(w). Dessa forma,
foram plotadas duas curvas de receptancia Hyg333(w) na Figura 56 e H,47 33(w) na Figura 57

apenas para fins de comparacdo que representam, respectivamente, a localizagdo dos

acelerometros 1 e 2.
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Figura 56 — Comparagdo da receptancia H, 43 33(w) (m/N) do modelo numérico inicial e
atualizado.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 57 — Comparagdo da receptancia H,47 33(w) (m/N) do modelo numérico inicial e
atualizado.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Na Figura 56 ¢ possivel observar que existem apenas 2 picos FRF no modelo nao
atualizado e, para o modelo ajustado, existem 4 picos FRF. Na Figura 57 nota-se que os picos
de FRF apenas retrocedem no eixo de frequéncia e aumentam a amplitude. Isso destaca a
importancia de atualizar o modelo de elementos finitos para obter FRFs mais confidveis da

estrutura atualizada.

5. CONCLUSAO

Foram executados dois exemplos de atualizacdo de modelo de elementos finitos
utilizando vigas no plano. Apenas os valores médios das frequéncias naturais experimentais
foram utilizados.

O primeiro exemplo, constituido pela estrutura de Marwala (1997) e 12 parametros
incertos para atualizagdao apenas do médulo eléstico de cada elemento finito do modelo, teve
as cincos frequéncias naturais atualizadas com um erro percentual igual a zero, valores
melhores do que encontrados na referéncia. Para isso, a fun¢do objetivo de erro relativo junto
do algoritmo Nelder-Mead foi testada satisfatoriamente para um processo simples.

O segundo exemplo, constituido pela estrutura de Hao e Xia (2002), também utiliza
apenas valores médios experimentais das frequéncias naturais e modulo elastico para
atualizagdo do modelo de elementos finitos, portanto ainda um processo simples de
atualizacdo de modelo. Tal exemplo, compara o desempenho dos algoritmos Nelder-Mead e
Diferencial Evolutivo. No mesmo exemplo, ¢ possivel verificar que o algoritmo de NM ¢
muito mais rapido que o algoritmo estocastico (DE) utilizado, mesmo que a funcdo objetivo
seja alterada. Porém, o resultado para o valor da fungdo objetivo muda de acordo com a
funcdo escolhida, ou seja, o desempenho do algoritmo em diminuir a discrepancia entre o
modelo numérico e o experimento estd relacionado com a qualidade da funcdo objetivo
escolhida.

Apesar disso, para esse segundo exemplo, foi possivel obter bons resultados usando o
vetor residuo como funcdo objetivo, ou seja, ambos os algoritmos demonstraram erros
percentuais muito baixos (erro méximo observado igual a 1,26% e 1,77% para o algoritmo
NM e DE, respectivamente) em relagdo a frequéncias naturais experimentais fornecidas pelos
autores Hao e Xia (2002). A fungdo objetivo do erro relativo apresentou melhores resultados
quando comparado ao vetor residuo (erro percentual maximo observado iguais a 1,14% e

0,43% para o algoritmo NM e DE, respectivamente). Portanto, para tal exemplo, a fungao
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objetivo de erro relativo mostrou um melhor desempenho e, desse modo, a escolhida para o
estudo de caso final.

Com o intuito de aumentar a complexidade do modelo e, novamente, testar outros
algoritmos, a matriz de massa, rigidez e amortecimento modal da estrutura criada pelo autor
deste trabalho, composta por trés barras de aluminio, dois suportes de PLA conectando as trés
barras e dois suportes de ago fixados a duas barras de aluminio, foram atualizadas utilizando a
partir de 28 parametros previamente escolhidos e demonstrados ao longo do texto. Desta vez,
foi utilizada a curva FFT sintética para a diminui¢do da discrepancia entre o0 modelo numérico
e 0 experimento, ou seja, 90 pontos da curva FFT foram utilizadas para constru¢do da fungao
objetivo, entretanto, ainda o modelo numérico ajusta somente dados médios das frequéncias
naturais e razoes de amortecimentos modais. Para esse estudo de caso, o desempenho dos
algoritmos Nelder-Mead e Sequential Quadratic Programming foram testados a fim de
justificar a escolha do algoritmo baseado em gradientes e, conforme resultados, foi possivel
observar que, além de mais rapido, o algoritmo SQP demonstrou erro percentual menor para
as razdes de amortecimentos modais e, também, um valor menor para a fungao objetivo.

Por fim, o método de sensibilidade foi utilizado para ajustar, novamente, a matriz de
massa, rigidez e amortecimento modal da estrutura criada pelo autor deste trabalho.
Entretanto, tal metodologia permitiu que os dados estatisticos da distribui¢do normal do
experimento fossem identificados. Em outras palavras, isso significa que os valores médios
das 50 medicdes, bem como o desvio padrdo e a covaridncia dos pardmetros modais, sejam
identificados. As frequéncias naturais experimentais obtidas, pelo método peak-picking,
foram: 36,43 +0,1184 Hz, 154,16 +0,4205 Hz, 246,22 +0,9475 Hz e 294,23 +0,6661 Hz e,
apés o processo de atualizacdo, as frequéncias naturais obtidas para o modelo numérico
foram: 36,43 +£0,1085 Hz, 154,16 +0,4966 Hz, 246,22 +0,8211 Hz ¢ 294,23 +0,6464 Hz.
Portanto, os valores médios das frequéncias amortecidas foram atualizados com exatiddo e o
desvio padrao de cada valor foi muito bem ajustado, apresentando um erro percentual méximo
de 13,34% para a terceira frequéncia natural.

Os valores das razdes de amortecimento modais tiveram comportamento muito
semelhante, os dados experimentais apresentaram valores iguais a: 0,0126 +0,0052, 0,0057
+0,0008, 0,0090 £0,0015 ¢ 0,0117 +£0,0017, o modelo atualizado apresentou valores iguais a:
0,0126 +£0,0053, 0,0057 +0,0008, 0,0090 +0,0014 e 0,0117 +0,0018. Portanto, os valores
médios foram ajustados com precisdo e o desvio padrdo atualizado apresentou erro percentual
menor (valor maximo observado de 6,67%) do que aqueles observados para frequéncias

naturais.
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A precisdo calculada para valores médios e desvios padrao fica clara ao observar o valor
obtido para o erro quadratico médio extremamente baixo de 2,8623 X 10, o que demonstra
a convergéncia do método de sensibilidade. Desta forma, as elipses de confianga também
apresentam uma boa concordancia para as frequéncias naturais e razdes de amortecimento
modais tanto no tamanho dos seus semieixos como na rotacdo no plano. Isto indica que a
correlagdo entre os dados numéricos de saida foi ajustada com precisdo a correlagdo dos
dados experimentais de saida. Obviamente, isso ficou claro quando plotados os coeficientes
de correlagdo para cada vetor de saida.

Todos os parametros desconhecidos foram ajustados para valores fisicamente
aceitaveis, apesar dos valores baixos para parametros desconhecidos, ou seja, 6, ou 8,
mostrados em locais onde os parafusos sdo encontrados. Isto é esperado, pois percebeu-se que
a rigidez nos elementos proximos ao material PLA ¢ muito diferente devido ao aperto dos
parafusos e as condi¢cdes de montagem.

Por fim, a curva de Receptincia (H,43 33), apresentada na Figura 56, captura os 4 picos
esperados para a FRF. Ja o modelo inicial apresentou apenas 2 picos.

Uma vez que o modelo atualizado previu os resultados estatisticos do experimento, ou
seja, as incertezas dos dados experimentais (valor médio, desvio padrdo, correlacdo de
respostas dindmicas) com precisdo, sugere que o modelo atualizado pode ser usado de forma
confiavel para prever o comportamento dinamico e deixa claro que o valor inicial (ndo
ajustado) o modelo possui incertezas que causam discrepancias entre os dados experimentais

e 0 modelo numérico.

5.1 Sugestoes de trabalhos futuros

Abaixo sdo propostas sugestdes para trabalhos futuros:

1.  No caso de estruturas com maiores nao linearidades (geométricas, de material),
um modelamento e analise em elementos finitos considerando estas nao linearidades;

2. Estender o modelamento da incerteza para detectar e identificar danos em
estruturas;

3. Testar a metodologia proposta em estruturas com maior quantidade de parametros
e variaveis incertas, além de estudar a incerteza em estruturas onde o carregamento
seja uma fonte importante desta incerteza.
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APENDICE A - DADOS EXPERIMENTAIS

Nesse apéndice encontram-se os dados das cinquentas medicdes feitas para as quatro
primeiras frequéncias naturais e as razoes de amortecimentos modais, bem como a média (u),
desvio padrao (o) e coeficiente de variacao (CV) de cada parametro medido na Tabela 11.

O detalhamento do modelo, modelo 3D ¢ dados de medi¢do encontram-se num
repositorio criados pelos autores Barazzutti, Gomes e Drehmer (2022), bem como as
instrugdes para utilizacdo do codigo para obter as curvas e parametros experimentais.

As nuvens de pontos para tais dados experimentais sdo apresentadas nas Figura 58 e
Figura 59.

Ainda nesse apéndice sdo demonstradas algumas curvas obtidas a partir dos experimentos
descritos na secdo 4.3. Elas sdo representadas nas Figura 60, Figura 61,

Figura 62, Figura 63 e Figura 64.

Tabela 11 — Dados experimentais das 50 medigdes, médias (¢), desvios padrao (o) e
coeficiente de variagdo (CV') dos dados.

Frequéncia Natural (Hz) Razao de Amortecimento Modal
Medigao
fl f2 f3 f4- 51 52 53 54-

1 36,57 154,19 247,49 295,00 0,0184  0,0059 0,0107 0,0135
2 36,27 152,84 246,15 295,66 0,0117  0,0060 0,0111  0,0108
3 36,53 154,15 247,29 294,70 0,0149  0,0065  0,0094 0,0148
4 36,63 154,19 246,99 29520 0,0196  0,0060  0,0107 0,0127
5 36,57 154,15 247,55 294,16 0,0123  0,0065  0,0081  0,0133
6 36,23 153,85 246,85 29490 0,0119  0,0043  0,0088  0,0117
7 36,43 154,35 247,74 294,10 0,0095  0,0065  0,0080 0,0166
8 36,33 154,15 245,45 294,00 0,0104  0,0050 0,0070  0,0121
9 36,33 152,85 243,95 293,70 0,0106  0,0039  0,0139 0,0141
10 36,23 154,49 24543 293,76 0,0126  0,0064  0,0097 0,0104
11 36,53 154,59 24535 29430 0,0101  0,0062  0,0062  0,0093
12 36,33 154,49 246,80 294,66 0,0109  0,0058  0,0077 0,0118
13 36,23 154,45 246,49 29446 0,0138  0,0054  0,0074  0,0109
14 36,37 153,59 24529 294,50 0,0087  0,0052  0,0087  0,0129
15 36,37 152,95 244,49 293,06 0,0122  0,0046  0,0099 0,0129
16 36,47 154,35 245,13 294,60 0,0120  0,0056  0,0075  0,0094
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17 36,43 154,45 246,69 294,70 0,0191 0,0065  0,0078  0,0120
18 36,23 154,39 246,57 294,36 0,0048  0,0051 0,0116  0,0099
19 36,27 154,59 246,29 294,776  0,0089  0,0070  0,0090 0,0114
20 36,43 154,14 246,79 293,90 0,0066  0,0059  0,0120  0,0108
21 36,47 154,55 247,15 295,10 0,0332  0,0061 0,0076 ~ 0,0117
22 36,73 154,05 247,29 295,06 0,0105  0,0051 0,0077  0,0108
23 36,47 154,59 246,91 294,60 0,0097  0,0066 0,0075  0,0106
24 36,57 154,45 247,09 294,64 0,0120  0,0065  0,0090 0,0114
25 36,47 154,39 246,39 294,36 0,0155  0,0067  0,0088  0,0125
26 36,43 154,39 247,19 295,08 0,0095  0,0067  0,0079  0,0118
27 36,33 154,09 246,75 293,90 0,0087  0,0061  0,0090  0,0086
28 36,47 154,15 246,65 293,90 0,0146  0,0062  0,0101  0,0108
29 36,63 154,55 247,35 294,60 0,0161 0,0063  0,0085  0,0107
30 36,57 154,85 247,775 29496 0,0158  0,0067  0,0098  0,0103
31 36,33 154,39 246,55 294,56 0,0099  0,0064  0,0072  0,0119
32 36,17 154,09 244,99 293,60 0,0137  0,0054  0,0091  0,0102
33 36,37 154,29 245,85 294,06 10,0082  0,0052  0,0101 0,0112
34 36,33 154,15 244,59 293,26 0,0108  0,0048  0,0086  0,0124
35 36,33 153,95 245,15 294,16 0,0141 0,0054  0,0093  0,0122
36 36,43 154,25 246,05 294,30 0,0105  0,0062  0,0079  0,0101
37 36,47 154,05 245,99 293,776 0,0118  0,0052 0,0103 0,0120
38 36,47 153,70 244,85 292,28 0,0123  0,0050  0,0095  0,0158
39 36,53 153,89 246,95 294,00 0,0063  0,0055  0,0063  0,0121
40 36,43 154,39 246,07 292,90 0,0119  0,0054 0,0105 0,0113
41 36,53 154,35 245,49 294,78 0,0118  0,0048  0,0097  0,0104
42 36,43 154,35 246,19 293,60 0,0119  0,0059  0,0076  0,0101
43 36,53 154,35 245,63 294,00 0,0159  0,0063  0,0100 0,0112
44 36,53 154,39 247,28 294,76 0,0103  0,0062  0,0091  0,0097
45 36,47 153,59 245,85 293,26 0,0097  0,0028  0,0086  0,0157
46 36,37 154,39 245,59 294,00 0,0062  0,0054  0,0083  0,0117
47 36,45 153,99 24445 293,46 0,0119  0,0049  0,0104 0,0116
48 36,43 153,79 245,41 293,40 0,0103  0,0065 0,0103  0,0087
49 36,47 154,49 246,59 294,80 0,0327  0,0069  0,0069  0,0112
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50 36,43 154,25 245,89 293,90 0,0157  0,0056  0,0084  0,0137
U 36,43 154,16 246,22 294,23 0,01262  0,00574 0,00898 0,01167
o 0,1184 0,4205 0,9475 10,6661 0,00524 0,00083 0,00151 0,00172

COV 0,0032 0,0027 0,0038 0,0023 041565 0,14478 0,16816 0,14758

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 58 - Nuvem de pontos dos dados experimentais das quatro primeiras frequéncia
naturais.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 59 - Nuvem de pontos dos dados experimentais das quatro primeiras razoes de
amortecimento modal.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 60 — Curvas obtidas para a 1* medicao. Em (a), (b) e (c) sdo as curvas de aceleragdao no
dominio do tempo para os acelerometros 1, 2 e 3, respectivamente, obtidos através da
excitacdo causada pelo martelo. Em (d) ¢ a curva do espectro Linear no dominio da
frequéncia obtida a partir da FFT e as respectivas frequéncias naturais (circulos em
vermelho). Em (e), (f), (g) e (h) sdo as curvas de aceleracdo no dominio do tempo para cada
forma modal para calculo da razdo de amortecimento modal através do decremento
logaritmico (curva em vermelho).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 61 — Curvas obtidas para a 10* medicao. Em (a), (b) e (¢) sdo as curvas de aceleragao
no dominio do tempo para os acelerometros 1, 2 e 3, respectivamente, obtidos através da
excitacdo causada pelo martelo. Em (d) ¢ a curva do espectro Linear no dominio da
frequéncia obtida a partir da FFT e as respectivas frequéncias naturais (circulos em
vermelho). Em (e), (f), (g) e (h) sdo as curvas de aceleracdo no dominio do tempo para cada
forma modal para calculo da razdo de amortecimento modal através do decremento
logaritmico (curva em vermelho).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 62 — Curvas obtidas para a 20" medi¢ao. Em (a), (b) e (¢) sdo as curvas de aceleragao
no dominio do tempo para os acelerdmetros 1, 2 e 3, respectivamente, obtidos através da
excitacdo causada pelo martelo. Em (d) ¢ a curva do espectro Linear no dominio da
frequéncia obtida a partir da FFT e as respectivas frequéncias naturais (circulos em
vermelho). Em (e), (f), (g) e (h) sdo as curvas de aceleragdo no dominio do tempo para cada
forma modal para calculo da razdo de amortecimento modal através do decremento
logaritmico (curva em vermelho).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 63 — Curvas obtidas para a 30" medi¢ao. Em (a), (b) e (¢) sdo as curvas de aceleragao
no dominio do tempo para os acelerdmetros 1, 2 e 3, respectivamente, obtidos através da
excitacdo causada pelo martelo. Em (d) ¢ a curva do espectro Linear no dominio da
frequéncia obtida a partir da FFT e as respectivas frequéncias naturais (circulos em
vermelho). Em (e), (f), (g) e (h) sdo as curvas de aceleracdo no dominio do tempo para cada
forma modal para célculo da razdo de amortecimento modal através do decremento
logaritmico (curva em vermelho).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 64 — Curvas obtidas para a 40" medi¢ao. Em (a), (b) e (¢) sdo as curvas de aceleragao
no dominio do tempo para os acelerdmetros 1, 2 e 3, respectivamente, obtidos através da
excitacdo causada pelo martelo. Em (d) ¢ a curva do espectro Linear no dominio da
frequéncia obtida a partir da FFT e as respectivas frequéncias naturais (circulos em
vermelho). Em (e), (f), (g) e (h) sdo as curvas de aceleragdo no dominio do tempo para cada
forma modal para calculo da razdo de amortecimento modal através do decremento
logaritmico (curva em vermelho).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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APENDICE B — TESTES NA CONSTRUCAO DO MODELO EM ELEMENTOS
FINITOS

Neste apéndice ¢ apresentado alguns testes realizados para constru¢do do modelo
numérico. Aqui encontram-se as justificativas para o qual o autor deste trabalho escolheu a
discretiza¢do da estrutura mostrada na Figura 38, integracdo reduzida (quadratura de Gauss
1x1) e amortecimento generalizado.

A Figura 65 abaixo compara o resultado da primeira frequéncia natural de um portico
sob estado plano de tensdo utilizando diferentes quadraturas de Gauss e diferentes tamanhos
de malha. Nela é observado que, para o mesmo tamanho de malha, utilizar a integragao
completa (quadratura de Gauss 2x2), significa aumentar a rigidez da estrutura, como pode ser
visto em (a) e (b) da Figura 65. Para a integra¢do reduzida, o aumento da malha também
aumenta a rigidez da estrutural, como pode ser visto em (a) e (¢) da Figura 65. Porém, para
integracdo completa, o aumento da densidade de malha, significa reduzir a rigidez da
estrutural e, portanto, diminuir a resposta da frequéncia natural, como pode ser observado em
(b) e (d) da Figura 65. Assim, hd uma tendéncia de convergéncia para ambos os cendrios,

conforme demonstra a Figura 66.

@ | o

i ;
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f, = 46,483 Hz fi = 142,52 Hz

Figura 65 - Comparagdo das frequéncias naturais. Em (a) tem-se 1 elemento quadrilatero de
estado plano de tensdo ao longo da espessura e integragcdo reduzida. Em (b) tem-se 1 elemento
quadrilatero de estado plano de tensdo ao longo da espessura e integracdo completa. Em (c)
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tem-se 2 elementos quadrilateros de estado plano de tensdo ao longo da espessura e integragcao
reduzida. Em (d) tem-se 2 elementos quadrilateros de estado plano de tensao ao longo da
espessura e integracao completa.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Comparacio da resposta de frequéncia natural para
diferentes quadraturas de Gauss
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Figura 66 — Comparacao das respostas de frequéncia natural (Hz) para diferentes quadraturas
de Gauss (integracdo reduzida e integragdo completa).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).

Abaixo, nas Figura 67 e Figura 68, encontram-se os testes feitos com a matriz de massa
consistente [M]¢ e a matriz de massa condensada [M]], respectivamente, foi utilizada
quadratura de Gauss 2x2. Nota-se que os resultados sdo semelhantes para ambas as matrizes

devido a utilizacao de funcao de interpolagdo de primeira ordem.
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Figura 67 - Teste feito com matriz de massa consistente [M]¢.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 68 — Teste feito com matriz de massa condensada [M]7.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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A Figura 69 demonstra a utilizagdo de amortecimento viscoso de Rayleigh para o
problema de atualizacdo de modelo de elementos finitos e, de acordo com ela, ¢ possivel
observar que as duas primeiras frequéncias sao mais bem ajustadas quando comparadas as
outras frequéncias, ou seja, isso estd de acordo com o estudo de Lee (2020) quando afirma
que esse modelo de amortecimento faz um bom ajuste para frequéncias mais baixas.

Ainda na mesma Figura 69, é possivel observar que o ajuste do modelo de
amortecimento viscoso de Rayleigh ndo ¢ satisfatorio para todas as frequéncias e, devido a

i1sso, os estudos de caso da subsecdao 4.3 utilizam amortecimento viscoso generalizado de

Adhikari (2006).

-0.01

0 0.01 0.02 0.03

Atualizado (50 amostras)
Experimental (50 amostras)

W
7

experimental

numeérica

Figura 69 - Elipses de confianca para dados atualizados utilizando amortecimento viscoso de
Rayleigh.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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APENDICE C - FOTOS DO EXPERIMENTO

Figura 70 — Portico.
Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 71 - Setup experimental (fixagdo, cabos, acelerometros, martelo de impacto e sistema
de aquisi¢do) — vista frontal.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 72 - Setup experimental (fixag@o, cabos, acelerometros, martelo de impacto e sistema
de aquisi¢do) — vista superior.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 73 —Acelerometro 2 (vista lateral).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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Figura 74 - Acelerdmetro 3 (vista superior).
Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).
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APENDICE D - DETALHAMENTO DO MODELO
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Figura 75 — Detalhamento do prototipo utilizada para o estudo de caso final da secao 4.3.
dimensdes em milimetros (mm).

Fonte: Elaborado pelo Autor (2023).



