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Resumo

Nesta dissertação, iremos calcular o posto combinatório de alguns grupos quânticos
da forma u+

q (g), no qual g é uma álgebra de Lie simples. Calcularemos as bases PBW,
o coproduto dos elementos da base, os elementos skew-primitivos e os skew-centrais para
as quantizações de tipo An, Bn e Cn, n ≤ 3, e, por fim, concluiremos que κ(u+

q (An)) = 2,
para n ∈ {2, 3}, κ(u+

q (B2)) = 2, κ(u+
q (B3)) = 3 e κ(u+

q (C3)) = 3.

ii



Abstract

In this dissertation, we will calculate the combinatorial rank of some quantum groups
of the form u+

q (g), where g is a simple Lie algebra. We will compute the PBW bases,
the coproduct of the basis elements, the skew-primitive elements, and the skew-central
elements for the quantizations of types An, Bn, and Cn, n ≤ 3. Finally, we conclude that
κ(u+

q (An)) = 2, for n ∈ {1, 2}, κ(u+
q (B2)) = 2, κ(u+

q (B3)) = 3, and κ(u+
q (C3)) = 3.
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Introdução

Uma álgebra associativa H é uma álgebra de Hopf se possuir também uma estrutura
dual denominada coálgebra, com uma compatibilidade entre elas, e ainda, possuir um
endomorfismo que satisfaz condições sobre a estrutura de H. Uma álgebra de Hopf não
comutativa e não cocomutativa é denominada um grupo quântico.

A teoria das álgebras de Hopf tem um importante papel em diversas áreas da matemá-
tica e da física. Essas estruturas foram inicialmente observadas no contexto da topologia
algébrica por Heinz Hopf em 1941, a partir dos anos 1960 foram investigadas em um con-
texto algébrico, e ainda, posteriormente, foram estabelecidas conexões com a mecânica
quântica. Vemos, por exemplo, na física, aplicações envolvendo grupos quânticos na teoria
de partículas. Veremos neste trabalho cálculos do posto combinatório para quantizações
de álgebras de Lie simples, que também são grupos quânticos.

O posto combinatório de uma álgebra de Hopf é o número de ideais de Hopf em uma
cadeia especifica com certas condições, que veremos na Seção 2.7. Este número representa
o quão próximo uma álgebra de Hopf está de ser gerada por elementos skew-primitivos.

Para a produção desta dissertação, baseei-me nos trabalhos de Dylewski, Pogorelsky
e Renz, mais especificamente nas referências [5] e [6]. No artigo [6], "On the combinato-
rial rank of the quantum groups of type G2", as autoras defininem os grupos quânticos
U+

q (G2) e u+
q (G2) a partir da quantização da álgebra de Lie simples G2, a partir disso elas

determinam sua base PBW, e usando o coproduto dos elementos com alguns resultados
adicionais obtêm os elementos da quantização U+

q (G2) que são skew-primitivos, e, por
fim, provam que o posto combinatório κ(u+

q (G2)) = 3. O mesmo é feito no artigo [5],
"On the combinatorial rank of the quantum groups of type F4", para a álgebra de Lie
simples F4. Neste, as autoras provam que o posto combinatório κ(u+

q (F4)) = 4. Por outro
lado, o posto combinatório das álgebras de Lie de tipo An, Bn, Cn e Dn foi calculado por
Kharchenko, Alvarez e Díaz Sosa, ver [15], [16] e [17].

O objetivo deste trabalho é calcular o posto combinatório para álgebras de Lie de tipo
An, Bn e Cn, para n ≤ 3. Para isso, iremos utilizar o mesmo método empregado nos
artigos [6] e [5], diferente da técnica usada nas referências [15], [16] e [17].

Outros materiais que serviram como alicerce para esta produção foram as referências
[4] , "Hopf algebras: an introduction", dos autores Dascalescu, Nastasescu e Raianu, e [14],
"Quantum Lie theory", de Kharchenko. Nestes, são apresentados definições e resultados
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sobre álgebras de Hopf e sobre álgebras de Lie quânticas, respectivamente.
Iniciamos a dissertação apresentando definições e resultados sobre produto tensorial,

álgebras, coálgebras, biálgebras e álgebras de Hopf. Além disso, veremos definições de
quando uma álgebra de Hopf é comutativa ou cocomutativa, para então introduzirmos os
grupos quânticos no trabalho. Exploraremos alguns exemplos de álgebras de Hopf para
auxiliar no entendimento dos conceitos vistos.

Em seguida, no segundo capítulo, trataremos de álgebras de Hopf de caracteres, vere-
mos as definições e resultados sobre hiper-letras duras, bases PBW e ordem convexa, para
que, assim, possamos entender os grupos quânticos que iremos estudar, e como realizar o
cálculo do posto combinatório destas álgebras.

Nos capítulos 3 em diante, serão feitas aplicações específicas das álgebras de Hopf para
as quantizações das álgebras de Lie simples de tipo An, Bn e Cn, com n ≤ 3. Veremos suas
definições, suas bases PBW, coproduto de seus elementos, seus elementos skew-primitivos,
e, por fim, calcularemos seu posto combinatório com base nesses resultados.

Concluiremos neste trabalho que o posto combinatório κ(u+
q (An)) = 2, para n ∈ {2, 3} ,

κ(u+
q (B2)) = 2, κ(u+

q (B3)) = 3 e κ(u+
q (C3)) = 3.
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Capítulo 1

Pré-requisitos

Neste capítulo serão apresentados conceitos e resultados preliminares aos estudos das
quantizações de álgebras de Lie simples. Para isso, os trabalhos [4] e [14] serviram de
referência.

1.1 Produto tensorial

Nesta seção tomaremos R um anel comutativo e M,N,P módulos sobre R.

Definição 1.1.1. Dizemos que uma aplicação f : M×N → P é R-bilinear, se é R-linear
em cada variável, ou seja,

• f(r1m1 + r2m2, n) = r1f(m1, n) + r2f(m2, n), ∀m1,m2 ∈ M,n ∈ N, r1, r2 ∈ R;

• f(m, r1n1 + r2n2) = r1f(m,n1) + r2f(m,n2), ∀m ∈ M,n1, n2 ∈ N, r1, r2 ∈ R.

Por simplicidade, iremos utilizar os termos bilinear e linear para nos referirmos aR-bilinear
e R-linear.

A partir deste conceito podemos definir o produto tensorial entre dois R-módulos.

Definição 1.1.2. Seja R um anel comutativo. O produto tensorial de dois R-módulos
M,N , denotado por M ⊗R N , é um R-módulo T juntamente com uma aplicação bilinear
φ : M × N → T tal que, para toda aplicação bilinear f : M × N → P, existe uma única
aplicação linear f : T → P , de modo que f = f ◦φ, fazendo com que o seguinte diagrama
seja comutativo:

M ×N T

P

φ

f
f

3



Em alguns materiais a definição acima é denominada como a Propriedade Universal do
Produto Tensorial.

Seja Q o R-módulo livre gerado pelos elementos de M ×N , isto é, os elementos de Q
são da forma

n∑
i=1

ri(mi, ni), com mi ∈ M,ni ∈ N, ri ∈ R. Sejam

L1 = ⟨(m1 +m2, n) − (m1, n) − (m2, n),∀ m1,m2 ∈ M,n ∈ N⟩ ,

L2 = ⟨(m,n1 + n2) − (m,n1) − (m,n2),∀ m ∈ M,n1, n2 ∈ N⟩ ,

L3 = ⟨(rm, n) − r(m,n),∀ m ∈ M,n ∈ N, r ∈ R⟩ ,

L4 = ⟨(m, rn) − r(m,n),∀ m ∈ M,n ∈ N, r ∈ R⟩ .

O produto tensorial M⊗RN é dado pelo quociente Q
⟨L1,L2,L3,L4⟩ juntamente com a aplicação

bilinear φ : M ×N → M ⊗RN, que leva cada elemento (m,n) em sua classe em M ⊗RN ,
que é denotado por m⊗ n.

Observação 1.1.3. M ⊗R N construído acima satisfaz a definição de produto tensorial
e é único a menos de isomorfismos.

Note que, como o produto tensorial M⊗RN é um quociente por ⟨L1, L2, L3, L4⟩, temos
que as seguintes propriedades são válidas:

• (m1 +m2) ⊗ n = m1 ⊗ n+m2 ⊗ n,∀ m1,m2 ∈ M,n ∈ N ;

• m⊗ (n1 + n2) = m⊗ n1 +m⊗ n2, ∀ m ∈ M,n1, n2 ∈ N ;

• r(m⊗ n) = rm⊗ n = m⊗ rn, ∀ m ∈ M,n ∈ N, r ∈ R.

Ainda, observe que m⊗ 0 = m⊗ 0 · n = 0(m⊗ n) = 0 e, de forma análoga, 0 ⊗ n = 0.

Proposição 1.1.4. As seguintes propriedades são válidas para o produto tensorial:

i) M ⊗R R ≃ M,

ii) (M ⊗R N) ⊗R P ≃ M ⊗R (N ⊗R P ),

iii) M ⊗R N ≃ N ⊗R M.

1.2 Álgebras e coálgebras

Daqui em diante, tomaremos o produto tensorial como o construído na seção anterior.
Para simplificar a notação, usaremos apenas M ⊗N .

Definição 1.2.1. Sejam K um corpo e A um K-espaço vetorial. Dizemos que A é uma
K-álgebra se existirem dois morfismos de K-espaços vetoriais, a aplicação multiplicação
m : A ⊗ A → A dada por m(a ⊗ b) = ab, e a unidade u : K → A dada por u(1K) = 1A,
tais que os seguintes diagramas são comutativos:
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A⊗ A⊗ A A⊗ A

A⊗ A A

m⊗ idA

m

m

idA ⊗m

K ⊗ A

A⊗ A

A⊗ K

A

u⊗ idA idA ⊗ u

φ ψ

m

Aqui, idA é a aplicação identidade de A e φ e ψ são isomorfismos canônicos.

Observação 1.2.2. Note que, pelo primeiro diagrama, temos que m ◦ (idA ⊗ m) =
m ◦ (m ⊗ idA). Aplicando essa igualdade a um elemento a1 ⊗ a2 ⊗ a3 de A ⊗ A ⊗ A,
segue que, m ◦ (idA ⊗ m)(a1 ⊗ a2 ⊗ a3) = m ◦ (m ⊗ idA)(a1 ⊗ a2 ⊗ a3), o que implica
que, m(a1 ⊗ a2a3) = m(a1a2 ⊗ a3) e assim, a1(a2a3) = (a1a2)a3. Ou seja, o primeiro
diagrama nos diz que a K-álgebra A é associativa. E, pelo segundo diagrama, temos que
m ◦ (u⊗ idA)(1K ⊗ a) = φ(1K ⊗ a) e m ◦ (idA ⊗ u)(a⊗ 1K) = ψ(a⊗ 1K), o que implica que
1Aa = a = a1A. Ou seja, o segundo diagrama nos diz que 1A é a unidade de A.

Notação 1.2.3. Escreveremos (A,m, u) para denotarmos a álgebra A com a multiplicação
m e unidade u, quando necessário enfatizar as aplicações m e u.

Exemplo 1.2.4 (Álgebra de Grupo). Sejam K um corpo e G um grupo multiplicativo,

temos que o K-módulo livre KG, dado por
{

n∑
i=1

kigi | ki ∈ K, gi ∈ G

}
, pode ser visto

como um K-espaço vetorial com base {g | g ∈ G}. Então, teremos que KG é uma
K-álgebra com multiplicação m : KG ⊗ KG → KG e unidade u : K → KG dadas
por m(αg ⊗ βh) = (αβ)(gh),∀α, β ∈ K, g, h ∈ G e u(1K) = 1K1G respectivamente. A
multiplicação pode ser estendida linearmente da seguinte forma:

m

 n∑
i=1

αigi ⊗
n∑

j=1
βjhj

 =
n∑

i,j=1
(αiβj)(gihj).

É fácil ver que KG satisfaz os requisitos da Definição 1.2.1 para ser uma K-álgebra,
uma vez que um grupo G, por definição, é associativo e possui elemento neutro.

Exemplo 1.2.5 (Álgebra de Sweedler). Seja K um corpo de característica diferente de
2. Considere o K-espaço vetorial H, com base {1, c, x, cx}, no qual

c2 = 1, x2 = 0, xc = −cx.

Então, pode-se verificar que H é uma K-álgebra de dimensão 4.

Exemplo 1.2.6 (Álgebra Tensorial). Sejam K um corpo e M um K-espaço vetorial.
Denotamos T 0(M) = K, T 1(M) = M e, para n ≥ 2, T n(M) = M ⊗ M ⊗ · · · ⊗ M o
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produto tensorial com n cópias do K-espaço vetorial M . Assim, denotamos a álgebra
tensorial de M por T (M) =

⊕
n≥0

T n(M).

Dados dois elementos x = x1 ⊗x2 ⊗· · ·⊗xp ∈ T p(M) e y = y1 ⊗y2 ⊗· · ·⊗yq ∈ T q(M),
a multiplicação x · y é dada pela concatenação, isto é

x · y = (x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xp) · (y1 ⊗ y2 ⊗ · · · ⊗ yq)
= x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xp ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ · · · ⊗ yq.

Logo, x·y ∈ T p+q(M). E, assim, definimos uma multiplicação de dois elementos arbitrários
de T (M), estendendo linearmente o produto acima. A unidade da álgebra tensorial é dada
pela inclusão de K em T (M), u : K → T 0(M) ⊆ T (M).

Observação 1.2.7. Se A e B são duas K−álgebras, então A⊗ B é uma K-álgebra com
multiplicação, (a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) = a1a2 ⊗ b1b2, no qual a1, a2 ∈ A e b1, b2 ∈ B. E unidade
1A⊗B = 1A ⊗ 1B.

Definição 1.2.8. Uma álgebra (A,m, u) é dita comutativa se o seguinte diagrama é
comutativo:

A⊗ A A⊗ A

A

τ

m m

onde τ : A⊗ A → A⊗ A é a aplicação twist, dada por τ(a⊗ b) = b⊗ a.

Observação 1.2.9. O diagrama acima comutar equivale a m(τ(a⊗ b)) = m(a⊗ b), isto
é, ab = ba, para todos a, b ∈ A.

Exemplo 1.2.10. A álgebra de grupo KG, quando G é um grupo abeliano, é uma álgebra
comutativa. Sejam αg e βh ∈ KG, então, pela comutatividade do grupo G,

m(τ(αg ⊗ βh)) = m(βh⊗ αg) = (βα)(hg) = (αβ)(gh) = m(αg ⊗ βh).

Note que, se G não for abeliano, então a álgebra de grupo é não comutativa.

Exemplo 1.2.11. A álgebra de Sweedler dada no Exemplo 1.2.5 é não comutativa por
definição, uma vez que xc = −cx, com x, c e cx elementos da base.

Definição 1.2.12. Sejam K um corpo, (A,mA, uA) e (B,mB, uB) duas K-álgebras. Então,
f : A → B é um morfismo de álgebras se os seguintes diagramas comutam:

6



A⊗ A B ⊗B

A B

mA

f

mB

f ⊗ f
K A

B .

uA

uB
f

Observação 1.2.13. A partir dos diagramas acima, concluímos que, para f : A → B ser
um morfismo de álgebras, f deve ser multiplicativo, isto é, f(a1a2) = f(a1)f(a2), para
todos a1, a2 ∈ A. Temos também que f(1A) = 1B.

Definição 1.2.14. Um subconjunto S de uma álgebra A é uma K-subálgebra de A se
S é uma álgebra com a estrutura de álgebra de A restrita a S.

Definição 1.2.15. Sejam K um corpo, A uma K-álgebra e I um subespaço de A. Então,
I é um ideal à esquerda de A se para todo a ∈ A, temos que aI ⊆ I (análogo para
ideal à direita). Se I é ideal à esquerda e à direita de A, dizemos que I é um ideal
bilateral de A, ou simplesmente um ideal de A.

Definição 1.2.16. Uma K-coálgebra, ou simplesmente coálgebra, é uma tripla (C,∆, ε),
onde C é um K-espaço vetorial e ∆ : C → C ⊗ C e ε : C → K (comultiplicação e
counidade) são morfismos de K-espaços vetoriais tais que os seguintes diagramas comutam:

C C ⊗ C

C ⊗ C C ⊗ C ⊗ C

∆

idC ⊗ ∆

∆ ⊗ idC

∆

K ⊗ C

C

C ⊗ K

C ⊗ C

≃ ≃

ε⊗ idC idC ⊗ ε .

∆

Notação 1.2.17 (Notação de Sweedler). Note que, aplicando ∆ em um elemento c da

coálgebra C, temos que ∆(c) =
n∑

i=1
ci1 ⊗ ci2 , para certos ci1 , ci2 ∈ C. Para facilitar nos

cálculos futuros, iremos utilizar simplesmente ∆(c) = c1⊗c2. Isto é conhecido na literatura
como a notação de Sweedler para o coproduto.

Observação 1.2.18. A partir do primeiro diagrama da Definição 1.2.16 temos que
(∆ ⊗ idC) ◦ ∆(c) = (idC ⊗ ∆) ◦ ∆(c) . Assim, pela notação de Sweedler, segue que (∆ ⊗
idC)(c1 ⊗ c2) = (idC ⊗ ∆)(c1 ⊗ c2), portanto c11 ⊗ c12 ⊗ c2 = c1 ⊗ c21 ⊗ c22 . Iremos denotar
a mesma simplesmente por c11 ⊗ c12 ⊗ c2 = c1 ⊗ c21 ⊗ c22 = c1 ⊗ c2 ⊗ c3.

Pelo segundo diagrama da definição, podemos concluir que c1ε(c2) = c = ε(c1)c2.
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Exemplo 1.2.19. Seja KG a álgebra de grupo vista no Exemplo 1.2.4. Então, (KG,∆, ε)
é uma K-coálgebra com ∆ : KG → KG⊗ KG , ∆(g) = g⊗g e ε : KG → K , ε(g) = 1K. De
fato, note que (∆⊗idKG)◦∆(g) = (∆⊗idKG)(g⊗g) = g⊗g⊗g = (idKG ⊗∆)◦∆(g), logo o
primeiro diagrama da Definição 1.2.16 será comutativo para a aplicação ∆ de KG. Ainda,
(idKG⊗ε)◦∆(g) = (idKG⊗ε)(g⊗g) = g⊗1K e (ε⊗idKG)◦∆(g) = (ε⊗idKG)(g⊗g) = 1K⊗g, e
assim o segundo diagrama da definição com essas aplicações irá comutar. Logo, concluímos
que (KG,∆, ε) é uma coálgebra.

Exemplo 1.2.20. Seja H a álgebra de Sweedler vista no Exemplo 1.2.5. E, tomando
as aplicações lineares ∆ : H → H ⊗H , dada por ∆(1) = 1 ⊗ 1, ∆(c) = c ⊗ c, ∆(x) =
c ⊗ x + x ⊗ 1, ∆(cx) = 1 ⊗ cx + cx ⊗ c e ε : H → K , dada por ε(1) = ε(c) = 1,
ε(cx) = ε(x) = 0, e estendendo linearmente. Pode-se verificar que (H,∆, ε) é uma K-
coálgebra.

Definição 1.2.21. Uma coálgebra (C,∆, ε) é dita cocomutativa se o seguinte diagrama
é comutativo:

C ⊗ C C ⊗ C .

C

τ

∆ ∆

Observação 1.2.22. O diagrama acima comutar equivale a ∆(c) = τ(∆(c)), isto é,
c1 ⊗ c2 = c2 ⊗ c1.

Exemplo 1.2.23. Note que, a álgebra de Sweedler é não cocomutativa, uma vez que
∆(x) = c⊗ x+ x⊗ 1 ̸= x⊗ c+ 1 ⊗ x = τ(∆(x)).

Definição 1.2.24. Sejam (C,∆C , εC) e (D,∆D, εD) duas K-coálgebras. Então, g : C → D

é um morfismo de coálgebras se os seguintes diagramas comutam:

C D

C ⊗ C D ⊗D

∆C

g ⊗ g

∆D

g

C D

K

g

εC εD .

Observação 1.2.25. O primeiro diagrama da observação acima comutar, junto a notação
de Sweedler, nos diz que, dado c ∈ C, temos

∆D ◦ g(c) = g(c)1 ⊗ g(c)2 = g(c1) ⊗ g(c2) = g ⊗ g ◦ ∆C(c).

Pela comutatividade do segundo diagrama temos, εD ◦ g(c) = εD(f(c)) = εC(c).
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Definição 1.2.26. Seja (C,∆, ε) uma coálgebra. Então:

1. Um elemento g ∈ C é chamado group-like se g ̸= 0 e ∆(g) = g⊗ g. O conjunto de
todos elementos group-likes da coálgebra C é denotado por G(C);

2. Sejam c ∈ C e g, h ∈ G(C). Dizemos que c é (g, h)-primitivo se ∆(c) = c⊗g+h⊗c;

3. Seja c ∈ C. Dizemos que c é um elemento skew-primitivo se c é (g, h)-primitivo
com g = 1.

Observação 1.2.27. Note que se g ∈ G(C), então ε(g) = 1, pois, pela propriedade
da counidade, temos que gε(g) = g = ε(g)g. Ainda, se a ∈ C é (f, h)-primitivo, pela
definição da counidade, temos que ε(a)h+ ε(f)a = a, mas como f é um elemento group-
like, ε(f) = 1, e assim, segue que ε(a) = 0.

Definição 1.2.28. Seja (C,∆, ε) uma coálgebra. Dizemos que um K-subespaço D de C
é uma subcoálgebra de C se ∆(D) ⊆ D ⊗D.

Definição 1.2.29. Sejam K um corpo, C uma K-coálgebra e I um subespaço de C.
Então, I é um coideal à esquerda de C se ∆(I) ⊆ C ⊗ I (análogo para coideal à
direita). Dizemos que I é um coideal de C se ∆(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I e ε(I) = 0.

Observação 1.2.30. Note que, I ser um coideal não implica que I é coideal à esquerda
ou à direita.

Exemplo 1.2.31. O anel de polinômios K[X] , é uma coálgebra com as aplicações dadas
por ∆(xn) = (x ⊗ 1 + 1 ⊗ x)n, ε(xn) = 0 para n ≥ 1 e ∆(1) = 1 ⊗ 1, ε(1) = 1. Tome
I = KX, o subespaço gerado por X, é fácil ver que I é um coideal de K[X], mas não é
um coideal à direita ou à esquerda de K[X].

1.3 Biálgebras

Seja H um K-espaço vetorial com uma estrutura de álgebra (H,m, u) e uma estrutura
de coálgebra (H,∆, ε). No resultado a seguir vemos casos em que essas estruturas são
compatíveis.

Proposição 1.3.1. [4, Proposition 4.1.1] As seguintes afirmações são equivalentes:
i) As aplicações m e u são morfismos de coálgebras.
ii) As aplicações ∆ e ε são morfismos de álgebras.

Definição 1.3.2. Uma biálgebra é um K-espaço vetorial H, dotado de uma estrutura de
álgebra (H,m, u), e com uma estrutura de coálgebra (H,∆, ε) tal que ∆ e ε são morfismos
de álgebras (então, pela proposição anterior, m e u são morfismos de coálgebras).
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Exemplo 1.3.3. A álgebra de grupo KG com as estruturas de álgebra e coálgebra vistas
nos exemplos anteriores é uma biálgebra.

Observação 1.3.4. Diremos que uma biálgebra possui uma certa propriedade se sua ál-
gebra ou coálgebra subjacente possuir esta propriedade. Por exemplo, dada uma biálgebra
H, diremos que H é comutativa, se sua estrutura de álgebra é comutativa.

Exemplo 1.3.5. A álgebra de Sweedler (H,m, u,∆, ε) é uma biálgebra. Além disso, como
H com sua estrutura de álgebra é não comutativa e H com sua estrutura de coálgebra é
não cocomutativa, temos que a biálgebra H é não comutativa e não cocomutativa.

Definição 1.3.6. Sejam H e L duas biálgebras. Dizemos que uma aplicação K-linear
f : H → L é um morfismo de biálgebras se é um morfismo de álgebras com relação a
suas estruturas de álgebra e um morfismo de coálgebras entre as coálgebras subjacentes
das duas biálgebras.

Definição 1.3.7. Sejam K um corpo, H uma K-biálgebra e I um subespaço de H. Então,
I é um bi-ideal de H se I for um ideal e um coideal de H.

1.4 Álgebras de Hopf

Sejam (C,∆, ε) uma coálgebra e (A,m, u) uma álgebra. Definimos no conjuntoHom(C,A),
conjunto dos morfismos K-lineares de C em A, uma estrutura de álgebra com uma mul-
tiplicação ∗ dada da seguinte forma: se f, g ∈ Hom(C,A), então

(f ∗ g)(c) = f(c1)g(c2), c ∈ C.

Podemos reescrever a multiplicação dada acima como

(f ∗ g)(c) = (m ◦ (f ⊗ g) ◦ ∆)(c). (1.1)

Esta multiplicação é denominada produto convolução.
Note que o produto ∗ é associativo. Sejam f, g, h ∈ Hom(C,A) e c ∈ C, temos que

((f ∗ g) ∗ h)(c) = (f ∗ g)(c1)h(c2) = f(c11)g(c12)h(c2)
= f(c1)g(c2)h(c3) = f(c1)(g ∗ h)(c2)
= (f ∗ (g ∗ h))(c).

Ainda, temos que (f ∗ (u ◦ ε))(c) = f(c1)(u ◦ ε)(c2) = f(c1)ε(c2)1 = f(c) = ((u ◦ ε) ∗ f)(c),
isto é, u ◦ ε ∈ Hom(C,A) é o elemento identidade da álgebra Hom(C,A).

Tomemos, agora, H uma biálgebra e sejam HC a coálgebra subjacente de H e HA

a álgebra subjacente de H. Portanto, podemos definir uma estrutura de álgebra em
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Hom(HC , HA) com o produto convolução sendo a multiplicação, e valerão as mesmas
propriedades vistas para Hom(C,A).

Definição 1.4.1. Seja H uma biálgebra. Dizemos que uma aplicação linear S : H → H

é uma antípoda da biálgebra H se S é a inversa multiplicativa da aplicação identidade
I : H → H com respeito ao produto convolução em Hom(HC , HA).

Observação 1.4.2. A aplicação S ser inversa de I equivale a S ∗ I = u ◦ ε = I ∗S, isto é,
S(h1)h2 = h1S(h2) = ε(h)1H , h ∈ H. Ainda, como a antípoda é definida como a inversa
da aplicação identidade, temos que ela será única, caso exista.

Definição 1.4.3. Uma biálgebra H que possui antípoda é chamada álgebra de Hopf.

Exemplo 1.4.4. No Exemplo 1.3.3, vimos que KG é uma biálgebra. Veremos agora que
KG é também uma álgebra de Hopf, na qual S : KG → KG , S(g) = g−1, é sua antípoda.

Pela igualdade (1.1), temos que

(S ∗ I)(g) = (m ◦ (S ⊗ I) ◦ ∆)(g) = (m ◦ (S ⊗ I))(g ⊗ g)
= m(g−1 ⊗ g) = 1KG = u(1K) = (u ◦ ε)(g).

Para mostrarmos que I ∗ S = u ◦ ε, basta realizar um processo análogo ao que foi feito
para o caso acima.

Assim, S ∗ I = u ◦ ε = I ∗ S, e concluímos que S é a antípoda de KG. E desta forma,
KG é uma álgebra de Hopf.

Exemplo 1.4.5. A álgebra de Sweedler H, que já vimos que é uma biálgebra não co-
mutativa e não cocomutativa, possui uma antípoda S : H → H, dada por S(1) = 1,
S(c) = c−1 = c, S(x) = −cx e S(cx) = x. É fácil verificar que S ∗ I = I ∗ S = u ◦ ε.
Portanto, H é uma álgebra de Hopf.

Definição 1.4.6. Dizemos que uma álgebra de Hopf H é um grupo quântico, quando
H é uma álgebra de Hopf não comutativa e não cocomutativa.

Exemplo 1.4.7. Como vimos nos exemplos anteriores, a álgebra de Sweedler H é um
grupo quântico.

Definição 1.4.8. Sejam H uma álgebra de Hopf e A um subespaço de H. Dizemos que
A é uma subálgebra de Hopf de H se A é uma H-subálgebra, uma H-subcoálgebra e
S(A) ⊆ A.

Definição 1.4.9. Sejam H e H ′ duas álgebras de Hopf. Uma aplicação f : H → H ′ é
dita um morfismo de álgebras de Hopf se é um morfismo de biálgebras.
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A proposição a seguir será necessária para entendermos melhor alguns grupos quân-
ticos, uma vez que os que serão apresentados futuramente são da forma H

I
, no qual H é

uma álgebra de Hopf e I é um ideal de Hopf de H, cuja a definição veremos na mesma
proposição.

Proposição 1.4.10. [4, Proposition 4.2.13] Sejam H uma álgebra de Hopf e I um ideal
de Hopf de H, isto é, I é um ideal para a álgebra H, um coideal para a coálgebra H,
e S(I) ⊆ I, onde S é a antípoda de H. Então podemos induzir uma estrutura natural
de uma álgebra de Hopf no quociente H

I
. Quando esta estrutura está definida, a projeção

canônica p : H → H
I

é um morfismo de álgebras de Hopf.

Proposição 1.4.11. [4, Proposition 4.2.6] Seja H uma álgebra de Hopf com antípoda S.
Então:

i) S(hg) = S(g)S(h), ∀ g, h ∈ H;

ii) S(1) = 1;

iii) ∆(S(h)) = S(h2) ⊗ S(h1), h ∈ H;

iv) ε(S(h)) = ε(h).

Os itens i) e ii) significam que a aplicação S é um antimorfismo de álgebras e os itens
iii) e iv) que S é um antimorfismo de coálgebras.

Proposição 1.4.12. Se H é uma álgebra de Hopf, então o conjunto dos elementos group-
likes de H, G(H), é um grupo com a multiplicação induzida pela álgebra subjacente de
H.

Demonstração. Claramente G(H) é associativo. Além disso, G(H) possui elemento neu-
tro. Como ∆ é um morfismo de álgebras, temos que ∆(1) = 1 ⊗ 1, e assim 1 ∈ G(H).
Ainda, se g, h ∈ G(H), ∆(gh) = ∆(g)∆(h) = (g ⊗ g)(h⊗ h) = gh⊗ gh, logo gh ∈ G(H).

Pela definição de antípoda, temos que para g ∈ G(H), S ∗ I(g) = u ◦ ε(g) = I ∗ S(g),
logo temos que S(g)g = 1 = gS(g), e assim g é invertível com g−1 = S(g). Desta
forma, usando o item iii) da Proposição 1.4.11, temos que ∆(S(g)) = S(g) ⊗ S(g), e
assim ∆(g−1) = g−1 ⊗ g−1. Portanto, os elementos de G(H) possuem inversos em G(H).
Portanto, G(H) é um grupo.

■

Proposição 1.4.13. Cada ideal gerado por elementos skew-primitivos é um ideal de Hopf.

Demonstração. Sejam H uma álgebra de Hopf e a ∈ H um elemento (g1, g2)-primitivo, ou
seja, ∆(a) = a⊗g1 +g2 ⊗a, com g1, g2 ∈ G(H). Vimos que ε(a) = 0, então, pela definição
de antípoda, temos que S ∗ I(a) = u ◦ ε(a) = 0. Então, 0 = (m ◦ (S ⊗ I) ◦ ∆)(a) =
(m ◦ (S ⊗ I))(a⊗ g1 + g2 ⊗ a) = S(a)g1 + S(g2)a, o que implica que S(a) = −g−1

2 ag−1
1 .
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Tomemos agora, C o subespaço gerado por alguns elementos skew-primitivos de H
multiplicados por elementos de G(H) em ambos os lados, isto é, os elementos geradores
de C são da forma fah onde f e h são elementos group-likes de H arbitrários e a é um
skew-primitivo tal que ∆(a) = a⊗1+g⊗a, g ∈ G(H). Então C é um coideal e S(C) ⊆ C.

De fato,

∆(fah) =∆(f)∆(a)∆(h) = (f ⊗ f)(a⊗ 1 + g ⊗ a)(h⊗ h)
=fah⊗ fh+ fgh⊗ fah ∈ C ⊗H +H ⊗ C.

Além disso, como mostrado na proposição anteriorG(H) é um grupo, então (fgh)−1, (fh)−1

existem e pertencem a G(H). Note que fah é um elemento (fh, fgh)-primitivo, então

S(fah) = −(fgh)−1a(fh)−1 ∈ C,

Logo, segue que S(C) ⊆ C.

Sejam I o ideal gerado por C e hicih
′
i, com hi, h

′
i ∈ H, ci ∈ C, um elemento arbitrário

de I, então como S é antimorfismo segue que

S(hicih
′
i) = S(h′

i)S(ci)S(hi) = S(h′
i)(−g−1ci)S(hi) = (−S(h′

i)g−1)ciS(hi) ∈ HCH ⊆ I;

∆(hicih
′
i) = hi(1)cih

′
i(1)

⊗ hi(2)h
′
i(2)

+ hi(1)gih
′
i(1)

⊗ hi(2)aih
′
i(2)

∈ I ⊗H +H ⊗ I;

ε(hicih
′
i) = ε(hi)ε(ci)ε(h′

i) = ε(hi) · 0 · ε(h′
i) = 0.

Assim, concluímos que I é também um coideal. E como S(I) ⊆ I, segue que I é um ideal
de Hopf.

■

No capítulo a seguir serão feitas definições necessárias para a construção dos grupos
quânticos que iremos investigar mais adiante, para isso serão indispensáveis os conceitos
e resultados expostos até aqui.
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Capítulo 2

Quantizações

Neste capítulo iremos tomar H = G ⟨X⟩ ou H = G⟨X⟩
I

, onde X = {xi | i ∈ J} é
um conjunto de indeterminadas, G é um grupo abeliano e I um ideal de G ⟨X⟩. Nos
aprofundaremos mais na definição e características de G ⟨X⟩ na Seção 2.2. Daqui em
diante tomaremos K um corpo algebricamente fechado de característica zero.

Os resultados apresentados neste capítulo podem ser encontrados nas referências [1],
[2] , [5], [10], [12] , [13], [14] e [18].

2.1 Definições preliminares

Seja X = {x1, x2, . . . , xn} um conjunto finito de variáveis, denominado alfabeto, onde
cada variável deste conjunto é chamada letra. Uma palavra será uma lista ordenada de
letras de X. Dadas duas palavras em letras do alfabeto X, fazemos o produto entre elas
utilizando o produto concatenação, ou seja, o produto de duas palavras u = u1u2 . . . un

e v = v1v2 . . . vm é dado por uv = u1u2 . . . unv1v2 . . . vm.

Definição 2.1.1. Se w = uv, dizemos que a palavra u é um começo de w e a palavra v
é um final de w.

Definição 2.1.2. O comprimento de uma palavra u é definido como o número de letras
de u. Denotaremos por L(u).

Exemplo 2.1.3. Se u = x1x2x2 então L(u) = 3.

Dado X = {x1, x2, . . . , xn} um alfabeto, fixaremos a ordem entre as letras deste alfa-
beto, sendo x1 > x2 > x3 > · · · > xn−1 > xn. Utilizaremos a ordem lexicográfica para
compararmos duas palavras, isto é, dadas u e v palavras distintas, comparamos cada letra
da esquerda para direita, a palavra maior será a palavra que tem a primeira letra distinta
maior nesta comparação. No caso em que uma palavra seja o começo de outra, a palavra
de menor comprimento será a maior.
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Exemplo 2.1.4. Dadas as palavras u = x1x2, v = x1x2x1 e w = x1x2x2, temos que

u > v > w.

Isso ocorre porque u é um começo de v e comparando v e w temos que a primeira letra
distinta entre elas é maior em v.

Definição 2.1.5. Dizemos que uma palavra u é uma palavra standard se para quaisquer
duas palavras u1 e u2 não nulas, onde u = u1u2, temos que u > u2u1.

Exemplo 2.1.6. Dadas as palavras u = x1x
2
2x3 e v = x1x3x1x2, temos que u é standard e

v é não standard. Note que v pode ser escrita como v = v1v2, sendo v1 = x1x3 e v2 = x1x2.
Assim, temos que

v2v1 = x1x2x1x3 > x1x3x1x2 = v.

Definição 2.1.7. Dados um corpo K e um conjunto de letras não comutativas x1, x2, . . . , xn,
definimos um polinômio não comutativo como uma combinação linear de palavras vi

em letras xj e escalares no corpo, isto é, f =
∑

i

aivi com ai ∈ K. Falaremos simplesmente

polinômio.

Definição 2.1.8. Sejam K um corpo e X um conjunto de variáveis. A álgebra livre
K ⟨X⟩, consiste de polinômios de variáveis não comutativas, que podem ser expressos por
combinações lineares formais

∑
i

kivi de palavras em letras do conjunto X, com o produto

concatenação.

Definição 2.1.9. A constituição de uma palavra u em X = {x1, . . . , xn} é uma família
ordenada de inteiros não negativos {mi | xi ∈ X} tais que u possui mi ocorrências de xi.

Exemplo 2.1.10. Dado X = {x1, x2}, se u = x2
2x1x2 temos que, mx1 = 1 e mx2 = 3,

então a constituição de u é {1, 3}.

Fixada a ordem total > em X, sendo x1 > x2 > · · · > xn−1 > xn > . . . , tomamos
Γ+ o monoide aditivo livre (comutativo) gerado por X. O monoide Γ+ é completamente
ordenado com relação a seguinte ordem:

m1xi1 +m2xi2 + · · · +mkxik
> m′

1xi1 +m′
2xi2 + · · · +m′

kxik

se o primeiro número diferente de zero da esquerda em (m1 −m′
1,m2 −m′

2, . . . ,mk −m′
k)

for positivo, onde xij
∈ X e xi1 > xi2 > · · · > xik

.

Definição 2.1.11. O grau de uma palavra u é dado por D(u) =
∑
x∈X

mxx ∈ Γ+, onde

{mx | x ∈ X} é a constituição de u. Se f =
k∑

i=1
αiui ∈ K ⟨X⟩, com αi ̸= 0 em K, definimos

D(f) = max{D(ui) | 1 ≤ i ≤ n}.
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Exemplo 2.1.12. No exemplo anterior a constituição de u é {1, 3}, então o seu grau é
D(u) = 1x1 + 3x2.

Exemplo 2.1.13. Seja f = x1x2x1 + x3x
2
1x

2
2 um polinômio não comutativo. Tomando

u1 = x1x2x1 e u2 = x3x
2
1x

2
2, temos que a constituição de u1 é {2, 1, 0} e a constituição de

u2 é {2, 2, 1}, então D(u1) = 2x1 + 1x2 e D(u2) = 2x1 + 2x2 + 1x3. Logo, D(u2) > D(u1),
pois em (2 − 2, 2 − 1, 1 − 0) = (0, 1, 1) o primeiro termo da esquerda diferente de zero é
positivo. Portanto D(f) = max{D(u1), D(u2)} = D(u2).

Para facilitar a escrita, como iremos trabalhar adiante com o conjunto X sendo finito,
utilizaremos (∂1, ∂2, . . . , ∂n) como o grau da palavra y, onde ∂i é o grau da variável xi.
Chamaremos de grau total da palavra y o inteiro ∂1 + ∂2 + · · · + ∂n. Neste caso, temos
que o grau de u do exemplo anterior é (1, 3) e o seu grau total é 4.

Definição 2.1.14. Um polinômio f =
∑

i

aivi é dito homogêneo se todas as palavras vi

têm mesmo grau.

Definição 2.1.15. Um elemento u é chamado de skew-central se para todo v homogê-
neo, nós temos uv = αvu, α = α(v) ∈ K. É equivalente dizermos que uxi = αixiu para
todo i, com 1 ≤ i ≤ n, αi ∈ K.

2.2 Álgebras de Hopf de caracteres

O objetivo desta seção é definir as álgebras de Hopf de caracteres, em particular a
skew álgebra de grupos G ⟨X⟩, uma vez que as quantizações que serão definidas adiante
são quocientes desta.

Definição 2.2.1. Uma função χ : G → K\{0} é dita um carácter do grupo G se χ é
um homomorfismo de grupos.

Definição 2.2.2. Um elemento a é dito semi-invariante se ag e ga são proporcionais
para todo g ∈ G.

Definição 2.2.3. Uma álgebra de Hopf H é dita uma álgebra de Hopf de caracteres
se o grupo G de todos elementos group-likes é comutativo e H é gerado sobre KG por
skew-primitivos semi-invariantes ai, i ∈ I = {1, . . . , n}, isto é:

∆(ai) = ai ⊗ 1 + gi ⊗ ai, gi ∈ G e gaig
−1 = χi(g)ai, g ∈ G,

onde χi, i ∈ I, são caracteres do grupo G.

O Teorema a seguir é um resultado importante para provarmos a existência de skew-
primitivos em bi-ideais de álgebras de Hopf de caracteres, este será muito utilizado quando
estivermos calculando o posto combinatório das álgebras de Hopf que iremos estudar.
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Teorema 2.2.4. [13, Corollary 5.3] Todo bi-ideal não nulo de uma álgebra de Hopf de
caracteres possui pelo menos um elemento skew-primitivo não nulo.

Definição 2.2.5. Dizemos que x é uma variável quântica se um elemento g de um
grupo abeliano G e um carácter χ : G → K\{0}, que serão denotados por gx e χx, estão
associados a x. Um polinômio quântico é um polinômio em variáveis quânticas.

Observação 2.2.6. Se u = xi1xi2 . . . xil
então gu = gi1gi2 . . . gil

. Se v é uma palavra em
variáveis quânticas, isto é, v = xi1xi2 . . . xik

, onde cada xij
é uma variável quântica, temos

que χv(gu) = χxi1 (gu)χxi2 (gu) . . . χxik (gu).

Notação 2.2.7. Denotaremos χv(gu) por p(u, v) = puv, onde u, v são palavras em variá-
veis quânticas.

Definição 2.2.8. Definimos a ação de um grupo abeliano G sobre a álgebra livre K ⟨X⟩,
por giajg

−1
i = χj(gi)aj, onde aj é um monômio arbitrário de X, gi um elemento do grupo

G e χj é um carácter de X, com X = {x1, x2, . . . , xn} e K um corpo. A skew álgebra
de grupo G ⟨X⟩ é uma álgebra definida pelos geradores xi ∈ X, g ∈ G e relações de
comutação gixj = pijxjgi.

A álgebra G ⟨X⟩ tem a estrutura natural de uma álgebra de Hopf considerando

∆(xi) = xi ⊗ 1 + gi ⊗ xi, i ∈ I, ∆(g) = g ⊗ g. (2.1)

Observação 2.2.9. Note que, G ⟨X⟩ é uma álgebra de Hopf de caracteres por definição.
E ainda, as variáveis xi ∈ G ⟨X⟩ são variáveis quânticas, pois para todo i existem gi um
elemento do grupo abeliano G e χi um carácter, associados à xi.

Definição 2.2.10. Definimos um skew-comutador bilinear sobre o conjunto de todas
as palavras em variáveis quânticas pela fórmula:

[u, v] = uv − puvvu. (2.2)

Proposição 2.2.11. Sejam u, v e w palavras. São válidas as seguintes identidades:

(i) [uv, w] = u[v, w] + pvw[u,w]v;

(ii) [u, vw] = [u, v]w + puvv[u,w];

(iii) [[u, v], w] = [u, [v, w]] + p−1
wv[[u,w], v] + (pvw − p−1

wv)[u,w]v.

Demonstração. Para provarmos as igualdades basta aplicarmos o skew comutador (2.2)
em cada caso.

(i) [uv, w] = uvw − puv,wwuv = uvw + (pvwuwv − pvwuwv) − puwpvwwuv = u(vw −
pvwwv) + pvw(uw − puwwu)v = u[v, w] + pvw[u,w]v.
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(ii) [u, vw] = uvw − pu,vwvwu = uvw + (puvvuw − puvvuw) − puvpuwvwu = [u, v]w +
puvv[u,w].

(iii) Subtraindo [[u, v], w] por [u, [v, w]], temos que [[u, v], w]−[u, [v, w]] = [uv−puvvu, w]−
[u, vw− pvwwv] = [uv, w] − puv[vu, w] − [u, vw] + pvw[u,wv] = u[v, w] + pvw[u,w]v−
puv(v[u,w]+puw[v, w]u)−([u, v]w+puvv[u,w])+pvw([u,w]v+puww[u, v]) = −puv,wwuv−
puvvuw + pu,vwvwu+ pvwuwv.

Ainda, por outro lado, temos que p−1
wv[[u,w], v]+(pvw −p−1

wv)[u,w]v = p−1
wv([[u,w], v]+

pvwpwv[u,w]v−[u,w]v) = p−1
wv(uwv−puw,vvuw−puwwuv+puwpwuvwu+pwvpvwuwv−

pwvpvwpuwwuv − uwv + puwwuv) = −puv,wwuv − puvvuw + pu,vwvwu+ pvwuwv.

Portanto, temos que [[u, v], w]−[u, [v, w]] = p−1
wv[[u,w], v]+(pvw −p−1

wv)[u,w]v. Assim,
[[u, v], w] = [u, [v, w]] + p−1

wv[[u,w], v] + (pvw − p−1
wv)[u,w]v.

■

Observação 2.2.12. Note que, se [u,w] = 0 no item (iii) da Proposição 2.2.11, temos
que

[[u, v], w] = [u, [v, w]]. (2.3)

Ainda, se pvv é uma raiz t-ésima da unidade, segue que

[u, vt] = [. . . [[u, v], v], . . . , v]; (2.4)

[vt, u] = [v, [v, . . . [v, u] . . . ]]. (2.5)

(Ver [12]).

2.3 Hiper-letras duras

Nesta seção iremos definir palavras não associativas e apresentar resultados necessários
para estudarmos hiper-letras duras.

Definição 2.3.1. Uma palavra não associativa é uma palavra onde colchetes [ , ]
definem como deve ser aplicado o produto entre as letras desta palavra. Em nosso caso
usaremos a definição do colchete dado em (2.2). Denotaremos por [u] a palavra não
associativa, e u a palavra associativa correspondente.

Exemplo 2.3.2. Dada a palavra associativa u = x1x2x3, temos as seguintes possíveis
palavras não associativas relacionadas

[u] = [x1, [x2, x3]] ou [u] = [[x1, x2], x3].
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Definição 2.3.3. O conjunto de todas as palavras não associativas é definido
indutivamente por:

(i) Todas as letras são palavras não associativas,

(ii) Se [u] e [v] são palavras não associativas então [w] = [[u], [v]] é uma palavra não
associativa,

(iii) Não existem outras palavras não associativas.

Definimos uma ordem natural para as palavras não associativas. Dadas palavras [u] e
[v], temos que [u] > [v] se, e somente se, u > v.

Definição 2.3.4. Dizemos que uma palavra não associativa [u] é standard se:

(i) A palavra u é standard,

(ii) Se [u] = [[u1], [u2]] então, [u1] e [u2] são palavras não associativas standard,

(iii) Se [u] = [[[u1], [u2]], [u3]], então u2 ≤ u3 .

Embora possam existir diferentes palavras não associativas provenientes de uma pala-
vra associativa standard, quando exigimos que esta palavra não associativa seja standard
também sempre existirá um único alinhamento possível. A prova deste resultado foi feita
por A. I. Shirshov e pode ser encontrada em [18].

Teorema 2.3.5 (Teorema de Shirshov). [18, Lemma 1] Toda palavra standard u possui
um único alinhamento de colchetes tal que a palavra não associativa [u] é standard.

Além da unicidade destas palavras não associativas standards, A. I. Shirshov apresenta
como deve ser feito o alinhamento dos colchetes a partir de uma palavra associativa
standard para que resulte em uma palavra não associativa standard, veja:

Os fatores v, w da decomposição não associativa [u] = [[v], [w]] são palavras standards
tal que u = vw e v tem comprimento mínimo.

Exemplo 2.3.6. Seja u = x2
1x3x1x2, temos as seguintes opções para v e w:

1. Se v = x1 e w = x1x3x1x2. Então w não é standard, pois w = w1w2 tal que
w1 = x1x3 e w2 = x1x2, mas w2w1 > w.

2. Se v = x2
1 e w = x3x1x2, é fácil ver que w não é standard.

3. v = x2
1x3 e w = x1x2, ambas as palavras são standard. Como esta opção já cumpre

com as exigências acima não há necessidade de continuar avaliando os outros ca-
sos, uma vez que, pelo Teorema de Shirshov, o alinhamento de colchetes standard
relacionado a palavra associativa u é único.
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Desta forma, temos que o alinhamento em que a palavra não associativa [u] é stan-
dard é [u] = [[v], [w]] = [[x2

1x3], [x1x2]]. Seguindo este processo, podemos alinhar v e
w como palavras não associativas standards resultando no seguinte alinhamento [u] =
[[x1, [x1, x3]], [x1, x2]].

Definição 2.3.7. Uma hiper-letra é um polinômio que é uma palavra standard não
associativa, onde os colchetes são definidos por (2.2). Uma palavra em hiper-letras é
chamada de hiper-palavra.

Observação 2.3.8. Sejam [u] e [v] duas hiper-letras e u = xi1xi2 . . . xil
e v = xj1xj2 . . . xjk

suas palavras associativas correspondentes, então puv será dado por,

puv = pi1j1pi1j2 . . . pi1jk
pi2j1pi2j2 . . . pi2jk

. . . pilj1pilj2 . . . piljk
.

Corolário 2.3.9. Cada palavra standard u define uma única hiper-letra.

Observação 2.3.10. Em alguns momentos deste trabalho será mencionado o valor de
uma hiper-letra u em H (ou hiper-palavra, letra, palavra, etc). Isto significa que podemos
estar aplicando relações em u que são satisfeitas em H. Em alguns casos temos que o
valor de u será diferente em duas álgebras de Hopf distintas, por exemplo, na Seção 2.6
veremos que os geradores PBW [u] elevados a sua altura hu possuem valores diferentes
nas quantizações u+

q (g) e U+
q (g). Em u+

q (g) temos que [u]hu = 0, mas em U+
q (g) temos

[u]hu ̸= 0.

Definição 2.3.11. Uma hiper-letra [u] é dita dura em H se o seu valor em H não é uma
combinação linear de valores de hiper-palavras do mesmo grau em hiper-letras menores
do que [u]. Caso contrário, dizemos que [u] é suave em H.

Proposição 2.3.12. [12, Corollary 2] Uma hiper-letra [u] é dura em H se e somente se,
o valor em H da palavra standard u não é uma combinação linear de palavras menores
com o mesmo grau.

Exemplo 2.3.13. Considerando a relação [[x1, x2], x2] = 0 e seguindo a ordem já defi-
nida na álgebra de Hopf H, veremos que [u] = [[[x1, x2], x2], x2] é uma hiper-letra suave.
Desenvolvendo os colchetes, obtemos o seguinte:

0 = [[x1, x2], x2] = [x1, x2]x2 − p12p22x2[x1, x2]
= (x1x2 − p12x2x1)x2 − p12p22x2(x1x2 − p12x2x1)
= x1x

2
2 − (p12 + p12p22)x2x1x2 + p2

12p22x
2
2x1.

Note que,
x1x

2
2 = (p12 + p12p22)x2x1x2 − p2

12p22x
2
2x1.
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Multiplicando por x2 em ambos os lados temos,

x1x
3
2 = (p12 + p12p22)x2x1x

2
2 − p2

12p22x
2
2x1x2.

Isto é, a palavra u é uma combinação linear de palavras menores com o mesmo grau.
Assim, pela proposição anterior a palavra [u] é suave.

Observação 2.3.14. Note que, se uma hiper-letra é igual a zero, então ela não será dura.
De fato, se [u] = 0, podemos escrever

[u] = u1u2 . . . un + αjuj1uj2 . . . ujn + · · · + αiui1ui2 . . . uin = 0,

com o grau de cada palavra associativa na soma igual ao grau de u, no qual a palavra asso-
ciativa u = u1u2 . . . un. Assim, temos u1u2 . . . un = βjuj1uj2 . . . ujn + · · · + βiui1ui2 . . . uin ,
como u é standard, por ser uma hiper-letra, segue que cada palavra associativa do lado di-
reito é menor que u. Portanto, temos que a palavra associativa u é uma combinação linear
de palavras menores de mesmo grau, e pela Proposição 2.3.12, [u] não é uma hiper-letra
dura.

Proposição 2.3.15. [10, Lemma 4.8] Seja B um conjunto de hiper-letras contendo
x1, . . . , xn. Se cada par [u], [v] em B, com u > v, satisfaz uma das seguintes condições:

(i) [[u], [v]] não é uma palavra standard não associativa,

(ii) A hiper-letra [[u], [v]] não é dura em H,

(iii) [[u], [v]] ∈ B ,

então o conjunto B inclui todas as hiper-letras duras em H.

2.4 Bases PBW

Definição 2.4.1. Seja A uma álgebra sobre K e B uma K-subálgebra de A com uma
base fixada {bj | j ∈ J}. Um subconjunto totalmente ordenado W ⊆ A é dito ser um
conjunto de geradores PBW de A sobre B se existe uma função h : W → Z+ ∪ {∞},
chamada função altura, tal que o conjunto de todos os produtos

bjw
n1
1 wn2

2 . . . wnk
k , (2.6)

onde j ∈ J , w1 < w2 < · · · < wk ∈ W, 0 < ni < h(wi), 1 ≤ i ≤ k é uma base de A. O valor
h(w) é referido como a altura de w em W . Se B = K corpo base, então chamaremos W
simplesmente como um conjunto de geradores PBW de A.

21



Definição 2.4.2. A altura h de uma hiper-letra dura [u] em H é definida como o menor
número tal que:

(i) puu é uma h-ésima raiz da unidade;

(ii) O valor de [u]h em H é uma combinação linear de hiper-palavras do mesmo grau
em hiper-letras menores que [u].

Se não existir tal número dizemos que a altura é igual a infinito.

Teorema 2.4.3. [12, Theorem 2] Sejam H uma álgebra de Hopf de caracteres e G o
grupo dos elementos group-likes de H. Os valores de todas hiper-letras duras em H junto
com suas alturas formam um conjunto de geradores PBW para H sobre KG.

O resultado a seguir será utilizado nos capítulos posteriores, para encontrarmos os
possíveis skew-primitivos de U+

q (g).

Lema 2.4.4. [10, Lemma 4.9] Seja H uma álgebra de Hopf. Se T ∈ H é um elemento
skew-primitivo homogêneo então

T = α[u]h +
∑

αiwi, α ̸= 0

onde [u] é uma hiper-letra dura, wi são palavras em hiper-letras menores que [u], de mesmo
grau de [u]h. Se puu uma raiz t-ésima primitiva da unidade então h = 1 ou h = t. Caso
contrário h = 1.

2.5 Ordem convexa

Seja (V, c) um espaço vetorial trançado de dim(V ) = θ, no qual existe uma base
(xi)i∈Iθ

, Iθ = {1, 2, . . . , θ} , e uma matriz de trança p = (pij)i,j∈Iθ
tal que

c(xi ⊗ xj) = pijxj ⊗ xi.

Sejam ∆p o sistema de raízes generalizado associado a p e ∆p
+ = {β1, . . . , βM} o

subconjunto de raízes positivas. Sejam αi, i ∈ Iθ, as raízes simples. Nós denotamos
xαi

= xi, i ∈ Iθ.

Definição 2.5.1. Considere um sistema de raízes ∆p
+ com uma ordem total fixada <.

Dizemos que esta ordem é uma ordem convexa se para quaisquer α, β ∈ ∆p
+, tal que

α < β e α + β ∈ ∆p
+, nós temos

α < α+ β < β.
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Observação 2.5.2. Toda álgebra de Lie simples g possui um sistema de raízes ∆p
+ de

forma que podemos fixar uma ordem convexa às suas raízes. Além disso, segundo I.
Angiono, cada raiz simples αi está associada a uma variável quântica xi, i ∈ {1, . . . , θ}.
Ainda, temos que cada raiz positiva βi está associada a um gerador PBW das álgebras de
Hopf U+

q (g) e u+
q (g) sobre KG. Estes resultados são demonstrados e mais explorados em

[1].

No resultado a seguir é dada uma forma de associar as raízes positivas de uma álgebra
de Lie g a geradores PBW da álgebra de Hopf U+

q (g), no qual lβ é a palavra associativa
standard, que é um gerador PBW de U+

q (g), associada a raiz positiva β.

Proposição 2.5.3. [1, Corolario 2.1.18] Para cada β ∈ ∆p
+, com β ̸= α1, α2, . . . , αn,

lβ = mín{lδ1lδ2 : δ1, δ2 ∈ ∆p
+, δ1 + δ2 = β, lδ1 > lδ2}.

Definição 2.5.4. Dizemos que uma base PBW é uma base convexa se a ordem das
raízes associadas aos geradores PBW é convexa.

Note que nem sempre uma álgebra quântica possui apenas um conjunto convexo de
geradores PBW, mesmo quando fixamos uma ordem para as raízes simples. No entanto,
se supormos que os elementos são hiper-letras, temos apenas uma base convexa possível,
uma base gerada pelas hiper-letras duras, veremos isso na proposição seguinte.

Observação 2.5.5. Por [2, Lemma 4.5], se uma base PBW de hiper-letras é uma base
convexa, então para quaisquer [u], [v] nesta base, com [u] > [v], temos que [[u], [v]] é uma
combinação linear de hiper-palavras da base [w] = [w1] . . . [wk], onde [u] > [wi] > [v],
i ∈ {1, . . . , k}, [wi] pertence a base PBW e [w] tem mesmo grau de [[u], [v]].

Proposição 2.5.6. Seja B um conjunto de geradores PBW convexo formado por hiper-
letras. Então B é constituído por hiper-letras duras.

Demonstração. Seja B uma base PBW convexa de hiper-letras. Pela observação anterior
e pela Definição 2.3.11, para todo par [u], [v] ∈ B, tal que [u] > [v], temos que [[u], [v]] ∈ B

ou [[u], [v]] não é dura. Ou seja, os itens (ii) ou (iii) da Proposição 2.3.15 são satisfeitos,
logo B é constituído pelas hiper-letras duras.

■

2.6 Grupos quânticos

Nesta seção definiremos os grupos quânticos U+
q (g) e u+

q (g), nos quais g é uma álgebra
de Lie simples.
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Definição 2.6.1. Uma matriz de Cartan, C = (aij), com aij ∈ Z, é uma matriz
simetrizável (existe matriz diagonal D, tal que o produto de C por D resulta em uma
matriz simétrica) associada a um sistema de raízes simples (ver Capítulo III de [8]), tal
que aii = 2, aij ≤ 0, i ̸= j, e aij = 0 se, e somente se, aji = 0.

Definição 2.6.2. Seja C = (aij) uma matriz de Cartan simetrizável porD = diag(d1, . . . , dn),
isto é, diaij = djaji, e g uma álgebra de Kac-Moody definida por C (ver em [9]). Suponha
que os parâmetros de quantização pij são relacionados por

pii = qdi , pijpji = qdiaij , 1 ≤ i, j ≤ n, (2.7)

onde q é um elemento do corpo K e q2 ̸= 1. A quantização U+
q (g) da subálgebra de Borel

g+ é uma álgebra de Hopf de caracteres gerada por (xi)1≤i≤n e (gi)1≤i≤n e definida pelas
seguintes relações de Serre com skew-comutador (2.2):

[[. . . [[xi, xj], xj], . . . ], xj] = 0, 1 ≤ i ̸= j ≤ n, (2.8)

onde xj aparece 1−aji vezes. Isto é, U+
q (g) = G⟨X⟩

S , comX = {x1, . . . , xn}, G = ⟨g1, . . . , gn⟩
e S = ⟨[[. . . [[xi, xj], xj], . . . ], xj]⟩ é o conjunto gerado pelos elementos das relações de Serre.

Observação 2.6.3. Temos que [[. . . [[xi, xj], xj], . . . ], xj], para i, j ∈ I, é um skew-primitivo
em G ⟨X⟩, por [11, Theorem 6.1]. Portanto, pela Proposição 1.4.13, o ideal gerado por
esses elementos é um ideal de Hopf.

Definição 2.6.4. Se a ordem multiplicativa t de q é finita, definimos u+
q (g) como G⟨X⟩

Λ ,
onde Λ é o maior ideal de Hopf de G ⟨X⟩ contido em G ⟨X⟩(2), sendo G ⟨X⟩(2) o conjunto
de todos polinômios não comutativos sem termos livres e lineares. Além disso, para cada
[u] ∈ U+

q (g), [u]h = 0 em u+
q (g), no qual h é a altura do elemento [u].

Pela Proposição 1.4.10, u+
q (g) é uma álgebra de Hopf. Mais ainda, como u+

q (g) é não
comutativa e não cocomutativa, u+

q (g) é um grupo quântico.

Observação 2.6.5. Como Λ é o maior ideal de Hopf de G ⟨X⟩ em G ⟨X⟩(2), temos que
os demais ideais de Hopf de G ⟨X⟩ contidos em G ⟨X⟩(2) estão em Λ. Desta maneira, Λ
contém todos os elementos skew-primitivos de G ⟨X⟩ com grau total maior ou igual a 2,
pois cada um destes gera um ideal de Hopf de G ⟨X⟩ em G ⟨X⟩(2). Portanto, por [11,
Theorem 6.1] as relações de Serre ainda são válidas em u+

q (g).

Note que, pela Proposição 1.4.10, como os grupos quânticos U+
q (g) e u+

q (g) são defini-
dos como um quociente da álgebra de Hopf de caracteres G ⟨X⟩ por um ideal, a estrutura
de álgebra de Hopf dada em (2.2.8) para G ⟨X⟩ será a mesma para as álgebras de Hopf
U+

q (g) e u+
q (g).
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2.7 Posto combinatório

Seja H uma álgebra de Hopf de caracteres e J um ideal de Hopf de H. Construímos
uma cadeia de ideais de Hopf de H, 0 = J0 ⊊ J1 ⊊ J2 ⊊ · · · ⊊ Ji ⊊ · · · ⊊ J , da seguinte
forma. Definimos J1 como o ideal de Hopf gerado pelos elementos skew-primitivos de
J . Se J1 ̸= J , temos que J

J1
̸= 0 é um ideal de Hopf de H

J1
, que é uma álgebra de Hopf

de caracteres, e então, pelo Teorema 2.2.4, J
J1

possui um elemento skew-primitivo não
nulo. Definimos J2

J1
o ideal de Hopf gerado pelos elementos skew-primitivos de J

J1
, onde

J2 = π−1(J2
J1

), com π : H → H
J1

. Se J2 ̸= J , então definimos J3
J2

como o ideal gerado pelos
elementos skew-primitivos de J

J2
. Seguindo este processo, esta cadeia de ideais de Hopf se

estabiliza se Jκ = J para algum κ.

Lema 2.7.1. [14, Lemma 1.24] Considere H uma álgebra de Hopf de caracteres, J um

ideal de Hopf de H e Ji os ideais de Hopf como construído acima. Então,
∞⋃

i=1
Ji = J.

Definição 2.7.2. Seja H uma álgebra de Hopf de caracteres gerada por ai, 1 ≤ i ≤ n,
sobre G, onde G é grupo abeliano dos elementos group-likes de H. Considere X =
{x1, . . . , xn} e φ : G ⟨X⟩ → H, sendo φ(xi) = ai. Se J = ker(φ) (que é um ideal
de Hopf de G ⟨X⟩), dizemos que o posto combinatório de H é o comprimento κ da
cadeia acima, ou infinito se a cadeia não se estabiliza. Denotaremos por κ(H) o posto
combinatório de H.

Considere as projeções ψ1 : G ⟨X⟩ → u+
q (g) e ψ2 : G ⟨X⟩ → U+

q (g). Sabemos que
ker(ψ1) = Λ é o maior ideal de Hopf de G ⟨X⟩(2) e ker(ψ2) é gerado pelas relações de
Serre (2.8). Para o cálculo do posto combinatório κ(u+

q (g)) consideraremos J = Λ. No
entanto, temos que ker(ψ2) ⊆ ker(ψ1) = Λ e as relações definidas para U+

q (g) são skew-
primitivos. Assim, em vez do morfismo ψ1 : G ⟨X⟩ → u+

q (g) podemos usar o morfismo
induzido φ : U+

q (g) → u+
q (g). Nos próximos capítulos consideramos J = ker(φ) um ideal

de Hopf de U+
q (g).

Proposição 2.7.3. O ideal de Hopf J = ker(φ) é gerado pelos elementos [u]h, onde [u]
é gerador PBW de U+

q (g) e h é a altura de [u].

Demonstração. Notamos que os elementos [u]h pertencem ao núcleo de φ, isto é, [u]h ∈ J ,
pois [u]h = 0 em u+

q (g).
Agora mostraremos que estes elementos geram J . Seja v = [u1]n1 [u2]n2 . . . [uk]nk ∈ J ,

tal que J = ker(φ) ⊆ U+
q (g). Se ni < hi para todo i, onde hi é a altura do elemento

correspondente, temos, pela Definição 2.4.1, que v é um elemento da base de u+
q (g), e

então φ(v) ̸= 0, contradizendo v ∈ J . Se ni ≥ hi, então v é um múltiplo de [ui]hi , logo
v pertence ao ideal gerado por [ui]hi . Consideramos v = α1v1 + α2v2 ∈ J = ker(φ),
com α1 ̸= 0 ̸= α2, onde v1 = [u1]n1 [u2]n2 . . . [uk]nk e v2 = [u1]m1 [u2]m2 . . . [uk]mk . Então
φ(v) = 0 = α1φ(v1) + α2φ(v2) , logo φ(v1) = −α2

α1
φ(v2). Se φ(v1) = 0, temos que φ(v2) =
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0, logo voltamos para o caso anterior, então v1 e v2 são múltiplos de elementos da forma
[ui]hi e estão no ideal gerado por estes elementos. Se φ(v1) ̸= 0, temos que φ(v2) ̸= 0, logo
v1 = λv2, pois caso contrário teríamos que φ(v) seria uma soma de elementos linearmente
independentes da base de u+

q (g) e assim φ(v) ̸= 0, o que contradiz nossa hipótese. Então,
v = βv1, o que recai no caso anterior. Indutivamente obtemos o mesmo resultado para
v = α1v1 + · · · + αnvn ∈ J. Logo J é gerado pelos elementos [u]h.

■
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Capítulo 3

Posto combinatório do grupo
quântico de tipo A2

Neste capítulo iremos mostrar que o posto combinatório de u+
q (A2) é 2.

3.1 Quantizações de tipo A2

Seja A2 a álgebra de Lie simples associada à matriz de Cartan 2 −1
−1 2

 .

Pela Definição 2.6.2, diaij = djaji, em particular d1a12 = d2a21, logo −d1 = −d2. Então
podemos supor d1 = d2 = 1. Assim, por (2.7), temos que os parâmetros de quantização
são dados por

p11 = qd1 = q,

p22 = qd2 = q, (3.1)
p12p21 = qd1a12 = q−1.

Portanto, temos que a álgebra de Hopf U+
q (A2) é gerada por x1, x2 e g1, g2 e com x1 e

x2 aparecendo 1 −a21 = 1 −a12 = 2 vezes nas relações de Serre, isto é, temos que U+
q (A2)

é definida pelas seguintes relações de Serre:

[x1, [x1, x2]] = 0 = [[x1, x2], x2], (3.2)

com skew-comutador (2.2) e parâmetros de quantização dados acima. Além disso, supo-
mos q ̸= 1.

Observação 3.1.1. Note que, pelas relações de Serre (2.8), para x1 aparecendo 1−a12 = 2
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vezes resultaria na relação [[x2, x1], x1] = 0 em vez de [x1, [x1, x2]] = 0, mas ao abrirmos
os colchetes, temos que [[x2, x1], x1] = p11p

2
21[x1, [x1, x2]], logo ambas são iguais a zero e

então são equivalentes.

Proposição 3.1.2. O conjunto de todas hiper-letras duras em U+
q (A2) é dado por

A2 = {x1, [x1, x2], x2}.

Demonstração. Note que x1 > [x1, x2] > x2, e temos que [x1, [x1, x2]] não é hiper-letra
dura, pois [x1, [x1, x2]] = 0 e pela Observação 2.3.14 a palavra associativa x2

1x2 associada
a [x1, [x1, x2]] é uma combinação linear de palavras menores com o mesmo grau, logo não
é dura pela Proposição 2.3.12. Temos também que, [x1, x2] ∈ A2. Ainda, [[x1, x2], x2] não
é uma hiper-letra dura pelo mesmo motivo de [x1, [x1, x2]] não ser. Portanto, para cada
par [u], [v] em A2, com [u] > [v], [[u], [v]] satisfaz alguma das condições da Proposição
2.3.15. Assim, A2 é o conjunto de todas hiper-letras duras de U+

q (A2).
■

Notação 3.1.3. Usaremos a seguinte notação:

[A] = x1,

[B] = [x1, x2],
[C] = x2.

Pela Observação 2.3.8, temos

p[A][A] = p11 = q,

p[B][B] = p11p12p21p22 = qq−1q = q,

p[C][C] = p22 = q.

Teorema 3.1.4. Se q não é uma raiz primitiva da unidade, então os valores em U+
q (A2)

dos elementos de A2 = {x1, [x1, x2], x2} formam um conjunto de geradores PBW para
U+

q (A2) sobre KG, no qual cada elemento possui altura infinita.

Demonstração. Este resultado decorre diretamente do Teorema 2.4.3 e da Proposição
3.1.2. Portanto, basta mostrarmos que a altura dos elementos é infinita. Pela observação
anterior, temos que para todo elemento u de A2, puu = q, como q não é raiz primitiva da
unidade, segue que puu também não será. Pela Definição 2.4.2, temos que a altura dos
elementos é infinita. ■

Observação 3.1.5. Pelo Teorema 2.4.3 e pela Proposição 3.1.2, temos que se q tem ordem
multiplicativa finita t, então os valores dos elementos de A2 em u+

q (A2) e U+
q (A2) formam
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um conjunto de geradores PBW para u+
q (A2) e U+

q (A2) sobre KG. Ainda, a altura de [u]
é igual a t em u+

q (A2) e infinita em U+
q (A2), para todo [u] ∈ A2.

Note que estas bases de geradores PBW são bases convexas formadas por hiper-letras
duras para U+

q (A2) e u+
q (A2), e como mencionamos anteriormente as bases PBW com

essas propriedades são únicas.

3.2 Coproduto

A partir da definição dos grupos quânticos U+
q (g) e u+

q (g) na Seção 2.6, vimos que
podemos tomar a estrutura de álgebra de Hopf de G ⟨X⟩ para U+

q (g). Desta forma,
para calcularmos o coproduto de cada gerador PBW de U+

q (A2), tomaremos ∆(xi) =
xi ⊗ 1 + gi ⊗ xi e ∆(gi) = gi ⊗ gi, com i = {1, 2}, como em (2.1).

Notação 3.2.1. Denotaremos βn = (1 − q−n), n ∈ N.

Teorema 3.2.2. As fórmulas explícitas do coproduto para os elementos da base PBW
convexa em U+

q (A2) são:

∆(x1) = x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1,

∆([B]) = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β1x1g2 ⊗ x2,

∆(x2) = x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2.

Demonstração. Note que precisaremos calcular apenas o coproduto de [B], pois os copro-
dutos de [A] = x1 e [C] = x2 saem diretamente da definição.

Como ∆ é multiplicativo e gixj = pijxjgi temos,

∆([B]) = ∆([x1, x2]) = ∆(x1x2 − p12x2x1) = ∆(x1)∆(x2) − p12∆(x2)∆(x1)
= (x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1)(x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2) − p12(x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2)(x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1)
= (x1x2 − p12x2x1) ⊗ 1 + g12 ⊗ (x1x2 − p12x2x1) + (x1g2 − p12g2x1) ⊗ x2

+ (g1x2 − p12x2g1) ⊗ x1

= [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + (1 − p12p21)x1g2 ⊗ x2 + (p12x2g1 − p12x2g1) ⊗ x1

= [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + (1 − q−1)x1g2 ⊗ x2 = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β1x1g2 ⊗ x2.

■

Corolário 3.2.3. Os únicos geradores PBW de U+
q (A2) em A2 que são skew-primitivos

são x1 e x2.
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3.3 Skew-primitivos

Nesta seção mostraremos quais são os skew-primitivos homogêneos de U+
q (A2).

Argumentando de forma similar ao que foi feito em [5, Lemma 4.3.1] para o nosso
contexto, segue o resultado a seguir:

Lema 3.3.1. O coproduto do elemento xn
i , n ∈ N e i = {1, 2}, é dado por

∆(xn
i ) =

n∑
k=0

n
k


pii

xn−k
i gk

i ⊗ xk
i ,

onde
n
k


pii

= [n]!pii

[k]!pii
[n− k]!pii

, [n]!pii
= [n]pii

[n − 1]pii
. . . [2]pii

[1]pii
e [n]pii

= 1 +

pii + p2
ii + · · · + pn−1

ii .

Teorema 3.3.2. Se q não é uma raiz da unidade, os únicos skew-primitivos homogêneos
de U+

q (A2) são x1 e x2. Se qt = 1, os únicos skew-primitivos de U+
q (A2) serão x1, x2, xt

1

e xt
2.

Demonstração. Pelo Lema 2.4.4 os possíveis skew-primitivos homogêneos são da forma
T = α[u]h +

∑
i

αiwi, onde [u] é uma hiper-letra dura e wi são palavras em hiper-letras

menores que [u], com o mesmo grau de [u]hu . Se puu não é uma raiz primitiva da unidade
então h = 1, se puu é uma raiz primitiva da unidade então h = 1 ou h = hu = t, no qual
hu é a ordem multiplicativa de puu = q.

Se [u] = x1 teremos que T = αxh
1 , pois não existem palavras menores que x1 com

grau (1,0). Se [u] = [x1, x2], a única hiper-letra menor que [u] é x2 então wi = xa
2, assim

precisamos que o grau (0, a) de wi seja igual ao grau (h, h) de [x1, x2]h, isto é, 0 = h e
a = h, como h é um inteiro positivo, temos que T = α[x1, x2]h. Se [u] = x2 também
teremos que T = αxh

2 , pois não existem palavras menores que x2 com grau (0,1). Logo,
os possíveis skew-primitivos homogêneos são múltiplos de elementos da forma [u]h.

Se q não é uma raiz primitiva da unidade, puu também não será, temos que h = 1,
então pelo Corolário 3.2.3 temos que os únicos skew-primitivos de U+

q (A2) são x1 e x2.
Se q é uma t-ésima raiz primitiva da unidade, puu também será, então h = 1 ou h = t.

Para h = 1 temos que x1 e x2 são skew-primitivos, se h = t, tomamos [u] = xi, i = {1, 2},
então pelo Lema 3.3.1 temos que [t]p11 = 0. Portanto, ∆(xt

i) = xt
i ⊗ 1 + gt

i ⊗ xt
i, assim xt

1

e xt
2 também são skew-primitivos.
Outro possível skew-primitivo homogêneo é [u]t = [B]t. Temos pelo Teorema 3.2.2

que ∆([B]) = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β1x1g2 ⊗ x2, note que ∆([B]n) =
∑

u1u2 . . . un, com
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ui ∈ {[B] ⊗ 1, g12 ⊗ [B], β1x1g2 ⊗ x2}, 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N. Assim temos que,

∆([B]n) = [B]n ⊗ 1 + gn
12 ⊗ [B]n + (β1x1g2)n ⊗ xn

2 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj

= [B]n ⊗ 1 + gn
12 ⊗ [B]n + βn

1 p
n(n−1)

2
21 xn

1g
n
2 ⊗ xn

2 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj, (3.3)

onde o grau de yj mais o grau de zj é igual ao grau de [B]n. Note que, [B]n não será
skew-primitivo para nenhum n, em particular para n = t, pois o terceiro termo de seu
coproduto nunca irá se anular já que não existirá nenhum outro termo na soma que
tenha xn

2 no fundo do tensor. Assim, os únicos skew-primitivos homogêneos para U+
q (A2),

quando qt = 1, são x1, x2, xt
1 e xt

2. ■

3.4 Posto combinatório

Nesta seção consideraremos qt = 1, t ≥ 2.

Proposição 3.4.1. Os elementos [u]h são skew-centrais em U+
q (A2), onde [u] ∈ A2 e h

é a altura de [u] em u+
q (A2).

Demonstração. Para mostrarmos que os elementos [u]h são skew-centrais, precisamos pro-
var que [u]hxi = αixi[u]h, para 1 ≤ i ≤ 2.

Note que, como q é uma raiz primitiva da unidade, temos que a altura de todos os
elementos [u] é h=t em u+

q (A2), pela Observação 3.1.5. Ainda, por tomarmos qt = 1,
poderemos admitir as relações (2.4) e (2.5).

Tome [u] = [A] = x1, obviamente xh
1x1 = x1x

h
1 . Pela relação (2.5), temos que

[xh
1 , x2] = [x1, [x1, . . . , [x1, [x1, x2]] . . . ]],

e pelas relações de Serre (3.2), temos [x1, [x1, x2]] = 0, assim xh
1x2 = ph

12x2x
h
1 .

No caso [u] = [B] = [x1, x2], temos que pelas relações de Serre [x1, [B]] = 0, assim pela
relação (2.4), [x1, [B]h] = [. . . [[x1, [B]], [B]], . . . , [B]] = 0, portanto x1[B]h = ph

11p
h
12[B]hx1.

Ainda, temos que [[B], x2] = 0, assim [[B]h, x2] = 0, logo [B]hx2 = ph
12p

h
22x2[B]h.

Se [u] = [C] = x2, pelas relações já utilizadas, temos que [x1, x
h
2 ] = 0, e assim,

concluímos que x1x
h
2 = ph

12x
h
2x1. Por fim, claramente xh

2x2 = x2x
h
2 .

■

Relembramos agora o morfismo de Hopf induzido φ : U+
q (A2) → u+

q (A2) visto na seção
2.7, no qual J = ker(φ) é um ideal de Hopf. Teremos, a partir do resultado mostrado
acima e pela Proposição 2.7.3, que o conjunto J será o ideal de Hopf gerado por elementos
skew-centrais [u]h de U+

q (A2), onde [u] é um gerador PBW de U+
q (A2), pertencente a base

A2, e h é altura correspondente a [u] em u+
q (A2).
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Observação 3.4.2. Por [3, Theorem 4.15] temos que as subálgebras geradas por skew-
centrais de uma álgebra de Hopf são subálgebras de Hopf, desta forma, chamando de I a
subálgebra gerada pelos elementos [u]h, que está contida em J , temos que I é uma subál-
gebra de Hopf de U+

q (A2). Por definição, temos que I é uma subcoálgebra de U+
q (A2) vista

como coálgebra. Desta forma, ∆(I) ⊆ I ⊗ I, então se [u]h ∈ I e ∆([u]h) =
∑

j

γyjgz ⊗ zj,

temos que cada yj e zj ∈ I.

Corolário 3.4.3. Os únicos elementos [u]h ∈ J1, com [u] ∈ A2, são os elementos no qual
[u] tem grau total 1.

Demonstração. Pelo Teorema 3.3.2 os únicos elementos skew-primitivos em J são xt
1 e xt

2,
uma vez que os elementos de J = ker(φ) ⊆ U+

q (A2) só serão skew-primitivos em J se,
também forem em U+

q (A2). Então, J1 é o ideal de Hopf de J gerado por xh1
1 e xh2

2 , pela
proposição anterior vimos que estes elementos são skew-centrais de U+

q (A2), desta forma
podemos considerar J1 um ideal à direita ou à esquerda de U+

q (A2). Assim, suponha que
algum elemento [u]h pertença a J1 para [u] ∈ A2, então podemos escrevê-lo da seguinte
forma:

[u]h = α1y1x
h1
1 + α2y2x

h2
2 ,

onde cada yi ∈ U+
q (A2) e αi ∈ K. Note que, como y1 e y2 ∈ U+

q (A2), podemos escrevê-los
como combinações lineares de elementos da base PBW de U+

q (A2), e então como xh1
1 e

xh2
2 skew-comutam, podemos reescrever o lado direito da igualdade como uma soma de

elementos da base PBW, onde cada termo possui o fator x1 ou x2 com o expoente maior
ou igual à sua respectiva altura. Desta forma, como [u]h é um elemento da base, tendo
apenas o fator [u], segue que, [u] deve ser igual à x1 ou igual à x2. Assim, os únicos
elementos [u]h ∈ J1, onde [u] ∈ A2, são os elementos no qual [u] tem grau total 1. Ou
seja, [B]h[B] ̸∈ J1.

■

Teorema 3.4.4. O posto combinatório κ(u+
q (A2)) = 2.

Demonstração. Já temos que J1 = ⟨xt
1, x

t
2⟩, e pelo corolário anterior temos que [B]hB ̸∈ J1.

Então, basta mostrarmos que [x1, x2]t = [B]t ∈ J2.
Pela equação (3.3) temos que ∆([B]t) = [B]t ⊗ 1 + gt

12 ⊗ [B]t +
∑

j

γyjgz ⊗ zj, como

[B]t ∈ I e I é uma subálgebra de Hopf necessariamente yj ou zj ∈ {xt
1, x

t
2}, logo todo

termo que depende de j na expressão de ∆([B]t) é zero em J
J1

, então [B]t é skew-primitivo
em J

J1
, isso significa que [B]t ∈ J2. Como não há mais elementos para avaliarmos em J ,

segue que J2 = J , logo κ(u+
q (A2)) = 2.

■
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Capítulo 4

Posto combinatório do grupo
quântico de tipo A3

Neste capítulo iremos mostrar que o posto combinatório κ(u+
q (A3)) = 2.

4.1 Quantizações de tipo A3

Seja A3 a álgebra de Lie simples associada à matriz de Cartan
2 −1 0

−1 2 −1
0 −1 2

 .

Pela Definição 2.6.2 concluímos que d1 = d2 = d3 = 1, e então os parâmetros de
quantização são dados por

p11 = p22 = p33 = q,

p12p21 = p23p32 = q−1, (4.1)
p13p31 = q0 = 1.

Portanto, temos que a álgebra de Hopf U+
q (A3) é gerada por x1, x2, x3 e g1, g2, g3 e

definida pelas seguintes relações de Serre:

[x1, [x1, x2]] = [[x1, x2], x2] = [x1, x3] = [x2, [x2, x3]] = [[x2, x3], x3] = 0, (4.2)

com skew-comutador (2.2) e parâmetros de quantização dados acima.

Notação 4.1.1. Para facilitar na demonstração da proposição a seguir e no desenvolvi-
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mento deste capítulo usaremos a seguinte notação:

[A] = x1,

[B] = [x1, x2],
[C] = [x1, [x2, x3]],
[D] = x2,

[E] = [x2, x3],
[F ] = x3.

Proposição 4.1.2. O conjunto de todas hiper-letras duras em U+
q (A3) é dado por

A3 = {x1, [x1, x2], [x1, [x2, x3]], x2, [x2, x3], x3}.

Demonstração. Note que [A] > [B] > [C] > [D] > [E] > [F ] . Seguindo a Proposição
2.3.15 teremos 15 possíveis pares [u], [v] em U+

q (A3) para serem avaliados. Observe que
[[A], [D]]=[B], [[A], [E]]=[C] e [[D], [F]]=[E], logo vale o item (iii) da proposição para
esses pares. Ainda, [[A], [B]]=[[A], [F]]=[[B], [D]]=[[D], [E]]=[[E], [F]]=0 são as relações
de Serre, logo vale o item (ii) da proposição. Temos também que, [[B], [E]], [[B], [F]] e
[[C], [F]] não são hiper-letras standards pelo item (iii) da Definição 2.3.4, assim satisfaz
o item (i) da Proposição 2.3.15. E por fim, pela Proposição 2.3.12, os casos [[A], [C]],
[[B], [C]], [[C], [D]] e [[C], [E]] não são hiper-letras duras, pois as palavras associativas
correspondentes são combinações lineares de palavras menores de mesmo grau, e assim,
vale o item (ii) da Proposição 2.3.15. Vejamos este último fato:

Expandindo as relações de Serre (4.2) obtemos:

x2
1x2 = p12(1 + p11)x1x2x1 − p11p

2
12x2x

2
1, (4.3)

x1x
2
2 = p12(1 + p22)x2x1x2 − p2

12p22x
2
2x1, (4.4)

x1x3 = p13x3x1, (4.5)
x2

2x3 = p23(1 + p22)x2x3x2 − p22p
2
23x3x

2
2, (4.6)

x2x
2
3 = p23(1 + p33)x3x2x3 − p2

23p33x
2
3x2. (4.7)

Note que, pela equação (4.3), a palavra associativa AC = x2
1x2x3 pode ser escrita

como, AC = (p12(1 + p11)x1x2x1 − p11p
2
12x2x

2
1)x3 = p12(1 + p11)x1x2x1x3 − p11p

2
12x2x

2
1x3.

Pelas equações (4.3) e (4.6), temos que

0 = (x2
1x2)x2x3 − x2

1(x2
2x3)

= p12(1 + p11)x1x2x1x2x3 − p11p
2
12x2x

2
1x2x3 − p23(1 + p22)x2

1x2x3x2 + p22p
2
23x

2
1x3x

2
2.

Assim, a palavra associativa BC = x1x2x1x2x3 pode ser escrita como, p12(1 + p11)BC =
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p11p
2
12x2x

2
1x2x3 +p23(1+p22)x2

1x2x3x2 −p22p
2
23x

2
1x3x

2
2. Ainda, pelas equações (4.3) e (4.5),

p12(1+p11)BC = p11p
2
12x2x

2
1x2x3+p23p

2
12p11(1+p22)x2x

2
1x2x3−p23p21(1+p22)2x1x2x1x3x2−

p13p22p
2
23x1x3x1x

2
2.

Pelas equações (4.4) e (4.6) temos que,

0 = x1(x2
2x3) − (x1x

2
2)x3

= p23(1 + p22)x1x2x3x2 − p22p
2
23x1x3x

2
2 − p12(1 + p22)x2x1x2x3 + p2

12p22x
2
2x1x3.

Assim, a palavra associativa CD = x1x2x3x2 pode ser escrita como,

p23(1 + p22)CD = p22p
2
23x1x3x

2
2 + p12(1 + p22)x2x1x2x3 − p2

12p22x
2
2x1x3.

Temos também que,

0 = x1(x2
2x3)x3 − (x1x

2
2)x2

3

= p23(1 + p22)x1x2x3x2x3 − p22p
2
23x1x3x

2
2x3 − p12(1 + p22)x2x1x2x

2
3 + p2

12p22x
2
2x1x

2
3.

Assim, a palavra associativa CE = x1x2x3x2x3 pode ser escrita como,

p23(1 + p22)CE = p22p
2
23x1x3x

2
2x3 + p12(1 + p22)x2x1x2x

2
3 − p2

12p22x
2
2x1x

2
3.

Portanto, pela Proposição 2.3.15, A3 inclui todas as hiper-letras duras em U+
q (A3).

■

Note que, pela Definição 2.3.8 temos,

p[A][A] = p11 = q,

p[B][B] = p11p12p21p22 = qq−1q = q,

p[C][C] = p11p22p33p12p21p13p31p23p32 = q3q−2 = q,

p[D][D] = p22 = q,

p[E][E] = p22p23p32p33 = qq−1q = q,

p[F ][F ] = p33 = q.

O teorema a seguir pode ser demonstrado seguindo o mesmo processo feito para provar o
Teorema 3.1.4.

Teorema 4.1.3. Se q não é uma raiz primitiva da unidade, então os valores em U+
q (A3)

dos elementos de A3 = {x1, [x1, x2], [x1, [x2, x3]], x2, [x2, x3], x3} formam um conjunto de
geradores PBW para U+

q (A3) sobre KG, no qual cada elemento possui altura infinita.

Observação 4.1.4. Pelo Teorema 2.4.3 e pela Proposição 4.1.2, temos que se q tem ordem
multiplicativa finita t, então os valores dos elementos de A3 em u+

q (A3) e U+
q (A3) formam
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um conjunto de geradores PBW para u+
q (A3) e U+

q (A3) sobre KG. Ainda, a altura de [u]
é igual a t em u+

q (A3) e infinita em U+
q (A3), para todo [u] ∈ A3.

Note que estas bases de geradores PBW são bases convexas formadas por hiper-letras
duras para U+

q (A3) e u+
q (A3), e como já dito as bases com estas propriedades são únicas.

4.2 Coproduto

Como U+
q (A3) é uma subálgebra de Hopf de G ⟨X⟩ utilizaremos a estrutura de álgebra

de Hopf dada em (2.1).

Teorema 4.2.1. As fórmulas explícitas do coproduto para os elementos da base PBW
convexa em U+

q (A3) são:

∆(x1) = x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1,

∆([B]) = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β1x1g2 ⊗ x2,

∆([C]) = [C] ⊗ 1 + g123 ⊗ [C] + β1x1g23 ⊗ [E] + β1[B]g3 ⊗ x3,

∆(x2) = x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2,

∆([E]) = [E] ⊗ 1 + g23 ⊗ [E] + β1x2g3 ⊗ x3,

∆(x3) = x3 ⊗ 1 + g3 ⊗ x3.

Demonstração. Os coprodutos dos elementos [A] = x1, [D] = x2 e [F ] = x3 saem dire-
tamente da definição. Ainda, a fórmula explicita do coproduto de [B] foi demonstrada
no Teorema 3.2.2. Assim, basta calcularmos apenas os coprodutos de [C] e [E]. Note
que para o caso do elemento [E] seu coproduto é calculado de forma análoga ao que foi
calculado para o elemento [B] no Teorema 3.2.2, bastando apenas a mudança de índice,
uma vez que puu = q para todo elemento em A3. Por fim, temos que

∆([C]) = ∆(x1)∆([E]) − p12p13∆([E])∆(x1)
= (x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1)([E] ⊗ 1 + g23 ⊗ [E] + β1x2g3 ⊗ x3)
− p12p13([E] ⊗ 1 + g23 ⊗ [E] + β1x2g3 ⊗ x3)(x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1)
= (x1[E] − p12p13[E]x1) ⊗ 1 + (x1g23 − p12p13g23x1) ⊗ [E]
+ β1(x1x2g3 − p12p13x2g3x1) ⊗ x3 + (g1[E] − p12p13[E]g1) ⊗ x1

+ g123 ⊗ (x1[E] − p12p13[E]x1) + β1(g1x2g3 ⊗ x1x3 − p12p13x2g3g1 ⊗ x3x1)
= (x1[E] − p12p13[E]x1) ⊗ 1 + (1 − p12p21p13p31)x1g23 ⊗ [E]
+ β1(x1x2g3 − p12p13p31x2x1g3) ⊗ x3 + (p12p13 − p12p13)[E]g1 ⊗ x1

+ g123 ⊗ (x1[E] − p12p13[E]x1) + p12β1x2g1g3 ⊗ (x1x3 − p13x3x1)
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= [C] ⊗ 1 + g123 ⊗ [C] + β1x1g23 ⊗ [E] + β1[B]g3 ⊗ x3.

■

Corolário 4.2.2. Os únicos geradores PBW de U+
q (A3) que são skew-primitivos são x1,

x2 e x3.

4.3 Skew-primitivos

Teorema 4.3.1. Se q não é uma raiz da unidade, os únicos skew-primitivos homogêneos
de U+

q (A3) são x1, x2 e x3. Se qt = 1, os únicos skew-primitivos de U+
q (A3) serão x1, x2,

x3, xt
1, xt

2 e xt
3.

Demonstração. Pelo Lema 2.4.4 os possíveis skew-primitivos homogêneos são da forma
T = α[u]h +

∑
i

αiwi, onde [u] é uma hiper-letra dura e wi são palavras em hiper-letras

menores que [u], com o mesmo grau de [u]hu . Se puu não é uma raiz primitiva da unidade
então h = 1, se puu é uma raiz primitiva da unidade então h = 1 ou h = hu = t, no qual
hu é a ordem multiplicativa de puu = q.

Se [u] = x1 teremos que T = αxh
1 , pois não existem palavras menores que x1 com

grau (1,0,0). Se [u] = [x1, x2], teremos 4 hiper-letras menores que [u], [C], [D], [E] e [F ],
assim wi = xn1

3 [x2, x3]n2xn3
2 [x1, [x2, x3]]n4 , logo o grau (h, h, 0) de [u]h deve ser igual ao

grau (n4, n2 + n3 + n4, n1 + n2 + n4) de wi, como cada ni é um inteiro positivo, segue
que T = α[B]h. Seguindo esse mesmo processo para os demais elementos teremos que os
possíveis skew-primitivos homogêneos são múltiplos de elementos da forma [u]h.

Se q não é uma raiz primitiva da unidade, puu também não será, então temos que
h = 1, e pelo Corolário 4.2.2 temos que os únicos skew-primitivos de U+

q (A3) são x1, x2 e
x3.

Se q é uma t-ésima raiz primitiva da unidade, puu também será, então h = 1 ou
h = t, para h = 1 temos que x1, x2 e x3 são skew-primitivos, se h = t, tomamos [u] = xi,
i = {1, 2, 3}, então pelo Lema 3.3.1 temos que [t]pii

= 0. Portanto, ∆(xt
i) = xt

i ⊗1+gt
i ⊗xt

i,
assim xt

1, xt
2 e xt

3 também são skew-primitivos.
Outro possível skew-primitivo homogêneo é [u]t = [B]t. Temos pelo Teorema 4.2.1

que ∆([B]) = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β1x1g2 ⊗ x2, note que ∆([B]n) =
∑

u1u2 . . . un, com
ui ∈ {[B] ⊗ 1, g12 ⊗ [B], β1x1g2 ⊗ x2}, 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N. Assim, temos que,

∆([B]n) = [B]n ⊗ 1 + gn
12 ⊗ [B]n + (β1x1g2)n ⊗ xn

2 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj

= [B]n ⊗ 1 + gn
12 ⊗ [B]n + βn

1 p
n(n−1)

2
21 xn

1g
n
2 ⊗ xn

2 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj, (4.8)
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onde o grau de yj mais o grau de zj é igual ao grau de [B]n. Note que, [B]n não será
skew-primitivo para nenhum n, em particular para n = t, pois o terceiro termo de seu
coproduto nunca irá se anular já que não existirá nenhum outro termo na soma que tenha
xn

2 no fundo do tensor.
Ainda, temos que

∆([C]n) = [C]n ⊗ 1 + gn
123 ⊗ [C]n + βn

1 (p21p31)
n(n−1)

2 xn
1g

n
23 ⊗ [E]n +

∑
j

γyjgz ⊗ zj, (4.9)

∆([E]n) = [E]n ⊗ 1 + gn
23 ⊗ [E]n + βn

1 p
n(n−1)

2
32 xn

2g
n
3 ⊗ xn

3 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj. (4.10)

Pelos mesmos argumentos feitos para o elemento [B], concluímos que [C]t e [E]t não
são skew-primitivos. Assim, os únicos skew-primitivos homogêneos para U+

q (A3), quando
qt = 1, são x1, x2, x3, xt

1, xt
2 e xt

3.
■

4.4 Posto combinatório

Nesta seção consideraremos qt = 1, t ≥ 2.

Proposição 4.4.1. Os elementos [u]h são skew-centrais em U+
q (A3), onde [u] ∈ A3 e h

é a altura de [u] em u+
q (A3).

Demonstração. Pela Observação 4.1.4, temos que a altura em u+
q (A3) dos geradores PBW

de U+
q (A3) é h = t para todo elemento [u] ∈ A3.

Para mostrarmos que os elementos [u]h são skew-centrais, precisamos provar que
[u]hxi = αixi[u]h, para 1 ≤ i ≤ 3.

Note que, como as relações de Serre (3.2) de U+
q (A2) valem em U+

q (A3), não será
necessário mostrarmos que [u]hxi = αixi[u]h, para 1 ≤ i ≤ 2 e [u] = {[A], [B], [D]}.

Tome [u] = [A] = x1, pelas relações de Serre (4.2), temos que [x1, x3] = 0, logo pela
relação (2.5), [xh

1 , x3] = [x1, [x1, [. . . , [x1, x3] . . . ]]] = 0. Portanto, xh
1x3 = ph

13x3x
h
1 .

No caso [u] = [B] = [x1, x2], temos que pela relação (2.5),

[[B]h, x3] = [[B], [[B], [. . . , [[B], [[B], x3]] . . . ]]] = [[B], [[B], [. . . , [[B], [[x1, x2], x3]] . . . ]]]
= [[B], [[B], [. . . , [[B], [C]] . . . ]]].

Pela Observação 2.5.5 temos que dados dois elementos [u], [v], com [u] > [v], em uma base
convexa, [[u], [v]] = ∑[wi], tal que [wi] = [wi1 ] . . . [wik

], onde [u] > [wij
] > [v], e cada [wij

]
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pertence a base PBW. Portanto, como não há elementos na base PBW entre [B] e [C]
segue que [[B], [C]] = 0. Assim, [[B]h, x3] = 0. Logo, [B]hx3 = ph

13p
h
23x3[B]h.

Se [u] = [C] = [x1, [x2, x3]], temos que [x1, [C]] = 0 pela Observação 2.2.12 e relações
de Serre (4.2), pois

[x1, [C]] = [x1, [x1, [x2, x3]]] = [x1, [[x1, x2], x3]] = [[x1, [x1, x2]], x3] = 0.

Assim, [x1, [C]h] = 0, e então x1[C]h = ph
11p

h
12p

h
13[C]hx1. Temos também, pela Observação

2.5.5, que [[C], x2] = 0, então [[C]h, x2] = 0, e assim, [C]hx2 = ph
12p

h
22p

h
32x2[C]h. Ainda,

pelas mesmas relações anteriores, temos que [[C], x3] = 0, pois

[[C], x3] = [[x1, [x2, x3]], x3] = [x1, [[x2, x3], x3]] = 0.

Portanto, [[C]h, x3] = 0, e [C]hx3 = ph
13p

h
23p

h
33x3[C]h.

Se [u] = [D] = x2, pelas relações de Serre temos que [x2, [x2, x3]] = 0, assim,
[xh

2 , x3] = [x2, [x2, [. . . , [x2, [x2, x3]] . . . ]]] = 0. Portanto, xh
2x3 = ph

23x3x
h
2 .

Para [u] = [E] = [x2, x3], temos, pela Observação 2.5.5, que [[C], [E]] = αxn
2 , mas

como não é possível o grau (0, n, 0) de xn
2 ser igual ao grau (1, 2, 2) de [[C], [E]], teremos

que [[C], [E]] = 0. Assim,

[x1, [E]h] = [[. . . [[x1, [E]], [E]], . . . ], [E]] = [[. . . [[C], [E]], . . . ], [E]] = 0.

Portanto, x1[E]h = ph
12p

h
13[E]hx1.

Temos também, pelas relações de Serre, que [x2, [E]] = 0, logo [x2, [E]h] = 0, assim,
x2[E]h = ph

22p
h
23[E]hx2. Ainda, temos que [[E], x3] = 0, o que implica que [[E]h, x3] = 0, e

assim, [E]hx3 = ph
23p

h
33x3[E]h.

Por fim, se [u] = [F ] = x3, temos pelas relações de Serre que [x1, x
h
3 ] = 0, logo

x1x
h
3 = ph

13x
h
3x1. Temos, também, que [[x2, x3], x3] = 0, assim [x2, x

h
3 ] = 0, e então

x2x
h
3 = ph

23x
h
3x2. E claramente, xh

3x3 = x3x
h
3 .

■

A partir do resultado mostrado acima e pela Proposição 2.7.3, temos que o conjunto
J = ker(φ) será gerado por elementos skew-centrais [u]h de U+

q (A3). E ainda, pelo [3,
Theorem 4.15] temos que novamente que I é uma subálgebra de Hopf, tal que I é a
subálgebra gerada pelos elementos skew-centrais de U+

q (A3).

Teorema 4.4.2. O posto combinatório κ(u+
q (A3)) = 2.

Demonstração. Pelo Teorema 4.3.1 os únicos elementos skew-primitivos em J ⊆ U+
q (A3)

são xt
1, xt

2 e xt
3. Logo, J1 = ⟨xt

1, x
t
2, x

t
3⟩. Ainda, fazendo um processo análogo ao que foi

feito no Corolário 3.4.3 para A3, podemos concluir que os elementos [u]h não pertencem
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à J1 para todo [u] ̸= xi , onde [u] ∈ A3, isto é, [B]t, [C]t e [E]t ̸∈ J1 . Portanto, basta
mostrarmos que [B]t, [C]t e [E]t pertencem a J2.

Note que, pelas equações (4.8), (4.9) e (4.10), o coproduto de [B]t, [C]t e [E]t são da
forma:

∆([u]t) = [u]t ⊗ 1 + gt
u ⊗ [u]t +

∑
j

γyjgz ⊗ zj.

Pelo fato de I ser uma subálgebra de Hopf de U+
q (A3), temos que necessariamente yj ou

zj ∈ {xt
1, x

t
2, x

t
3}, pois [B]t, [C]t e [E]t têm grau total 2t ou 3t, e como todos elementos

possuem altura t, segue que sempre existirá um fator xt
i em yj ou zj . Logo, todo termo

que depende de j na expressão de ∆([u]t) é zero em J
J1

, então [B]t, [C]t e [E]t são skew-
primitivos em J

J1
, isso significa que [B]t, [C]t e [E]t ∈ J2. Como não há mais elementos

para avaliarmos em J , segue que J2 = J , logo κ(u+
q (A3)) = 2.

■
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Capítulo 5

Posto combinatório do grupo
quântico de tipo B2

Neste capítulo iremos mostrar que o posto combinatório κ(u+
q (B2)) = 2.

5.1 Quantizações de tipo B2

Seja B2 a álgebra de Lie simples associada à matriz de Cartan 2 −1
−2 2

 .

Pela Definição 2.6.2 concluímos que d1 = 2 e d2 = 1, e então os parâmetros de
quantização são dados por

p11 = q2,

p22 = q, (5.1)
p12p21 = q−2.

Portanto, temos que a álgebra de Hopf U+
q (B2) é gerada por x1, x2 e g1, g2 e definida

pelas seguintes relações de Serre:

[x1, [x1, x2]] = [[[x1, x2], x2], x2] = 0, (5.2)

com skew-comutador (2.2) e parâmetros de quantização dados acima.

Notação 5.1.1. Para facilitar na demonstração da proposição a seguir e no desenvolvi-
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mento deste capítulo usaremos a seguinte notação:

[A] = x1,

[B] = [x1, x2],
[C] = [[x1, x2], x2],
[D] = x2.

Proposição 5.1.2. O conjunto de todas hiper-letras duras em U+
q (B2) é dado por

B2 = {x1, [x1, x2], [[x1, x2], x2], x2}.

Demonstração. Note que [A] > [B] > [C] > [D] . Seguindo a Proposição 2.3.15 teremos
6 possíveis pares [u], [v] em U+

q (B2) para serem avaliados. Observe que [[A], [D]]=[B] e
[[B], [D]]=[C], logo vale o item (iii) da proposição para esses pares. Ainda, [[A], [B]]=[[C],
[D]]=0 são as relações de Serre, logo vale o item (ii) da proposição. E por fim, pela
Proposição 2.3.12, os casos [[A], [C]] e [[B], [C]] não são hiper-letras duras, pois as palavras
associativas correspondentes são combinações lineares de palavras menores de mesmo
grau, e assim, vale o item (ii) da Proposição 2.3.15.

Expandindo as relações de Serre (5.2) obtemos:

x2
1x2 = p12(1 + p11)x1x2x1 − p11p

2
12x2x

2
1, (5.3)

x1x
3
2 = p12(1 + p22 + p2

22)x2x1x
2
2 − p2

12p22(1 + p22 + p2
22)x2

2x1x2 + p3
12p

3
22x

3
2x1. (5.4)

Note que, pela equação (5.3), a palavra associativa AC = x2
1x

2
2 pode ser escrita como,

AC = (p12(1 + p11)x1x2x1 − p11p
2
12x2x

2
1)x2 = p12(1 + p11)x1x2x1x2 − p11p

2
12x2x

2
1x2.

Como x1(x1x
3
2) − (x2

1x2)x2
2 = 0, pelas duas equações anteriores temos que

p12(p22 + p2
22 − p11)BC = p2

12p22(1 + p22 + p2
22)x1x

2
2x1x2 − p3

12p
3
22x1x

3
2x1 − p11p

2
12x2x

2
1x

2
2.

Portanto, pela Proposição 2.3.15, B2 inclui todas as hiper-letras duras em U+
q (B2).

■

Note que, pela Definição 2.3.8 temos,

p[A][A] = p11 = q2,

p[B][B] = p11p12p21p22 = q2q−2q = q,

p[C][C] = p11p
2
12p

2
21p

4
22 = q2q−4q4 = q2,

p[D][D] = p22 = q.

O teorema a seguir pode ser demonstrado seguindo o mesmo processo feito para provar o
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Teorema 3.1.4.

Teorema 5.1.3. Se q não é uma raiz primitiva da unidade, então os valores em U+
q (B2)

dos elementos de B2 = {x1, [x1, x2], [[x1, x2], x2], x2} formam um conjunto de geradores
PBW para U+

q (B2) sobre KG, no qual cada elemento possui altura infinita.

Observação 5.1.4. Pelo Teorema 2.4.3 e pela Proposição 5.1.2, temos que se q tem ordem
multiplicativa finita t, então os valores em u+

q (B2) e U+
q (B2) dos elementos de B2 formam

um conjunto de geradores PBW para u+
q (B2) e para U+

q (B2) sobre KG. Ainda, altura de
[u] em u+

q (B2) é h = t para [u] = {[B], [D]}, e h = t ou h = t
2 para [u] = {[A], [C]}. Além

disso, a altura de [u] em U+
q (B2) é infinita.

Estas bases de geradores PBW são bases convexas formadas por hiper-letras duras
para U+

q (B2) e u+
q (B2), e portanto são únicas.

5.2 Coproduto

Como U+
q (B2) é uma subálgebra de Hopf de G ⟨X⟩ utilizaremos a estrutura de álgebra

de Hopf dada em (2.1).

Teorema 5.2.1. As fórmulas explícitas do coproduto para os elementos da base PBW
convexa em U+

q (B2) são:
∆(x1) = x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1,

∆([B]) = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β2x1g2 ⊗ x2,

∆([C]) = [C] ⊗ 1 + g122 ⊗ [C] + qβ2[B]g2 ⊗ x2 + β1β2x1g
2
2 ⊗ x2

2,

∆(x2) = x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2.

Demonstração. Os coprodutos dos elementos [A] = x1 e [D] = x2 saem diretamente da
definição. Ainda, a fórmula explicita do coproduto de [B] foi demonstrada no Teorema
3.2.2, alterando apenas o parâmetro de quantização p12p21. Assim, basta calcularmos o
coproduto de [C].

∆([C]) = ∆([B])∆(x2) − p12p22∆(x2)∆([B])
= ([B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β2x1g2 ⊗ x2)(x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2)
− p12p22(x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2)([B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β2x1g2 ⊗ x2)
= ([B]x2 − p12p22x2[B]) ⊗ 1 + (1 − p12p21p

2
22)[B]g2 ⊗ x2

+ (p12p22x2g12 − p12p22x2g12) ⊗ [B] + g122 ⊗ ([B]x2 − p12p22x2[B])
+ β2p22(x1x2 − p12x2x1)g2 ⊗ x2 + β2(x1g

2
2 − p12p21p22x1g

2
2) ⊗ x2

2
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= [C] ⊗ 1 + g122 ⊗ [C] + qβ2[B]g2 ⊗ x2 + β1β2x1g
2
2 ⊗ x2

2.

■

Corolário 5.2.2. Os únicos geradores PBW de U+
q (B2) que são skew-primitivos são x1

e x2.

5.3 Skew-primitivos

Teorema 5.3.1. Se q não é uma raiz da unidade, os únicos skew-primitivos homogêneos
de U+

q (B2) são x1 e x2. Se qt = 1, os únicos skew-primitivos de U+
q (B2) serão x1, x2, xh1

1

e xh2
2 .

Demonstração. Pelo Lema 2.4.4 os possíveis skew-primitivos homogêneos são da forma
T = α[u]h +

∑
i

αiwi, onde [u] é uma hiper-letra dura e wi são palavras em hiper-letras

menores que [u], com o mesmo grau de [u]hu . Se puu não é uma raiz primitiva da unidade
então h = 1, se puu é uma raiz primitiva da unidade então h = 1 ou h = hu, no qual hu é
a ordem multiplicativa de puu.

Se [u] = x1 teremos que T = αxh
1 , pois não existem palavras menores que x1 com

grau (1,0). Se [u] = [x1, x2], teremos 2 hiper-letras menores que [u], [C] e [D], assim
wi = xn1

2 [[x1, x2], x2]n2 , logo o grau (h, h) de [u]h deve ser igual ao grau (n2, n1 + 2n2)
de wi, como cada ni é um inteiro positivo, segue que T = α[B]h. Seguindo esse mesmo
processo para os demais elementos teremos que os possíveis skew-primitivos homogêneos
são múltiplos de elementos da forma [u]h.

Se q não é uma raiz primitiva da unidade, puu também não será, então temos que
h = 1, logo pelo Corolário 5.2.2 temos que os únicos skew-primitivos de U+

q (B2) são x1 e
x2.

Se q é uma t-ésima raiz primitiva da unidade, puu terá ordem multiplicativa t ou t
2 ,

isto é, puu também será uma raiz primitiva da unidade, então pelo Lema 2.4.4, h = 1 ou
h = hu. Para h = 1 temos que x1 e x2 são skew-primitivos. Consideramos agora h = hu,
se [u] = xi, i = {1, 2}, pelo Lema 3.3.1, temos que ∆(xhi

i ) = xhi
i ⊗1+ghi

i ⊗xhi
i , e portanto

xh1
1 e xh2

2 também são skew-primitivos.
Outro possível skew-primitivo homogêneo é [u]hu = [B]hB . Temos pelo Teorema 5.2.1

que ∆([B]) = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β2x1g2 ⊗ x2, assim,

∆([B]n) = [B]n ⊗ 1 + gn
12 ⊗ [B]n + βn

2 p
n(n−1)

2
21 xn

1g
n
2 ⊗ xn

2 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj, (5.5)

onde o grau de yj mais o grau de zj é igual ao grau de [B]n. Note que [B]n não será
skew-primitivo para nenhum valor de n, pois o terceiro termo de seu coproduto, termo
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claramente não nulo, nunca irá se anular já que não existirá nenhum outro termo na soma
que tenha xn

2 no fundo do tensor.
Ainda, temos que

∆([C]n) = [C]n ⊗ 1 + gn
122 ⊗ [C]n + βn

1 β
n
2 p

n(n−1)
21 xn

1g
2n
2 ⊗ x2n

2 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj. (5.6)

Pelos mesmos argumentos feitos para o elemento [B]n, temos que [C]n não será skew-
primitivo. Assim, os únicos skew-primitivos homogêneos para U+

q (B2), quando qt = 1,
são x1, x2, xh1

1 e xh2
2 .

■

5.4 Posto combinatório

Nesta seção consideraremos qt = 1, t ≥ 3.

Proposição 5.4.1. Os elementos [u]h são skew-centrais em U+
q (B2), onde [u] ∈ B2 e h

é a altura de [u].

Demonstração. Para mostrarmos que os elementos [u]h são skew-centrais, precisamos pro-
var que [u]hxi = αixi[u]h, para 1 ≤ i ≤ 2.

Tome [u] = [A] = x1, obviamente xh
1x1 = x1x

h
1 . Pela relação (2.5), temos que

[xh
1 , x2] = [x1, [x1, . . . , [x1, [x1, x2]] . . . ]] , e pelas relações de Serre (5.2), temos [x1, [x1, x2]] =

0, assim xh
1x2 = ph

12x2x
h
1 .

No caso [u] = [B] = [x1, x2], temos que, pelas relações de Serre, [x1, [B]] = 0, assim
pela relação (2.4), [x1, [B]h] = [[. . . [x1, [B]], . . . ], [B]] = 0, portanto x1[B]h = ph

11p
h
12[B]hx1.

Ainda, pela Observação 2.5.5, temos que [[B], [C]] = 0, assim

[[B]h, x2] = [[B], [. . . , [[B], [[B], x2]] . . . ]] = [[B], [. . . , [[B], [C]] . . . ]] = 0,

logo [B]hx2 = ph
12p

h
22x2[B]h.

Se [u] = [C] = [[x1, x2], x2], temos pela Observação 2.5.5 que, [x1, [C]] = α[B]2. Ainda,
pelo item (i) da Proposição 2.2.11 temos que,

[[x1, [C]], [C]] =[α[B]2, [C]] = α[[B][B], [C]]
=α[B][[B], [C]] + αp11p

2
22p

2
12p21[[B], [C]][B] = 0.

Portanto, [x1, [C]h] = 0, e então, x1[C]h = ph
11p

2h
12 [C]hx1. Ainda, como [[C], x2] = 0, temos

que [[C]h, x2] = 0, e assim, [C]hx2 = ph
12p

2h
22x2[C]h.

Por fim, [u] = [D] = x2, pelas relações já utilizadas, temos que

[x1, x
h
2 ] = [[. . . [[[x1, x2], x2], x2], . . . ], x2] = 0,
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assim x1x
h
2 = ph

12x
h
2x1. E ainda, xh

2x2 = x2x
h
2 .

■

A partir do resultado mostrado acima e pela Proposição 2.7.3, temos que o conjunto
J = ker(φ) será gerado por elementos skew-centrais [u]h de U+

q (B2). E ainda, pelo [3,
Theorem 4.15], temos que I é uma subálgebra de Hopf, tal que I é a subálgebra gerada
pelos elementos skew-centrais de U+

q (B2).

Teorema 5.4.2. O posto combinatório κ(u+
q (B2)) = 2.

Demonstração. Pela Observação 5.1.4, se t for ímpar, temos que a altura dos geradores
PBW de U+

q (B2) é h = t para todo [u] ∈ B2, se t for par, então h = t para [u] = {[B], [D]}
e h = t

2 para [u] = {[A], [C]}.
Pelo Teorema 5.3.1, temos que os elementos [u]t são skew-primitivos de J , para todo

[u] ∈ B2 de grau total igual à 1, assim [u]h ∈ J1. Ainda, fazendo um processo análogo
ao que foi feito no Corolário 3.4.3 para B2, podemos concluir que os elementos [u]h não
pertencem à J1 para todo [u] ̸= xi , onde [u] ∈ B2, isto é, [B]hB e [C]hC ̸∈ J1 .

Além disso, vimos que o coproduto dos elementos [u] = {[B], [C]}, são da seguinte
forma:

∆([u]) = [u] ⊗ 1 + g[u] ⊗ [u] +
∑

j

αvjgw ⊗ wj,

no qual o grau de vj mais o grau de wj é igual ao grau de [u], para todo índice j fixado.
Como ∆ é multiplicativo, temos que

∆([u]h) = [u]h ⊗ 1 + gh
[u] ⊗ [u]h +

∑
j

γyjgz ⊗ zj,

onde o grau de yj mais o grau de zj é igual ao grau de [u]h.
Portanto, se t for ímpar, temos, pelo fato dos elementos [u]h gerarem uma subálgebra

de Hopf de U+
q (B2), que necessariamente yj ou zj ∈ {xt

1, x
t
2}. Logo, todo termo que

depende de j na expressão de ∆([u]h) é zero em J
J1

, então [B]t e [C]t são skew-primitivos
em J

J1
, isso significa que [B]t e [C]t ∈ J2. Como não há mais elementos para avaliarmos

em J , se t for ímpar, segue que J2 = J .
E se t for par, temos que a altura de [B] é hB = t e a altura de [C] é hC = t

2 . Então,
pelo coproduto de [u]h, temos que a soma do grau de yj e de zj deve ser igual ao grau
total de [u]h. Portanto, se [u] = [B], temos que o grau de yj mais o grau de zj deve ser
igual a (t, t), logo temos as seguintes possibilidades:

Se (t, t) = ( t
2 ,

t
2) + ( t

2 ,
t
2), então yj = [v1]

t
2 , zj = [v2]

t
2 , com v1 e v2 tendo grau total 2.

O que não é possível, pois o único elemento de grau total igual a 2 em B2 é o próprio
[B] que tem altura t, ou seja, yj e zj ̸∈ I neste caso, e como vimos na Observação 3.4.2,
temos que yj e zj ∈ I, pois I é uma subálgebra de Hopf.
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Para (t, t) = (t, t
2) + (0, t

2), note que esse caso não irá ocorrer, pois para isso precisa-
ríamos que yj = [v1]t[v2]

t
2 , zj = [v3]

t
2 , onde v3 = x2, mas como a altura de x2 é t segue que

zj ̸∈ I, o que não pode ocorrer pelo mesmo argumento anterior. O mesmo ocorre para o
caso (t, t) = (0, t

2) + (t, t
2).

Se (t, t) = ( t
2 , t) + ( t

2 , 0), então yj = [v1]
t
2 [v2]t, zj = [v3]

t
2 , onde v1, v2 e v3 tem grau

total 1, isto é, v1 = v3 = x1 e v2 = x2, pois são os únicos elementos que satisfazem yj e
zj ∈ I. O caso (t, t) = ( t

2 , 0) + ( t
2 , t) é equivalente.

Se (t, t) = (t, 0) + (0, t), então yj = [v1]t, zj = [v2]t, onde v1 tem grau total 2 e v2 tem
grau total 1, ou seja, v1 = x2

1 e v2 = x2. O caso (t, t) = (0, t) + (t, 0) é equivalente.
Como em todas as possibilidades, ou yj ou zj ∈ {xh1

1 , x
h2
2 }, temos que todo termo que

depende de j na expressão de ∆([B]t) é zero em J
J1

, então [B]t é skew-primitivo em J
J1

,
isso significa que [B]t ∈ J2.

Para [u] = [C], temos que o grau de yj mais o grau de zj deve ser igual a ( t
2 , t), logo

temos as seguintes possibilidades:
Se ( t

2 , t) = ( t
2 ,

t
2) + (0, t

2) e então yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 , onde v1 tem grau total 2 e v2

tem grau total 1, como o único elemento que possui grau total igual a 2 é [B] e a altura
deste elemento é t, segue que este caso não é possível. O caso ( t

2 , t) = (0, t
2) + ( t

2 ,
t
2) é

equivalente.
Se ( t

2 , t) = ( t
2 , 0) + (0, t) e então yj = [v1]

t
2 , zj = [v2]t, onde v1 e v2 têm grau total 1,

ou seja, v1 = x1 e v2 = x2. O caso ( t
2 , t) = (0, t) + ( t

2 , 0) é equivalente.
Assim, em todas as possibilidades temos que yj ou zj é igual à xhi

i , logo todo termo
que depende de j na expressão de ∆([C] t

2 ) é zero em J
J1

, então [C] t
2 é skew-primitivo em

J
J1

, isso significa que [C] t
2 ∈ J2.

Como não há mais elementos para avaliarmos em J , para t par, segue que J2 = J .
Portanto, κ(u+

q (B2)) = 2.
■
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Capítulo 6

Posto combinatório do grupo
quântico de tipo B3

Neste capítulo iremos mostrar que o posto combinatório k(u+
q (B3)) = 3.

6.1 Quantizações de tipo B3

Seja B3 a álgebra de Lie simples associada à matriz de Cartan
2 −1 0

−1 2 −1
0 −2 2

 .

Pela Definição 2.6.2 concluímos que d1 = d2 = 2 e d3 = 1, e então os parâmetros de
quantização são dados por

p11 = p22 = q2,

p33 = q, (6.1)
p12p21 = p23p32 = q−2,

p13p31 = q0 = 1.

Portanto, temos que a álgebra de Hopf U+
q (B3) é gerada por x1, x2, x3 e g1, g2, g3 e

definida pelas seguintes relações de Serre:

[x1, [x1, x2]] = [[x1, x2], x2] = [x2, [x2, x3]] = [[[x2, x3], x3], x3] = [x1, x3] = 0, (6.2)

com skew-comutador (2.2) e parâmetros de quantização dados acima.

Notação 6.1.1. Para facilitar na demonstração da proposição a seguir e no desenvolvi-
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mento deste capítulo usaremos a seguinte notação:

[A] = x1,

[B] = [x1, x2],
[C] = [x1, [x2, x3]],
[D] = [x1, [[x2, x3], x3]],
[E] = [[x1, [[x2, x3], x3]], x2],
[F ] = x2,

[G] = [x2, x3],
[H] = [[x2, x3], x3],
[I] = x3.

Proposição 6.1.2. O conjunto de todas hiper-letras duras em U+
q (B3) é dado por B3 =

{x1, [x1, x2], [x1, [x2, x3]], [x1, [[x2, x3], x3]], [[x1, [[x2, x3], x3]], x2], x2, [x2, x3], [[x2, x3], x3], x3}.

Demonstração. Note que [A] > [B] > · · · > [H] > [I] . Seguindo a Proposição 2.3.15
teremos 36 possíveis pares [u], [v] em U+

q (B3) para serem avaliados.
Observe que, [[A], [F ]] = [B], [[A], [G]] = [C], [[A], [H]] = [D], [[D], [F ]] = [E],

[[F ], [I]] = [G] e [[G], [I]] = [H], logo vale o item (iii) da proposição para esses pares.
Ainda,

[[A], [B]] = [[B], [F ]] = [[F ], [G]] = [[H], [I]] = [[A], [I]] = 0

são as relações de Serre, logo vale o item (ii) da proposição. Temos também que, [[B], [G]],
[[B], [H]], [[B], [I]], [[C], [H]], [[C], [I]], [[D], [I]], [[E], [G]], [[E], [H]] e [[E], [I]] não são
hiper-letras standards pelo item (iii) da Definição 2.3.4, assim satisfaz o item (i) da Pro-
posição 2.3.15. Ademais, pela Observação 2.5.5, temos que

[[B], [C]] = [[C], [D]] = [[D], [E]] = [[E], [F ]] = [[G], [H]] = 0,

logo vale o item (ii) da proposição.
Note que, se tivermos uma palavra associativa sendo uma combinação linear de pala-

vras menores de mesmo grau, e multiplicarmos por uma palavra à direita ou à esquerda,
a palavra resultante se mantém sendo uma combinação linear de palavras menores de
mesmo grau. Isto é, seja uma palavra associativa a = α1b1 + · · · + αnbn, no qual o grau
de bi é o mesmo de a e bi < a para todo i. Tome c uma palavra associativa, então
ca = α1cb1 + · · · + αncbn, claramente teremos que cbi < ca, e também, teremos que o
grau de ca será igual ao grau de cbi para todo i. Será análogo para o caso ac. Portanto,
para os casos restantes, precisaremos ver apenas os casos dos pares [[A], [C]], [[C], [F ]],
[[D], [G]] e [[F ], [H]] uma vez que as palavras associativas AE = ADx2 = (ACx3)x2,
BE = BDx2 = (BCx3)x2, CE = CDx2, CG = CFx3 e DH = DGx3.
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Sendo assim, pela Proposição 2.3.12, os casos restantes não são hiper-letras duras, pois
as palavras associativas correspondentes são combinações lineares de palavras menores de
mesmo grau, e portanto, vale o item (ii) da Proposição 2.3.15.

Expandindo as relações de Serre (6.2) obtemos:

x2
1x2 = p12(1 + p11)x1x2x1 − p11p

2
12x2x

2
1, (6.3)

x1x
2
2 = p12(1 + p22)x2x1x2 − p2

12p22x
2
2x1, (6.4)

x1x3 = p13x3x1, (6.5)
x2

2x3 = p23(1 + p22)x2x3x2 − p22p
2
23x3x

2
2, (6.6)

x2x
3
3 = p23(1 + p33 + p2

33)x3x2x
2
3 − p2

23p33(1 + p33 + p2
33)x2

3x2x3 + p3
23p

3
33x

3
3x2. (6.7)

Note que, pela equação (6.3), a palavra associativa AC = x2
1x2x3 pode ser escrita

como, AC = p12(1 + p11)x1x2x1x3 − p11p
2
12x2x

2
1x3. E assim, teremos que as palavras

associativas AD e AE também serão combinações lineares de palavras menores de mesmo
grau.

Pelas equações (6.6) e (6.4), temos que

0 = x1(x2
2x3) − (x1x

2
2)x3

= p23(1 + p22)x1x2x3x2 − p22p
2
23x1x3x

2
2 − p12(1 + p22)x2x1x2x3 + p2

12p22x
2
2x1x3.

Assim, a palavra associativa CF = x1x2x3x2 pode ser escrita como,

p23(1 + p22)CF = p22p
2
23x1x3x

2
2 + p12(1 + p22)x2x1x2x3 − p2

12p22x
2
2x1x3.

E assim, teremos que a palavra associativa CG também será uma combinação linear de
palavras menores de mesmo grau.

Para o caso da hiper-letra [[D], [G]], utilizamos inicialmente a equação (6.7), multipli-
cando pelo lado esquerdo da equação a palavra associativa x1x2, resultando em

x1x2(x2x
3
3) =p23(1 + p33 + p2

33)x1x2x3x2x
2
3 − p2

23p33(1 + p33 + p2
33)x1x2x

2
3x2x3 (6.8)

+ p3
23p

3
33x1x2x

3
3x2.

Pela equação (6.6), temos que x1x2x3x2x
2
3 = (p23(1 + p22))−1(x1x

2
2x

3
3 + p22p

2
23x1x3x

2
2x

2
3).

Substituindo x1x2x3x2x
2
3 em (6.8), temos

(p22 − p33 − p2
33)x1x

2
2x

3
3 = − p2

23p33(1 + p22)(1 + p33 + p2
33)x1x2x

2
3x2x3

+ p22p
2
23(1 + p33 + p2

33)x1x3x
2
2x

2
3 + p3

23p
3
33(1 + p22)x1x2x

3
3x2.

Por fim, utilizando a equação (6.4), podemos escrever a palavra associativaDG = x1x2x
2
3x2x3
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como

αDG = β1x2x1x2x
3
3 − β2x

2
2x1x

3
3 + β3x1x3x

2
2x

2
3 + β4x1x2x

3
3x2,

onde, α = p2
23p33(1+p22)(1+p33 +p2

33), β1 = p12(1+p22)(p33 +p2
33 −p22), β2 = p2

12p22(p33 +
p2

33 −p22), β3 = (1+p33 +p2
33)p22p

2
23 e β4 = (1+p22)p3

23p
3
33. E assim, teremos que a palavra

associativa DH também será uma combinação linear de palavras menores de mesmo grau.
Finalmente, multiplicando a equação (6.6) por x3 pela direita, podemos escrever a

palavra associativa FH = x2
2x

2
3 como FH = p23(1 + p22)x2x3x2x3 − p22p

2
23x3x

2
2x3.

Portanto, pela Proposição 2.3.15, B3 inclui todas as hiper-letras duras em U+
q (B3).

■

Note que, pela Definição 2.3.8 temos,

p[A][A] = p11 = q2,

p[B][B] = p11p12p21p22 = q2q−2q2 = q2,

p[C][C] = p11p22p33p12p21p13p31p23p32 = q5q−4 = q,

p[D][D] = p11p22p
4
33p12p21p

2
13p

2
31p

2
23p

2
32 = q8q−6 = q2,

p[E][E] = p11p
4
22p

4
33p

2
12p

2
21p

2
13p

2
31p

4
23p

4
32 = q14q−12 = q2,

p[F ][F ] = p22 = q2,

p[G][G] = p22p23p32p33 = q3q−2q = q,

p[H][H] = p22p
4
33p

2
23p

2
32 = q6q−4 = q2,

p[I][I] = p33 = q.

O teorema a seguir pode ser demonstrado seguindo o mesmo processo feito para provar
o Teorema 3.1.4.

Teorema 6.1.3. Se q não é uma raiz primitiva da unidade, então os valores em U+
q (B3)

dos elementos de B3 formam um conjunto de geradores PBW para U+
q (B3) sobre KG, no

qual cada elemento possui altura infinita.

Observação 6.1.4. Pelo Teorema 2.4.3 e pela Proposição 6.1.2, temos que se q tem
ordem multiplicativa finita t, então os valores em u+

q (B3) e U+
q (B3) dos elementos de B3

formam um conjunto de geradores PBW para u+
q (B3) e para U+

q (B3) sobre KG. Ainda,
a altura de [u] em u+

q (B3) é h = t para [u] = {[C], [G], [I]}, e h = t ou h = t
2 para

[u] = {[A], [B], [D], [E], [F ], [H]}. Além disso, a altura de [u] em U+
q (B3) é infinita.

Estas bases de geradores PBW são as únicas bases PBW convexas formadas por hiper-
letras duras para U+

q (B3) e u+
q (B3).
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6.2 Coproduto

Como U+
q (B3) é uma subálgebra de Hopf de G ⟨X⟩ utilizaremos a estrutura de álgebra

de Hopf dada em (2.1).

Teorema 6.2.1. As fórmulas explícitas do coproduto para os elementos da base PBW
convexa em U+

q (B3) são:

∆(x1) = x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1,

∆([B]) = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β2x1g2 ⊗ x2,

∆([C]) = [C] ⊗ 1 + g123 ⊗ [C] + β2x1g23 ⊗ [G] + β2[B]g3 ⊗ x3,

∆([D]) = [D] ⊗ 1 + g1233 ⊗ [D] + β2x1g233 ⊗ [H] + β1β2[B]g2
3 ⊗ x2

3 + qβ2[C]g3 ⊗ x3,

∆([E]) =[E] ⊗ 1 + g12332 ⊗ [E] + β2[D]g2 ⊗ x2 + β2
2x1g2233 ⊗ [H]x2

− p32β1β2x1g2233 ⊗ [G]2 + β1β
2
2 [B]g233 ⊗ x2

3x2 − p32qβ
2
2 [B]g233 ⊗ x3[G]

+ p2
32qβ2[B]g233 ⊗ [H] + qβ2

2 [C]g23 ⊗ x3x2 − p32qβ2[C]g23 ⊗ [G],

∆(x2) = x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2,

∆([G]) = [G] ⊗ 1 + g23 ⊗ [G] + β2x2g3 ⊗ x3,

∆([H]) = [H] ⊗ 1 + g233 ⊗ [H] + qβ2[G]g3 ⊗ x3 + β1β2x2g
2
3 ⊗ x2

3,

∆(x3) = x3 ⊗ 1 + g3 ⊗ x3.

Demonstração. Os coprodutos dos elementos [A] = x1, [F ] = x2 e [I] = x3 saem direta-
mente da definição. Ainda, as fórmulas explicitas dos coprodutos de [B], [C] e [G] foram
demonstradas no Teorema 4.2.1 para os elementos [B], [C] e [E] de A3 respectivamente,
mudando apenas o valor dos parâmetros de quantização. Ainda, note que para o caso
do elemento [H] seu coproduto é calculado de forma análoga ao que foi calculado para o
elemento [C] no Teorema 5.2.1, bastando apenas a mudança de índice e de parâmetros de
quantização. Assim, basta apenas calcularmos as fórmulas explicitas dos coprodutos de
[D] e [E]. Para esses cálculos foi utilizado o programa de computador GAP [7] , junta-
mente com o pacote GBNP, onde analisando os dados obtidos no programa chegamos ao
resultado acima para ∆([D]) e ∆([E]).

■

Corolário 6.2.2. Os únicos geradores PBW de U+
q (B3) que são skew-primitivos são x1,

x2 e x3.
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6.3 Skew-primitivos

Teorema 6.3.1. Se q não é uma raiz da unidade, os únicos skew-primitivos homogêneos
de U+

q (B3) são x1, x2 e x3. Se qt = 1, os únicos skew-primitivos de U+
q (B3) serão x1, x2,

x3, xh1
1 , xh2

2 e xh3
3 .

Demonstração. Pelo Lema 2.4.4 os possíveis skew-primitivos homogêneos são da forma
T = α[u]h +

∑
i

αiwi, onde [u] é uma hiper-letra dura e wi são palavras em hiper-letras

menores que [u], com o mesmo grau de [u]hu . Se puu não é uma raiz primitiva da unidade
então h = 1, se puu é uma raiz primitiva da unidade então h = 1 ou h = hu, no qual hu é
a ordem multiplicativa de puu.

Se [u] = xi teremos que T = αxh
i , pois não há como encontrar uma combinação de

hiper-letras menores que xi que tenha o mesmo grau de xh
i , a não ser o próprio xi. Se [u] =

[x1, x2], teremos 7 hiper-letras menores que [u], assim wi = [I]n1 [H]n2 [G]n3 [F ]n4 [E]n5 [D]n6 [C]n7 ,
logo o grau (h, h, 0) de [u]h deve ser igual ao grau (n5 + n6 + n7, n2 + n3 + n4 + 2n5 +
n6 + n7, n1 + 2n2 + n3 + 2n5 + 2n6 + n7) de wi, como cada ni é um inteiro positivo, segue
que T = α[B]h. Seguindo esse mesmo processo para os demais elementos teremos que os
possíveis skew-primitivos homogêneos são múltiplos de elementos da forma [u]h.

Se q não é uma raiz primitiva da unidade, puu também não será, então temos que
h = 1, logo pelo Corolário 6.2.2 temos que os únicos skew-primitivos de U+

q (B3) são x1,
x2 e x3.

Se q é uma t-ésima raiz primitiva da unidade, puu terá ordem multiplicativa t ou t
2 ,

isto é, puu também será uma raiz primitiva da unidade, então pelo Lema 2.4.4, h = 1 ou
h = hu. Para h = 1 temos que x1, x2 e x3 são skew-primitivos. Para h = hu, se [u] = xi,
i = {1, 2, 3}, pelo Lema 3.3.1, temos que ∆(xhi

i ) = xhi
i ⊗ 1 + ghi

i ⊗ xhi
i , e portanto xh1

1 , xh2
2

e xh3
3 também são skew-primitivos.
Como mostramos acima, outro possível skew-primitivo homogêneo é [u]hu = [B]hB .

Temos pelo Teorema 6.2.1 que ∆([B]) = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β2x1g2 ⊗ x2, assim,

∆([B]n) = [B]n ⊗ 1 + gn
12 ⊗ [B]n + βn

2 p
n(n−1)

2
21 xn

1g
n
2 ⊗ xn

2 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj, (6.9)

onde o grau de yj mais o grau de zj é igual ao grau de [B]n. Note que [B]n não será skew-
primitivo, pois o terceiro termo de seu coproduto, termo claramente não nulo, nunca irá
se anular já que não existirá nenhum outro termo na soma que tenha xn

2 no fundo do
tensor.

Temos, também, que

∆([C]n) = [C]n ⊗ 1 + gn
123 ⊗ [C]n + βn

2 (p31p32)
n(n−1)

2 [B]ngn
3 ⊗ xn

3 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj. (6.10)

Pelos mesmos argumentos feitos para o elemento [B]n, temos que [C]n não será skew-
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primitivo. E o mesmo valerá para os casos seguintes:

∆([D]n) =[D]n ⊗ 1 + gn
1233 ⊗ [D]n + βn

1 β
n
2 (p31p32)n(n−1)[B]ng2n

3 ⊗ x2n
3 (6.11)

+
∑

j

γyjgz ⊗ zj;

∆([E]n) =[E]n ⊗ 1 + gn
12332 ⊗ [E]n + βn

2 (p21p22p
2
23)

n(n−1)
2 [D]ngn

2 ⊗ xn
2 (6.12)

+
∑

j

γyjgz ⊗ zj;

∆([G]n) = [G]n ⊗ 1 + gn
23 ⊗ [G]n + βn

2 p
n(n−1)

2
32 xn

2g
n
3 ⊗ xn

3 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj; (6.13)

∆([H]n) =[H]n ⊗ 1 + gn
233 ⊗ [H]n + βn

1 β
n
2 p

n(n−1)
32 xn

2g
2n
3 ⊗ x2n

3 (6.14)
+

∑
j

γyjgz ⊗ zj.

Assim, os únicos skew-primitivos homogêneos para U+
q (B3), quando qt = 1, são x1,

x2, x3, xh1
1 , xh2

2 e xh3
3 .

■

6.4 Posto combinatório

Nesta seção consideraremos qt = 1, t ≥ 3.

Proposição 6.4.1. Os elementos [u]h são skew-centrais em U+
q (B3), onde [u] ∈ B3 e h

é a altura de [u].

Demonstração. Para mostrarmos que os elementos [u]h são skew-centrais, precisamos pro-
var que [u]hxi = αixi[u]h, para 1 ≤ i ≤ 3.

Tome [u] = [A] = x1, obviamente xh
1x1 = x1x

h
1 . Pela relação (2.5), temos que

[xh
1 , x2] = [x1, [x1, . . . , [x1, [x1, x2]] . . . ]] , e pelas relações de Serre (6.2), temos [x1, [x1, x2]] =

0, assim xh
1x2 = ph

12x2x
h
1 . Ainda, pelas relações de Serre, temos que [x1, x3] = 0, logo

[xh
1 , x3] = [x1, [x1, [. . . , [x1, x3] . . . ]]] = 0. Portanto, xh

1x3 = ph
13x3x

h
1 .

No caso [u] = [B] = [x1, x2], temos que, pelas relações de Serre, [x1, [B]] = 0, assim
pela relação (2.4), [x1, [B]h] = [[. . . [x1, [B]], . . . ], [B]] = 0, portanto x1[B]h = ph

11p
h
12[B]hx1.

Ainda, pelas relações de Serre, temos que [[B], x2] = 0, assim [[B]h, x2] = 0, logo
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[B]hx2 = ph
12p

h
22x2[B]h. Temos que, pela relação (2.5).

[[B]h, x3] = [[B], [[B], [. . . , [[B], [[B], x3]] . . . ]]] = [[B], [[B], [. . . , [[B], [[x1, x2], x3]] . . . ]]]
= [[B], [[B], [. . . , [[B], [x1, [x2, x3]]] . . . ]]] = [[B], [[B], [. . . , [[B], [C]] . . . ]]],

Como, pela Observação 2.5.5, [[B], [C]] = 0, segue que [[B]h, x3] = 0. Logo,

[B]hx3 = ph
13p

h
23x3[B]h.

Se [u] = [C] = [x1, [x2, x3]], temos que [x1, [C]] = 0 pela Observação 2.2.12 e relações
de Serre 6.2, pois

[x1, [C]] = [x1, [x1, [x2, x3]]] = [x1, [[x1, x2], x3]] = [[x1, [x1, x2]], x3] = 0.

Assim, [x1, [C]h] = 0, e então x1[C]h = ph
11p

h
12p

h
13[C]hx1. Temos também, pela Obser-

vação 2.5.5, que [[C], x2] = α[E]n1 [D]n2 , mas claramente o grau de ambos os lados da
igualdade não podem se igualar, caso contrário existiriam inteiros positivos n1 e n2 tal
que (1, 2, 1) = (n1 + n2, 2n1 + n2, 2n1 + 2n2) , o que não ocorre. Assim, [[C], x2] = 0 e
portanto, teremos [[C]h, x2] = 0. Logo, [C]hx2 = ph

12p
h
22p

h
32x2[C]h.

Ainda, temos que [[C], x3] = [[x1, [x2, x3]], x3] = [x1, [[x2, x3], x3]] = [D]. Efetu-
ando novamente o colchete com [C], segue que [[C], [[C], x3]] = [[C], [D]] = 0. Portanto,
[[C]h, x3] = 0, e [C]hx3 = ph

13p
h
23p

h
33x3[C]h.

Se [u] = [D] = [x1, [[x2, x3], x3]], pelas relações de Serre temos que [x1, [x1, x2]] = 0,
assim,

[x1, [D]] = [x1, [x1, [[x2, x3], x3]]] = [x1, [[x1, [x2, x3]], x3]] = [x1, [[[x1, x2], x3], x3]]
= [[x1, [[x1, x2], x3]], x3] = [[[x1, [x1, x2]], x3], x3] = 0.

Portanto, x1[D]h = ph
11p

h
12p

2h
13 [D]xh

1 .
Ainda, temos que [[D], x2] = [E], desta forma, pela Observação 2.5.5, quando efe-

tuarmos novamente o colchete por [D], segue que [[D], [[D], x2]] = [[D], [E]] = 0. Logo,
[D]hx2 = ph

12p
h
22p

2h
32x2[D]h. Por último, temos pelas relações de Serre que [[[x2, x3], x3], x3] = 0,

assim, segue que

[[D], x3] = [[x1, [[x2, x3], x3]], x3] = [x1, [[[x2, x3], x3], x3]] = 0.

Portanto, [D]hx3 = ph
13p

h
23p

2h
33x3[D]h.

Se [u] = [E] = [[x1, [[x2, x3], x3]], x2], pela Observação 2.5.5, temos que [x1, [E]] = α[C]2 ,
para que o grau dos elementos de ambos os lados coincidam, desta forma, aplicando no-
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vamente o colchete por [E] e utilizando o item i) da Proposição 2.2.11, segue que

[[x1, [E]], [E]] = α[[C]2, [E]] = α[C][[C], [E]] + αpCE[[C], [E]][C] = α[C] · 0 + αpCE · 0 · [C] = 0.

Note que, [[C], [E]] deve ser 0, pois pela Observação 2.5.5, [[C], [E]] = β[D]n, mas clara-
mente o grau dos elementos de ambos os lados da igualdade não coincidem. Portanto,
[[x1, [E]], [E]] = α[C] · 0 + αpCE · 0 · [C] = 0. E assim, x1[E]h = ph

11p
2h
12p

2h
13 [E]hx1. Pela

Observação 2.5.5, segue que [[E], x2] = 0, desta forma, temos que [[E]h, x2] = 0. E assim,
[E]hx2 = ph

12p
2h
22p

2h
32x2[E]h. Ainda, pela mesma Observação, temos que

[[E], x3] = α[H]n1 [G]n2 [F ]n3 .

Como precisamos ter o grau dos elementos de ambos os lados iguais, o que não acontece já
que para isso teríamos (1, 2, 2) = (0, n1 + n2 + n3, 2n1 + n2), concluímos que [[E], x3] = 0.
Desta forma, [E]hx3 = ph

13p
2h
23p

2h
33x3[E]h.

Se [u] = [F ] = x2, temos pelas relações de Serre que [[x1, x2], x2] = 0, desta forma
[x1, x

h
2 ] = 0, e assim, x1x

h
2 = −ph

12x
h
2x1. Claramente, x2x

h
2 = xh

2x2. Ainda, pelas relações
de Serre, temos que [x2, [x2, x3]] = 0, logo [xh

2 , x3] = 0, e segue que xh
2x3 = ph

23x3x
h
2 .

Para [u] = [G] = [x2, x3], temos que [x1, [G]] = [C], e assim, pela Observação 2.5.5,
temos que [[C], [G]] = ∑

α[F ]n1 [E]n2 [D]n3 , como precisamos que o grau dos elementos de
ambos os lados sejam iguais, temos que (1, 2, 2) = (n2 + n3, n1 + 2n2 + n3, 2n2 + 2n3),
assim temos duas possibilidades: n1 = 0, n2 = 1 e n3 = 0 ou n1 = 1, n2 = 0 e n3 = 1. Isto
é, [[C], [G]] = α1[E] + α2[F ][D]. Aplicando o colchete por [G] novamente, temos que

[[[C], [G]], [G]] = α1[[E], [G]] + α2[[F ][D], [G]].

Pela Observação 2.5.5, temos que [[E], [G]] = α[F ]n = αxn
2 , no qual o grau de [F ]n

seja igual ao grau de [[E], [G]], isto é, (1, 3, 3) = (0, n, 0), o que não é possível, logo
[[E], [G]] = 0. Assim, usando a Proposição 2.2.11, segue que

[[[C], [G]], [G]] = α2[F ][[D], [G]] + α2pDG[[F ], [G]][D].

Novamente pela Observação 2.5.5, temos que [[D], [G]] = α[F ]n1 [E]n2 , assim precisamos
que (1, 2, 3) = (n2, n1 + 2n2, 2n2), para que o grau de ambos os lados da igualdade sejam
iguais. Pela primeira coordenada segue que n2 = 1, o que resulta em (1, 2, 3) = (1, 2, 2),
portanto vemos que [[D], [G]] = 0. Ainda, pela Observação, temos que [[F ], [G]] = 0.
Desta forma, segue que [[[x1, [G]], [G]], [G]] = 0. E assim, [x1, [G]h] = 0, o que conclui
x1[G]h = ph

12p
h
13[G]hx1.

Temos também, pelas relações de Serre, que [x2, [G]] = 0, logo [x2, [G]h] = 0, assim,
x2[G]h = ph

22p
h
23[G]hx2. Ainda, temos que [[G], x3] = [H], aplicando novamente o colchete
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por [G] e usando a Observação 2.5.5, temos que [[G], [[G], x3]] = [[G], [H]] = 0, o que
implica que [[G]h, x3] = 0, e assim, [G]hx3 = ph

23p
h
33x3[G]h.

Se [u] = [H] = [[x2, x3], x3], temos que [x1, [H]] = [D]. Aplicando novamente o colchete
por [H] e usando a Observação 2.5.5 segue que, [[D], [H]] = α[G]n1 [F ]n2 [E]n3 , assim
precisamos que (1, 2, 4) = (n3, n1 + n2 + 2n3, n1 + 2n3), para que o grau de ambos os
lados da igualdade sejam iguais. Pela primeira coordenada segue que n3 = 1, o que
resulta em (1, 2, 4) = (1, 2, 2), portanto vemos que [[x1, [H]], [H]] = 0. Desta forma,
temos que [x1, [H]h] = 0, e assim x1[H]h = ph

12p
2h
13 [H]hx1. Ainda, pela Observação, temos

que [x2, [H]] = α[G]2, aplicando novamente o colchete por [H] e usando a Proposição
2.2.11 e Observação 2.5.5, temos que

[[x2, [H]], [H]] = α[[G]2, [H]] = α[G][[G], [H]] + αpGH [[G], [H]][G]
= α[G] · 0 + αpGH · 0 · [G] = 0.

Portanto segue que, [x2, [H]h] = 0, o que conclui que x2[H]h = ph
22p

2h
23 [H]hx2. Ainda,

novamente pela Observação 2.5.5, temos que [[H], x3] = 0, assim, [[H]h, x3] = 0, e segue
que [H]hx3 = ph

23p
2h
33x3[H]h.

Por fim, se [u] = [I] = x3, temos pelas relações de Serre que [x1, x
h
3 ] = 0, logo

x1x
h
3 = ph

13x
h
3x1. Temos, também, que [[[x2, x3], x3], x3] = 0, assim [x2, x

h
3 ] = 0, e então

x2x
h
3 = ph

23x
h
3x2. E claramente, xh

3x3 = x3x
h
3 .

■

A partir do resultado mostrado acima e pela Proposição 2.7.3, temos que o conjunto
J = ker(φ) será gerado por elementos skew-centrais [u]h de U+

q (B3). E ainda, pelo [3,
Theorem 4.15] temos que I, a subálgebra de U+

q (B3) gerada pelos elementos skew-centrais
é uma subálgebra de Hopf de U+

q (B3).

Proposição 6.4.2. Se a ordem multiplicativa t de q for ímpar temos que, se [u] ∈ U+
q (B3)

tem grau total menor que 2n, então [u]hu ∈ Jn.

Demonstração. Note que, se a ordem multiplicativa t de q for ímpar, então todo gerador
PBW [u] de U+

q (B3) tem altura hu = t.
Pelo Teorema 6.3.1, temos que os elementos [u]t, no qual [u] tem grau total 1, são

skew-primitivos de J , assim [u]t ∈ J1. Isto é, os elementos de grau total menor que
21 = 2, estão em J1.

Vimos nas equações (6.9), (6.10), (6.11), (6.12), (6.13) e (6.14), que o coproduto dos
elementos [u]h ∈ U+

q (B3), onde [u] ∈ B3 são da seguinte forma:

∆([u]h) = [u]h ⊗ 1 + gh
[u] ⊗ [u]h +

∑
j

γyjgz ⊗ zj, (6.15)
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no qual o grau de yj mais o grau de zj é igual ao grau de [u]h, para todo índice j fixado.
Desta forma, se considerarmos [u]h, onde [u] possui grau total 2 ou 3, ou seja, [u] tem
grau total menor que 22 = 4 , temos, pelo fato de I ser uma subálgebra de Hopf, que yj

ou zj ∈ {xt
1, x

t
2, x

t
3}, assim todos os termos que dependem de j são iguais a zero em J

J1
,

logo os elementos de grau total 2 ou 3 são skew-primitivos em J
J1

, e portanto pertencem
à J2.

Suponhamos agora, por hipótese de indução, que para todo [u] ∈ B3 com grau total
menor que 2n, temos que [u]h ∈ Jn. Seja [u] ∈ B3 um elemento de grau total menor que
2n+1, então seu coproduto é da forma (6.15), assim o grau de yj mais o grau de zj é igual
ao grau de [u]h, isto é, o grau total de yj mais o grau total de zj é igual ao grau total de
[u]h que é menor que 2n+1 = 2 · 2n, desta forma, temos que o grau total de yj ou o grau
total de zj é menor que 2n, suponha sem perda de generalidade que o grau total de yj seja
menor que 2n, como I é uma subálgebra de Hopf de U+

q (B3), temos que yj é um produto
de elementos de I com graus total menores que 2n, assim, cada fator de yj pertencem à
Jn, logo yj ∈ Jn. Portanto, todos os termos que dependem de j são iguais a zero em J

Jn
,

logo os elementos de grau total menor que 2n+1 são skew-primitivos em J
Jn

, e portanto
pertencem à Jn+1.

Assim, pelo Princípio de Indução Finita, temos que se [u] ∈ U+
q (B3) tem grau total

menor que 2n, então [u]hu ∈ Jn.
■

Teorema 6.4.3. O posto combinatório κ(u+
q (B3)) ≤ 3.

Demonstração. Vimos na Proposição anterior, que para o caso em que a ordem multi-
plicativa t de q for ímpar, teremos que os elementos de grau total menor que 2n em
U+

q (B3), pertencem à Jn. Mostraremos, agora, que se t for par vale o mesmo resultado.
Para este caso não conseguimos realizar uma prova de forma genérica, por isso à faremos
separadamente para cada caso.

Para n = 1, [u] ∈ B3 irá possuir grau total menor que 21 = 2, isto é, seu grau total será
igual a 1. Então, pelo Teorema 6.3.1, [u]h será um skew-primitivo de J , logo pertencerá
a J1.

Note que, pela Observação 6.1.4, como t é par, a altura dos elementos de B3 será h = t

para [u] = {[C], [G], [I]} e h = t
2 para [u] = {[A], [B], [D], [E], [F ], [H]}. Perceba que, para

os elementos de altura h = t
2 , podemos considerar h = t

2 = l, l ∈ Z+, desta forma todos
elementos possuem esta mesma altura ou um múltiplo dela, isto é, não teremos alturas
menores que l, e assim podemos utilizar uma demonstração análoga a da Proposição
anterior, e assim concluímos que, se [u] ∈ U+

q (B3) tem grau total menor que 2n e altura
h = t

2 , então [u]h ∈ Jn.
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Ainda, vimos que, se [u] ∈ B3, podemos escrever o coproduto de [u]h como

∆([u]h) = [u]h ⊗ 1 + gh
[u] ⊗ [u]h +

∑
j

γyjgz ⊗ zj. (6.16)

Portanto, a partir dessas informações, verifiquemos os casos a seguir.
Para n = 2, [u] ∈ B3 irá possuir grau total menor que 22 = 4, isto é, seu grau total

será igual a 2 ou 3. Se [u] possuir grau total igual a 2 e altura h = t, então a única
possibilidade para [u] será [u] = [G] = [x,x3]. Assim, segue que a soma dos graus totais
de yj com zj será igual ao grau total de [G]t, que será igual a 2t, assim temos as seguintes
possibilidades:

• yj = [v1]t, zj = [v2]t, no qual v1, v2 têm grau total 1.

• yj = [v1]t, zj = [v2]
t
2 , no qual v1 tem grau total 1 e v2 tem grau total 2.

• yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 , no qual v1 tem grau total 1 e v2 tem grau total 3.

• yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 , no qual v1, v2 têm grau total 2.

• yj = [v1]t, zj = [v2]
t
2 [v3]

t
2 , no qual v1, v2, v3 têm grau total 1.

• yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 [v3]t, no qual v1, v2, v3 têm grau total 1.

• yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 [v3]

t
2 , no qual v1, v2 têm grau total 1 e v3 tem grau total 2. Será

equivalente se v1 tiver grau total 2 e v2, v3 tiverem grau total 1, ou v2 tiver grau total 2 e
v1, v3 tiverem grau total 1.

• yj = [v1]
t
2 [v2]

t
2 , zj = [v3]

t
2 [v4]

t
2 , no qual v1, v2, v3, v4 têm grau total 1.

• yj = [v1]
t
2 [v2]

t
2 [v3]

t
2 , zj = [v4]

t
2 , no qual v1, v2, v3, v4 têm grau total 1.

Note que, todos os elementos que possuem grau total igual a 1 se anulam em J
J1

, desta
forma, todas as possibilidades acima são nulas em J

J1
, exceto a quarta possibilidade, onde

yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 , com grau total de v1 e v2 igual a 2. Porém, o único elemento com

grau total igual a 2 que possui altura h = t
2 é o elemento [B] = [x1, x2] e claramente

tomando [v1] = [v2] = [B], teremos que o grau de yj mais o grau de zj será igual a (t, t, 0),
que é diferente de (0, t, t), grau de [G]t. Portanto, para todos os casos possíveis, temos
que os termos dependentes de j são zero em J

J1
, ou seja, [u]t ∈ J2 se [u] tem grau total

igual a 2.
Para os próximos casos não iremos listar as possibilidades para yj e zj no qual algum

deles se anula, iremos ver apenas as situações que possam contradizer o resultado que
queremos provar.

Assim sendo, se [u] possuir grau total igual a 3 e altura h = t, então a única possibili-
dade para [u] será [u] = [C]. Assim, segue que a soma dos graus e graus totais de yj com
zj será igual ao grau e grau total de [C]t, que será igual a (t, t, t) e 3t respectivamente,
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assim temos as seguintes possibilidades:
• yj = [v1]

t
2 , zj = [v2]t, no qual v1, v2 têm grau total 2.

• yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 [v3]

t
2 , no qual v1, v2, v3 têm grau total 2.

• yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 , no qual v1, v2 têm grau total 3.

Para a primeira possibilidade teremos [v1] = [B] e [v2] = [G], assim o grau de yj mais
o grau de zj é ( t

2 ,
3t
2 , t) que é diferente do grau de [C]t. Para o segundo caso, temos que

[v1] = [v2] = [v3] = [B], e assim o grau de yj mais o grau de zj é (3t
2 ,

3t
2 , 0) que é diferente

do grau de [C]t. Para a última situação temos que [v1] = [v2] = [H] e assim o grau de yj

mais o grau de zj é (0, t, 2t) que é diferente do grau de [C]t.
Portanto, como as únicas situações em que os termos dependentes de j não se anulavam

não são possíveis, temos que todos os termos dependentes de j são zero em J
J1

, ou seja,
[u]t ∈ J2 se [u] tem grau total igual a 3. Desta forma, se [u] tem grau total menor que
22 = 4, então [u]h ∈ J2.

Note que para os elementos de grau maior ou igual a 4, temos que sua altura é h = t
2

e assim vale o resultado desejado.
Desta maneira, temos que se [u] ∈ U+

q (B3) tem grau total menor que 2n, então [u]hu ∈
Jn. E assim, como o elemento de maior grau de B3 tem grau 5 < 23, os elementos [u]h

estão no máximo em J3, logo o posto combinatório κ(u+
q (B3)) ≤ 3.

■

Teorema 6.4.4. O posto combinatório κ(u+
q (B3)) = 3.

Demonstração. Veja que os únicos elementos [u]h ∈ U+
q (B3), tal que [u] ∈ B3, que per-

tencem a J1 são os elementos no qual [u] possui grau total igual a 1, para provarmos isto
basta fazermos um processo análogo ao que foi feito no Corolário 3.4.3 para B3. E assim,
os elementos de grau total maior ou igual a 21 = 2 estão no mínimo em J2. Portanto,
2 ≤ κ(u+

q (B3)) ≤ 3.
Desta forma, pelo Teorema anterior, os elementos [B] t

2 , [C]t, [G]t e [H] t
2 ∈ J2. Ainda,

como a altura de [D] é igual a t
2 e seu grau total é 4, temos que, no coproduto de

[u]h = [D] t
2 , a soma do grau total de yj com o grau total de zj é igual a 2t, e o único caso

possível em que yj e zj poderiam ser não nulos em J2 é, yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 , no qual

v1, v2 têm grau total 2. Note que, o único elemento de grau total igual a 2 que tem altura
t
2 é [B], desta forma, [v1] = [v2] = [B]. Porém, o grau de yj mais o grau de zj neste caso é
(t, t, 0), que é diferente do grau de [D] t

2 que é ( t
2 ,

t
2 , t). Portanto, [D] t

2 também pertencerá
a J2.

Por fim, temos que [E] t
2 ̸∈ J2. De fato, pelo Teorema 6.2.1 e pela multiplicidade de ∆,
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temos que

∆([E] t
2 ) =[E] t

2 ⊗ 1 + g
t
2
12332 ⊗ [E] t

2 + α[B] t
2 g

t
2
233 ⊗ [H] t

2 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj,

onde α = pt
32(qβ2)

t
2 (p21p22p

2
31p

2
32)

t(t−2)
4 .

Observe que, α[B] t
2 g

t
2
233 ⊗ [H] t

2 nunca irá se anular com outros termos na soma, pois
no coproduto do elemento [E], os termos que possuem o mesmo grau de [H] no lado
direito do tensor são β1β

2
2 [B]g233 ⊗x2

3x2 e −p32qβ
2
2 [B]g233 ⊗x3[G], mas como x2

3x2 e x3[G]
começam com a variável x3, não há como ter outro termo com [H] t

2 do lado direito do
tensor. Portanto, como [B] t

2 e [H] t
2 são não nulos em J

J1
, segue que [E] t

2 ̸∈ J2, e assim
[E] t

2 ∈ J3.
Assim sendo, concluímos que o posto combinatório κ(u+

q (B3)) = 3 e

J1 =
〈
x

t
2
1 , x

t
2
2 , x

t
3

〉
,

J2 =
〈
x

t
2
1 , [B] t

2 , [C]t, [D] t
2 , x

t
2
2 , [G]t, [H] t

2 , xt
3,

〉
,

J3 =
〈
x

t
2
1 , [B] t

2 , [C]t, [D] t
2 , [E] t

2 , x
t
2
2 , [G]t, [H] t

2 , xt
3

〉
= J.

■
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Capítulo 7

Posto combinatório do grupo
quântico de tipo C3

Neste capítulo iremos mostrar que o posto combinatório κ(u+
q (C3)) = 3.

7.1 Quantizações de tipo C3

Seja C3 a álgebra de Lie simples associada à matriz de Cartan
2 −1 0

−1 2 −2
0 −1 2

 .

Pela Definição 2.6.2 concluímos que d1 = d2 = 1 e d3 = 2, e então os parâmetros de
quantização são dados por

p11 = p22 = q,

p33 = q2,

p12p21 = q−1 (7.1)
p23p32 = q−2,

p13p31 = q0 = 1.

Portanto, temos que a álgebra de Hopf U+
q (C3) é gerada por x1, x2, x3 e g1, g2, g3 e

definida pelas seguintes relações de Serre:

[x1, [x1, x2]] = [[x1, x2], x2] = [x2, [x2, [x2, x3]]] = [[x2, x3], x3] = [x1, x3] = 0, (7.2)

com skew-comutador (2.2) e parâmetros de quantização dados acima.

Notação 7.1.1. Para facilitar na demonstração da proposição a seguir e no desenvolvi-
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mento deste capítulo usaremos a seguinte notação:

[A] = x1,

[B] = [x1, x2],
[C] = [[x1, x2], [x1, [x2, x3]]],
[D] = [x1, [x2, x3]],
[E] = [[x1, [x2, x3]], x2],
[F ] = x2,

[G] = [x2, [x2, x3]],
[H] = [x2, x3],
[I] = x3.

Proposição 7.1.2. O conjunto de todas hiper-letras duras em U+
q (C3) é dado por C3 =

{x1, [x1, x2], [[x1, x2], [x1, [x2, x3]]], [x1, [x2, x3]], [[x1, [x2, x3]], x2], x2, [x2, [x2, x3]], [x2, x3], x3}.

Demonstração. Note que [A] > [B] > · · · > [H] > [I] . Seguindo a Proposição 2.3.15
teremos 36 possíveis pares [u], [v] em U+

q (C3) para serem avaliados.
Observe que, [[A], [F ]] = [B], [[B], [D]] = [C], [[A], [H]] = [D], [[D], [F ]] = [E],

[[F ], [H]] = [G] e [[F ], [I]] = [H], logo vale o item (iii) da proposição para esses pa-
res. Ainda, [[A], [B]] = [[B], [F ]] = [[F ], [G]] = [[H], [I]] = [[A], [I]] = 0 são as relações
de Serre, logo vale o item (ii) da proposição. Temos também que, [[B], [G]], [[B], [H]],
[[B], [I]], [[C], [E]], [[C], [F ]], [[C], [G]], [[C], [H]], [[C], [I]], [[D], [I]], [[E], [G]], [[E], [H]],
[[E], [I]] e [[G], [I]] não são hiper-letras standards pelo item (iii) da Definição 2.3.4, as-
sim satisfaz o item (i) da Proposição 2.3.15. Ademais, pela Observação 2.5.5, temos que
[[B], [C]] = [[C], [D]] = [[D], [E]] = [[E], [F ]] = [[G], [H]] = 0, logo vale o item (ii) da
proposição. Para os casos restantes, precisaremos ver apenas os casos dos pares [[A], [C]],
[[A], [D]], [[A], [G]], [[B], [E]] [[D], [G]] e [[D], [H]], uma vez que a palavra associativa
AE = ADx2.

Sendo assim, pela Proposição 2.3.12, os casos restantes não são hiper-letras duras, pois
as palavras associativas correspondentes são combinações lineares de palavras menores de
mesmo grau, e portanto, vale o item (ii) da Proposição 2.3.15.
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Expandindo as relações de Serre (7.2) obtemos:

x2
1x2 = p12(1 + p11)x1x2x1 − p11p

2
12x2x

2
1, (7.3)

x1x
2
2 = p12(1 + p22)x2x1x2 − p2

12p22x
2
2x1, (7.4)

x1x3 = p13x3x1, (7.5)
x3

2x3 = p23(1 + p22 + p2
22)x2

2x3x2 − p22p
2
23(1 + p22 + p2

22)x2x3x
2
2 + p3

22p
3
23x3x

3
2, (7.6)

x2x
2
3 = p23(1 + p33)x3x2x3 − p2

23p33x
2
3x2. (7.7)

Note que, pela equação (7.3), a palavra associativa AC = x2
1x2x1x2x3 pode ser escrita

como, AC = p12(1 + p11)x1x2x
2
1x2x3 − p11p

2
12x2x

3
1x2x3.

Temos também, pela mesma equação, que a palavra associativa AD = x2
1x2x3 pode

ser escrita como, AD = p12(1 + p11)x1x2x1x3 − p11p
2
12x2x

2
1x3. Assim, a palavra associativa

AE também será combinação linear de palavras menores de mesmo grau.
Pela equação (7.4), a palavra associativa AG = x1x

2
2x3 pode ser escrita como,

AG = p12(1 + p22)x2x1x2x3 − p2
12p22x

2
2x1x3.

Novamente, pela equação (7.4), juntamente de (7.3), temos que

0 =x1(x1x
2
2)x3x2 − (x2

1x2)x2x3x2

=p12(p22 − p11)x1x2x1x2x3x2 − p2
12p22x1x

2
2x1x3x2 + p11p

2
12x2x

2
1x2x3x2.

Portanto, podemos escrever a palavra associativa BE = x1x2x1x2x3x2 como

p12(p11 − p22)BE = p11p
2
12x2x

2
1x2x3x2 − p2

12p22x1x
2
2x1x3x2.

Para o caso da hiper-letra [[D], [G]], multiplicando as equações (7.6) e (7.4) por pala-
vras associativas convenientes, segue que

0 =x1(x2
2x3)x3 − (x1x

2
2)x2x

2
3

=p23(1 + p22 + p2
22)x1x

2
2x3x2x3 − p22p

2
23(1 + p22 + p2

22)x1x2x3x
2
2x3

+ p3
22p

3
23x1x3x

3
2x3 − p12(1 + p22)x2x1x2x2x

2
3 + p2

12p22x
2
2x1x2x

2
3.

Assim, podemos escrever a palavra associativa DG = x1x2x3x
2
2x3 como

p22p
2
23(1 + p22 + p2

22)DG =p23(1 + p22 + p2
22)x1x

2
2x3x2x3 + p3

22p
3
23x1x3x

3
2x3

− p12(1 + p22)x2x1x
2
2x

2
3 + p2

12p22x
2
2x1x2x

2
3.
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Ainda, pela equação (7.4) temos que

αDG = β1x2x1x2x3x2x3 − β2x
2
2x1x3x2x3 + β3x1x3x

3
2x3 − β4x2x1x

2
2x

2
3 + β5x

2
2x1x2x

2
3,

onde α = p22p
2
23(1+p22+p2

22), β1 = p12p23(1+p22+p2
22)(1+p22), β2 = p2

12p22p23(1+p22+p2
22),

β3 = p3
22p

3
23, β4 = p12(1 + p22) e β5 = p2

12p22.

Por fim, pelas equações (7.7) e (7.4) segue que

0 =x1x2(x2x
2
3) − (x1x

2
2)x2

3

=p23(1 + p33)x1x2x3x2x3 − p2
23p33x1x2x

2
3x2 − p12(1 + p22)x2x1x2x

2
3 + p2

12p22x
2
2x1x

2
3.

Desta forma, podemos escrever a palavra associativa DH = x1x2x3x2x3 como

p23(1 + p33)DH = p2
23p33x1x2x

2
3x2 + p12(1 + p22)x2x1x2x

2
3 − p2

12p22x
2
2x1x

2
3.

Portanto, pela Proposição 2.3.15, C3 inclui todas as hiper-letras duras em U+
q (C3).

■

Note que, pela Definição 2.3.8 temos,

p[A][A] = p11 = q,

p[B][B] = p11p12p21p22 = qq−1q = q,

p[C][C] = p4
11p

4
22p33p

4
12p

4
21p

2
13p

2
31p

2
23p

2
32 = q10q−8 = q2,

p[D][D] = p11p22p33p12p21p13p31p23p32 = q4q−3 = q,

p[E][E] = p11p
4
22p33p

2
12p

2
21p13p31p

2
23p

2
32 = q7q−6 = q,

p[F ][F ] = p22 = q,

p[G][G] = p4
22p

2
23p

2
32p33 = q6q−4 = q2,

p[H][H] = p22p33p23p32 = q3q−2 = q,

p[I][I] = p33 = q2.

O teorema a seguir pode ser demonstrado seguindo o mesmo processo feito para provar
o Teorema 3.1.4.

Teorema 7.1.3. Se q não é uma raiz primitiva da unidade, então os valores em U+
q (C3)

dos elementos de C3 formam um conjunto de geradores PBW para U+
q (C3) sobre KG, no

qual cada elemento possui altura infinita.

Observação 7.1.4. Pelo Teorema 2.4.3 e pela Proposição 7.1.2, temos que se q tem
ordem multiplicativa finita t, então os valores em u+

q (C3) e U+
q (C3) dos elementos de C3

formam um conjunto de geradores PBW para u+
q (C3) e para U+

q (C3) sobre KG. Ainda,
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altura de [u] em u+
q (C3) é h = t para [u] = {[A], [B], [D], [E], [F ], [H]}, e h = t ou h = t

2

para [u] = {[C], [G], [I]}. Além disso, a altura de [u] em U+
q (C3) é infinita.

Estas bases de geradores PBW são as únicas bases PBW convexas formadas por hiper-
letras duras para U+

q (C3) e u+
q (C3).

7.2 Coproduto

Como U+
q (C3) é uma subálgebra de Hopf de G ⟨X⟩ utilizaremos a estrutura de álgebra

de Hopf dada em (2.1).

Teorema 7.2.1. As fórmulas explícitas do coproduto para os elementos da base PBW
convexa em U+

q (C3) são:

∆(x1) = x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1,

∆([B]) = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β1x1g2 ⊗ x2,

∆([C]) =[C] ⊗ 1 + g11223 ⊗ [C] + qβ1β2x1g1223 ⊗ x2[D] − p21p23q
2β2x1g1223 ⊗ [E]

+ p21β
2
1x

2
1g223 ⊗ [G] + β1β2[B]2g3 ⊗ x3 + qβ2[B]g123 ⊗ [D]

+ qβ1β2[B]x1g23 ⊗ [H],

∆([D]) = [D] ⊗ 1 + g123 ⊗ [D] + β1x1g23 ⊗ [H] + β2[B]g3 ⊗ x3,

∆([E]) =[E] ⊗ 1 + g1232 ⊗ [E] + p32qβ
2
1x1g223 ⊗ x2[H] − p32qβ1x1g223 ⊗ [G]

+ β1β2[B]g23 ⊗ x3x2 − p32β1[B]g23 ⊗ [H] + β1[D]g2 ⊗ x2,

∆(x2) = x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2,

∆([G]) = [G] ⊗ 1 + g223 ⊗ [G] + qβ2x2g23 ⊗ [H] + β1β2x
2
2g3 ⊗ x3,

∆([H]) = [H] ⊗ 1 + g23 ⊗ [H] + β2x2g3 ⊗ x3,

∆(x3) = x3 ⊗ 1 + g3 ⊗ x3.

Demonstração. Os coprodutos dos elementos [A] = x1, [F ] = x2 e [I] = x3 saem direta-
mente da definição. Ainda, as fórmulas explicitas dos coprodutos de [B], [D] e [H] foram
demonstradas no Teorema 4.2.1 para os elementos [B], [C] e [E] de A3 respectivamente,
mudando apenas o valor dos parâmetros de quantização. Assim, basta apenas calcularmos
as fórmulas explicitas dos coprodutos de [C], [E] e [G].
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∆([G]) = ∆(x2)∆([H]) − p22p23∆([H])∆(x2)
= (x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2)([H] ⊗ 1 + g23 ⊗ [H] + β2x2g3 ⊗ x3)
− p22p23([H] ⊗ 1 + g23 ⊗ [H] + β2x2g3 ⊗ x3)(x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2)

= (x2[H] − p22p23[H]x2) ⊗ 1 + (x2g23 − p22p23g23x2) ⊗ [H]
+ β2(x2

2g3 − p22p23x2g3x2) ⊗ x3 + (g2[H] − p22p23[H]g2) ⊗ x2

+ g223 ⊗ (x2[H] − p22p23[H]x2) + β2(g2x2g3 ⊗ x2x3 − p22p23x2g32 ⊗ x3x2)

= (x2[H] − p22p23[H]x2) ⊗ 1 + (1 − p2
22p32p23)x2g23 ⊗ [H]

+ β2(1 − p22p23p32)x2
2g3 ⊗ x3 + (p22p23 − p22p23)[H]g2 ⊗ x2

+ g223 ⊗ (x2[H] − p22p23[H]x2) + p22β2x2g23 ⊗ (x2x3 − p23x3x2)

= [G] ⊗ 1 + g223 ⊗ [G] + qβ2x2g23 ⊗ [H] + β1β2x
2
2g3 ⊗ x3

Para o cálculo dos coprodutos de [C] e [E] foi utilizado o programa de computador
GAP [7] , juntamente com o pacote GBNP, onde analisando os dados obtidos no programa
chegamos ao resultado acima para ∆([C]) e ∆([E]).

■

Corolário 7.2.2. Os únicos geradores PBW de U+
q (C3) que são skew-primitivos são x1,

x2 e x3.

7.3 Skew-primitivos

Teorema 7.3.1. Se q não é uma raiz da unidade, os únicos skew-primitivos homogêneos
de U+

q (C3) são x1, x2 e x3. Se qt = 1, os únicos skew-primitivos de U+
q (C3) serão x1, x2,

x3, xh1
1 , xh2

2 e xh3
3 .

Demonstração. Pelo Lema 2.4.4 os possíveis skew-primitivos homogêneos são da forma
T = α[u]h +

∑
i

αiwi, onde [u] é uma hiper-letra dura e wi são palavras em hiper-letras

menores que [u], com o mesmo grau de [u]hu . Se puu não é uma raiz primitiva da unidade
então h = 1, se puu é uma raiz primitiva da unidade então h = 1 ou h = hu, no qual hu é
a ordem multiplicativa de puu.

Se [u] = xi teremos que T = αxh
i , pois não há como encontrar uma combinação de

hiper-letras menores que xi que tenha o mesmo grau de xh
i , a não ser o próprio xi. Se [u] =

[x1, x2], teremos 7 hiper-letras menores que [u], assim wi = [I]n1 [H]n2 [G]n3 [F ]n4 [E]n5 [D]n6 [C]n7 ,
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logo o grau (h, h, 0) de [u]h deve ser igual ao grau (n5 + n6 + 2n7, n2 + 2n3 + n4 + 2n5 +
n6 + 2n7, n1 + n2 + n3 + n5 + n6 + n7) de wi, como cada ni é um inteiro positivo, segue
que T = α[B]h. Seguindo esse mesmo processo para os demais elementos teremos que os
possíveis skew-primitivos homogêneos são múltiplos de elementos da forma [u]h.

Se q não é uma raiz primitiva da unidade, puu também não será, então temos que
h = 1, logo pelo Corolário 7.2.2 temos que os únicos skew-primitivos de U+

q (C3) são x1,
x2 e x3.

Se q é uma t-ésima raiz primitiva da unidade, puu terá ordem multiplicativa t ou
t
2 , então pelo Lema 2.4.4, h = 1 ou h = hu. Para h = 1 temos que x1, x2 e x3 são
skew-primitivos. Para h = hu, se [u] = xi, i = {1, 2, 3}, pelo Lema 3.3.1, temos que
∆(xhi

i ) = xhi
i ⊗ 1 + ghi

i ⊗ xhi
i , e portanto xh1

1 , xh2
2 e xh3

3 também são skew-primitivos.
Como mostramos acima, outro possível skew-primitivo homogêneo é [u]hu = [B]hB .

Temos pelo Teorema 7.2.1 que ∆([B]) = [B] ⊗ 1 + g12 ⊗ [B] + β1x1g2 ⊗ x2, assim,

∆([B]n) = [B]n ⊗ 1 + gn
12 ⊗ [B]n + βn

1 p
n(n−1)

2
21 xn

1g
n
2 ⊗ xn

2 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj, (7.8)

onde o grau de yj mais o grau de zj é igual ao grau de [B]n. Note que [B]n não será skew-
primitivo, pois o terceiro termo de seu coproduto, termo claramente não nulo, nunca irá
se anular já que não existirá nenhum outro termo na soma que tenha xn

2 no fundo do
tensor.

Temos, também, que

∆([C]n) =[C]n ⊗ 1 + gn
12123 ⊗ [C]n + βn

1 β
n
2 (p31p32)n(n−1)[B]2ngn

3 ⊗ xn
3 (7.9)

+
∑

j

γyjgz ⊗ zj.

Pelos mesmos argumentos feitos para o elemento [B]n, temos que [C]n não será skew-
primitivo. E o mesmo valerá para os casos seguintes:

∆([D]n) =[D]n ⊗ 1 + gn
123 ⊗ [D]n + βn

1 (p21p31)
n(n−1)

2 xn
1g

n
23 ⊗ [H]n +

∑
j

γyjgz ⊗ zj; (7.10)

∆([E]n) =[E]n ⊗ 1 + gn
1232 ⊗ [E]n + βn

1 (p21p22p23)
n(n−1)

2 [D]ngn
2 ⊗ xn

2 (7.11)
+

∑
j

γyjgz ⊗ zj;

∆([G]n) =[G]n ⊗ 1 + gn
223 ⊗ [G]n + qnβn

2 (p22p32)
n(n−1)

2 xn
2g

n
23 ⊗ [H]n (7.12)

+
∑

j

γyjgz ⊗ zj;

∆([H]n) =[H]n ⊗ 1 + gn
23 ⊗ [H]n + βn

2 p
n(n−1)

2
32 xn

2g
n
3 ⊗ xn

3 +
∑

j

γyjgz ⊗ zj. (7.13)

Assim, os únicos skew-primitivos homogêneos em U+
q (C3), quando qt = 1, são x1, x2,
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x3, xh1
1 , xh2

2 e xh3
3 .

■

7.4 Posto combinatório

Nesta seção consideraremos qt = 1, t ≥ 3.

Proposição 7.4.1. Os elementos [u]h são skew-centrais em U+
q (C3), onde [u] ∈ C3 e h é

a altura de [u].

Demonstração. Para mostrarmos que os elementos [u]h são skew-centrais, precisamos pro-
var que [u]hxi = αixi[u]h, para 1 ≤ i ≤ 3.

Note que, as relações de Serre (6.3) de U+
q (B3) valem em U+

q (C3), exceto [x2, [x2, x3]] = 0
que será o elemento [G] em U+

q (C3). Desta forma, não precisaremos mostrar as skew-
comutações de [A]C3 = [A]B3 com xi, i = {1, 2, 3}, de [B]C3 = [B]B3 com xi, i = {1, 2},
de [D]C3 = [C]B3 com x1, de [F ]C3 = [F ]B3 com xi, i = {1, 2} e de [I]C3 = [I]B3 com xi,
i = {1, 2, 3}, já que para mostrar a skew-comutação destes elementos na Proposição 6.4.1
foram necessárias apenas as relações de Serre de U+

q (B3) que também valem em U+
q (C3).

Se [u] = [B] = [x1, x2], temos que [[B], x3] = [D], aplicando novamente o colchete com
[B], temos que [[B], [[B], x3]] = [[B], [D]] = [C], aplicando por uma última vez o colchete
por [B] temos, pela Observação 2.5.5, que [[B], [C]] = 0. Assim, segue que [[B]h, x3] = 0
e logo [B]hx3 = ph

13p
h
23x3[B]h.

Se [u] = [C] = [[x1, x2], [x1, [x2, x3]]], temos, pela Observação 2.5.5, que [x1, [C]] = 0,
pois não existe n inteiro positivo, tal que [x1, [C]] e [B]n tenham o mesmo grau. Assim,
[x1, [C]h] = 0, e portanto, x1[C]h = p2h

11p
2h
12p

h
13[C]hx1. Ainda, pela mesma Observação,

temos que [[C], x2] = α[E]n1 [D]n2 , assim temos que o grau do elemento do lado direito
deve ser igual ao grau de [[C], x2], isto é, (n1 +n2, 2n1 +n2, n1 +n2) = (2, 3, 1), como não
existem inteiros positivos n1 e n2 que satisfaçam a igualdade, segue que [[C], x2] = 0. E
assim, [[C]h, x2], o que conclui que [C]hx2 = p2h

12p
2h
22p

h
32x2[C]h. Pela Observação 2.5.5, temos

que [[C], x3] = α[H]n1 [G]n2 [F ]n3 [E]n4 [D]n5 , para que o grau de ambos os lados coincidam
temos que ni = 0 para i ̸= 5 e n5 = 2. Portanto, aplicando novamente o colchete por [C]
e usando a Proposição 2.2.11, temos que

[[C], [[C], x3]] = α[[C], [D]2] = α[[C], [D]][D] + αpCD[D][[C], [D]]
= α · 0 · [D] + αpCD[D] · 0 = 0.

Assim, vale que [[C]h, x3] = 0, e portanto [C]hx3 = p2h
13p

2h
23p

h
33x3[C]h.

Se [u] = [D] = [x1, [x2, x3]], temos que [[D], x2] = [E], aplicando novamente o colchete
por [D] e usando a Observação 2.5.5, segue que, [[D], [[D], x2]] = [[D], [E]] = 0. Desta
forma, temos que [[D]h, x2] = 0, e assim, [D]hx2 = ph

12p
h
22p

h
32x2[D]h. Ainda, pelas relações
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de Serre 7.2 temos que [[x2, x3], x3] = 0, assim

[[D], x3] = [[x1, [x2, x3]], x3] = [x1, [[x2, x3], x3]] = 0.

Portanto, temos que [[D]h, x3] = 0, e segue que [D]hx3 = ph
13p

h
23p

h
33x3[D]h.

Se [u] = [E] = [[x1, [x2, x3]], x2], temos, pela Observação 2.5.5, que

[x1, [E]] =
∑

α[D]n1 [C]n2 [B]n3 ,

assim, temos duas possibilidades para que os graus coincidam em ambos os lados da
igualdade, n1 = n3 = 1 e n2 = 0 ou n1 = n3 = 0 e n2 = 1. Portanto, segue que [x1, [E]] =
α1[D][B] + α2[C]. Aplicando novamente o colchete por [E] e usando a Proposição 2.2.11
e a Observação 2.5.5, com devidas análises dos graus, vemos que

[[x1, [E]], [E]] = α1[[D][B], [E]] + α2[[C], [E]]
= α1([D][[B], [E]] + pBE[[D], [E]][B]) + α2[[C], [E]] = 0.

Assim, [x1, [E]h] = 0, e portanto, x1[E]h = ph
11p

2h
12p

h
13[E]hx1. Ainda, pela Observação

2.5.5, temos que [[E], [F ]] = [[E], x2] = 0, desta forma, [[E]h, x2] = 0, e segue que
[E]hx2 = ph

12p
2h
22p

h
32x2[E]h. Novamente, pela mesma Observação já mencionada, ao ana-

lisarmos o grau dos elementos entre [E] e [I], vemos que [[E], [I]] = [[E], x3] = 0, assim,
segue que [[E]h, x3] = 0 e [E]hx3 = ph

13p
2h
23p

h
33x3[E]h.

Se [u] = [F ] = x2, pelas relações de Serre (7.2), temos que [x2, [x2, [x2, x3]]] = 0, assim
[xh

2 , x3] = 0, e segue que xh
2x3 = ph

23x3x
h
2 .

Se [u] = [G] = [x2, [x2, x3]], pelas relações de Serre temos que

[[x1, x2], x2] = 0 = [x2, [x2, [x2, x3]]],

assim segue que [x1, [G]] = 0 e [x2, [G]] = 0, logo [x1, [G]h] = 0 e [x2, [G]h] = 0, portanto
vale x1[G]h = p2h

12p
h
13[G]hx1 e x2[G]h = p2h

22p
h
23[G]hx2. Pela Observação 2.5.5, temos que

[[G], x3] = α[H]2, aplicando novamente o colchete por [G] e usando a Proposição 2.2.11,
segue que

[[G], [[G], x3]] = α[[G], [H]2] = α[[G], [H]][H] + αpGH [H][[G], [H]] = 0.

Assim, [[G]h, x3] = 0, e portanto [G]hx3 = p2h
23p

h
33x3[G]h.

Finalmente, se [u] = [H] = [x2, x3], temos que [x1, [H]] = [D], aplicando novamente
o colchete por [H] e usando a Observação 2.5.5 com as devidas análises do grau, temos
que [[C], [H]] = 0, assim [x1, [H]h] = 0, e x1[H]h = ph

12p
h
13[H]hx1. Ainda, temos que

[x2, [H]] = [G], aplicando novamente o colchete por [H] e usando a mesma Observação
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anterior, segue que [[G], [H]] = 0, logo [x2, [H]h] = 0 e vale que x2[H]h = ph
22p

h
23[H]hx2.

Por fim, pela Observação 2.5.5, temos que [[H], x3] = 0, então [[H]h, x3] = 0, e segue que
[H]hx3 = ph

23p
h
33x3[H]h.

■

A partir do resultado mostrado acima e pela Proposição 2.7.3, temos que o conjunto
J = ker(φ) será gerado por elementos skew-centrais [u]h de U+

q (C3). E ainda, pelo [3,
Theorem 4.15] temos que I, a subálgebra de U+

q (C3) gerada pelos elementos skew-centrais,
é uma subálgebra de Hopf de U+

q (C3).

Teorema 7.4.2. O posto combinatório κ(u+
q (C3)) ≤ 3.

Demonstração. Realizando o processo análogo ao que foi feito na Proposição 6.4.2 para
U+

q (C3), temos que se t for ímpar, então os elementos [u]h ∈ Jn, para [u] com grau menor
que 2n. Mostraremos, agora, que se t for par vale o mesmo resultado.

Para n = 1, [u] ∈ C3 irá possuir grau total menor que 21 = 2, isto é, seu grau total será
igual a 1. Então, pelo Teorema 7.3.1, [u]h será um skew-primitivo de J , logo pertencerá
a J1.

Note que, pela Observação 7.1.4, como t é par, a altura dos elementos de B3 será
h = t para [u] = {[A], [B], [D], [E], [F ], [H]} e h = t

2 para [u] = {[C], [G], [I]}. Ainda,
como vimos no Teorema 6.4.3, se [u] ∈ U+

q (C3) tem grau total menor que 2n e altura
h = t

2 , então [u]h ∈ Jn. Desta forma, precisaremos analisar apenas os elementos que
possuem altura h = t.

Vimos nas equações (7.8), (7.9), (7.10), (7.11), (7.12) e (7.13), que o coproduto dos
elementos [u]h ∈ U+

q (C3), onde [u] ∈ C3 são da seguinte forma:

∆([u]h) = [u]h ⊗ 1 + gh
[u] ⊗ [u]h +

∑
j

γyjgz ⊗ zj,

no qual o grau de yj mais o grau de zj é igual ao grau de [u]h, para todo índice j fixado.
Portanto, a partir dessas informações, verifiquemos os casos a seguir.

Para n = 2, [u] ∈ C3 irá possuir grau total menor que 22 = 4, isto é, seu grau total
será igual a 2 ou 3. Se [u] possuir grau total igual a 2 e altura h = t, a soma dos graus
totais de yj com zj será igual ao grau total de [u]t, que será igual a 2t, assim temos a
seguinte possibilidade não nula em J

J1
:

• yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 , no qual v1, v2 têm grau total 2.

Note que, não há elementos de grau total igual a 2 tal que sua altura é h = t
2 , assim

este caso não será possível. Portanto, para todos os casos possíveis, temos que os termos
dependentes de j são zero em J

J1
, ou seja, [u]t ∈ J2 se [u] tem grau total igual a 2.

Se [u] possuir grau total igual a 3 e altura h = t, então a única possibilidade para [u]
será [u] = [D]. Assim, segue que a soma dos graus e graus totais de yj com zj será igual
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ao grau e grau total de [D]t, que será igual a (t, t, t) e 3t respectivamente, assim temos as
seguintes possibilidades:

• yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]t, no qual v1, v2 têm grau total 2.

• yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 [v3]

t
2 , no qual v1, v2, v3 têm grau total 2.

• yj = [v1]
t
2 , zj = [v2]

t
2 , no qual v1, v2 têm grau total 3.

Note que, o primeiro e segundo caso, como não existem elementos de grau total igual
a 2 com altura t

2 , não serão possíveis. Para a terceira situação temos que [v1] = [v2] = [G]
e assim o grau de yj mais o grau de zj é (0, 2t, t) que é diferente do grau de [D]t.

Portanto, como as únicas situações em que os termos dependentes de j não se anulavam
não são possíveis, temos que todos os termos dependentes de j são zero em J

J1
, ou seja,

[u]t ∈ J2 se [u] tem grau total igual a 3. Desta forma, se [u] tem grau total menor que
22 = 4, então [u]h ∈ J2.

Para n = 3, [u] ∈ C3 irá possuir grau total menor que 23 = 8, isto é, seu grau total
será igual a 4, 5, 6 ou 7. Desta forma, teremos apenas dois elementos para avaliarmos,
[E] que possui grau total igual a 4 e altura igual a t, e [C] que possui grau total igual a 5
e altura igual a t

2 . Se [u] possuir grau total igual a 4 e altura h = t, temos que [u] = [E], e
assim a soma dos graus totais de yj com zj será igual ao grau total de [u]t, que será igual
a 4t. Para que yj e zj sejam diferentes de zero em J

J2
, eles devem depender de elementos

de grau total maior ou igual a 4, porém, não será possível, pois há apenas um elemento
de grau total igual a 4 que será o [E], e como sua altura é t, não há como fazermos com
que yj e zj dependam apenas dele, já que I é uma subálgebra de Hopf. E ainda, não há
como decompor o grau total de [E]t no único elemento de grau total igual a 5, pois para
isso teríamos [C] kt

2 tendo grau total igual 4t, ou seja, 5kt
2 = 4t, e assim k não seria um

número inteiro. Logo, todos os elementos dependentes de j na soma são nulos em J
J2

, e
assim [E]t ∈ J3.

Por fim, se [u] possuir grau total igual a 5 teremos apenas o elemento [C] que possui
altura t

2 , e como já vimos, temos que [C] t
2 ∈ J3.

Desta maneira, temos que se [u] ∈ U+
q (C3) tem grau total menor que 2n, então [u]hu ∈

Jn. E assim, como o elemento de maior grau de C3 tem grau 5 < 23, os elementos [u]h

estão no máximo em J3, logo o posto combinatório κ(u+
q (C3)) ≤ 3.

■

Teorema 7.4.3. O posto combinatório κ(u+
q (C3)) = 3.

Demonstração. Realizando um processo análogo ao que foi feito para A2 no Corolário
3.4.3 para C3, mostramos que os únicos elementos [u]h ∈ U+

q (C3), tal que [u] ∈ C3, que
pertencem a J1 são os elementos nos quais [u] possui grau total igual a 1, desta forma
os elementos de grau total maior ou igual a 21 = 2 estão no mínimo em J2. Logo,
2 ≤ κ(u+

q (C3)) ≤ 3.
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Portanto, pelo Teorema anterior, os elementos [B]t, [D]t, [G] t
2 e [H]t ∈ J2. Ainda, como

a altura de [C] é igual a t
2 e seu grau total é 5, temos que, no coproduto de [u]h = [C] t

2 , a
soma do grau total de yj com o grau total de zj é igual a 5t

2 . Para que yj e zj não sejam
nulos em J

J1
, precisaremos que ambos dependam de elementos [w]h, tal que [w] ∈ C3 tenha

grau total maior ou igual a 2. Suponha sem perda de generalidade que yj possua em sua
fatoração um elemento [w]h, tal que [w] possui grau total igual a 2, então, como todo
elemento de C3 de grau total igual a 2 tem altura t, teremos que o grau total de yj será
no mínimo 2t, e desta maneira, segue que o grau total de zj será no máximo t

2 . Desse
modo, zj = [v] t

2 , no qual v possui grau total 1, o que implica que este termo será nulo em
J
J1

. Observe, que se yj possuir um fator com o grau total 3, teremos duas possibilidades
de elementos, um com altura t, e neste caso teremos que zj terá grau total menor que 2,
o que também conclui que este termo será nulo em J

J1
, e outro com altura t

2 . Suponha
que yj tenha como fator o elemento de grau total 3 e altura t

2 , então teremos que o grau
total de yj será no mínimo 3t

2 , e assim, como não há elementos de grau total igual a 2
com altura h = t

2 , segue que zj ∈ {xt
1, x

t
2, x

t
3}. Para [w] com grau total igual a 4, não

será possível que [w]h seja um fator de yj ou zj, uma vez que o único elemento que possui
grau total igual a 4 possui altura t e assim [w]h possui grau total 4t que é maior que o
grau total de [C] t

2 . Claramente, para o caso em que [w] possui grau total igual 5 não será
possível que yj e zj possuam juntamente fatores desta forma, pois a menor altura dos
elementos de C3 é t

2 , e assim se um possui esse elemento como fator, o outro terá grau
total menor que 2. Logo, [C] t

2 ∈ J2.

Por fim, temos que [E]t ̸∈ J2. De fato, pelo Teorema 7.2.1 e pela multiplicidade de ∆,
temos que ∆([E]t) = [E]t ⊗ 1 + gt

1232 ⊗ [E]t + α[B]tgt
23 ⊗ [H]t +

∑
j

γyjgz ⊗ zj, no qual

α = (−p32β1)t(p21p22p31p32)
t(t−1)

2 .

Observe que, α[B]tgt
23 ⊗ [H]t nunca irá se anular com outros termos na soma, pois no

coproduto do elemento [E], o termo que possui o mesmo grau de [H] no lado direito do
tensor é β1β2[B]g23 ⊗ x3x2, mas como x3x2 começa com a variável x3, não há como ter
outro termo com [H]t do lado direito do tensor. Portanto, como [B]t e [H]t são não nulos
em J

J1
, segue que [E]t ̸∈ J2, e assim [E] t

2 ∈ J3. Assim sendo, concluímos que o posto
combinatório κ(u+

q (B3)) = 3 e

J1 =
〈
xt

1, x
t
2, x

t
2
3

〉
,

J2 =
〈
xt

1, [B]t, [C] t
2 , [D]t, xt

2, [G] t
2 , [H]t, x

t
2
3 ,

〉
,

J3 =
〈
xt

1, [B]t, [C] t
2 , [D]t, [E]t, xt

2, [G] t
2 , [H]t, x

t
2
3

〉
= J.

■
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