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Resumo

Neste trabalho definimos trés modelos de escadas de spin integraveis novos que cor-
respondem a variagoes de um modelo de escada de spin baseado na simetria SU(4). Os
modelos sao exatamente soliveis através do método do ansatz de Bethe e as equagoes do
ansatz de Bethe, os autovalores de energia e o gap de spin sao derivados e propriedades
fisicas interessantes sao discutidas.

Inicialmente apresentamos um modelo de escada de spin integravel que possui um
parametro livre além do acomplamento ao longo dos degraus. Determinamos a dependéncia
do parametro anisotrépico na transicao de fase entre uma regiao com gap e outra sem gap.
Noés também mostramos que o modelo é um caso especial de uma Hamiltoniana mais geral
que possui trés parametros livres. A susceptibilidade magnética em funcao da tempera-
tura é obtida numericamente e sua dependéncia no parametro anisotrépico é determinada
explicitamente. Uma comparacao entre o gap de spin obtido através da curva de suscep-
tibilidade magnética e aquele obtido das equagoes do ansatz de Bethe é feita e uma boa
concordancia encontrada. A conexdo com alguns compostos é apresentada e mostramos
que os nossos resultados ajustam bem a curva da susceptibilidade magnética dos compostos
KCUC]3, CUQ(C5H12N2)QCI4 e (C5H12N)QCUBI4.

A seguir nés propomos dois tipos diferentes de modelos integraveis com impurezas.
Mostramos em ambos os casos que uma transicao de fase entre uma regido com gap e
outra sem gap ocorre para um valor critico do acoplamento ao longo dos degraus. Além
disso, a dependéncia das impurezas na transi¢ao de fase é determinada explicitamente. Em
um dos modelos o gap diminui com o aumento da intensidade da impureza A. E, fixando a
intensidade de impureza A, é observada uma reducao do gap com o aumento da concentragao

de impurezas. Este resultado esta qualitativamente de acordo com resultados experimentais.



Abstract

In this work we introduce three new integrable spin ladder systems which are variations
of the spin ladder model based on the SU(4) symmetry. The models are exactly solvable
by the Bethe ansatz method and the Bethe ansatz equations, the energy eigenvalues and
the spin gap are obtained and interesting physical properties are discussed.

First we present an integrable anisotropic spin ladder model which possesses a free para-
meter besides the rung coupling. We determine the dependence of the anisotropy parameter
on the phase transition between gapped and gapless spin excitations and present the phase
diagram. We also show that the model is a special case of a more general Hamiltonian
with three free parameters. The magnetic susceptibility as a function of the temperature
is obtained numerically and its dependence on the anisotropy parameter is determined ex-
plicitly. A comparison between the spin gap obtained from the susceptibility curve and the
one obtained from the Bethe Ansatz Equations is made and a good agreement found. A
connection with some strong coupling compounds is presented and we show that our re-
sults fit the magnetic susceptibility of the KCuCl;z, Cus(C5H13N3),Cly and (CsH 5N),CuBry
compounds remarkably well.

Next two different types of integrable impurity spin ladder system are proposed. We
show for both models that a phase transition between gapped and gapless spin excitations
occurs at a critical value of the rung coupling. In addition, the dependence of the impurities
on this phase transition is determined explicitly. In one of the models the spin gap decreases
by increasing the impurity strength A. Moreover for a fixed A, a reduction of the spin gap
by increasing the impurity concentration is also observed, in qualitative agreement with

experimental results.
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Recentemente, o estudo de escadas de spin quanticas tem despertado grande interesse,
tanto do ponto de vista tedrico quanto experimental, devido a sua possivel conexao com a
supercondutividade a altas temperaturas. De fato, diversos compostos com a estrutura de

uma escada, como por exemplo alguns cupratos
SI"CUQO;),

Sl"z CU3 05
Lal_XSrXCuOg,g,
Sr14Cuy404

e alguns compostos organicos
CUQ(C5H12N2)CI4

Ca\/g 05
KCuCls
(VO)2P2 07,

entre muitos outros (ver, por exemplo [1, 2, 3, 4, 5]) existem ou podem ser sintetizados em
laboratérios [1]. Para ilustrar, apresentamos abaixo uma representacdo esquemética de dois
compostos com a estrutura de escadas de duas e trés pernas. Uma familia destes compostos
foi sintetizada por Hiroi, Azuma, Takano e Bando [3]. Na Fig.1.1 estdo representados
os planos de 6xido de cobre para os dois primeiros elementos desta familia: o primeiro
representa o composto de duas pernas SrCuyOjz e o segundo representa o composto de
trés pernas SroCuzOjs. Utilizando técnicas de espectroscopia os autores mostraram que nas
escadas as ligagoes de 180° (Cu — O — Cu) fornecem um acoplamento forte entre os fons de
cobre, enquanto que entre as escadas a ligacao de 90° entre os fons de cobre é bem mais
fraca, podendo a principio ser desprezada [6].

Um fato surpreendente a respeito de todos os materiais do tipo escada é que eles apresen-
tam um gap de spin no espectro das excitacoes elementares para compostos com um nimero
par de pernas. Isto pode ser verificado experimentalmente utilizando diferentes técnicas,
como por exemplo medidas de susceptibilidade magnética [2], de ressonancia magnética nu-
clear [7] e espalhamento ineldstico de néutrons [8]. Para exemplificar, mostramos a seguir
duas curvas tipicas de susceptibilidade magnética versus temperatura obtidas para os com-
postos da Fig.1.1 [2]. Nas Fig.1.2 e 1.3, os circulos abertos (curva superior) correspondem aos
resultados experimentais preliminares medidos com o equipamento SQUID (Superconduting

Quantum Interference Device), enquanto os circulos fechados (curva inferior) representam
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Fig. 1.1: representacao esquemdtica dos planos de cobre e oxigénio para: a) o composto
com duas pernas StCuyO3s. b) o composto com trés pernas SraCuzOs. Os circulos
em negrito representam os ions de cobre, e os ions de oxigénio estdo localizados

nos vértices dos quadrados . Figura extraida do artigo de Azuma e outros [2].

estes dados apods serem subtraidas impurezas do experimento e é, de fato, a curva utilizada
pelos autores para o ajuste tedrico [2]. Note que no primeiro (segundo) composto, a curva
da susceptibilidade magnética apresenta um decaimento exponencial para zero (linear para
uma constante) para baixas temperaturas, refletindo a presencga (auséncia) de um gap de
spin. Curvas similares também foram obtidas para todos os outros compostos que apresen-
tam esta estrutura de escadas. Presentemente é um fato bem estabelecido que escadas de
spin com um nimero par de pernas apresentam um gap de spin enquanto aquelas com um
nimero impar de pernas nao apresentam. A tnica controvérsia que ainda persiste entre os
diferentes grupos de pesquisa reside no tamanho exato do gap.

Sob dopagem, alguns destes materiais exibem propriedades supercondutoras verificadas,
por exemplo, em curvas de resistividade [9]. Para ilustrar, mostramos abaixo na Fig. 1.4 o
grafico da resistividade elétrica versus temperatura para o composto Sri4_,Ca,CugsOy41, que
apresenta a estrutura de uma escada com duas pernas. Sob condi¢oes especiais de dopagem
e pressao, pode-se verificar que a resistividade cai abruptamente a zero numa determinada
temperatura critica, indicativo de supercondutividade [10].

Do ponto de vista tedrico, a existéncia do gap de spin também foi prevista para escadas

com um numero par de pernas, em completo acordo com os experimentos. Além disto, a
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Fig. 1.2: susceptibilidade magnética x versus temperatura T para o composto de duas per-
nas SrCus0s3. O decaimento exponencial de x para bairas temperaturas indica a

existéncia de um gap de spin, estimado em 0.5J, [2].

teoria prevé também que sob dopagem, pode ocorrer um pareamento de lacunas (formagcao
de “pares”), entre outros indicativos de supercondutividade.
Inicialmente, a maior parte, senao todas as previsoes teéricas foram baseadas no mo-
elo de escadas do tipo Heisenberg unidimensional (“modelo padrao das escadas de spin
delo d das do t H b d 1 (“model d d das d
quanticas”), que consiste essencialmente em duas redes de Heisenberg colocadas juntas de

forma a compor uma escada com uma interacao do tipo Heisenberg entre elas, isto é

Jl = JERN - - Jr = JER.
H = Z Z{Ui-0i+1 + Ti-Ti—|—1} + Z Zai-Ti;
i=1 =1
que pode ser representada diagramaticamente. Na Fig. 1.5 tem-se uma escada com duas
pernas e “L” degraus. As matrizes & e T correspondem as matrizes de Pauli usuais associadas
a perna superior e inferior, respectivamente, enquanto J; e J, denotam o acoplamento
ao longo das pernas e dos degraus, respectivamente. Para este modelo, apenas cédlculos
numéricos e perturbativos sdo possiveis. Por exemplo, quando J, > J; (este é conhecido
como o ”limite de acoplamento forte” ), teoria de perturbagao pode ser aplicada. Finalmente,
apesar do modelo em questao ser muito simples, nao existe nenhum resultado analitico
exato em geral. Assim, a fim de se ganhar experiéncia na 4rea, diversos modelos de escadas
generalizadas foram introduzidos, como por exemplo em [11, 12, 13].

Uma outra possibilidade que surgiu recentemente foi a de investigar modelos de escada

exatamente soliveis. Tradicionalmente, apesar do método algébrico do ansatz de Bethe
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Fig. 1.3: susceptibilidade magnética x versus temperatura T para o composto de trés per-
nas SroCuz0s. O comportamento linear de x para bairas temperaturas indica a

auséncia de um gap de spin e também de um estado fundamental ndo-magnético

[2]

! poder ser aplicado apenas para o estudo de sistemas unidimensionais, nos tltimos anos
tornou-se aparente que existem vdrias possibilidades de generalizar estes métodos para estu-
dar modelos de escadas de spin de uma forma nao perturbativa. Originalmente isto foi feito
em [14, 15] utilizando a estrutura de co-dlgebra de uma algebra de Hopf. Essencialmente, um
mapeamento da co-algebra permite que um modelo unidimensional seja mapeado em cépias
miltiplas através de homomorfismo da algebra. Assim sendo, as propriedades algébricas sao
preservadas e, conseqiientemente a integrabilidade do modelo é mantida, permitindo uma
analise destes modelos através de métodos conhecidos. Subseqiientemente, um ponto de
vista alternativo foi adotado, onde a extensao do sistema unidimensional para o de escadas
é acomodado através de uma extensao da simetria do sistema. Este método foi empregado
por Wang, que introduziu um modelo de escadas de spin baseado na dlgebra SU(4), obtido
através da generalizacao da simetria SU(2) de uma rede de Heisenberg unidimensional [16].
Outros modelos de escadas de spin integraveis também foram analisados neste contexto
(13, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23].

! ver as referéncias: SKLYANIN, E.K. Quantum Inverse Scattering Method, in selected topics in Quan-
tum Groups and Integrable Systems, Nankai Lectures on Math. Phys... Ed. M.L.Ge (World Scientific,
Singapore, 1991) p.63.

KOREPIN, V., BOGOLIUBOV, N. M., IZERGIN, A.G. Quantum Inverse Scattering Method and Corre-
lation Functions (Cambridge University Press, 1993).
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Fig. 1.4: resistividade p wversus temperatura T para o composto de duas pernas

Sri14_4Ca,CuosO41 com dopagem x = 13.6 e sob diferentes pressoes: 3,4.5 e 6

GPa [10].
1—1 v 1+ 1 1+ 2 1+ 3
()
Iy Iy Iy Jr Iy

(1)
Jl Jl Jl Jl

Fig. 1.5: Representacao esquemdtica de uma escada de spin com duas pernas. Os acopla-

mentos ao longo dos degraus J, e das pernas J; sdo apresentados.

Em todos os casos citados acima, nenhum dos modelos apresenta parametros livres,
devido as condicoes estritas impostas pela integrabilidade. Entretanto, é de se esperar que
a introducao de parametros livres torne o diagrama de fase dos modelos mais rico, bem
como facilite o ajuste de curvas experimentais.

Um dos objetivos desta tese é o de preencher esta lacuna e definir um novo modelo
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de escada de spin anisotrdpico integrdavel (com um parametro livre). Pode-se considerar
a situacao aqui, a nivel de escadas, andloga a generalizagao em uma dimensao da rede de
Heisenberg X X X para sua versao anisotrépica X XZ. Vamos mostrar que este modelo é
exatamente solivel pelo método algébrico do ansatz de Bethe e que ele exibe uma transi¢ao
de fase entre uma fase com gap e outra sem gap, que depende da anisotropia. Outra quanti-
dade que também depende da anisotropia é a susceptibilidade magnética, cuja curva obtida
em funcao da temperatura ajusta muito bem dados experimentais dos seguintes compostos
do tipo escada KCuCl;z, Cuy(CsH12N5)oCly e (C5H19N)2CuBry. Pelo nosso conhecimento
este é o primeiro exemplo em que um modelo de escada integravel é utilizado para ajustar
curvas experimentais.

Um outro aspecto importante a ser considerado é o de incorporar impurezas em es-
cadas de spin. O efeito de impurezas nas cadeias de spin e nos sistemas de elétrons for-
temente correlacionados é bem conhecido, particularmente nos casos de baixa dimensio-
nalidade. Do ponto de vista tedrico o estudo de impurezas em sistemas integraveis é de
grande importancia, ja que nestes sistemas é possivel incorporar impurezas sem destruir a
integrabilidade. Em principio, isto pode ser feito através de dois métodos: no primeiro,
as impurezas sao introduzidas através de uma mudanca da representacao da estrutura da
algebra de Yang-Baxter para alguns sitios da rede, isto é, nestes sitios é feita uma substi-
tuigdo da representagao fundamental( aquela dada pela matriz R original) para uma outra
representacao. Este método ja foi aplicado em diversos modelos unidimensionais, como o
modelo de Heisenberg e o ¢t — J [24, 25, 26, 27, 31]. No segundo método as impurezas
sao introduzidas através da colocacao de inomogeneidades na matriz de transferéncia do
sistema. Este procedimento ja foi utilizado em véarios sistemas unidimensionais, como dis-
cutido nas referéncias [28, 29, 30]. Entretanto, um estudo similar para as escadas de spin
ainda é inexistente. Para suprir esta falta adaptaremos estes dois métodos conhecidos em
uma dimensao para incorporar impurezas nas escadas de spin. Um dos objetivos é investigar
o efeito das impurezas nas escadas de spin integraveis. Em particular, construiremos dois
modelos integraveis de escadas de spin com impurezas baseados na algebra SU(4). Vamos
investigar o efeito das impurezas no diagrama de fase e no gap dos sistemas. Em particular,
em um dos casos vamos mostrar que ocorre uma diminuicao do gap com o aumento da
concentragao de impurezas, em acordo qualitativo com os experimentos.

A tese estd organizada da seguinte forma: No capitulo 2, faremos uma revisao das escadas
de spin em geral, tanto do ponto de vista tedrico quanto experimental. No capitulo 3 vamos
definir um modelo de escada de spin 1/2 integravel anisotrépico que possui um parametro
livre além dos acoplamentos ao longo das pernas e dos degraus. Uma analise do efeito deste

parametro no gap, no diagrama de fases e nas propriedades termodindmicas do modelo serd
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apresentada. Mostraremos que é possivel fazer a conexao com resultados experimentais via
curvas de susceptibilidade magnética para alguns compostos. Finalmente, mostraremos que
o nosso modelo pode ser obtido a partir de um modelo mais geral que possui trés parametros
livres além dos acoplamentos ao longo das pernas e dos degraus(modelo construido a partir
das élgebras de Hopf multiparamétricas de Reshetikin [32]). No capitulo 4 iremos definir
dois modelos de escadas de spin integraveis com impurezas. Em particular, vamos estudar
qual a influéncia das impurezas sobre o gap, e ainda derivar e analisar os correspondentes
diagramas de fases. Os resultados obtidos nos capitulos 3 e 4 sao originais e constituem a
principal contribuicao do autor para a drea de Sistemas Integraveis. O capitulo 5 é reservado

para as conclusoes e as perspectivas futuras.



Capitulo 2

Revisao sobre Escadas de Spin
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2.1 Definicao

Uma escada de spin pode ser formada através do acoplamento de um numero finito de
redes unidimensionais. Estes sistemas sao ditos sistemas quase-bidimensionais, ja que por
construcao o numero de degraus é muito maior que o numero de pernas. Neste sentido,
existem dois tipos diferentes de acoplamentos: um ao longo das pernas, e outro ao longo
dos degraus. Para ilustrar, abaixo é apresentada uma representagao diagraméatica de uma

escada de spin com trés pernas;

degrau

perna

Fig. 2.1: Representacao diagramdtica de uma escada de spin com trés pernas e cinco de-

graus.

Estes sistemas, que interpolam entre uma e duas dimensoes, apresentam propriedades
fisicas muito interessantes (ver nas préximas segoes), além de serem bem mais ficeis de se
manipular do que os modelos bidimensionais.

A denominagdo “escada de spin” teve origem no caso particular de um sistema com duas
pernas, cuja estrutura geométrica assemelha-se a uma escada comum. Posteriormente, esta
designacao foi adotada também para o caso mais geral de escadas com um niimero maior

de pernas.
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1 1+ 1

(1)
Ji

Fig. 2.2: representagao diagramdtica para uma escada de Heisenberg com duas pernas.

Vamos iniciar revisando o caso mais simples, que é o modelo de escada de Heisenberg

de spin 1/2 com duas pernas, também conhecido como modelo padrao de escadas.

2.2 Escada de Heisenberg com duas pernas

Este modelo de escadas é o mais simples, pois nele somente aparecem interacoes do tipo de
Heisenberg entre as pernas e entre os degraus. E além disso as interacoes sao apenas entre

os vizinhos mais proximos. Este modelo é descrito pela seguinte Hamiltoniana

S o Lo Jo &L L
H= 1 D A Gi + i} + 1 > 5T (2.1)
i=1 i=1

Y Y

onde ¢; = (oF,0],07) e 7, = (17,7 ,77) sdo as matrizes de Pauli usuais

0 1 0 —2 1 0
ot =71"= , ov=71V=| e o'=71"= (2.2)
1 0 1 0 0 -1

33
[/

atuando no sitio da perna superior e inferior, respectivamente. Os parametros J, e J;
denotam o acoplamento nos degraus e nas pernas, respectivamente. O comprimento da
escada é L e condic¢oes de contorno periédicas (L + 1 = 1) serdo impostas. Na Fig. 2.2

apresentamos uma representacao diagramdtica para esta escada

Apesar de simples, a Hamiltoniana descrita acima nao é integravel, ou seja, nao podemos
obter sua solucdo exatamente. Entretanto é possivel estudd-la em alguns limites, onde
diversas propriedades fisicas podem ser obtidas.

No limite J, = 0 a escada de spin se desacopla em duas redes de Heisenberg unidimen-

sionais independentes. E, neste caso, é um fato bem estabelecido que a rede de Heisenberg
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unidimensional de spin 1/2 ndo apresenta um gap de spin no limite termodinamico.

Um outro limite de interesse, conhecido como acoplamento forte, é quando os degraus
da rede interagem muito fracamente uns com os outros isto é, J,. >> J;. Neste caso surge
um parametro muito pequeno (J;/J, << 1) que permite que possamos aplicar teoria de
perturbagoes no problema. No Apéndice A revisamos alguns cdlculos de teoria de per-
turbagoes do tipo Rayleigh-Schrodinger para a escada de Heisenberg realizados por Troyer,
Tsunetsugu e Wiirtz [33]. Mostramos, em linhas gerais, que o gap obtido em primeira ordem

de perturbacao é
2

J,
A=EY—EM ~ g - g+ O(7)- (2.3)
Note que o gap tem um tamanho consideravelmente grande, ja que J, >> J; no limite de

(1)
1

acoplamento forte. Acima, E)"’ é a energia em primeira ordem do primeiro estado excitado

que tem spin total iguala 1 (S =1) e E(()l) é a energia do estado fundamental que tem spin
total igual a zero (S = 0). O gap é uma quantidade de energia necessdria e suficiente para
destruir um singleto (inverter um spin para cima) do estado fundamental e transformé-lo
em uma excitacao de spin 1.
O calculo do gap em ordens superiores, usando teoria de perturbagoes, foi feito por
Cabra, Honecker e Pujol [34] e tem como resultado
2 3 4 5
;}r + 4‘]—}3 — 8% + O(j—%).

Até o momento, discutimos apenas o limite em que a escada se desacopla em duas redes

A=J.—J +

unidimensionais e o limite de forte acoplamento. Entretanto, para analisar outras regides
em geral é necessario utilizar métodos numéricos precisos. Basicamente, quatro métodos
diferentes sao frequentemente utilizados para isto. Dois deles, o Método de Monte Carlo
Quantico (MMCQ) e o Método da Matriz de Transferéncia Quantico (MMTQ), trabalham
com temperaturas finitas. Os outros dois, Método da Diagonalizacao Exata (MDE) e o
Método da Matriz Densidade do Grupo de Renormalizacio (MMDGR), trabalham com
temperatura zero.

Os MMCQ e MMTQ [35, 36, 37, 38] sao ambos baseados na decomposigao de Trotter-
Suzuki da fungao de parti¢ao [39]. Aqui um sistema quantico com dimensao (d) é mapeado
num sistema cldssico com (d + 1) dimensoes. Para sistemas quase bidimensionais, como as
escadas de spin, a fun¢do de partigdo pode ser obtida pelo MMTQ [35, 36, 37, 38|. Este
método é muito poderoso, ja que ele permite calcular como as quantidades termodinamicas
dependem da temperatura, bem como os comprimentos de correlacao para sistemas infinitos.

Este método pode também ser combinado com o MDE ( normalmente Método de Lanczos)
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[40, 41] para calcular mais precisamente os autovalores extremos e autovetores. Isto permite
calcular todas as quantidades termodinamicas com maior grau de precisao.

No MMCQ [37] a fungao de partigao é calculada por amostragem estatistica do corres-
pondente sistema cldssico. Este método pode ser usado em qualquer dimensao, para sistemas
com mais de 100 sitios, e temperaturas mais baixas se comparado com MMTQ. Entretanto,
os resultados aqui nao sao tao precisos quanto no MMTQ, devido a erros estatisticos de
amostragem.

O MDE (Método de Lanczos) ! é o método que tem a maior precisdo & temperatura zero.
Ele pode ser usado para obter o estado fundamental e as primeiras excitacoes elementares
para sistemas pequenos (em torno de 10® estados) com alta precisdo. O MDE pode também
ser usado para calcular propriedades termodinamicas & temperatura finita. Este calculo,
porém, exige que se conheca boa parte, ou as vezes todo o espectro de energia do sistema.
Em contrapartida, o MMT(Q necessita somente alguns autovalores extremos da matriz de
transferéncia.

O MMDGR ¢ outro método usado a temperatura zero. Ele pode ser usado para calcular
o estado fundamental e os primeiros estados excitados para sistemas grandes (em torno de
100 sitios). Este método funciona excepcionalmente bem para sistemas unidimensionais,
mas ele pode ser adaptado para sistemas com maiores dimensoes, onde é mais dificil de se
obterem resultados precisos.

Utilizando estes métodos é possivel determinar o gap para qualquer escolha dos acopla-
mentos J; e J,.. Para ilustrar, vamos apresentar na Fig.2.3 os resultados obtidos por Barnes,
Dagotto, Riera e Swanson [42] utilizando o MMCQ. A Fig.2.3 mostra que ndo existe gap
quando J, = 0, isto é, no limite em que a escada se desacopla em duas redes unidimensionais.
A medida que a interagao entre as pernas é ligada (J, > 0) surge um gap. Este resultado
é conhecido como conjectura de Barnes [31]. Na regido onde J; = J, o gap calculado é de
aproximadamente 0.5J,. Utilizando o MMDGR, White e Noack [43] estimaram um gap de
0.5037.J,., muito préximo do resultado obtido por Barnes e outros [31].

A presenca de um gap nas escadas de spin indica que estas estruturas sao fortes candida-
tas a explicar a supercondutividade, uma vez que a existéncia do gap é condi¢ao necessaria
(mas nao suficiente) para que a supercondutividade a altas temperaturas ocorra sob dopa-

gem.

L CULLUN, J. K.; WILLOUGHBY, M. H. Lanczos algorithms for large symmetric eigenvalues compu-
tations. Boston, Birkhduser-Verlag, 1985.
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Fig. 2.3: A/J; versus J./J;. Grafico extraido do artigo de Barnes e outros [42]. Cdlculo

numérico usando MMCQ para uma rede com 2 X 32 sitios.

2.3 Susceptibilidade Magnética

A susceptibilidade magnética nos mostra como um composto magnético responde a agao de
um campo magnético externo. Esta resposta ao campo externo pode ser medida em labo-
ratério usando um equipamento chamado SQUID (Superconduting Quantum Interference
Device) [9, 44].

Neste contexto, cdlculos tedricos tém como objetivo encontrar o comportamento para a
susceptibilidade magnética que possa ser comparado com os resultados experimentais. O
objetivo desta secao é mostrar que utilizando o modelo de escada de spin de Heisenberg,
obtém-se as seguintes expressoes para a susceptibilidade magnética:

- baixas temperatura (I" << A): Lei de Troyer

o—A/T
x 2.4
XX 7 (2:4)
- altas temperaturas (7" >> A): Lei de Curie
1
1 2.5
XX (2:5)

Estes resultados foram obtidos por Troyer, Tsunetsugu e Wiirtz em [33], e no que segue
iremos reproduzir os célculos apresentados neste artigo.
A escada de spin de Heisenberg, na presenga de um campo magnético externo (h) na

direcao z, é dada pela Hamiltoniana
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Jl J L h L
1 Y A0 G + T Tl + ZOZ =g > {of + 17} (2.6)

=1 =1 =1

H =

Vamos comecar estudando esta Hamiltoniana no limite de acoplamento forte extremo
(Ji = 0), quando ndo existem interagdes entre os degraus. Neste caso, os degraus sao
independentes e podem serem vistos como sendo redes de Heisenberg unidimensionais com
2 sitios, cuja Hamiltoniana local é dada por

Jr

H;, = 4az T — {0’ + 77} (2.7)

onde 7 representa um dos degraus da escada. A solugao para esta Hamiltoniana local é:

energias autovetores

-3, [Ty >= 5 (| 4> = 11>)
1J,—h W) >=| 1> (2.8)
L, [Ty >= (| 14>+ I1>)
1], +h U3 >=[ >

Na auséncia de campo externo o vetor |¥, > corresponde ao singleto e os outros trés ao
tripleto. A presenca do campo magnético externo faz com que a energia degenerada do
tripleto seja quebrada (sofre efeito Zeeman). Como estamos interessados em determinar
uma propriedade termodinamica do sistema precisamos inicialmente calcular a fungao de

particao local Z;, que é definida como

conf
onde F; sao toda as configuragoes de energia sobre um dos degraus e 8 = 1/T, onde T é
a temperatura do sistema. Substituindo essas energias (2.8) em (2.9) e fazendo algumas
manipulagdes encontramos

3BJr —ﬂ Bdr =BJdr
A S S I S S

que se reduz a

Zi= Zie 1P =1 4 (1 + 2cosh(Bh))e P2 (2.10)
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onde A é o gap, que aqui é proporcional a diferenga de energia entre o tripleto e o singleto.

Como os degraus da escada sao independentes, a fungao de particao total é dada por

L
Zr =11 Z (2.11)
i=1
ou seja
Zp = {1+ (14 2cosh(Bh))e P2} (2.12)

Note que toda a contribui¢ao de energia aparece na funcao exponencial acima. Para deter-
minar a susceptibilidade magnética precisamos antes da magnetizacao, que para a escada é

definida como

1 L
_M:Z<Zwﬁwn> (2.13)
i=1
onde s,
<of >= Zeons. Oi€ 7 Uff_ .l
Zconf. € PE:
e
L

<D (of+717)>=2L <0 >.
i=1
A susceptibilidade magnética a campo zero é definida como

0 1 0?2
= —M R
X= Mo = 51550
Calculando a derivada acima encontramos

Ln(Z7r)o. (2.14)

Bern
X= Ty 3o
que nos limites de baixa e alta temperatura originam a Lei de Troyer (2.4) e a Lei de Curie

(2.15)

(2.5), respectivamente.
Para determinar como a susceptibilidade magnética se comporta quando os degraus

comecgam a interagir, generaliza-se a fun¢io de partigdo total (2.12) agora para [33]

Zp = {1+ (1 + 2cosh(Bh))f(B)}* (2.16)
onde

fB) = g X e (2.17)

¢ uma funcao de particao quase local,que ja leva em conta as interacoes ao longo dos degraus

e das pernas [33].
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Assim a susceptibilidade magnética passa a ser escrita

f(8)

X =f[——F—. 2.18
1+3£(B) (219
O somatorio pode ser substituido por
L [
S oot [k
k 27T —00
e entao temos
1 oo
. —BEk .. 2.1
8= 5= [ e Pedk (2.19)

Para efetuar a integragao acima necessitamos saber qual é a forma aproximada da energia E}.
Levando-se em conta que uma banda de magnons tem uma relacao de dispersao quadratica,

a energia pode ser escrita, aproximadamente como [33]

By = A(Jy, 1)) + al k] — ]2

A é o gap que depende dos acoplamentos J; e J,., a é uma constante e k é o vetor de onda.

Com isso podemos fazer a integracao em (2.19), obtendo como resultado

1 _A
f(B) = mﬁe T (2.20)

que pode ser substituido em (2.18) fornecendo a expressdo final para a susceptibilidade.
Assim para baixas temperaturas (17 << A), a susceptibilidade magnética tende a zero de

acordo com a Lei de Troyer (2.4)

(2.21)

onde C' é uma constante. Manipulando a equagao acima, temos

—%Ln(x) =A- %T.
O significado desta equagao pode ser melhor compreendido pelo seguinte grafico extraido
do artigo de Troyer, Tsunetsugu e Wiirtz [33]. O grafico (2.4) compara o comportamento
totalmente distinto entre redes unidimensionais de spin 1/2 (redes XY e Heisenberg) e uma
escada de Heisenberg com diferentes acoplamentos. Quando 7' — 0 o gap para as redes
unidimensionais desaparece, enquanto que para a escada de spin o gap permanece finito,

variando com os acoplamentos.
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Fig. 2.4: O grdfico mostra a variacdo logaritmica da susceptibilidade em funcdo da tem-
peratura para as redes unidimensionais XY e de Heisenberg e para a escada de
spin de Heisenberg. Para a escada de spin, o método usado para obter a curva
foi 0o MMTQ com 2 x 12 sitios [33].

Para altas temperatura (7" >> A), a susceptibilidade magnética vai a zero de acordo

com a Lei de Curie

X = — (2.22)

onde C'; é uma constante de proporcionalidade.

2.4 Escada de Heisenberg com um nimero maior de

pernas

Pode-se formar também escadas de Heisenberg com mais de duas pernas. Neste caso, do
ponto de vista tedrico, a verificagao do gap e o comportamento da susceptibilidade magnética
em geral sao possiveis somente através de cdlculos numéricos. E um fato bem estabelecido
que escadas de Heisenberg com um ntimero par de pernas apresentam um gap de energia,
enquanto que as com um nimero impar de pernas nao exibem um gap [11].

Esta constatacdo interessante foi feita por Rice, Gopalan e Sigrist [6] juntamente com
Reigrotzki, Tsunetsugu e Rice[45]. Basicamente estes autores mostraram que todas as

escadas com numero impar de pernas podem ser mapeadas numa rede unidimensional com
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uma, constante de acoplamento efetiva que tem como caracteristica a nao existéncia de um
gap. Do mesmo modo, as escadas com nimero par de pernas podem ser mapeadas numa
escada de duas pernas, exibindo desta forma um gap.

Apresentamos a seguir alguns graficos que ilustram claramente a diferencga dréstica entre

escadas com um niimero par e impar de pernas. O grafico 2.5 representa o gap (A) contra o

0.8

0.3

nLD B I O
0.00 002 004 006 008 O0.10
i/L

Fig. 2.5: O grdfico mostra o comportamento do gap A, no limite termodindamico, para
escadas de spin com diferentes nimeros de pernas (ng = 1,2,3,4) usando o
MMDGR para redes com até L = 100 sitios. Grdfico extraido do artigo de Write
e Noack [43].De cima para baizo L = 2,4,3,1.

inverso do comprimento da escada (1/L) para escadas com uma, duas, trés e quatro pernas.
Pode-se verificar facilmente que para as escadas com um nimero par de pernas (fimpar) o
gap permanece finito (se anula) no limite termodinamico 1/L — 0. Além disso, & medida
que o numero de pernas aumenta, no caso par, o gap diminui: por exemplo para duas pernas
tem-se A ~ 0,5 e para quatro pernas A ~ 0,19. Esta reducao do gap é esperada, pois a
medida que o numero de pernas da escada de spin aumenta, o modelo aproxima-se cada
vez mais de uma rede quadrada bidimensional, onde é bem conhecido que nao existe gap
1, 11].

O célculo da susceptibilidade magnética para escadas de spin com um nimeros maior de
pernas sé é possivel através de métodos numéricos. Em particular, usando MMCQ), Frisch-
muth, Ammon e Troyer[46], calcularam a curva da susceptibilidade magnética em fungao da
temperatura para uma escada de spin de Heisenberg com até seis pernas e 100 degraus. Este

resultado esta mostrado na Fig.2.6. Podemos ver que para baixas temperaturas existe uma
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Fig. 2.6: O grdfico mostra o comportamento da susceptibilidade magnética versus a tem-
peratura para escadas de spin com até seis pernas para: a) altas temperaturas, b)

baizas temperaturas.

diferenca drastica entre escadas com um nimero par e impar de pernas: para os nimeros
pares de pernas, a susceptibilidade magnética cai exponencialmente para zero, enquanto

que para numeros impares , a susceptibilidade magnética vai para uma constante.

2.5 Dopagem em Escadas de Spin

Uma das propriedades mais interessante de alguns compostos com estrutura de escada ¢é sua
tendéncia para a supercondutividade a altas temperaturas criticas sob dopagem.

Do ponto de vista experimental, um dos primeiros compostos estudados neste contexto
foi La;_,Sr,CuOg 5, que tem a estrutura de uma escada com duas pernas. A curva da suscep-
tibilidade magnética medida em laboratdrio por Hiroi e outros [47] aponta a existéncia de um
gap de spin. Entretanto um estudo sistemético do composto para diferentes dopagens mos-
trou que este nao apresenta propriedades supercondutoras, como podemos verificar através
do grafico da resistividade elétrica apresentado na Fig.2.7. Note que o composto, apesar
de nao exibir propriedades supercondutoras, exibe uma transicao de fase metal-isolante a

partir de uma dopagem de aproximadamente x ~ 0.20.
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Fig. 2.7: resistividade versus temperatura para o composto Lay_,Sr,CuQs5 a diferentes
dopagens [47].

Posteriormente, um outro composto importante que também apresenta a estrutura de
uma escada com duas pernas e que admite dopagem ¢é o Sri;_,Ca,CugOy;. Resultados ex-
perimentais utilizando técnicas de ressonancia magnética nuclear e técnicas de espalhamento
inelastico de néutrons, indicam a presenca de um gap. Além disso, um estudo sistematico da
resistividade elétrica sob condigoes especiais de dopagem e pressao mostra que ocorre uma
queda abrupta da resistividade para uma certa temperatura critica, indicativo de supercon-
dutividade. Estes resultados podem ser vistos na Fig. 2.8 extraida do artigo de Uehara e
outros [10]. Este resultado é extremamente importante, pois pela primeira vez um composto
com estrutura de uma escada de spin exibe propriedades supercondutoras.

Do ponto de vista tedérico, uma analise da dopagem em escadas de spin pode ser feita
através da introducdo de lacunas (remocdo de spins ou destrui¢do de um singleto). Para
ilustrar, vamos reproduzir os argumentos de Dagotto [1, 3] e considerar o limite de forte
acoplamento (J, >> J;) para uma escada do tipo Heisenberg com duas pernas. Inicialmente
vamos supor que o sistema encontra-se no estado fundamental, como é mostrado na Fig.2.9a.

Para introduzir uma lacuna ou remover um spin, precisamos destruir um singleto. Para
isto, é necessario adicionar uma certa quantidade de energia. Quando esta operacao é reali-
zada, o outro spin pertencente ao singleto torna-se livre e entao aparecem perturbagoes que
se propagam ao longo da escada. Para adicionar uma segunda lacuna, num degrau dife-

rente, serd necessario adicionar uma quantidade maior de energia para destruir um segundo
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Fig. 2.8: resistividade versus temperatura para o composto Sri4—_,Ca,Cu404 com dopa-
gem x = 13.6 e sob pressao de 3,4.5 e 6 GPa, mostrando propriedades supercon-
dutoras [10].

singleto. Veja que no limite de forte acoplamento, os degraus da rede sao considerados como
independentes. Uma representacao esquemadtica pode ser vista na Fig. 2.9b. Entretanto,
se as duas lacunas sdo adjacentes (pertencem ao mesmo degrau), o nimero de singletos
destruidos é reduzido de dois para um e portanto, menos energia é necessaria para que isto
ocorra.

Caélculos numéricos mostram que, em geral, o estado em que duas lacunas compartilham
o mesmo degrau possuem, de fato a menor energia do sistema. Esta idéia leva naturalmente
ao conceito de pares de lacunas na escada de spin como estd mostrado na Fig. 2.9c. Um
dos modelos tedricos que prevé a existéncia de lacunas movendo-se ao longo da escada
corresponde ao modelo de escada do tipo t — J, proposto por Dagotto, Riera e Scalapino
[49].

E importante observar que os resultados tedricos a repeito de dopagem em escadas de spin
sao ainda muito preliminares. Questoes importantes como “Como saber se um composto
com duas pernas ird ou nao apresentar propriedades supercondutoras?” ainda nao foram
esclarecidas. Mas sem divida, os modelos de escadas de spin sdao excelentes candidatos
para explicar as propriedades supercondutoras e muito trabalho nesta area precisa ainda

ser feito.
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Fig. 2.9: a)estado fundamental para um modelo de spins: composto por singletos ao longo
dos degraus. b)modelo sob dopagem com duas lacunas. c)estado fundamental para

um modelo sob dopagem: duas lacunas compartilhando o mesmo degrau [1, 3.
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3.1 Introducao

No capitulo anterior foi feita uma revisao sobre as escadas de spin em geral e vimos que
os principais resultados tedricos somente podem ser obtidos usando-se calculos numéricos
ou entao, em limites especiais, teoria de perturbagoes. O objetivo deste capitulo é definir e
investigar uma escada de spin anisotropica que possa ser resolvida exatamente.

Historicamente, um dos primeiros modelos exatamente soliveis de muitos corpos foi a
rede unidimensional de spin 1/2 conhecida como modelo de Heisenberg isotrépico. Este
modelo tem uma grande importancia dentro do magnetismo, pois pela primeira vez tentou-
se modelar as interagdes magnéticas que surgem nos sélidos. A técnica utilizada para
diagonalizar o sistema, baseada na equacao de Schrodinger, foi o método do ansatz de
Bethe coordenado formulado por Hans Bethe em 1931 [50]. Posteriormente, este modelo foi
formulado e resolvido através de uma técnica mais matematica, o ansatz de Bethe algébrico,
que permite também fazer um estudo sisteméatico das propriedades algébricas do modelo,
bem como de calcular as fungbes de correlagdo em alguns casos [51]. Para este modelo,
sabe-se que as excitacoes elementares ndo possuem um gap de spin.

Com a descoberta da supercondutividade a altas temperaturas criticas nos 6xidos de
cobre (os cupratos) [52], um esfor¢o muito grande tem sido feito para entender a fisica que
estd por tras deste fenomeno. Na auséncia de dopagem estes compostos sao razoavelmente
bem aproximados pelo modelo de Heisenberg [11, 53], ou entdo por alguma generalizacdo
que descreve uma interacao do tipo troca de spin. Entretanto, é um fato bem estabelecido
que o modelo de Heisenberg nao apresenta gap no espectro das excitacoes elementares, tanto
em uma como em duas dimensoes. Por outro lado, nestas estruturas, a existéncia de um
gap de spin é essencial para que a supercondutividade ocorra sob dopagem. Assim, com a
introducao de modelos de escadas de spin esta aparente contradicao é resolvida, ja que as
escadas de spin permitem a formacao de estados singletos ao longo dos degraus e que sao
responsaveis pela formacao do gap de spin. Porém, como mostramos no capitulo anterior,
o modelo de escadas de Heisenberg nao pode ser resolvido exatamente.

No intuito de obter novos resultados tedricos para sistemas de escadas de spin muitos
autores estdo considerando modelos de escadas de spin generalizados, que incorporam termos
de interacao adicionais que garantam a integrabilidade. Assim varios modelos de escadas
de spin integraveis que exibem propriedades fisicas de interesse tém sido formulados [5, 17,
18, 19, 20, 21, 23, 54, 55, 56, 57, 58]. Em todos os casos citados, nenhum modelo apresenta
parametros livres e isto se deve a estrita condicao da integrabilidade. Também em nenhum
destes casos foram feitas comparagoes diretas com curvas experimentais.

A proposta deste capitulo é apresentar um modelo de escada de spin anisotrépico in-



Capitulo 3. Modelo de Escada de Spin Anisotrépico 26

Fig. 3.1: A figura representa uma escada de spin com 8 degraus, onde as constantes de

acoplamento sao mostradas: J, ao longo dos degraus e J; ao longo das pernas.

tegravel (com um parametro livre). Vamos mostrar que este modelo é exatamente solivel
pelo método do ansatz de Bethe e que uma escolha apropriada do parametro anisotropico
reproduz o modelo de escada baseado na simetria SU(4) [16]. O gap e o diagrama de fase
do modelo serao determinados. Além disso, a curva da susceptibilidade magnética versus
a temperatura para o modelo serd obtida, permitindo uma determinacao alternativa para
o gap. Também vamos mostrar que o nosso modelo ajusta bem as curvas de susceptibili-
dade experimentais de alguns compostos do tipo escada como KCuCls, Cuy(CsH12N2)2Cly €
(CsH12N)2CuBry. Finalmente, vamos mostrar que este modelo anisotrépico é um caso parti-
cular de um modelo mais geral que apresenta trés parametros livres, além dos acoplamentos

ao longo dos degraus e das pernas.

3.2 Hamiltoniana

Comecaremos introduzindo uma escada de spin anisotrépica, cuja Hamiltoniana é dada por

L

1 =3 [Dihiges + 3 (5355 = 1) (31)
Jj=1
onde
1 Y4 z_Zz _
higr = Z(1+Ojaj+1)(1+7-j7—j+l) + (0] 0531+ 050l ) (7 T + 7y T

1
(t~ aa+1—i—ta )(1+T7’+1)

1
+-(1+0foi )t TT+1+t7' )—1—2

2

e, esquematicamente pode ser representada pela Fig.3.1. Acima ¢} e 7; sao as matrizes de
Pauli atuando sobre o sitio j da perna superior e inferior, respectivamente, J; e J, denotam
o acoplamento nas pernas (e também nas plaquetas) e nos degraus, respectivamente e ¢ é

um parametro livre que representa uma anisotropia nas interagoes. O numero de degraus



Capitulo 3. Modelo de Escada de Spin Anisotrépico 27

ou equivalentemente, o comprimento da escada é L e condicoes de contorno periédicas
(L4 1=1) serdo impostas. Sem perda de generalidade vamos considerar J, =1 e J, > 0.
Tomando o limite ¢ — 1 a eq. (3.1) acima reduz-se a
I & J, &

HYm = 223 (14 65.850) (14 5. T501) + 5 20 (0.7 — 1) (3.2)
j=1 Jj=1

<

Esta Hamiltoniana foi introduzida por Wang [16] (ver também [59]) e corresponde ao modelo
de escadas de spin mais simples na literatura que pode ser resolvido exatamente. O modelo
introduzido (3.1) pode ser considerado como uma versdo anisotrépica do modelo (3.2).
A situacao aqui, a nivel de escadas, é muito similar a generalizacdo da rede quantica de
Heisenberg X X X para sua versao anisotréopica X X Z no caso unidimensional.

Este modelo é baseado na simetria SU(4) e pode ser resolvido por técnicas de Bethe
ansatz . Note que a Hamiltoniana (3.1) ¢é invariante frente a troca dj <> 7;. Entretanto, sob

reflexdao de spin (0% <> o), a Hamiltoniana é invariante frente a troca t <+ ¢!,

3.3 Solucgao exata

Os autovalores de energia da Hamiltoniana anisotrépica (3.1) sdo dados por (detalhes deste

célculo podem ser encontrados no Apéndice B)

My 1
E=-S(— 927 )+(1—-2J)L .
(ki) + 120 59

onde A, sdo solugdes das equagdes do ansatz de Bethe (EAB) (3.4) apresentadas abaixo. As
EAB surgem da solucao exata do modelo através do método algébrico do ansatz de Bethe

com trés niveis, e sao dadas por

HL—2My) (/\j —i/2>L _ ﬁ A== ﬁ Aj = b +1/2

)\]—f‘l/? #j)\j—)\lﬁLia:l)\j—,ua—i/Q
H(L—2M3) TF Mo — g — _ ﬁUa_Aj_i/Q M3 e —vs — )2 (3.4)
ﬂ;,gaﬂa_/«tﬂ'{‘i jzlﬂa_)‘j+i/25:1/v4a_V6+i/2
T I] | I s B
7#61/5_V7+i azll/g—,ua-i-i/Q

Acima tem-se um conjunto de trés equacoes acopladas, sendo que cada possivel solugao
{Nj,j=1...My;pe,a=1...My;vs,0 = 1...M;} parametriza um autovetor do modelo.
My, My e M3 serao definidos na segao 3.6. Os calculos em detalhes da obtencao destas

equacoes podem ser encontrados no Apéndice B.
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E importante observar que apesar do parametro anisotrépico ¢ nao aparecer explicita-
mente na expressao da energia (3.3), as solugoes {);} das equactes do ansatz de Bethe

podem depender deste parametro, como vamos ilustrar mais adiante.

3.4 (Gap de spin e diagrama de fase

Com a finalidade de entender um pouco mais o modelo proposto, vamos iniciar considerando
o caso de dois degraus (L = 2). Posteriormente analisaremos o caso mais geral. A diago-
naliza¢do exata para a Hamiltoniana (3.1) de dois degraus fornece os seguintes autovalores

de energia

E, = 2-—-4J, (1x)
By = =2J.—(t+1/t) (2%)
Ey = =2J.+ (t+1/t) (2%)
By = (t+1/1) (2%)
Ey = —(t+1/t) (2+) (3.5)
Es = —2J.4+2 (1%)
Es = —-2J,—2 (1x)
E;, = 2 (4%)
Ey = -2 (1x)

(3.6)

Acima, o nimero entre parénteses denota a multiplicidade do autovalor de energia. Para
ilustrar vamos plotar estas energias em funcao de J,. para diferentes valores de ¢ como
mostrado na Fig.3.2. Nds podemos verificar nestes graficos que existe essencialmente uma
competicao entre Fy e F; para se tornar o estado fundamental do sistema. Além disso, existe
sempre uma regiao onde a energia Fj, cujo autovetor corresponde ao produto tensorial de
singletos nos degraus da escada (ver Apéndice C), é o estado fundamental do sistema.
De fato, uma anélise direta das energias acima indica que para J, > 1+ (t+1/t)/2, com
t real e positivo, Ey é o estado fundamental do sistema e F; a energia do primeiro estado
excitado. Tendo estas energias, nés podemos facilmente encontrar o gap de spin do modelo,

dado por

AEEl—E0:2<JT—1—%(t+%)). (3.7)



Fig. 3.2:

valores do parametro anisotropico t.
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A seguir efetuamos a diagonalizacdo exata da Hamiltoniana (3.1) para um nimero maior
de degraus L = 4, 6, 8, e encontramos, em todos os casos, que o estado fundamental continua
sendo dado pelo produto de singletos nos degraus e que o gap continua sendo dado pela
expressdo acima (3.7).

Para L degraus em geral, temos que resolver as EAB. Encontramos que o estado funda-
mental continua sendo o produto de singletos para J, > 1+ %(t + %) e a energia correspon-
dente é Ey = (1 — 2J,)L. Este é, de fato o estado de referéncia usado no calculo do ansatz
de Bethe e corresponde ao caso {M; = My, = M3 = 0} na equagdo do ansatz de Bethe
(3.4) e na expressao para energia (3.3). Para descrever uma excitacdo elementar de spin 1,
nés tomamos {M; = 1 e My = M; = 0} na equagao (3.4), o que nos leva a uma solugao

imagindria para a varidvel A (supondo L par)

1t—1
A=———0, 3.8
2t+1 (3:8)
resultando na seguinte energia para o primeiro estado excitado By = —=2 — (¢t +1/t) + 2J, +

(1 —2J,)L. Desta forma, o gap de spin pode ser facilmente calculado, e obtemos

AEEl—E0:2<JT—1—%(t+%)). (3.9)

Note que o gap independe do nimero de degraus L, permanecendo o mesmo no limite
termodindmico. Outra propriedade importante é que o gap depende explicitamente da
anisotropia t. No limite ¢ — 1 recuperamos o gap A = 2(J, — 2) do modelo isotrépico
[16]. O gap de spin A, que pode ser determinado através da solucdo das EAB (3.9) do nosso
modelo, também é uma quantidade que pode ser extraida a partir de dados experimentais,
como por exemplo da curva de susceptibilidade magnética de cada composto.

No grafico 3.3 mostramos a dependéncia do gap de spin em fun¢ao do acoplamento no
degrau J, para diferentes valores do parametro t. Como podemos observar no grafico 3.3 , o
mesmo valor do gap de spin pode ser obtido através de diferentes escolhas de J, e t. Note que
apesar de diferentes escolhas de (J,, 1) levarem ao mesmo valor para o gap, isto nao significa
que estas escolhas tenham as mesmas propriedades fisicas. Para ilustrar, vamos mostrar
que mantendo o valor do gap fixo e variando-se os valores de J. e t, obtemos diferentes
resultados para a curva de susceptibilidade magnética. Estes resultados aparecem plotados
na Fig.3.4. Note no grafico que para baixas temperaturas os resultados sao praticamente os
mesmos (0 gap é o mesmo). Entretanto, para outras temperaturas as curvas nao coincidem
mais. Maiores detalhes sobre este topico serdao discutidos na secdo 3.7 que ird tratar das
propriedades termodinamicas do nosso modelo.

Fazendo-se A = 0 na eq.(3.9) para J, nés encontramos o valor critico J¢ = 14 3(t + 1),
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15

10 -

Fig. 3.3: Gap de spin A wversus o acoplamento J. para diferentes valores do parametro

anisotropico t.

indicando uma linha critica que separa uma regiao com gap de outra sem gap, como esta
mostrado na Fig. 3.5 .

Este diagrama de fase na Fig. 3.5 passa a ter uma forma bem mais simples apds uma
reparametrizagdo conveniente. Introduzindo um novo parametro K, dado por K = (¢t +
1/t)/2 > 1, teremos o diagrama de fase representado agora em termos de K e J, como
mostrado na Fig.3.6. A linha de transi¢ao de fase é agora uma linha reta dada por J, = 1+ K.
Como mencionamos anteriormente na regiao J, > 1+ K o espectro de energia tem um gap

e o estado fundamental é o produto de singletos (um em cada degrau).

3.5 Integrabilidade

A integrabilidade deste modelo pode ser mostrada usando o fato que a Hamiltoniana (3.1)
pode ser mapeada para a Hamiltoniana abaixo (3.10), que se origina a partir de uma matriz
R que obedece a dlgebra de Yang-Baxter para J, = 0, enquanto que para J, # 0 o termo

do degrau tem a forma de um potencial quimico.

H=Y|hjjs—2J, X (3.10)

=1
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Fig. 3.4: Susceptibilidade magnética versus temperatura para diferentes valores do acopla-
mento J, e do parametro anisotrépico t. Apesar do gap de spin ser o mesmo nos

trés casos, as curvas da susceptibilidade no limite termodinamico sdo diferentes.

onde

>

3
_ ao voao 20 v 02 02 v 20 13 v 31 31 13
higa = D XJOX + XP X008 + XP XG0 + XPP X5 + XX
a=0

(XX, + XX, + XPX, + XPXE,)

(XX + XPXI + XPXT, o+ XPX).
Acima X ]o‘ b= laj >< f3;] s@o os operadores de Hubbard usuais que obedecem a condicao
de ortogonalidade < o;|3; >= d,456;;.

As Hamiltonianas locais (3.1) e (3.10) estao relacionadas através da transformacao de
similaridade discutida no Apéndice D. Note que, em termos destes novos operadores,
torna-se evidente que o termo de degrau tem a forma diagonal e comuta com o restante
da Hamiltoniana izj,j+1. Portanto, este termo nao contribui para as equacoes do ansatz de

Bethe e sua contribuigdo para a energia é muito simples (ver Apéndice B).
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Fig. 3.5: Acoplamento ao longo do degrau J, versus o parametro anisotrdpico t. FEste

grifico representa o diagrama de fase e a linha pontilhada mostra o ponto onde

este modelo anisotrdpico coincide com o modelo de Wang. A curva (J, = 1+

(t+1/t)/2) separa a regidgo com gap de spin da regido sem gap de spin.

A seguinte matriz R
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(3.11)
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Fig. 3.6: Acoplamento J,. versus o novo parametro de reparametrizacio K. FEste grdfico
mostra a reparametrizacdo da curva J, = 1+ (t + 1/t)/2 em termos K = (t +

1/t)/2. Nesta parametrizacdo a linha de transi¢do de fase € uma reta.

cujos elementos, em termos do parametro espectral x, sao dados por
a=x+4+1 ,b=z, c=1,
e obedece a dlgebra de Yang-Baxter

Ria(z — y) Rz (2) Ra3(y) = Ras(y) Ruz(2) Ria(z — ), (3.12)

origina a Hamiltoniana (3.10) para J, = 0 através do procedimento padrao do ansatz
de Bethe (ver as referéncias : SKLYANIN, E.K. Quantum Inverse Scattering Method, in
selected topics in Quantum Groups and Integrable Systems, Nankai Lectures on Math.
Phys.,. Ed. M.L.Ge (World Scientific, Singapore, 1991) p.63.; KOREPIN, V., BOGO-
LIUBOV, N. M., IZERGIN, A.G. Quantum Inverse Scattering Method and Correlation
Functions (Cambridge University Press, 1993))

A d
hjjv1 = Pj,j+1-%Rj,j+1(fr)|z=o-

Acima P; ;11 é o operador permutador.
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3.6 Modelo multiparamétrico

Este modelo que acabamos de estudar acima é um caso particular de um modelo mais geral

que apresenta trés parametros livres (1, t,%3) ' cuja Hamiltoniana é dada por

L
HY =Y | hd; + 1J, (0.7 — 1) (3.13)
7j=1
onde
g + - 6! 2 to 2 -
h i =005, 1 — (147 )(1+Tj+1)+z(1—7j)(1 Th) H s T T 4+ T T
_ ty !
+05 07, 4(1+7' )(1‘}—’7';_'_1)+27(1—sz)(1—7']+1)+7' T+1—|—t3 T
+i(1+05)(1+075, )[%(14-7' )T +1+t17'j7']7:q]

(L= D)= 05

%(1+7’7’+1)+t27' T +1

A Hamiltoniana acima (3.13) reduz-se ao modelo anisotrépico (3.1) para a escolha: ¢, =
1/ty = t,t3 = 1. Assim como no caso anterior esta Hamiltoniana (3.13) pode ser mapeada

para (ver Apéndice D eq.(D.1))

L
=> [h?,ﬂ—l —2J, X,‘-)"] (3.14)
7j=1

onde

3

7 aa 20 102 02 320
he iy =) XPOX0o + XX + XP2x2
a=0

+t (X10X011+X12X21

J+1> + 19 (X30X031 + X32X23

]+1> + t3X31X13

j+1

+; 1 (me;ﬁl Xﬂxjil) + 1,1 (XO?’Xjﬁl X23Xjﬁl) +t31X13X]3}r1

Também aqui o termo do degrau comuta com o restante da Hamiltoniana, que pode ser
derivado a partir de uma matriz R com trés parametros livres, ti,%s,t3 , que satisfaz a

algebra de Yang-Baxter. A forma explicita desta matriz é

! Na verdade, existe um modelo ainda mais geral que possui seis pardmetros livres, discutido em FOERS-
TER, A.; TONEL, A.P. Integrable spin ladder systems. J. High Energy Phys. aceito para publicacdo em
(2003) .
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a 0 0
0 ' 0
0 0 b
0 0 0
0 c 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Rijju=|- - -
0 0 c
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

o | 00 0 0 |0 O 0 O | 0O 0 0 O
0O | ¢ 0 0 O | 0O O O O | 0O 0 0 0
0O | 00 0 0 | ¢ O 0O O | 0O 0 0 O
t,'» | 0 0 0 0O | 0 0 O 0 | ¢ 0 0 O
0O | &b 0 0 o0 | 0 0 0 O | 0 0 0 O
0O | 00 a 0 O | O O O O | 0O 0 0 O
0 | 0 0 t46 0 | 0 ¢ 0 0 | 0 0 0 0
0O | 0 0 0 t3%v | 0 0 0 0 | 0 ¢ 0 0O
o | 00 0 0 [ 0 0 O | 0 0 0 O
0 | 0 0 ¢ O | Ot 0 0 | 0 0 0 0
O | 0 0 0 0 |0 0O a 0 | 0 0 0 O
0O | 0 0 0 0 | 0 0 0 ¢t'dv | 0 0 ¢ 0
c | 00 0 0 | 0 0 0 0 | tb 0 0 0
0O | 00 0 ¢ | 0 0 0 0 | 0 tb 0 0
0O | 00 0 0 | 0 0 0 ¢ | 0 0 tb 0
o | 00 0 0 | 0 O 0O O | 0 0 0 a
(3.15)

ondea=xz+1,b=xec=1.

Usando o método

resolvido exatamente.

algébrico do ansatz de Bethe com trés niveis, este modelo pode ser

Os autovalores de energia da Hamiltoniana (3.13) sdo dados pela

eq.(3.3), enquanto as equagoes do ansatz de Bethe sdo dadas por (ver Apéndice B para

detalhes)

ti

1

M3
t(M2_M1)t2_(L_M1+M2)t3_(M1_M2) H

N L . .
t(LiMS)tMSthS )\j—Z/Q ﬁ)\j—)\l—l ﬁ )\j—,ua+z/2
' ‘o Aj+if2 l;éj/\j_/\l+ia:1/\j_ua_i/2
(L—M3)téw3t3—M3 ﬁ Mo — Mg _Z: _ ﬁ Ha _)‘j _?/2 ﬁ ,ua_VzS_i(/Q?HS)
ﬂ;ﬁalj’a_lj’ﬁ—i_/” jzlﬂa_)‘j+z/25:1,ua_7/6+z7l2
Vg — Uy — i _ ﬁu(g—ua—i/Z
Sas Vs — Uyt oo Vo — Ma +1/2

Acima My, My e M3 sao ntiimeros quanticos definidos por

M1:N1+N2+N3

My = Ny + N3
M3:N3
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onde os N, sao dados por

L
No=3 X a=0,1,2,3
i=1
e contam o numero total de singletos (Ng) e tripletos (M;) que existem numa escada de

spin com duas pernas. E importante salientarmos que a quantidade
L = Ny + Ny + Ny + N3,

deve ser conservada. Em outras palavras, isto significa dizer que obrigatoriamente teremos
sobre um degrau (para uma escada com duas pernas) um singleto ou entao um dos tripletos.
A soma destes singletos e tripletos é exatamente igual ao comprimento da escala (L).

Em principio, espera-se que a fisica deste modelo seja muito mais rica pela presenca
destes parametros livres, que pode influenciar o diagrama de fase do modelo. Entretanto,
uma andlise preliminar do modelo (diagonalizacdo exata até 6 degraus) mostra que a pre-
senca destes parametros extras, além de nao influenciar no gap do modelo complica bastante
os calculos envolvidos. Por isto, no que segue optamos por nos concentrar no modelo ani-
sotropico com um parametro apenas.

Na proxima secao iremos estudar as propriedades termodinamica do modelo anisotrépico.

Também mostraremos como o parametro livre ¢ afeta a termodinamica.

3.7 Propriedades Termodinadmicas

Comegaremos esta se¢do, reescrevendo a Hamiltoniana (3.1) na presenca de um campo

magnético externo h

JT - = h z z
H:Z[thj,j+1+?(0'j.Tj—1)—§(O'j +Tj)] (317)

7j=1
onde h; ;41 é dado pela eq.(3.1), J, e J; sdo os acoplamentos ao longo dos degraus e das
pernas, respectivamente.

Os autovalores de energia da Hamiltoniana (3.17) s&o

E & 1 J,  h Jr h
P S (e 22 e ) e (1-2 ) L DMy M 3.18
7 Z(A§+1/4 Jl+Jl>+( Jl) T M) (318)

onde \; sao as solucoes das EAB (3.4) e My, My e M; estdo definidos na segdo anterior.

Da andlise destas solugdes, segue que para J./J; > 1+ (t + 1/t)/2 — h/2J; o estado de
referéncia torna-se o estado fundamental e as excitacbes passam a apresentar um gap de
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spin. Salientamos aqui que o estado fundamental tem magnetizacao nula e é composto pelo
produto tensorial dos singletos (um para cada degrau). Note que o cdlculo aqui é o mesmo
que foi feito na secao 3.4, com a tnica diferenca que tem-se agora o campo externo h na
expressdo da energia. Usando as solugoes das EAB (3.4) e a expressao da energia (3.18),

podemos encontrar um expressao para o gap de spin 2

2 =o(T o1+ - e ) (3.19)

— =2 —1--(t+<)— =

Ji Jy 2( t) 2J,
Fazendo-se A = 0, nés encontramos um valor critico para J, que é Jf = 1+(t+1/t)/2—h/2,
onde ocorre a transicao de fase entre uma regidao com gap de spin e outra sem gap de spin.

Este resultado estd plotado na Fig.3.7, para diferentes valores do campo h.

6

com gap

sem gap

0 Il Il Il Il
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 3.7: O acoplamento J, versus o parametro anisotropico t para diferentes valores do

campo externo h.

Na auséncia de campo (h = 0) e escolhendo ¢ real, tem-se que J¢ > 2, que corresponde
ao limite de acoplamento forte. Portanto, é razoavel de se esperar que o nosso modelo
anisotropico seja um bom candidato para descrever alguns compostos organicos com a es-
trutura de uma escada, como por exemplo: KCuClz [5, 53], Cuy(CsH12Ns)oCly [4, 58],
(CsH15N),CuBry, entre outros [60].

Ao ligarmos o campo no nosso sistema (h # 0), J¢ comeca a diminuir e como consequéncia

o gap de spin diminui também, indo para zero quando h = 2 + (¢t + 1/t).

2 a partir de agora, por simplicidade, usaremos J; = 1. Isto é possivel j4 que A, J,.,t podem ser escritos
em unidades de J;.
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Apés esta discussao inicial, vamos passar para o calculo da fun¢ao de particao, que é
o ingrediente principal para estudarmos as propriedades termodinamicas do sistema. A

funcao de particao é dada por

Z=> e?* (3.20)

conf
onde f = 1/T com T a temperatura do sistema e E sdo as energias de cada uma das
possiveis configuracoes do sistema, dadas pela eq. (3.18).

Nosso objetivo principal é calcular numericamente a susceptibilidade magnética em
fungao da temperatura para a Hamiltoniana (3.17) para depois compara-la com os dados
experimentais de diversos compostos organicos do tipo escadas, mencionados anteriormente.
Basicamente, a susceptibilidade magnética x é definida como a derivada da magnetizagao
em relacao ao campo externo h

0
X = oMo, (3.21)

onde M é a magnetizacao

0

1
515 on %) (3.22)

1 L
M:§Z<af+7'f >=
i=1

Para calcular a susceptibilidade numericamente nés iremos diagonalizar a Hamiltoniana
(3.17) exatamente, para uma seqiiéncia finita de escadas de spin (até 6 degraus ou 12 sitios)
para diferentes valores do acoplamento .J, e do parametro anisotrépico t. Com todos estes
espectros nés vamos gerar uma seqiiéncia de ordem finita da susceptibilidade em funcao
da temperatura e entdo aplicar a técnica de aceleracao padrao de Bulirsch-Stoer 2 para
esta sequiéncia para determinar a susceptibilidade no limite termodindmico L — oco. Um
exemplo deste procedimento para J,=7 e t = 1 é mostrado na Fig.3.8.

A fim de facilitar a comparagao de nossos resultados com os dados experimentais dos
diversos compostos do tipo escada, é importante investigar primeiro como a susceptibilidade
varia com os parametros J, e t. Para esta discussao apresentamos nas figuras 3.9a as curvas
da susceptibilidade magnética em funcao da temperatura para diferentes valores de J,. e do
parametro anisotropico t. Algumas caracteristicas interessantes podem ser observadas des-
tas curvas: (7) para um valor fixo de ¢, ocorre um achatamento da curva da susceptibilidade
com o aumento de J,; (i) para J, fixo, a susceptibilidade aumenta com a diminui¢do do

parametro anisotrépico t.

3 maiores detalhes podem ser encontrado na reférencia: BULIRSCH, R., STOER, J. Num. Math. , v.6,
p-413, (1994)
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J=7 and t=1
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Fig. 3.8: Susceptibilidade magnética versus temperatura para diferentes comprimentos fini-
tos da rede.O limite termodinanico, que também é apresentado, € obtido através

de uma aceleracao numérica como explicado no texto.

Outra propriedade importante, presente em todos os casos, é que a susceptibilidade exibe
um decaimento exponencial para baixas temperaturas (7" << A*, onde A* é o gap de spin

do sistema

A*

e T
X .
X \/T

Este resultado coincide com aquele encontrado por Troyer e outros [33] para a escada de

(3.23)

Heisenberg. Neste contexto, linearizando a eq. (3.23) nés podemos obter numericamente o
gap de spin (A*). Este resultado pode ser comparado com a expressao exata do gap de spin
(A) obtida a partir das EAB (3.9) para 7' = 0 e encontramos uma concordancia excelente,
como pode ser visto na Tab. 3.1. As curvas linearizadas sao apresentadas na Fig. 3.9b.
Finalmente, observamos que o comportamento da susceptibilidade magnética para o valor

critico do acoplamento (Jf) tem a forma
1
X \/T?

que indica tipicamente um comportamento critico. Este comportamento ja havia sido pre-

(3.24)

visto para o caso isotrépico [58, 61], e é ilustrado para diferentes valores para o parametro

anisotrépico (t) na Fig. 3.10 .
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Fig. 3.9: a)Susceptibilidade magnética (x) em funcdo da temperatura (T) para diferentes
valores de (J,) e do pardametro anisotrdpico (t). (b) Logaritimo da susceptibilidade
(x) em func¢do do inverso da temperatura (1/T ), da qual o gap de spin (A*) pode

ser obtido.

3.8 Comparacao com dados experimentais

A principal meta desta secao é calcular numericamente a susceptibilidade magnética no

limite termodinamico para o nosso modelo integravel anisotrépico e comparar com os dados
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Jr| ot A A*
1.00 | 6.00 | 5.98
5 1030 | 4.37 | 4.42
0.20 | 2.80 | 2.88
1.00 | 12.00 | 11.93
8 10.30 | 10.37 | 10.36
0.20 | 8.80 | 8.81
1.00 | 20.00 | 19.88
12 1 0.30 | 18.37 | 18.32
0.20 | 16.80 | 16.76

Tab. 3.1: A tabela compara o gap obtidos através da linearizagcao da curva da susceptibili-
dade magnética (A*) e o gap obtido a partir da solu¢io das EAB (A) (3.9).

2.0
—— t=1.00, J=2.00
,,,,,,,,,,, t=0.75 , Jrc:2.04
t=0.50 , J°=2.25
<10
0.0 ‘
0.0 25 5.0

Fig. 3.10: Susceptibilidade magnética (x) versus a temperatura (T ) para diferentes acopla-

mentos Jf,indicando um comportamento critico.

experimentais de varios compostos. A idéia basica é que através de uma escolha apropriada
dos parametros J;, J, e t conseguiremos gerar uma curva de susceptibilidade magnética ver-
sus a temperatura que se ajuste bem a correspondente curva experimental para os seguintes
Compostos: KCUClg, CUQ(C5H12N2)QCI4 e (C5H12N)QCUBT4.

Abaixo apresentaremos, usando o procedimento acima explicado, o resultado para trés
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diferentes compostos:

As propriedades magnéticas deste composto foram investigadas em [5, 53], onde a presenca
de um estado fundamental ndo-magnético e do gap de spin no espectro de excitagoes foi
reportada. O dados experimentais para a susceptibilidade magnética (circulos) [53] e a curva

obtida da diagonalizagao exata (linha tracejada) sao mostrados na Fig. 3.11. O gap de spin

JF123K  J=492K e t=0.3575

\ s

— lim. term.
o—o dados exper.

X [10‘3 emu/mol]
w
T

0 50 100 150 200 250 300
TIK]

Fig. 3.11: Susceptibilidade magnética versus temperatura. A linha tracejada é o resultado
da extrapolagao dos dados de tamanho finito obtidos a partir da diagonalizacdo
exata para redes de até 12 sitios. Os circulos sdo os dados experimentais obtidos
por Nakamura e Okamoto [58]. No detalhe apresentamos o regime de baizas

temperaturas ampliado.

estimado experimentalmente pelos autores [5] foi de A®*? ~ 31.10 K. A linha tracejada
foi obtida usando-se os seguintes acoplamentos: J; = 12.3 K,J, = 49.2 K e t = 0.3575.
Substituindo estes valores na expressao analitica do gap (3.19) obtida a partir das EAB,
encontramos A = 32.00 K. J& o gap numérico obtido a partir da linearizacdo da curva
tracejada é de A* = 33.35 K. Observamos que no regime de baixas temperaturas existe uma

concordancia excelente entre os resultados experimentais e os tedricos. O desvio para altas
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temperaturas surge provavelmente devido a existéncia de um acoplamento ferromagnético
que aparece no composto (ver a referéncia: KANAMORI, J., J. Phys. Chem. Solids, v.10,

p.87 (1959), para maiores detalhes), que nao estd presente no nosso modelo.

3.8.2 CUZ(C5H12N2)QCI4

Este composto foi estudado por Chaboussant e outros [4, 62, 64].

Para baixas temperaturas o gap foi determinado via medidas de susceptibilidade magnética
e técnicas de NMR como sendo A®? = 10.8 £+ 0.6K [4].

A linha tracejada foi obtida a partir da diagonalizacao exata do nosso modelo com a
escolha J; =24 K, J, =13.2 K et = 0.2344, que nos d4 um gap tedrico de 10.8 K. Observe
que para baixas temperaturas os resultados experimentais e os nossos estao em excelente
acordo e permanecem bons para as outras temperaturas, como podemos ver na Fig.3.12. O

gap obtido da linearizagdo desta curva é A* = 13.24 K.

3.8.3 (C5H12N)QCUBI‘4

Aqui usando os acoplamentos J; = 4.0 K, J, = 16.0 K e t = 0.31, mais uma vez conseguimos
obter um excelente resultado para baixas temperaturas (ver Fig. 3.13). O gap tedrico que
obtemos é de 9.8 K, enquanto que o gap experimental obtido por Watson e outros [60] é de
AP ~ 9.5 K.

Na Tab. 3.2 apresentamos de forma resumida os gaps obtidos para estes trés compostos
utilizando o nosso modelo anisotrépico (A, A*) e o gap experimental (A%P) obtido pelos

diferentes autores (ja citados no texto) utilizando diferentes métodos.

composto J K] | J[K] t A[K] | A*[K] | A**P[K]

KCuCls 49.2 | 12.3 | 0.3575 | 32.00 | 33.35 31.10
Cus(CsHiaNo)oCly | 13.2 | 2.4 |0.2344 | 10.80 | 13.24 | 10.80
(CsH19N)oCuBry 16 4.0 ]0.3100 | 9.85 | 9.71 9.50

Tab. 3.2: Comparacdo entre o resultado teorico e experimental para o gap dos trés com-

postos apresentados no texto.
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Fig. 3.12: Susceptibilidade magnética normalizada versus temperatura. A linha tracejada
¢ o resultado da extrapolacdo dos dados de tamanho finito obtidos a partir da
diagonalizacdo exata para redes de até 12 sitios. Os circulos sdo o0s dados ex-
perimentais obtidos por Chaboussant e outros [4]. No detalhe apresentamos o

regime de baizas temperaturas ampliado .



Capitulo 3. Modelo de Escada de Spin Anisotrépico 46

JE4K 1=16K e t=031

0—o dados exper.
— lim. term.

20

201 15

)([10‘3 emu/mol]

10~

s (CHN),CuBr,

0 2 4 60 80 100
TIK]

Fig. 3.13: Susceptibilidade magnética versus temperatura. Os circulos representam os da-
dos ezperimentais obtidos por Watson e outros [60]. A linha tracejada € o re-
sultado obtido via diagonalizacdo exata, como explicado nas figuras anteriores.

No detalhe o comportamento para baixas temperaturas.
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4.1 Introducao

A existéncia de um gap de spin é fundamental para que ocorra a supercondutividade sob
dopagem, como verificado experimentalmente em alguns compostos, e também como foi
predito teoricamente [1]. Neste contexto, o efeito de impurezas em sistemas do tipo escadas
de spin tem sido investigado. Experimentos de fotoemissao e de espectroscopia Raman
em compostos com a estrutura de escadas, como por exemplo BisSroCaCusQ0g, STCus05
[1, 65] , entre outros, revelam que mesmo para pequenas concentragoes de impurezas, o gap
de spin é reduzido. Este mesmo comportamento também pode ser mostrado teoricamente
através de calculos numéricos, como por exemplo os métodos de diagonalizagao exata e
Monte Carlo, utilizados na escada de spin de Heisenberg [1, 66, 67].

Inicialmente, a maior parte dos resultados tedricos sobre as escadas de spin foi obtida
através de estudos da escada de Heisenberg. Entretanto, ao contrario de sua andloga uni-
dimensional, a escada de Heisenberg nao pode ser resolvida exatamente. Posteriormente,
a fim de se obter uma melhor compreensao sobre o comportamento destes sistemas, outros
modelos de escada com termos de interagao generalizados que garantam a condigdo de in-
tegrabilidade foram propostos [13, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 54, 55, 56, 68]. Muitos destes
modelos generalizados exibem qualitativamente propriedades fisicas realisticas, como por
exemplo: a existéncia de um gap de spin [16] e a previsao da existéncia de um plat6 de ma-
gnetizacdo para valores fraciondrios da magnetizagio total [54]. Entretanto, embora exista
uma grande quantidade de trabalhos sobre escadas de spin na literatura, poucos destes
tratam da presenca e dos efeitos de impurezas.

Por outro lado,o efeito de impurezas nas cadeias de spin e nos sistemas de elétrons
fortemente correlacionados é bem conhecido, particularmente nos casos de baixa dimensio-
nalidade. Do ponto de vista tedrico o estudo de impurezas em sistemas integraveis é de
grande importancia, ja que nestes sistemas é possivel incorporar impurezas sem destruir a
integrabilidade. Em principio, isto pode ser feito através de dois métodos: no primeiro,
as impurezas sao introduzidas através de uma mudanca da representacao da estrutura da
algebra de Yang-Baxter para alguns sitios da rede ( modelo de escada de spin com impurezas
do tipo I), isto é, nestes sitios é feita uma substitui¢io da representagio fundamental( aquela
dada pela matriz R original) para uma outra representagao. Este método ja foi aplicado em
diversos modelos unidimensionais, como o modelo de Heisenberg e o t — J [24, 25, 26, 27].
No segundo método as impurezas sao introduzidas através da colocagao de inomogeneidades
na matriz de transferéncia do sistema (modelo de escada de spin com impurezas do tipo II)
. Este procedimento ja foi utilizado em véarios sistemas unidimensionais, como aparece nas
referéncias [28, 29, 30].
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Neste capitulo n6s vamos adaptar estes dois métodos conhecidos em uma dimensao para
incorporar impurezas nas escadas de spin. Nosso principal objetivo é investigar o efeito
das impurezas nas escadas de spin integraveis. Em particular, construiremos dois modelos
integraveis de escadas de spin com impurezas baseados na édlgebra SU(4).

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: na se¢do 2 construiremos um sistema de
escada de spin integravel onde as impurezas sao introduzidas via uma representagao dual da
representacgao da algebra SU(4). O modelo é exatamente solivel e o gap de spin é calculado.
Na se¢ao 3 introduziremos um outro modelo de escada de spin integravel onde as impurezas
sao incorporadas através de inomogeneidades introduzidas na matriz de transferéncia. As
EAB, as energias, o gap de spin e a transicao de fase dos modelos serao discutidos em
detalhes. O efeito das impurezas para diferentes valores da constante de acoplamento ao
longo dos degraus, da intensidade da impureza e da concentragdo de impurezas serd também

discutido.

4.2 Modelo de escada de spin com

impurezas do tipo I

Vamos comecar introduzindo o primeiro modelo de escada com impurezas cuja Hamiltoniana

é dada por
N JXN N gl
H= Z hi,i+1 + 5 Z (Ui-Ti — 1) + Z hiﬁ,f—l—l — 5 Z (O’g.’Tg - 1) (41)
i=1 i=1 iel i=1
onde
imp 2 2
hi,i,z+1 = A_g hiit1Qi; — KQz’jhi,i—H (4.2)
com h; ;1 e Q;; dados por
1 - — —_ =
hi,i+1 = Z (1 + 0','.0'14_1) (1 + Tz’-Ti—i—l) (43)
1
Qiz = 4 [1+ (o707 —ofo] + oiof)|[1 + (7 — 77 + 7im)]. (4.4)

Acima &; e 7; sao as matrizes de Pauli atuando sobre o sitio 7 (ou o sitio da impureza 7) da
perna superior ou inferior da escada, respectivamente, J é a constante de acoplamento sobre
os degraus e A é um parametro arbitrario que mede a intensidade da impureza . O simbolo
I denota um conjunto de indices com [ elementos num conjunto de 1,2,..., N. Para cada

1 € I nos acoplamos uma impureza na escada de spin, situada entre os sitios 7 e 7 + 1 que
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Fig. 4.1: A figura representa uma escada de spin com duas impurezas situadas nos degraus
2 eb.

para maior clareza, nés denominamos 7. Estaremos trabalhando com a hipétese de que, se
i € I entdo i £1 ¢ I, que significa fisicamente que nao existem impurezas vizinhas. Para
tratar este caso seriam necessarios termos adicionais na Hamiltoniana acima para satisfazer
a condicao da integrabilidade. O nimero de degraus (equivalentemente, o comprimento da
escada de spin) é N, [ é o nimero de impurezas introduzidas no sistema e condi¢oes de
contorno periddicas estao sendo adotadas. A fig. 4.1 ilustra o caso de uma escada de spin
com N=6el=2.

Note que aqui além das interacoes de Heisenberg usuais ao longo das pernas e dos de-
graus, existem também interacdes do tipo Heisenberg entre o sitio i e o sitio 7 das impurezas,
bem como interagoes biquadréticas (que também envolvem o sitio da impureza 7). Existem
também interacoes de trés sitios envolvendo os sitios 4,7 + 1 e o sitio 7, bem como da im-
pureza e interagoes entre as impurezas nos degraus da escada. Finalmente, mencionamos
que a Hamiltoniana para o modelo de escada de spin baseada na representacao da algebra
su(4) [16] pode ser obtida a partir da eq. (4.1) fazendo-se o limite A — oo. A derivacio da
Hamiltoniana (4.1) é mostrada no Apéndice E em detalhes.

Os autovalores de energia da Hamiltoniana (4.1) sao dados por ( ver Apéndice F)

Mo J
E:N—QJ(N—Z) —4 (7——) (4.5)
; A+l 2

onde )\; s@o as solugbes das equagoes do ansatz de Bethe (EAB) abaixo. As EAB surgem
a partir da solugao exata do modelo através do método algébrico do ansatz de Bethe. Um
ponto importante na derivagao destas equacoes é que neste caso, que envolve uma com-
binacao das representagoes fundamental e dual, nao existe um tnico pseudovacuo. Isto
nos forca a trabalhar num subespaco de pseudovacuos, complicando consideravelmente os
calculos. Esta aproximagcao foi desenvolvida nos trabalhos de Abad e Rios para redes de

spin integraveis da representacao su(3) combinando diferentes representagdes (a fundamen-
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tal e a sua dual) [69, 70] e no modelo ¢ — J com impurezas integravel construido através
da combinagao das representacoes fundamental e dual de uma superdlgebra gl(2/1) [27]
(ver também [71] para uma aproximagao alternativa ). Aqui, nés vamos adotar a mesma
estratégia para o caso da representa¢do fundamental e dual da dlgebra SU(4). O procedi-
mento é similar, mas temos que levar em conta o fato que aqui existe um nivel extra no
método do ansatz de Bethe. Para o presente caso as EAB sao ( os célculos detalhados destas

equagoes encontram-se no Apéndice F)

()\l—i)N My -\ — 20 M2y — 4

- H/\l—)\i—i-QiH

At i ot A g — i
ﬁﬂl_ﬂj_% _ ﬁm—/\i—iM”m—Vk—i (4.6)
G M= g+ 20 bl RV S el Ul e
(VI—A+i)lM3 vi—vg—2i ﬁyl—,uj—i
vy —AN—i k#'yl—yk—i—Qi R R U

A presenca da impureza pode ser detectada explicitamente através do parametro A no
primeiro termo da ultima equacao acima.

Quando J > 2, o estado fundamental é dado pelo produto tensorial de singletos (um
para cada degrau) e a energia é Fy = N —2J(N —1). Este estado pertence a um subespaco
do pseudovéicuo e corresponde ao caso M; = My = M3 = (0 para as EAB (4.6). Para
descrever uma excitagao elementar, nés escolhemos M; = 1 e My = M3 = 0 nas EAB (4.6)
o que nos dé o estado excitado com a minima energia E; = N — 2J(N — ) + 2J — 4.

O gap de energia pode facilmente ser calculado e obtemos
A=2<J—2>. (4.7)

Esta expressdo coincide com o gap obtido para o modelo de Wang [16]. Resolvendo a
equacao A = 0 para J encontramos o valor critico J¢ = 2, que indica o ponto critico no
qual a transicao de fase sem gap para a fase com gap ocorre. Note que nao surge nenhum
efeito da impureza A sobre o gap.

A integrabilidade deste modelo pode ser mostrada pelo fato que ele pode ser mapeado
para a seguinte Hamiltoniana, que por sua vez pode ser derivada a partir das matrizes R e
R* ( ver equagdes (4.11) e (4.12) a seguir) para J = 0, enquanto que para J # 0 a interacao

sobre os degraus tem a forma de um potencial quimico.

N N r l
H=Y hijj— 2J;X§° + i H27 3 X0 (4.8)
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. imp , ~
Acima o termo hzh 41 ¢ dado pela mesma expressao que aparece na eq.(4.2), mas agora com

hiiv1 e Q;; dados por

3
hi,i—l—l = Z XZ-Q/BXZCB_& (49)
a,B=0
3
Qu= 3 XX (410
a,5=0
Acima X = |o;)(8;| sdo os operadores Hubbard usuais definidos no capitulo anterior.

Nesta notacao fica muito simples de se verificar que os termos nos degraus para J # 0
comutam com o restante da Hamiltoniana e, portanto, nao contribuem para as EAB, apenas
para a energia (ver Apéndice E).

A matriz R associada a dlgebra SU(4) e sua dual R* sdo dadas por

a 00 0] 00 0O /| 0O0OTO0I]O0O0O0 0
0O b 0O ] ¢ 00O/ ] 0O0OUOUOT]O0OO0OO0 O
00 b 0] 0000/ | cO0OOUO0O]O0O0O0 O
000 b ]| 0O0O0O0O]|]O0O0UO0OO0] | cO0O0 0
0O ¢c 001 b 0007 0O0UO0OUO0OT ] O0O0O0 O
0 00O0] 0a0O07]0O0O0OTO0O] O0O0O0 O
00 0O0] 0O0TUDbH 0| 0 c¢cO0O0] 0O0O0 O
000O0] 00O0TUDbH | 0O0O0O0] 0 c 00
! 00 ¢c 0] 00O0TO0OI | b 0O0O0] 0O0O0 0
000 01] 00 ¢ 0] 05bO0OO] 0O0O0 0
0 00O0] 00O0O0TGO]O0OOaa O] O0O0O0 O
0 00O0] 00O0OT ] O0O0UO0OUWbL | O0O0 c 0
000 ¢ | 00O0TO] ] O0OUOT O] Db OO O
00 0O0] 00O | 0O0OO0OUOT ] O0OTDb OO
0 00O0] 00O0TO0OT]O0O0UO0T ]| 0O Db O
0 00O0] 00O0O0TUO]|]O0OO0OUOU O] | O0O0O0 a

(4.11)

com
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e 00 0] 0d O O] 0O0dO]| 000 d

0O ¢c 0 0] 00O0O]00O0O0]|]0O0O0O0

0 0 ¢c 0] 0O0OO0OUO]| 0O0O0OUOT ] O0O0O0 0

00 0 ¢ | 00O0O0]00DO0O0]0O0O0O0

0 00 0] cOO0OUO]| 0O0GO0UOT] 0000

d 00 0] 0e OO0/ 0O0dO]| 000 d

000 0 1] 00 0] 000TO0]0O0O0O0

0 00 0] 0O O | 0O0O0TO]O0O0TO00

R*12 = 4§*1: - - - - - - - - - - - = - - - -
; 000 0] 0O0O0O | c¢cO0UO0O0T]O0O0O0 0
0 000 ] O0O0OUO OO/ |0 cO0O0] 0000

d 00 0] 0d OO0/ 00 e 0] 000 d

000 0] 0O0OUO0OUO] | 00O ]| 0000

000 0 1] 00O0O0]000O0/ | c 000
00001 00O0O0]00O0TUO0]| 0 c 00

000 0] 0O0OUO0OUO]| 0O0O0UO0OI] 00 ¢ 0

d 00 0] 0d OO0 004dOo] 000 e

(4.12)
com )
c=1,d=2/x, e=1+—.

A matriz R (4.11) atua num produto tensorial de dois espagos quadridimensionais V ® V,
enquanto R* (4.12) atua num produto tensorial do tipo V ® W, onde W é um espago qua-
dridimensional para a representacao dual da dlgebra SU(4). As matrizes acima satisfazem

as seguintes equacoes de Yang-Baxter

ng (U - ’U)ng(u)Rgg(’U) = R23 (U)ng (u)ng(u - ’U) (413)

Rya(u — v) Rig(u) R33(v) = Rag(v) Ris(u) Riz(u — v) (4.14)
atuando sobre VRV @V eV ®V @ W, respectivamente.

Aqui, gostariamos de mencionar que, em principio, outras representacoes poderiam ser
escolhidas para introduzir impurezas na escada. A escolha da representacao dual é mais
simples, ja que ela tem a mesma dimensao da representacao usual.

O modelo de escada com impurezas é construido sobre um espago quantico genérico
representado por V e pelo espago da impureza W. Para este fim tomamos o conjunto de

indices I = {p1,p2,...., 0}, 1 < p; < N para localizar as impurezas

N
i=1
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onde

X, =V se i¢1,
Xi = VoW seiel (4.15)

Em outras palavras para cada ¢ € I nés acoplamos uma impureza dentro da escada, a qual
estara situada entre os sitios 7 e 7 + 1.

Agora, nds definimos a matriz de monodromia
T(U) = R()l (U)ROQ(’U;)....RON (’LL)
onde o sub-indice 0 representa o espago auxiliar e temos que

R()i (’U,) = ROz’ (U) para i ¢ I, (416)
R()i (’LL) = Ry (U)RSZ(U - A) para iel

Na forma matricial temos que
T, Ty T
P TR T3 1%
T(u) = s s s s | (4.17)
1 Lo Ay 1y
TV TS TH T
cujos elementos sao operadores que atuam sobre o espaco quantico X. Podemos mostrar,
a partir das egs. (4.13) e (4.14) que a matriz de monodromia 7'(u) satisfaz a algebra de
Yang-Baxter
R12 (u - U)Tlg(u)ng (’U) = ng (’U)Tlg(U)ng(u - ’U). (418)

Note que tecnicamente as impurezas sao incorporadas no sistema através da inclusao do

operador R*(u — A) na matriz de transferéncia, que é definida por
T(u) = troT (u), (4.19)
da qual a Hamiltoniana (4.8) (para J = 0) é obtida através de

o)
H = —2£ln7(u)\u:0. (4.20)

Neste derivagao, utilizamos as seguintes propriedades
2

[R;f,;(—u)]_l =1I; + u——8Qﬁ (4.21)

Qii - P - Qij = Qij (4.22)



Capitulo 4. Modelos Integraveis de Escadas de Spin com Impurezas 55

Qz’,i . Qzﬁ:4 Qi,%- (4-23)

que simplificam consideravelmente os célculos (maiores detalhes desta derivagao podem ser
encontrados no Apéndice E). Na fig.4.2 representamos a matriz de monodromia para o

caso N = 6 e duas impurezas situadas nos sitios (2 e 5).

[NOINCT T3 T 11113131 PETITT 1112 11)
[SA{Ne 111311111 TP T 1T E 11T T18)

Fig. 4.2: Representacao da matriz de monodromia com duas impurezas, situadas nos sitios
2 eb.

Desta forma, mostramos como construir um modelo de escada de spin com impurezas

sem violar a integrabilidade. Provamos também que para o modelo obtido, as impurezas

introduzidas nao afetam o gap. No que segue vamos mostrar como construir um outro

modelo integravel de escada de spin onde as impurezas introduzidas afetam efetivamente o

gap.

4.3 Modelo de escada de spin com

impurezas do tipo II

Vamos agora definir o segundo modelo de escadas de spin integravel com impurezas, cuja

Hamiltoniana é dada por

N J N N ) J l
H=3 hign+53 (GiFi—1) +3 b, +5 2 (Gifi—1) (4.24)
i=1 =1 i€l i=1
onde
1 - = - —
hi,i—|—1 = H,i—l—l = Z (1 + Ji'ai+1) (1 + Ti-Ti—H) y (425)

i 4 20 2\
hz‘jfﬂ = m{P“ + Pz‘,i+1 - Pi,z’+1} + m{Pi,iHPi,i - Pi,iPi,iH} - mlm (4-26)
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e condicoes de contorno periédicas estdo sendo consideradas. Acima, N e I tem o mesmo
significado que no modelo anterior e [ é o nimero total de impurezas. Desta forma a

concentracao de impurezas do modelo ”k” pode ser definida como

l

k .
N

Il

Como no caso anterior, supomos que se ¢ € I, entdo i £ 1 ¢ I. Fisicamente isto significa
que ndo existem impurezas vizinhas e portanto k ndo pode exceder a 1/3. Do ponto de
vista fisico esta restricio nao causa nenhuma dificuldade, ji& que praticamente todos os
experimentos sao realizados no regime de baixas dopagens [65]. A Hamiltoniana (4.24)
contém dois parametros de acoplamento: J, que representa o acoplamento sobre os degraus
e A\, que representa intensidade da impureza. Essencialmente, a competicao entre estes dois
termos ird determinar as propriedades fisicas do modelo. Notamos também que a escada de
Wang [16] com N + [ degraus pode ser obtida tomando-se o limite A = 0.

Os autovalores de energia da Hamiltoniana (4.24) sdo dados por

2 Moo J
E:(1—2J)N+(2+—A—2J)l—4i§<m—§> (4.27)
onde ); sdo as solugdes das equagdes do ansatz de Bethe (EAB), obtidas através do método
algébrico do ansatz de Bethe com trés niveis. Diferentemente do que acorreu no caso
anterior, a derivagao destas equacoes é mais simples devido a existéncia de um tnico pseu-
dovécuo. Uma vez que esta aproximagao é bem conhecida na literatura [72, 73, 74, 75|, nés

apresentamos somente o resultado final

N=i\" [ n—i(1—A)) My — N =20 M2\ — i+
: : = II -1 —
AN+ A +i(1+A) l#)\l—)\,-—i-sz:l)\l—,uj—z
22 gy — iy — 2 ﬁlul—)\i—iMsul—Vk—i

G = gt 20 el (VP VI S il [ R e

(4.28)

Ms oy — vy —2i ﬁul—uj—i

k#lyl_]/k+2i jzllll—,uj-i-i

_2
A241

cada degrau) e a energia é Ey = (

Para J > o estado fundamental é dado pelo produto tensorial dos singletos (um para

525 — 2J)I + (1 = 2J)N, correspondendo, como no caso
anterior, a escolha de M; = M, = M; = 0 para as EAB (4.28). Para descrever uma
excitagdo elementar, nés escolnemos M; = 1 e My = M3 = 0 nas EAB (4.28), que fornece

a energia de excitacao minima. Esta solucao depende explicitamente da concentragao de
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impurezas k = [/N. Para fixar idéias, vamos primeiro considerar o caso k = 1/3, que leva

a seguinte solucao imagindria para a variavel \ !

i 3%/3(—16 + 3A2)

— " (_ 1/3
A 12( 3A + I +3/°K) (4.29)

com K dado por

K = (=97 + 4/3v/256 — 144A2 4+ 27A%)/3,

Note que a solucao A acima depende explicitamente da intensidade de impureza A. Esta

relagao é ilustrada na fig. 4.3.

0.0

< -10.0 | b

-15.0 b

-20.0 : :
0.0 2.0 4.0 6.0

N

Fig. 4.3: Este grdfico mostra como a solu¢do das EAB ( \?) depende da impureza A.

Substituindo esta solugio (4.29) na expressdo para a energia (4.27) encontramos a energia

do primeiro estado excitado Ej, a partir da qual o gap de energia (A) é obtido

2
A:E—E:2<J—7>. 4.30
\— By — (4.30)
Aqui, diferentemente do que aconteceu no caso anterior, a impureza afeta o gap de energia.
Resolvendo a equacao A = 0 para .J nés encontramos o valor critico J¢ = /\QLH, indicando a

linha critica na qual a transi¢ao de fase ocorre. Esta linha de transicao de fase é mostrada na
fig. 4.4. Note que se aumentarmos a intensidade da impureza A, o valor critico J¢ também
aumenta. Uma andlise de ambos gréficos juntamente com a expressao do gap (4.30) revela

que existe uma redugdo do gap quando a intensidade da impureza A é aumentada. Este

1 Vamos supor, por hipétese, que o comprimento da escada N é fmpar, tal que no limite sem impurezas
(A = 0) o gap obtido na referéncia [16] seja reproduzido.
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com gap

com gap

sem gap

sem gap

-9.0

I I I I
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
AN

Fig. 4.4: O acoplamento nos degraus J versus a impureza A. FEste grdfico representa o
diagrama de fase do sistema. A curva (J¢ = 2/(\?+ 1)) divide as fases com gap

e sem gap.

resultado pode ser facilmente confirmado através da inspecao da fig.4.5 para trés diferentes

valores de J.

15.0

10.0 -

50 r

00 Il i Il Il Il Il Il Il
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0

AN

Fig. 4.5: Este grdfico mostra como o gap de energia A depende da intensidade da impureza

A para diferentes valores do acoplamento J nos degraus.

Uma andlise similar pode ser feita para outras concentragoes k, embora em geral somente
solugbes numéricas das EAB (4.28) sdo possiveis. Essencialmente, nés observamos o mesmo

tipo de comportamento qualitativo que no caso da concentracdo k = 1/3, de forma que
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apresentaremos somente os resultados mais significativos para a discussao. A fig.4.6, por
exemplo, ilustra o comportamento da solu¢ao das EAB associada com o menor estado
minimo excitado em fungao da impureza para diferentes concentragoes. O fato de que o gap
diminui com o aumento da intensidade da impureza A para valores fixos do acoplamento
J, também é observado para outras concentracoes, como estd ilustrado na fig.4.7. Outra
propriedade interessante que pode ser facilmente confirmada através da inspegao desta figura
¢ a diminuicao do gap, com o aumento da concentracao de impurezas k para valores fixos

de J e A. Isto estd qualitativamente de acordo com os resultados experimentais [1].

0

~
‘\.\‘
-5 L AN
N
-10 N
NS
A2 N
—-15 - \
50 L | —— k=0.333 N
k = 0.200 Y
—-— k=0.052 NN
\
\
_25 1 L N
0] 1 2 3 4 5 6
N

Fig. 4.6: FEsta figura indica como a solugcio das EAB \? depende da impureza A para dife-

rentes concentracoes de impurezas k.

A solucao exata deste modelo, como no caso anterior, pode ser mostrada através do
fato que o modelo pode ser mapeado para uma Hamiltoniana que tem a mesma forma da
eq. (4.8), onde hégﬁfﬂ é dado pela eq. (4.26) com h; ;1 escrito em termos dos operadores
de Hubbard como na eq. (4.9). A diferenca neste caso é que a definicdo da matriz de

monodromia é dada por
T(u,A) = Roy(u)Rog().... Ron (u).
Acima temos
Ryi(u) = Ry;(u) para i¢ 1,
Roi(u) = Ryi(u)Rg;(u—A) para i€l

e a matriz R (eq. (4.11) ) obedece a élgebra de Yang-Baxter (4.13). Note que na equacao

acima a impureza A estd associada com a mesma matriz R, diferentemente do que aconteceu
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J=5

2.0

Fig. 4.7: Este grdfico mostra como o gap A depende da intensidade da itmpureza A para
diferentes concentragoes k e para diferentes valores do acoplamento J.Note que

A diminui com o aumento da concentracdo para diferentes valores de J e A.

no caso anterior (ver eq. (4.16)), onde foi associada uma matriz (R*), pertencente a uma
representagao diferente (dual). Esta é a principal razao pela diferenca na estrutura das
Hamiltonianas (4.1) e (4.24). A matriz de transferéncia é definida pela eq. (4.19), a partir
da qual a Hamiltoniana é obtida através da eq. (4.20). A prova segue analogamente ao caso
anterior, exceto que agora nao utilizamos as propriedades (4.21), (4.22) e (4.23).
Finalmente, nés gostariamos de mencionar que em ambos os casos, uma diferente para-
metrizacao para cada impureza poderia ser usada. Embora isto ndao mude consideravelmente
a estrutura das Hamiltonianas e as EAB (ver , por exemplo [68], para um exemplo desta
parametrizacao geral para o caso do modelo ¢ —J com impurezas), a existéncia de diferentes

parametros faria com que a analise numeérica se tornasse muito mais complexa.



Capitulo 5

Conclusoes
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5.1 Consideracoes finais

O topico central desta tese foi o estudo de sistemas do tipo escadas de spin. Nos capitulos 1 e
2 apresentamos uma introducao e revisao das escadas de spin em geral, onde a importancia
e diversos resultados conhecidos na literatura foram discutidos, tanto do ponto de vista
tedrico quanto experimental.

No capitulo 3 definimos e investigamos um modelo de escada de spin anisotrépico in-
tegravel. Basicamente foi introduzido um novo modelo de escada de spin, que apresenta um
parametro extra e que pode ser resolvido exatamente. Usando o método algébrico do ansatz
de Bethe, as equagoes do ansatz de Bethe, o gap de spin e a expressao da energia foram
derivados. Mostramos como o parametro anisotropico afeta o diagrama de fase e a termo-
dinamica do modelo. Em particular, a curva da susceptibilidade magnética foi estudada em
detalhe e o gap obtido através desta curva concorda muito bem com o gap analitico obtido
através da solucao exata do modelo. Foi discutida também a conexao com alguns compostos
organicos, como por exemplo KCuCls, Cus(CsH12N3),Cly e (C5H1oN)2CuBry e verificamos
que os nossos resultados ajustam bem varias curvas experimentais. Finalmente mostramos
que o modelo estudado é um caso particular de um modelo mais geral construido a partir
de algebras multiparaméticas que apresenta trés parametros livres além dos acoplamentos.

No capitulo 4 foram definidos dois novos modelos de escadas de spin com impurezas.
Apresentamos explicitamente como estas impurezas podem ser incorporadas aos modelos
sem destruir a integrabilidade. As equacoes do ansatz de Bethe, a expressao da energia e
o gap foram calculados para os dois modelos, e mostramos que nos dois casos existe uma
transicao de fase entre as regioes com gap e sem gap. No primeiro modelo a presenca
de impurezas nao afeta o gap enquanto que no segundo modelo a presenca das impurezas
tem um papel fundamental tanto no gap quanto na transicao de fase. Em particular, a
reducdo do gap com o aumento da concentragdo de impurezas encontrada no modelo estd
qualitativamente de acordo com os resultados experimentais e numéricos que foram obtidos
até o momento.

E importante salientar que tanto o modelo anisotropico quanto os modelos com impu-
rezas definidos nesta tese foram analisados utilizando condig¢oes de contorno periédicas e se
reduzem ao modelo de escada de spin baseado na algebra SU(4) [16] para escolhas especificas
dos parametros t e A ( parametro anisotrépico e intensidade da impureza, respectivamente).
Desta forma, extensoes deste trabalho podem ser feitas em varias dire¢des (ver abaixo).

Experimentalmente, a sintese de compostos com a estrutura de escadas estd progre-
dindo muito rapidamente, possibilitando cada vez mais que se testem os modelos tedricos

existentes, inclusive os desta tese. Acreditamos, portanto que modelos de escadas de spin in-
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tegraveis continuarao a despertar grande interesse nas areas de Fisica-Matematica e Matéria

Condensada.

5.2 Perspectivas para o futuro

Uma possivel extensao deste trabalho seria uma generalizacao de métodos conhecidos em
redes unidimensionais para tratar de modelos de escadas com condicoes de contorno mais
gerais, especialmente no caso de escadas de spin com impurezas. Além disto, outros novos
modelos de escadas de spin integraveis baseados em outras dlgebras ou superélgebras (como
a SU(N|M) por exemplo) poderiam ser propostos.

Um outro tépico que poderia ser abordado é a formacgao de tubos de spin, tanto para
o modelo anisotrépico, quanto para os modelos com impurezas. Qutras propriedades ter-
modinamicas, como por exemplo o calor especifico e a magnetizacdo, para as quais ja exis-
tem algumas curvas experimentais poderiam ser investigadas. Em particular, um célculo
analitico das propriedades termodinamicas utilizando o ansatz de Bethe termodinamico
e/ou o método da matriz de transferéncia quantica proposto por A. Kliimper seria outro

importante projeto de pesquisa a ser abordado.

5.3 Trabalhos publicados/submetidos durante o

periodo da tese

1— Integrable anisotropic spin-ladder model
A.P.Tonel, A. Foerster, J. Links and A.L. Malvezzi  Physical Review B64 (2002)
054420-054425.

2—Integrable variant of the one-dimensional Hubbard model
X-W.Guan, A. Foerster,J. Links,H-QQ.Zhou,A.P.Tonel and R.H.Mckenzie Journal of
Mathematical Physics 43 (2002) 3445-3457.

3— Integrable impurity spin ladder systems
A.P.Tonel, A. Foerster,X-W.Guan and J. Links Journal of Physics A36(2003) 1-12.

4—Integrable spin ladder systems
A. Foerster and A.P.Tonel aceito em Journal of High Energy Physics: Proceedings of
the Workshop on Integrable Theories, Solitons and Duality (2003).
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5—Integrable generalised spin ladder models based on the SU(1|3) and
SU(3|1) algebras.
A.P.Tonel; A. Foerster, K. Hibberd and J. Links cond-mat/0105302, submetido para

publicacao.

6—Magnetic susceptibility of an integrable anisotropic spin ladder system
A.P.Tonel,S.R.Dahmen, A. Foerster, A.L.Malvezzi  cond-mat/0302336, submetido

para publicagao.

7-Thermodynamical Bethe ansatz for the integrable SU(4) spin ladder
system with boundary impurities.
X-W. Guan, M. Batchelor, A. Foerster, A.P.Tonel em fase final de redagao.



Apéndice A

Calculo do gap para o modelo de

escada de Heisenberg

Vamos mostrar, em linhas gerais, que o gap para o modelo de Heisenberg obtido em primeira
ordem de perturbagao é dado pela eq. (2.3).

Comegamos redefinindo a Hamiltoniana (2.1) como

- H
H = j = HO + O[Hl (A].)

onde H, é a Hamiltoniana ndo perturbada, que leva em conta somente as interacoes nos

degraus desacoplados, e é dado por

1 L
=1

Ja aH; é a Hamiltoniana perturbada (a = J;/J, << 1), que apresenta somente interagoes
ao longo das pernas e tem a forma
1L
i=1
Em primeiro lugar, devemos conhecer exatamente o conjunto de autovalores e autovetores
da Hamiltoniana ndo perturbada (A.2). Para isso devemos resolver o seguinte problema de
autovalores
0 0).,.(0
Holuip >= B, > - (A4)

Para ilustrar, vamos resolver o problema de autovalores acima para os casos de um e dois
degraus e entao generalizaremos para L degraus.
Para o caso L = 1, Hy corresponde a uma rede de Heisenberg unidimensional com dois

sitios e tem a forma matricial
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1 0 0
1 110 -1 2 0
= _7 __‘ = — A
Hy, 0= 2 1 o (A.5)
o0 0 1/,
Resolvendo o problema de autovalores encontramos
energias autovetores
-3 S >= L(1 14> —| 11>)

i £l >=] 1>
1 [t0>= J5(1 14> +] 11>)
i I A

A primeira energia ndo possui degenerescéncia, e seu autovetor correspondente é conhe-
cido como singleto, j4 que possui spin total zero. Os outros autovetores fazem parte do
tripleto e possuem spin total igual a 1,0, —1, respectivamente.

Para L = 2, tem-se dois degraus que interagem muito fracamente tal que cada degrau
pode ser considerado como quase independente ! com solucdo idéntica ao caso L = 1, ou seja
um singleto e um tripleto para cada degrau. Entao devemos levar em conta a combinagao
desses autovetores, obtendo as seguintes combinacoes possiveis:

IS >1 ®[S >=1[SS > |5 > Q7 >= St >

[t7 >1 ®|S >o=[t7S >  [t7 >1 ®|t7 >o= |t >

onde 0 = —1,0, 1.

Os autovalores de energia para cada um desses autovetores sao encontrados tomando-se
o valor esperado

< SS|Hy|SS >= —2 (sem degenerescéncia)

2

< St7|Hy|St° >=< t°S|Hy|t"S >= —3 (com degenerescéncia 6)

< 1747 |Hp[t7t” >= 5 (com degenerescéncia 9)

Como podemos ver, a nossa Hamiltoniana possui um espectro de energia degenerado,

isto é o espaco de Hilbert pode ser quebrado em subespacos. Em especial, neste caso, o

! estritamente, os degraus sdo independentes somente quando J; = 0.
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espaco de Hilbert tem dimensdo 42 = 16 = 1 ® 6 ® 9. Cada subespaco possui uma base
ortonormal e, como é sabido da Mecanica Quantica, a combinacao linear deles também sao

autovetores. Portanto, os autovetores tem a forma

9k
|/¢7]E:(,)’21 >= Cildp; > (A.6)
i=1

onde C; sao constantes a serem determinadas, g, ¢ a degenerescéncia para cada um dos
subespagos e |@x; > sao cada um dos vetores que formam a base de cada subespago. Entao
o problema de autovalores (A.4) tem solugéo

By = -30) B =-36) B =
degenerescéncia de cada um dos subespagos.

2(9) o nlmero entre parenteses representa a

Este mesmo raciocinio pode ser generalizado para L degraus. Para o cdlculo do gap
estamos interessados em saber quais sao os autovalores de energia do estado fundamental e
do primeiro estado excitado. Veja que para L degraus a energia do estado fundamental se
aproxima de —3L/4 (sem degenerescéncia) e o autovetor é o produto tensorial de singletos

(um para cada degrau)
|SSSS...858555...558 > .

A representagdo esquematica deste estado encontra-se na Fig.A.1.

Fig. A.1: Representacdo esquemdtica para o estado fundamental. FEste autoestado tem

magnetizacdo nula e um singleto em cada degrau.

Ja o primeiro estado excitado tem uma energia aproximada de —L/4 e possui uma

degenerescéncia de 3L. O autovetor normalizado é uma combinacao linear do tipo

1 L
7 L C|SSSS.. SIS 595 >,
=1

que significa dizer que existem singletos em todos os degraus, exceto num, em outras palavras
significa destruir um singleto do estado fundamental e criar uma excitacao de spin total
igual a 1. Uma representagdo esquemética deste estado, mostrando um degrau com spin 1,
é apresentada na Fig.A.2.

Agora queremos saber qual é o efeito da perturbacao sobre estas duas energias em

primeira ordem. A energia em primeira ordem é dada por
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Fig. A.2: Primeiro estado excitado com magnetizacdo igual a 1. Este autoestado é obtido

a partir do estado fundamental destruindo-se um dos singletos.

EW = EO 4o < g0 H |4 > (A7)

onde E© é a energia da Hamiltoniana nao perturbada, o o pardmetro de perturbacio e
< zp,(c‘if\H 1|¢,(£L) > ¢é o valor esperado da Hamiltoniana perturbada. Para facilitar os cdlculos,
ja que sabemos todos os autovetores de Hj, podemos fazer uma transformagao de similari-
dade que deixa Hj na forma diagonal e aplicar esta mesma transformac¢do na Hamiltoniana
perturbada. A construcao desta matriz de similaridade é feita usando-se os autovetores de
Hj ordenados de acordo com os autovalores de energia, e é dada por

< Ty, |

0
<UD |
0
<O ]

<TGl
onde M~! = M7 ¢ a transposta de M. Note que , para o caso de 2 degraus, a transformacao
MHyM™! = Hy tem a forma matricial diagonal

{=3/2,-1/2,-1/2,—-1/2,-1/2,-1/2,—-1/2,1/2,1/2,1/2,1/2,1/2,1/2,1/2,1/2,1/2}.
Aplicando-se esta mesma transformacao em H;
H,=MH M
podemos ver que H; pode ser dividido em duas partes
H,=Hp+ H'
O Hp é uma matriz bloco diagonal que tem projecoes nos mesmos subespacos

3
Hp =Y P.H,P

k=1
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enquanto H' tem projecoes em subespacos diferentes

3
H, = Z PkHlpkl.
k#k!
Acima, P, é o operador projetor em cada um dos subespacos, e a soma de todos os projetores

deve ser igual a identidade
S P =1.
k

Entao a nossa Hamiltoniana (A.1) apds a transformagao de similaridade pode ser escrita
como
E:ﬁo-f-CUHD-FOZHI. (AS)

Veja que, quando tomamos o valor esperado de H;, H' ndo contribui para a energia em
primeira ordem por construcao, ji que H' representa projecoes em subespacos diferentes,

portanto

<Y ) >=< ¢ Hplu®) > . (A.9)

Logo, a energia em primeira ordem é dada por EM) = E© 4 o < ¢,§(,?|HD|¢,§‘33 >.

A grande vantagem deste método é que Hp tem a forma bloco diagonal ( cada bloco
relacionado a uma energia ), entdo em vez de diagonalizarmos a matriz Hp, podemos
diagonalizar cada um dos blocos, em especial aqueles relacionados com a energia do estado
fundamental e do primeiro estado excitado. Para dois degraus, o bloco de Hp relacionado a
energia do estado fundamental é um numero igual a zero, isto implica em dizer que nao h4
contribuicao em primeira ordem para o estado fundamental. J4 para a energia do primeiro
estado excitado existe um bloco e Hp com dimensao 6 x6 (para L degraus tem uma dimensao
de 3L x 3L). Devemos diagonalizar este bloco 6 x 6 e encontrar a contribui¢ao de primeira
ordem para o primeiro estado excitado. Conhecendo-se estas duas energias em primeira
ordem, n6s podemos calcular o gap, obtendo
I

A:ﬂ”—%”~4—@+og

). (A.10)



Apéndice B

Método algébrico do ansatz de Bethe

para o modelo multiparamétrico

Neste apéndice vamos derivar as equacoes do ansatz de Bethe para o modelo multipa-
ramétrico baseado na dlgebra SU(4) com trés parametros livres (¢1,t2,3) que se reduz ao
modelo anisotrdpico para a escolha particular t3 =1, t, =1/t e t; = t.

A técnica utilizada é o método algébrico do ansatz de Bethe com trés niveis.

Comegaremos apresentando a matriz R [76, 77]

a 0 O O | 0 0 0 O | 0O 0 0 O | 0 0 0 0
0Ot 0 0 | ¢ 0 0 O | 0O O O O | O 0O 0 0
o 0 b 0 | 00 0 O | ¢ O 0 O | 0O 0 0 0
0O 0 0% | 0 0 0 O | 0 0 0 0O | ¢ 0 0 0
0O ¢ 0O O | #4 0 0 O | 0 0 0 0O | 0 0 0 0
o 0 0 0 | 0 a 0 O | 0O 0O 0 O | 0 0 0 0
0O 0 0 0 | 0 0 #b 0O | 0 ¢ 0O O | 0 0 0 0
O 0 0 0 | 0 0 O t% | 0 0 0 0 | 0 ¢ 0 0
R=|- - - - - - - - - - - - - - - - |,
0 0 ¢ 0 | 0 0 O O | b 0 0 0 | 0 0 0 0
0O 0 0 0 | 0 0 ¢ O | 0 ¢#% o0 0 | 0 0 0 O
o 0 o0 0 | 0 0 0O O | 0O O a O | O 0 0 0
0O 0 0 0 | 0 0 0 0 | 0 0 O0¢#HY ] 0 0 ¢ 0
0O 0 0 ¢ | 0 0 0 O | 0 0 0 0 | tb 0 0 0
0O 0 0 0 | 0 0 0 ¢ | 0 0 0 0 | 0 tsb 0
0 0 0 0 | 0 0 0 0 | 0 0 0 ¢ | 0 0 tb 0
o 0 0o 0 | 00 0O O | 0 0 0 0O | 0 0 0 a

(B.1)
ondea=x+1,b=x,c=1 e ty,ts,13 sao trés parametros livres..

Pode-se verificar facilmente que a matriz R acima satisfaz as Equacoes de Yang-Baxter
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Rio(z — y) Rz (7) Roz(y) = Raz(y) Rus(z) Ria(7 — y). (B.2)

Seguindo o método algébrico do ansatz de Bethe a matriz de monodromia para estes modelos

T é definida como
T(.??) = R01 (.T)ROQ (.T) e ROL(.T) (B3)
ou, da forma matricial
T, T, T
Ty T3 T}
T(x) = s s s o | (B.4)
1 2 3 4
T, T T}
A matriz de transferéncia tem a forma

4

T(x) =trT(z) =Y TP. (B.5)

p=1

Os autovalores da matriz de transferéncia sao dados por

7(z)¥ = (Tf(:c) +> T;@)) 0. (B.6)

Utilizando a eq. (B.2), podemos mostrar que a matriz de monodromia acima obedece as
Equacoes de Yang-Baxter (EYB)

Ryp(2 — y)Tis(2)Tas(y) = Tos(y) Tas(2) Riz (2 — y), (B.7)
donde seguem as relagdes de comutacgdo ( para mais detalhes ver a referéncia [72])

RO (y — )

T9(x)T?(y) = W_@Té’(y)ﬂ”(m) + t.i. (B.8)
T2(2)T7 (y) = > mTT(y)T(f(a:) + t.1. (B.9)

5 Ror(z—y)"
B.1 Meétodo algébrico do ansatz de Bethe

B.1.1 Primeiro nivel

Os autovetores sao dados por

U=T. (21)... T (21,) 00

My (1) »

a; =2,3,4 (B.10)
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acima

(I):®i]i1

S O =

0

representa o pseudovacuo para o primeiro nivel. Usando a relacao (B.8), podemos calcular

1

a primeira parte de (B.6)

TH(2)¥ = T} (2)T2, (@1) ... T2, (20, ) QLY (B.11)

aMl
Note que usando a relacao (B.8), podemos conduzir T}! para a direita até chegar ao pseu-
dovécuo e depois usar o fato de que o estado ® ¢ um autoestado de T3 . Portanto

T} (2)® = (Ri(2))" @ (B.12)

logo

THz)U = Ay (2)¥ + t.i., (B.13)

com
N My Rll(x, _ 37)
Ay(z) = (R It TS o =2,3,4. B.14
1(33) ( ll(m)) Zzl_Ile%(sz—z) «a ’ ( )
Para a segunda parte de (B.6) temos

4 4
ST = TO@)T (1) ... Th,, (220,) PV (B.15)
p=2 p=2

Agora usamos a relagdo de comutacdo (B.9). Aplicando uma vez temos

{o} _ Rzz?l(f — ;)

1 1
Tpp(x)TOél (#1) ... TaMl (JJMI)(I"I’Q) Rﬁ (€ — ;)
Ty (21) T2 (2) T, (32) - T, (@ar, )WL) (B.16)

podemos aplicar a relagao (B.9) (M; — 1) vezes para obter
M, 1

T (2)¥ = _

g z:l_ll Rﬁ (r — ;)

(2 — 2) RGO (0 — wa) RO (- 2h)  (BLY)

Ty (2) Ty (w2) . Ty, (@an)TE,, (@)U,
Agora definimos:

T, = RZLJi:;:JZlq(ﬂf —Tny) - Ry (2 — $2)R31?1 (z — 1) (B.18)
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onde
$=0  (Ri@)" @.

0
T‘lMl -1

Portanto

e = (R)" T
)V = x —
g o i=1 Rﬁ(x - ﬂfz)

T (s y ... x0Ty (1) ... T,

1
bar,—

(@ar )T,

Substituindo (B.20) em (B.15)

4
b
D TP(x)V =Ty (x) .. .TblMl_l(le)QT(l)(aE; Ty... le)\Ilgl)}

p=2
onde definimos
4
Ty (TT . Ta) =Y 1% (z)
p=2
4 N M 1

= R’} (x) TP (x;21 ... Zr,)

,;2( o ) z'_H1Rﬁ($—$i) g '

Como sendo a nova matriz de transferéncia de um novo problema de autovalores.

B.1.2 Segundo nivel

A matriz de monodromia para este novo problema, é

2 T T2
Ty=|T3 T3 T}
Ty Ty T}

Os autovetores sao definidos como
b
T =T2 (1) .. i\, (ya) 2y Tl , B =3,4
onde

1
Oy =@ | 0
0/

representa o pseudovicuo para o segundo nivel.

Os autovalores podem ser calculados por

4
7'(1)‘1’8)} = (T;(x;xl c )+ ZT/,”(Q:;:El .. .xM1)>

p=3
B
T3 (vy) - T3, () @) ¥}

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)
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Usando a relagdo (B.8), podemos calcular a primeira parte de (B.25)

NM 1
T2 3 . v = R21 7’1"2 . o
(T2 2an) Yy ( 1 (a:)) H St (z;21 ... %)
T5, (1) --- T, (l/Mz)‘I’(l)‘I’gf)}, Bi = 3,4 (B.26)

Agora podemos usar a relagio (B.9) para deslocar T7 para & direita e usar o fato que

M,
Ty (z; 21 ... o) @1y = [[ Roa(x — )@y, (B.27)

=1

chegando ao seguinte resultado

Ty (@21 ... 2a) Y1) = AW qy + T, (B.28)
onde u u
N M R22($—.T') 2 RQZ(y- —iL‘)
Ay = (R%(z) 22 : 2227 B=34. (B.29)
() gy I R0, =)
Agora passamos a resolver a segunda parte de (B.25)
4 4
ZT;)O(QE; T1...0m) W) = ZTlf’(x;xl c Tag,)
p=3 =3
T3 (1) - T3, (Uan) 2y U5} (B.30)
Usando a eq. (B.9)
4 N My 1 Mo 1
=3 (Bhi(2) T () .. Ty, (vze)
;3( @) zzl—ll Rpl(fﬂ—ﬂﬂ')jl:[lsz(x—yj) ’ e
a a ant, B,
Rpgfl (.T - yl)}%afli2 (,’IJ - y2) R(LZ2_11M(JM2 (.T - yM*Q)
17, (x;27 .. .le)CI)(l)\Ifg)}. (B.31)
Mas
17, (521 20,) P (1) = 68 H R (B.32)
e entao temos
4 N M R”%(az — ;)
=Tp (). Tpy (va) @0y 2 (Ro(2)) T] o —=
p=3 i=1 Rpl (x — )
My, 1

11 WT”(@%% - ) Vo) (B.33)
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Em (B.33)surge um novo problema de autovalores,

4
DTz -ym) Yoy =To (). .TbZM2 (Ynt,) @1y X

Y {6}
Z T,(z; 7591 - - .yMQ)\II(Q) ) (B.34)
p=3
onde definimos
5P N MR (g — ) Mo 1
T, (x5 {:}iy1 - - ymy) = (RO (2) - T?. (B.35)
g ’ ( & ) i_l—[lRﬁ(x_xi)jl:[leg(x_yj) ?

B.1.3 Terceiro nivel

A matriz de monodromia para este novo nivel é

9 T}
Tio) = : B.36
o= (B30
Os autovetores sao dados por
Uiy = Ti(21) - T} (2a1,) Do) (B.37)
onde .
Qo) = it <0>

representa o pseudovacuo para o terceiro nivel.

Os autovalores sao dados por

4oap 23 a4
> 70 e bW = (B3t ) + (e 1)) v (B.38)
p=3
Na primeira parte de (B.38) temos
23 M R3%(x — ) 1
T390 = (R} T3 (x5 {z:}; {ys
o = (Fi@) I aie—a 1 H e gy b i)
Tl (21) .. T3 (201,) o) (B.39)
Usando a relacgao (B.8) e levando em conta que
Mo
T3 (a5 {a:}; {yi}) @) = H R33(z — i) ®), (B.40)
j=1
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chegamos ao seguinte resultado

53 N R (1 — )
To(z; {z:}; {vi}) ¥ = (Ri(= 2 L
sl fai )V = (B@) I F o=
ﬁ R (z — y;) ﬁ R332k —

CE LY (e

j=1 —Yj) =i

)
)

W) +ti. (B4l
T

Seguindo o mesmo procedimento anterior obtemos

4 N R (2 — 1y)

T ] il 4 ‘If == R41 D
e e = (RE@) T o=

ﬁ R (x — ;) ﬁ Rii(x — 2)

1 RiS(x — ;) oo Ri3(z — 2)

j=1 k=1

Uy +ti.  (B.A42)

onde usamos
M>

T (w; {zi}; {ui ) @) = I] Ra(x — v:) D). (B.43)

j=1
Substituindo (B.41) e (B.42) em (B.38) e voltando a expressao (B.20), apds algumas

manipulagoes algébricas o problema de autovalores da matriz de transferéncia
TV = AV

tem solucdo A = 3.7, A; onde

A= (Ri@) " T E =)

— a=2,3,4 B.44
i=1 Rfﬂ (-rz - .’L‘) ( )

N M RQQ.T—.TZ' My R22 Yi— T
N = (R T =y T 2=

i=1 ) j=1 Rgg(yj — 1)

YRR (z —m) 12 Rz —y)) 12 RE(z — 2)

, =34 (B.45)

Ao (B B.46

= @) D Dage—py L rge—n @
N RE(x —x) 12 R(x —y;) 13 Rit(z — z)

Ay = (R (2 42 v 43 J 44 B.47

4 ( a1 )) ,:1_[1 Rit(z — x) Jl;ll Ri3(z —y;) kl;[1 Rii(z — 2) ( )

a = 2,3,4. Dependendo do

escolha de «, teremos um elemento diferente da matriz R. Assim, vamos definir N, como o

Note na eq. (B.44) acima que temos um termo do tipo R%},
nimero de vezes que « aparece sendo que, Ny + N3+ Ny = M; por construcao. Procedemos
similarmente nos outros casos (ver [72] para maiores detalhes).

As equacoes acima, apos a substituicao de cada elemento da matriz R, podem ser escritas

CcOomo:
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Mog(x; — )

A =7 Ma (@) [ ——, Mi=No+ N3+ N, (B.48)
i1 blzi — x)
Ao = tN_Mlt_NSt_N4bN( )H CL(.T - ml ﬁ aly 'T) M, = N.+ N, (B 49)
2 1 4 ] b(:v — ;) P b(y x)a 2 3 4 .
M, — ) Ms —
As = téV—M1ti\41—M2th3bN(x) H a(:r y]) a(zk 31') Ms = N, (B50)

o1 b — ) i 0(z — )

M3 _
o= gt by o) [ £, (B.51)
k=1 T ck

Conhecendo-se os autovalores da matriz de transferéncia, podemos encontrar as equacoes
do ansatz de Bethe.

B.2 Equacoes do ansatz de Bethe

Note que determinadas escolhas do argumento dos autovalores A; podem apresentar pélos
(ou divergéncias). Uma forma de obtermos as equagoes do ansatz de Bethe de um modo
mais simples, é usar o fato de que o autovalor A deve ser uma quantidade finita. Usando
este argumento nés podemos encontrar as equagoes como segue [78];

Para encontrar a primeira EAB, partimos da expressao

M@ - Aol@) Ao (o) (B.52)

tomando o limite v+ — x;, [ = 1... My, temos que
A1 —

A2 —
A3 —> finito
Ay — finito

Portanto,
A(zy) _ Ai ()

Az(xl) B A2($l)

Exigindo que o autovalor A(z;) seja uma quantidade finita, ficamos com

+1. (B.53)
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(B.54)

que gera a primeira EAB.
As outras equacoes sao obtidas de forma similar e encontramos:

a) parax —> y;, | = 1,... M, os limites

A1 — finito
Ay — 00
A3 — 00
Ay —> finito,
e a segunda equacgao EAB é dada por
As(y1)

As(yi)
b) para x — 2z, I = 1,... M3 temos

- 1. (B.55)

A1 — finito
Ay — finito
A3 — 00
Ay — o0,

e a terceira equacao de EAB é dada por

A3(Zl)
A4(Zl)

Substituindo os valores de A;,7 = 1,2, 3,4 encontramos as equagoes (3.17) para o modelo

= 1. (B.56)

multiparamétrico ou entao as equagoes (3.4) para o modelo anisotrépico quando substitui-
mos tl :t,tQ = 1/t [§] t3 = 1.

B.3 Autovalores de energia

Os autovalores de energia sao dados pela expressdo ( na auséncia de um termo de potencial
quimico J, = 0)
0 0

E = — 1n(A@®)lezo = A#) ™ 5-A@)) oo (B.57)
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Podemos observar dos autovalores da matriz de transferéncia dados pelas equacoes

(B.48,B.49,B.50,B.51) que a energia somente depende de A;. Desenvolvendo os céalculos

encontramos:
My
z; +1
A(0) = A(tr, ta, t3) [ =
=1 Li
M, M,
z: +1 1 z; +1
AI(O) :A(t17t2;t3)LH : +A(t17t27t3)2_2n Z
i=1 T i=1 Vi j#£i T
onde

A(ty, tg, t3) = t; 2, M3t Vet (z).

Substituindo estes valores na eq.(B.57) encontramos

E= L+Z +1)

1= 1$Z$Z

Fazendo a troca de varidvel x; — iz; — 1/2 encontramos a contribuicdo da energia sem

termo de potencial quimico

A contribuicao para energia devido ao termo de potencial quimico é muito simples

quando usamos a forma diagonal

Hyy = —21J, ZXOO

=1

onde

X% = (B.58)

o O O
o O O O
o O O O
o O O O

i
Portanto, a contribuicao deste termo para a energia é —2.J, Ny, onde Ny é o nimero total

de singletos. Note que quantidade
L:N0+N1+N2+N3

deve ser conservada. Portanto, Ng = L — M; onde M; = N; + Ny + N3 é o numero de
tripletos existente no sistema. Desta forma a contribuicao do potencial quimico para a

energia é
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Epy = —2J,(L — M)
Desta forma, a energia total para o modelo é

M,y 1

E=— Z(W —2J,) + (1 —2J,)L.

=1

que é exatamente a expressdao de energia apresentada na equacgao (3.3).



Apéndice C

Comparacao entre a diagonalizacao
exata e a solucao das EAB para dois

degraus

Neste apéndice, iremos comparar os resultados obtidos da diagonalizacao exata com as
solugbes das equagoes do ansatz de Bethe (EAB) para o caso do modelo anisotrépico com

2 degraus.

C.1 Diagonalizacao exata

Por simplicidade, usaremos a Hamiltoniana dada pela eq.(3.10). O calculo que mostra a
transformagao de similaridade que leva a Hamiltoniana (3.1) para a Hamiltoniana(3.10),
para o caso de 2 degraus, é mostrado explicitamente no Apéndice D. A Hamiltoniana

total (3.10) para dois degraus, supondo condi¢des de contorno periddicas, é dada por

H = hyy + hyy — 2J,P, (C.1)
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0

0000O0OO0O0 O

0

1

—~ —~
a3 n)
@) @)
S—r SN—r
O OO0 OO0 OO0 000000 H OO0 0000000000 oo O H
R +~
0000000000”000000000000000 o o o o
C OO0 o000 O0OHO0O OO0 OO0 o o O
O oo 00O HO OO0 OO0 oo O
O OO0 R OO0 00000 o0 00O O
-~
OO0 SN0 0O 0 o000 o000 o oo +
— S R R e e I R~
O OO0 OO0 0000 OO0 0O w O
OO0 OO0 000 0O HO OO OO
S eI el = I - I = N - I == = =l !
OO0 OO0 0 R OO0 00000 oo
R
COCOCLOCL T P00 ocooHOOOO0O OO0 OO OO OO
OO OO OO0 ©O000 000000000 HOO
-~
SO0 O00O0000 OO0 co00O000O0O0 X000 oo o
O OO0 OO0 OO0 O OO0 oo oo
O 0O 00000000000 oo
O 00 O H O OO0 OO0 o0 oo O
aad
~
s oo oocooocoo0cocoocoo0ocoo S AP0 o0 oo
-~ +~
eeeeee oo e 000000000000000”000
(I R N Sl R S E < S e S < B o I < S < B
C OO0 00000 HOO OO O OO
-~
~
S IR c oo 00 0Cc 0000 0o OO
O OO0 000000000000 H OO0 OO OO0 OoOOo oo o
N —
— N
[~ [~



Apéndice C. Comparacgao entre a diagonalizagao exata e a solugao das EAB para dois degraus 83

2 0000O0O0OO0O0OO0OO0OOOCOO0OOTGO
0100O0O0OO0OO0OO0OO0OOOOO0OO0OGO0
0010O0O0OO0OO0OO0OO0OOOOO0OTO0OTGO
00010O0O0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0OGO0
00001O0O0O0OO0OO0OOOOO0OTO0O® O
00 0O0OOO0OO0OO0OO0OO0OOOOOTOTG O
00 0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOTOTG O
00 0O0OOO0OO0OO0OO0OOOOOO0OOGO
000O0O0OO0OO0OO0OT1TO0O0OOOO0OO0OGO0

(C.4)

000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOO0OTO 0
000O0OO0OOOOOOOO0OOO0OOTGO
00 0O0OOO0OO0OO0OOOOOOO0OTO0OTGO O
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OOOT11IO0T®O0OT® O

00 0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOTGO O
00 0O0OOO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOTG O
00 0O0O0OO0OO0OO0OO0OOOOOO0OO0OTO

A diagonalizagao exata da Hamiltoniana acima (C.1), nos leva ao seguinte conjunto de

autovalores e autovetores :
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energias multiplicidade autovetores
2-4J, 1 (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0)
2J-(t+1/t) 2 (o,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,-1, 0, 0, 0)

(o, 1,0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0, 0, 0)

_2JT+(t+1/t) 2 (07 07 Oa 11 Oa 07 07 Oa Oa Ou 07 07 17 Oa O, 0)
(0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0)

(t+1/t) 2 (0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0, 0, 0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0, 1, 0)
~(t+1/t) 2 (0,0,0,0,0,0,1,0,0,-1,0,0,0, 0, 0, 0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1, 0,0, 1, 0)
27,42 1 (0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0, 0, 0)
2J, -2 1 (0,0,1,0,0,0,0,0,-1,0,0,0,0, 0, 0, 0)
2 4 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1,0, 0, 0, 0, 0)
(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0, 0)
(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0, 1, 0, 0)
2 1 (0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0, -1, 0, 0)

Note que, na base que estamos utilizando, é obvio que o primeiro autovetor acima
corresponde ao produto tensorial de dois singletos, um em cada degrau. Podemos verificar
facilmente que na regido J, > 1+ (¢ + 1/t)/2 a menor energia é Ey = 2 — 4.J, e o primeiro
estado excitado Ey = —2J, — (t + 1/t).

Outra observacao interessante é que no limite em que t = 1 e J, = 0, que corresponde
ao caso em que o modelo efetivamente apresenta simetria SU(4), o espectro acima se reduz

a:
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energias | multiplicidade
2 10
-2 6

Este resultado esta de acordo com a decomposicao de Clebsh-Gordon esperada, 484 = 10®6.
A nivel das equagoes do ansatz de Bethe, isto significa que sé iremos encontrar duas solugoes,
ja que é um fato bem conhecido que as solugoes das EAB correspondem apenas aos vetores

de peso maximo da algebra

C.2 Solucoes das EAB

Agora passaremos a resolver as EAB (3.4) para dois degraus. Queremos, de fato encontrar
qual escolha dos niimeros quanticos nos leva as energias E; e Ej.

A escolha M; = M, = M3 = 0 implica diretamente em que nao existem as equagoes do
ansatz de Bethe o que corresponde a um estado com energia igual Ey = 2 — 4.J, (ver eq.
(3.18) para energia). Para a escolha (M; = 1, My = M3 = 0) temos que resolver a seguinte
EAB:

A=if20,
()\—|—i/2) S
que da como resultado
_at—1
T 2t4+1

A energia para este estado é Ey = —2J, — (t + 1/t).

C.3 Comparacao

Na tabela abaixo fazemos a comparacao para os dois casos

D.exata EAB
2-4J, 2-4J,
-2J-(t+1/t) | -2J-(t+1/1)

Desta forma acabamos de mostrar que os dois métodos produzem os mesmos resultados. E
que, para uma determinada regiao a energia 2 — 4.J, realmente representa o estado funda-
mental e que a energia —2J, — (t + 1/t) é a energia do primeiro estado excitado.

Tendo estas energias, a do estado fundamental e a do primeiro estado excitado, nés

podemos facilmente encontrar o gap de spin. Por definicao o gap é dado por
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1 1



Apéndice D
Transformacao de similaridade

Neste apéndice vamos mostrar que as hamiltonianas (3.1) e (3.10) estao relacionados por

uma transformacao de similaridade, isto é,
H=BHB™!

onde B=A4;® A, ®...® AL onde A é a matriz que realiza a seguinte transformagao de

base

1) = 0>=1/V2(11,0) - 4,1),

) = 1>=]11),

L) = 2>=1V2( 00+ (141,

L) = B>=111). (D.1)

A base 1 & esquerda, normalmente é usada para descrever sistemas unidimensionais. A
base 2 & direita representa o conjunto de autovetores de uma interacao do tipo Heisenberg
tomados sobre um degrau da escada (dois sitios numa XXX): |0 > corresponde ao singleto
e |1 >,|2 >,|3 > representam as trés componentes de um tripleto.

Explicitamente, temos
V2

0 L 2
1 0 0 0
2 2
0 O 0 1
e que tem uma inversa dada por
0 1 0 O
i_| 2 0% o
A7 =1 & 0 2 o (D.3)

2 2

0 0 0 1
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Esta transformagao nao altera a forma matricial do primerio termo da Hamiltoniana,
enquanto que leva a segundo termo da Hamiltoniana ( termo do potencial quimico) para

uma forma diagonal [16].



Apéndice E

Derivacao da Hamiltoniana com

impurezas no espaco dual

Neste apéndice vamos apresentar em detalhes a derivagao da Hamiltoniana do modelo de
escada com impurezas do tipo I (4.1).

Vamos também mostrar que o termo de potencial quimico comuta com o restante da
Hamiltoniana. Comegamos mostrando que as matrizes R (4.11) e R*(4.12) podem ser

escritas de forma compacta como

U
. u
Rij(u) = Iij + 5 Qi (E.2)
onde I;; é o operador identidade (16 x 16) e
3
Pjlu)= 3 XX} (E.3)
a,5=0
3
Qlu) = 3 XX} (E.4)
a,3=0

aqui Xiaﬁ sao os operadores de Hubbard. Vamos inicialmente considerar apenas uma impu-
reza situada em 1.

A matriz de monodromia é dada por

T(U, /\) = R01 (U) e R()i (U)R&(U - )\)ROH—I (U) e R()N (U) (E5)

ou de uma forma mais compacta

T(u,\) = kli[ Ror(u)Rg; (u — A) ZI[ Ry (u). (E.6)
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A Hamiltoniana é dada pela definicao

0
H = aln(T(u, A)) |u=o = !

(0, \)7'(0, N).

(E.7)

onde 7(u, A) é a matriz de transferéncia que é dada pelo trago da matriz de monodromia.

Entao temos que.:

logo

[7(0, \)]™

jé que 7(0,A).[7(0, A)]"! = 1. Acima usamos usamos o fato de que R;;(0) =

N) = TT Pos(w) Ry

) H P()l.

l=i+1

N
11 Po-

l=i+1

= I Po[R5(—
k=1

Calculo da derivada de 7(u, \) em funcéo de u para u =0

(0, \)

i—1
ZR I—IPOJPOZ 01 HPOl
k=1 j#k I=i+1
i1
1T PoPoi Poi Ry (0) Ri (— H Py,
k=1 l i+1
H PorRGi(— H Py,

l=i+1

k=1

1T PorRoi(

k=1

11 Por R (=X

k=1

7'(0, \)

N
)Poir1 Y Ry(0

) I Pos

I=i12 A
1 i—1
__ZHPOJPOZ 01 HPoz
215k I=it1
H Porhoi Rg; ( H Py,
k—1 I=it1
H Porp R ( H Py,
k=1 I=i+1
i N
I Pox R (=Nhoivr [[ Po
k=1 I=it1
1 'L
5 H PouRg; (=N Poir1 Y [ Py,

1=i+2 j#l

l=i+42

(E.8)

N
=) Poi1Pois1Ry; 1 (0) Poiv1Poiv1 [ Po

(E.10)

(E.11)
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onde usamos
Py Py = Iy,

Poit1-hoiy1-Poiv1 = hoigt
1
Rf)z'(o) = —5101'
o simbolo (/) representa a derivada em fun¢io de u. Assim, substituindo as expressdes (E.9)
e (E.11) em (E.7), encontramos

H = 7710,\)7'(0,))
1 i—1 1 N
= —— POk_EZP0k+h0’
k=1+2
; R;%(—A)[R@(—A)rl T Rl(— Mo [R (—)] . (E.12)

As seguintes expressoes serao utilizadas no que segue

1
hoi = _§P0i
* 2 * ' 2
Re; (=) = Io; — XQOZ" [Roi(=A)]" = —ﬁQOi
* ( -1 — . - )
[Rg: (=) Io; + o 8Q0z-

Agora a Hamiltoniana pode ser escrita como

11 1
= __ZPOk__ Z Por — _POi

k 1+2

2 2
[FQ(E] [ + )\——‘BQM] - 5[10% - XQO?] [Poiv1][1o; + )\——‘BQM] (E.13)

1Z1
H = __ZPOIC__ ZPOk 3 Poi — Q()z

k i+2

)2 ()\ 8) QO’LQO’L

- §[P0i+1 - XQOEPO'L'-H][IOE + mQOﬂ (E14)
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1l 1
H = —— Z POk —_ = Z P()k §P0i+1
k i+2
2 Qo — 5 QuiQui — #P 1 Qu;
AQ )\2(/\ 8) 020z (A — 8) 0:+1%0¢
1 2
+ XQOEPOi+1 + mQOEPOiHQOZ- (E.15)

Antes de proseguir, vamos provar as seguintes propriedades:

Qi7-Qi7 = 4Qi; (E.16)

Qii-Piiv1-Qii = Qi; (E.17)
Para a primeira propriedade (E.16) temos que resolver o produto matricial que surge a

partir da interagdo entre dois degraus. O elemento matricial deste produto é dado por

4

(sz Q; Z)az,bg = Z (Qz z)al,bl(Qz Z)Z;:IIE (E'18)

a1,b1=1

Mas note que os elementos da matriz ();; podem ser escritos na forma

(Q Z)al,b1 oy (E.19)
Substituindo (E.19) em (E.18) temos
(sz sz az,bz _ Z 6(1 a1 8122 Z 5111 a1 (EQO)
a1,b1=1 al,bl 1
(Qz i Qz z)a2 b2 — 450.6(12 = (Qz Z)ag,bz (E21)

Logo podemos concluir que
Qz’,i-Qzﬁ = 4@1‘,2-
Para provar a segunda propriedade (E.17) temos que considerar a interagao entre trés

degraus e resolver o produto matricial

4 4
7b ) 1b ) ab ’ 7b )
(Qii-Prit1- Qidaghses = 2 2 Qidabia Pis)ayme Qidape:  (E:22)

a1,b1,c1=1 a2,ba.coa=1

Os elementos da matriz P;;; podem ser escritos como

. yanbear o cag
(PZ,H‘l)az,bz,cz - 5 6

(E.23)

b2 a1
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Substituindo (E.19) e (E.23) em (E.22) temos

4 4
Qi Pt Qiddashoes = 22 2. (0305105 (583 053058) (8570530 (E.24)

al abl sC1 =1la2 ;b2 562:1

4 4 4
5b ) E— b b _— b — _— - 5b b
(Qi5-Pri1- Qid)asues = 2 2o 0006300,0000 005 = X 0500305, 047 = 05030, = (Qidaalaleo

bi1=1a2,c2=1 b1=1
(E.25)
que na forma matricial pode ser escrito como
Qi,Z-Pi,iH-Qi,i = Qi,i (E-26)
Substituindo esta duas propriedades na eq. (E.15) pode ser simplificada.
He-typeo (2420 2 Q4 — — Py Qi + ~QuiPoss (E-27)
- 2 = 0k )\2 )\2()\ _ 8) )\(}\ _ 8) 0z )\ _ 8 0:4+1% 01 )\ 04 0s+1 .
He LS Pue ' PoiQu+ ~QuiP (E.28)
- 2 = 0k \—8 0i+1%¢0¢ \ 07+ 0:+1 .
onde
1
Assim
il 2 2
H =% hij+ —hiinQi = 3 Qihisn (E.29)
i=1 -

Os célculos efetuados acima podem ser facilmente generalizados para o caso “I” impurezas

nao-vizinhas. Neste caso, temos

N l )
H=3) hj+Y i, (E.30)
=1 iel
onde
imp 2 2
higirn = mhi,HlQii - XQi,zhi,iH (E.31)
‘ 3
hign = > X7 @ X[ (E.32)
a,5=0

Na eq.(E.30) nés podemos adicionar um termo de potencial quimico do tipo
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N l
Pp=—-2JY X +2J) X7, (E.33)
i=1 i=1

desde que
[H, P, = 0. (E.34)

Se esta condicao for satisfeita, entao nés podemos efetuar diagonalizacao simultanea. Para

que a rela¢do de comutagao acima (E.34) se cumpra, basta mostrar que

[hi,i+1 + higien, X0 = X7+ X?—El] =0 (E.35)
[hi,H—l + higit1s XZQO - XEQO + XzQ—EI] = [hi,H—la XZQO - XEQO + XzQ—EI] + [hz‘,i,iﬂa XZQO - XE'OO + Xz'04(—)1
(E.36)
Resolvendo o primeiro termo da eq.(E.35)
(i, X0 = X004+ X001 | = [Biian, X2+ X2 ] = [P, X7°) (E.37)

veja que o segundo comutador do lado direito da equacao acima é zero, pois os operadores

atuam em espacos diferentes. Mas

3
[hi,i—f—la X° + X?J?1] = | > XY e® Xffl? X0+ X
a,=0
3
= > (a0 - xPx) @ X
a,=0
3
+ Y XPre (XXX - XX (E.38)
a,=0
agora lembramos que
X0 X0 = X,

Entao temos que

3 3
[hi,i-i—la XX+ X?fl] = Y XM x% -3 X o X[
a=0 B=0
3 3
+ Y XX -3 XXM =0 (E.39)
B=0 a=0

Agora resolveremos o segundo termo da eq. (E.35)

]
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[higiss, X0 — X2+ X2 = [BhiiniQii + CQuhiiar, X — X9 + X0,
= B [hz',z'+1Qi,%a X - X+ X?—El]
+ C [Qi,zhz’,ma X=X+ X2?+1] (E.40)
acima B = ﬁ e C = %2 Resolvendo a eq. acima
[ it X0 — X0+ X£?+1] = Bhii [Qi,i; X0 - X+ X£?+1]
+ B [hi,i—l—la X0 = X0+ X£?+1] Qij
+ CQi; [hi,i+1a X - X0+ sz,(i)ﬂ]
+ C [Qi,za X - X9+ X?JEJ Pt (E.41)
acima usamos a seguinte propriedade
[AB,C| = A[B,C]+ [A,C] B.
Mas
Qi X2 — X+ X2 ] = [Qiz, X — X + [Qis, X2, | =0 (E.42)
e
(i, X2 — X2 + X0 ] = [hiier, XO + X2 | = [higar, X2 =0 (E.43)
ja que
3
Qusn X = X7°] = | X XX, X - X}
a,=0
3
= > (XXM xP X @ xp?
a,B=0
3
- Y XP e (X XN - XXX (E.44)
a,5=0
3 3
Qi X =X = Y XX - Y X o X’
a=0 B=0
3 3
— Y XX+ Y X o x¥ =0 (E.45)
a=0 B=0

portanto [H, P,] = 0.



Apéndice F

Método Algébrico do Ansatz de

Bethe para o modelo com impurezas

O objetivo deste apéndice é encontrar as equacoes do ansatz de Bethe e as energias para
o modelo de impureza (cap.4 ). Para este fim, vamos basicamente generalizar os célculos
realizados em [69, 70].

Essencialmente neste apéndice nés desejamos resolver o problema de autovalores da

matriz de transferéncia
70 = \U. (F.1)

A matriz R(4.11) atua num produto tensorial de dois espagos quadrimensinais V ® V/
enquanto a matriz R* (4.12) atua num produto tensorial do tipo V®W, onde W é um espaco
quadridimensional de uma representacao dual. As matrizes acima satisfazem as seguintes

equacoes de Yang-Baxter

Rip(u — 0) Riz(u) Ry3(v) = Riy(v) Riz(u) Ria(u — v) (F.2)

atuando sobre um espaco V@V ® W.
O modelo de impureza é construido sobre um espaco quantico genérico representado por
V e o espaco da impureza W.

Supondo que o modelo pode ter mais de uma impureza, adotamos a seguinte defini¢ao
I = {plaPQ: ""apl}a 1 S Di S N e

onde

X, =V if i¢1,
X, = VoW if iel (F.3)

=
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Em outras palavras para cada 7 € I nds acoplamos uma impureza dentro da rede que estara
situada entre os sitios 7 e i + 1. L é o nlimero total de degraus (L = N +1) e [ é o niimero
total de impurezas.

Agora definimos a matriz de monodromia

T(U) = Rm (U)ROQ(U)....RON (u)
onde temos
Roi(u) = Roi(u) para i¢ 1,
Roi(u) = Roy(u)Ryn(u—A) para i€l
ou na forma matricial
A By By By
Cy Dy Dyy Doy A B
T(u) = = N N .
Cs D3y D33 Dsy C D
Cs Dy Dys Dy

cujos elementos sao operadores que atuam no espaco quantico X. A matriz T'(u) satisfaz a

(F.4)

algebra de Yang-Baxter
R12 (U, — ’U)T13 (U)T23(U) == T23(’U)T13(U)R12(U - ’U) (F5)

Desta equagao nés podemos obter as seguintes relacdes de comutacao

B(x) ® B(y) = (B(y) @ B(z)) .RM (2 — y) (F.6)
sy oy—1) = cly—=) 5
A(z)B(y) = b(y_x)B(y)A(m)— b(y_x)B(ﬂﬁ)A(y) (F.7)
D) & Bly) = 2= (B & D) R ) - 2D e D) (9
onde 10 0] 0007000
0O b 0] & 0 0] 0 00
005000 | ¢ 00
0z 0500 000
RY(z)=|0 0 0| 0 1 0] 0 0 0 (F.9)
00 0] 00 b | 0 ¢ 0
00 e 100015 00
000 ] 00| 0b 0
000 ] 00O0T] 00 1
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com

Para encontrar os autovalores e autovetores da matriz de transferéncia
T(u) = (A(u) + 7p(u)) (F.10)

nés usamos o método do ansatz de Bethe com trés niveis.

O problema de autovalores é dado por

7(u) (@) = (A(u) + 7p(u)) () (F.11)
com
\II(’II) = Bil (ul)Bi2 (UQ) e Bir (U,n)Xil""’ir 1>
onde 5, =2,3,4el=1,...,r. Acima X" " é um coeficiente para ser determinado e |1 >

é o primeiro psedovacuo.

A escolha deste pseudovacuo ¢é feita de tal forma que
Co(w)[1) =0 a=2,3,4 (F.12)

Entéao, o primeiro pseudovicuo |1 >€ X é dado por

N .
1>=Q)w’
i=1
onde

U for i¢1,

w' =
w'= u®k for i=p;el

e k pode assumir os valores d, 5,7 dados por

(F.13)

o O O =

i
I

(F.14)

w
I
o~ o o
—~ o o ©

o O = O
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O pseudovacuo tem a seguinte representagao diagramdtica

1 o 1 1 1 o 1 1

Fig. F.1: representacdio do pseudovdcuo para o primeiro nivel do ansatz de Bethe.

Deste modo, temos

A1 >=[a(w)]¥]e(w)]'[1 >
B,(w)|]1># 0, a=2,3,4
Dij(w)1>e X, 14,7=2,34
(F.15)

Agora, podemos resolver a primeira parte da equacdo (F.11). Usando a eq. (F.7), dois tipos
de termos surgem quando A comuta através de B,. No primeiro tipo A e B, preservam
seus argumentos e no segundo seus argumentos sao trocados. No primeiro tipo, os termos

4

sao chamados de “termos desejados “ porque eles darao um vetor proporcional a ¥, e o

segundo tipo sdo os “termos indesejados” (t.i.). Encontramos que
A(u)¥(4) = A a(u, 0)¥ (@) + t.i., (F.16)

onde
"oa(u; — u)

Mo ) = (o)) et)] 1T 5=

i=1
A segunda parte da equagao (F.11), depois de usar a relagao de comutacao eq. (F.8) pode

(F.17)
ser escrita como

o (u)¥ (&) = H MB,-I (u1)Bi, (u2) - . . By, (uy)7D (w, @) X1 |1 > +t4.  (F.18)

acima
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com
(1) (1) (1)
. Al B21 B31 A B
T (u, @) = D(w).®(u, @) = | ¢ DY DY :(C*'(U D<1)> (F.19)
o Dl ol
€
o1 Q9 (O3
®(u, @) = RD(u—u,)RY)_j(u—u, 1)...RP(w—w)=| B B Bs (F.20)
Y1 Ve V3

O operador T™ pode ser escrito como

AW = Dyyay + Da3fBy + Daumn
Bél) = Dyyay + D933 + Dayyo
B = Doyt + Dy3fs + Dosys
Cél) = Dsyon + D333 + D3y
O = Dysay + Dys By + Daamn
DY = Dsyay + D335 + Dysys
D%) = Dsyaz + D3383 + D3sys
Déll) = Dygarg + D385 + Dyyys
DS} = Dysrs + Dasfs + Dagys.
(F.21)

A eq.(F.18) representa um novo problema de autovalores.Entao agora passamos a resol-
ver o problema de autovalores do segundo nivel através do ansatz de Bethe para diagonalizar
a matriz 7. A matriz 7! é simplesmente a matriz de transferéncia para um sistema inva-
riante SU(3) atuando numa representagio tensorial de N cépias de uma representagio com
inomogeneidades {u} e [ sub-representacoes das impurezas num espaco dual.

Um fato importante é que T(l)(u,ﬁ) satisfaz as equacoes do ansatz de Bethe com a
matriz R") dada por eq. (F.9)

Ry (u = v)T15) ()T (v) = T35 ()T (@) Y (u = ). (F.22)

a qual, no segundo nivel, permite-nos resolver o problema de autovalores. Desta equacao,

nos obtemos as seguintes regras de comutacao

— —

BW(z) ® BY(y) = (BV(y) @ BV (x)) R (z — y) (F.23)
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A(r)VBO(y) = “(y—jgé@ (1) AV (@) — %é@ @AO@)  (F.24)

bz —y y)
(F.25)
onde
1 0 | 0 0
0 b | ¢ 0
RO@)=|- - - - - (F.26)
¢ | b 0
0 | 0 1
com ;
b(z) = ﬂ, é(z) = @
a(z) a(z)
O novo problema de autovalores, agora é escrito
7O (u, @)D (@) = (AD (u, @) + 71 (u, 7)) T (7) (F.27)
procedendo como no caso anterior, procuraremos os autoestados que tem a forma
IO (7) = X1 >= B (01) B (v5) . .. B (ug) Yitrie |1 >0
onde j;, =2,3el=1,...,s. Acima YJt»+Js ¢ um coeficiente a ser determinado no préximo

nivel e |1 > é o pseudovicuo do segundo nivel e é dado por

1>0=11>@]2>

ou em sua representacio diagramdtica o qual é aniquilado por C{V(u, @), a = 2,3. Note

1 a1 1 1 @ 1 1 2 2 2 2

Fig. F.2: representacdo do pseudovdcuo para o seqgundo nivel do ansatz de Bethe.

que os operadores «;, 3;,vi, © = 1,2,3 de (F.20) atuam sobre a segunda parte |1 > ¢ os
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operadores D;; sobre a primeira. O tensor X* j = 2 3,4 atua num espago com 3"

dimensoes gerado pela base

1 0 0
e =101 e = ee=10], I=1,...,r (F.28)
0 0 1

Entdo |2 > pode ser escrito como
2>=el®e;®... Qe

Quando 7™ atua neste pseudovacuo produz

AD @)1 >W=" [b(u)]¥[e(u)]1 >O

BYw)1>W# 0, a=23

CHwW)1>M= 0, a=23
DI >W£ 0, ij=23

(F.29)

Usando eq. (F.24), dois tipos de termos surgem quando AW é comutado através de BS). No
primeiro A®) e B{) preservam seus argumentos e no segundo seus argumentos sio trocados.

Para a primeira parte da equagao (F.27), encontramos

AW (u, D) T (D) = Ay (u, @, 7) T (F) + t.i., (F.30)

onde
Ao (0,2, = B o)) T 2=

j=1 (vj — u)

A segunda parte da eq. (F.27), depois de usarmos a relagao de comutacao (F.25) pode

(F.31)

ser escrita como

. . 5 oalu — v; o i .
8w D) = I e 2B (0) B (o) B (0 Y1 >0
j=1 J
(F.32)
acima
7@, @,7) = [T (u,@,7)] = (AP (u, 7,7) + D (u, 7, 7))
com

X A®  B®
T (u, @, 7) = DY (u, 7).V (u, @, 7) = ( ) (F.33)
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O (u, 7, 7) = RP (u — v,) R _ 1y (u—v,-1) ... R (u— v;) = (‘b“ ZQ> (F.34)
1 2

Os operadores de T® podem ser escritos como

A® = Dﬁ)al + Dg)bl
B® D§11)CL2 + Dg)b2
C® = Dias + Diyby
D® = Déll)% + Dg)bQ

(F.35)

A eq.(F.32) representa um novo problema de autovalores, entdo usamos novamente o ansatz
de Bethe para o terceiro nivel, para diagonalizar a matriz 7).

A matriz 7® é simplesmente a matriz de transferéncia para um sistema invariante SU(2).
Entretanto, o fato interessante é que 7% (u, i, ¥) satisfaz as eq. de Yang-Baxter com a matriz
R® dada por (F.26)

R (u— )T (T3 (v) = T3 (0) T3 (w)RE3 (u — ). (F.36)

com a qual ,no terceiro nivel, permite-nos a resolver o problema. A partir destas equacoes,
podemos obter as seguintes relacoes de comutacao
x)

A(z)@BO(y) = a(yf—;c))B@) (y)AD (z) — oy —2)

(2) () A _
P @AG)  (F3T)

DO0)B) = =B ) D) - G B @D ) (3

Agora nos precisamos resolver o problema de autovalores neste terceiro nivel. O problema

de autovalores deste nivel é dado por

7@ (u, 7, 5)3? (2) = (A® (u, 4,7) + DP(u, 7,7)) ¥ (2) (F.39)

procedendo exatamente da mesma forma que no nivel anterior . Procuraremos os autovalores
da forma

U@ (2) = yivde|1 >O= B® (2))BP (2) ... BY (z)[1 >®

Acima |1 >® ¢ o pseudovéacuo do terceiro nivel que é dado

1>0=11>0 g3 >
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|1 >(2):

1 o 1 1 1 @ 1 1 2 2 2 233 33 a=4

Fig. F.3: representacdo do pseudovdcuo para o terceiro nivel do ansatz de Bethe.

ou numa representacao diagramatica
o qual é aniquilado C® (u, %, #). Note que estes operadores a;, b;, i = 1,2 da (eq. (F.34))

(1)

atuam sobre a segunda parte do pseudovéicuo |1 >® ¢ 0s operadores de D;;’ sobre a primeira.

O tensor Y/-+Js 4 = 2 3 atua num espago de dimensdo 2° que é gerado pelo vetores da

1 0
f}:<0> ﬁ:(l), I=1,...,s (F.40)

Entdo |3 > pode ser escrita como

base

2>=fl®fiw..®f!

Quando T® atua no pseudovicuo produz

AP >O= b)) T, fazif1 >

1= 1a(u u;

DP(u)|1 >@= o)V [e(w)] Tli—y g “% S a1 >

(F.41)

Para o tercerio nivel, nés temos que
AP (u, @, 7) TP (2) = Ao (u, @, T) TP (2) 4 u.t. (F.42)
D@ (u, @, )T (2) = A\pex (u, @, ) TP (2) 4 u.t. (F.43)

onde
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Entao, nés temos a solugao do sistema total (F.1)
TV = AU

onde A = 221:1 A; com

Loalu — z,)

As = )] [e(@) I1 5

g=1 (’LL - Zq)

(F.44)

(F.45)

(F.46)

(F.47)

As trés equacoes do ansatz de Bethe sao obtidas usando o critério que o autovalor A

deve ser finito, analogamente ao que foi feito no Apéndice B,

Ay (7))

= -1 l =1.. T = M
Ay (1) '
Az(yl)

=—1 [=1...s=M
As(yl) 2
Asz(21)

=1 l=1...t=M,.

Substituindo as expressoes e usando a troca de varidvel nas equagoes acima

T, —x;+1
Y — 1wy +2
21— 12+ 3
A—iA+4

nos obtemos
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(xl—i)N _ ﬁxl—xi—%ﬁ —y;+1

11 Ll Ty —Yj— 1
My, o Mo, _
H Y — Y 7' _ H Y —x;—1 H Y — 2 — 1 (F48)
j?glyl_yj+21 izlyl_$i+lk:1yl_zk+l
(zl—A+i>lM321—zk—2i Py -
2 —AN—1 k#zl—zk+2i jzlzl—yj—l-z"

Os autovalores de energia agora podem ser facilmente calculados, através de

0
H = =22 In(7(u, }))|u=o
e entdo a energia é dada por
E=-2[A"(0)N(0)] . (F .49)

Observando os autovalores da matriz de transferéncia (F.44,F.45F.46,F.47), vemos que

somente existird uma contribuicao de Aj, ja que b(0) = 0. Portanto,

M
—u; + 2
A0y = ] 2T (F.50)
=1 Ui
NM Mg L —u;+2
=S ey — (F.51)
=1 i=1 71 j#4 .7
entao
A 10)A'(0 — F.52
wo=-3+5 L (F.52)
agora fazemos a troca de varidvel u; — 4u; + 1 , obtemos
E=N- 42 L (F.53)
u? + 1.

Note que esta energia nao é a total, ja que falta a contribuicao do potencial quimico

N l
Hpy==2J> X423 X7°. (F.54)

=1 =1

Esta contribuicao é dada por

Ep, = =2J [No = No| . (F.55)
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Note que as quantidades
N:N0+N1+N2+N3

l:NO+N1+N2+N3

devem ser conservadas. Mas
N—ZZNO—N0+M1

onde M; = Ny — Ny + Ny — Ny, + N3 — N;. Portanto temos
NO—NOZN—Z—Ml
. Substituindo na eq. (F.55) temos que
qu :—QJ[N—Z—Ml]
Entao a energia total ¢ dada por Er = E + Ep, que da

1

My
ETzN—QJ(N—l>—4 <7—
,-:ZI A+l

que é a eq.(4.5) do capitulo 4.

J

2

)

(F.56)

(F.57)
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