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Resumo

Seja 2 uma variedade riemanniana compacta tal que 92 = M é convexo em
média e com curvatura de Ricci limitada inferiormente por (n — 1)k > 0.
Neste trabalho, obtemos uma estimativa superior da média de uma auto-
fungao do problema de Dirichlet Au = —du e u v 0 e uma estimativa
inferior do seu respectivo autovalor. Também obtemos uma estimativa su-
perior para o primeiro autovalor positivo de €). Quando M é estritamente
convexo, estabelecemos uma relagao entre um autovalor do laplaciano €2 e o
primeiro autovalor positivo de M. Além disso, no caso em que M é convexo
em média e a curvatura de Ricci de €2 positiva, obtemos uma estimativa da

area de M em funcao da dimensao e do volume de 2 e do infimo H, da

curvatura média H de M.



Abstract

Let 2 be a compact Riemannian manifold such that 92 = M is mean convex
and with Ricci curvature bounded below by (n — 1)k > 0. In this work,
we obtain an upper bound for the mean of an eigenfunction of the Dirichlet
problem Au = —du and u v 0 and a lower bound for the corresponding
eigenvalue. We also obtain an upper bound for the first positive eigenvalue of
Q. If M is strictly convex, we obtain a relation between an eigenvalue of the
Laplacian of €2 and the first positive eigenvalue of M. If M is mean convex
and has positive Ricci curvature, we obtain an estimative of the area of M

in terms of the dimension and the volume of 2 and in terms of the infimum

Hy of the mean curvature H of M.
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1 Introducao

Seja N uma variedade riemanniana compacta. O problema do autovalor
do laplaciano de N consiste em determinar os nimeros reais § para os quais

existe uma solugdo nao trivial v € C*°(N) da EDP
Au+du = 0. (1)

tal que u‘ oy = 0 mo caso em que IN # &. Os valores 0 sdo ditos autovalores

e as solugoes u sao ditas auto-funcoes do laplaciano de N.

O problema de estimar o primeiro autovalor do laplaciano de variedades
riemannianas com curvatura de Ricci positiva ou nao-negativa, com ou sem
bordo, foi e continua sendo amplamente estudado. Existe atualmente uma
vasta literatura sobre o assunto. Nesta introducao, vamos apresentar os
teoremas da tese e comentar apenas alguns resultados conhecidos que se

relacionam mais de perto com os que obtivemos na tese.

Vamos considerar N com bordo, usamos as notagoes 2 = N e M = 09 e
supomos que a curvatura de Ricci de 2 é limitada inferiormente por (n—1)k >
0, onde k é uma constante e n = dim{). Denotamos por § um autovalor
positivo genérico do laplaciano de §2, e por d;, \; os primeiros autovalores
positivos de €2 e de M, respectivamente. Por V(Q) e A(M) denotamos os
volumes de 2 e de M e por H a curvatura média nao normalizada em relagao
ao normal exterior, ou seja, o traco do operador U —— (VUT])T, onde n é
o vetor normal a M apontando para o complementar de 2. Vamos assumir

que o bordo de €2 é convexo em média, ou seja, H > 0. Seja Hy = inf,; H.

Seja u uma auto-funcao qualquer do laplaciano de €2 e 6 o autovalor corres-

/u2:1,
Q

2

pondente. Supondo



entao, no Teorema 1, provamos que

V| [ «

n(n — 1)kA(M)

(n — 1)A(M) — nH, (/Q u>2.

Estimativas inferiores de 6 tem sido obtidas em termos do supremo de u

(3)

e da geometria do dominio (veja por exemplo [2] e suas referéncias). Mais
proximo ao resultado acima é a seguinte estimativa, obtida por Q. Wang e C.
Xia, para o primeiro auto-valor no caso em que N é uma superficie minima

compacta em R™! (n > 2) com bordo:

Da estimativa (3), como Hy > 0, temos § > nk. Em particular, 6; > nk.

o1 >
(supondo [, u® =1).
Lembramos que para 2 = N sem bordo a estimativa 6; > nk é um resultado

classico de Lichnerowicz ([9]).

Para os proximos resultados precisamos introduzir uma defini¢ao. Seja ¢ :
Q — S™ c R™"! um mergulho isométrico para algum m € N. Por um abuso

de notagdo, escrevemos ¢(€2) = Qe ¢(M) = M. Sejam x € Q e
d(x) = d(z, 09) = inf {d(z,y) | y € 02

onde d é a distancia riemanniana de S™. Defina

r =sup{d(z) | z € Q}.



Note que se m = n = dim €2, entao r é o raio inscrito de €2.

Seja agora xy € ) tal que r = d(xy). Seja R o raio da menor bola geodésica
Br(x) de S™ centrada em xy que contém M. Denotaremos por A(M) o anel
geodésico Br(xg)\B,(zg) de S™ de centro xz( e raios r < R.

Seja 0 : 2 — R dada por
o(x) = cosd(z,xg) — cosr,

Lembrando que todas estas construcoes dependem de ¢ e de €2, introduzimos

por ultimo

r) = / a2, (4)
By (z0)N2

H
Vamos denotar por H 4 o vetor curvatura média de ¢ em R™!, a saber

n

Hy=Y —(VuE)",

i=1
onde E; é um referencial ortonormal local em e V a conexao riemanniana
de R™*!. Pondo
H
H¢=SHP‘H¢)7 (5)
Q

no Teorema 3, obtemos a seguinte estimativa:

V(Q)[(n—1)A(M) — nHOV(Q)]Hg
n(n — 1)kAM)TY

0 <

e, como Hy > 0,
V(Q)H;

nkT?)

1S
Observamos que, como

H2
X:= {F_‘f ‘ ¢ : " — S™ mergulho isométrico para algum m € N}
Q
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¢ nao vazio, pelo Teorema de Nash [10], podemos definir
7(Q) = inf X (8)

e, como corolario de (6) e (7), obter estimativas superiores de §; que depen-

dem apenas da geometria de €2:

V(Q)[(n — 1)AM) — nHoV()|Z(2)

<
o< n(n — 1)kA(M)
e também
5 < VIO
nk

No mesmo trabalho acima mencionado, Q. Wang e C. Xia obtiveram o
seguinte resultado para variedades compactas sem bordo: sendo d; o primeiro
autovalor nao nulo de uma hipersuperficie N conexa, compacta, sem bordo,

mergulhada em R"™! (n > 2) entdo

01

Y

< nA (Un+1>1/(n+1)
"+ 1)V V

onde A e V' denotam, nesta ordem, os volumes de N e da regiao limitada
por N, sendo que v,4; ¢ o volume da bola unitaria em R, A igualdade &

verdadeira se, e somente se, N é a esfera unitaria S”.

A seguir, estabelecemos uma relagao entre 6 e A\; no caso em que 2" é um
dominio da esfera unitaria S”. Supomos que o bordo de €2 é estritamente

convexo, ou seja, 3 a = a(M) > 0 tal que
Vee MVUYV eT, M, B,(UV) > a, 9)

onde B, ¢ a segunda forma fundamental de M em (2 com relagao ao vetor
normal exterior 7. Como consequéncia desta hipotese, temos que a curvatura

média H de M com relagao a n é positiva.

5



Considere f, : 2 — R dada por

fo(z) = (z,p), peS". (10)

E facil de ver que existe p € S™ tal que /

2, = 0, onde z,(x) = f,| (veja
M M

Lema 2 do Capitulo 3).

Seja py € S™ tal que / Zp, =0 e
M

/zﬁog/zﬁ, VpES"talque/zp:O.
M M M

Z = Z(M):/ z2, (11)

H:= (/M H2)1/2. (12)

Com as hipoteses e definigoes acima, no Teorema 4 obtemos

Definimos

e ainda

aM Z < 2A(M)Y2 ((n — 1)AM)V2 +H) +n(n — 1) (V(Q) — V(Q)1/?)

1/2
+ |2 (M) (n—=1AM)2+H) +(n—1)V()V2—1)|§

n

(13)

As técnicas que vimos utilizando permitem obter alguns resultados de geome-
tria riemanniana: sejam (2 e M como definimos anteriormente. No Teorema

5 provamos que se M é convexo em média (H > Hy > 0) e Ricg > 0, entao

A(M) > %HOV(Q). (14)

A prova desse resultado consiste de uma aplicacao direta do Teorema 7 para

uma solucio v € C2?() N C°(Q) da equagido de Poisson
Av=f (15)
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onde f é uma funcao continua em (2.

Substituindo a hipotese de que H > Hy > 0 pela hipotese de que 02 é
convexo (o > 0 em (9)), em 1985, E. Pak, H. Min, O. Yoon e D. Chi em 13|

provaram que

A*(M) > (n_l)(l_nk)V(Q)/MH. (16)

Em verdade, este resultado generaliza uma estimativa obtida por Reilly em

[12] que, supondo M convexo e Ricg > 0, obteve

A2(M) > nﬁl\/(Q)/MH. (17)

As provas de (16) e (17) se baseiam em uma aplicacdo do Teorema 7 e na

existéncia da solugao do problema de Neumann que enunciamos a seguir.

Suponha que f e g sdo funcoes continuas em € e M respectivamente tais que

Lo [

Entao o problema

Av=f em ()
g—Z:g em M,

tem pelo menos uma solugio v € C2(Q) N CL(Q).

Note que (14) é uma consequéncia direta de (17) sempre que M for convexo.

No Capitulo 2 apresentamos algumas noc¢oes preliminares necessarias para
a compreensao dos teoremas que serao demonstrados no Capitulo 3. Os re-

sultados conhecidos que usaremos em tais demonstragoes estao todos enun-



ciados no Capitulo 4, com demonstragoes ou referéncias, afim de tornar este

trabalho mais completo.



2 Preliminares

Neste trabalho vamos considerar N com bordo e usaremos as notacoes {2 = N
e M =09 .

Denotaremos por ¢ um autovalor positivo qualquer do laplaciano de €2 e, por
01 e A1, os primeiros autovalores de 2 e de M, respectivamente.

Seja X(2) o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis de 2.

Definicao 1. A curvatura R de ) é uma correspondéncia que a cada par de
campos de vetores X, Y € X(Q) associa a aplicagio R(X,Y) : X(Q) — X(Q)
dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ -V ixyZ,

onde Z € X(2) e V € a conexdo riemanniana de (2.

Definicao 2. O tensor de Ricci de ) em um ponto x € ) é definido por

Ricg(X,Y) = i (R(X,E)E,Y),

i=1
onde {E;}I € uma base ortonormal qualquer de T,S).
Dado um vetor unitdrio e € T,S), o nimero real Ricq(e, e), que por um abuso
de notagdo vamos escrever Ricq(e), € dito a curvatura de Ricci em x € § na

direcao de e.

Neste texto, com excecao do Teorema 5, vamos supor que
Ricq(e) > (n — 1)k > 0. (18)

Mais precisamente, isto significa que para todo p € 2, dado e € T,£) vetor

unitéario, temos Ricq(e) > (n — 1)k > 0.



Definicao 3. Definimos o gradiente de uma fungao diferencidavel f : 2 — R,

denotado por grad(f), como o campo de vetores de 2 dado por

(w, grad(f)(z)) = dfu(w)

V(z,w) € TQ.

Definicao 4. Sejam f : Q — R wuma funcao diferencidvel e XY € T,
definidos em uma vizinhang¢a de x. Definimos o hessiano de f em x como o

operador bilinear dado por

Hess(f)(X,Y)(x) = (Vx grad(f),Y) (z).

Definigao 5. Dado X € X(1), definimos o divergente de X como a fungdao
div(X) : Q@ — R dada por

n

div(X)(z) = Z (Ve X, E;) (z)

=1

onde x € Q e {E;}, € uma base ortonormal de T,2.

Definigao 6. Seja f € C*(R2). Definimos o laplaciano de f como o operador
A C>®(Q) — C>®(Q) dado por

Af(x) = div(grad(f)).

Seja x € €. Dada uma base ortonormal {E;}!" ; de T,€2, temos

Af(x) = div(grad(f))(z)

n

= Z <VEigrad(f)7 EZ>
= Z Hess(f)(FE;, E;).

Sejam p € M e n € (T,M)*. Considere n normal unitério exterior a ) em p.

10



Definicao 7. Definimos a sequnda forma fundamental de M em €2 com
rela¢ao a mn por

Bn(uv U) = <VUN7 V> )

onde u,v € T,M, U,V sao campos de vetores de M definidos em uma vizi-
nhan¢a de p € M tais que U(p) = u,V(p) =v e N € uma extensao de n a <2

normal a M.

Dizemos que 92 = M é convero quando 3 o« = (M) > 0 tal que
Vo e MU,V € T,M, B,(U,V) > a.

Quando a > 0 dizemos que M é estritamente convezo.

11



3 Prova dos Resultados

Seja () variedade riemanniana compacta, 02 = M, Ricg > k(n —1) > 0 e
H,y = inf H, sendo que H ¢ o traco do operador U — (Vyn) ', onde n é o
vetor normal a M apontando para o complementar de €2 e U é tangente a

M.

Teorema 1. Seja u uma auto-funcao qualquer do laplaciano em € e § o

autovalor correspondente. Supondo

/u2:1,
Q

entao \/FO /u < <(n— 1)A(M))1/2
‘ 5> n(n —1)kA(M) 5

(n—1)A(M) —nH, (/Q u)
Prova.

Aplicando a formula de Reilly (Teorema 7) nas hipoteses do Teorema 1 obte-

mos
/(Au)2 > / | Hess(u)|* + Ricq(grad(u)) +H, / V2 (19)
Q Q M
onde v = (grad(u),n).
Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica para obtermos

(Au)? < n| Hess(u)|?, temos que

n—1

. /Q (Au? > /Q Rico (grad(u)) +Ho /M )2, 0

12



Como grad(u) nao é necessariamente unitario e, lembrando que um tensor é

linear em cada argumento, temos

Ricg(grad(u)) = |grad(u)

> |grad(u)|*(n — 1)k.
Assim, de (20) temos

n—1

- /Q(Au)2 > (n—l)k/9|grad(u)|2—|—Ho/My2. (22)

Substituindo Au = —du na desigualdade acima, obtemos

-1
1 52/u2 > (n—l)k/ \grad(u)|2+H0/ v?
n Q Q M

de onde vem que

n—1

6 > (n—l)k/ﬂ|grad(u)|2—|—Ho/My2, (23)

n

pois estamos supondo / u? = 1.
Q

Note que

N
—

<
N———

[\
E g\
—_—

tl\D

de onde vem que

Por outro lado, temos que
2 2 2
(/Au)z(/—5u> :52(/u).
Q Q Q

13



Do Teorema 6, temos que / V= / Au e, portanto,
M Q
2 62 ’
v > u |l .
/M - AWM) </Q > (24)

Novamente pelo Teorema 6 temos

/Q|grad(u)\2 _5/Qu2.

Usando este fato e a desigualdade (24) em (23), obtemos:

n—1 2 H0(52 2
> (n—1 Ho0”
- ¥ > (n )k5+A<M) (/Qu> ,

que reescrevernos commo

(]

Disto decorre que

e, consequentemente,

VI

Além disso, de (25) temos

<

((n — 12,4(1\4))1/2.

[

n(n — 1)kA(M)

(n— 1)A(M) — ni, (/Q u>27

o que conclui a prova do Teorema 1.

5> (26)

14



Teorema 2. Seja ) variedade riemanniana compacta com bordo 02 = M
tal que Ricqg > k(n —1) >0 e H > Hy > 0, onde n = dim(M). Considere
uma solugdo v € C* (Q) N C° (ﬁ) da equagao de Poisson, a saber,

Av=f (27)

M

onde f é wma funcdo continua em Q. Entdo
1 H ?
dw)P < — [ f2— 0 / :
fmaor < [ 7~ o (L7

Aplicando o Teorema 7 para a fungao v obtemos

Prova.

n—1 /Q(Av)2 > HO[WV2+/S)RiCQ(grad(U>>. (28)

n

Pelo teorema da divergéncia, temos

(grad(v

/ (29)
s

Como

substituindo (29) na desigualdade (30), temos que

f7 s (L)
n;1/ﬂ(m2:

15

Além disso,




de modo que, substituindo (31) e (32) em (28), temos

”;1 /ﬂ 2> Aﬁ% ( /Q f)2+ /Q Ricq(grad(v)). (33)

Como
/QRicQ(grad(v)) > (n—l)k/9|grad(v)|2 (34)
pois
Rinlgad(e) = e Rin (000 0 )

> |grad(v)[*k(n — 1),
de (33) temos

2l (1) e e

e dividindo ambos os lados por k(n — 1) obtemos

o WA A(M)ﬁj_l)k ( / f>2+ / | grad(v)]?,

de onde vem que

/Q’grad(w = %/sz C(n- 11)2)A<M> (/Qf>2,

como queriamos mostrar.

Em particular, podemos reescrever a estimativa acima como

/QF > mfl—%</§2f>2+nk/ﬂ|grad(v)y2. (35)

16



Teorema 3. Seja ) variedade riemanniana compacta, 02 = M. Se Ricg >

(n—1)k>0eH>Hy>0, entao

5 2 VOln = DAL —nHoV ()]
L n(n — 1)kA(M)TS,

e, como Hy > 0,
V(Q)H;

0 < )
nkFg

onde ¢ : Q" —— S™ C R™1 ¢ um mergulho isométrico, T e H, como

definimos em (4) e (5) respectivamente.

Prova.
Do fato de que a curvatura de Ricci de 2 é limitada inferiormente por

k(n —1) > 0, temos que

/QRicQ(grad(v)) > (n—l)k/g\grad(v)\z.

Como

/nglfad(vﬂ2 251/91;2, (36)

temos

/Q Rica(grad(v)) > (n — 1)kd, / o,

Q

Seja f = —1 em (27). Segue que

/Q 2 =v(©) (37)
( / f)2 —v(0). (39)

17



Substituindo (36), (37) e (38) em (35) temos

)
nHyV () 2
V() 1—m} anélfgv .

Como o lado direito da desigualdade acima é estritamente positivo, escreve-

1mos

n(n — 1)kd A(M) 9
1> /QU .

= V(Q)[(n — DA(M) — nV(Q)Ho| (39)

Para estimar / v?, vamos determinar explicitamente uma funcéo g tal que
Q

v > g. Como v

= 0, devemos ter que g) < 0.
M

Como

Av=—-1<0=infv=infv =0,
Q M
temos que v > 0. Note portanto que, se
) <0;
(1) 9| =0

entao

1 —qg) =1 — > >
1%f(v 9) 111\14f(v g)>0=v>gemQ,

de modo que em ' = {z € Q| g > 0} temos

/022/92.

Portanto, vamos determinar ¢ tal que

g‘ <0 e Alv—g)=-1-Ag <0,
M

18



ou seja,
gl <0 e —Ag<1.
M
Defina
g1: Q2" —R

x — cosd(z, o).

Sejam r + 1 a codimensdo de Q em R™ {E;}" | referencial ortonormal
de T,Q geodésico em = e {U;}/_; referencial ortonormal de T,Q+ C T,S™.

Defina U,41 = @ e, portanto, {E;}7_, U {U;};1] é referencial ortonormal de

Rm+1
Dai temos que

Agy = Z Ei(Ei(g1))-

Como cosd(z, zo) = (¢(x), xo), temos

Ei(q1) = E; (x,20) = <inx,xo> = (E;, xo),

Ei(Ei(q1)) = <inEi, 370>

n r+1
= <inEi7 > (w0, Bj) By + Y (w0, Uj) Uj>
j=1 =1

n r—+1

= Y o, E)) (Ve E, Ej)+ Y (20,U;) (Vi B, Uj)
T =

= Z<I0,Uj> <VE1EZ7U_]>
j=1

pois

<inEian> = <inEi7Ej>+<(vE'

19



Como estamos considerando um referencial ortonormal geodésico em x € (2
e (Vg E;)* é ortogonal a €, temos <vEZ.E¢, Ej> = 0.

O vetor curvatura média de ¢ é dado por

n

Hyx) = Z—(inEi)l

=1

— i (zn:— <?EiEi,Uj>) U;

j=1 \i=1

_ i (zn: <7EiU]~,E¢>) Uj,

j=1 \i=1

(40)

dai temos

e, portanto,

Assim,
_)
—A91S1<:><J}0,H¢>§1.
Defina
(2) = g1(2) = - cos d(z, o)
z) = —qi(x) = — cosd(x, xg).
92 H¢>gl H¢ » L0

Assim, temos

A 1<ﬁ( ><1]ﬁ(]||<1
92—H—¢ ¢$),Io =77 ¢$) To| =

20



H
pois |zo| =1 e ‘H¢(I)‘ < H,.

Como g, > 0, temos que g, ainda nao é a funcao desejada pois precisamos

que 92‘1\4 < 0. Para isso, defina

g(x) = Hiqs (cosd(z,xg) — cosr) = Hidja(x).

Claramente temos que g(z) < 0 para todo = € A(M) N Q. Em particular,
g(x) < 0 para todo x € M. De fato,

Vee AM)NQ, dz,zg) >r

de modo que

cosd(x,xq) < cosT.

Da mesma forma, concluimos que g(z) > 0 Vz € B,(z) N €. De fato,
Vo e B.(xg) N, d(x,xg) <7

de modo que

cosd(x,xg) > coST.

1
/"022/ 022/ QQZWF?S,
Q T(xo)ﬂﬂ BT((E())QQ ¢

ro = / (cosd(z, z0) — cosT)>.
By (z0)N2

Dai temos

pois

Assim, temos que (39) fica

> n(n — 1)ké; A(M)TY,
~ V(Q)(n = DA(M) — nHoV(Q)]HZ

e, portanto,

V(Q)[(n — 1)A(M) — nHoV (Q)|H

o) <
n(n — 1)EAM)TY,

como queriamos mostrar.
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Corolario 1. Seja Z(2) como definimos em (8). Com as mesmas hipdteses

do Teorema 3,

V(Q)[(n — 1)AM) — nHoV()IZ(2)

<
o< n(n — 1)kA(M)
e também
5 < VIO
nk
Prova.

2
A
rg

A estimativa (42) é verdadeira para todo € X. Em particular, é ver-
dadeira para Z(Q2) = inf X.

Portanto,

V(Q)[(n — 1)A(M) — nHoV (S)]Z(2)
- n(n — 1)kA(M) ’

e, além disso,
5, < VI
nk

pois Hy > 0.

Corolario 2. Seja 2 como no Teorema 3 e F‘é como definimos em (4). Se
Q" C S" e ¢(x) = x entao o primeiro autovalor 6, do laplaciano de M

satisfaz

nV(Q)[(n — 1)A(M) — nHyV (Q)]
(n— DAM)T;

e, além disso, como Hy > 0 temos

01

IA
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nV(Q)

0 <
I
Prova.

Por (40) e como r =m —n = 0, temos

ﬁ¢(x) = <Z<VEHU7E@>>$

= nx.

Portanto,

ﬁ
H, = sup [Ho(x)| = n.

reSn

Basta substituir H, = n no Teorema 3 e, juntamente com o fato de que k = 1

em S", conclui-se a prova do corolario.

Corolario 3. Com as mesmas hipdteses do Teorema 3, sejam ¢(x) = x e

Q" C S™. Entio T, (como definimos em (4)) satisfaz

V(Q)[(n — DAM) — nHyV (2]
(n— A(M)

IN

ra

Prova.

Como d; > n e pelo Corolario (3) temos

o< 5 < L= DA —nH V(@) (@)
=0 (n — DA(M)T},

?

de onde vem que

2 [ = DAQ) — nHV @V ()
- (n— DAM)T,

Y
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e, portanto,

V(Q)[(n = AM) — nHoV ()]

rd <
v (n —1)A(M)
O
Seja f, como definimos em (10). O laplaciano de f, ¢ dado por
Af,=—nfp.
De fato, considerando {E;}! , referencial ortonormal de 7,S™ temos
Af, = Z (Vg,grad(f,), E;)
i=1
= ZZ <_ <Ejap> T — <xap> Eja Ez)
i=1 j=1
n (43)
i=1
= —nfp

pois grad(f,) =p — Z (x,p) E;.

Lema 1. Sejam Q" C S", M = 0. Considere a fungio f, : S" — R,

fo(x) =(x,p), x,p€S" ez,=f,| . Entao

M

Azp=—(n—=1)z, = (n,p) H.

Prova.
Seja x € M e considere {F;}!~;' uma base ortonormal de T,M (lembre que

estamos identificando x com sua imagem por ¢).
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Podemos estender cada FE; para uma vizinhanca V' C U de x tal modo que
{E;}!~}' seja um referencial ortonormal geodésico de M em z. Em particular,
%EZE](x) = 0 onde V é a conexdo riemanniana de M. Estendemos os
campos F; a campos ortonormais F; em uma vizinhanca de x em S™ e, a
seguir, fazemos uma extensao radial desta extensao a campos ortonormais

G; em uma vizinhanca W de z em R™™!, ou seja,

Gi(q) = Fi(q/lql])-

Para simplificar a escrita, denotaremos G; = F; = E;. Assim, em particular,

(Ei(q),q) = 0 para todo ¢ € W.

Do fato de que {E;}7~ é geodésico em x temos que

n—1

Az(x) = ) Ei(Ei(z(x))).

i=1
Note que, para cada i, E;(f) = (E;,p). De fato, seja o : I C R — R™*!

uma curva diferenciavel tal que a(0) = z e o/(0) = E;. Entao

Segue-se que

= < : T
onde V denota a conexao riemanniana do R"™. Denotando por ( )" a pro-

jecao ortogonal do R"*! sobre T'S™, temos
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(inEi)N (z) = <inEi,SC> x, x € M.

Derivando ambos lados de (F;(y),y) = 0, em relacao a F;, y € W, obtemos

0= <vElEz>y> + <Ei(y)’iny>
= (VgE,y) + 1.

Em particular

<vEZEZ, ZL‘> =—1.

Logo

Ei(Ei(%))(x) = (VpEi(z),p)
= ((VeE)" @)+ (VeE)" (2),p)
= (VeEi,p) = (z.p)
= (VeEip)

— Zp-

Assim, obtemos

n—1

Az(z) =—(n—1)z+ Y (VEE,p).

i=1

Temos
(Vg Ei,p) = <(VEiEz')T7P>+<(VE1-E¢)L=19>
(e
= ((VeE,n)n,p)
= —B,(Ei, E;) (n,p),

e, portanto,
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i=1
Assim, temos

Azp=—(n—=1)z, = (n,p) H.

Lema 2. Existe p € S tal que / 2, =0, onde z,(z) = (z,p).
M

Prova.
Seja pg € S™. Considere uma curva continua v : [0, 1] — M tal que v(0) = po

e v(1) = —po. Entao, a curva

h(t) = /M 25(1)

é continua e satisfaz h(0) = —h(1). De fato,

b0 = [ 20 = [ ()
nw) = [ s = [ o)

Portanto, por continuidade, existe ¢, € [0, 1] tal que h(ty) = 0.

Tome p = v(ty) e isto conclui a prova da afirmagao acima.

Para todo p € S™ tal que / zp = 0, temos que
M

/ |grad(z,)P > A / 2,
M M

onde \; é o primeiro autovalor positivo do laplaciano de M.

Sejam « € R, Z e H como definimos em (9), (11) e (12) respectivamente.
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Teorema 4. Seja Q1" C S”, tal que 92 = M. Com as defini¢oes acima,

temos

ar Z < 2A(M)Y2 ((n — 1)AM)'?2 +H) +n(n — 1) (V(Q) — V(Q)V/?)

1/2
+ |2 (A(éw» (n—1DAM)2+H) + (n—1)2V()V2-1)| 6
n — 1(52.
! (44)
Prova.

Seja py tal que / zzo < / ZI% Vp € S™ tal que / zp = 0. Considere a
M M M
funcao h := f,, +u, onde v é uma auto-funcao do laplaciano de €2, conforme

(1) eu| =0. Note que h
M

v “po -
A partir de agora, denotaremos f,, simplesmente por f,.

Do Teorema 7 temos que

n—1

- /Q(Ah)2 2/QRicQ(grad(h),grad(h))—l—/MBn(grad(zp),grad(zp))

+ /M<grad(fp) + grad(u), ) [2Az, + (grad(f,) + grad(u), n) H] .
(45)
Como

Ah =Au+ Af, = —0u—nf,

temos

(n—1) 2 (n—1) 2,2 nou n2 2
/Q(Ah) = /9[5 +2néuf, +n’f)] . (46)

n n

Suponha que / u? = 1. Dai temos
Q

(n_l)/ﬂ(Ah)Q = n_152+2(n_1)5/Qufp+n(n_1)/ﬂf§' (47)

n n
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Além disso,

/Q Ricq (grad(u+ f,), grad(u+ f,)) = (n—1) | grad(u + f,)[?
o j -
2(n 1) / (grad(u), grad (1)
1) [ Jead()P

de onde vem que (veja (64))

/QRiCQ (grad(u + f,),grad(u+ f,)) = (n— 1)5/9162 —2(n—1) /QuAfp
+(n—1) /Q | grad(f,)|?

(n—1)5+2n(n—1)/ﬂufp.

v

(48)

Como h‘ = 2, temos
M

et = [t (2 22

> a [ Jgade)P
M
> a)\l/ zﬁ
M
= 04)\12.
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Temos ainda

/ (grad(f,) + grad(u), m)[2A2,) + (grad(f,) + grad(u), n)2H >
/MM (grad(f,), ) [2%) + {grad(u), n)[2A )
9 /M @+ v)(n— 1)z + (n,p) H)

I v

(50)

onde 7 = (grad(f,),n) e v = {grad(u), n).
Sabemos que, dadas duas fungoes f,g : M — R, por Cauchy-Schwarz temos

[ raz=|[ 10 z_</Mf2)”2(/Mg2)1/z‘

Fazendo f =7 +veg=(n—1)z,+ (n,p)H temos

= /M @+ v)(n— 1)z + (. p) H)

>2(f <v+u>2)1/2 (/ <<n—1>zp+<n,p>H>2)l/2.

onde

1/+V /V+/V+2/1/V

/|gad (grad(u |+2/<gad<> n)erad(f,), )

/|gd|+|gd|+2‘/gd ‘

< [ leadig)P + [ Jsradau)?

w2 f ot ) ([ vt r) .
/M!gad(f\+/|gad \+2</ygad ) (/|gad )

() (f o))
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Como

[y
- (L) ) )

e, além disso,

temos

(53)
Portanto,

/M (grad(f,) + grad(u), m)[2A%,) + (grad(f,) + grad(u), n)2H

> /M (grad(f,) + grad(u), n) A7)

> —2A(M)Y? (5 (g)m . 1> (54)

(=02 [ 2om-n) [ s+ [ <n,p>2H2)1/2

Note que
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Por hora, substituindo (47), (48), (49) e (55) em (45) obtemos:

n;152+2(n—1)5/Qufp+n(n—1)/9ufp+n(n—1)/f;

Q
> (n—1)5+2(n—1)n/ufp+a)\12

—2A(M)'/? (5 (%)m +91) ((n — 1) A(M)V? + (/ H2) 1/2)
h (56)

que podemos reescrever como

n—1

- 522—(n—1)[25—n]/gufp—n(n—1)/9]”5—1—(71—1)5+a)\12

—2A(M)'/? (5 (%) v + 1) ((n — D)A(M)V? + (/M HQ) 1/2) .

Temos

(57)

/Q <V,
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e ainda

1) (L) o

de onde vem que

—/ufp > V()Y
Q

Como 2§ — n > 0, substituindo em (57) temos

n—1

- 62> —(n—1)[20 —n]VIQ)V2 —n(n - 1)V(Q) + (n—1)d + a\ Z

—2A(M)'/? (5 (%) v + 1) ((n —DAM)Y? + (/M HQ) 1/2) ;

que é equivalente a

(59)

aX Z < 2A(M)Y2 ((n = DAM)V2+H) +n(n—1) (=V(Q)2+ V(Q))

1/2
+ 12 (@) (n—1DAM)2+H) + (n—1)V()V2-1)| 6
_i_n — 162.
' (60)
O

Teorema 5. Seja ) variedade riemanniana compacta tal que 02 = M. Se

H > Hy >0 e Ricg > 0, entao

n

AM) > HyV (9).

n—1
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Prova.

De fato, seja f =1 em (27). Temos

Aﬁ—wm

([ v

Portanto, temos de (33) que

e, além disso,

> 2
de onde vem que
0 _
Y@ wmaon) =
Em particular, temos
_ >
" onaon =

e, portanto,
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4 Teoremas Utilizados

Os resultados abaixo foram usados para demonstrar os teoremas do capitulo

3. O primeiro deles é o teorema da divergéncia:

Teorema 6. Se X ¢é um campo de vetores diferencidvel em 2, entdao

[ avx@ = [ (X (61)

o0
onde w € a forma volume de €2, o € a forma volume de 02 com relagio a

ortentacao induzida por 2 en o campo de vetores unitdrio, normal exterior

a 0F) em Q).

Teorema 7. [Reilly] Seja Q@ uma variedade compacta de dimensao n com
bordo M = 0S). Suponha que u € uma funcao definida em € satisfazendo

Au = g em Q euly = z. Entao

/Q (g% — |Hess(u)|* — Ricq(grad(u))] =
= /M [v(Az+ Hv) — (grad(v), grad(z)) + B,(grad(z), grad(z))]

onde H e B(grad(z), grad(z)) denotam, respectivamente, a curvatura média
nao normalizada e a sequnda forma fundamental de M em relacao ao normal
exterior unitdrio n, v = (grad(u),n) e Ricq(grad(u)) € a curvatura de Ricci

de ) na dire¢io de grad(u).

A demonstracao desse resultado encontra-se em [5]. Precisamente, usamos

uma consequéncia do Teorema 7, que é o seguinte corolario:

Corolario 4. Sejam §2 e u como no Teorema 7. Entao

n;1/992 > /QRiCQ(grad(U)+/M[V(2A2+HV)—I— B, (grad(z), grad(z))]
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Antes de enunciar o préximo resultado, note que se f € C2(Q)NC°(Q), z € Q
e a: (—g¢e) — Q éuma curva satisfazendo «(0) = z e &/(0) = E € T,

entao considerando uma extensao paralela de E ao longo de a temos
E(E()(x) = E({grad(f), E))(x)
= (Vggrad(f), E) (z) + (grad(f), VEE) (z)
= (Vo grad(f)(z), a(0)) .

Por outro lado,

a2 f
e (a(®)

d
()],
| (arad(£). /(1)
o grad(£)(2), o

0) grad(f)(z), o

if
o
S

N S
4 A=
Q. R
Y —~

pois /(0) e grad(f)(z) sao tangentes a (.

Com isso temos

Vamos nos referir ao teorema abaixo como o principio do méximo (minimo)

para fungoes subharménicas (superharmonicas):

Teorema 8. ) wvariedade compacta com bordo. Se f € C*(Q) N C%Q) ¢

superharmonica (subharmoénica) entao

sgpf = S;pr (inf f = inf f).

Prova.
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Seja o € 2 tal que f(xg) =sup f. Se o € 0N o teorema esta demonstrado.
Q

Suponha que zg € Q\0N2 e defina

U={UCQ|xoe U, Uabertoesup f = f(xg)}. (62)
20

Afirmagao 1. Se U C Q € aberto e Af >0 (Af <0) em U entao sup f =
U

S;Upf (ir(}ff = ianUff).

Prova.
Se yo € U tal que f(yo) = sup f. Dai temos grad(f)(yo) = 0. Logo tomando
U

{E;} referencial ortonormal geodésico em vy, temos que

Af(w) = Y BB ) = G () <0

o que contradiz a hipotese de que Af > 0, logo existe um aberto em torno de
yo tal que Af > 0. Analogamente, fazendo f(yo) = i%f f prova-se que existe

um aberto tal que Af < 0 e isto conclui a prova da afirmacao.

Vamos mostrar que U # ().
(i)Se Af(zg) > 0 (Af(zo) < 0), pela afirmacao anterior ok.
(ii)Se Af(zog) = 0 tome B bola normal centrada em z e defina

v:B—R

v (d(z,x0))? = |exp,) x|

Dai temos que

0 <w(z) <w(z)Vzx € B,

pois d(zg,z9) = 0. Dai temos que zy ¢ um minimo, logo grad(v)(zq) = 0.
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Como
E(B())(x0) = v(a()

tome a(t) = exp,, tE(xo). Dai temos v(a(t)) = [tE(xo)|* = t*, E(E(v)) = 2

e ainda
Av(zg) = Z Ei(E;(v))(z0) = 2n > 0

de modo que

A(f +ev)(zg) >0 (A(f —ev)(z) <0).
Dai, pela Afirmagao 1 temos que existe U tal que
Slg;p(f +ev) = sgg)(f +ev) <1rl}f(f —ev) = la%f(f — 51})) ‘

Por outro lado

f(xo) = f(0) + ev(xo) = Sgp(f + ev)

(o) = £(w0) = cv(zo) = int(f — ev)

Fazendo € = 0 temos que f(zg) = sup f <f(3:0) = 1arbf f) e, portanto, U € U.
oU

Afirmacao 2. Toda cadeia totalmente ordenada de U admite elemento ma-

zimal.

Prova.

De fato, seja {U; }ie; enumeravel

onde U; C U, C ... tais que f(xg) =sup f (f(xo) = glljf f)
aU; i

Vamos mostrar que V' := U U, el.

=1
Pela propria definicao de V' temos que V' é aberto e xy € V. Basta mostrar

que sup f = f(zo) (inf f = f(z0) ).
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Como 9U; é compacto, 3x; € OU; tal que f(x;) = f(x0). Por outro lado, V &
compacto, logo existe uma subsequéncia convergente (z;, ) de (x;) convergente
em V, isto &, z,, — xe f(z) = Zlli_1r>r(1)o flzi,) = f(xo).

Se x € QV a demonstracao esté kconcluida. Suponha que x € V\9JV. Entao
34 tal que x € U;\oU;, isto é, 3 6 > 0 tal que Bs(x) C U; C U,Vn > i, de
modo que d(z,0U,) > § ¥ n > i, ou seja, d(z,x; ) > J, o que contradiz o
fato de que (z;,) converge.

Resta mostrar que se U é um elemento maximal de i entao U = (). Suponha
que U & Q. Entéao existe yo € U tal que f(xg) = f(y0). Seja W = Bs(x) C
Q. Entao UU W € U, o que contradiz a maximalidade de U e conclui a

prova do Teorema 8.

]
Dada u € C§°(2), por uma propriedade do divergente temos
div(ugrad(u)) = uAu + | grad(u)|?,
de onde vem que
/ uAu + | grad(u)|* = 0. (63)
Q

Note que
Au = —du < ulAu = —ou’ < / uAu = —5/ u?.
Q Q

Por (63) temos

/uAu = —/ | grad(u)|?,
Q 0

/ | grad(u)P
Au=—fuss="22 (64)
U2

J

logo
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O quociente R(u) = é conhecido como quociente de Rayleigh-

JAECL
e 000000
u2

J

Ritz.

Afirmacao 3. O primeiro autovalor 6, do laplaciano de €2 pode ser caracte-

rizado como

01 = inf{ R(u)lu € Cg°(2)\{0}}.

Este infimo existe pois R(u) > 0. Para provar que este infimo ¢ realizado por
uma fungao u € C§°(2) é necessario considerar o completamento de C5°(€2)
com a norma [|.||; dada por [jull; = /u2 + / | grad(u)|*. Este espaco é
chamado espaco de Sobolev e denotado pﬂor H&(Q%. A norma ||.||; é escolhida
para que a inclusao de (H(Q),||.[l1) em (L*(2),].]|) seja compacta e, da
anélise funcional, possamos concluir que de fato existe u € H}(Q2) tal que
R(u) = ¢ (aqui, consideramos ||u|| = ( / u2> 1/2). Uma demonstragao destes
Q

fatos pode ser vista em [1].
O espago E = {u € H}(Q) | R(u)= 4§} ¢ caracterizado como

weE o /Q (erad(u), grad(v)) = /Q (0, v)

Da teoria de equagoes diferenciais parciais elipticas é possivel concluir que

E C C§e(Q).
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