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Resumo

Nesta tese apresentamos condigOes necessérias e suficientes para que o
skew anel de grupo parcial, R %, G, e o produto smash parcial, A#,H, se-
jam separaveis sobre seus respectivos centros em termos de separabilidade,
Hirata-separabilidade e condicoes de Galois. Além disso, estabelecemos cor-

respondéncias de Galois para extensoes Galois-Azumaya-Hopf parciais.

Abstract

In this thesis we present sufficient and necessary conditions for the partial
skew group ring, R*,G, and the partial smash product, A#,H, to be separa-
ble over their respective centers in terms of separability, Hirata-separability
and Galois conditions. Furthermore, we establish Galois correspondences for

partial Galois-Azumaya-Hopf extensions.
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Introducao

Sejam R uma algebra sobre um anel comutativo k e G um grupo finito.
Em [15] DeMeyer e Janusz determinaram, no caso em que k é um corpo,
quando o anel do grupo R[G] é Azumaya, isto é, quando R[G] é uma extensao
separavel de seu proprio centro. Motivados por esse trabalho Szeto e Wong
[35] deram um passo a frente e estudaram o caso do anel do grupo torcido
R'Y[G]. O caso do skew anel do grupo R * G, quando R é comutativo, foi
considerado por Ikehata [23]. Posteriormente Alfaro e Szeto [2] estenderam os
resultados de Ikehata ao contexto de anéis nao necessariamente comutativos.
Os resultados em [2] foram considerados por Carvalho [8] para produtos
cruzados nao torcidos, também denotados por R* G, por Paques e Sant’Ana
[32] para produtos cruzados torcidos parciais R *, G, onde a denota uma
acgao parcial torcida de G sobre R, e por Ouyang [30], em sua tese de PhD,
para produtos smash R#H, onde H é uma algebra de Hopf de dimensao
finita e R é um H-moddulo algebra a esquerda.

Num contexto puramente algébrico, a nogao de agao parcial (resp. par-
cial torcida) de grupos foi introduzida na literatura pela primeira vez por
Dokuchaev e Exel [16] (resp. Dokuchaev, Exel e Simén [17]).

O principal resultado de Alfaro e Szeto em [2], considerado em [8], [30] e

[32] para contextos mais gerais, é o seguinte

Teorema Sejam R um anel, G um grupo finito agindo sobre R por automor-
fismos, A = R+G o correspondente skew anel do grupo e C(R) (resp. C(A))

o centro de R (resp. A). Entao, as sequintes afirmagoes sio equivalentes:



(1) A é Azumaya e C(A) C R.
(2) A ¢é Hirata-separdvel sobre R e R é separdvel sobre C'(A).

(3) R € uma extensio de Galois de R® e R é uma C(A)-dlgebra de

Azumaya.

Na realidade, as trés afirmagoes do teorema acima sao ainda equivalentes

a uma quarta:

(4) CRr(RY) é uma extensio de Galois de C(A) e RS é uma C(A)-dlgebra

de Azumaya,

onde Cr(S) denota o centralizador de S em T, para qualquer extensao de
anéis S C 7.

Dessas equivaléncias decorre também que

C(A)=C(R% = C(R)Y e
A~ R ®ca) (Cr(RE) % G) ~ RY®c¢(a) Endora)(Cr(RY)).

Nos principais resultados em [32] a hipdtese C'(A) C R foi substituida por
C4(R) € R. No capitulo 2 desta tese nés retomamos a hipétese C'(A) C R
e estendemos os resultados acima listados ao contexto de agoes parciais de
grupos (veja Teoremas 2.1.1, 2.1.2), bem como analizamos o que ocorre com

C4(R) nesse contexto (veja Teorema 2.1.3).

Motivados por seus resultados acima descritos, Alfaro e Szeto introduzi-
ram em [3] a nogao de extensao Galois-Azumaya.
Dados um anel R e um grupo finito G agindo sobre R por automorfismos,

R é dito ser uma extensao Galois-Azumaya de R® se:

(i) R é uma extensao de Galois de R e



(i) RY é uma C(R)%-dlgebra de Azumaya.

Em particular, de acordo com o teorema acima, se R é uma extensao Galois-
Azumaya de R® entdo A = R* G é Azumaya e C(A) = C(R)® = C(RY).

Além disso, Alfaro e Szeto também provaram em [3] a existéncia de cor-
respondéncias de Galois entre subdlgebras separaveis de R e subdlgebras
separaveis de RC, generalizando, em particular, um similar resultado de De-
Meyer [13] no contexto de algebras de Galois centrais.

Esses resultados foram estendidos por Paques, Rodrigues e Sant’Ana [31]
ao contexto de agoes parciais de grupos e por Ouyang [30] ao contexto de
acoes de algebras de Hopf.

No capitulo 3 desta tese nés estendemos os resultados de Alfaro e Szeto
em [3, 2] ao contexto de agdes parciais de algebras de Hopf. Ac¢bes parciais
de algebras de Hopf foram introduzidas pela primeira vez na literatura por
Caenepeel e Janssen [7], generalizando, em particular, alguns dos resultados

de Dokuchaev, Ferrero e Paques [18] para agoes parciais de grupos.

Esta tese esta organizada da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos as nocoes preliminares e os resultados perti-
nentes, constantes da literatura, que serao utilizados nos demais capitulos.
O leitor familiarizado com essa literatura, poderd passar diretamente aos

capitulos seguintes.

No capitulo 2 apresentamos condigoes necessarias e suficientes que per-
mitem decidir quando um skew anel de grupo parcial A = R %, G é Azu-
maya, em termos de separabilidade, Hirata-separabilidade e condicoes de
Galois (veja Teorema 2.1.2). Também estendemos a agao parcial o de G
sobre R a uma acao parcial a* de G sobre o centralizador A = C4(R), via
automorfismos internos parciais (veja Proposigao 2.2.1), bem como obtive-
mos um teorema similar ao Teorema 2.1.2 para o skew anel de grupo parcial
A = Ax,G (veja Teorema 2.1.3). Em particular, se A C R entao o* coincide

com a restricao de o a A.



No capitulo 3 comecamos por apresentar um teorema-definicao para ex-
tensoes Galois-Hopf parciais (veja Teorema 3.1.6) generalizando teoremas
similares existentes na literatura (veja em particular [9, Theorem 1.3], [28,
Theorem 8.3.3], [18, Theorem 4.1] [19, Theorem 3.1Je [5, Section 4]). Este
teorema é de crucial importancia para os demais resultados do capitulo,
quais sejam, o Teorema 3.2.3, do qual extraimos a nocao de extensao Galois-
Azumaya-Hopf parcial, e os Teoremas 3.3.3 e 3.3.4, que falam das corres-

pondéncias de Galois para tais extensoes.

Por fim, gostariamos de fazer uma rapida observacao sobre o titulo da
tese Extensoes Galois-Azumaya-Hopf Parciais, tendo em vista que no
capitulo 2 tratamos de extensoes Galois-Azumaya no contexto de agao parcial
de grupos. Na realidade as agoes parciais de um grupo finito GG sobre um anel
R estao em correspondéncia um a um com as agoes parciais da correspon-
dente &lgebra de Hopf R[G]. Este resultado é devido a Caenepeel e Janssen
[7]. Portanto, uma extensao Galois-Azumaya parcial é um caso particular de

extensao Galois-Azumaya-Hopf parcial.



Capitulo 1
Pré Requisitos

Neste capitulo daremos as definicoes e os resultados principais usados
no trabalho. Estes resultados ja sao conhecidos e estao publicados nas re-
feréncias mencionadas.

Neste trabalho todos anéis sao associativos, unitarios e nao necessari-
amente comutativos, exceto nos casos explicitamente mencionados. Todo

subanel B de um anel A é unitirio com a mesma unidade de A.

1.1 Separabilidade e Hirata-separabilidade

Definigao 1.1.1. Seja A um anel e B C A um subanel com mesma unidade.
A extensao A O B ¢é dita uma extensao separavel se o homomorfismo de

A-bimédulos cinde
: A®gA— A, a®br ab.

Em particular, se B = C(A) (o centro de A), entdo A é dito uma ex-
tensdo Azumaya de B ( ou simplesmente Azumaya sobre B ou B-algebra de

Azumaya ou ainda separavel e central).
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Dado um (A, A)-bimédulo V' e B um subanel de A, definimos o centrali-
zador de B em V como o conjunto Cy(B) = {v € V : bv = vb,Vb € B}.
Em particular, se V' tem também uma estrutura de anel compativel com a

estrutura de bimédulo entdo Cy (B) é um subanel de V.

Uma extensao A O B é dita Hirata-separdvel (ou simplesmente H-separa-
vel) se existem v; € C4(B) e d; € Cagra(A), 1 <i < n, tais que ), v;d; =
1® 1. O conjunto {v;,d;} é dito um sistema de Hirata (ou H-sistema) de A
sobre B.

Proposicao 1.1.2. [30, Proposition 2.1] Sejam A O B uma extensdo de

anéis. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) A € uma extensio separdvel de B.

(2) A é um A-bimédulo somando direto de A ®p A.

(2

(8) Existe um elemento e = Zai b € ARp A tal que Zmai ®b; =

Z a; Qb e Z a;b; = 14 para todo x € A, tal elemento € dito idem-

potente de separabilidade.

Teorema 1.1.3. [14, Theorem 2.3.8] Seja R um anel comutativo. Entao,

uma R-dlgebra A € separdvel se e somente se A é separdvel sobre seu centro

C(A) e C(A) é separdvvel sobre R.

Definigao 1.1.4. Sejam R um anel e A um R-mddulo a esquerda (a direita).
Diremos que A é um gerador para a categoria dos R-moédulos a esquerda
se para qualquer R-médulo a esquerda (a direita) M existem um conjunto
A # () e um homomorfismo de R-mdédulos sobrejetor @ : @ cp Ay — M (onde
Ay = A), ou seja, todo R-médulo & esquerda (a direita) M é um quociente
de By ecrAy.

Diremos que A é um progerador para a categoria dos R-médulos a es-

querda (& direita) se A for projetivo finitamente gerado e gerador.
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O resultado a seguir nos fornece uma defini¢ao equivalente para progera-

dor.

Proposicao 1.1.5. [14, Corolary 1.1.10] Seja R um anel comutativo. Entdo,
um R-maodulo M € um R-progerador se e somente se M € projetivo finitamente

gerado e fiel.

Proposicao 1.1.6. [14, Proposition 2.3.3] Sejam R um anel comutativo, A e
B R-dlgebras separdveis e centrais. Entdo AQr B € uma R-dlgebra separdvel

e central.

Vamos denotar por A’ a algebra oposta de A, ou seja o produto em A%

é dado por a®?b®? = (ba).

Teorema 1.1.7. [14, Theorem 2.3.4] Sejam R um anel comutativo e A uma

R-dlgebra. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) A é Azumaya sobre R.
(2) A é A® AP-progerador e A € R-central.
(3) A € um R-progerador e A @ A®? = Endr(A).

Teorema 1.1.8. [14, Theorem 2.4.1] Sejam R um anel comutativo e E qual-

quer R-progerador. Entio A = Endg(E) € Azumaya sobre R.

Teorema 1.1.9. [14, Theorem 2.4.4] Sejam R um anel comutativo e A uma
R-dlgebra de Azumaya. Suponha que B e C sao subdlgebras tais que a
aplicacao BRrC — A dada por b® c — be € um isomorfismo de R-dlgebras.
Entao B e C sio R-dlgebras de Azumaya Ca(B) = C e Cy(C) = B.

Teorema 1.1.10. [14, Theorem 2.5.1] Sejam R um anel comutativo e A uma
R-dlgebra de Azumaya. Entdao para qualquer R-dlgebra comutativa S, AQgrS

¢ uma S-dlgebra de Azumaya.

Teorema 1.1.11. [36, Theorem 18.8] Sejam R um anel, A um R-mddulo a

esquerda e S = End(rA). Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

12



(1) A é um gerador para a categoria dos R-mddulos a esquerda.
(2) A éum S-mddulo a direita projetivo finitamente gerado e R = End(Ag).

O teorema a seguir é conhecido como o Teorema do Centralizador para

algebras de Azumaya.

Teorema 1.1.12. [14, Theorem 2.4.3] Sejam R um anel comutativo e A
uma R-dlgebra de Azumaya. Suponha B qualquer subdlgebra separdvel de A
contendo R. Entao Ca(B) € uma subdlgebra separdvel de A e C4(Ca(B)) =
B. Se B for Azumaya sobre R entdo Cxs(B) também o é e a aplicagcio de
R-dlgebras B @ Ca(B) — A dada por b® a — be é um isomorfismo.

Proposicao 1.1.13. [33, Propositon 1.3] Sejam A uma extensao Hirata-
separdvel de B tal que B € um somando direto de A como B-bimddulo e
A = Cy(B). Entao, A € separdvel sobre C = C(A) e C4(A) = B.

Lema 1.1.14. [23, Lemma] Sejam A uma extensdo Hirata-separdvel de B e
M um A-mddulo a esquerda. Se M é um gerador como B-maédulo a esquerda,

entao M é um gerador como A-mddulo a esquerda.

Teorema 1.1.15. [21, Theorem 2.2] Se A é uma extensio Hirata-separdvel

de B entdo, A é uma extensdo separavel sobre B.

Teorema 1.1.16. [33, Corollary 1.1] Uma extensio A é de Azumaya sobre
B se e somente se A € uma extensao Hirata-separdvel sobre B e B € um

B-somando direto de A.

Teorema 1.1.17. [23, Theorem 1] Sejam A uma C-dlgebra Azumaya (res-
pectivamente, separdvel) e A O B D C. Se A € projetivo finitamente ge-
rado como B-mddulo entdao A € Hirata-separdvel sobre B (respectivamente,

separdvel).

Teorema 1.1.18. [33, Proposition 1.2] Se A é uma extensao H-separdvel de
B tal que B é um B-somando direto de A, entao Ca(Ca(B)) = B.

13



Teorema 1.1.19. [29, Theorem 1] Sejam A uma C(A)-dlgebra de Azumaya,
B uma C(A)-subdlgebra e A = Cy(B).

(1) B é uma C(A)-dlgebra separdvel se e somente se B é isomorfo a al-
gum somando direto de uma soma direta finita de copias de A como
(A, B)-bimddulos. Neste caso, A O B € uma extensio H-separdvel
com Cy(A) = B e A é um B-mddulo a esquerda projetivo finitamente

gerado.

(2) B € uma C(A)-dlgebra de Azumaya se e somente se A € isomorfo a

algum somando direto de uma soma direta finita de copias de B como
(A, B)-bimddulos.

Lema 1.1.20. [29, Lemma 1] Sejam A O B uma extensio H-separdvel e

A = Cy(B).
(1) Se B é um A-mddulo projetivo finitamente gerado, entio Ca(A) = B.

(2) Se B € isomorfo a algum somando direto de uma soma direta finita
de copias de A como (A, B)-bimddulos, entio A é uma C(A)-dlgebra

separdvel.

Proposigao 1.1.21. [22, Proposition 2.5] Sejam S um anel , B e R subanéis
de S tais que B O R. Se S é uma extensao separdvel de B e B € uma extensao

separdvel de R, entao S € uma extensao separdvel de R.

1.2 Acao parcial de grupos

Sejam k um anel comutativo com unidade 1, R uma k-algebra com
unidade 1z e G um grupo com elemento identidade e. As defini¢oes cor-

respondentes & agao parcial de grupo foram extraidas de [16].

14



Definicao 1.2.1. Uma acao parcial a de G sobre R é um par

o = ({Dg}g€G7 {ag}gEG)a

onde paracada g € G, Dy é umidealde Re oy : Dy — Dy é um isomorfismo

de k—algebras, satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) D. =R e a, = idg.
(i) ag (Dyg-1 N Dy) = Dy N Dy, Vg, h € G.
(ili) ay (an (7)) = ag (x), Yo € Dyp-1 N D -1, Vg, h € G.

Dizemos que a agado parcial « possui uma ac¢do envolvente (ou globali-
za¢ao) se existe um anel 7' e uma agao global de G em T', por automorfismos

By (9 € G), tais que R pode ser visto como um ideal de 7" e as seguintes

condicoes valem:
(i) T =Y By(R),
geG

(i) D, = RN B,(R),¥g € G,
(iii) ag(r) = By(r),Vg € G,r € Dy-1.

Para nossa proposta vamos assumir que cada ideal D, possui unidade 1.
Em particular cada 1, ¢ um idempotente central de R, o que ¢ equivalente a

dizer que « possui envolvente, conforme resultado a seguir.

Teorema 1.2.2. [16, Theorem 4.5] Seja R um anel com unidade. Entdao uma
acao parcial o de um grupo G sobre R possui uma agdao global envolvente 3
se, e somente se, cada ideal Dy(g € G) € um anel com unidade. Além disso,

se (3 existe, ela € Uunica a menos de equivaléncias.
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Observacao 1.2.3. Notemos que D, = Rl, = 1,Re D,N D), = 1,1, R, para

todo g, h € G. Em [16], encontramos duas identidades muito usadas

ag(l,-11y) =11, e 15 = By(1g)1k.
Definicao 1.2.4. Definimos o skew anel de grupo parcial da seguinte forma

R+ G = {ngch 179 € Dy} = BgecDydy.

geG

O produto em R *, G é definido por

(agdy)(bndn) = ag(ag-1(ag)bn)dgn.

R %, G é um anel com unidade 1zd;, o qual é uma extensao de R via
inclusao

R — Rx*x,G,r+— 1.

Em [18] foi introduzido o conceito de subanel dos elementos invariantes

de R pela acao o como sendo
R*={re R:ay(rl—)=rl, Vg e G}.

Definimos a aplicagao trago parcial e denotamos por t, a aplicagao t, :
R — R dada por to(r) = >, ag(rly-1). E claro que t,(r) € R®.

Observagao 1.2.5. Rx,G é um R-mddulo a esquerda projetivo finitamente
gerado. De fato, como R *, G = @®D,d,, existe 1, € D, tal que R =
D,®R(1—-1,). Logo, cada D, é um R-mddulo projetivo finitamente gerado,

o que implica que ©D,0, ¢ um R-mddulo projetivo finitamente gerado.

Definigao 1.2.6. Sejam G um grupo finito e a uma agao parcial de G sobre

R. Diremos que R é uma extensdo Galois parcial de R* com acdao a (ou

16



simplesmente, extensao a-Galois parcial) se existirem elementos x;,y; € R,

1 <i<n,tais que ), z;04(y;14-1) = 1 414, para todo g € G.

O teorema a seguir foi demonstrado em [18], a seguir apresentamos uma

outra demonstracao deste fato.

Teorema 1.2.7. Seja o uma agao parcial de um grupo finito G sobre R. Se

R € uma extensao a-Galois parcial de RY entdo R € uma extensdo separdvel

de R*.

Demonstracdo. Sejam x;,1; € R com 1 < i < n tais que inag(yilgq) =
i=1

0141r. Considere a aplicacdo tr, € Hompge(R,R*) dada por tr,(z) =

Z ag(xly-1) e o elemento e = Z r; ®y; € R®p- R. Entao, Z z;y; = 1g

geG j=1 j=1
e para qualquer z em R temos

n
re = g TT; QY
J=1

= D aptalyprn;) @y;

j=1 k=1
= Z Z T ® tro(Ypre;)y;
k=1 j=1
= Zxk ® Yrr = ex,
k=1

donde segue que e é um idempotente de separabilidade. Portanto, R é uma

extensao separavel de R“. O

Proposicao 1.2.8. [6, Proposition 3.1] Considere G um grupo finito e «
uma ac¢ao parcial do grupo G sobre o anel R. Entdo R *, G é uma extensdao

separdvel de R se e somente se 1 € t,(C(R)).

17



Teorema 1.2.9. [19, Theorem 3.1] Seja S = Rx,G. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(1) R € uma extensio a-Galois parcial de R*.

(2) R € um R*-mddulo a direita projetivo finitamente gerado e ¢ : S —
End(Rpe) definido por ¢p(ady)(z) = aag(xly-1), € um isomorfismo de
anéis.

(3) RtR =5, onde t =y 1,0,

heG
(4) A aplicagio T" : (rRRe) ®s (raRg) — S definida por I"(x ® y) =

Zxag(ylgq)ég é sobrejetora.
geG

(5) R € um gerador para a categoria dos S-mddulos a esquerda.

Definicao 1.2.10. Dado um subconjunto nao vazio X de R, dizemos que X

é a-invariante se ay(X1,-1) = X1, para todo g € G.

Proposicao 1.2.11. Sejam o« uma agao parcial de um grupo G em um anel

R e X um subconjunto a-invariante de R. Entao:
(1) Cr(X) € a-invariante.

(2) Em particular, se X € subanel de R entao ({Xy = X1g}geq, {oglx 1 boec)

¢ uma ac¢ao parcial de G sobre X .
Demonstracao. (1) Seja r € Cr(X). Entao, rz = ar para todo x € X. Com
isso,
ag(rlg-1)z = ay(rlg-1)ag(ag-1(zly)) = ag(rag-1(zly)1ly-1)

= ag(ay-1(xly)r) = ag(ag-1(xly))ay(rlg-1) = zay(rig-).

2) Comecemos por observar que X, é um ideal de X, pois 1 € X e
g

portanto, para qualquer g € G temos 1, = ay(1gl,-1) € X por hipdtese. As
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propriedades da Definicao 1.2.1 sao trivialmente satisfeitas. O

1.3 Algebra de Hopf

Nesta secao introduzimos os conceitos necessarios para definir um H-
modulo algebra, um H-comddulo algebra (onde H denotara um &lgebra de
Hopf) bem como resultados relacionados. Estes conceitos e resultados sao
amplamente conhecidos e podem ser encontrados nos livros [12] e [28].

Seja k um corpo. Denotaremos o produto tensorial sobre k por simples-

mente .

Definigao 1.3.1. Uma k-algebra de Hopf é uma quédrupla (H, Ay, g, Sk),

onde:
(i) H é uma k-algebra.

(i) Ay : H — H® H e ey : H — k s@o homorfismos de k-dlgebras que

satisfazem as seguintes condigoes:

[ <€H®ZdH)OAH = 1k®ldH (§ (ZdH®€H)OAH :ZdH®1k

(iii) Sy : H — H é um anti-homomorfismo de k-algebras, chamado antipoda,

que satisfaz a seguinte condigao:
oo (SH ®ZdH) OAH = 1H5H = Huo (ZdH (%9 SH) OAH,
onde : H® H — H, é a multiplicacao de H.

Para o que segue, H denotara uma algebra de Hopf.

Definicao 1.3.2. Uma k-dlgebra A é dita uma H-mddulo dlgebra (a es-

querda) se:
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(i) A é um H-médulo (& esquerda) via h ® a — hi>a
(i) A (ab) = > (hy>a)(ho>b), onde Ag(h) = hy ® hy
(ifi) ho 14 =ep(h)la
para todos h € H,a,b € A.

Definigao 1.3.3. Seja A um H-moédulo algebra, definimos a subdlgebra dos

muariantes como
A" ={aec A:hva=eg(h)a,Yh € H}.

Definicao 1.3.4. Um k-espaco vetorial M é dito um H-comddulo (a direita)
se existe uma aplicagao k-linear p : M — M ® C dada por p(m) = Y m@ ®

m), a qual ¢ dita coacao, tal que os seguintes diagramas sao comutativos:

M 4 M®C M F ~M®C
P idpyr @A ~ idy Qe
MQC———Me(CxC M ®k
pRidc

Definigao 1.3.5. Uma dlgebra A é dita uma H-comddulo dlgebra (a direita)

se:
(i) A éum H-comédulo (a direita) via p: A — A®H, a— ) a@) @aq
(ii) p(ab) = p(a)p(b), ou seja, 3 (ab)() ® (ab)u) = >_ a()bo) ® ag)ba)
(i) p(la) =1a® 1y

para todos h € H,a,b € A.
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Definigao 1.3.6. Seja A uma H-comddulo édlgebra, definimos a subdlgebra

dos coinvariantes como
A" —laec A:pla) =a®1y,Yh e HY.

Observagao 1.3.7. (i) Vamos denotar por H* o dual da algebra de Hopf
H, ou seja, H* = Homy(H, k), o qual tem uma estrutura de dlgebra
de Hopf (desde que H tenha dimenséao finita). (Para detalhes ver [12,
Proposition 4.2.11]).

(ii) Sejam A uma k-dlgebra e H uma &lgebra de Hopf de dimensao finita.
Entao A é um H-mdédulo algebra a esquerda se e somente se A é um

H*-comédulo algebra a direita. Além disso, nesse caso AY = AcH”

A seguir introduzimos o conceito de integral em H, o qual serd muito util

no desenvolvimento do capitulo 3.

Definicao 1.3.8. Uma integral a esquerda em H é um elemento t € H tal

que ht = ey (h)t, para todo h € H. Denotamos o conjunto das integrais a
1

esquerda por / . Definimos de modo andlogo integral a direita.
H

O seguinte resultado garante a existéncia de uma integral nao nula para

uma algebra de Hopf de dimensao finita.
Proposicao 1.3.9. [12, Corollary 5.2.6] Seja H wuma dlgebra de Hopf de
l

dimensao finita com antipoda S. Entdo / tem dimensdao 1 e S € bijetiva.
H

Para uma integral a esquerda ¢t # 0, uma funcao traco a esquerda para
H em A (onde A é um H-mddulo algebra a esquerda) é definida como a

aplicacdo ¢ : A — A dada por t(a) =t - a.
Observemos que t(a) € A pois, h- (t-a) = (ht) -a = eg(h)t - a.

Para a definicao e a proposicao a seguir vamos assumir que H tem di-

mensao finita.
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Definigao 1.3.10. Seja A um H-comddulo algebra a direita com estrutura
dada por p : A — A ® H. Entao a extensao A O A®H ¢ dita H-Galois &
direita se a aplicagao 3 : A® geon A — A® H dada por a®b +— (a® 1g)p(b)
¢ uma bijecao.

Proposicao 1.3.11. [10, Proposition 1.6] Seja A uma extensao H*-Galois.
Entao, A" ¢ um AY-bimddulo somando direto de A se e somente se A tem

um elemento ¢ € C4(A™) de trago 1.

Definicao 1.3.12. Um k-espaco vetorial M é dito um mddulo de Hopf a
direita se M tem estrutura de H-médulo a direita (a agdo de H em M serd
denotada por mh), e uma estrutura de H-comédulo a direita (a coagao é dada
por p(m) = > my @ m)) e estas duas estruturas sdo compativeis, ou seja,
p(mh) =5 m@yh1 @ mayhs, Vm € M, h € H.

O resultado a seguir é conhecido como o Teorema Fundamental para

Modulos de Hopf.

Teorema 1.3.13. [12, Theorem 4.4.6] Sejam H uma dlgebra de Hopf e M um
H-médulo de Hopf a direita. Entdo a aplicacdo f : M°" @ H — M definida
por f(m & h) = mh, para todos m € MH e h € H, é um isomorfismo de
H-maodulos de Hopf a direita.

1.4 Extensoes Galois-Hopf Parciais

Nesta se¢ao trataremos de extensoes de Hopf-Galois e para tal serd necessa-

rio ver uma série de definicoes e resultados que se encontram nas referéncias

5] e [7].

Definicao 1.4.1. Uma acao parcial a esquerda de uma dlgebra de Hopf H
numa algebra A é uma aplicacao o : H® A — A, denotada por a(h®a) = h-a,
tal que

(i) h-(ab) = > (h1-a)(he-b),

22



(ii) 1y -a=a,
(iii) h-(g-a) =2 (h1-1a)(hag - a).
Neste caso dizemos que A é um H-mddulo dlgebra parcial a esquerda.

Definicao 1.4.2. Uma coac¢ao parcial a esquerda de uma dlgebra de Hopf

H numa &lgebra A é uma aplicagao linear p : A — H ® A, denotada por
pla) =" ap) ® aqp) tal que

(i) p(ab) =p(a)p(b), Va,b € A,

(ii) (ida @ €)p(a) = a, Ya € A,

(i) (p®idm)p(a) = (p(1a) @ 1x)((ida ® Ap)p(a)), Va € A.
Neste caso dizemos que A é um H-comddulo dlgebra parcial o direita.

Seja A um H-moddulo algebra parcial e considere o produto tensorial A® H

com estrutura de dlgebra associativa dada por
(a@h)(b®g) =) al(hy-b) @ hag.
Definimos o produto smash parcial como a algebra
A#oH = (AQ H)(14® 1g),

em outras palavras, o produto smash parcial é a subdlgebra gerada pelos

elementos da forma

attah =Y a(hy-14) ® hy.

Frequentemente usaremos a seguinte notacao

(a#tah)(b#ag) = D alhy - b)#ahsg.

Note que os elementos de A podem ser vistos em A#,H pela aplicacao

a— aftoly =a® 1y, a qual é uma aplicagao de algebras.
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Observagao 1.4.3. (i) [7, Proposition 4.9] Sejam A uma &lgebra e o uma
acao parcial do grupo finito G em A. Considere a algebra de Hopf
H = kG, onde Ag(g9) = g® g, Su(g) = 97! e eu(g) = 1. Entao,
A é um H-médulo dlgebra parcial. De fato, note que a acao parcial
« induz naturalmente a seguinte aplicacao k-linear - : H ® A — A,
g®ar— g-a:=ag(al,1) para todo a € A e para todo g € G, a qual
satisfaz as seguintes condigdes (as quais decorrem da defini¢ao de agao

parcial de grupos.):

® g-(ab)=(g-a)(g-b),

[ ] 1H~a=a,

e h-(g-a)=(h-14)(h-a), paratodoa € Ae h,g € G.

A reciproca desta afirmacao também vale, ou seja, se A é um kG-
moédulo algebra parcial entao kG induz naturalmente uma agao parcial
do grupo G na algebra A via ay(aly-1) = ¢g-a. Novamente as condicoes
da definicao de agao parcial de grupos decorrem da definicao de agao

parcial de algebras de Hopf.
(ii) Ainda nas condigbes do item (i) temos que A %, G = A#,H. Basta

considerar a aplicagao

N Ax, G — A H

Zag‘sg = Zag#agzzag(g~1A)®g:Zag®g,
g 9 9 g

a qual é um isomorfismo de k-algebras.

(iii) Seja M um A#,H-mddulo & esquerda. Notemos que neste caso M é

um A-médulo & esquerda via identificacao de A como subalgebra de

A#.H.
Contudo, a acao de A#,H em M nao induz uma acao de H sobre M

pois H nao se identifica como subalgebra de A#,H. Por esta razao
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denotaremos por M o k-subespaco vetorial dos elementos invariantes
de M pela acao de A#,H, isto é,

ME={meM:h-m=(h-14)m,Yh € H}.

Observemos também que A é um A#,H-mddulo a esquerda via agao
(a#oh) > b = a(h - b) e neste caso se h - 14 € C(A), para todo h € H
entao

AL =f{ac A:h-a=(h-14)a,Yh € H},

é uma k-subdlgebra de A, a qual é dita k-subalgebra dos elementos

invariantes.

(iv) Seja A um H-comddulo algebra parcial a direita, definimos o k-subespago

vetorial dos elementos invariantes de A pela coagao p de H por

At = {a € A:p(a) = ap(14)}.

(v) Definimos a funcao trago parcial como a aplicagao ta : A — A dada por
!

to(a)=t-a,ondet € /H Note que t,(a) € AL

Lema 1.4.4. [5, Proposition 6] Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensdo
finita e A um H-mddulo dlgebra parcial. Entdo, (AZ)P « Endagy,u(A) como

anéis.

Observagao 1.4.5. Dada uma coacao parcial p : A — A ® H, podemos
definir uma estrutura de (A, A)-bimédulo em A ® H: a estrutura de A-
modulo a esquerda é dada pela multiplicagao e a estrutura de A-moddulo a

direita é dada por (a ® h)b =Y abgy ® hb).
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Para o que segue, vamos considerar um (A, A)-sub-bimédulo de A ® H

definido por
A9H =(A®@ H)la={> ala, ®hla, :ac€ AheH},

onde Z 1A(0) X 1A(1) = ,5(1,4)

Definicao 1.4.6. Seja A um H-comédulo algebra parcial a direita com es-
trutura dada por p : A — A ® H. Entao a extensao A D A% & dita
H-Galots parcial a direita se a aplicagao 3 : A ® geon A — A® H dada por
a®@bi— (a®1g)p(b) = abe) ® buy é uma bijegao.

Observagao 1.4.7. Se H é uma algebra de Hopf de dimenséao finita e A é
um H-médulo algebra parcial a esquerda, entao a agao parcial de H em A
induz uma coagao parcial a direita de H* em A do seguinte modo: p(a) =
> (h; - a) ® hf, onde {h;} é uma base de H sobre k e {hf} é a base dual.
Reciprocamente, se A é um H*-comddulo algebra parcial a direita, entao a

coagao p induz uma agao parcial a esquerda de H em A do seguinte modo
h-a =7} aeaq(h), onde p(a) =3 ap) ® aq).

Proposicao 1.4.8. [7, Proposition 4.6] Seja H uma dlgebra de Hopf de di-
mensao finita e A uma k-dlgebra. Entao A é um H-mddulo dlgebra parcial

a esquerda se e somente se A € um H*-comddulo dlgebra parcial a direita.

Lema 1.4.9. [5, Lemma 3] Se H é uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita,
A € um H-mddulo dlgebra parcial a esquerda ep: A — A® H* € a estrutura

de H*-comédulo dlgebra parcial a direita induzida em A, entdo AL = AcH”

Este resultado nos diz que quando H é uma algebra de Hopf de dimensao
finita, podemos considerar no H-moddulo dlgebra parcial a esquerda A a es-
trutura induzida, por esta acao, de H*-comddulo dlgebra parcial a direita
e como A = A®H” obtemos uma definicao equivalente a Definicio 1.4.6,

onde a aplicacao 0 : A®uu A — A® H* é uma bijecao.
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Teorema 1.4.10. [5, Theorem 2| Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao
!

finita, 0 # t € e A um H-mddulo dlgebra parcial a esquerda tal que a

H
aplicagao B : A®u A — A® H* € sobrejetora. Entao:

(1) Ezxistem ay,...,a, e by,...b, em A tais que ¢; : A — A" dada por

¢i(a) =t - bia € uma aplicagio de AX-mddulos, e a =Y, a;¢;(a) para

s

cada a € A; assim {a;} ¢é uma base projetiva de A sobre AL e A ¢

projetivo finitamente gerado como AZ-mdédulo a direita.
(2) B é uma bijecao.
A seguir veremos o conceito de acao envolvente para uma acao parcial de
uma algebra de Hopf H em uma &algebra A.

Definigao 1.4.11. Sejam A e B H-mo6dulo algebras parciais. Dizemos que
um morfismo de édlgebras g : A — B é um morfismo de H-mddulo dlgebras
parciais se B(h-a) = h-((a) para todo h € H e para todo a € A. Se # é um

isomorfismo dizemos que as ag¢oes parciais sao equivalentes.

Definigao 1.4.12. Sejam B um H-médulo dlgebra (com acao denotada por
h>a) e A um ideal a direita de B com unidade 14. Dizemos que a agao

parcial induzida em A (isto é, h-a = 14(h>a)) é admissivel se B = H > A.

Definicao 1.4.13. Seja A um H-modulo algebra parcial. Uma ac¢ao envol-

vente para A é um par (B, 3), onde
(i) B é um H-médulo édlgebra (ndo necessariamente unitaria).
(ii) A aplicagao 5 : A — B é um monomorfismo de algebras.
(iii) A subélgebra G(A) é um ideal & direita em B.
(iv) A agao parcial em A é equivalente a acdo parcial induzida em F(A).

(v) A agdo parcial induzida em [(A) é admissivel.
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O resultado a seguir garante a existéncia de uma acao envolvente para o

H-modulo algebra parcial A.

Teorema 1.4.14. [4, Theorem 1] Sejam A um H-mddulo dlgebra parcial e
B:A— Homy(H,A) a aplicagao dada por 3(a)(h) =h-a e B= Hp [((A),

entdo (B, 3) é uma agdo envolvente para A.
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Capitulo 2

Quando o Skew Anel de Grupo

parcial é Azumaya

Em todo este capitulo R denotara um anel unitario, G um grupo finito
e a = ({Dy}gea, {ag}gec) uma agao parcial de G sobre R que possui uma
envolvente (T, 3).

Sempre que necessario, usaremos a identificacao de R em R %, G, via
r +— rd;. Denotaremos por A o skew anel de grupo parcial R *x, G, por B o
skew anel de grupo T * G e por A o centralizador Cy(R) de R em A.

O nosso propdsito neste capitulo é apresentar condigdes necessarias e
suficientes para que A seja uma &dlgebra separavel sobre seu centro, o qual
denotaremos por C(A), em termos de Hirata-separabilidade, separabilidade
e condicoes de Galois parciais.

Veremos também como estender « a uma acao parcial a* de G sobre A,
bem como obter informacoes sobre a condicao de ser Azumaya para A =
A x, G

2.1 Os Teoremas

Nesta se¢ao apresentamos os teoremas principais deste capitulo.
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Teorema 2.1.1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) A é uma dlgebra de Azumaya e C(A) C R.
(2) A é H-separdvel sobre R e R ¢é separdvel sobre C(R)“.

(3) R € uma extensao de Galois parcial sobre R* e R* é Azumaya sobre

C(A).

(4) Cr(R®*) € uma extensao a-Galois parcial de C(A) e R* é Azumaya
sobre C(A).

Teorema 2.1.2. Assuma que A é Azumaya e C(A) C R, entao:
(1) A~ R*®ca) (E %o G), com E = Cr(R*).
(2) R* e E %, G sio C(A)-dlgebras de Azumaya.
(3) E é uma extensao a-Galois parcial de C(A).
Teorema 2.1.3. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) A é uma extensao o*-Galois parcial de C(A).
(2) A é H-separdvel sobre A.
(3) A é H-separdvel sobre R e Cy(Cx(A)) = A.
(4) A € uma C(A)-dlgebra de Azumaya.

Para a demonstracao destes teoremas necessitamos de varios outros re-

sultados preliminares, os quais trataremos na secao a seguir.
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2.2 Resultados Auxiliares

Comecaremos por apresentar a acao parcial a* de G sobre A, a qual é
construida a partir de automorfismos internos de B induzidos pela acao 3 de
G sobre T.

Recordemos que a existéncia da agao 3 como envolvente da agao parcial
a é equivalente a dizer (pelo Teorema 1.2.2) que cada ideal D, é um anel
unitario, cujo elemento identidade serd denotado por 1, e neste caso o anel

T é um anel unitario.

Proposicao 2.2.1. Nas condicoes estabelelecidas acima, temos:

(1) B induz sobre B uma agao * de G por automorfismos internos, isto
¢ B 1 G — Aut(B), g B, com B;(to) = (176,)(ton)(1rdg-1) =
Bg(t)6gng—1 para todost € T, g,h € G.

(2) ﬁ;(lg_l) = 1, ﬁ;‘(lg_llh) = 1,1, € 136;‘(1") = ay(rly-1), para todo
h,ge GereR.

(8) Cp(T) € B*-invariante (isto ¢, 3;(Cp(T)) = Cp(T), para todo g € G)

e portanto * induz, por restri¢ao, uma ac¢ao de G sobre Cg(T).
(4) Cp(T)1g = A.

(5) o = ({Ay = Algtgea: {ay = Bila, -1 bgec) € uma agao parcial de G
sobre A.

(6) (Ca(T), 5*|cpry) € uma envolvente de (A, a*).
(7) A :={a € Alaj(aly) = al,, VgeG}=C(A).

Demonstragao. (1) Basta observar que §* : G — Aut(B) é homomorfismo
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de grupos. De fato, para todo g, h,l € G et € T temos

B (gh)(tor) = Bon(tdr) = Ben(t)dgni(gny-1 = By(Bn(t))dg(nin-1y-1
= By (Bu(t)onn—) = By (B85 (tor)) = By o B (tdr)

(2) Paratodor € Re g, h € G temos

By(1g-1) = B(14-101) = By(1rBy-1(1r))01 = By(1r)1rA
= Oég(lg—1>(51 = 1951 = 19.

Bi(lg-11n) = Br(1rBy-1(1r)Br(1r)01) = Be(1rBy-1(1r)5r(1R))01
= By(1r)1RBen(1R)01) = ag(1rlg—1)agn(1r1(gn)-1)01
= 1,10001 = 1,14.
1rBy(r) = 1rBy(rd1) = 1rBy(r)o1 = ay(rly-1)01 = ay(rly-1).

(3) Dados b€ Cp(T), g€ G, teT temos

ﬁ;(b)t = (1104)b(1704-1)(t01) = (1104)bBg-1(t)d4-1
= (L1dg)(Bg=1(£)d1)bdg-1 = By(By-1(£))(11d)bdg—1 = 134(b),

ou seja, 35(b) € Cr(T).

(4) Note que:

1RBlR = 1R(€Bg€GT(Sg)1R - @geg(TlR(sg)<1R(51)
- @QEGTlRﬁg(lR)(Sg - @gegT1g59 - @geng5g - A

Entéo, CB(T)lR = 1RCB(T)1R = ClRBlR(T) = OA(T) g OA(R) = A
Reciprocamente, dado a € A, existe b € B tal que a = 1zxblg. Logo,
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a € B, algr = lga = a e para todo t € T, temos at = (alg)t =
a(1gt) = (1gt)a = t(1ga) = ta, ou seja, a € Cp(T)1g.

Comecemos por observar que a;(Ay-1) = 35 (Alg-1) = 85 (Cp(T)14-1)
= B;(Cp(T))B;(14-1) = Cp(T)1ly = Aly, = Ay, e como 1, é idempo-
tente central em A, temos que A, é um ideal de A. Além disso, ¢é
imediato verificar que (a;)~' = a}_,. Portanto, aj : A,
isomorfismo de anéis. Vejamos agora que o satisfaz os axiomas que

71—>Age

caracterizam uma acao parcial. De fato,

(1) Al = AlR = CB(T)lR =Ae CYI = ﬁﬂA = ZdA
(ii) Oé;(Agfl N Ah) = Q;(Agfl Iy 1h) = Oz;(Agﬂ)Oz;(lgfllh)
= Agﬂ;(lg—l 1h) == Aglglgh = Ag N Agh-
(ii}) af 0 aj(a) = a;(5i(a) = B(Bi(a)) = B(a) = a%,(a), para todo
a € Ahfl N A(gh)fl.

Se G ={g1 =1,92,-,9n}, €1 = laeef = (1 — 14)(1p — 3;,(14))...
(1 = B;,_,(14))B;.(14), para todo i > 2, é imediato verificar que e} =
ey e ef € By (A) come; = 1g e e; = (1r — 1g)(1r — By, (1r))...(17 —
B+ (1r))Bg (1r), para todo i > 2. Entao, 1p = 1701 = ), By, (1r)eid:
= > (B (1r)01)(€ib1) = X2, B;.(1a)e; € X2, B;.(A). Do item 4, segue
que A, e portanto ), 35 (A), sdo ideais de Cp(T'). Consequentemente,
Cp(T) = _; B;,(A). Finalmente,

ANBHA) = Cp(T)1rN By (Cr(T)1k
= Cp(T)1rNCp(T)B;(1r
= Cp(T)ay(lgly—) = Cp(T)1, = Al, = A,.

(7) Primeiramente observemos que para todo a € A1 = Alj1 = 1,-1A
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temos:

(1g0g)a(ly-104-1) = (lrag(ly-1)dg)a(ly-117dg-1)
= (1T§g)(1g‘1alg‘1)(1T59‘1) = ﬁ;(a) = a;(a),

para todo g € G. Agora, seja a € A*. Entao a(rd;) = (rd)a e
aly = aj(aly-1) = (146,)a(ly-104-1) para todo r € Re g € G. Dessas

igualdades obtemos:

a(rgdy) = (aly)(rydy) = (1404)a(ly-16,-1)(rgd,)
= (1g0g)alag-1(rg)01) = (1404)(cg-1(ry)d1)a
= (ag(ag-1(rg))dg)a = (rydy)a,

ouseja, a € C'(A). Reciprocamente, como C(A) C A resta-nos verificar
que que os elementos de C(A) sdo fixos pela agdo a*. Mas, para todo
a € C(A), temos

aglalg-r) = (Ig8g)a(ly-105-1) = (1404(1g-105-1))a

ou seja, C(A) C A¥. O

A partir de agora denotaremos por A o skew anel de grupo parcial Ax,+G.
Proposicao 2.2.2. Se A ¢ uma extensio o*-Galois parcial de A®", entdo
(1) A é H-separdvel sobre R.
(2) C(A) =C(R)*.
(3) CA(Ca(A)) = A.

(4) C(A) =C(A).
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Demonstragao. (1) Assuma que A é uma extensao «*-Galois parcial sobre

C(A), logo existem a;,b; € A, 1 < i < n tais que para todo g € G,

Z aia;(lgabi) = 517919.

Considere os seguintes elementos em A:

Lig = O‘;(bilgfl)(;g € Yig = 19715971.

Vamos verificar que Z Tig®Yig € Cagra(A) e que Z ai(z Tig @ Yig)

geG

geG

=14 ® 14. De fato, para r,d, € A

7”h5h(z Tig & Yig)

geG

Z Th5h1g5gbi (059 19—159—1
geG

Z rhah(lglhfl)cShgbi ® 19715971

geqG

Z rhlhgéhgbi X 1g*16g*1

geG

Z rplpdrb; @ 1p—1,0k-1p
ked

Z 1k5kak—1(rh1k)bi & 1k—1h5kz—1h
keG

Z 1k5kbia/k*1(7”h1k) & 1p—105-1p
keG

Z 1]€(5ka & -1 (Thlk)Oék—l (1k1h)5k*1h
keG

Z 1k0kb; @ -1 (1) 0k-14
keG

Z Tik @ 1k—15k—17“h(5h
keG

O it ® yin)rah-

keG
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Além disso,

Z az(z Tig & ?ﬁg) = Z (Li(lgégbi ® 19—159—1)
7 geG 1,9
= ) ailylgbily @ 1g-10,-
4,9
= )i (1y-1bily-1) 10, ® 1g-15,-1
4,9

= Y O aia)(ly1bily1)) 10y @ Ly-16,-1

geG 1
= ) G14lalyly ® 1y-104-
geG

= 1r01 ®1rd =14 ® 14.

Logo {ai, Z Tig ® Yig} forma um H-sistema para A sobre R e portanto

geG
A é H-separavel sobre R .

E imediato que C(R)* C C(A). Por outro lado, observe que R é um
somando direto de A como um R-mddulo & esquerda e portanto decorre
de (1) e do Teorema 1.1.18 que C4(A) = R. Assim temos que

C(A) CCa(A)=R

e portanto todo elemento a € C(A) satisfaz: a € R, ar = ra para todo
r € R e (ad)(1,04) = (1,64)(adr) para todo g € G. Consequentemente
temos a € C(R) e ay(al,—1) = al,, ou seja a € C(R)“.

Lembre que A*" = C'(A). Como A é uma extensao a*-Galois parcial de
C(A), entao pelo Teorema 1.2.9 temos que A é C'(A)-mdédulo projetivo
finitamente gerado e A = Endca)(A). Logo, A é um C(A)-progerador
e pelo Teorema 1.1.8 A é Azumaya sobre C'(A). Além disso, segue do
Teorema 1.2.7 que A é separavel sobre C'(A). Portanto, pelo Teorema
1.1.19 temos Cr(Ca(A)) = A.
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(4) Denotemos por I' o centralizador Cy(A) e por o** a agao parcial in-

duzida pela acao parcial a* em I'. Entao,

C(A) = I =CMNI" = O0)"" = (Ca)NI)™"
= (CA(CAA) D)™ = (ANT)™ = C(A)

Proposicao 2.2.3. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(1) A € uma extensao o*-Galois parcial de C'(A).
(2) A é H-separdvel sobre A.

Demonstracao. (1) = (2) Suponha que A é uma extensdo a*-Galois parcial
de A% = C(A). Logo, A é um C(A)-médulo projetivo finitamente gera-
do e A = Endpo-(A) (pelo Teorema 1.2.9), o que implica que A é uma
C(A)-dlgebra Azumaya (pelo Teorema 1.1.8). Desde que A é um A-mddulo
projetivo finitamente gerado, decorre do Teorema 1.1.17 que A é H-separédvel
sobre A.

(2) = (1) Como A é H-separavel sobre A e A é um gerador como A-
modulo a esquerda, entao pelo Lema 1.1.14, temos que A é um gerador como
A-médulo & esquerda. Além disso, C'(A4) = A = End(,A) via homo-
morfismo de C'(A)* -algebras dado por §(a)(z) = za, para todo a € AY ¢
x € A, cuja inversa é dada por f — f(14) para todo f € End(,A). Conse-
quentemente, segue do Teorema 1.1.11 que A é um C(A)-médulo projetivo
finitamente gerado e A = Endc(a)(A), o que significa que A é uma extensao
a*-Galois parcial de C(A) (pelo Teorema 1.2.9). O

Proposicao 2.2.4. Se A é H-separdvel sobre R e Cy(Cp(A)) = A entdo A

¢ uma extensao a*-Galois parcial de C(A).
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Demonstracao. Demonstraremos este resultado em 5 etapas.
Etapa 1: A € separdvel sobre A.

Como H-separabilidade implica separabilidade (Teorema 1.1.15) temos
que A é separavel sobre R e portanto existe ry € C(R) tal que tr,(ro) = 1g
(Teorema 1.2.8). Por outro lado, como R é um somando direto de A como
R-médulo a esquerda temos também que C4(A) = R (pelo Teorema 1.1.18)

donde segue que
C(R)=RNCA(R)=RNA=Cy(A)NA=C(A).
Além disso, para todo r € C'(R) = C(A) temos

tro+(ro) = Y ap((ro)ly) =Y B;(rly-16y)

geG geG
= Zﬁg(rlg_l)dl = Z ag(rly-1)01 = try(r)d;.
geG geG

Em particular, try«(rod1) = tra(rg)dy = 1grdy = 14 = 1a. Novamente pelo
Teorema 1.2.8 segue que A é separavel sobre A.
Etapa 2: A € separdvel sobre C'(A).

Usando o fato de que R é um somando direto de A como (A, R)-bimédulos,
segue do Lema 1.1.20 que A é separavel sobre C'(A). Com isso, pelo Teorema
1.1.21, temos que A é separavel sobre C'(A).

Etapa 3: A € uma C(A)-dlgebra de Azumaya.

Resta apenas mostrar que que C(A) = C(A).

Desde que Ci(Cx(A)) = A obtemos, por um raciocinio idéntico ao
utilizado na demonstragao da Proposicao 2.2.2(4), C(A) = C(A)*. De
C(A) = C(R) segue que C(A)* = C(R)*. Mais ainda, como A é H-
separavel sobre R, por um raciocinio analogo ao utilizado na demonstracao
da Proposigao 2.2.2(2) obtemos C(A) = C(R)®. Portanto, C(A) = C(A)* =
C(R)* = C(A) = A* e consequentemente, A é uma C(A)-algebra de Azu-

maya.
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Etapa 4: A € H-separdvel sobre C(A).

Decorre imediatamente do fato que toda extensao de Azumaya é H-
separdvel (Proposicao 1.1.16) .
Etapa 5: A é uma extensao a*-Galois parcial de C(A).

Comecemos por observar que, A D A D C(A), A é C(A)-algebra de
Azumaya e A é projetivo finitamente gerado como A-médulo a esquerda,
logo pelo Teorema 1.1.17, segue que A é H-separavel sobre A. Portanto,

segue da Proposicao 2.2.3 que, A é uma extensao a*-Galois parcial de
C(A). O

Lema 2.2.5. C(A) C R se e somente se C(A) = C(R)“.

Demonstragao. Suponha que C(A) C R. Tome x € C(A), entdo x comuta

com qualquer elemento de R, bem como com qualquer elemento de G. Entao

z € C(R) e ), = 0,z 0 que implica xd, = ay(xl,_1)d,, para todo g € G,

donde segue que ay(x1,_1) = x1,, ousejaz € C(R)“. Agora, dador € C(R)"

temos r € C'(R) e oy(r1ly_1) = 11,, paratodo g € G. Seja Z r404 € A, entao
9

T’(Z r40g) = ergég = ZTQT(SQ = ngozg(rlgfl)ég = (Z 7407

9 g g g g

Portanto, » € C(A). Logo, C(R)* = C(A).
Reciprocamente, temos que C'(A) = C(R)* C R. O

2.3 Demonstracao dos Teoremas

Nesta se¢ao apresentamos as respectivas demonstragoes dos Teoremas 2.1.1,
2.1.2, 2.1.3.
Demonstracao do Teorema 2.1.1:
(1) = (2) Notemos que A é um R-mdédulo a esquerda projetivo finita-

mente gerado. Entao, da hipotese sobre A e do Teorema 1.1.17 segue que A
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é H-separavel sobre R. Além disso R é um somando direto de A como (R, R)-
bimédulo, o que implica pela Proposi¢ao 1.1.13 que C4(R) é separével sobre
C(A) e C4(C4(R)) = R. Consequentemente, pelo Teorema 1.1.12 temos que
R ¢é também separavel sobre C'(A). Finalmente, C'(A) = C(R)“ pelo Lema
2.2.5.

(2) = (3) Procederemos por etapas.

Etapa 1: A ¢ uma dlgebra de Azumaya e C(A) = C(R)* (ou seja, (2) =
)

Comecemos por observar que extensoes H-separaveis sao, em particular,
separaveis (Teorema 1.1.15). Logo, pela Proposigao 1.1.21, segue que A é
separavel sobre C'(R)®. Por outro lado, decorre da H-separabilidade de A
sobre R, pelo mesmo raciocinio usado acima, que Cy(C4(R)) = R e conse-
quentemente C'(A) C R, ou seja, C(A) = C(R)* pelo Lema 2.2.5.

Etapa 2: Endcg)e(R) € uma C(R)*-dlgebra de Azumaya.

Decorre da etapa 1 e do Teorema 1.1.7 que A é um C(R)*mébdulo pro-
jetivo finitamente gerado. Como R é um C(R)“somando direto de A,
segue que R também é projetivo finitamente gerado sobre C'(R)®. Portanto
Endcgye(R) é uma C(R)*-algebra de Azumaya pela Proposigao 1.1.8.
Etapa 3: Cpniqpe(r)(A) = Enda(R) ~= (R*)? como C(R)*-dlgebras.

A primeira igualdade é imediata. Por (R*)°? denotamos o anel oposto
de R®. Observemos que a aplicacdo j : A — End(Rge), j(3_,eq90y)(r) =
> 9eG r¢0q(r1y-1), é um homomorfismo de anéis e de R-mddulos & esquerda.
Em particular, R é um A-mdédulo a esquerda via j. Como R tem uma
estrutura natural de (R*)°’-médulo a esquerda, via a mulplicagao a direita,
compativel com a estrutura de A-moddulo a esquerda via 7, segue que R é um
((R*)°P; A)-bimddulo. Isto assegura que a aplicacao 6 : (R*)” — Enda(R),
dada por 0(r)(z) = rz, é um bem definido homomorfismo de C'(R)*-élgebras.
A inversa de 0 é dada pela aplicagdo f +— f(1g) para todo f € Enda(R).
Etapa 4: R € uma extensao a-Galois parcial de R e R* é uma dlgebra de

Azumaya e C(R*) = C(R)*.
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Desde que R é um gerador na categoria dos R-moédulos a esquerda e
A é H-separavel sobre R, segue do Lema 1.1.14 que R é um gerador na
categoria dos A-mddulos a esquerda. Consequentemente decorre do Teorema
1.1.11 que R é um R*-modulo a direita projetivo finitamente gerado e j é um
isomorfismo, ou seja, R é uma extensao a-Galois parcial de R* pelo Teorema
1.2.9. J& o fato de R® ser uma algebra de Azumaya e C'(R*) = C(R)* é uma

consequencia imediata das etapas 1,2 e 4 e do Teorema 1.1.12.

(3) = (1) Pelo Teorema 1.2.9 temos que R é um R“mdbdulo a direita
projetivo finitamente gerado e A ~ End(Rg=) como anéis e portanto como
C(R)“-&lgebras. Pelo Teorema 1.1.7 temos que R* é um C(R*)-mé6dulo
projetivo finitamente gerado. E desde que C'(R*) = C'(R)* temos entao que
R ¢ um C(R)*-mddulo projetivo finitamente gerado. Portanto Endc(g)e (R)
é uma C(R)*-élgebra de Azumaya, conforme Proposi¢ao 1.1.8. Finalmente
End(Rpe) = CEndc(R)a(R)(Ra). De fato, basta observar que End(Rpge) é uma
subélgebra de Endc(ry«(R) e um (R, R*)-bimédulo via as a¢oes definidas
por xf :r+— f(rx)e fx :r — f(r)x, para todo f € End(Rga), v € R”
e r € R. Portanto, pelo Teorema 1.1.12 segue que A é uma algebra de
Azumaya e C(A) = C(R)* C R.

(1) = (4) Observemos que as afirmagdes anteriores sdo equivalentes, por-
tanto, conforme serd demonstrado a seguir, esta implicacao decorre imedi-

atamente do Teorema 2.1.2.

(4) = (3) Basta observar que como Cr(R*) é uma extensao a-Galois
parcial de C(A), existem elementos x;,y; € Cr(R*) C Rcom 1 < i <mn
tais que inag(yilgfl) = 0141, para todo g € G. Donde segue que R ¢é

a-Galois pzarcial sobre R®. O

Para o teorema seguinte observemos primeiramente que « induz, por res-

trigdo, uma agao parcial de G sobre E = Cr(R®) (ver Proposi¢ao 1.2.11).
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Demonstracao do Teorema 2.1.2:

Decorre das equivaléncias (1) < (2) < (3) do Teorema 2.1.1 que R“ é
uma C'(A)-dlgebra de Azumaya e do Teorema 1.1.12 que Cy(R®) é uma C'(A)-
algebra de Azumaya e A ~ R* ®c(4) Ca(R®), mas C4(RY) = Cr(R*) % G =
E %, G o que demonstra as afirmagoes (1) e (2).

Para demonstrar a afirmacao (3) observemos que para todo = € R,

(Z rgdg)T = I(Z r¢0g),

geG geG

ou seja,

Z TgT0g = Z x40,

geG geG
o que significa que r,@ = 21, para todo g € G e isto ocorre se e somente se
ry € Cr(R™) para todo g € G. Além disso,

C(E #, G) = C(A) = C(R%) C Cr(R%) = E.

Logo, F *, G satisfaz as condigoes do Teorema 2.1.1((1) < (3)) e por con-

seguinte £ é uma extensao a-Galois parcial de C'(A). O

Demonstracao do Teorema 2.1.3:

(1) & (2) Segue imediatamente da Proposi¢ao 2.2.3.

(1) = (3) Segue da Proposicao 2.2.2.

(3) = (4) e (4) = (1) Seguem conforme a demonstragao da Proposigao
2.2.4, etapas 3, 4 e 5. 0

A seguir temos uma consequéncia do Teorema 2.1.1, a qual estende um

resultado similar de Ikehata [23] ao contexto de acoes parciais de grupos.
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Corolario 2.3.1. Suponha que R é comutativo. Entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(1) A é uma dlgebra de Azumaya.
(2) A é H-separdvel sobre R.
(8) R é uma extensao de Galois parcial sobre R®.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.2.7 toda extensao a-Galois parcial é sepa-
ravel. Como R é comutativo R* é algebra de Azumaya sobre si mesma e
C(R*) = R* = C(R)*. Da H-separabilidade de A sobre R decorre que
C(A) € Ca(C4(R)) = R. Portanto o Teorema 2.1.1 se aplica e temos as

equivaléncias desejadas. 0]

Observe que no Corolério 2.3.1, ndo temos a afirmagao (4). Neste caso,

como R é comutativo as afirmacoes 3 e 4 do Teorema 2.1.1 sao coincidentes.
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Capitulo 3

Extensoes de Azumaya e
Correspondéncia de (zalois

Parcial

Em todo este capitulo H denotara uma algebra de Hopf de dimensao finita
sobre um corpo k e A denotard um H-médulo algebra parcial a esquerda via
a acao parcial « : H® A — A, h® a — h - a. Recordemos que ® denota o
produto tensorial sobre k.

Pelo Teorema 1.4.14, sempre existe uma envolvente (B, ) para (A, «).
Em particular, B é um H-modulo algebra a esquerda via a acao f: H® B —
B, h®@bw hrb, tal que h-a =14(h>a), para qualquer a € Ae h € H.

Sempre que necessario usaremos a identificacao de A com sua imagem no
produto smash parcial A#,H, via a — a#,1y. Denotaremos por C(A#,H)
o centro de A#,H e por A o centralizador Cay m(A) de A em A#,H ¢
denotaremos por Ay a comultiplicacao da algebra de Hopf H.

Nosso proposito neste capitulo é apresentar condi¢oes necessarias e sufi-
cientes para que o produto smash parcial A#,H seja uma algebra separavel
sobre seu centro C(A#,H) em termos de Hirata-separabilidade, separabili-

dade e condicoes de Galois-Hopf parciais. Também estabelecemos corres-
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pondéncias de Galois para extensoes Galois-Azumaya-Hopf parciais.

3.1 Caracterizacao de Extensoes Galois-Hopf

Parciais

Nesta secao trataremos de provar um teorema que nos fornece uma série
de caracterizagoes para extensoes Galois-Hopf parciais.

Os produtos smash global W = B#3H e parcial V = A#,H sao médulos

a esquerda sobre si mesmos via a multiplicagao a esquerda. Denotamos os

respectivos subespagos dos elementos invariantes por

={w e W | hw:= (1a#sh)w = ey(h)w,Vh € H}

H __ {U cV | hy ‘= (1A#o¢h)v = (h 1A)U,\V/h € H}

Lema 3.1.1. Seja A um H-mddulo dlgebra parcial. Entao

(Ao YL D (L /H )(Adtaln).

!
Demonstracao. Sejam (1a#qt)(a#aly) € (1A#a/)(A#a1H) e h € H,
H

entao

h- ((Lattat)(attaln)) = (La#ah)(Lattal)(a#aln)
(Zhl 1A#ah2t)(a#a1H)

= (Zhl La#acn(ha)t)(a#aln)
(

h-1a)(La#at)(attaln).
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A inclusao contraria do Lema 3.1.1 vale no caso em que a algebra de Hopf
age globalmente ([26, Lemma 4.3]), no entanto no caso parcial conseguimos
obter a igualdade somente sob certas condigoes conforme veremos a seguir.

O resultado que obtivemos é consequéncia imediata dos seguintes dois

lemas.
Lema 3.1.2. 1,2W1l,=V e 1,WH1, C VL

Demonstragao. Note que W =B H, V= (AQ H)(1a® 1) e A =14B.

Consequentemente,

Vi = (A H)(1a® 1) =(14B@ H)(14® 1g)
= (IuR1g)(BRH)(14® 1) =1,W1y

Além disso, para todo a#.9 € V e h € H,

h(aftag) = D (h1-a)#ahag =) (h1-a)® hag)(1a ® 1x)
> (La(hi>a) ® hag)(1a ® 1)
>(1a®1g)((hi>a) @ hag)(1a ® 1x)

= la(h(a#sg))la.

Logo, dado w = b#s3g € WH temos

Lawla = (La#plu)(0#s9)(La#sln) = (1ab#tsg)(La#sln)
= > 1ab(giv>1a)#pg2 =D algr-14) ® 9o
= a#a.9 (com a = 14b)

e portanto

h(a#ag) = la(hw)la = Z La (7> a)##hag) 14
Y (> (Lab) o) L
= Z La ((hy>14)(ho>b)#shsg) 14
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= ) (La(ha>14))(ha(b#s9))1a
= Y (b1~ La)en(ho)(b#pg)1a
= ((h-14)b®g)(1a® 1p)

= ) (h-1)b(g1>14) @ go

= ) (h-14)1abla(g1>1a) ® g2
— Z(h “1a)(a(g1 - 14) ® g2)

= (h-1a)(a#ag)

para todo h € H, o que conclui a demonstracao. 0

l

Para o que se segue tomemos 0 # t € / e consideremos as aplicagoes
H
trago ty : W — W ety : V — V respectivamente definidas por ¢y (w) = tw

e ty(v) = tv para todow € W e v € V. Seja Wy := A#sH C W.

Lema 3.1.3. (1) ty(V) = Latw (Wa)l4.
(2) tw € uma aplicacao W -linear & esquerda e & direita de W em WH.
(3) ty € uma aplicagio VE-linear & esquerda e & direita de V em V.

Demonstragao. (1) Decorre imediatamente do que vimos na demonstragao

do Lema 3.1.2 pois para todo v = a#.g € V temos ty(v) = t(a#ag) =
La(t(a#sg))1a = Latw (a#sg)1a.

(2) Dados w € W, w',w” € WH e h € H temos h(tw) = (ht)w =
eg(h)(tw) et(w'ww”) = > (tw') (taw) (tsw”) =D (e (ty)w') (tow) (e g (t3)w”) =

!

(
w' (tw)w”.
(3) Decorre de (1) e (2). O

Corolario 3.1.4. Se ty é sobrejetor entao 1,WH#1, = VHZ. Em particular,
neste caso VE = (1a#t.t)(A#a1g).
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Demonstragio. E suficiente observar que VE = f,(V) = 14w (Wy)la C
Latw (W14 C 1 WHL, CVE

Agora, como WH = (1p#4t)(B#slg) (confira [26, Lemma 4.3]) temos
entao VE = 1,(1p#st)(B#sly)la = (1a®1y)(1501)(BR1y)(1a®@1y) =
(1a@t)(AR1x)(1a®1n) = (La®t)(Afaln) = (1a@8)((LaFaln)(AFaln)) =
(La @) (14 ® 1n))(Affaln) = (Lattat)(Affaln)- [

A seguir exibiremos alguns exemplos onde ocorre a igualdade

l

(A#H)" = (1A#a/)(A#a1H). (3.1.1)

H

Exemplos:

1) Algebra do Grupo. Sejam A uma k-dlgebra, G um grupo finito e
a = ({Dy}gea, {ag}gec) uma acdo parcial de G em A. Suponha que
cada D, é unitdrio com unidade 1,. Por [7] sabemos que H = kG age

parcialmente em A via acao dada por
g-a=ag(al,").
Além disso, H age em A#,(kG) via a multiplicagao, isto é,

h - (a#ag> = (1A#ah>(a#ag> = ah<a1h—1)#ahg7

para todos g, h € G.
!
Também é sabido que / =kt,onde 0 #t = Zg. Pelo Lema 3.1.1
H

geG
l

temos que (1A#a/)(A#a1H) C (A#oH)2. Reciprocamente, dado
H
T =) cqlgttad € (A#oH) temos que h - x = (h-14)z, para todo
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h € H. Entao, para todo h € G

Z (1A#ah)(ag#ag) = Z(h ’ 1A)(ag#ag)

9€G geG

& Zah(aglhfl)#ahg = Z(h -1a)ag#ag
geG geqG

& > anlap-ulp-)#ad =Y (- La)adal
leG leG

< ap(ap-1ylp-1) = (h-14)a, paratodol € G.

Tomando h = [ obtemos oq(ail;-1) = (I - 14)a; = 1,4y para todo [ € G.

Donde segue que,

Zag#ag = Zaglg(@gzz%(allg_l)@g

geG geqG e
= Z(lA ®g)(ar ® 1) =(1a®t)(a1 @ 1)
geG
= (la®t)(1a®@1g)(a1 @ 1g)(1a ® 1x)
= (La#at)(ar#aln).

l

Logo, x € (1A#a/ V(A#alm).

H

2) Algebra de Sweedler. A algebra de Sweedler é a algebra de Hopf gerada
pelos seguintes elementos H = {1, ¢, z, cx} que satisfazem as seguintes

relagoes:

A estrutura de dlgebra de Hopf é dada por:

Ap(c) =c®ec, Aglz)=cr+zr]1,
eglc) =1, ep(x)=0
Su(c) =¢, Sp(zr)=uzc.
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Tome A=k um corpo (ou anel comutativo com unidade). Seja

1 1
e:e§:§+§c+§ca€€H.

Fazendo as contas vemos que e é um idempotente de H e que satisfaz
e®e=Ag(e)le® 1g).

Entao H coage parcialmente em A via

p:A —- ARH

a — a®e.
Como H coage parcialmente a direita em A, temos, pela Proposicao
1.4.8, que H* = {1*,¢*, z*, z* = (cx)*} age parcialmente & esquerda em
A, com agao a: H* ® A — A induzida por p da seguinte forma

alh*®a):=h"-a=ah*(e).

Os elementos de H* satisfazem a seguinte tabua de multiplicacgao:

1 e | e | o
{110 |0 |=z2*
c* c x| 0
x> lxz* |0 [0 |0
210 | 2z2|0 |0

Lembremos que:

Ap-(f) =) h@f
€H*(f = f(lH)
SH*<f :fOSH

~
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Nesta situacao, A#.H* = (AQ H*)(1a @ 1) = (1x @ H*)(1x @ 1y+)
onde os elementos bésicos sao da forma (1, ®h~*)(1x®15+). A estrutura

de algebra de Hopf para H* é dada por

Ag«(1") = 1" 1"+ ®@c, eg(1") =1,

Ag(c) = 1"+ ®1%, ep(c") =0,

Apg«(z*) = 1"Q@z" -2+ 1"+ 2" ® ", EH*(x*):
Ag-(2") = 1"®@2" =" @27+ +2"® 1", ey«(2) =
Sy«(1") = 1%, Sp(c")=c", Sp(a*)=2", Sp:(z") =2

Os elementos de A#,H* que sao invariantes pela acao parcial de H*

sao os elementos que satisfazem a seguinte condigao:
g xh* = (g 1x)h" = g*(e)h”.

Observemos que
o 0=za"(e)l* =a%(e) @ 1* # 2" - (La#a1*) = 1*(e)x*
o (La#ac®) = —c* () @ 2" + 2% (e) @ 1* = —52" # 0 = a*(e)c”,
z* - (La#az™) = 2% (e)a* £ 0 = a*(e)x*
donde segue que os elementos 1 4#,1%, 1 sz# ", 1 4# 2™ nao sao invari-

antes pela acao A#,H* em A#,H*. Porém 1,#,2* € (A#.H*)ZL. De
fato,

o 1" (Laftaz") = 32" = 1"(e)2",

o ¢ (La#az®) = 32" = *(e)2",

o 1" (14#.2") =0=2a"(e)z",

o 2 (1at#az") = 2%(e) ® 2" = z*(e) 2",

Sendo assim, (A#,H* ) é o k-subespaco vetorial gerado pelo elemento

1#,2*
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l
Vejamos agora que 2* € / , ou seja que g* * z* = ey«(g*)2z* para todo

H*
g e H:

o 1%x 2" = 2" =cp(1%)2%,
o ("xz"=0=c¢cpy(c")z",
o rFx 2" =0=cpy(x%)2",
o ¥ w2z =0=cp-(2)2"

l
B como 1oz = (L") (ichalne) € (Lata [ )(Afalse) temos

l
que (A#H)E = (1444 / )(A#alH*). O

Recordemos que, pelo Lema 1.4.9, um H-moddulo algebra parcial a es-

querda A é um H*-comoddulo dlgebra a direita e reciprocamente, assim como
AcH” — AH
Teorema 3.1.5. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita, 0 # t €

l
/ e A um H-mddulo dlgebra parcial a esquerda. Considere as sequintes
H

afirmacgoes:

(1) A é uma extensao H*-Galois parcial o direita de AL

(2) A é AL -médulo a direita projetivo finitamente gerado e a aplicagdo
7 A#oH — End(Ar) dada por w(a#4h)(b) = (a#.h)>b=a(h-b)é

um isomorfismo de dlgebras e de A-mddulos a esquerda.

(3) A é AL -médulo a direita projetivo finitamente gerado e para todo A# o H -
mddulo & esquerda M a aplicacio p : A @ M2 — M, dada por

pla ® h) = am, é um isomorfismo de A#,H-mddulos a esquerda.
(4) A aplicagao [,]: AQu A — A#.H dada por [a,b] = atb € sobrejetora.

(5) A é um gerador para a categoria dos A#.H-mddulos a esquerda.
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(6) Existem xi,...,Tp,Y1,...,Yn € A tais que para qualquer h € H, temos

r

dYxi(h-y) =T(h)la, comO#TG/ .

*

(7) AtA = A#.H.

Entao: (1) & (4) < (7),4) & (5), (2) & (5) e (1) = (6) = (2) = (3).
Além disso, se a igualdade 3.1.1 € satisfeita entdo todas as afirmagoes sao

equivalentes.

Demonstracao. (2) < (5) Comecemos por observar que A tem uma estru-
tura de (AZL)P-médulo & esquerda, via a multiplicacao & direita, a qual é
compativel com a sua estrutura de A#,H-mddulo a esquerda via m, isto é,
A éum ((A)r A4+, H)-bimédulo. De fato, pois para quaisquer a,b,z € A
e h € H temos

a” - [(b#ah)-x] = a®®-(b(h-2))=0b(h-x)a
= b)Y (h-x)(ha-1a)a=b> (h-z)(hs-a)
= b(h-za) = (b#uh) - (xa) = (b#.h) - (0 - ).

Pelo Lema 1.4.4 temos que (AZL)? = End(44,5A) como anéis. Sendo
assim, estamos nas hipéteses do Teorema 1.1.11, donde segue que A é um
gerador para a categoria dos A#,H-modulos a esquerda se e somente se
A é (A)P-mbdulo & esquerda projetivo finitamente gerado e A#,H =
End( sy A) se e somente se A ¢ A-médulo a direita projetivo finitamente

gerado e A#,H = End(Ayn).

(4) = (5) Assuma que [A, A] = A#,H = (AQ H)(14a® 1g), ou seja [,] é
sobrejetora. Com isso, existem {b;}, {¢;} C A tais que 1a#,1p = > ., bitc;.
Defina ¢ : A™ — A#,H por ¢(ay,...,a,) = Y.» aitc;. Note que ¢ é
claramente aditiva. Observe ainda que A™ tem uma estrutura de A#,H-
modulo & esquerda induzida naturalmente pela estrutura de A#,H-mdédulo

de A. Mostremos que:
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(i) ¢ é A#,H-linear a esquerda:

U((attah) > n))

(&1,

W((a#ah) b ar, ..., (aftah) > a,))
W((ah-ay, ..., ah- a,)) = zn;(ah ap)te;
ia[(h - a;)t]e;

i: al(h - ai#aln)(La#tat)c;

i al(h - ai#at)]e;

n

Z al(hy - a;#ac s (ho)t)]e;

Z a[(h1 . ai#ahgt)]ci
=1

> " al(Latah) (aiftat)]e;

i=1
n

Z(a#ah)(aitcz = (a#ah)

i=1

(a#h)Y(ay, ...

Za tcZ

, n)-

(ii) 1 é sobrejetora. De fato, seja a#.h € A#,H. Como 1a#.ly =

> i, bite; temos que

La#taly = Zn: bitc; =

Sendo assim,

w(a#tah>(by, ..., by)) = (a#ah

(b1, ey b))

i=1

Y (b1, .oy bn) = (a#toh)(1aFtaly) = a#ah.

54



Portanto, A é gerador para a categoria dos A#,H-moédulos a esquerda.

(4) < (7) Basta observar que AtA = [A, A] = A#.H

(1) = (6) Suponha que §: A® uu A — A® H* dada por f(a ® b)
> aby ® b(1y, ¢ uma bijegao. Seja 0 # T € / e considere sz Ry €

*

A®qu A aimagem inversa de ) Lag ® T4, por B, isto ¢,

Z lag ®@Tlay, = Z TiYi0) @ Yiqyy -

Note que para qualquer x € A e h* € H* podemos definir a aplicacdo @ h* :
ARk H - A®k = Apor a®h +— za® h*(h) = zah*(h) ® 1y = zah*(h).
Logo, para todo h € H temos

Z Lo ® Tla,))(1a® h) Z TilJicy @ Yigry (),
o que implica que
D lagTlay () @ L = ixiyi(o)yi(l)(h) ® li
i—1
> lagen(Lag)T(h) @1 = ixiyi(o)yi(1)<h) ® 1k
i=1
1LT(h) ® 1k = inyi(o)yi(l)(h) ® 1k
donde segue que,
14T(h) = i%yi@)yi(l)(h) = ixz<h “Yi),
=1 i=1

onde a ultima igualdade segue da Observacao 1.4.7.
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(4) < (1) Vamos usar o fato de que para 0 #t € / a aplicagao
H

: H — H

dada por O(h*) =t < h* = > h*(t;)ty é um isomorfismo de H*-mdédulos de

Hopf a direita (decorre do Teorema 1.3.13). Observemos agora que

(idag®0)oBla®b) = (idsa®0)(B(a®D))
= (ida ®0)(>_ abw) ® b))
= ) _abo ®6(ba) = Y ab) @ (t — b))
= D abo) @by (t)ts = Y abeybay(ty) @ to
= Y alti-b) @ty = (a#at) (b#aly) = atb = [a,b]

Como 6 é bijecao, segue [,] é sobrejetora se e somente se 3 é sobrejetora.
E assim, pelo Teorema 1.4.10 temos que [ é injetora e portanto bijetora.
Portanto, (1) = (4). Observe que também temos (4) = (1) pois como H
tem dimensao finita, 3 é injetora sempre que for sobrejetora pelo Teorema
1.4.10.

(6) = (2) Seja 0 £ T € / ,ouseja, T'f = Tey«(f) = Tf(1y), para
todo f € H*. Entao,

FQ T(h)hs) = Y T(h1)f(he) = (T * f)(h) = (Ten-(f))(h)
= (Tf(m))(h) =T(h)f(1u) = fF(T(h)1x)

para todo h € H, f € H*, donde segue que Y T'(hy)hy = T'(h)1y. Considere
!
ainda t € / tal que T'(t) = 14 ( isto decorre do Teorema 1.3.13). Vamos

H
mostrar que A é um A -médulo 4 direita projetivo finitamente gerado. Para

tanto defina f;(z) =t - (y;x), para todo = € A.
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(i) fi(z) € AZL para todo 1 <i < n. De fato, seja h € H qualquer, entdo

h-(fi(z)) = ( (i) = > (h - 1a)(hat - (yiz))
A)En(ho)t - (yix) =Y (em(ha)hy - La)(t - (y;))

= (h- 1A)(t - (yir)).

(ii) f; 6 homomorfismo de A -médulos a direita. De fato, f; é claramente

aditiva e para todo x € A, a € AL e 1 < i <n temos:

filza) = t-(yi(za) =t ((w)a) = 3 t1 - (gia)(t2 - )
= ST @)t 1a)a = £+ (yiw)a = fix)a

e portanto para todo x € A, temos

szfl(x) = Zt yix sz tl yz t? [IZ’)
:szztl Yyi))(tz - x) = ZTtl ty-x)

= ZTtl oz =Tty -z =1y x=2x.
Vejamos que 7 : A#,H — End(Ayn) dada por w(a#,h)(b) := (aFoh)>b

¢ um homomorfismo de A-mdédulos a esquerda e de dlgebras. Note que 7 estd
bem definida pois para todo a € A, h € H ¢ v € A temos

n(a#tah)(br) = a(h-(bx)) = a(hy-b)(hy - z)
= Y a(hy-b)(ha - La)z = a(h-b)x
= w(a#h)(b)x.

E imediato da defini¢ao que 7 é um homomorfismo de A-médulos & esquerda
e que T(1a#aly) = ida. Além disso, m(a#qh)(b) = (a#oh) > b é k-linear e
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para todos a#.h, b#.,9 em A#,H,x € A, temos

ml(a#ah) (b#a9))(x) = 7Y a(hy - bfahag))(@) = alhy-b)(hag - 7)
> a(hy - b)(hy - 14)(hsg - )

> a(hy - b)( )

(h-(b(g - x)))—w(a#ah)(b(g-a:))

(a#ah) o m(b#ag)(2).

I
o

I
3

Para a injetividade da aplicagao 7 necessitamos da seguinte igualdade

D (hea)(ty) =Y (h-14) @ ho,

h

onde ty; = (14 ® ¢)(1a ® 1y)(y; ® 1y)(1a ® 1) = (la @ )(y; @ 1y) =
(La#tal)(yi#aly). De fato temos

ﬁ;(h.m(t%) _ ﬁ;(h-xi)(lA@t)(yi@lH)
— Zigt:(h-xi)(tl-yi@tz)
- Zt:(i:(h ca)(t -y © L) (La ® 1))
_ ;éwmi)(tl-mwz
_ ;(i(hl ) En(ha)ts - yi))ta

n

= Z<Z<h1 - 3) (haSu (hs)ty - yi) )t

th i=1
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n

— Z(Z<h1 - ;) (hg - 1a)(h3Su (ha)ty - yi) )tz

= Z(Z(hl - xi)(he - (Su(hs)ti - vi)))ta

th =1

= > O hi- (@i(Su(ha)ts - i)t

t,h =1

— Zhl T(Sg(ha)t)14)ts

- Z(hl 14)(T(Su(he))t1)ts

t,h

S 1he =3 (e 14) © o

h h

A igualdade (x) é vélida pois Sy é bijetora e

ZT (Su(ht)ts) = Y T(Su(h)t)Su(ts)

t

= Y T((Su(h))it1)(Su(h))at2Su(ts)

h,t

= Z T(SH(h1)t1)SH(h2)5H(t2) Ly

h,t

= Y T(Su(h)tien(t2))Su(he)

Rt

= ) _T(Su(h1)t)S(hs)

h

= Y T(M)eu(Su(l))Su(ha) = Su(h).

Observemos que se {h;}?_; uma base de H sobre k, entao todo elemento
n

de A#,H é da forma Z a;#h; onde a; € A. Usando este fato temos que

i=1
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Z Zaz#a D)) ty) = > ailhi - x;)(ty;)

= ZQI(Z(hH ' ) ® th)

Portanto, se W(Z a;#qhi) = 0 segue que
i=1

Z ai#ahi - Z Z al#a z ty]) 0.
i J

Logo Ker(m) = {0} e portanto temos que 7 é injetora.
Por fim, mostremos que 7 é sobrejetora. De fato, dado ¢ € End(A,u) e
tomando b = >, ¢(z;)ty; temos:

T(b)(z) = Zqﬁxz )ty ( Zqﬁxz (Lattat) (yittoln))(z)
— Z¢ (tr - yi)#ats)(x qu )T ((t1 - yi) F#ata)(x)

= Z¢( )t yi)( ZQSJ% YiZ

i

= Z Z; fl szfz =

i

para todo x em A.
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(2) = (3) Como A é projetivo finitamente gerado, existem z; € A, f; €
Hom(Au, ALY, 1 < i < n tais que Z%fz = x, para todo x € A. Como

7 é isomorfismo, existe d; € A#,H tal que 7(d;) = f;, paratodoi=1,..,n
Comecemos por observar que d; ¢ invariante pela acao de H no produto
smash parcial A#.,H e Z x;d; = 14#4,15. De fato,

i

(i) Z x;d; = 1a#o1p: Seja x um elemento qualquer de A, entao

=1

W(Z zid;) () = Zﬂfﬂf(dz)(x) = Zfzfz(l") =

= lalg e = (Ladaly) ().

Como a aplicagao 7 é um isomorfismo, temos que > - | x;d; = La#aly.

(ii) h-d; = (h-14)d;: Para qualquer elemento h em H e z em A temos

m(h-di)(z) = 7((La#ah)di)(x) = m(1attah) o w(d;)(x)
= w(lattah)(fi(x)) = h- fi(x) = (h- 1) fi(x)
= (h-1a)m(di)(x) = 7((h - 1a)di) ().

Seja M um A#,H-médulo & esquerda. Notemos que d;;m € M para
qualquer m € M pois

he (dim) = (Ladtah)(dim) = (La#tah)d)m = ((h- 10)d))m = (h - 14)dim

para qualquer h € H.
Além disso, para todoa € A, m € M2 e hec H

<1A#ah)am = (L‘l#a )a#alH Zhl a#ah2
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= Y (- a)Lattaho)m =Y (hi - a)(hz - Lo)m
= (h-a)m = 7(1a#.h)(a)m.

Donde segue que 7(d)(a)m = d(am) para todo d € A#,H.

Observemos que A é um A#,H-médulo a esquerda via 7w, e portanto
A @4 ME tem estrutura de A#,H-médulo & esquerda. Com isso, para
p: A®an ME — M dada por pu(a ® h) = am temos:

p((aptah)b@m) = plr(agtah)(b) ® m) = pla(h-b) ©m) = a(h- bym
— m(adtah) (B)m = (a#tah) (bm) = (a#ah)u(b @ m)

Defina v: M — A ®4u M por v(m) = > x; ® dim. Entao,
pov(m) = M(Z T; @ dim) = Z zidim = (Z zidi)m = (La#aly)m = m.
Por outro lado, para todo a € A e m € MZ
voula®@m) = v(am) = Zn:xl ® d;(am) = Zn:xl ® (m(d;)(a))m
=1 i=1
= i% ® fila)m = ixifi(a) ®Xm
i—1 i=1
— Cw)em—aem.
i=1

Portanto, 4 é um isomorfismo de A#,H-mddulos a esquerda.
Agora, se assumirmos que a igualdade 3.1.1 é satisfeita temos:
(3) = (4) Definamos a seguinte aplicagao
DA — (A#H)E
a = (1A#at)(a#a1H)
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l
com 0 #t € . Decorre da igualdade 3.1.1 que esta aplicacao estd bem

H
definida e é sobrejetora. Com isso, a composi¢ao

Ao A 5% A® (A HE 2 A H
a®b +— a® ®(b) — adP(b) = atb = |a,b)

é sobrejetora. E mais, [,] = po (ids ® @) é claramente um homomorfismo de

A-modulos a esquerda. O

Observacao 3.1.6. Para a demonstracao do préoximo resultado recorde-
mos que:

(i) H é um H*-médulo a direita via agdo < dada por:
heh* =Y h*(hy)ha.
(ii) A#,H é um H*-mdédulo a direita via agdo — dada por:
(a#toh) — h* = a#.(h — h").
(iii) As aplicacoes (ver [5, Section 3])

[|:A®uu A — A#.,H
a®b +— [a,b] = atb,
() A@aguA — A7
a®b +— (a,b) =t(ab) =t- (ab),

satisfazem

(a,b)c = alb, c|,

para quaisquer a, b, ¢ € A.
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Teorema 3.1.6. Sejam H uma dlgebra de Hopf, A O AL uma extensdo
H*-Galois parcial e {x;,y;} C A tal que Z[mi,yi] = 1a#oly. Entao as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) AD AL ¢ separdvel.
(2) Eziste w € Cap m(A) comw —T = 14#,1p.
(3) A € um A-bimodulo somando direto de A#,H.
(4) Existe c € A tal que Y xicy; = 14.
(5) Eziste c € Co(AZL) tal que > zicy; = 14.

Demonstracao. Como A é uma extensao H*-Galois parcial de AZ, temos pelo
Teorema 3.1.5, que [, ] é sobrejetora e portanto injetora, pois (id®86)o 3 =[]
onde 0 : H* — H dada por 0(h*) =t — h* = > h*(t1)t2 é um isomorfismo
de H*-médulos de Hopf a direita e 8 : A @48 A — A® H*, dada por
fa®Db) = abi) ® b1y é uma bijecao.

(1) = (2) Sejam Y a;, ® b; € A®u A o idempotente de separabilidade
de A sobre AL e w = Y [a;,b;] € A#,H. Entdo, w € Cay, u(A) pois, para
qualquer a € A,

(ZZCL,@Z)Z:ZG(ZZ@bl:ZCLl@bZa:(ZCL,@bZ)CL

e aplicando [,] temos a > [a;, b;] = > [a;, b;]a. Considere 0 # T € H* tal que
T = 07'(1y). Observemos que T' é uma integral a direita de H*, pois para

qualquer h* € H* temos

Th* = 0 '(Amh*=0""1g = h*) =0 (h*(1g)ly) =0 ey (R*)1y)
= 9_1(1}]5]{* (h*)) = 9_1(1}])5[{* (h*) = TéH*(h*)
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Com isso,

lai,bi] == T = a;th; — T
[(aiftaln)(Lat#ary, ) (bi#alu)] — T
(ai(ty - bi)#ats) = T

a;i(ty - b)#a(ta = T)

a;(ty - by)#aT (t2)ts

a;(ty - bi)#aT (t2) 1

a;(T(ta)ty - b)) #aly

a;(t — T)oi#aly

a;ibi#oly = 1a#F#aluy.

MMMMMMMMM

Da tltima igualdade decorre imediatamente que ) a;b; = 14.

(2) = (1) Seja >_a; @ b; = [,] *(w). Entdo, como w € Cuy, m(A) temos

aw = wa,Va € A, logo

L™ aw) = [ (wa) = Saa, 0 b= 3 a9 ba,

ede w — T = 144,11y obtemos Z a;b; ® 1y e consequentemente Z a;b; =
i i
14.
Portanto, A é uma extensio separavel de AZ.

(5) = (4) Obvio.

(4) = (1) Mostremos que Y _ z;c®y; é o idempotente de separabilidade que
procuramos. De fato, temos que > x;cy; = 14 por hipdtese e consequente-
mente a Y x;cy; = > axicy; = aly = 1aa = (D zcy;)a =Y x;cy;a. Decorre
agora dessa tultima igualdade e de [10, Remark 0.13(b)] que ) az;c ®@ y; =

Sz @ y;a, para todo a € A. Portanto A é uma extensao separdvel de AL
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(1) = (5) Seja Y a; ® b; um idempotente de separabilidade e tome ¢ =
Y- aj(t-b;). Note que > za; ® b; = > a; ® bjx para qualquer z € A. Em
particular temos, (ids @7 (t))(D_ xia; ®b;) = (ida®@7(t))(D_ a; @b;x;) 0 que
implica > x;a;(t - b;) = > a;(t - (bjz;) e assim

Zmicyi = leajt bj) Zajt bjx;) Zaj(Zt-(bj:Ei)yi)
- Z SO by —Z% 2_ bl )
— Zaj Zmz,yl])zlfl.

Resta-nos mostrar que ¢ € C4(AZ). De fato, seja a € AL entdo

Zaaj(t-bj) = Zajt bja) Z i(t1-05)(t2 - a)

J Jit

= Zaj 9+ la)a= Zaj(t-bj)a.

J

(1) < (3) Pelo Teorema 1.1.2 temos que A é uma extensao separavel de
AH se e somente se A é um A-bimédulo somando direto de A ® 4z A. Como
A é uma extensio H*-Galois parcial de AZ se e somente |[,] é sobrejetora e
portanto injetora, temos que A @ 4z A ~ A#,H como A-modulos. Portanto,
A D AH ¢ separavel se e somente se A é um A-bimédulo somando direto de
A# H ~ AQR@yu A. O

3.2 Extensoes Galois-Azumaya-Hopf Parciais

Nesta secao estudaremos algumas relagoes entre extensoes de Galois-Hopf
parciais e o produto smash parcial A#,H. Com esse intuito vejamos o

seguinte lema.
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Lema 3.2.1. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A um H-mddulo dlgebra parcial

a esquerda. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) C(A#.H) C A
(2) C(A#.,H) =C(A)n AZL
Demonstragao. (1) = (2) Tome x € C(A#.,H) C A. Logo z comuta com

qualquer elemento de A bem como com qualquer elemento de H e assim,

x € C(A). Mostremos que x € AZ. Tome h € H qualquer. Notemos que,

D (- la)a#tahs = D w((hy - La)#ahs)

hy - 14)#ohs)x

hy - 1a)#faha) (29 aln)
= Z hy - 1a)(hy - x)#ahs

= > - a#ahs.

(
(

Aplicando I ® € em ambos os lados obtemos

(I®en) Y ((hi-1a)atahs) = T @en) (> hi - v#ahs)
= Y (m-l)z@ey(hy) =Y hi-z@ep(hy)

Z(5H(h2)h1 )z @ 1 = ZﬁH(h2)h1 cx @ 1k

(h-1lp)z@1x=h-z® 1\

(h-1la)x=h-x

e AR,

LU

Reciprocamente, sejam 2z € C(A) N AL a € Ae h € H. Entao,

(a#tah)t = (atah)(@#oln) = a(hy - )#ahe =Y a(hy - 1a)z#ahs
= Y za(hy - 1a)#ahs = 2 a(hy - 1a)#ahs)
= x(a#ah)(lA#alH) = x(a#ah)‘
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Portanto, C(A#.,H) = C(A) N AZL,
(2) = (1) E imediato que C(A#,H) = C(A)N AL C A O

Lema 3.2.2. Se A#,H é um C(A#,H)-mddulo projetivo finitamente gerado
e C(A#.,H) C A, entio A é um C(AF#.H)-mddulo projetivo finitamente

gerado.
Demonstragao. Seja {m;, f;} a base dual de A#,H sobre C(A#,H), ou seja,
para qualquer z € A#,H temos r = Zfz(x)m, Seja m; = Zaij#ahj,

j=1
onde n = dimyH e {h;} é uma base de H sobre k, com h; = 1y. Para

qualquer a € A,

a=a#oly = Y mifila) =Y (3 ai#ahy)fila)
- iZ(aij#al;)(lj#ahj)fi(a>
— ii(%#am)ﬁ(a)(u#ahj)
- ii@j fila)#alm)(La#ah;)

= D> O ayfila)#ahy.

i 7
Como hy = 1y, temos a = Z@nfi(a)- Entao, {a;, f;} forma uma base

dual para A sobre C(A#.H) . O

Para o que se segue assumiremos que a igualdade 3.1.1 vale e portanto

que todas as afirmacoes do Teorema 3.1.5 sao equivalentes.
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Teorema 3.2.3. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) A#.H é uma dlgebra de Azumaya, A € um A-bimddulo somando direto
de A#,H e C(A#,H) C A.

(2) A#.H ¢é uma extensao Hirata-separdvel de A e A € separdvel sobre

C(A)N AZ,

(3) A € uma extensio H*-Galois parcial e separdvel sobre AL, AEL ¢ uma

dlgebra de Azumaya e C(A) N AZL = C(AE).

Demonstragao. (1) = (2) Como A#,H é Azumaya sobre C(A#,H) C A e
A é um A-bimédulo somando direto de A#,H, entao pelo Teorema 1.1.19,
A é uma extensao separavel de C(A#,H) e A#,H é uma extensao Hirata-
separdvel de A. Mas pelo Lema 3.2.1 C(A#.,H) = C(A) N AL, portanto A

é uma extensao separavel de C'(A) N AL

(2) = (3) Procederemos em etapas.

Etapa 1: A ¢ uma extensao H*-Galois parcial de A2

Como A#,H ¢é Hirata-separdavel sobre A e A é um gerador como A-
moédulo a esquerda, entao pelo Lema 1.1.14, A é um gerador como A#,H-
modulo a esquerda. Sendo assim, pelo Teorema 3.1.5, A é uma extensao
H*-Galois parcial de AZ.

Etapa 2: A é uma extensdio separdvel de AL
Como A é uma extensao separdvel de C'(A) N AZ e A ¢ um AZ-mddulo a
direita projetivo finitamente gerado (pelo Teorema 3.1.5) segue pelo Teorema
1.1.17 que A é uma extensao separavel de AL,

Etapa 3: A#,H é Azumaya sobre C(A) N AZ (ou seja (1) = (2)).

Comecemos por observar que extensoes Hirata-separaveis sao, em particu-
lar, separdveis (Teorema 1.1.15). Logo, pela transitividade da separabilidade
(Proposigao 1.1.21) segue que A#,H é separéavel sobre C'(A) N AZ. Notemos
que pelo Teorema 3.1.5 existem x;, y; € AR 4u A tais que Z[mz, vil = La#alny

7
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e sabendo que A é uma extensao separavel de AL temos que A é um A-
bimddulo somando direto de A#,H (Teorema 3.1.6). Além disso, A#.,H
é uma extensao Hirata-separavel de A. Portanto, pela Proposicao 1.1.13,
A = Cyy, n(A). é uma extensao separavel de C(A#,H) e Cap n(A) = A
E mais,

C(A#.H) C Cay, (D) = A,

donde segue C(A#.,H) = C(A) N AZ, pelo Lema 3.2.1.

Etapa 4: F := Endcag.m)(A) € uma C(A#H)-dlgebra de Azumaya.

Decorre da etapa 3 e do Teorema 1.1.7 que A#,H é um C(A#.H)-
modulo projetivo finitamente gerado e pelo Lema 3.2.2 temos que A é proje-
tivo finitamente gerado como C(A#,H )-médulo. Portanto £ é uma C(A#.H)-
algebra de Azumaya pela Proposigao 1.1.8

Etapa 5: Cr(A#.H) é uma C(A#,H)-dlgebra de Azumaya.
Decorre da etapa 2 e do Teorema 1.1.12.

Etapa 6: Cp(A#,H) = Enday, n(A) ~ (AZ)r,

A primeira igualdade é imediata e o isomorfismo decorre do Lema 1.4.4 .

Etapa 7: AZ ¢ uma C(A) N AZ-dlgebra de Azumaya.

Decorre imediatamente das etapas 5 e 6.

Etapa 8: C(A) N AL = C(AL).

Decorre imediatamente da hipotese sobre A e das etapas 3 e 6.

(3) = (1) Pelo Teorema 3.1.5 segue que A#,H ~ End(Aju) e A é
Af_médulo a direita projetivo finitamente gerado. Além disso, decorre do
Teorema 1.1.7, AL é um C(AX)-gerador projetivo finitamente gerado. Por-
tanto, Endcany(A) é uma dlgebra de Azumaya, conforme Proposicao 1.1.8.
Finalmente, End(Au) = CEndc(Ag)(A)(AH>‘ De fato, basta observar que
End(A ) é uma subdlgebra de Endo(am(A) e um (A2, AZL)-bimédulo via
as agoes definidas como em 2.1.1(3) = (1). Portanto, pelo Teorema 1.1.12
segue que A#,H é uma dlgebra de Azumaya e C(A#,H) = C(AZ). Decorre
do Teorema 3.1.6 que A é A-bimoédulo somando direto de A#,H. OJ
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Definigao 3.2.4. Se A é um H-mdédulo algebra parcial a esquerda e satisfaz
uma das condigoes do Teorema 3.2.3, entao A é dita uma eztensao Galois-
Azumaya-Hopf parcial de AH, ou simplemente uma extensao H*-Galois-

Azumaya parcial de AL

3.3 Correspondéncias de Galois para Extensoes

Galois-Azumaya-Hopf Parciais

Nesta secao estabelecemos correspondéncias de Galois para extensoes Galois-

Azumaya-Hopf parciais.

Lema 3.3.1. Seja A uma extensdo H*-Galois Azumaya parcial de AL, Se-
jam' Y uma C(A#H)-subdlgebra separdvel de AL ¢ Y' = C4(Y). Entdo
Y’ € uma extensio H*-Galois Azumaya parcial de (Y')L e é separdvel como
uma C(A#,H)-subdlgebra de A.

Demonstracdo. Procederemos em etapas.

Etapa 1: Y = Cuyu u(Y) € uma estensio separdvel de C(A#.,H) e
Cap.u(Y") =Y.

Comecemos por observar que, pelo Teorema 3.2.3, A#,H é uma C(A#,H )-
algebra Azumaya. Considerando Y como uma C'(A#,H )-subélgebra separavel
de A#, H (AL ~ AR 1y — A#.H) temos que V" = Cuy g(Y) é
uma C(A#,H)-subdlgebra separavel de A#,H e Cap n(Y") = Y, pela
Proposicao 1.1.12.

Etapa 2: Y’ é H-invariante e Y =Y'#,H.

Sejam x € Ca(Y) =Y h e HebeY C AL Entao:

(h-z)b = (h-(zla)b= (h1-z)(ha-1a)b =Y (hy-x)(hy-b) = h- (xb)
= he(bx) =) (b1 b)(ha-x) =Y b(hy-1a)(ha- ) = b(h-x).

Além disso, dados b € Y e Y a;#ahi € Cag, u(Y), onde {h;} é uma base

71



de H sobre k e a; € A, temos:

D baittahi = b)Y aittahi) = (O aittahi)b
= Zai(hil ’ b)#ahiz - Z aib(hh ’ 1A)#ahi2
= O aibtahi)(Lataln) = > aib#ahi.

Sendo assim, ba; = a;b para qualquer i, isto é, a; € Y'. Entao:
> aittahi € Y'#HH =Y CY'#,H.

Reciprocamente, dados > b;j#.h; € Y'#,H, temos

yOO bi#tahi) = > ybi#tahi = Y biy#ahi
= O biy#ahi)Lattalu) =Y biy(hia - La)#ahi,
= D bilhi - y)#ahi, = (D biftahi)y,

ou seja, »_ bi#.h; €Y.
Etapa 3: Cay, y(A%) = CA(AD)#,H e Cayon(Cap u(ARL)) = AR,
Decorre da Etapa 2, tomando Y = A do Teorema 3.2.3 e do Teorema
1.1.12.
Etapa 4: Y’ € um Y'-bimddulo somando direto de Y.
Como A é um somando direto de A#,H, segue da Proposicao 1.3.11 que

existe um elemento ¢ € Cqx, g(A) de trago 1. Entretanto,
Cagari(A) C Cagon(A") = Ca(A™) C Cu(Y)#oH =Y.

Assim, ¢ € Y” e pela Proposi¢ao 1.3.11 aplicada a Y” O Y’ obtemos o
afirmado.
Etapa 5: Y ¢ uma dlgebra de Azumaya e C(Y") CY".
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Decorre da etapa 3 e do Teorema 1.1.9, aplicado & AZ, que

CA#aH<CA(AE)#aH) = CA#QH(CA#QH(AH)) = A",
Além disso, como Cp(AZL)#,H C Cy(Y)#.H = Y'#,H temos

C(Ca(Y)#uH) C Cay u(Ca(Y)#.H)

Disto decorre que C(Y'#,H) C Cuu(Y) C Ca(Y) = Y’'. Logo, pelo
Lema 3.2.1 e pela etapa 1 temos que Y” é uma algebra de Azumaya.

Etapa 6: Y’ ¢ uma extensao H*-Galois-Azumaya parcial de (Y')Z.

Decorre das etapas 4, 5 e do Teorema 3.2.3.

Etapa 7: Y/ é uma C(A#,H)-subdlgebra separdvel.

Novamente pelo Teorema 3.2.3 temos que Y’ é uma extensao separavel
de C(Y'#,H). Da etapa 1 temos que Y'#,H é uma extensao separavel de
C(A#4,H), logo pelo Teorema 1.1.3 C(Y'#,H) é uma extensao separavel de
C(A#,H). Finalmente, pela transitividade de extensoes separaveis temos

que Y’ é uma C(A#,H)-subélgebra separavel. O

Lema 3.3.2. Sejam A uma extensio H*-Galois-Azumaya parcial de AZL e
W um subanel de A contendo Cx(AZL). Se W ¢é uma extensao H*-Galois-
Azumaya parcial e separdvel sobre C(A#,H), entdo existe uma C(A#.H)-
subdlgebra separdvel Y de AZ tal que W = Cu(Y) e Y = Cyuu(W).

Demonstracao. Procederemos por etapas.

Etapa 1: W#,H ¢é uma dlgebra de Azumaya e C(W#,H) = C(W) N
W = (Wi,

Decorre imediatamente do Teorema 3.2.3.

Etapa 2: W#,H ¢ uma extensao separdvel de C(A#,H).
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Comecemos por observar que pelo Teorema 3.2.3, W+#,H é uma extensao
Hirata-separdvel de W, que em particular é uma extensao separavel (Teorema
1.1.15). A afirmacao segue da hipétese sobre W e do Teorema 1.1.21.

Etapa 3: Cap,u(W#.H) é uma C(A#.H)-subdlgebra separdvel de
A#oH e Cap ot (Capou(WHoH)) = WH,H.
Decorre das etapas 1, 2 e do Teorema 1.1.12.
Etapa 4: Cay, n(WH#.,H) C AZL.

De acordo com a prova do Lema 3.3.1, temos que Cy(AZL) é H-invariante,
Capon(AZ) = Ca(ADY#,H e Cay y(Cay, n(AL)) = AL Também temos
por hipétese que C'q(AZ), que implica que Cay, g(AL) C WH#,H. Portanto,
Cagpoat WHoH) C Cagporr(Cagom(AL) = AL

Denotemos por Y := Cuy, u(W#.H).

Etapa 5: W = Cu(Y).

Decorre da etapa 4 e da prova do Lema 3.3.1 que Cag, g (Y) = Ca(Y)#.H,
logo WH#.H = Cap on(Cap . ut(WH#HoH)) = Cap u(Y) = Ca(Y)#.,H. Por-
tanto W = C4(Y).

Etapa 6: Y = Cu(W).

Como Y C A temos YV = Cay,g(W#.H) C Cuu(W). Além disso,

Car(W) CCru(WH#H,H) C Cap.u(WH.,H) =Y, ousejay = Cyuu(W). O

Teorema 3.3.3. Suponha que A € uma extensao H*-Galois Azumaya parcial
de AL, FEntdo existe uma correspondéncia um a um entre o conjunto das
C(A4,H)-subdlgebras separdveis Y de AL e o conjunto das extensoes H*-
Galois Azumaya parciais W contendo C (AL e separdveis sobre C(A#oH)
dada por'Y £ CA(Y) com inversa W & Cau(W).

Demonstragdo. Seja Y uma C(A#.H)-subdlgebra separdvel de AZ. Entao,
f(Y) = Ca(Y) é uma extensdo H*-Galois Azumaya parcial contendo Cy(AXL)
e separavel sobre C'(A#,H), pelo Lema 3.3.1. Observe que a sobrejetividade

de f é dada pelo Lema 3.3.2. Ja para mostrar a injetividade de f, basta
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mostrar que Cau(C4(Y)) =Y para qualquer Z-subalgebra separdvel de AL,
Claramente, Y C C4u(C4(Y)). Por outro lado,

Cuu(Ca(Y) C Capou(Ca(Y)#oH) = Capu(Cap,u(Y)).

Como A#,H é Azumaya sobre C(A#,H) e Y é uma C(A#,H)-subalgebra
separavel de A#,H, decorre do Teorema 1.1.12 que Cap, g (Cap.u(Y)) =Y.
E assim, Cyu(Ca(Y)) =Y. O

Teorema 3.3.4. Suponha que A ¢ uma extensao H*-Galois Azumaya par-
cial de AZL. Entdo existe uma correspondéncia um a um entre o conjunto
das C(A#H)-subdlgebras separdveis D de A contendo AZL e o congunto das
C(A#H)-subdlgebras separdveis E de C4(AZL) dada por D £ Cp(AL) com

. g
inversa E v AZE.

Demonstragao. Procederemos por etapas. Seja D uma C(A#, H )-subélgebra
separével contendo A

Etapa 1: D € uma extensdao separdvel de C(A) e C(A) é uma extensao
separdvel de C(A#.H).

Decorre da hipétese sobre D e do Teorema 1.1.3.

Etapa 2: AL ®c(ap.m C(D) é uma C(D)-dlgebra de Azumaya.

Segue do Teorema 3.2.3 que AL é uma C(A#,H)-dlgebra de Azumaya e
assim pelo Lema 1.1.10 temos que A% @c(ag,my C(D) é uma C(D)-dlgebra
de Azumaya.

Etapa 3: AZLC(D) ¢ uma C(D)-dlgebra de Azumaya.

A afirmagao segue do isomorfismo de dlgebras p1: AL @ciap,m C(D) —
AEC(D).

Etapa 4: Cp(AZC(D)) é uma C(D)-dlgebra de Azumaya.

Decorre das etapas 1 e 3 e do Teorema 1.1.12.

Etapa 5: D = AZCp(AZ).
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Notemos que Cp(AZC(D)) = Cp(AZ) e novamente pelo Teorema 1.1.12

temos

D ~ AHC(D)®cp) Cp(ALC(D)) = ALC(D) ®@c(p) Cp(AH)
~ ARC(D)Cp(A) = AfLCp (A,

Etapa 6: A aplicagio D o, Cp(AE) estd bem definida.

Das etapas 1 e 4, juntamente com o Teorema 1.1.21 segue que C’D(Aﬂ)
¢ uma extensdo separavel de C(A#,H). Logo, f(D) = Cp(AZL) é uma
extensdo separdvel de C(A#,H). Observemos ainda que Cp(AZC(D)) =
Cp(AE) obviamente, portanto f estd bem definida.

Etapa 7: A aplicacio E > AZLE estd bem definida.

Seja E uma C(A#,H)-subélgebra separdvel de C4(AZ) e defina g(E) =
AZE. Como AZ é C(A#.H)-separdvel temos AL @c(ap, i) E é C(A#H)-
separdvel. Desde que AZE = u(AL®E) éimagem homomoérfica de
AL @cag.my E segue que ALE é C(A#,H )-separdvel. Como AL C AZE
segue que g esta bem definida.

Etapa 8: f e g sdo inversas uma da outra.

E imediato da etapas anteriores que g(f(D)) = g(Cp(AZ)) = ALCH(AR) =
D. Além disso,

fg(B) = fARE) = f(AT ®owm) E) = Cangpn(AT)
= Cunggpp(AL ®om) C(E)) = Can(AL) @) Cu(C(E))
= C(AY) ®@cp E=C(AHE=F,

onde a ultima igualdade decorre do fato que C(AL) = C(A#,H) C E. O
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