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RESUMO

Este estudo nasceu do interesse do autor pela area de algebra, em especial, pela teoria de grupos.
A motivacdo central por trds deste estudo é a convicgdo de que 0s conceitos de simetria podem
ser uma introducdo cativante a uma “matematica nova”, especialmente no caso em que
queremos fugir um pouco dos aspectos relacionados a célculos aritméticos. Assim sendo, nos
debrucamos a seguinte pergunta diretriz para esta pesquisa: “Quais significados matematicos
sdo produzidos por alunos do ensino basico ao explorarem 0s conceitos de simetria e
composicao?”. Mais precisamente, objetiva-se neste trabalho analisar os dados obtidos apos
aplicar uma sequéncia didatica que trate dos seguintes assuntos: simetria, composi¢do e
conceitos iniciais da teoria de grupos. A pesquisa adota uma abordagem qualitativa, focando na
andlise de dados gerados a partir de didlogos anotados em um caderno de campo e as respostas
dos participantes durante as atividades. Estes dados sdo examinados pela ética do Modelo dos
Campos Semanticos (MCS). Além disso, toda a pratica de pesquisa é fundamentada na
abordagem Inquiry-Based Learning (IBL). O estudo foi conduzido com uma turma do oitavo
ano do ensino fundamental na escola Dolores Alcaraz Caldas, localizada em Porto Alegre/RS.
Durante as atividades, os participantes foram desafiados a explorar as simetrias do triangulo
equilatero e a composicdo entre estes elementos utilizando um material manipulavel.
Posteriormente, foram apresentadas as defini¢fes iniciais da teoria de grupos, e eles foram
estimulados a conectar suas descobertas anteriores com a estrutura algébrica recém-
apresentada. Os resultados da pesquisa revelaram que alguns alunos conseguiram construir uma
compreensdo sélida dos conceitos apresentados. Além disso, destacou-se seu
comprometimento, sua interacdo colaborativa e a construcdo coletiva do conhecimento. Este
trabalho destaca a relevancia da abordagem IBL, especialmente quando combinada com o MCS,
ndo apenas para o estudo de grupos e simetria, mas também como uma abordagem viavel para
introduzir conceitos ndo tradicionais de matematica no ensino bésico. Além disso, fornece um
exemplo concreto de como inserir tpicos menos convencionais no curriculo escolar.

Palavras-chave: Modelo dos campos semanticos. Inquiry-Based Learning. Simetria. Grupos.
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ABSTRACT

This study emerged from the author's interest in the field of algebra, particularly group theory.
The central motivation behind this study is the belief that symmetry concepts can provide an
engaging introduction to a “new mathematics,” especially when wanting to move away from
arithmetic calculations. Therefore, we pose the following guiding question for this research:
“What mathematical meanings are produced by elementary school students when exploring the
concepts of symmetry and composition?”” More precisely, the objectives of this work are to
analyze the data obtained after implementing a didactic sequence that addresses the following
topics: symmetry, composition, and initial concepts of group theory. The research adopts a
qualitative approach, focusing on analysis of data generated from annotated dialogues in a field
notebook and participants' responses during activities. These data are examined through the
view of the Model of Semantic Fields (MSF). Beyond that, the entire research practice is
grounded in the Inquiry-Based Learning (IBL) approach. The study was conducted with an
eighth-grade class at Dolores Alcaraz Caldas School in Porto Alegre/RS. During the activities,
participants were challenged to explore the symmetries of the equilateral triangle and the
composition of these elements using manipulative materials. Subsequently, we presented the
inicial definitions of the group theory, and they were encouraged to connect their earlier
findings with the newly introduced algebraic structure. The research results revealed that some
students were able to build a solid understanding of the presented concepts. Furthermore, their
commitment, collaborative interaction, and collective knowledge construction stood out. This
work highlights the relevance of the IBL approach, especially when combined with MSF, not
only for studying of groups and symmetry but also as a viable approach to introduce non-
traditional mathematics concepts in elementary education. Additionally, it provides a concrete
example of how to insert less conventional topics into the school curriculum.

Keywords: Model of Semantic Fields. Inquiry-Based Learning. Symmetry. Groups.
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1. INTRODUCAO

A principal motivacdo a construcao deste trabalho foi meu gosto particular pela area de
algebra, mais especificamente pela teoria de grupos. O primeiro contato que tive com o assunto
foi por meio do meu primeiro ano de iniciagdo cientifica, em que estudei um pouco de algebra
para entender alguns resultados importantes da teoria de nimeros.

A ideia de trabalhar os grupos de simetria se d& ao fato de que quando eu mesmo fui
aprender sobre a teoria, esses mesmos grupos foram os introdutorios. Entendo também a
importancia de trabalhar esse tema, uma vez que trabalhariamos com uma matemaética diferente
da normalmente proposta na escola, que estd mais vinculada a ideia de fazer calculos
aritméticos.

A partir dos grupos de simetria, podemos apresentar aos estudantes uma “matematica
nova” e também motivamos o desenvolvimento do pensamento algébrico. Por fim, a intengao
de trabalhar um conteddo que ndo é obrigatorio no curso de licenciatura em matematica da
UFRGS e que formalmente nao faz parte do curriculo do ensino basico, é que o mesmo nao
necessita de conceitos complexos concebidos a priori pelo estudante; dessa forma, ndo €
necessario que os alunos tenham uma grande “maturidade matematica”.

Ao refletir sobre a ideia e leituras realizadas acerca do tema, apresentamos a pergunta
diretriz desta pesquisa: Quais significados matematicos séo produzidos por alunos do ensino
basico ao explorarem os conceitos de simetria e composi¢cao?

A pesquisa visa analisar qualitativamente os dados produzidos por meio de dialogos
registrados no caderno de campo e escrita dos alunos nas folhas das atividades. Estes dados
foram analisados sob o olhar do Modelo dos Campos Semanticos (MCS) e toda a pratica da
pesquisa foi baseada na abordagem Inquiry-Based Learning (IBL).

O publico-alvo da pesquisa foram alunos do oitavo ano do ensino fundamental da escola
Dolores Alcaraz Caldas, situada no municipio de Porto Alegre/RS. A prética foi realizada no
laboratério de Matematica da escola e contou com 14 participantes. Dentre 0s materiais
utilizados durante as atividades, destacam-se as atividades | e I1, e os triangulos equilateros em
MDF (ver apéndices A, B e E, respectivamente).

Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), o desenvolvimento do pensamento
algébrico ¢ a principal finalidade para a unidade de algebra para o ensino fundamental. Diante
disto, o presente trabalho busca desenvolver a habilidade algébrica de construcdo e
generalizacdo de um objeto matematico a partir de um objeto material. A importancia de

trabalhar o conceito de simetria, também esta presente no mesmo documento:
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“QO estudo das simetrias deve ser iniciado por meio da manipulacdo de representacfes
de figuras geométricas planas em quadriculados ou no plano cartesiano, e com recurso
de softwares de geometria dindmica” (BNCC, 2018, p.272).

Cabe ressaltar que mesmo que o topico de simetria esteja posto na area de geometria na
BNCC, buscamos apresenté-lo por meios algébricos. Desta forma, a escolha de trabalhar com
grupos de simetria e utilizando tal material se da pela facilidade de compreenséao de objetos ja
conhecidos pelos estudantes. Por sua vez, o IBL se justifica pela sua abordagem, uma vez que
a questdo central é entender como os estudantes conseguem construir significados matematicos
a partir de um determinado contexto. E, a partir disso, correlacionar os conceitos entendidos a
algo ja existente, que neste caso sao as defini¢des iniciais da teoria de grupos.

Além disto, a necessidade do desenvolvimento algébrico em alunos ainda no ensino
béasico é indispensavel segundo Blanton; Kaput (2005). Mais ainda, na p. 413, eles categorizam
0 pensamento algébrico em quatros formas:

“a) o uso da aritmética como um dominio para expressar e formalizar generalizages
(aritmética generalizada); b) a generalizacdo de padrdes numéricos para descrever
relagdes funcionais (pensamento funcional); c) a modelagem como um dominio para

expressar e formalizar generalizagGes; d) a generalizacdo de sistemas matematicos
abstraidos de calculos e relagdes”(BLANTON;KAPUT, 2005, p.413, traducdo nossa).

Dito isto, o presente trabalho esta relacionado mais com a quarta forma, pois a partir da
abordagem IBL, os alunos serdo capazes de fazer generalizacGes acerca de sistemas
matematicos que podem ou nao estar representados no mundo fisico.

Por fim, o texto estd organizado em seis capitulos. O primeiro é voltado para a revisdo
bibliogréafica utilizada. Nele sdo discutidos trabalhos e artigos académicos que servem de
inspiracdo para as principais ideias apresentadas ao longo de todo o texto.

No segundo capitulo é vista a parte matematica do trabalho, o que inclui as definicdes de
simetria, as simetrias do quadrado e triangulo equilatero, e, por fim, uma breve introducdo a
teoria de grupos com alguns exemplos. Cabe destacar que este capitulo esta escrito mais
formalmente do ponto de vista matematico. No entanto, claramente este formato ndo foi
mantido durante a parte pratica da pesquisa, como pode ser atestado pelas apresentacoes | e Il
(ver apéndices C e D).

O terceiro capitulo tem o objetivo de apresentar para o leitor os principais aspectos dos
referenciais tedricos desta pesquisa, que sdo o IBL e 0 MCS.

O quarto capitulo trata da abordagem metodolégica da pesquisa, detalhando o seu carater
qualitativo, especialmente no contexto do estudo de caso atual. Além disso, este capitulo

delineia os aspectos cruciais relacionados ao “como”, “onde”, “quem” e “tempo de duracdo” da
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pesquisa, com o objetivo de proporcionar uma exploracdo abrangente destes elementos-chave.
Jano quinto capitulo, fazemos a analise dos dados obtidos durante a pesquisa. Esta analise
é realizada sob a otica do MCS, com o intuito de entendermos como se deu a producdo de
significados dos alunos.
Por fim, no sexto capitulo, sdo discutidas as consideracBes finais. Entre elas,
apresentamos uma sintese de toda a pesquisa e relatamos aspectos pertinentes da andlise de

dados, importancia para futuras pesquisas, desafios e aprendizados.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Para a construcdo deste trabalho, utilizamos como revisdo de literatura inicialmente dois
Trabalhos de Conclusdo: o primeiro do Mestrado Profissional em Matematica (PROFMAT) e
0 segundo do Curso de Licenciatura em Matematica, ambos da Universidade Federal de Santa
Catarina (UFSC).

Estes dois trabalhos foram inspiradores no sentido de que me mostraram que era possivel
desenvolver uma pratica que envolvesse 0s conceitos de simetrias e de grupo no ensino basico.

O primeiro ¢ intitulado “Uma breve introdugdo a teoria de grupos” de Souza (2014). Este
trabalho teve um papel importante, pois o autor apresenta a teoria de grupos de uma forma mais
acessivel, o que torna este assunto mais factivel de ser trabalhado com os participantes da
pesquisa.

Ja com o segundo, “Ornamentos e Grupos” de Borges (2003), foi possivel aprender mais
sobre o0 conceito de simetria em si, que é, de certa forma, o objeto central do estudo. Este
segundo trabalho também apresenta um excelente material introdutério a parte inicial da teoria
de grupos.

Outros referenciais relacionados ao conteldo matematico aparecem na Se¢do 3. Estes
foram utilizados para trazer um pouco mais de robustez matematica para as definicdes
apresentadas naquela parte.

Para compor a parte pedagdgica da revisao de literatura, foram utilizados dois artigos
relacionados ao desenvolvimento do pensamento algébrico.

O primeiro deles se chama “A historia da algebra e o pensamento algébrico: correlacées
com o ensino” de Coelho; Aguiar (2018). Neste artigo estdo presentes algumas consideracfes
tedricas acerca do desenvolvimento tanto da algebra como do pensamento algébrico; em
particular, como o desenvolvimento da algebra pode e deve estar presente no processo de ensino
da algebra.

O segundo artigo, “Characterizing a Classroom Practice That Promotes Algebraic
Reasoning” de Blanton; Kaput (2005), traz consideragfes acerca de um estudo de caso. Seu
objetivo foi explorar de que formas e em que medida uma professora era capaz de construir uma
sala de aula cuja prioridade fosse o desenvolvimento de habilidades de raciocinio algébrico. A
pesquisa teve duracdo de um ano e a partir disso os autores fizeram algumas consideracgdes
acerca do impacto na capacidade dos alunos raciocinarem algebricamente. Para tal analise 0s
autores utilizaram da diversidade de tipos de raciocinio algébrico, sua frequéncia e método de

integracéo.
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Por fim, os dltimos dois artigos analisados estdo relacionados diretamente com o
referencial tedrico da pesquisa que sdo o Inquiry-Based Learning (IBL) e 0 Modelo dos Campos
Semanticos (MCS).

O primeiro deles é “An Inquiry-Oriented Approach to Span and Linear Independence:
The Case of the Magic Carpet Ride Sequence” de Wawro; et al, (2012) e esté relacionado com
o0 IBL. Neste artigo, os autores buscam construir alguns conceitos iniciais de algebra linear a
partir de um contexto ladico, o qual eles chamam de “Magic Carpet Ride”.

O objetivo do trabalho é que os participantes, a partir do contexto ludico apresentado,
facam discussdes em grupos e busquem reinventar 0s conceitos de subespaco gerado,
dependéncia linear e independéncia linear; a ideia geral é trabalhar em um ambiente no qual o
aluno possa resolver os problemas propostos e seja capaz, a partir das solucdes, de criar as
defini¢bes formais. O grande acréscimo que ganhei ao ler este trabalho se da ao fato de que o
objetivo da minha pesquisa € muito similar ao proposto pelos autores.

Ja o0 segundo, “O Modelo Tedrico dos Campos Semanticos: Uma andlise epistemoldgica
da algebra e do pensamento algébrico” de Lins (1994), tem como objetivo principal estabelecer
uma analise epistemoldgica com foco na algebra e no pensamento algébrico. O autor argumenta
que usar ou aplicar algebra difere do pensamento algébrico e que este tltimo é apenas uma das
varias maneiras de atribuir significado a algebra.

O ponto central da discussé@o sé@o os diferentes modos de produzir significados (campos
semanticos) para um mesmo objeto, que neste caso é a algebra. Para fundamentar seu
argumento, o autor se apoia no MCS, abordando alguns de seus aspectos. Além disso, o artigo
também explora as implicacGes desse estudo para o contexto da sala de aula.

Este ultimo trabalho apresenta um grande alicerce teérico, cuja importancia fica
evidenciada na etapa de analise de dados, uma vez que a presente pesquisa se compromete em
entender as respostas e ndo meramente a relatar se esta certo ou errado; desta forma, aquilo que

0 autor considera como significado é imprescindivel para a nossa analise.
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3. SIMETRIA E TEORIA DE GRUPOS

Esta secdo tem por objetivo ser uma secédo de preliminares da parte matemética envolvida
durante todo o trabalho. Mais precisamente, vamos discutir os tépicos de simetrias — com
énfases nas simetrias do triangulo equilatero e do quadrado — e 0s conceitos iniciais da teoria
de grupos na direcdo da construcéo dos grupos de simetrias dos poligonos supracitados.

Para esta secéo a referéncia principal foi Bovo; Santos (2004).

3.1 Simetria

Para este trabalho, a nocdo de simetria € primordial. Contudo apenas definir o que
entendemos por simetria ja ndo é uma tarefa facil de ser realizada, como ja afirma Coutinho
(2014):

A nocdo de simetria é relativamente dificil de descrever com precisdao. Imagine que
vocé fecha os olhos enquanto aplico alguma transformacéo a figura. Se, abrindo os

olhos, vocé ndo for capaz de dizer se fiz alguma coisa a figura ou nédo, entdo esta
transformacdo é uma simetria. (COUTINHO, 2014, p. 135).

Para fins deste trabalho vamos usar a defini¢cdo de simetria que consta em Bovo; Santos
(2004, p. 7). Antes de enuncia-la, recordemos alguns conceitos necessarios. Cabe ressaltar que
algumas definicGes aqui dadas poderiam ser consideradas em ambientes mais abrangentes; no
entanto, restringimo-nos a estas versdes tendo em vista 0 contexto core deste trabalho.

Considere V 0 espaco R? ou R3. Definimos uma figura como qualquer subconjunto X de
V. Como V possui uma funcdo distancia usual (a proveniente da norma euclidiana || . ||E),
podemos restringi-la a figura X, obtendo assim a métricad: X X X - R, d(x,y) = ||x -yl |E,
parax,y € X.

Seja X uma figura e tome f: X — X uma aplicacdo. Dizemos que f é uma isometria se
ela preserva distancias, ou seja, se d(f(x),f(y)) = d(x,y) paratodo x,y € X. Note que toda
isometria f € injetora. De fato, se f(x) = f(y),entdo 0 = d(f(x),f(y)) = d(x,y), 0 que nos
diz que x = y. Entretanto, nem toda isometria é sobrejetora, pois, considerando X = [0, ), a
translacdo g: X — X, g(x) = x + 1, é uma isometria ndo sobrejetora.

Agora temos condicdes de definir simetria. Dada uma figura X, uma simetria de X € uma
isometria f: X — X que também é sobrejetora. Pelo que acabamos de observar acima, também
podemos ver que uma simetria de X é uma isometria bijetora de X.

O conceito de simetria tem aplicagdes em varias areas da matematica e ciéncias, como a

teoria dos nimeros, a teoria dos grupos, a fisica, a quimica, a biologia e até mesmo na teoria da
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computacdo, onde € aplicada em algoritmos de otimizag&o e reconhecimento de padrdes.
Embora possamos estudar as simetrias de qualquer figura X, neste trabalho vamos nos

limitar a discutir apenas as simetrias do quadrado e do triangulo equilatero.

3.1.1 Simetrias do quadrado

O quadrado possui diversas simetrias. Elas essencialmente sdo divididas em dois tipos:
as de rotacdo e as de reflexdo. Vejamos como construi-las.
Considere 0 quadrado ABCD como consta na Figura 1 a seguir.

Figura 1 - Quadrado ABCD
A B

D C

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Chamemos de E o ponto central deste quadrado ABCD. A partir deste ponto, podemos
rotar o quadrado e assim obter as quatro simetrias de rotacdo do quadrado. Mais explicitamente,

estas simetrias sdo:

e 0 € aquela simetria que deixa o quadrado como esta, ou seja, € a simetria identidade;
e 1; éarotacdo de 90° no sentido anti-horario;
e 1, é arotacdo de 180° no sentido anti-horario;

e 13 éarotagdo de 270° no sentido anti-horéario.

Observe que a simetria O pode ser vista como a rotagdo de 360° (ou 0°) no sentido anti-
horério, 0 que a justifica como uma simetria de rotacao.

Também gostariamos de comentar um pouco sobre a abreviacdo O para a simetria
identidade. Durante a Apresentacdo | (ver apéndice C), utilizamos a expressdo “simetria
origem” em vez de “simetria identidade”, gerando a abreviagdo natural O para a mesma.
Decidimos utilizar esta notacéo desde ja de modo que o leitor que ja se acostume com ela, visto
que ela aparecera bastante durante a secdo de anélises de dados.

A Figura 2 traz uma visualizagcdo geométrica das simetrias de rotacdo do quadrado.
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Figura 2 - Simetrias de rotacdo do quadrado

(0]

B

T

=)

T3

A

c

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Para determinar as simetrias de reflexdo do quadrado ABCD, necessitamos do auxilio das

retas que passam pelas suas diagonais e também daquelas que o cortam nos pontos medios de

seus lados paralelos. Chame estas retas de r, s, t € u, conforme a Figura 3.

Figura 3 - Quadrado e suas retas de reflexéo

o

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Utilizando estas retas, obtemos as simetrias de reflexdo do quadrado ABCD da seguinte

forma:;

s, é a reflexdo do quadrado em torno da reta r;
s, € a reflexdo do quadrado em torno da reta s;
s; € a reflexdo do quadrado em torno da reta t;

s, € a reflexdo do quadrado em torno da reta u.
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A Figura 4 mostra visualmente como o quadrado ABCD fica ap6s a aplicacdo da simetria s,..

Figura 4 - Reflexdo s, do quadrado

L.

Cc D

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)
3.1.2 Simetrias do triangulo equilatero

Assim como o quadrado, o triangulo equilatero também possui simetrias de rotacao e de
reflexdo. Consideremos ABC o triangulo equilatero como na Figura 5.
Figura 5 - Triangulo equilatero ABC

A

c B

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Se tomarmos o ponto E como o centro deste tridngulo, obtemos as simetrias de rotacdo

em torno deste ponto:

e O é aquela simetria que deixa o tridngulo como esta, ou seja, é a simetria identidade;
e 1 € arotacdo de 120° no sentido anti-horario;
e 1, é arotacdo de 240° no sentido anti-horario.

A Figura 7 ilustra as simetrias recem-definidas.
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Figura 6 - Simetrias de rotacdo do tridngulo equilatero

o ry 3

A B C

[ ] [ ] ..
C B A cB

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Ressaltamos que as mesmas observacdes feitas com respeito a simetria origem (0) na
subsecdo anterior permanecem validas (a menos das devidas adequacgdes ao novo contexto).
Para determinar as simetrias de reflexdo do triangulo ABC, consideremos as retas r, s e

t que passam pelo centro E e por cada um dos vértices do triangulo, como na Figura 7.

Figura 7 - Triangulo equilatero e suas retas de reflexdo

r

P T

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Utilizando estas retas, as simetrias de reflexdo do triangulo equilatero sdo da seguinte
forma:

e s, éareflexdo do triangulo equilatero em torno da reta r;
e s, ¢ areflexdo do triangulo equilatero em torno da reta s;

e s, é areflexdo do triangulo equilatero em torno da reta t.

3.1.3 Composicao de simetrias

Em Matematica, quando estamos interessados no estudo de um objeto matematico, é
comum classificarmos esses objetos e analisarmos o conjunto formado por eles. Em nosso caso,

trata-se do conjunto das simetrias das figuras que consideramos anteriormente.

Além disso, é importante encontrarmos uma forma de fazer com que esses elementos
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interajam entre si; isto €, definindo uma operagdo entre eles. Como as simetrias sdo antes de
tudo fungdes, a composicdo é a operacdo natural que possibilita essa interacdo entre elas.

Além do mais, como a composicdo de isometrias também é uma isometria, temos que a
composicao de simetrias também é uma simetria. Desta forma, a composi¢ao se mostra como
uma excelente operagdo quando restrita a simetrias.

Adiante vamos compor explicitamente algumas simetrias, logo um pouco de notagéo se
faz necessario. Para tanto, observe gque todas as simetrias do quadrado preservam vértices, ou
seja, elas os permutam entre si. No entanto, cabe ressaltar que nem toda permutacao de vértices
corresponde a uma simetria.

Mais ainda, ndo existem duas simetrias distintas que levam os vértices em uma mesma
configuracdo. Consequentemente, as simetrias do quadrado ficam unicamente determinadas
pela permutacdo dos vertices e, assim sendo, podemos identifica-las por meio destas
permutacdes.

Por exemplo, a simetria s, aplicada ao quadrado ABCD na Figura 4 pode ser
simplesmente pensada como a fun¢do em que o Vértice A troca de lugar com o vértice B e 0
veértice C troca de lugar com o vértice D. Portanto, a notacdo que vamos adotar € a seguinte:

5, = (A B C D ).
B A D C
Esta notacdo € a usual quando se trabalha com funcGes de permutacdo: a primeira linha mostra
os Vvértices do quadrado na sua posicdo inicial e na segunda linha temos a posi¢do dos vértices
apos a transformacéo da simetria s,..

Vejamos alguns exemplos de composicdo entre simetrias do quadrado utilizando a
notacao recém apresentada. Antes disto, observe que a rotacdo r; nesta notacgdo fica:

= (A B C D ) |
D A B C

Para calcular a composicdo r; o s,, precisamos saber onde cada vertice é levado.
Primeiramente, vemos que o Vvértice A é levado por s, no vértice B, que por sua vez € trazido
de volta ao vértice A por r;. Assim sendo, na composicdo r; o s,., 0 Vértice A € levado nele
mesmao. Seguindo este raciocinio, podemos calcular todas as novas posi¢oes dos demais vertices
e, com isto, obter explicitamente a simetria ry o s,..

A Figura 8 a seguir traz os resultados obtidos para as composi¢fes r; o s, € s, o 17,

seguindo esta notacdo. Mais ainda, a mesma figura traz em verde e vermelho o procedimento
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que foi feito no pardgrafo anterior para calcular onde cada vértice é levado de uma forma mais

simplificada, evidenciando uma das vantagens da nota¢do adotada.

Figura 8 - Composicdo de simetrias

(5 G2 DG E D=5 E D)
en=(3 15 QN1 E DG DS D)

Fonte: Produzido pelo autor

Desta forma, mediante uma notacdo simples e concisa, podemos calcular as composicoes e
obter que a simetria s, o r; é diferente da simetria r; o s,..

Por fim, ressaltamos que apesar de termos trabalhado a notacdo acima apenas para as
simetrias do quadrado, as observacGes com respeito a permutacao dos vértices também valem
para as simetrias do triangulo equilatero. Portanto, com os devidos ajustes ao nimero de vértices
da figura em questdo, a notacao acima pode ser utilizada no contexto das simetrias do triangulo

equilatero da mesma forma.

3.2 Introducéo a Teoria de Grupos

A teoria de grupos € um campo de natureza mais abstrata da matematica, focado no estudo
da estrutura algébrica desenvolvida inicialmente pelo matematico francés Evariste Galois
(1811-1832) que ficou conhecida na literatura como grupo. Essa teoria tem suas raizes no século
XIX, gracas aos trabalhos de matematicos como Joseph-Louis Lagrange, Niels Abel e Paolo
Ruffini, além do supracitado. Diante dos progressos obtidos, ela acabou se tornando — e ainda
€ — uma area importante na algebra moderna.

Nesta secdo, vamos revisar as no¢des elementares desta teoria, assim como ver que 0S

conjuntos das simetrias vistos na Sec¢éo anterior formam grupos.
3.2.1 Grupos

Dado G um conjunto, tomemos * uma operagdo binaria e fechada em G, isto é, uma
fungdo *:G X G - G,(a,b) » a*b. Dizemos que o par (G,*) € um grupo se as trés
propriedades seguintes sdo satisfeitas:

i) Associatividade: para quaisquer elementos a, b, c € G, temos que
ax(bxc)=(axb)*c;

i) Elemento neutro: existe um elemento e € G tal que paratodo a € G, vale
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a*xe=a=e¢e*x*aq,;
iii) Elemento inverso: para todo elemento a € G, existe a’ € G de modo que
axa' =e=a*a.

Antes de prosseguirmos, vejamos um exemplo. Considere o conjunto dos numeros
inteiros junto da operacdo usual de soma, ou seja, o par (Z, +). Temos que este par € um grupo.
De fato, basta tomar como elemento neutro e = 0 e como inverso (aditivo) a’ = —a para todo
elemento a € Z, e segue que as propriedades (ii) e (iii) sdo satisfeitas.

A propriedade de associatividade (i) € um pouco mais dificil de ser mostrada, mas também
é verdadeira. Ela poderia ser verificada via a constru¢do dos nimeros inteiros e suas operaces
a partir da construcdo dos nimeros naturais (e suas operacgdes), que por sua vez é feita por meio
dos Axiomas de Peano. Como este ndo é o foco, vamos nos limitar a isto para justificar que a
soma é associativa.

Um ponto importante a ser destacado € que se trocarmos a operacgdo de adi¢do pela de
multiplicacdo, o par (Z, -) deixa de ser um grupo, pois a propriedade (iii) ja ndo é mais
satisfeita, uma vez que apenas os nimeros 1 e -1 sdo inversiveis (multiplicativamente) em Z.

Por fim, observamos que a defini¢do de grupo ndo demanda que a operacdo * também
seja comutativa, isto €, que a * b = b x a para todo a, b € G. Desta forma, grupos podem ou
ndo satisfazer esta propriedade. Quando ela é cumprida, dizemos que se trata de um grupo
abeliano. No exemplo do par (Z, +) esta propriedade € satisfeita, portanto trata-se de um grupo
abeliano.

Um exemplo de grupo nédo abeliano € o grupo formado pelas matrizes quadradas de ordem
2 com entradas reais que sao inversiveis munido da operacdo de produto usual de matrizes, que
geralmente é denotado na literatura por (Gl,(R), -). De fato, basta observar que a matriz
identidade é o elemento neutro e que todo elemento neste conjunto tem um inverso
(multiplicativo), pois tomamos o conjunto justamente consistindo de matrizes inversiveis. Disto

segue que as propriedades (ii) e (iii) sdo satisfeitas.

Verifiquemos agora a propriedade de associatividade (i). Sejam A = [Ccl Z] B =

e f i «
[g h]ec—[k l] elementos de GI,(R), entdo

aei + bgi + afk + bhk aej + bgj + afl + bhl]

(4-B)-C=-= [cei+dgi+cfk+dhk cej + dgj + cfl + dhl

[aei + afk + bgi + bhk aej + afl + bgj + bhl]

A-(B-C)=-= cei + cfk + dgi + dhk  cej + cfl + dgj + dhl
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garantindoque (A-B) -C = A - (B - C), ou seja, a propriedade (i) vale.

Por fim, note que este grupo ndo é abeliano pois, por exemplo,
1 11 1 0] _[2 1 1 17 _7q1 0.1 1
o o L=l =l =03
3.2.2 Grupo de simetrias do quadrado

Agora que temos bem definido aquilo que entendemos por um grupo, vamos Verificar que
0 conjunto de simetrias do quadrado m = {0, ry,7,,73,5,, Ss, St, S} junto da operacdo de
composigdo forma um grupo.

A condicdo de associatividade é satisfeita, uma vez que a composi¢do de funcGes é
genericamente uma operacdo associativa, ou seja, a associatividade sempre é verdadeira em
qualquer contexto de composicao de fungdes, desde que esta composicao seja possivel.

Para verificar que a operacdo de composicao restrita as simetrias m = {0, 1,713,713, S;,
Ss, St, Sy} € fechada, poderiamos argumentar de forma tedrica como ja foi feito na Secédo 3.1.3,
mas tendo em visto a préatica aplicada, vamos fazer por inspecdo. Para tanto, construimos o

Quadro 1 a seguir e temos que a operacdo €, de fato, fechada.

Quadro 1 - Tébua de simetrias do quadrado

o o n 7, T3 Sy S St Su
0 o n 7 T3 Sy S St Su
n n T T3 o) St Sy S Sy
7y 7, T3 0 n S Sy Su St
3 T3 o 7 Ty Sy St Sy Ss
Sy Sy St Sg Sy o) 7 n T3
Sg Sg Sy Sy St T 0 T3 &1
St St Ss Sy Sy T3 n 0] 1
Sy Sy Sy St S n T3 Ty 0

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Outro ganho que temos com o Quadro 1 € que fica nitido que a simetria origem O atua
como elemento neutro e, assim, a propriedade (ii) esta conferida.

Por fim, 0 Quadro 1 também nos ajuda a checar que todos os elementos possuem inverso.
De forma mais explicita, construimos o Quadro 2 no qual especificamos o inverso de cada

elemento.



Quadro 2 - Elementos e inversos do quadrado

Elemento | Inverso
0 0
N T3
) T
T3 n
Sy Sy
S S
St St
Su Su

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)
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Portanto, temos que o par (m,°o) é um grupo. Este grupo é geralmente conhecido na

literatura como um dos grupos diedrais e geralmente é denotado por D,.

3.2.3 Grupo de simetrias do triangulo equilétero

De forma analoga a Secdo anterior, podemos provar que conjunto de simetrias do

triangulo equilatero A = {0, 1,13, sy, Ss, S¢ } junto da operacdo de composi¢do forma um grupo.

N&o teceremos detalhes disto; apenas por questdo de completude, adicionamos a seguir dois

quadros que sdo os equivalentes aos Quadro 1 e Quadro 2 na argumentacao da Secdo anterior.

Quadro 3 - Tabua de simetrias do tridngulo equilatero

° 0 &1 r2 Sr Ss St
0 0 12 15 Sy Sg St
7y 7 T, 0 Ss St Sy
T Ty 0 7 St Sy Ss
Sy Sy St S 0 Ty 7
Ss Ss Sr St &1 0 T2
St St Ss Sr 2 &1 0

Quadro 4 - Elementos e inversos do tridngulo equilatero

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Elemento

Inverso

0

0
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r T
) &1
Sy Sy
S S
St St

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Assim como para o grupo de simetrias do quadrado, o grupo (A,°) é geralmente conhecido
na literatura como um dos grupos diedrais e geralmente é denotado por Ds.

De forma geral, dado um poligono regular com n lados, o conjunto de simetrias dele forma
um grupo com a operagdo de composicdo. Esses grupos de simetrias sdo conhecidos como
grupos diedrais, representados pela notacao D,,.
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4. REFERENCIAL TEORICO

Nesta secdo abordaremos os dois referenciais tedricos que estao por de tras deste trabalho,
que sdo o Inquiry-Based Learning (IBL) e 0 Modelo dos Campos Semanticos (MCS).

Ambos referenciais se alinham na perspectiva do construtivismo e entendem o
conhecimento como resultado de uma construgdo subjetiva. Enquanto o IBL pde o aluno em
uma posicao de um ser mais autbnomo na construcao do préprio conhecimento, 0 MCS entende
que o conhecimento é resultado de uma crenca-afirmacao e justificacdo de cada individuo.

Utilizamos o IBL para “moldar” nosso trabalho, ou seja, baseamo-nos nas suas ideias
norteadoras e nas suas fases de implementacdo, no sentido de nos fornecer um modelo de
experimento. Ja 0 MCS serviu como a teoria de apoio para refletirmos acerca daquilo que foi
produzido pelos alunos, no sentido de compreender que significados foram construidos a partir

das respostas.

4.1 Inquiry-Based Learning

O IBL é uma abordagem educacional que coloca o aluno no centro do processo de
aprendizagem. Nessa abordagem, os alunos sdo incentivados a explorar tépicos, fazer
perguntas, investigar problemas e buscar respostas de forma ativa e autbnoma.

Em contraste ao ensino tradicional, em que 0s conhecimentos sao transmitidos de forma
passiva para os alunos, o IBL enfatiza a constru¢do do conhecimento através da investigacao e
descoberta.

Os alunos sao incentivados a formular suas préoprias perguntas e hipoteses, a buscar
estratégias a partir de um determinado contexto e a chegar a conclusbes com base em
evidéncias. Segundo Lee et al; apud Spronken-Smith (2008):

O objetivo central do IBL é que os estudantes desenvolvam valiosas habilidades de
pesquisa e estejam preparados para aprendizagem continua. Estudantes devem alcangar
resultados de aprendizagem que incluam o pensamento critico, a capacidade de

investigacdo independente, responsabilidade pelo préprio aprendizado e crescimento
intelectual e maturidade. (LEE et al; apud SPRONKEN-SMITH 2008, traducao nossa).

Além disso, o IBL também incentiva a colaboragdo entre os alunos, pois eles
preferencialmente sdo estimulados a trabalharem em grupo (conforme vamos ver adiante no
Quadro 5 - Sugestdes para o professor) para realizar as investigacoes.

Em Bell; Banchi (2008), os autores classificam os niveis de investigacdo em quatro, como



29

podemos ver na Figura 9:
Figura 9 - Niveis do IBL

The four levels of inquiry and the information given to the student in each one.

Inquiry Level ‘Question Procedure Solution
1—Confirmation Inquiry
Students confirm a principle through an activity when the results are known v v v
in advance.

2—Structured Inquiry

Students investigate a teacherpresented question through a prescribed procedure. | v
3—Guided Inquiry

Students investigate a teacherpresented question using student designed/ v

selected procedures.

4—0Open Inguiry

Students investigate questions that are student formulated through student
designed/selected procedures.

Fonte: The Many Levels of Inquiry (BELL, BANCHI, 2008, p.2)

Para este trabalho utilizamos a “2 - Investigacdo Estruturada: Os estudantes investigam
uma pergunta apresentada pelo professor por meio de um procedimento prescrito.” (traducéo
nossa) como referéncia, uma vez que os estudantes tiveram que realizar as atividades utilizando

o material fornecido pelo professor.

4.1.1 O papel do professor no IBL

O papel do professor no IBL é o de facilitador e guia, fornecendo orientagdo e suporte
para os alunos, ajudando-os a desenvolver suas habilidades de pesquisa e pensamento critico.
O professor também deve fornecer recursos, apresentar topicos iniciais e estimular o interesse
dos alunos. Segundo Hoover (1996), professores construtivistas: “[...] ndo assumem o papel de
‘sabio no palco’. Em vez disto, os professores construtivistas atuam como ‘guias ao lado’,
proporcionando aos estudantes oportunidades para testar a adequacao de suas compreensées
atuais” (HOOVER, 1996, traducdo nossa).

Conforme Moura (2018), ao utilizar o IBL € importante que o professor se atente as

seguintes etapas:

a) Pré-planejamento — devem ser verificados fatores como os contelidos que serdo
abordados, tempo, caracteristicas do publico alvo, ferramentas que serdo utilizadas (a
organizacao do processo esta diretamente relacionada com os resultados), etc.

b) Discussdo — no inicio & necessaria para introduzir conceitos basicos e para
diagnosticar o que os estudantes conhecem do assunto que sera trabalhado (caso
necessario deveréa ser feito uma reviséo de contetidos).

c) Questionamento — onde sdo colocadas questdes para os estudantes, que devem ser
investigadas e discutidas para posteriormente serem respondidas (tém de ser coerentes
com o contexto e possiveis de responder). (MOURA, 2018, p. 59).

Moura (2018), também apresenta o seguinte quadro, que esquematiza diversas sugestdes

para os professores durante o IBL:

Quadro 5 - Sugestbes para o professor
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O professor deve dominar o conteldo que esta sendo ensinado, inclusive

APRENDIZAGEM

DOMiNIQ DO compreendendo como este estd ordenado no curriculo.
CONTEUDO e O professor deve estar a par do nivel de conhecimento dos estudantes em
relacdo aos assuntos estudados.
e A sala de aula deve ter condi¢Bes de espaco e equipamentos para permitir
AMBIENTE DE a organizacao em grupos. Os estudantes devem ser estimulados a conhecer

cada um dos colegas e os objetivos da aprendizagem.
O professor deve estimular os estudantes, por exemplo, com elogios, e
avaliacOes qualitativas dos trabalhos realizados.

COl\lTEUDOS QUE
SERAO TRATADOS

Apresentar os topicos que serdo abordados.

Mostrar para 0s estudantes como 0s novos topicos complementardo os
t6picos anteriores.

Introduzir os trabalhos sempre com uma ou mais questdes.

Dar oportunidade para que os grupos discutam as questdes colocadas.

IH(T)EIS\I/C:EINOQI?&% e Permitir que os estudantes apresentem algum trabalho que tenham
produzido.

ENVOLVER OS e Apo6s as discussBGes, permitir que 0s grupos apresentem as respostas

ESTUDANTES formuladas para questfes colocadas.

HONESTIDADE

O professor deve valorizar e considerar importante as conclusdes
apresentadas de diferentes formas pelos alunos, tais como, escrita, oral, em
gréficos, etc.

O professor deve assumir que ndo conhece as respostas para tudo,
mostrando que nenhum profissional detém todo o conhecimento.

FAZER PERGUNTAS

Por que ...?

OBJETIVAS e O que vocé pensa a respeito de ...?
e Como vocé explica ...?
ESTAR ALERTA AS
DINAMICAS DE e Estar alerta a participacdo de todos os membros do grupo.
GRUPO

NO ENCERRAMENTO
DAS ATIVIDADES

Revisar os conteudos abordados.

Descrever as conclusoes.

Mostrar as interligac@es entre os diferentes conteiidos abordados.
Passar informacdes sobre as sessdes seguintes.

Fonte: (MOURA, 2018, p. 60-61)

Por fim, a utilizacdo do IBL neste trabalho torna-se evidente, uma vez que desde o

processo de criacdo e implementacdo das atividades, tentamos adotar a maior quantidade de

caracteristicas que sdo comuns ao IBL, principalmente nos quesitos: elaboracéo das atividades,

organizacdo em grupos, investigacao do objeto de estudo e papel do professor.

4.2 O Modelo dos Campos Semanticos

O MCS e uma teoria recente na area da Educacdo Matematica. Originalmente recebeu o

nome de Modelo Teorico dos Campos Semanticos (MTCS), mas com o passar do tempo, 0

termo “tedrico” caiu em desuso. Este modelo foi elaborado por Romulo Campos Lins e derivou

como subproduto de sua tese de doutorado intitulada “A framework for understanding what

algebric thinking is”, cuja defesa foi no ano de 1992.

Para entender melhor o MCS, comecemos por entender aquilo que o autor define como

conhecimento. Para Lins (1994):
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O MTCS é um modelo epistemoldgico que propde que conhecimento € uma crenca-
afirmacdo junto com uma justificacdo para a crenga-afirmacdo. Indicamos, desta
forma, que conhecimento é algo do dominio da enunciacdo — e que, portanto, todo
conhecimento tem um sujeito — e ndo do dominio do enunciado; (LINS, 1994, p.29).

Desta forma, para 0 MCS, todo conhecimento é resultado de uma construcao subjetiva,
resultante de um par composto por uma crenga-afirmacgéo e uma justificacéo. Para Lins (1994),

0 processo de justificacdo é importante, pois:

[...] o MTCS indica que 0 mesmo texto, falado com diferentes justificacdes, constitui
diferentes conhecimentos. Uma crianga de 5 anos acredita — e diz — que “2+2=4,” o
mesmo que um matematico acredita — e diz. Mas as justificacdes de cada um séo
provavelmente distintas: a crianga exibe os dedos, 0 matemético fala de conjuntos.
Estdo constituidos conhecimentos diferentes (LINS, 1994, p.29).

Agora temos condicOes de refletir sobre o que o autor entende por “pensamento

algébrico”. Para Lins (2012), ele pode ser visto das seguintes formas:

Pensar aritmeticamente significa que o0s objetos com que estou lidando séo
exclusivamente nimeros, operagOes aritméticas e, acrescento aqui, uma relagéo de
igualdade.

Pensar internamente significa que as propriedades destes objetos que sustentam o que
fago com eles, isto é, que sustentam a l6gica das operagdes num sentido mais amplo,
ndo fazem referéncia a nada fora do dominio destes objetos. [...]

Pensar analiticamente, por fim, significa que nUmeros genéricos séo tratados
exatamente como se fossem especificos, “incdgnitas” sdo tratadas exatamente como
se fossem “dados™; [...] (LINS, 1994, p.30).

Diante disto € possivel entender como o autor distingue a algebra do pensamento
algébrico, uma vez que para ele, “[...] a algebra é um texto, e o pensamento algébrico é um —
entre outros — modo de produzir significado para a algebra. E, ainda, significado é a relacdo que
se estabelece entre uma crenca-afirmacdo e uma justificagdo para ela no momento da
enuncia¢do” (LINS, 1994, p.30).

Como de costume, para construir significado para algo em matematica, trabalhamos com
defini¢des fixas, no sentido de descrever um objeto de uma forma “universal”’. Em
contrapartida, para o MCS isto ocorre em um sentido contrario, pois 0 objeto sO pode ser
constituido a partir de um significado, uma vez que, segundo Lins (2012):

Significado de um objeto é aquilo que efetivamente se diz a respeito de um objeto, no
interior de uma atividade: Objeto é aquilo para que se produz significado. Sempre que
h& producdo de significado hd producdo de conhecimento e vice-versa, mas
conhecimento e significado sdo coisas de naturezas distintas. Para 0 MCS néo existe
o significado de um “objeto” sem referéncia ao contexto em que se fala de um objeto

(que se pensa com ele, que se pensa sobre ele). Talvez seja Util dizer que significado
é sempre local (LINS, 2012, p.20).

Assim sendo, finalmente podemos entender aquilo que o autor chama de residuo de

enunciacdo. Para Lins (2012), trata-se de:
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Algo com que me deparo e que acredito ter sido dito por alguém. [...] Sons, rabiscos
de todo tipo, arranjos de coisas, gestos, imagens, construcées. Mas também a borra de
café ou cha no fundo da xicara, o resultado do langamento de moedas ou varetas, a
disposicéo dos planetas no céu, o fato de este carro ter a placa de uma cidade da qual
nunca ouvi falar, a tempestade que devastou a casa de uma pessoa poucos dias depois
de ela ter abandonado a religido que professava, e assim por diante (LINS, 2012, p.27).

Portanto, os residuos de enunciacdo fazem o papel daquilo que pode ser capturado para
uma analise dos modos de produzir significados. Neste trabalho utilizamos apenas aqueles
residuos que se referem a dialogos entre aluno e professor, ou escritas dos alunos nas atividades.

Posto isto, temos o0 necessario para entender aquilo que Lins (1994) considera como sendo

um campo semantico:

Um Campo Semantico é um modo de produzir significado. Embora seja tentador
interpretar esta definicdo como simples questdo terminoldgica, este ndo é o caso. O
que esta definicdo indica é que minha formulacdo de semantica em relacdo a
conhecimento nao faz referéncia primaria a objetos, mas a modos de produzir objetos
(LINS, 1994, p.4).

Por sua vez, 0s campos semanticos também sdo constituidos de nucleos, que sdo
(localmente) verdades para o sujeito no processo de producéo de significados. Para Lins; apud
Oliveira (2002):

A partir da nocéo de nucleo é que definimos Campo Semantico. Campo Semantico é
a atividade de producéo de significado em relacdo a um certo ndcleo. Assim, sempre

que o sujeito produz significado em relacdo a um ndcleo dizemos que ele estd
operando em um Campo Semantico (LINS, apud OLIVEIRA, 2002, p.21).

Ao desenvolver o MCS, o autor tinha como objetivo “[...] dar conta de caracterizar o que
os alunos estavam pensando quando ‘erravam’, mas sem recorrer a ideia de erro” (LINS, 2012,
p.11). Desta forma, o MCS, tem um potencial gigantesco quando utilizamos como uma
ferramenta de analise da constru¢do de significados pelos alunos, uma vez que o objetivo central
possa ser o de analisar o que o aluno estava pensando e ndo apenas se o aluno acerta ou erra a
questao.

Para isto, 0 autor apresenta o conceito de leitura plausivel, que sera indispensavel para
nossa analise de dados. Para ele, “[...] toda tentativa de se entender um autor deve passar pelo
esforco de olhar o mundo com os olhos do autor, de usar os termos que ele usa de uma forma
que torne o todo de seu texto plausivel [...]” (LINS, 1999, p.93).

Diante de todas as consideragdes feitas acerca do MCS, fica evidente seu potencial
analitico para nossa pesquisa, que intrinsecamente tem o objetivo de refletir, assim como o

MCS, a producdo de significados.
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5. ABORDAGEM METODOLOGICA

O presente trabalho ¢ uma pesquisa de carater qualitativo. Segundo Bogdan; Biklen
(1994), a investigacdo qualitativa é descritiva, isto é:
Os dados recolhidos sdo em forma de palavras ou imagens e ndo de ndmeros. Os
resultados escritos da investigacdo contém citacBes feitas com base nos dados para
ilustrar e substanciar a apresentacdo. Os dados incluem transcri¢fes de entrevistas,
notas de campo, fotografias, videos, documentos pessoais, memorandos e outros
registros oficiais. Na sua busca de conhecimento, os investigadores qualitativos néo
reduzem as muitas paginas contendo narrativas e outros dados a simbolos numéricos.
Tentam analisar os dados em toda a sua riqueza, respeitando, tanto quanto possivel, a

forma em que estes foram registrados ou transcritos. (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p.
48).

Desta forma para entender: que matematica os alunos conseguem produzir a partir de um
material manipul&vel (ver apéndice E), e como a abordagem IBL auxilia os estudantes a
formular as definicdes de grupo, é necessario analisar de forma continua todo o processo
construido por eles.

Assim, o tipo de pesquisa qualitativa escolhida foi a de Estudo de Caso, que segundo
Trivifios (1987):

[...] é uma categoria de pesquisa cujo objeto € uma unidade que se analisa
aprofundadamente, sendo que nesse tipo nem a hipétese nem o0s esquemas de

inquisicao estdo aprioristicamente estabelecidos, a complexidade do exame aumenta
a medida que se aprofunda no assunto (TRIVINOS, 1987, p.134).

A técnica de coleta de dados utilizada foi a de observacédo participante, por meio dessa
metodologia é possivel organizar a unidade de analise, neste caso, alunos de oitavo ano de turma
de escola publica, para que se investigue a producdo de significados realizada por eles, no
momento em que constituem seus objetos matematicos.

A partir de conceitos basicos sobre simetria, os alunos foram desafiados a construir os
elementos do grupo de simetria do triangulo equiléatero e a trabalhar a composicdo entre os
elementos desse grupo, isso tudo sem que fosse apresentada qualquer nogao de grupo.

Feito isso, os alunos foram expostos as defini¢Bes iniciais da teoria de grupos e foram
instigados a conectar o que foi elaborado anteriormente com a estrutura algébrica agora
apresentada. Mais precisamente, os alunos tiveram que responder se algumas das propriedades
de grupo eram satisfeitas (ou ndo) a partir da tdbua de composicgéo elaborada por eles.

Para que possamos entender um pouco melhor a parte estrutural da pesquisa,
apresentaremos o contexto em que ela foi aplicada.

A parte pratica da pesquisa ocorreu em uma escola da rede estadual de ensino na cidade

de Porto Alegre. Participaram 14 alunos de uma turma de 8° ano do ensino fundamental. Esta
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pratica aconteceu durante o estagio da disciplina EDU012193 (Estdgio de Docéncia em
Educagdo Matematica Il).

Utilizamos o espaco do laboratorio de Matematica da escola para realizar as atividades,
uma vez que este era estruturalmente melhor que as salas de aula regulares e também possuia
projetor, o qual foi usado para a Apresentacdo 1 e Apresentacdo 2, que estdo disponiveis nos
apéndices C e D, respectivamente.

Ao longo de duas semanas, tivemos dois encontros semanais de duas horas cada,
totalizando 8 horas totais de pratica. O Quadro 6 - Encontros e Atividades esquematiza o roteiro das

atividades desenvolvidas.

Quadro 6 - Encontros e Atividades

Encontro Atividade

No primeiro momento foi apresentada uma aula expositiva sobre simetria
1 (Apresentagdo 1).
No segundo momento os participantes se reuniram em grupos e receberam 0

material | para iniciar as atividades.

2e3 Os participantes continuaram a realizar as atividades do Material 1.

Em um primeiro momento foi apresentada uma aula expositiva, sobre os conceitos
4 iniciais da teoria de grupos (Apresentagéo 2).
No segundo momento os participantes receberam o material Il para realizar as

atividades.

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Jé& a partir do inicio da prética, os alunos foram separados em grupos e tiveram que se
manter no mesmo grupo até o final da pesquisa. O primeiro encontro teve um carater
praticamente s6 expositivo, visto que foi necessario apresentar o conceito de simetria para 0s
participantes.

Finalizado isto, a participacéo do professor no segundo e terceiro encontros foi apenas a
de um mediador, com o intuito apenas de auxiliar os alunos em eventuais duvidas, sem tentar
influenciar nas respostas dos alunos.

No altimo encontro, o professor ficou responsavel por apresentar uma introducéo a teoria
de grupos e desafiar os alunos a fazerem as conexdes daquilo que foi construido por eles ao
longo dos encontros 2 e 3, com a estrutura algébrica nova que fora apresentada.

A coleta de dados ocorreu a partir dos resultados tanto coletivos (obtidos por cada grupo
participante) como individuais, que foram registrados nos materiais I e Il fornecidos aos alunos
ao longo da pesquisa. O contelido destes materiais se encontra nos apéndices A e B.

Cabe ressaltar que, no que diz respeito aos resultados coletivos, os integrantes de cada
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grupo tiveram que entrar em comum acordo sobre as respostas.

Durante a pesquisa, foi utilizado um caderno de campo para registrar as anotacoes
necessarias, incluindo quaisquer duvidas ou ideias que surgiram dos alunos ao longo do
processo, com o intuito de fazer uma melhor analise na relacdo do dialogo entre aluno/professor
com o material produzido pelos alunos, j& que nem sempre era possivel entender o que o aluno
estava pensando apenas lendo suas respostas.

Dentre os dados analisados, serdo considerados de maior importancia aqueles que dizem

respeito a conexao das resolugdes presentes no Material 2 com as respostas do Material 1.
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6. ANALISE DE DADOS

Nesta secdo, vamos analisar os resultados da pesquisa, sejam eles os escritos nas
atividades, como também aqueles que foram coletados no caderno de campo durante 0s
encontros, jA que por meio do mesmo temos registrados didlogos que contém algumas
justificacOes das crenca-afirmacdes dos alunos presentes nas atividades.

A identidade dos alunos é preservada durante toda a andlise, a fim de evitar qualquer
desconforto com os participantes. Para tanto, utilizamos o codigo “GXAY” para identificar o
aluno que pertence ao grupo “X” e cuja enumeragdo ¢ “Y”.

Utilizamos o MCS para realizar esta anélise. O objetivo é entender os diferentes modos
de produzir significados (campos semanticos) que os alunos construiram a partir dos seguintes
conceitos: simetria, composicéo, fecho, elemento neutro, elementos inversos.

Mais precisamente, no que se refere as questdes 1 e 2, buscamos entender como a partir
da manipulagdo dos triangulos equilateros em MDF (ver apéndice E) os alunos conseguiram
construir as simetrias de rotacdo e reflexdo. E como também eles fizeram para compor duas
simetrias quaisquer.

J& na questdo 3, buscamos entender como os alunos fazem o uso das questdes anteriores
para afirmar que as condi¢6es de grupo séo verificadas (ou ndo) para aqueles objetos que eles
haviam construido anteriormente.

As andlises ocorreram da seguinte forma: para cada questdo (Q1, Q2 e Q3) das atividades
I e Il (ver apéndices A e B), discutimos primeiro os resultados individuais e posteriormente do
grupo; ao longo das mesmas, evidenciamos também alguns breves diadlogos que constam no
caderno de campo mencionado na se¢do 5. Cabe salientar que tais didlogos ocorreram sempre
na frente do grupo todo, por mais que nas suas descricbes apenas alguns alunos sejam
mencionados.

Outro ponto a destacar sobre a analise das questdes € que, a menos que haja respostas
substancialmente divergentes entre os membros de um mesmo grupo, analisamos cada questao

apenas de forma conjunta, devido a similaridade das respostas dos alunos.

6.1 Questdo 1

Na questdo 1, pedimos para que os alunos nomeassem e desenhassem as simetrias do
triangulo equilatero que foram encontradas utilizando o material em MDF. Era esperado que 0s
alunos encontrassem as seis diferentes simetrias: origem, as outras duas provenientes de rotacao

e também as trés de reflexao.
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Anteriormente a esta tarefa os alunos participaram de uma aula expositiva (ver apéndice
C) na qual eles foram apresentados a diversos exemplos de simetria, ou seja, a diversos residuos
de enunciagéo sobre o conceito de simetria. Dito isto, queremos analisar se e de que forma os

alunos encontraram as mesmas utilizando o material disponibilizado.

6.1.1 Grupo 1

Comecamos exibindo as resolucdes individuais dos alunos do Grupo 1. As Figuras 9 a 13
apresentam estas resolugdes na mesma enumeragéo dada aos alunos em seu respectivo grupo.

Isto também pode ser evidenciado pelo titulo de cada uma destas figuras.

Figura 10 - Q1G1Al
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Figura 11 - Q1G1A2

ATIVIDADE

L. A partir dos trifngulos de madeira, nomeie e desenhe as possiveis simetrias do
trifingulo equiltero:
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Fonte: Acervo do Autor (2023)
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Figura 12 - Q1G1A3

Fonte: Acervo do Autor (2023)

Figura 13 - Q1G1A4
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Figura 14 - Q1G1A5
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L. A partir dos tridngulos de madeira, nomeie e desenhe as possiveis simetrias do

tridngulo equi!étero: \: 0791 ¢t j Fupre
a) De rotagio: oA A

¥

Fonte: Acervo do Autor (2023)

Como esperado, os alunos do grupo 1 foram capazes de encontrar as seis simetrias do
triangulo. E possivel afirmar também que as respostas dos alunos foram influenciadas pela aula,
uma vez que 0s nomes que os alunos deram para cada uma das simetrias € muito parecido com
0 presente na Figura 65 - Slide 7 APRESENTACAO 1. Outro ponto importante também a mencionar
é o fato de os alunos terem estabelecido uma ordem entre as simetrias, ja que utilizaram as
palavras: primeira, segunda e terceira.

Durante o primeiro encontro, foi registrado um breve didlogo referente a questdo 1 com
este grupo:

G1A4: Sor, eu achei seis. Como eu fago pra saber se ndo tem mais?

Professor: Por qué? VVocé encontrou alguma nova?

G1A4: Sim, mas ela é igual a uma das outras.

Professor: Entdo ela é uma nova?

G1A4: Sim, por que eu estou girando mais vezes.

Professor: Mas a posicao dos vértices é diferente?

G1A4: Nao, mas assim, eu encontrei a origem na terceira rotacdo, e depois continua
repetindo.

Professor: Se ela repete, vocé encontrou uma nova?

G1A4: Néo, entendi.

Professor: E para as de reflexdo, como fizeram?

G1A3: Virei o triangulo e achei.

Professor: VVirou como?



40

G1A3: Igual o quadrado.

A partir deste dialogo, podemos entender o modo de produzir significado do aluno G1A4,
que, para encontrar as simetrias de rotacdo, usa a expressao “girando”; ou seja, do ponto de
vista do aluno, para encontrar as simetrias de rotagdo do triangulo equilatero basta gira-lo.

E interessante também ressaltar que em nenhum momento foi mencionado pelos alunos
ou perguntado ao professor sobre quantos graus o triangulo deveria ser girado, mesmo que esta
informacdo tenha aparecido durante a aula expositiva, ndo que isto fosse necessario, mas
notamos a auséncia desta observacdo por parte dos alunos. Simplesmente nos parece que 0s
alunos apenas giraram o necessario para a figura ficar na mesma orientacéo.

Isto ndo aparenta gerar problemas, uma vez que a sua justificacdo, mesmo que nao seja a
de que: “O objeto em questdo estd sendo rotacionado em tantos graus a fim de se tornar
invariante no espago”, ainda sim produz as possiveis simetrias de rotacdo do triangulo
equilatero.

Algo semelhante ocorre para as simetrias de reflexdo. Os alunos utilizam apenas a
expressdo “virar” sem menc¢do ao ente geométrico a que o tridngulo ¢ “virado”. Também
notamos a influéncia da aula na producéo de significado do aluno G1A3, conforme o didlogo
acima.

Cabe destacar que os alunos deste grupo solicitaram que as respostas coletivas fossem as

mesmas dadas pelo aluno G1A1l.

6.1.2 Grupo 2

Comegamos exibindo as resolugdes individuais dos alunos do Grupo 2. As Figuras 14 a
18 apresentam estas resolugdes na mesma enumeracao dada aos alunos em seu respectivo grupo.

A Figura 19 traz a resolucdo coletiva deste grupo.

Figura 15 - Q1G2A1
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Figura 16 - Q1G2A2
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Figura 17 - Q1G2A3

ATIVIDADE
1. A partir dos trifngulos de madeira, nomeie e desenhe as possiveis simetrias do
tridngulo equilitero:
a) De rotaglo:

Fonte: Acervo do Autor (2023)

Figura 18 - Q1G2A4
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1. A partir dos tridngulos de madei ie ¢ desenhe as possiveis simetrias do
tridgngulo equildtera:
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Fonte: Acervo do Autor (2023)
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Figura 19 - Q1G2A5

ATIVIDADE
1. A partir dos trifingulos de madeira, nomeie e desenhe as possiveis simetrias do
trifingulo equildtero:
a) De rotagiio:
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Figura 20 - Q1G2

ATIVIDADE
1. A partir dos trifingulos de madeira, nomeic ¢ desenhe as possiveis simetrias do
trifingulo equilatero:
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Os alunos do grupo 2 também conseguiram encontrar as seis simetrias do triangulo
equilatero, porém alguns encontraram duas vezes a simetria origem. Quando perguntado aos
alunos o motivo para isto, ocorreu o seguinte dialogo:

Professor: Por que tem duas origens?

G2A3: Achei duas origens, porque da para encontrar a origem girando o triangulo e
também virando ele ao contrario.

Professor: Mas a origem para os dois ndo € a mesma?

G2A3: D4 a mesma coisa, mas achei de duas formas diferentes, entdo tem a origem para
rotacdo e para reflexao.

Professor: Mas a origem nao € o triangulo em seu estado inicial?

G2A3: Sim sor, mas d& para voltar pro estado inicial girando ou virando o triangulo.

Professor: Entdo a origem é uma simetria ao mesmo tempo de rotacao e de reflexdo?
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G2A3: N&o sei, 50 sei que da pra achar ela dos dois jeitos.

G2A4: Entéo a gente tem que tirar uma das duas?

Professor: Ela esta repetindo?

G2A4: Sim, entdo € igual quando a gente gira e comeca a repetir?
Professor: Como assim?

G2A4: Que dai tenho que ignorar quando repete.

Professor: Sim.

Novamente, 0 modo de produzir significado para as simetrias de rotacdo e reflexdo esta
relacionado com a palavra “girando”. Aqui aparece também a palavra “virando”, no sentido de
virar o triangulo de madeira com a sua parte traseira para frente. Mais ainda, novamente a no¢ao
de angulo de rotacdo ndo esta presente na justificacdo da crenca-afirmacgdo dos alunos acerca
da simetria de rotacao.

Outro ponto importante a destacar acerca das respostas dos alunos do grupo 2, é o nome
que os alunos deram as simetrias de reflexdo, referindo-se a elas como reflex6es em torno das
“diagonais” (alturas) do triangulo. Quando questionados sobre, o aluno G2A1 responde da
seguinte forma:

G2ALl: Eu pensei em virar o triangulo em torno das diagonais dele.

Professor: Como assim diagonais?

G2AL1: Igual o sor fez com o quadrado.

Professor: Mas o triangulo possui diagonais?

G2AL: Sim, é s0 sair de uma ponta e chegar até o outro lado.

Professor: E assim que ocorre no quadrado?

G2AL1: N&o, mas tentei fazer algo parecido.

Professor: Tudo bem, mas para esclarecer o triangulo ndo possui diagonais, 0 que vocé
chamou de diagonais na verdade sdo as alturas referentes aos lados do triangulo.

G2ALl: Ah t4, eu tenho que mudar o nome entéo?

Professor: So se preferir.

Um ponto importante deste dialogo reside na justificacdo do aluno sobre a crenca-
afirmacdo referente as simetrias de reflexdo. Como também sua falta de clareza a respeito do
que de fato é a diagonal, o que foi explicado posteriormente pelo professor para este aluno.

Assim fica evidente a tentativa do aluno em adaptar o residuo de enunciagéo do professor
a sua justificacdo; desta forma, o aluno estd tentando operar no mesmo campo semantico do

professor. Sobre isto, Lins (1994) afirma:
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O que é internalizado sdo precisamente modos de produzir significado, isto €, o que é
internalizado sdo campos semanticos O que esta afirmagdo implica é que através da
interacdo o sujeito possivelmente apre( e )nde dos interlocutores que certos modos de
produzir significado séo legitimos, que tém sentido para ele, sujeito, e ao engajar-se
na préatica de produzir significado dentro destes campos semanticos o sujeito se insere
no social a que pertencem os interlocutores, ao mesmo tempo que abre a possibilidade
de orientar a si proprio dali para a frente nas atividades em questéo (LINS, 1994, p.33).

Outro detalhe presente nas respostas dos alunos é a reflexao Ry, que o aluno G2A1 afirma
ser a “reflexdo horizontal” no seguinte contexto:

G2A1: E areflexdo horizontal, porque o lado horizontal do tridngulo inverte.

Professor: Mas reflexdes ndo sdo em torno de retas?

G2A1: Sim, e foi isso que fiz.

Professor: Mas entdo ndo seria em torno da reta vertical que passa pelo centro do
triangulo?

G2A1: Néo sei, para mim parece que € em torno do lado horizontal.

Professor: Mas, se fosse em torno deste lado, o tridngulo néo ficaria de cabeca para baixo?

G2A1.: Ficaria, mas € estranho, parece que esta certo o que eu fiz.

Professor: O resultado ndo esta errado, mas isso aconteceu ao acaso, vocé justificou da
maneira errada.

G2A1: Entéo seria em torno da altura do lado horizontal?

Professor: Isso.

A partir deste dialogo é possivel afirmar que o aluno G2A1, mesmo operando em um
campo semantico igual ao do professor, expressa-se equivocadamente: para ele as simetrias de
reflexdo estdo de alguma forma relacionadas entre a permutacdo dos vértices de um mesmo
lado. Talvez tal justificacdo venha do que é explicado na Figura 67 - Slide 9 APRESENTACAO 1.

O Unico aluno que tem sua resposta um pouco divergente do restante do grupo é o G2A5.
Ele ndo encontrou duas origens diferentes e isto provavelmente aconteceu pois o aluno ainda
ndo tinha terminado esta questdo no momento em que ocorreu o primeiro dialogo desta
subsecdo. Desta forma o aluno foi induzido pelas palavras do professor a deixar apenas uma

como sendo a simetria origem.

6.1.3 Grupo 3

Diferentemente dos grupos 1 e 2, este grupo foi formado por alunos que ndo estavam
interagindo muito entre si. E isto atrapalhou na experiéncia como um todo, pois a atividade

tinha um caréater colaborativo.
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Figura 21 - Q1G3Al
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

De forma esperada, o aluno G3A1 encontrou as seis simetrias do triangulo equilatero.
Infelizmente ndo temos dados suficientes para analisar as justificagdes as crencas-afirmac6es
deste aluno, uma vez que este tinha uma postura muito reclusa.

Um ponto inesperado, mas interessante a destacar € o fato de o aluno ter levado “ao pé da
letra” a expressdo ‘“nomeie” presente no enunciado da questdo: ele nomeou a segunda e a

terceira simetrias de rotacao, respectivamente como Claudio e Julia.

Figura 22 - Q1G3A2

ATIVIDADE
l. A partir dos triingulos de madeirs, nomeic ¢ desenhe os possiveis simetrias do
trifingulo cquildtero: =
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

O aluno G3A2, de forma semelhante aos alunos do grupo 2, encontrou também duas
simetrias origem. Sua justificagdo esta presente no seguinte dialogo:

Professor: Por que duas origens?

G3A2: E que eu a encontrei nos dois tipos, entdo desenhei para os dois.

Professor: Elas ndo sdo a mesma?

G3A2: Sdo, mas elas vém de maneiras diferentes.

Professor: Que maneiras?

G3A2: Girando o triangulo e também quando viro o lado dele.
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Professor: Mas a origem ndo é o estado inicial?

G3A2: Até que €, mas ndo sei em qual das duas colocar.
Professor: Em qualquer uma.

G3A2: Entendi.

A partir do diadlogo acima podemos entender que o modo de produzir significado para a
simetria de rotacdo novamente esta relacionado com a palavra “girar”. Desta forma, o campo
semantico que o aluno G3A2 esta operando é o0 mesmo dos alunos do grupo 1.

Contudo, quando analisamos as simetrias de reflexdo, o aluno traz uma perspectiva nova:
a de “virar o lado do tridngulo”. Mais precisamente, virar o lado no sentido de o tridngulo ter
um lado da frente e outro de tras. Isto pode ter sido induzido pelo fato de termos utilizado
prismas triangulares (ver apéndice E) para representar os triangulos equilateros.

Figura 23 - Q1G3A3

ATIVIDADE .
1. A partir dos triingulos de madeira, nomeie ¢ desenhe as possiveis simetrias do
triingulo equilétero:
a) De mlnc?a: 2 3

] - g v )/ : - ! N \4
(d - F/ “ Fina g 2
b) De reflexdo:

 a—— 5

P 20 A A -
Fonte: Acervo do Autor (2023)

2

O aluno G3A3 possui respostas semelhantes ao aluno G3A2, o que é condizente, pois
observamos que os dois trabalhavam de forma conjunta. Também € possivel notar que 0 mesmo
apagou uma das simetrias de reflexdo. Acreditamos gue isto foi induzido pelo dialogo acima,
uma vez que este ocorreu antes do aluno G3A3 terminar sua atividade, situacdo semelhante a
relatada na subsecdo anterior.

Figura 24 - Q1G3A4

a) De rotagdo:
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Fonte: Acervo do Autor (2023)
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Como o aluno G3A4 ndo compareceu ao primeiro encontro, foi realizado uma breve
apresentacdo dos conceitos da primeira aula expositiva para ele no segundo encontro. Apds isto,
foi-lhe entregue a atividade. Felizmente, o aluno teve uma boa compreensdo da mesma e
conseguiu responder a questdo de forma satisfatoria.

A partir do caderno de campo, quando perguntado pelo professor como o aluno fez para
encontrar as simetrias, o aluno respondeu da seguinte forma:

Professor: Conseguiu entender o que era para fazer?

Aluno G3A4: Sim, é so girar de um jeito que o triangulo fique igual para as rotacGes e
virar ele ao contrario como se fosse espelhar para as reflexdes.

Professor: 1sso ai, muito boa sua resposta.

Novamente, para responder sobre as simetrias de rotacdo o aluno esta operando no campo
semantico “girar”. O que surge de novo na resposta deste aluno ¢ o conceito de “espelhamento”.
Portanto, podemos afirmar que ele esta operando em um novo campo semantico referente as

simetrias de reflexao.

Figura 25 - Q1G3

ATIVIDADE
1. A partir dos triingulos de madeira, nomeic ¢ desenhe ss possiveis simetrias do
triiingulo equilitero:
a) De rotagdo:

b) De reflexio
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te2'Fe” 21>

=,
55

Fonte: Acervo do Autor (2023)

Aqui surge um ponto estranho a ser destacado: o resultado do grupo esta muito diferente
do que cada um dos alunos respondeu em suas anotagdes individuais. Nesta resposta apareceram
duas simetrias origem. Além disto, 0 mais peculiar é o fato de ter apenas duas simetrias de
reflexdo, com nomes respectivos de F, e F;. Temos a impressdo de que os alunos se
confundiram ao responderem, ja que os participantes foram capazes de realizar a atividade

individualmente.

6.2 Questao 2

Na segunda questdo, foi solicitado aos alunos construir a tabela de composicdo das
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simetrias do tridngulo equilatero com base nas simetrias encontradas na primeira quest&o.

Nesta tarefa, vamos analisar os modos de producdo de significado desenvolvidos pelos
alunos no que diz respeito a operacdo de composicao. Para a andlise desta questdo, fazemos
bastante uso da “leitura plausivel”, conceito pertinente ao MCS e que foi discutido durante a
secdo 4.1.

Os alunos tiveram como materiais de apoio os tridngulos de madeira e os slides da aula
expositiva. No que se refere ao conceito de composicdo, esta é a primeira vez que os alunos
foram introduzidos a ele, o que foi confirmado pelos proprios alunos como também pelo
professor responsavel pela disciplina de matematica da turma.

Antes do inicio desta atividade, observamos que os alunos ndo tinham a devida nocéo de
como completar a tabela solicitada. Assim sendo, os alunos foram instruidos pelo professor a
como dispor as simetrias encontradas na questdo 1 nas células da primeira linha e da primeira
coluna da tabela de simetrias da questéo 2.

Mais ainda, a partir de um “exemplo concreto” envolvendo a soma de niameros inteiros,
também foi explicado aos alunos como proceder para “completar a tabela de forma correta”, ou
seja, que cada célula da tabela era o resultado da composicao da simetria que estava na primeira
coluna daqguela linha com a simetria que estava na primeira linha daquela coluna, obedecendo

a esta ordem.

6.2.1 Grupo 1

Figura 26 - Q2G1Al
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Os resultados obtidos pelo aluno G1AL sdo excelentes, a tabela esta completa e correta.
Para entender em que campo semantico o aluno estava operando, temos o seguinte dialogo
registrado no caderno de campo:

G1AL1: Sor, ta certo?

Professor: Depende do nome que vocé deu para suas simetrias, como vocé fez?

G1AL: Eu primeiro olhei a que estava la em cima, dai mexia para deixar igual no desenho

e depois fazia a que estava la do lado.
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A partir do didlogo acima, é possivel ver que o aluno produziu um significado muito

natural para a composicao, que é fazer uma acédo e depois fazer outra.

Figura 27 - Q2G1A2
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

O aluno G1A2 apresentou um resultado parcial da questdo 2 muito conciso. Infelizmente
ocorreu do aluno se ausentar no terceiro encontro e isto acarretou na impossibilidade de ele
terminar a atividade. Contudo, considerando os resultados apresentados, podemos concluir que

ele produziu significado para a operagéo de composigé&o.

Figura 28 - Q2G1A3

lwnrpw"\'-'"‘ ‘ ‘ | T £ £ -

D)

) o) I I

Rz [ZENEZRE I

Fonte: Acervo do Autor (2023)

Aqui aparece um resultado um tanto quanto curioso, pois existem nomes diferentes para
a mesma simetria. Para fins desta andlise, vamos identificar RO, com R, e analogamente RO,
com R,.

Mesmo fazendo esta correcdo na busca de tentarmos entender o que o aluno estava
pensando, ndo é possivel afirmar que o aluno produziu significado para a composi¢do como um
todo. Desta forma, deparamo-nos com o que o MCS considera como um obstaculo
epistemologico, ou seja, temos um “[...] processo no qual um aluno operando dentro de um
campo semantico, poderia potencialmente produzir significado para uma afirmacéo, mas nao
produz” (LINS, 1993 apud HENRIQUES 2011, p.57).
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Figura 29 - Q2G1A4
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Novamente, outro caso que necessita atencdo quanto aos nomes dos elementos da tabela
ao analisarmos a questdo 1. O aluno atribui trés diferentes nomes para uma das simetrias do
tridangulo equilatero (terceira rotacdo, Rot® e origem); contudo, vamos analisar todas como
sendo a mesma.

Mesmo assim, concluimos que o aluno nao construiu significado acerca da operacéo de
composicdo. Aqui evidenciamos o primeiro caso de limite epistemoldgico, isto é, trata-se da
“[...] impossibilidade de um aluno produzir significado para uma afirmacéo ou um residuo de

enuncia¢do, numa certa direcdo, devido a sua maneira de operar cognitivamente” (LINS, 1993
apud HENRIQUES 2011, p.57).

Figura 30 - Q2G1A5
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Aqui é evidente que o aluno estava atribuindo significado para a composi¢do, mas a partir
do momento em que o aluno compde as simetrias de reflexdo, parece existir certo bloqueio
cognitivo. Novamente, percebemos um obstaculo epistemoldgico.

6.2.2 Grupo 2

Comecamos exibindo as resolugdes individuais dos alunos do Grupo 2. As Figuras 30 a
34 apresentam estas resolucées na mesma enumeracao dada aos alunos em seu respectivo grupo.
A Figura 35 traz a resolucdo coletiva deste grupo.
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Figura 32 - Q2G2A2
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Figura 33 - Q2G2A3
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Figura 34 - Q2G2A4
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Fonte: Acervo do Autor (2023)
Figura 35 - Q2G2A5
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Figura 36 - Q2G2
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De todos os dialogos registrados no caderno de campo, consideramos o0 que vem a seguir
como 0 mais surpreendente:

G2A4: Sor, a gente notou algumas coisas na tabela.

Professor: Diga.

G2A3: Nao sei se esta certo, mas a gente percebeu que ndo repete e uma hora vai dar a

origem.
Professor: Como assim ndo repete?
G2A4: Se a gente olha pra uma linha, o resultado € sempre diferente um do outro.
G2A3: E para a coluna também.
G2A4: E também sempre da uma simetria que a gente ja tinha.
Professor: Por que vocé acha que acontece isso?

G2A4: Sei |4, sor, a gente ta girando e virando o triangulo, se a gente achou todas antes,

ndo tem como aparecer uma nova agora, né?
G2A3: E outra coisa também, se a gente encontrasse, ndo ia ter lugar pra colocar ela na

tabela né, s6 tem seis espagos.
Professor: Excelentes observacdes.

O momento relatado foi muito inesperado, pois ndo haviamos pressuposto este nivel de

constatacdes por parte dos alunos. A partir deste dialogo os alunos j& haviam resolvido, mesmo

sem saber, quase toda a questdo 3.
Portanto, a partir do residuo de enunciagéo das tabelas e do didlogo acima, concluimos

que os alunos construiram significado & operagdo de composicao.



6.2.3 Grupo 3

Figura 37 - Q2G3A1l
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Para aprimorar a analise da questdo 2 apresentada pelo aluno G3A1, adotamos uma leitura
plausivel com o objetivo de aprofundar nossa compreensdo do raciocinio subjacente aos
resultados por ele apresentados.

Inicialmente, consideramos que “22 rotacdo” equivale ao mesmo conceito que “Rot2” e
generalizamos esse entendimento para possiveis erros de natureza semelhante.

No entanto, apesar de nossos esforgos para esclarecer a resposta do aluno, torna-se
evidente que ele ndo conseguiu atribuir um significado a composicdo de simetrias. Nesse

sentido, podemos concluir que o aluno alcancou um limite epistemolégico.

Figura 38 - Q2G3A2

Fonte: Acervo do Autor (2023)

No caso do aluno G3A2, apesar da presenca de respostas incorretas em sua tabela, é
notavel que o aluno também apresenta um numero significativo de respostas corretas. Esse éxito
sO seria possivel se o aluno tivesse sido capaz de desenvolver um entendimento sélido da
operagdo em questéo.

Portanto, podemos concluir que o aluno efetivamente construiu um significado para a

composicao de simetrias.

Figura 39 - Q2G3A3
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Com base nas respostas apresentadas na tabela pelo aluno G3A3, chegamos a conclusao
de que ele atingiu um limite epistemoldgico. Isso se deve ao fato de que a abordagem adotada
pelo aluno para realizar a operacao € incorreta, mesmo que haja ocasides em que o aluno acerte.
Portanto, ndo podemos afirmar que o aluno tenha efetivamente desenvolvido um entendimento

solido da composicao de simetrias.

Figura 40 - Q2G3A4
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

O aluno G3A4 se destacou em seu grupo ao preencher corretamente toda a tabela de
simetrias. E evidente, com base no residuo de enunciacdo da tabela, que o aluno atribuiu

significado ao conceito de composicao.

Figura 41 - Q2G3
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Houve, mais uma vez, uma lacuna na comunicacdo entre os membros do Grupo 3. O aluno
G3A4 respondeu a questdo de forma bastante concisa; entretanto, suas respostas ndo foram

incluidas aqui.

6.3 Questao 3

O objetivo da questdo 3 consiste em consolidar os resultados obtidos nas atividades
precedentes e, com base neles, verificar determinadas condi¢fes indispensaveis para a
configuracgdo de um grupo.

Esta atividade (ver apéndice B) foi entregue ap0s a segunda aula expositiva (ver apéndice
D). Nesta aula os alunos foram apresentados aos conceitos iniciais da teoria de grupos. Mais
precisamente, foram mostradas aos alunos as condi¢es necessarias que um conjunto, munido
de uma operacéo, deve satisfazer para que o par (conjunto, operagao) constitua um grupo.

Os alunos foram orientados a proceder da seguinte forma: se sim, verifique as condigdes
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de fecho, elemento neutro e elementos inversos. Caso contrario, justifique sua resposta.

A titulo de exemplo de grupo, foi utilizado o par consistindo do conjunto dos nimeros
inteiros junto da operacdo de adicdo. Esta escolha se deve a familiaridade dos alunos com os
mesmaos.

Para fins desta anélise, dizemos que o aluno construiu significado a estrutura algébrica

grupo quando o mesmo foi capaz de construir significado para todas as etapas de verificagao.

6.3.1 Grupo 1

O aluno G1A5 ndo compareceu ao quarto encontro. Desta forma, ndo ha figura nem
andlise referente a este aluno para esta questao.

Figura 42 - Q3G1A1l:
Se sim:

a. Explique com suas palavras como voce verificou a condigdo de fecho

Ev ochar b Swmedaes e NeaXdods mer evicoriue
n"h\“vm" SNy o Drfeveda
b. Indigue o clemento neutro.

5 I
¢ Indique o elemento inverso de cada uma das simetrias
Oa\cﬁ;f‘O\ﬂo)gu o ¥ 1= oY 2 fod 2 =¢o+ 1
Yef L= ver ( Yef Z=~ve (2 ~ef b=y £ D

Fonte: Acervo do Autor (2023)

Aqui o aluno traz uma visdo bem pertinente sobre o conceito de fecho: “Eu achei 6
simetrias e na tabela ndo encontrei nenhuma diferente”. Podemos, entdo, entender que o campo
semantico em que o aluno esta operando € o de ndo encontrar nenhuma simetria diferente.

A resposta acerca do elemento neutro aparece em um didlogo breve com o professor:

G1AL: Sor, entdo a origem é como se fosse 0 0?

Professor: Depende da operacdo, quando estamos somando sim, mas e quando
multiplicamos?

G1Al: Daiéo 1.

Professor: Certo.

G1A1: Entdo a origem é como se multiplicassemos por 1?

Professor: Ela altera a posicéo dos vértices do tridngulo?

G1Al: Néo.

Professor: Entdo?

G1A1: Ah, entdo é.
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O dialogo acima evidencia o campo semantico em que o aluno estd trabalhando: o
elemento neutro € aquele que ndo causa alteragdes no elemento com o qual esta sendo operado.

Por fim, na questao do elemento inverso, o aluno afirma que “este elemento = elemento
inverso”, o que ¢ estranho de se pensar. Entdo, utilizando o conceito de leitura plausivel,
entendemos que o aluno quis utilizar o sinal de igualdade da seguinte forma: o elemento inverso
do elemento a esquerda da igualdade € igual ao elemento a direita da igualdade.

Assim como ele afirma na sua respectiva tabela da questdo 2, cada composicéo destes
elementos separados pelo simbolo de igualdade d& como resultado o elemento neutro. Desta
forma, vemos que o aluno estava operando no campo semantico: um elemento é inverso do
outro se quando operamos os dois temos o0 elemento neutro como resultado.

Concluimos entdo, que o aluno produziu significado para a estrutura algébrica.

Figura 43 - Q3G1A2
Se sim:

a. Explique com suas palavras como vocé verificou a condigéo de fecho.

IS “UIPE CNSSRPE S O -

b. Indique o elemento neutro. ,f(
o

W suger? Z & -l&r"l/r'{é/ el

c. Indique o elemento inverso de cada uma das simetrias.
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Para analise da questdo 3 do aluno G1A2, devemos nos atentar ao fato de este ndo ter
concluido a questdo 2, o que era indispensavel a sua realizagéo.

Mesmo tendo a tabela de simetrias incompleta, ele afirma a condic¢&o de grupo, utilizando
a mesma justificacdo do aluno G1A1l. Ndo vamos analisar o que diz respeito a condicdo de
fecho ja que a tabela estava incompleta.

Para a questdo do elemento neutro, o fato de a tabela estar incompleta nédo interferiu,
visto que as células que o aluno preencheu eram suficientes para responder esta questao.

Por fim, o aluno afirma, utilizando a mesma linguagem do aluno G1A1, quais sdo 0s
inversos de algumas simetrias. Notamos que isto somente ocorre no caso em que o aluno
completa alguma das células da tabela com a simetria origem. Assim sendo, evidenciamos mais

uma vez um aluno operando no campo semantico (ainda que parcialmente): um elemento ¢
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inverso do outro se quando operamos 0s dois temos o elemento neutro como resultado.
Concluimos ent&o, que para construir significado para os conceitos de elemento neutro e
elementos inversos, ndo era necessario que o aluno calculasse todas as células da tabela de
simetrias. Entretanto, para que o aluno verificasse as condi¢6es pedidas, era necessario finalizar
a questdo 2, o que ndo ocorreu. Portanto, ndo é possivel afirmar que o aluno produziu

significado a estrutura de grupo.

Figura 44 - Q3G1A3

Explique com suas palavras como vocé verificou a condigdo de fecho.
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

o
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Mesmo que o aluno G1A3 estivesse operando em um campo semantico relacionado ao
fecho, fica evidente que, para ele, este conceito é intrinseco aos nimeros inteiros. Isto pode ter
ocorrido por uma tentativa do aluno de tentar relacionar as simetrias com o exemplo (da aula
expositiva) do par (Z, +). Diante disto, concluimos que o aluno ndo atribuiu significado para o
fecho.

Assim como seus colegas de grupo, o aluno afirma que a origem € o elemento neutro e
estd operando no campo semantico: ndo faz nada com o objeto. Isto condiz com sua resposta
para a questdo 2.

Ja para a questdo sobre os elementos inversos, ndo é possivel afirmar que o aluno produziu
significado, uma vez que suas respostas na tabela ndo sdo coerentes com as respostas
apresentadas na questéo 3.

Concluimos entéo, que o aluno ndo produziu significado para a estrutura algébrica grupo.
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Figura 45 - Q3G1A4

Se sim:

a.  Explique com suas palavras como vocé verificou a condigdo de fecho.

Cu vEriFione: yends Que povia & = e Xoias
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b. Indique o elemento ncutro.
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

O aluno faz sua justificacdo da questdo sobre o fecho da seguinte maneira: “eu verifiquei
vendo que havia 6 simetrias e na tabela também. Nao tendo diferencas”. Analisamos a resposta
do aluno da seguinte forma: foi verificado conferindo que havia seis simetrias e na tabela
também havia apenas seis distintas, ndo havendo distincao entre as simetrias encontradas na
questdo 1 com as encontradas apos calcular a tabua de simetrias. A justificacdo do aluno € muito
parecida com os alunos G1Al e G1A2. Desta forma podemos afirmar que estavam operando
em um mesmo campo semantico, que é o0 ndo conseguir encontrar uma simetria nova.

Para o elemento neutro, o aluno opera no mesmo campo semantico dos alunos G1Al e
G1A2, tendo sua justificacdo também na questéo 2.

No que diz respeito aos elementos inversos, o aluno consulta na tabela as composigdes
que resultam na origem. Mesmo que o elemento inverso da sua rotagdo 2 esteja incorreto, é
possivel afirmar que o aluno produziu significado para o elemento inverso e estava operando
no mesmo campo semantico do professor: um elemento é inverso do outro se quando operamos
os dois temos o elemento neutro como resultado.

Por fim, fica evidente que o aluno conseguiu produzir significado a estrutura de grupo,

ainda que estivesse com a tabela preenchida de forma incorreta.

6.3.2 Grupo 2

Comecamos exibindo as resolucdes individuais dos alunos do Grupo 2. As Figuras 45 a
49 apresentam estas resolugdes na mesma enumeragao dada aos alunos em seu respectivo grupo.

A Figura 50 traz a resolucdo coletiva deste grupo.



Figura 46 - Q3G2A1

Se sim:
a. Explique com suas palavras como vocé verificou a condigdo de fecho
esho @ Pcfando div ;
(2% 8 Yc&ul*udo Ja (;lk,c:i(‘-x&o yeRns, Sckkfc doﬁl
b. Indique o elemento neutro.
OV GO
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Fonte: Acervo do Autor (2023)
Figura 47 - Q3G2A2
Se sim:

a. Eaplique com suas palavrus como \'o<i! verificou a condi¢do de fecho.
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b. Indique o elemento neutro.
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c. Indique o elemento inverso de cada uma das simetrias.
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Figura 48 - Q3G2A3
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Figura 49 - Q3G2A4

Se sim:

a. Explique com suas palaveas como vocé verificou a condigdo de fecho.
f.o M@m A3 nemihix ) A don am rud

b. Indique 0 elemento neutro,

¢ Indique o clemento inverso de cadz uma das simetrias,

Fonte: Acervo do Autor (2023)

Figura 50 - Q3G2A5
Se s

a. Explique com suas palavras como vocé verificou a condigdo de fecho.
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b. Indique o elemento neutro,
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Fonte: Acervo do Autor (2023)
Figura 51 - Q3G2

Se sim:

a. l"pllquc com suas palavras como vocé verificou a condigdo de fecho.
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Fonte: Acervo do Autor (2023)
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Todos os integrantes do grupo 2 operaram no mesmo campo semantico, que foi o de
encontrar um resultado ja existente; o que, de fato, ja havia sido confirmado pelos integrantes

do grupo na questdo 2, durante o dialogo que consta na pagina XX.
Sobre a questdo do elemento neutro, como todos os integrantes completaram a tabela de

forma correta, atribuimos a isto sua justificacdo para esta questéo.
Por fim, note que, no que diz respeito aos elementos inversos, temos duas respostas

apresentadas de formas diferentes entre os integrantes do grupo. Os alunos G2A1, G2A4 e

G2Ab5, apresentam assim como o aluno G1A1 o simbolo de igualdade para se referir a um

elemento como sendo o inverso do outro.
J& os alunos G2A2 e G2A3 estdo operando no campo semantico do professor, uma vez

que utilizam da mesma notacdo dada na aula expositiva para sua justificacdo. Estranhamente

falta “= origem” nas suas respostas.
Entretanto, analisando o contexto e nos baseando na questéo 2, fica evidente que os alunos

do grupo 2 construiram significado as trés condicOes solicitadas e, portanto, a estrutura de

grupo.
6.3.3 Grupo 3
Figura 52 - Q3G3A1
Se s
4 Explique com suax palayras como vocé verificou a condigio de lecho.
OO pin yromelo o badngils o
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

Primeiramente, a justificacdo dada para o fecho se baseia na ideia de que o objeto foi
girado e, de alguma forma, exibe os nomes das rotagcdes da questdo 1. No entanto, essa
justificacdo faz sentido apenas no contexto das simetrias de rotagéo.

Posteriormente, o aluno elabora uma tabela na qual lista um elemento e, na coluna ao
lado, indica o seu inverso. No entanto, essa tabela ndo coincide com os resultados apresentados
pelo aluno G3A1 em sua questdo 2. I1sso nos leva a conclusdo de que o aluno ndo conseguiu

atribuir significado ao conceito de elemento inverso.
Ao considerar as justificacdes fornecidas pelo aluno, é possivel inferir que ele sé
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conseguiu construir um entendimento para o elemento neutro. Portanto, ndo foi capaz de atribuir

significado a estrutura de grupo.

Figura 53 - Q3G3A2
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

A justificacdo do aluno acerca do fecho € de fato plausivel. Porém, o aluno apresenta a
ideia de que (somente) as simetrias satisfazem a condicdo, o que é um problema, pois para
satisfazer a condicdo de grupo é necessario observar a operacdo também. Aqui vemos mais um
caso de um aluno operando no campo semantico de: ndo encontrar nenhuma simetria nova.

Novamente, o aluno esta correto em afirmar que o elemento neutro € o que ele denominou
de origem.

Entretanto, ndo é possivel afirmar que o aluno construiu significado para o elemento
inverso, uma vez que sua tabela da questdo 3 ndo condiz com a tabela apresentada na questao

2. Concluimos entdo, que o aluno nédo construiu significado para a estrutura algébrica grupo.

Figura 54 - Q3G3A3
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A justificacdo dada para o fecho ¢ a seguinte: “Verifiquei que ao observar todas as
composicdes, elas apresentaram resultados satisfatorios”. Ao interpretar essa explicagdo de
forma plausivel, entendemos que o aluno se refere ao fato de que todas as combinagdes
resultaram em simetrias ja conhecidas.

O aluno demonstra claramente na tabela da questdo 2 que a simetria de origem € o
elemento neutro. Ele também relaciona os resultados que encontra como origem para
determinar qual elemento é o inverso de outro; entretanto para simetria Res, 0 aluno afirma
nesta questdo que seu inverso € ele mesmo, o que ndo condiz com o que foi apresentado na
tabela da questéo 2.

Dessa forma, podemos concluir que o aluno ndo construiu um significado solido da

estrutura algébrica.

Figura 55 - Q3G3A4
Se sim:

4. Explique com suas palavias como vocé verificou a condigao de fecho.
AT 8 B 177 vends  que 5 o /
ke i i . ¥iocoer dfa N Fenilda 4

b, Indigue o elemento neutro.
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c. Indique o elemento inverso de cada uma das simetrias.
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Fonte: Acervo do Autor (2023)

O aluno G3A4, novamente demonstra os resultados mais concisos do grupo.
Primeiramente na sua justificacdo da condicgéo de fecho. Aqui ele apresenta estar operando no
campo semantico de ndo conseguir encontrar uma simetria nova.

Depois, afirma a origem como sendo o elemento neutro, o que pode ser evidenciado em
sua tabela da questéo 2.

Por fim, o aluno constr6i uma tabela com os elementos e seus inversos; se observamos a
sua resposta da questdo 2, notamos que a composicao destes elementos resulta na origem. Aqui
fica evidente que o aluno esta operando no mesmo campo semantico do professor, que é: um

elemento é inverso do outro se quando operamos 0s dois temos o elemento neutro como
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resultado. Desta forma, concluimos que o aluno construiu significado a estrutura algébrica.

Figura 56 - Q3G3
Se sim:

a.  Expligue com suas palavras como vocé verificou a condigdo de fecho.
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Fonte: Acervo do Autor (2023)
Neste grupo, ocorre novamente uma discrepancia: apesar de um dos membros (G3A4)
fornecer respostas mais concisas, 0 grupo opta por apresentar uma resposta incorreta. Neste
caso, coincide com a do aluno G3A3. Portanto, podemos aplicar a mesma analise feita

anteriormente para o grupo.
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7. CONCLUSOES

Este trabalho, por meio de uma abordagem IBL, buscou introduzir os conceitos iniciais
da teoria de grupos no contexto do ensino basico. Isto foi feito utilizando como referencial
tedrico o MCS para realizar as andlises dos resultados obtidos, que foram os significados
matematicos construidos pelos alunos em relag&o aos conceitos matematicos abordados durante
a pesquisa.

E importante ressaltar que a pergunta de pesquisa deste estudo de caso ndo visava
confirmar uma hipétese; mas, sim, analisar a construgdo de significados por meio da abordagem
e analise do pesquisador. O trabalho trouxe contribuigdes significativas para futuras pesquisas
gue busquem investigar conceitos de algebra e explorar 0 uso de uma abordagem IBL podendo
ou ndo ser combinada com o MCS.

Assim sendo, foi possivel evidenciar por meio da analise de dados que alguns alunos
construiram  significados muito solidos acerca dos conceitos matematicos abstratos
apresentados. Cabe destacar também o empenho dos alunos durante a realizacdo das atividades,
a interacdo e producdo em grupo, a construcdo do conhecimento de uma maneira coletiva e, 0
mais importante de tudo: a constru¢do do conhecimento por parte do aluno mediante atividades
que valorizam uma postura autbnoma e protagonista do aluno.

Os dois principais desafios encontrados durante a aplicacdo da pratica foram: a adaptacao
a dindmica dos alunos, que estdo mais acostumados a uma abordagem mais tradicional/passiva,
e 0 conteudo apresentado, que aborda conceitos mais abstratos da matematica.

Para futuros trabalhos, recomendamos atividades que dependam de respostas mais
descritivas e/ou gravacdo de audio, pois a analise segundo o MCS é enriquecida quando temos
mais dados sobre 0 que o0 aluno estava pensando no momento das atividades. NOs fizemos uso
apenas do caderno de campo e isto foi um ponto limitante em nossa anélise de dados.

Mais ainda, com o intuito de potencializar futuros trabalhos, também recomendamos que,
ao utilizar a abordagem IBL, sejam incorporados materiais manipulaveis e/ou ludicos para
dinamizar as atividades de matematica.

A pesquisa destacou a relevancia da abordagem IBL, especialmente quando combinada
com o MCS, néo apenas para o0 estudo de grupos e simetria, mas também para elaboracao de
trabalhos que visem trabalhar outros conceitos no campo da algebra, fornecendo um exemplo
de como inserir conceitos menos convencionais no ensino basico e oferecendo ferramentas para
andlises qualitativas que valorizam a producéo de conhecimento dos alunos.

Em conclusdo, o trabalho contribuiu ao apresentar uma nova abordagem para o ensino de
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simetria e teoria de grupos no ensino basico, enfatizando a possibilidade de trabalhar contetdos

matematicos nao tradicionais que tém uma presenca significativa no cotidiano dos alunos.
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APENDICE A: ATIVIDADE |

Figura 57 - ATIVIDADE |

D AC ESCOLA ESTADUAL DE EDUCAGAO BASICA DOLORES ALCARAZ CALDAS

Rua Afonso Celso Pupe da Silveira, 25 Cep.: 91360-020
Porto Alegre — RS — Tel/Fax: 3341-5955/ {051)991034166

Estudante: Turma:8A Data__ /_ /

Professor(a): Jeremy Ortiz Moretto Componente curricular: Matematica

ATIVIDADE
1. A partir dos tridngulos de madeira, nomeie e desenhe as possivels simetrias do
tnangulo equilitero:
a) De rotagio:

b) De reflexdo:

2. A partir das simetrias encontradas no exercicio anterior, construa uma tabela que
compde as simetrias entre si:

Composi¢io

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

70



71

APENDICE B: ATIVIDADE II

Figura 58 - ATIVIDADE II

D AC ESCOLA ESTADUAL DE EDUCAGAO BASICA DOLORES ALCARAZ CALDAS

Rua Afonso Celso Pupe da Silveira, 25 Cep.: 91360-020
Porlo Alegre - RS - TelfFax: 3341-5955/ (051)391034166

Estudante: Turma:8A Data:__ /__ /

Professor({a): Jeremy Ortiz Moretto Componente curricular: Matematica

3. Considere o conjunto de todas as simetrias do tridngulo equilatero e a tabela obtida no
exercicio anterior. Esse conmjunto, junto da operagio de composigio, satisfaz as
condigdes de grupo?

Se sim:

a. Explique com suas palavras como vocé verificou a condigiio de fecho.

b. Indique o elemento neutro.

c. Indigue o elemento inverso de cada uma das simetrias.

Caso contrario, mencione uma das condigdes que niio ¢ satisfeita.

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)
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APENDICE C: APRESENTACAO |

Figura 59 - Slide 1 APRESENTAGAO |

Simetria

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 60 - Slide 2 APRESENTACAO |

Definicdo de Simetria

e Simetria € uma propriedade geométrica que descreve a igualdade, semelhanca ou
correspondéncia em relagdo a um eixo, ponto ou plano. Quando uma figura ou objeto
apresenta simetria, & possivel encontrar uma linha, ponto ou plano que divide a figura
em partes que sao idénticas ou muito semelhantes.

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 61 - Slide 3 APRESENTACAO |

Tipos de Simetria

e A simetria de reflex3o, é quando um objeto & refletido através de uma linha para
criar uma forma idéntica.

e A simetria de rotacao, também conhecida como simetria radial, & quando um objeto
parece o mesmo depois de ser girado em um determinado dngulo em torno de seu
ponto central,

N | o

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)



Figura 62 - Slide 4 APRESENTAGCAO |

Simetria na Arte

* Asimetria tem sido um tema comum na arte ao longo da histéria,
particularmente nas antigas culturas orientais.
e Exemplos de arte simétrica incluem mandalas, vitrais € mosaicos isldmicos.

> o/ (11NN}
AT D D
v

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 63 - Slide 5 APRESENTACAO |

Simetria na Arquitetura

e A simetria tem sido um principio fundamental da arquitetura ha séculos,
remontando & Grécia e 3 Roma antigas.

e Exemplos de arquitetura simétrica incluem o Taj Mahal, a Casa Branca e a
catedral de Notre Dame.

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 64 - Slide 6 APRESENTAGAO |

Simetria na Natureza

e A simetria é abundante na natureza, desde as asas de uma borboleta até as
pétalas de uma flor.

e Exemplos de objetos naturais simétricos incluem insetos, estrelas-do-mar e o
corpo humano.

e A simetria na natureza pode servir a propositos funcionais, como atrair
polinizadores ou fornecer estabilidade durante o voo.

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

73



Figura 65 - Slide 7 APRESENTACAO |

Exemplos de Simetrias do Quadrado

0 quadrado possui diversas simetrias, sejam elas em relacao a rotacao no sentido horario em relacao ao
seu centro ou de reflexdo em torno das retas que passam pelas suas diagonais ou seus pontos medios
dos segmentos paralelos.

Simetrias de Rotagdo Simetrias de Reflexdo
A 7 B o A A ~H B > A
Rotagéo 1 il
otagao é ° Reflexdo 1 >
D C C IB D c C D
A P! C™~\ D A ~ B A D
180°
Rotagdo 2 PS ° Reflexdo 2
D c B A D C 1B C

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 66 - Slide 8 APRESENTACAO |

Composicéio de simetrias do quadrado

A composicao (©) de simetrias € uma operacao assim como as operagoes aritmeéticas que
conhecemos para 0s numeros,

Considere as simetrias Reflexdo 1 e Rotacac 2 do quadrado, a composicac Reflexdao
1oRotagao 2 € calculada da seguinte maneira:

Rotagdo 2 Reflexdo 1

s # 5 o™l % o

\RM““ e 2‘/

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 67 - Slide 9 APRESENTAGAO |

Observagdes sobre simetrias

e A figura em seu estado inicial também & uma simetria e podemos chamar essa
simetria de origem.

« Compor duas simetrias gera uma simetria (incluindo a origem).

e Na operagao de composi¢do sempre comegamos pelo elemento que esta a
direita do simbolo de operagéo.

Uma outra forma de representar simetria, € pela troca de posigao dos vértices

da figura: A P
0 C
A B CD
>
D CBA
A B

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)
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APENDICE D: APRESENTACAO II

Figura 68 - Slide 1 APRESENTACAO Il

AN AGINIRS

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 69 - Slide 2 APRESENTACAO Il

GRUPO

Definicdo: Seja G um conjunto e * uma operacgao,
dizemos que (G, *) € um grupo se satisfaz as seguintes

condigoes:

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 70 - Slide 3 APRESENTACAO Il

GRUPO

Definicdo: Seja G um conjunto e * uma operacdo,
dizemos que (G, *) é um grupo se satisfaz as seguintes
condigdes:

ELEMENTOS

@’ DEG

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)



Figura 71 - Slide 4 APRESENTAGAO I

CONDIGOES

1) Fecho: Sej aebper aG,se a+b=c  entdocpertence aG.

1) Associatividade: Q a, becper aG,(ash)sc=as(bec),

q

Ill) Existéncia do elemento neutro: Existe um elemento e em G tal que

e*a —awe -~ a, paratodoapertencente aG.

IV) Existéncia do elemento inverso: Para qualg o a em G, existe outro
elemento o' em G, tal que, a+a' —a +a—=¢, onde e é o elemento neutro
Pl"' m—“" d

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 72 - Slide 5 APRESENTACAO Il

EXEMPLO

O conjunto dos ndimeros inteiros 7 e a operacdo de adigéo +.

1) Fecho: E imediatamente satisfeita, pois ao somar dois nimeros inteiros obtemos
também um ndmero inteiro: 4 +7=11.

11) Associatividade: vem do fato da adigdo ser associativa, portanto 1+ (4 +7)=(1+4)
+7=12.

I11) Elemento neutro: O elemento neutro da adigdo é o 0, pois se tomarmos n um
inteiro qualquer0+n=n+0=n.

IV) Elemento inverso: Podemos encontrar o inverso de um elemento, tomando o seu
oposto:n +(-n)=(-n)+n=0.

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 73 - Slide 6 APRESENTACAO Il

CUBO MAGICO

O conjunto dos possiveis movimentos (girar as faces no sentido
horario ou anti-horario) do cubo magico, junto com a operacdo de
composicao geram um grupo.

FACE SUPERIOR

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)
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Figura 74 - Slide 7 APRESENTACAO Il

CUBO MAGICO

O conjunto dos possiveis movimentos (girar as faces no sentido
horario ou anti-horario) do cubo magico, junto com a operacdo de
composigdo geram um grupo.

FACE SUPERIOR

FACE FRONTAL

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 75 - Slide 8 APRESENTAGAO II

CUBO MAGICO

O conjunto dos possiveis movimentos (girar as faces no sentido
horario ou anti-hordrio) do cubo magico, junto com a operacdo de
composigdo geram um grupo.

FACE SUPERIOR

FACE ESQUERDA FACE FRONTAL

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 76 - Slide 9 APRESENTACAO Il

CUBO MAGICO

O conjunto dos possiveis movimentos (girar as faces no sentido
horario ou anti-horario) do cubo magico, junto com a operacdo de
compaosi¢do geram um grupo.

FACE INFERIOR

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)
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Figura 77 - Slide 10 APRESENTAGAO II

CUBO MAGICO

O conjunto dos possiveis movimentos (girar as faces no sentido
horario ou anti-horario) do cubo magico, junto com a operacao de
composi¢do geram um grupo.

"FACE INFERIOR

FACE DIREITA

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 78 - Slide 11 APRESENTAGAO II

CUBO MAGICO

O conjunto dos possiveis movimentos (girar as faces no sentido
horario ou anti-horério) do cubo magico, junto com a operagao de
composicdo geram um grupo.

FACE TRASEIRA FACE DIREITA

Fonte: Produzido pelo Autor (2023)

Figura 79 - Slide 12 APRESENTACAO II

AN RIS (R

nnn
Fonte: Produzido pelo Autor (2023)




APENDICE E: MATERIAL EM MDF

Figura 80 - Material em MDF

Fonte: Acervo do Autor (2023)
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APENDICE F: CARTA DE ANUENCIA DA ESCOLA

O(A) Diretor(a) da escola E. E. E. B. Dolores Alcaraz Caldas, localizada na cidade de Porto alegre/RS
declara estar ciente e de acordo com a participacdo dos estudante(s) e/ou professor(es) desta escola nos
termos propostos no projeto de pesquisa intitulado “INTRODUCAO A TEORIA DE GRUPOS NO
ENSINO BASICO EM UMA ABORDAGEM INQUIRY BASED LEARNING”, que tem como objetivos
entender: quais resultados matemaéticos sdo produzidos por alunos do ensino basico ao explorar o
conceito de simetria, utilizando material manipulavel, em uma abordagem inquiry-based learning
(IBL)?. Este projeto de pesquisa encontra-se sob responsabilidade do(a) professor (a)/pesquisador(a)
Jodo Matheus Jury Giraldi, da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS) e é desenvolvido
pelo(a) académico(a) Jeremy Ortiz Moretto vinculado(a) ao Instituto de Matemaética e Estatistica.

A presente autorizagdo estd condicionada ao cumprimento dos requisitos das resolugdes 466/2012 e
510/2016 do Conselho Nacional da Saude, Ministério da saude, comprometendo-se 0s pesquisadores a
usar os dados pessoais dos sujeitos da pesquisa exclusivamente para fins cientificos, mantendo o sigilo

e garantindo a ndo utilizacéo das informagdes em prejuizo dos sujeitos.

Porto Alegre, de 2023.

Nome do(a) Diretor(a): Elizabeth Martiny.

Assinatura

Professor/Pesquisador responsavel (UFRGS): Jodo Matheus Jury Giraldi.

Assinatura




81

APENDICE G: TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO

Eu, , R.G. , responsavel pelo(a)

aluno(a) , da turma , declaro, por meio

deste termo, que concordei em que o(a) aluno(a) participe da pesquisa intitulada INTRODUCAO A
TEORIA DE GRUPOS NO ENSINO BASICO EM UMA ABORDAGEM INQUIRY BASED
LEARNING (IBL), desenvolvida pelo pesquisador Jeremy Ortiz Moretto. Fui informado(a), ainda, de
que a pesquisa é coordenada/orientada por Jodo Matheus Jury Giraldi, a quem poderei contatar a
qualquer momento que julgar necessario, por meio do telefone 51 3308-6211 ou e-mail
joaomjg@gmail.com.

Tenho ciéncia de que a participacdo do(a) aluno(a) ndo envolve nenhuma forma de incentivo
financeiro, sendo a Unica finalidade desta participacéo a contribuicdo para o sucesso da pesquisa. Fui
informado(a) dos objetivos estritamente académicos do estudo, que, em linhas gerais, sdo entender:
quais resultados matematicos sdo produzidos por alunos do ensino basico ao explorar o conceito de
simetria, utilizando material manipulavel, em uma abordagem inquiry-based learning (IBL)?

Fui também esclarecido(a) de que os usos das informagdes oferecidas pelo(a) aluno(a) sera
apenas em situagdes académicas (artigos cientificos, palestras, seminérios etc.), identificadas apenas
pela inicial de seu nome e pela idade.

A colaboracdo do(a) aluno(a) se fara por meio de entrevista/questionario escrito etc, bem como
da participacdo em oficina/aula/encontro/palestra, em que ele(ela) sera observado(a) e sua producao
analisada, sem nenhuma atribuicdo de nota ou conceito as tarefas desenvolvidas. No caso de fotos ou
filmagens, obtidas durante a participacdo do(a) aluno(a), autorizo que sejam utilizadas em atividades
académicas, tais como artigos cientificos, palestras, seminarios etc, sem identificacdo. Esses dados
ficardo armazenados por pelo menos 5 anos ap6s o término da investigacao.

Cabe ressaltar que a participacdo nesta pesquisa ndo infringe as normas legais e éticas. No
entanto, podera ocasionar algum constrangimento dos entrevistados ao precisarem responder a algumas
perguntas sobre o desenvolvimento de seu trabalho na escola. A fim de amenizar este desconforto sera
mantido o anonimato das entrevistas. Além disso, asseguramos que 0 estudante podera deixar de
participar da investigacéo a qualquer momento, caso ndo se sinta confortavel com alguma situacao

Esperamos obter diversos beneficios por meio deste estudo, pois ele nos permitird gerar
informacdes importantes sobre a participacdo dos alunos em uma pratica que busca apresentar uma
abordagem matematica com viés mais criativo e participativo em sua elaboracdo, a fim de que o
conhecimento construido possa trazer contribuigdes relevantes para a &rea educacional.

A colaboracdo do(a) aluno(a) se iniciard apenas a partir da entrega desse documento por mim
assinado.

Estou ciente de que, caso eu tenha davida, ou me sinta prejudicado(a), poderei contatar o

pesquisador responsavel no endereco Antdnio Francisco Lisboa, 397, Porto Alegre/RS, telefone 51-
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995825063, e-mail Jeremytos2009@gmail.com.
Fui ainda informado(a) de que o(a) aluno(a) pode se retirar dessa pesquisa a qualquer momento,

sem sofrer quaisquer san¢des ou constrangimentos.

Porto Alegre, de 2023.

Assinatura do Responsavel:

Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do Orientador da pesquisa:
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APENDICE H: TERMO DE ASSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO — TALE

Vocé esta sendo convidado(a) a participar como voluntario do projeto de pesquisa “INTRODUCAO A
TEORIA DE GRUPOS NO ENSINO BASICO EM UMA ABORDAGEM INQUIRY BASED LEARNING
(IBL)” sob responsabilidade do professor/pesquisador da Universidade Federal do Rio Grande do Sul
(UFRGS) Jeremy Ortiz Moretto. O estudo sera realizado com material manipulavel em MDF e os alunos
serdo separados em grupos e deverdo realizar as atividades solicitadas pelo professor. As atividades seréo
realizadas no Laboratério de Matemética no horério normal das aulas de Matematica. Eventualmente os
alunos serdo fotografados durante a préatica e no final da pesquisa serdo recolhidas as folhas de respostas
desenvolvidas por eles, para entender: quais resultados matematicos sdo produzidos por alunos do ensino
basico ao explorar o conceito de simetria, utilizando material manipulavel, em uma abordagem inquiry based
learning (IBL)?

Com relacéo aos riscos da pesquisa, elenca-se um eventual constrangimento relacionado a uma eventual
dificuldade em realizar as tarefas propostas. No entanto, vocé recebera todo o apoio do professor/pesquisador
no sentido de minimizar estes riscos, tais como monitorar o participante no sentido de auxilid-lo durante o
processo da realizacdo das atividades.

Os seus pais (ou responsaveis) autorizaram vocé a participar desta pesquisa, caso vocé deseje. Vocé nao
precisa se identificar e estd livre para participar ou ndo. Caso inicialmente vocé deseje participar,
posteriormente vocé também esta livre para, a qualquer momento, deixar de participar da pesquisa. O
responsavel por vocé também podera retirar o consentimento ou interromper a sua participacao a qualquer
momento.

Vocé ndo tera nenhum custo e podera consultar o(a) pesquisador(a) responsavel sempre que quiser, por e-
mail ou pelo telefone da instituicdo, para esclarecimento de qualquer divida.

Todas as informag6es por vocé fornecidas e os resultados obtidos serdo mantidos em sigilo, e estes Gltimos
sO serdo utilizados para divulgacdo em reuniBes e revistas cientificas. Vocé sera informado de todos os
resultados obtidos, independentemente do fato de estes poderem mudar seu consentimento em participar da
pesquisa. VVocé ndo tera quaisquer beneficios ou direitos financeiros sobre 0s eventuais resultados decorrentes
da pesquisa. Esperamos obter diversos beneficios por meio deste estudo, pois ele nos permitira gerar
informacGes importantes sobre a participagdo dos alunos em uma pratica que busca apresentar uma
abordagem matematica com viés mais criativo e participativo em sua elaboracdo, a fim de que o
conhecimento construido possa trazer contribuicdes relevantes para a area educacional.

Diante das explicagdes, se vocé concorda em participar deste projeto de pesquisa, forneca o seu nome e

cologue sua assinatura a seguir.

Nome:
Data: Porto Alegre, de 2023.

Participante Pesquisador(a) responsavel



OBS.: Termo apresenta duas vias, uma destinada ao participante e a outra ao pesquisador.

Nome Pesquisador: Jeremy Ortiz Moretto

Cargo/funcdo: Aluno

E-mail: jeremytos2009@gmail.com

Instituicdo: Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Endereco: Antdnio Francisco Lisboa n° 397, Porto Alegre/RS
Telefone: 51-995825063
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