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RESUMO

Neste trabalho apresentamos o Teorema de Goldie no contexto associativo
e alternativo. Sabemos que o socle de um anel semiprimo de Goldie é ger-
ado por um idempotente central e que um anel primo de Goldie com socle
nao-nulo é um anel artiniano simples. Nesse trabalho exibimos a prova da
extensao desses resultados para algebras alternativas, além de um analogo
do teorema de Goldie para algebras alternativas.

ABSTRACT

In this work we study Goldie’s theorem in the context of alternative and
associative algebras. It is well known that the socle of a semiprime Goldie
ring is generated by a central idempotent and a prime Goldie ring with non-
zero socle is a simple artinian ring. In this work we show the extension
of these results to alternative algebras. Moreover, we show an analogue of
Goldie’s theorem for alternative algebra.
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Introducao

O Teorema de Goldie é certamente um dos resultados fundamentais da
teoria de anéis associativos. Este teorema trata da existéncia de anéis quo-
cientes.

A teoria de anéis quocientes tem suas origens no periodo entre 1930 e
1940 com os trabalhos de Ore e Asano sobre a construcao de um anel total
de fragoes. Ore estabeleceu uma condigao necessaria e suficiente para que
um anel R tenha um anel classico de quocientes & esquerda Q(R), a saber,
para todos a,b € R, com a regular, existem ¢,d € R, com c regular, tal que
cb = da. Se Q(R) ¢é o anel classico de quocientes de R entdo dizemos que R
¢ uma ordem em Q(R).

No final da década de 50 Goldie caracterizou anéis que sao ordens classicas
a esquerda em anéis semi-simples artinianos. Este resultado ficou conhecido
como o Teorema de Goldie.

O Teorema de Goldie no contexto nao associativo foi estabelecido por
Kaidi e Essannouni em 1994 para anéis noetherianos. Em 1994, os mesmos
autores estabeleceram o Teorema de Goldie para anéis alternativos sem ele-
mentos de ordem 3 no ideal associador. Para os anéis associativos, o socle de
um anel de Goldie semiprimo é gerado por um idempotente central, um anel
de Goldie primo com socle nao nulo é um anel artiniano simples e estes resul-
tados foram estendidos, ver [1]. Neste trabalho iremos estudar os resultados
sobre o Teorema de Goldie em anéis alternativos.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos que serao utilizados ao longo
deste trabalho.

No Capitulo 2, apresentamos um exemplo de uma algebra de divisao, que
é uma algebra alternativa e é conhecida como a élgebra de Cayley.

No Capitulo 3, estudamos o Teorema de Goldie no contexto associativo,
cuja demonstragao nao segue as técnicas usuais apresentadas nos livros tradi-
cionais da Teoria de Anéis Associativos.

No Capitulo 4, apresentamos definig¢oes, resultados bésicos de algebras
alternativas e a Teoria basica de radicais no contexto nao-associativo para
uma melhor compreensao para o estudo do teorema principal deste trabalho.



No Capitulo 5, abordamos o Teorema de Goldie no contexto alternativo
e para isso estudamos as generalizacoes de resultados na Teoria de goldie
Classica para o contexto alternativo.



1 Definicoes e Pré-requisitos

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes que serao utilizadas nos capi-
tulos posteriores e que sao necessarias para a compreensao do que segue.

Definigao 1.1. Um anel é uma terna (R,+,-) que satisfaz as seguintes
condigoes:

1. (R,+) é um grupo abeliano;
2. a(bc) = (ab)c, ¥V a,b,c € R;
3. alb+c)=ab+ace (a+b)c=ac+bc,Va,b,ceR.

Se ab = ba para quaisquer a,b € R, entao dizemos que o anel R é comu-
tativo.

Definigao 1.2. Um elemento a € R ¢ dito regular se ac = 0 = ¢ = 0 e
ba =0=0=0, para b,c € R.

Definicao 1.3. Um anel R é dito primo se para quaisquer ideais I e J de
R, tais que I.J = (0) entdo I = (0) ou J = (0).

Definicao 1.4. Um anel R ¢é dito um anel semiprimo se R nao contém ideais
nilpotentes nao nulos.

Definigao 1.5. Um anel R ¢ dito um anel noetheriano a direita (a esquerda)
se, para qualquer cadeia ascendente Iy C I C --- C I, C - - -, de ideais a
direita (a esquerda) de R, existe n tal que I, = I,,4,, para todo p € N.

Definigao 1.6. R ¢é dito um anel artiniano a direita (4 esquerda) se, para
qualquer cadeia descendente I} D I D --- D I, D -+ -, de ideais a direita (&
esquerda) de R, existe n tal que I, = I,,4,, para todo p € N.

Definicao 1.7. Um ideal & direita I de R é dito essencial se para qualquer
ideal nao nulo a direita J de R, temos que I N J # (0).



Definicao 1.8. Um ideal a direita I de R é dito um ¢deal nil se para qualquer
a € I, existe um ntmero natural n > 1 tal que a” = 0.

Definicao 1.9. O socle de um anel R é a soma de todos os ideais minimais
a direita de R.

Definicao 1.10. Um ideal I de R é dito um ¢deal minimal se para qualquer
ideal J de R, tal que J ; I, temos que J = 0.

Definigao 1.11. Um anel R é semi-simples a direita (4 esquerda) se, para
qualquer ideal a direita (& esquerda) I de R, existe um ideal a direita (3
esquerda) J de R tal que I @ J = R. Um anel R é dito semi-simples se é
semi-simples a esquerda e a direita.

Definicao 1.12. Sejam R um anel qualquer e S um subconjunto nao-vazio
de R. Definimos r(S) = {z € R;sz =0,V s € S} o anulador & direita de S
em R. Analogamente definimos [(S) = {x € R;2s =0,V s € S} o anulador
a esquerda de S em R.

Definigao 1.13. Um anel Q(R) O R é dito um anel de quocientes a direita
de R se as seguintes condic¢oes sao satisfeitas:

1. Todo elemento regular de R é inversivel em Q(R).

2. Para todo x € Q(R),  é da forma z = ba™!, onde a,b € R e a ¢
regular.

Se Q(R) é um anel quociente a direita de R, dizemos que R é uma ordem
a direita em Q(R).

Definigao 1.14. Um anel R é dito um anel de Goldie a direita se as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

1. R satisfaz a condicao de cadeia ascendente para anuladores a direita.
2. R nao contém uma soma direta infinita de ideais a direita nao-nulos.

Definigao 1.15. Um anel alternativo é uma terna (R, +,-) que satisfaz as
seguintes condicoes:

1. (R,+) é um grupo abeliano



2. A multiplicacao é distributiva em relacdo a adigao: a(b+ ¢) = ab+ ac
e (a+b)c=ac+bc,Va,b,ceR.

3. z(vy) = 2%y e (zy)y = 29>,V 2,y € R.

E facil ver que todos os anéis associativos sao anéis alternativos. No capi-
tulo seguinte veremos um exemplo de um anel alternativo que nao ¢ um anel
associativo.

Duas fungoes importantes da teoria de anéis alternativos sao o comutador
e o associador.

Definicao 1.16. Seja R um anel alternativo. Definamos para todo a,b,c €
R, (a,b,c) = (ab)c — a(bc) o associador e para todo a,b € R, [a,b] = ab — ba
o comutador.

E facil ver que essas funcoes sio lineares em cada um de seus argumentos,
ou seja, se aj, az, b e ¢ sdo elementos de uma éalgebra R, temos que (a; +
as, b, c) = (a1,b,¢c) + (az,b,c).

Desde que z(zy) = 2%y e (zy)y = xy? é valida nos anéis alternativos,
temos que:

L (z,2,y) = (z2)y — x(zy) =0
2. (x,y,y) = (wy)y —x(yy) =0,V x,y € R
Agora iremos definir o niicleo de uma &lgebra alternativa.

Definicao 1.17. O micleo de uma algebra alternativa R é N(R) = {a €
R;(a,z,y) = (z,a,y) = (z,y,a) =0,V x,y € R} e o centro de R ¢ Z(R) =
{a € N(R);[a,z] =0,V x € R}.

A linearizacao é uma ferramenta fundamental e extremamente tutil na
teoria de algebra nao-associativa. Por exemplo, substituindo x por x + z
na identidade (z,z,y) = 0, obtemos que 0 = (z + z,2 + z,y) = (z,z,y) +
(x,2,9)+ (z,2,9)+ (2, 2,y), e com isto (x, z,y) + (2, x,y) = 0, ou seja, numa
algebra alternativa (z, z,y) = —(z,x,y), V z,y,z € R.

Analogamente, linearizando (z,y,y) = 0, temos que (x,y, 2) = —(z, z,y).
Em particular, algebras alternativas satisfazem a identidade flexivel, (x,y, x) =
0. Essa identidade é imediata a partir da identidade (z,z,y) = 0.



Definigao 1.18. Seja R uma algebra alternativa. A fungao de Kleinfeld é
a fungao f : R* — R definida por: f(w,z,y,2) = (wx,y,2) — z(w,y, z) —
(x,y, 2)w.

A funcgao de Kleinfeld desempenha um papel muito importante ao longo
deste trabalho, sendo muito utilizada nas demonstragoes.



2 Exemplo de Algebra Alternativa

Neste capitulo apresentamos um exemplo de uma algebra alternativa e que
nao é uma algebra associativa (os ntumeros de Cayley).

A primeira élgebra de divisao nao-comutativa foi descoberto em 1843
por William Rowan Hamilton e é denotado por H(R) em sua homenagem.
Essa algebra é um espago vetorial de dimensao 4 sobre os numeros reais
e é chamada de algebra dos quatérnios reais, com base {1,7,j,k}. Seus
elementos, chamados quatérnios, sao somas da forma:

q=a+bi+cj+dk,

onde a,b,c,d € R. A soma entre dois niimeros quatérnios é feita coordenada
por coordenada, e a multiplicacao segue a seguinte regra:

2 =32 =k*=ijk=—1,ij =k, ji = —k, jk =i, kj = —i, ki = j,ik = —j.

Da mesma forma que nos niimeros complexos, existe nos niimeros quatérnios
a nogao de norma, isto é, para qualquer ¢ = a + bi + ¢j + dk € H(R),

gl = a* + b* + & + d*.

Essa algebra desempenha um papel historicamente significativo porque
produz um exemplo de algebra associativa real na qual todo elemento nao-
nulo é invertivel, mas que nao é comutativo. Assim, o surgimento da teoria de
anéis nao-comutativos é frequentemente atribuido a descoberta desta algebra.

Definigao 2.1. Se ¢ = a+bi+cj+dk € H(R), o conjugado de ¢ é o elemento
g=a—b—cj—dk.

Um calculo direto mostra que

@g=a+v++d> e 1q

)
[

S|

=

para quaisquer qi, g2 € H(R).



Definicao 2.2. Uma involugao de uma élgebra A é uma aplicagao linear
a — a de A que satisfaz

ab = ba e

Qll
|
kS

para quaisquer a,b € A.
Definigao 2.3. Se ¢ € H(R), definimos a norma de ¢ por n(q) = ¢q.

E facil ver que a conjugacdo da algebra dos ntimeros quatérnios reais é
um involugdo e que a norma é multiplicativa, ou seja, n(q1q2) = n(q1)n(qz).

O primeiro exemplo de uma &algebra alternativa que nao é associativa
¢ os numeros de Cayley que foi descoberto por J. T. Graves em 1843. Da
mesma forma que os niimeros quatérnios, os nimeros de Cayley formam uma
algebra de divisao na qual a multiplicagao nao é comutativa. Entretanto,
diferentemente que nos nimeros quartérnios, os numeros de Cayley nao sao
associativos.

Os ntmeros de Cayley, que sao denotados por C, podem ser construi-
dos & partir dos ntimeros quartérnios reais da mesma forma que os niimeros
complexos sao construidos a partir dos niimeros reais.

Definicao 2.4. Um nimero de Cayley é um elemento da forma a + bl, onde
a,b € H(R) el é uma indeterminada.

A soma de dois elementos de C é dada pela regra
(a+0bl)+ (c+dl) = (a+c)+ (b+ d)l,
e a multiplicagao é dada pela regra
(a+bl)(c+dl) = (ac — db) + (da + be)l,

onde a,b,c,d € H(R). A aplica¢do a + bl — @ — bl é um involu¢ao em C e
n(w) = ww, para w € C, define uma norma multiplicativa.

Os numeros de Cayley formam uma algebra de dimensao 8 sobre os
nimeros reais, com base:

{1,4,7,k} U{l,il, 51, kl}, onde {1,4, j, k} denota a base usual para H(R).

Iremos mostrar que os nimeros de Cayley nao é uma algebra associativa.
De fato, sejam x = a+bl, y =c+dl e z = e+ fl, onde a,b,c,d, e, f € H(R).
E facil ver que



(zy)z = (ace — dbe — fda — fbe) + (fac — fdb+ dae + bee)l
e que
z(yz) = (ace — afd — beb — deb) + (fca + dea + bee — bfd)l.

Assim, os nameros de Cayley nao é uma algebra associativa.

No entanto, os nimeros de Cayley formam uma algebra de divisao, isto
é, todo elemento nao-nulo de C é inversivel. Seja w = a + bl € C ndo-nulo. E
facil ver que n(w) = ww = aa + bb e que

(CL + bl)<aﬁigb o aﬁigbw - (aﬁ-a‘rgb o aaiBbD(a + bl) =1

Portanto, para todo w = a + bl € C nao-nulo, temos que

1_ @ _ b g_ _@a _ _b
W= ) n(w)l_ aat+bb  aatbb

Assim, os numeros de Cayley formam uma &algebra de divisao.
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3 Teorema de Goldie para Algebras Associati-
vas

Neste capitulo abordamos alguns resultados da teoria das élgebras associati-
vas que sao necessarios para demonstrar o Teorema de Goldie, apresentamos
uma demonstragao deste teorema e de sua reciproca. Durante esta secao,
todos os anéis sao associativos.

O préximo teorema é conhecido como o Teorema de Ore,

Teorema 3.1. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que R tenha um
anel quociente a direita é que para cada a,b € R, com b reqular, entao existem
ai, by € R, com by reqular, tais que ab; = bay.

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista Q(R) e sejam a,b € R, com b um
elemento regular de R. Entao existe b~! € Q(R) e consideramos = = b"'a €
Q(R). Pelo item 2 da definicao [I.13] existe ai,b; € R, com by regular, tal
que z = b~'a = a,b;'. Assim, multiplicando & esquerda por b e & direita por
b1 em ambos os lados, obtemos que ab; = ba,.

Suponhamos que vale a condi¢ao de Ore em R. Mostraremos que existe
um anel quociente a direita de R. De fato, seja M = {(a,b);a,b € R, b
regular}. Em M definimos a relagao (a,b) ~ (¢,d) se ad; = cby, onde bd; =
db;. Afirmamos que isso independe da escolha de by e di. Seja dby = bds,.
Pela condigao de Ore existe e; e es elementos regulares tais que boey = biey.
Assim

b(d2€2) = bd2€2 = de@Q = db161 = bd161 = b(dlel).

Como b é regular, entao does = dye;.
De ad; = cby, temos que

(ad2)62 = ad161 = Cb1€1 = Cb262 = (Cbg)eg.

e desde que ey é regular, temos que ady = cby. Assim, (a,b) ~ (¢, d) independe
da escolha de by e d;.
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E facil verificar que a relacdo definida em M acima é uma relacdo de
equivaléncia. Denotaremos a classe de (a,b) por a/b. Seja M o conjunto de
classes de equivaléncia de M. Em M introduzimos as seguintes operagoes:

1. a/b+c¢/d = (ad; + cby)/dby, onde dby = bd,.
2. a/b-c/d = cay/bgi, onde ag; = day.

Agora fica facil ver que com estas operacoes o conjunto construido ¢ um
anel associativo com unidade e o denotamos por Q(R). [

Lema 3.2. Sejam xq,x9,...,2x € Q(R). FEntao existem 1 < i < k e um
elemento reqular a € R, tais que x; = b;a™?.

Demonstracao. Para i = 1 o resultado é claro. Suponhamos por inducao
que seja valido para 1 < i < k — 1, isto é, 2; = bic™!', com c regular, e
consideramos xy = bkc,;l. Pelo Teorema , existem r, s € R, com s regular,
tais que ¢s = cr. Assim, temos que z;, = bkc,zl = bkssflclzl = (bgs)(cps) ™t
Por outro lado, (b;r)(crs)™" = (br)(er) ' =bic ' =2, 1 <i < k—1e como
a = cps € R é um elemento regular, obtemos o resultado. O

Lema 3.3. Sejam R um anel qualquer e S C R um subconjunto nao-vazio
de R. Entao sao vdlidas:

1. Todo anulador a direita € um ideal a direita de R e todo anulador a
esquerda € um ideal a esquerda de R.

2. Se S1 C Sy entao r(S1) D r(S2) e l(S1) DI(Sy).
3.8 Clr(S)) eScr((s)).
4. Se A=r(S) entao A =1r(l(A)) e se A=1(S) entao A =1(r(A)).

Demonstragao. 1. Sejam = € r(S) e a € R, onde S é um subconjunto
qualquer nao-vazio de R. Como x € r(5) temos que st = 0,Y s € S.
Entao s(za) = (sx)a = 0 e com isto za € r(S). Assim, r(S) é um ideal
a direita de R. Analogamente se prova que [(S) é um ideal a esquerda
de R.

2. Seja x € r(S2). Entdo, sex = 0, 55 € S5. Como 57 C Sy, temos que
V s1 € 51 C Sy, syz = 0. Assim, x € r(S). Logo, r(S1) D r(Sz).
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3. Sejam z € [(S) e s € S. Entdo s = 0 e temos que s € r(I(5)). Assim
S C r(l(S)). De maneira analoga mostramos que S C [(7(5)).

4. Seja A =r(S). Do item 3 temos que A C r(I(A)). Aplicando o item 2
em S C I(r(S)), obtemos que r(I(r(S))) C r(S). Assim r(I(A)) C A.
Logo, A = r(l(A)). De maneira analoga temos que se A = [(S) entao
A=1(r(A)).

[l

Observagao 3.4. A condigao de cadeia ascendente para anuladores a direita
é equivalente a condigao de cadeia descendente para anuladores a esquerda.

Demonstracao. Suponhamos que R satisfaga a condi¢ao de cadeia ascendente
para anuladores a direita e que exista uma cadeia descendente infinita e
propria de anuladores a esquerda de R, isto é, Iy DIy D --- D Iy D -+, com
I; # 1,41, para todo j > 1, I; = [(A;), onde A; é um subconjunto nao-vazio
de R. Do Lema [3.3] obtemos que r(I(A4;)) C r(Il(A2)) C -+ C r(I(Ay)) C -+,
com r(I(A;)) # r(l(Aj41)), o que contradiz o fato que R satisfaz a condigao de
cadeia ascendente para anuladores & direita. Assim, nao existe uma cadeia
infinita e propria de anuladores & esquerda de R. A prova da reciproca é
analoga. O

Lema 3.5. Seja R um anel semiprimo satisfazendo a condi¢ao de cadeia
ascendente para anuladores a direita. Se A, B sao ideais a direita de R tais

que A D B el(A) # I(B), entdo existe a € A tal que aA # (0) e aANB = (0).

Demonstracao. Como R satisfaz a condicao da cadeia ascendente para anu-
ladores a direita, entao pela Observagao [3.4], temos que R satisfaz a condigao
da cadeia descendente para anuladores a esquerda. Pelo item 2 do Lema
temos que [(A) C I(B) e, por hipotese, essa inclusdo é propria. Pelo Lema
de Zorn, existe um U C R anulador a esquerda minimal com respeito a es-
tar contido em [(B) e conter propriamente [(A). Assim, UA # (0), pois se
UA = (0) entao U C I(A), o que implica U = [(A), o que contradiz a escolha
de U. Pelo fato que R é semiprimo e UA # (0), temos que UAUA # (0).
Seja au € AU tal que UauA # (0). Mostraremos que auANB = (0). De fato,
seja x € A com auxr € auAN B. Como = € A, entdo [(A) C I(z). Notamos
que U NI(x) é um anulador & esquerda, pois é a intersecgao de anuladores a
esquerda. Desde que, I(A) C U e l(A) C l(x), entao I(A) C UNI(z). Usando
o fato que auxr € B e U C I(B), obtemos que Uauz = (0), pois UB = (0),
o que implica que Uau C I(x). Além disso, Uau € I(A), pois UauA # (0).
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Assim, I(x) # I(A) e segue que [(z) 2 I(A). Desta maneira U Ni(x) 2 I(A)
e UNl(x) S I(B) e pela minimalidade de U, U Ni(z) = U. Assim U C I(x)
e segue que Uz = (0). Logo, auz = 0 e portanto, auA N B = (0). O

D
=z
C

Esse lema tem dois corolarios importantes.

Corolario 3.6. Seja R um anel que satisfaz a condi¢ao de cadeira ascendente
sobre anuladores a direita. Se xR e yR sao ideais a direita essenciais entao
yrR € essencial.

Demonstragio. Sejam A um ideal & direita ndo-nulode Re A = {r € R;yr €
A}. Como yR ¢ essencial entdo yRN A # (0) e, com isto, A # (0). E facil
ver que yA = yRN A e r(y) C A. Desde que yA # (0) e yr(y) = (0),
entdo [(A) # I(r(y)) e deste modo, pelo Lema 3.5 existe (0) # T C A ideal
a direita de R tal que T Nr(y) = (0). Seja T = {r € R;zr € T}. Pela
essencialidade de xR, temos que zRNT # (0). Assim, T # (0) e ¢ facil ver
que #T = RN T. Mostraremos que yzR N A # (0). De fato, se yzT = (0)
entao 2T C r(y) e isto implica que T' C r(y), pois T = xRN T. Desde que
T # (0) entao T'Nr(y) # (0), o que contradiz o fato de que T"Nr(y) = 0.
Assim, yoT # (0) e é facil ver que yzT = yrRNyT. Logo, (0) # yaT =
yrRNyT C yrRNyA =yrRNyRN A e portanto, yzrRN A # (0). O

Corolario 3.7. Seja R um anel nas mesmas condi¢coes do lema anterior. Se
aR € um ideal a direita essencial de R entao a € um elemento reqular de R.

Demonstracao. Temos que mostrar que [(a) = r(a) = (0). De fato, se [(R) #
l(aR), entao pelo Lema [3.5| existe (0) # T C Re T NaR = (0), o que nao
ocorre pois aR ¢ um ideal a direita essencial de R. Assim, [(aR) = I(R) = (0)
e é facil ver que l(a) C I(aR), pois para todo x € [(a), xa = 0, o que
implica que (za)R = z(aR) = (0). Deste modo = € [(aR), e com isso,
l(a) C l(aR) = I(R) = (0). Como aR é um ideal a direita essencial de R,
pelo Lema [3.5 temos que a™R é essencial. Pelo item 2 da Observagao
temos que r(a) D r(a?) D r(a®) D ... D r(a") D r(a"™) = ... e como R
satisfaz a condicao de cadeira descendente sobre anuladores & direita pela
Observagio [3.4] existe n > 1 tal que r(a™) = r(a"*?), para todo p > 0. Se
x €r(a)Na™R entdo ax =0 e x € a"y, para algum y € R, de onde vem que
0 = ar = a(a™y) = a"y. Assim, y € r(a"™) = r(a™). Logo 0 = a"y =z e
segue que 7(a) Na"R = (0). Como a™R ¢é essencial, entao r(a) = (0). O

Para o restante desta se¢ao R serd um anel de Goldie a direita semiprimo.
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Lema 3.8. R satisfaz a condicao de cadeia descendente para anuladores a
direita.

Demonstracao. Decorre diretamente da Observacao [3.4] O

No Corolario[3.7n6s vimos que a essencialidade de um ideal & direita prin-
cipal implica na regularidade de seu elemento gerador. No6s iremos mostrar
a seguir que se ¢ é um elemento regular a direita entao ¢ gera um ideal a
direita essencial de R.

Lema 3.9. Se r(c) = (0) entao ¢R é um ideal 4 direita essencial de R.

Demonstragao. Seja A um ideal a direita nao-nulo de R. Como r(c) = (0),
entdo afirmamos que ), .,c"A é uma soma direta. De fato, se ag + ca; +
ag + ... + c"a, = 0 entdo ay = —c(ay + caz + ... + " 'a,) € ANcR = (0).
Como r(c) = (0), temos que a; + cas + ... + ¢"ta, = 0 e,com isto, ay = 0
Repetindo esse argumento, obtemos que a; = 0, para todo i € {0,1,...,n}.
[

Logo, por hipotese cR N A # (0).
Do Corolario 3.7 ¢ do Lema [3.9] segue a seguinte equivaléncia:

Corolario 3.10. aR ¢ um ideal a direita essencial de R se, e somente se, a
€ um elemento regular de R.

Definicao 3.11. Um ideal bilateral S de R é dito um ideal anulador se S é
o anulador a direita de algum ideal & direita 7" de R.

Suponhamos que S seja um ideal de R e S = r(T), onde T' é um ideal de
S. De T'S = (0), temos que (ST)* = STST = (0) e, como R é semiprimo,
ST = (0).

A partir de agora nosso objetivo sera obter resultados sobre os subanéis
primos de um anel semiprimo.

Lema 3.12. Um ideal anulador minimal nao-nulo S de R é um anel de
Goldie primo. Além disso, existe uma soma direta finita destes ideais que €
um ideal a direita essencial de R.

Demonstracao. Seja (0) # S um ideal anulador minimal. Entao existe um
ideal nao-nulo a direita 7" de S tal que T'S # 0, pois R é semiprimo. Desde
que, T'S C T é um ideal & direita de R, entao imediatamente obtemos que
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S nao contém uma soma direta infinita de ideais a direita. Como os sub-
anéis de R herdam a condicao de cadeia ascendente de anuladores a direita,
concluimos que S é um anel de Goldie.

Mostraremos que S é primo. De fato, sejam A, B ideais de S tais que
BA = (0), com A # (0). Entdao, BSA C BA = (0), pois BS C B, e segue
que A C r(BS)NS. Como r(BS) NS é um ideal anulador, entdo pela
minimalidade de S concluimos que S C r(BS), e com isso, BSBS C BSS =
(0). Assim, (BS)? = (0) e, como R ¢ semiprimo, BS = (0). Logo, B = (0),
e com isto, S é um anel de Goldie primo.

Seja A = S1®S2P...4 .S, uma soma direta maximal de ideais anuladores
minimais. Afirmamos que A é um ideal essencial de R. De fato, se AN K =
(0), onde (0) # K ¢é um ideal a direita de R entdo KA C ANK = (0) e
com isto (0) # K C I(A). Desde que R é semiprimo, entao ANI(A) = (0), e
segue que em [(A) podemos encontrar um ideal anulador minimal nao-nulo
Snt1, tal que AN S, = (0). Assim, poderfamos aumentar o comprimento
da soma direta de ideais anuladores minimais, contradizendo a escolha de A.
Logo A é um ideal essencial de R. O

Lema 3.13. Se I é um ideal & direita essencial de R entao I contém um
elemento regular de R.

Demonstracao. Primeiramente provaremos no caso em que R é um anel
primo. De fato, pelo Lema , existe a € I tal que r(a) seja minimal.
Se a é regular entao a tese se verifica. Se a nao é um elemento regular entao,
pelo Corolario [3.7], aR nao é um ideal a direita essencial de R e segue que
aRNJ = (0) para algum ideal a direita J ndo-nulo de R. Como I ¢ essencial,
entao INJ # (0) e, podemos supor que J C I, pois do contrario, basta tomar
J=JnIcCl.

Sex € Jeber(a+x) entdo (a+ )b = 0 e temos que ab = —xb €
aRNJ = (0). Assim, b € r(a) Nr(z). Pela minimalidade de r(a) nos temos
que r(a) C r(a) Nr(z) C r(z), o que implica que zr(a) = (0) para todo
x € J. Como R é um anel primo, Jr(a) = (0) onde J é um ideal & direita
nao-nulo de R, e segue que r(a) = (0). Pelo Lema a é um elemento
regular de R. Logo, o lema vale para um anel de Goldie primo.

Agora, suponhamos que R seja um anel semiprimo. Seja A = 51 ® Sy ®
..., como no Lema . E facil ver que IN.S; é um ideal & direita essencial
em S; e que S; é primo, entao pelo argumento usado acima I NS; contém um
elemento s; regular em S;. Afirmamos que s = s; + ... + s, € um elemento
regular em R.
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De fato, se 7(s) # (0), entao pela essencialidade de A temos que ANr(s) #
(0). Seja 0 #t € ANr(s). Entdo, existe t; € S; tal que t = t; + ... + t,,.
Desde que t € r(s), segue que 0 = st = s1t; + ... + S,t, e pelo fato que a
soma S; @ ... ® S, é direta vem que s;t; = 0. Como s; é regular em S;, entao
t; = 0 e com isto ¢t = 0, uma contradi¢ao. Logo, r(s) = (0). Pelo Lema [3.9
temos que sR é um ideal a direita essencial de R, e pelo Corolario temos
que s é um elemento regular de R. n

Estamos prontos para enunciar e demonstrar o Teorema de Goldie.

Teorema 3.14. Seja R um anel de Goldie a direita semiprimo, entao existe
Q(R) um anel de quociente a direita de R.

Demonstragao. Iremos mostrar que existe Q(R) provando que R satisfaz a
condigao de Ore, ou seja, sejam a, b € R, com b regular, precisamos encontrar
ai,b; € R, com by regular tal que ab; = ba.

De fato, sejam a,b € R, com b regular e [ um ideal a direita de R tal que
al C DR e este ideal existe I, pois podemos tomar em particular I = (0).
Se I é um ideal & direita essencial de R, entao pelo Lema [3.13| existe by € I,
regular, e com isso ab; = bay, para algum a; € R. Se I nao é um ideal a
direita essencial de R, entao existe J ideal a direita nao-nulo de R tal que
INJ =(0). Pelo Lema[3.9) bR ¢ um ideal a direita essencial de R e temos
que J NOR # (0).

Seja a(JNOR) um ideal a direita de R. Se a(JNIR) = 0 entao a(Id1) C
bR, com I; = JNOR. Se a(J NIR) # 0 entao a(J NOR) NOR # 0 e
com isto devemos escolher outro I;. Seja y € JNbOR com 0 # ay € DR.
Entao, I = yR é um ideal & direita nao-nulo de R. Assim, temos que
aliy =a(yR) = (ay)R CbRelINI; C INJ =0 esegue que, a(IH ;) C bR.
Se I ® I, é um ideal & direita essencial de R entao paramos. Se nao, existe
I; um ideal & direita ndo-nulo de R tal que a( ® I; ® I3) C bR.

Como R nao contém uma soma direta infinita de ideais & direita nao-
nulos, este processo deve parar e quando isso ocorre temos que existe um
ideal a direita essencial K de R tal que a/KX C bR. Logo, existem b; € K, by
regular e a; € R tais que ab; = ba;. Logo, R satisfaz a condicao de Ore e
portanto, pelo Teorema [3.1] existe Q(R). ]

Lema 3.15. Em Q(R) as sequintes propriedades sao vdlidas:

1. Se I é um ideal a direita de Q entao I = Q(I NR).
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2. Se Ay ® ... ® A, € uma soma direta de ideais a direita em R entao
A1Q + ... + A, Q € uma soma direta de ideais a direita em Q.

Demonstragao. (1) Sejam I um ideal a direita de Q(R) e y € I. Entao
existem a,b € R, com b regular, tal que y = ab™! e com isto yb = a. Assim,
yb=a € INR, pois I é um ideal a direita de Q(R). Logoy € QU NR). E
facil ver que Q(I NR) C I. Portanto, I = Q(I NR).

(2) Seja ayx1+...+a,x, =0, onde a; € A; e x; € Q. Pelo Lemal3.2} existe
bi,a € R, com a regular, tais que z; = b;a™' e com isto, 0 = a;(bja™) + ... +
an(bpa™t) = (arby + ... + apby)a™t. Assim, ajb; + ... + a,b, = 0. Como A; ¢
um ideal a direita de R, entdo a;b; € A; e da soma direta A; @ ... ® A,, temos
que a;b; = 0, V 7. Logo, para todo 7, obtemos que:

0= (aibi)a_l = ai(bia_l) = Q;X;.
Portanto A1Q) + ... + A,,Q) é uma soma direta de ideais a direita de (). [
O Proximo resultado determina a estrutura explicita de Q(R).

Teorema 3.16. Q(R) € um anel semisimples artiniano & direita.

Demonstragao. Seja I um ideal a direita ndo-nulo de Q(R). Entao existe um
ideal a direita K em R tal que (/N'R) @ K é um ideal a direita essencial de
R. Pelo Lema existe a € (I NR) @ K, com a um elemento regular de
R e com isto, 1 =aa™' € Q[(INR) & K|. Assim, Q(R) = Q[(INR) & K]
e, pelo Lema3.15 QI NR) @ K] =1® KQ.

Sejal=i+k,comiclekec KQ. Entaoi® =1, k> =k e ik = 0. Se
rxel,z=1x=(i+k)x=ir+kx =ix, entdo [ =il C iQ C I. Assim,
I =1Q), isto é, I é gerado por um idempotente.

Em particular, todo ideal a direita de Q(R) é principal, logo Q(R) é um
anel noetheriano a direita. Pelo fato de que todo ideal & direita de Q(R)
é gerado por um idempotente nés temos que Q(R) nao tem ideais a direita
nilpotentes ndo-nulos, e com isto, Q(R) é semiprimo.

Seja I um ideal a direita ndo-nulo de Q(R). Como vimos anteriormente
I = eQ, onde > = e. Agora l(eQ) = I(e) = Q(1 —e) e r(l(eQ)) =
r(Q(1 —e)) = eQ = I. Logo, todo ideal a direita de Q(R) é um anulador
a direita. Pelo Lema [3.8] Q(R) satisfaz a condicdo de cadeia descendente
para anuladores a direita, e segue que satisfaz também para ideais a direita
e, portanto, Q(R) é um anel semisimples artiniano a direita. O

O seguinte teorema ¢é a reciproca do Teorema de Goldie.
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Teorema 3.17. Seja R uma ordem a direita de @), onde Q é um anel
semisimples artintano. Entdo R ¢ um anel de Goldie semiprimo. Além
disso, se () € simples entao R € primo.

Demonstracao. Mostremos que R é um anel de Goldie & direita. De fato,
como () é um anel artiniano semisimples, entao todo ideal & direita de @) é
gerado por um idempotente e com isto, ) satisfaz a condi¢ao de cadeia ascen-
dente para ideais a direita e, em particular, a condicao de cadeia ascendente
para anuladores a direita. Como essa tltima condi¢ao é herdada por todos os
sub-anéis de @), temos que R satisfaz a condi¢cao de cadeia ascendente para
anuladores a direita.

Seja [ ®15B...® [, uma soma direta de ideais a direita de R. Mostraremos
que I1Q + LLQ + ... + [ € uma soma direta de ideais & direita de ). De
fato, seja a1qi + asqe + ... + arqry = 0, com a; € I; e ¢; € (). Pelo Lema
existe um elemento regular d € R e b; € R tal que ¢; = b;d~'. Assim,
(a1by + asby + ... + apbp)d™' = 0 e, como d é um elemento regular em R,
aiby + asby + ... + apby, = 0. Assim a;b; = 0 e segue que a;q; = ajbjd_l =0.
Desta maneira, I;Q, I,Q, ..., I;,() formam uma soma direta de ideais & direita
de ). Logo, podemos concluir que a auséncia em () de somas diretas infinitas
de ideais a direita de () implica na auséncia em R de somas diretas infinitas
de ideais & direita de R e portanto, R é um anel de Goldie.

Seja N um ideal nilpotente de R, com N™ = (0) e N™t #£ (0). O
ideal QN@Q de @ é nao-nulo. Como () é artiniano e semisimples, QNQ =
QQe, onde e é um idempotente central em () e podemos escrever entao e =
> auzb;, onde a;b; € Q e u; € N. Pelo Lema existe um elemento regular
a € R regular, ¢; € R tais que b; = c;a™', e com isto, e = > aub; =
>~ auic))a™ = (3 a;w;)a™t, onde w; = u;c; € N.

Como e é um elemento central em Q, ae = ea, entdo aeN™ ! = eaN™ ! =
(" a;wy)a™HaN™ 1t = (3 a;w;))N™ ! = (0), pois w;N™ 1 C N™ = (0).
Pelo fato que a é regular, temos que e N~ ! = (0). Desde que, (QN™ 1) =
QN™IQN™ 1 Cc QNQN™ ! = QeN™ 1 = (0) e Q ¢ semisimples, segue
que niao ha em (@ ideais a direita nilpotentes. Logo QN™! = (0), o que
implica que N™~! = (0) e essa contradi¢ao prova que N = (0). Portanto, R
é semiprimo.

Iremos mostrar que se () é simples entao R é primo. De fato, seja A um
ideal ndo-nulo de R. Entao QAQ = @ pois QAQ # (0). Como QAQ = Q,
temos que 1 = > ba;c;, onde bic; € Q e a; € A. Pelo Lema existe
b € R regular e d; € R tais que ¢; = d;b~'. Se para algum ideal B de R
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nos tivéssemos AB = (0), entdo QAB = (0). Desde que 1 = > ba,c; =
(Z biaidi)b_l, entao b = 1.b = szaldl € QA Assim bB C QAB = (0)
Logo, B = 0 e, portanto, R é um anel primo. O
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4  Algebra Alternativa

Neste capitulo abordamos alguns resultados sobre algebras alternativas. Ex-
ibimos uma propriedade da funcao de Kleinfeld, que é skew-simétrica em
seus argumentos e também apresentamos e demonstramos as identidades de
Moufang. Também colocamos uma se¢ao de Teoria de Radicais, cujo nosso
objetivo principal ao fazer isso ¢ demonstrar que o radical de Baer B(A) de
A é nilpotente.

Ao longo deste capitulo, A serd uma algebra alternativa.

Lema 4.1. Em A wvale a identidade de Teichmuller:
(wzx,y, z) — (w,zy, z) + (v, z,yz) —w(x,y,z) — (W, z,y)z =0
para quaisquer w,x,y,z € A.

Demonstracao. Notamos que

(wxvyaz) - (waxyVZ) + (w7x7yz) - ’LU(JJ,Z/yZ) - (wwruy)z =
(wz)y)z — (wz)(yz) — (w(zy)z) + w((zy)z) + (wz) w
w((zy)2) + w(z(y2)) — (we)y)= + (w(zy))z = 0.

Definigao 4.2. Em A definimos a Fungao de Teichmuller como g(w, x,y, z) =
(wx, Y, Z) - (w7 xy, Z) + (w7 x, yZ) - w(x, Y, Z) - (w7 xz, y)Z

Observagao 4.3. De forma anéloga ao caso associativo se mostra que se X
é um subconjunto de A entao r(X) = r(l(r(X))) e (X) = l(r(I(X))) e se
a € N(A) entao r(a) é um ideal a direita de A e [(a) é um ideal a esquerda

de A.

Lema 4.4. Sejam z,y,z € A en € N(A). Entao em A sao vdlidas as
sequintes relacoes:

1. n(x,y,2)=(nz,y,2)
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2. (zn,y,z)=(r,nY,2)
3. (wy,2)n=(,y,2n)
Demonstracao. Pelo Lema e pelo fato de que n € N(A), temos que:
0= g(n7 z,y, Z) = (nx, Y, Z) - (na Ty, Z) + (nu xz, Z/Z) - n(:c, Y, Z) - ('TL, z, y)z =
(nz,y,z) —n(z,y, 2).
Logo, (nz,y,z) = n(z,y,z). Analogamente se mostra os demais itens do
lema. O

Lema 4.5. O nicleo e o centro sio subdlgebras de A.

Demonstracao. Como o comutador e o associador sao funcgoes lineares em
seus argumentos, o nicleo e o centro sao subgrupos aditivos de (A, +). Se
w,x € N(A), entao segue da identidade de Teichmuller que g(w,x,y,z) =
(wz,y,z) = 0, para todo y,z € A. Assim, wr € N(A), e segue que
N(A) é também fechado para a multiplicacdo. Logo, N(A) é um subal-
gebra. Finalmente, seja w,z € Z(A). Entao w,z,wr € N(A), com isto,
(wz)y = w(ry) = w(yr) = (wy)r = (yw)r = y(wzx), para todo y € A.
Portanto, wx € Z(A). O

Teorema 4.6. A funcao de Kleinfeld f(w,x,y, z) é uma fun¢ao skew-simétrica
em seus arqumentos.

Demonstragao. Sejam z,w,z,y € A. Entao f(z,w,z,y) = f(z,w,z,y) —
g(w,z,y,z), onde g(w, z,y, z) é a identidade de Teichmuller. Assim,

f(z,w,.r,y) = (Zwaxay) - W(Z,Qf,y) - (w,x,y)z—
= (2w, z,y) — (wx,y, 2) + (w, 2y, 2) — (W, z,y2).

Desta. maneira. f(z,w, z,4) = (2w, 2,y) — (we,y,2) + (o9, 1) — (y2,w, 7),
pois (w, 27, 2) = (29, 2, w) © (w, 2, y2) = (42, w, ) ¢ segue que,
f<w7x7yaz) = (wxayvz) - (xy7z7w)+(yzuwax) - (Zw;J?;ZJ) = _f(z7w7x7y)'

Linearizando a identidade f(w, x,y,y) = (wz,y,y)—z(w, y,y)—(z,y, y)w =
0 temos que,

0= f(w,x,y+z,y+z) =
(wl:azay) + (U),I',y,Z) - x(w,z,y) - x(w,y,z) - (:E,z,y)w - (l’,y, Z)w =
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= f(w,x,y, Z) + f(w,x,z,y).
Logo, f(w,z,y,z) = —f(w,x, z,y). O]

Corolario 4.7. f(w,z,y,2) = ([w,z],y, 2) + ([y, 2], w, z).

Demonstrag¢ao. Basta mostrar que (zy, z, w)+(zw, z, y)+(xw, 2z, y)+(zy, z,w) =

0. Essa identidade é valida pois é a linearizagao da identidade (xy,x,y) =
0,onde z — z+zey — y+w Assim f(wx,y,z2) = ([w,z],y,2) +
(ly, 2], w, x). O

Observacao 4.8. Como consequéncia do Corolério temos a seguinte
identidade

(wx,y,z) - I(way>z> - (a:,y,z)w = (["LU,.CE],y, Z) + ([yv Z],’LU,Q?).

Lema 4.9. Sejam a,b elementos da dlgebra A tal que (a,b, A) = (0). Entao
la,b] C N(A).

Demonstragao. Sejam z,y € A. Entao f(x,y,a,b) = (zy,a,b) — y(x,a,b) —
(y,a,b)z = 0. Pelo Corolario [4.7, temos que ([a,b],z,y) = f(a,b,z,y) —
(a,b,[z,y]) = 0. Assim [a,b] C N(A). O

Corolario 4.10. As sequintes identidades sao vdlidas:

1. (a%y,2) = x(z,y,2) + (2,9, 2)x

2. (xy,z,2) = (y,z,2)x

3. (yx,x, z) = x(y, z, 2)

4. (zyx)z = z(y(x2)) Identidade de Moufang a esquerda
5. ((xy)2)y = z(yzy) Identidade de Moufang a direita
6. (zy)(zz) = (z(yz))z Identidade de Moufang meio

Demonstracao. As primeiras 3 identidades sao imediatas & partir do Teorema
[4.6] Para demonstrar o item 4, faremos uso dos itens de 1-3. Notamos que

((zy))z — 2(y(r2)) = ((2y)r)z = (2y)(v2) + (vy)(z2) — 2(y(z2)) =

= (zy,x,2) + (z,y,22) = (y,z, 2)x + (x2z,2,9) = (y,z,2)x + (2,2,y)x = 0.
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Assim, ((zy)z)z = z(y(z2)).
os itens 5 e 6 seguem das seguintes identidades:

((zy)2)y — z((y2)y) = ((xy)2)y — (zy)(zy) + (2y)(2y) — z((y2)y) =
= (zy,2,9) +(v,y,2y) = —(zy,y,2) — (2y, 9, 2) = —y(z,y,2) —y(z,y,2) =0

(zy)(z2) — (2(y2))z = (2y)(zz) — ((zy)2)z + ((zy)2)z — (x(yz))r =
= —(vy,2,2) + (z,y,2)r = (xy,x,2) + (z,y,2)x = (y,x, 2)z + (x,y, 2)x =

Lema 4.11. Se X ¢ um ideal a esquerda (direita) de A entao r(X)(I(X)) é
um ideal o direita (esquerda) de A. Se X é um ideal de A entao r(X) e l[(X)
sao ideais de A.

Demonstracao. Sejam x € X, a € A ey € r(X). Precisamos mostrar que
ya € r(X), ou seja, z(ya) = 0, para todo € X. Notamos que (z,y,a) =
(xy)a — z(ya) = —x(ya). Por outro lado, (z,y,a) = —(x,a,y) = (a,z,y) =
(ax)y — a(zy) = (ax)y = 0, pois X é um ideal & esquerda de A. Assim,
z(ya) = 0. As outras afirmagoes s@o provadas de maneira analoga. O

Definicao 4.12. Sejam S e T subconjutos quaisquer de A. No6s denota-
mos por {STS} o submodulo do ®-modulo A gerado por todos os possiveis
elementos da forma sts, onde s € S et € T, onde ® é um anel comutativo.

Seja A uma algebra sobre um anel comutativo ®. Consideramos o anel ¢
como um moédulo sobre si proprio. Como @ tem unidade 1, entao & = & - 1.
Consideramos a soma direta A* = A @® ® - 1 e definimos a multiplicacao da
seguinte maneira:

(a+a-1)b+5-1)=((ab+ ab+ Ba),af - 1),

onde o, 3 € ® e a,b € A. Chamamos a algebra A* de a algebra obtida pela
adjuncao formal de um elemento identidade para a algebra A.

Ao longo deste trabalho, para nés A* = A ® Z, onde Z sdao os nlimeros
inteiros e 14 = (0,1).

Observacao 4.13. E facil ver que se A é uma algebra alternativa, entao
A = A ® Z também é uma algebra alternativa.
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Definicao 4.14. Sejam I e J ideais de A e A%, respectivamente. Definimos
P(I)={IAT}y e T(I) = {IJI}.

Teorema 4.15. Sejam I e J ideais de A. Entao o produto I.J é também um
ideal de A.

Demonstracao. Sejam i € I, 7 € Jea € A. Entao,
(ij)a =i(ja) + (i, j,a) = i(ja) = (i,a,7) € 1J
a(ij) = (ai)j — (a,i,5) = (ai)j + (i,a,7) € 1J.
Logo, I.J é um ideal da algebra A. O

Teorema 4.16. Sejam I e J ideais quaisquer de A. Entao o conjunto {IJI}
€ um ideal de A.

Demonstragao. Definimos {zyz} = (zy)z + (zy)x = x(yz) + z(yx). Sejam
i,i € Ieje J. Entio,
{iji'} = (ig)i + (i'5)i = (i5)i' + (3 §)i +iji —iji +iji —iji =
=(i+14)j(i+14)—iji —iji € {IJI}.
Pelas identidades de Moufang, temos:
(iji)a = i[j(ia)] = i[j(ia)] + (ia)(ji) — (ia)(j7) = {2j(ia)} —i(aj)i € {IJI}.
para todo a € A. Analogamente se mostra que a(iji) € {IJI}. O

Corolério 4.17. Seja I um ideal de A. Entdo, os conjuntos P(I) = {IA*I}
e T(I)={IJI} sao ideais de A. Além disso, [P(I)]* C T(I) C P(I).

Demonstracido. Notamos que I é também um ideal da algebra Af, e pelo
Teorema [4.16} o conjunto P(I) é um ideal da algebra A*. Como P(I) C A,
entdo P(I) ¢ um ideal da algebra A e pelo Teorema [4.16] temos que T'(1)
é um ideal da algebra A. Além disso, é facil ver que T(I) C P(I). Resta
provar que [P(I)]> C T(I). Escreveremos z = y se x —y € T(I). Sejam
i,j €I, a,be Al Pelas identidades de Moufang e suas linearizacoes, temos
que:

(iai)(jbj) = {(ia)(i7)(bj)} — (b -0)(j - ia) =
= —(bj -0)(j - ia) = =b{ji(j - i)} + (b - ia)]i)y
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J=A{b(j -ia)itj — ([i(j - ia)]b)j =
= b[(j - ia)(if)] +i[(5 - ia)(bj)] — ([(iji)a]b)j =

(iai)j] + i[j(ia- b)j] = 0.
Isso prova o corolario. O

Lema 4.18. Seja I um ideal nao-nulo de A. Se I nao contém ideais nilpo-
tentes nao-nulos de A, entao T'(I) # (0).

Demonstragdo. Assumimos que T'(I) = (0). Pelo Corolario 4.17 temos que
[P(I))> = (0). Como P(I) C Ie P(I)éum ideal de A, entao, por hipotese,
P(I) = (0). Logo, I = (0) e isso contradiz a hipotese do lema. Portanto,
T(I) # (0). O

Lema 4.19. A sequinte identidade € vdlida:

(2.t yzy) = (2, {zyt},y) + (2, yty, 2)
onde {zyt} = (zy)t + (ty)z.

Demonstragao. Iremos mostrar que (z,z,yxry) = (z,zxyz,y). de fato, pois
aplicando as identidades de Moufang a esquerda e & direita, obtemos

(2,2, yay) = (z2)(yay) — z(zyzy) = |z(wy)]y — z(vyry) = (2, 2y2,y).
Agora, linearizando essa identidade por x — x 4+ t, obtemos que
(2t yzy) = (2, {zythy) + (2, yty, ).
m

Lema 4.20. Seja I um ideal de A. Se (m,I,I) = (0) para algum m € A,
entao (m, A, A) C r(T(1)).
Demonstragao. Pelo Lema [1.19] para elementos 7,7 € I e a € A, temos que
(m’ljz7 CL) = _(m7 ZCLZ,]) + (m7 , {]ZCL}) =0.
Assim,
(m, T(I), A) = (0) (1)
Se b € A, entdo, por (1)
f(a, b, m, Z]Z) = (CLb, m, Z]Z) - b(av m, Z]Z) - (ba m, Z]Z)a =0.
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Logo,
(iji)(a,b,m) = —f(a,iji,b,m) + (a(zji),b,m) — (iji,b,m)a =0
e portanto, (m, A, A) C r(T(1)). O

4.1 Teoria de Radicais

Definicao 4.21. Sejam R uma classe de algebras fechada com respeito aos
ideais e as imagens homomorficas, R uma subclasse da classe R, A € R e
I um ideal de A. Se I é uma R-algebra entao chamamos I de R-Ideal. A
classe R é chamada radical na classe de algebras R se as seguintes condigoes
sao satisfeitas:

1. A imagem homomorfica de uma R-algebra é uma R-algebra.

2. Cada algebra de R contém um R-ideal R(A), que contém todos os
R-ideais da algebra A.

3. A algebra quociente A/R(A) nao contém R-ideais nao-nulos.

Nesse caso a aplicagdo A — R(A) é chamada um radical na classe de
algebras R. O ideal R(A) da &algebra A é chamado R-radical de A. Se
A =TR(A), entao a algebra A ¢ dita R-radical. Se R(A) =0, entao A é dito
R-semisimples. A classe P de todas as algebras R-semisimples da classe R
é chamada de classe semisimples do radical R.

Um radical nao é unicamente determinado somente pela sua classe radical,
mas também pela sua classe semisimples, como vemos no seguinte resultado:

Teorema 4.22. Uma classe radical R € uma colecao de dlgebras de R que
nao sao mapeadas homomorficamente em dlgebras da classe P.

Demonstragao. Se A € R, entdo, pela condi¢ao 1 da Definigao [£.21] A néo
pode ser mapeada homomorficamente em &lgebras da classe P. Se A ¢ R,
entdo A # R(A) e A/R(A) é uma imagem homomorfica da algebra A e
A/R(A) € P pois R(A/R(A)) = 0. ]

Teorema 4.23. A classe R € radical se, e somente se, as sequintes condi¢oes
sao satisfeitas:

1. A imagem homomorfica de uma R-dlgebra é uma R-dlgebra.
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2. Se toda imagem homomdrfica nao-nula da dlgebra A contém um R-ideal
nao-nulo, entao A é uma R-dlgebra.

Demonstracao. Se R é uma classe radical, entao a condigao 1 esta satisfeita.
Suponhamos que existe um R-ideal nao-nulo em cada imagem homomoérfica
nao-nula da algebra A e seja a aplicagdo A — A/R(A). Entao, pelo item
3 da Defini¢ao [4.21] A/R(A) nao contém R-ideais nao-nulos, e isso significa
que A/R(A) =0. Assim, A =R(A), e A é uma R-algebra.

Reciprocamente, suponhamos que R satisfaca as condi¢oes de 1 e 2. Ire-
mos provar que R ¢é radical. De fato, consideremos o ideal R que ¢ a soma
de todos os R-ideais da algebra A e R é um R-ideal, pois se R nao é um
R-ideal, entao, pelo item 2, temos que existe uma imagem homomorfica nao-
nula R/I da algebra R que nao contém R-ideais ndo-nulos e isto é impossivel
pois, como I # R, entao existe um R-ideal B da élgebra A que nao esta
contido em . Desde que, B C R, B ¢ um R-ideal da algebra R, entao pelo
segundo teorema do homomorfismo B + /1 = B/B NI, e pela condigao 1,
B+1I/I é um R-ideal ndo-nulo de R/I. Logo, a condigao 2 da Definicao [4.21]
esté satisfeita.

Seja A uma algebra qualquer. Pelo que vimos acima, existe em A um
R-ideal R contendo todos os R-ideais da algebra A. Suponhamos que A/R
contenha um R-ideal nado-nulo M/R. Iremos mostrar que M € R e obter-
emos com essa contradigdo que M ¢ R. De fato, seja M/N uma imagem
homomorfica da algebra M. Se R C N entao M /N é uma imagem homomor-
fica da R-algebra M/R, e com isto ¢ uma R-algebra. Se R ¢ N, entdo pelo
segundo teorema do homomorfismo N + R/N =2 R/R N N, e pela condigao
1, N+ R/N é um R-ideal ndo-nulo da &algebra M/N. Assim, M satisfaz
a condicao 3 do Teorema {4.23, e portanto, M € R. Logo, o item 3 esta
satisfeito. m

Teorema 4.24. Uma classe P que nao contém a dlgebra zero é uma classe
semisimples para alguma classe radical R se, e somente se, P satisfaz as
sequintes condigoes:

1. Todo ideal nao-nulo de uma dlgebra de P pode ser mapeado homomor-
ficamente numa dlgebra de P.

2. Se todo ideal nao-nulo de uma dlgebra A pode ser mapeado homomor-
ficamente numa dlgebra de P, entao A € P.
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Demonstracao. Sejam P uma classe semisimples de algum radical R, A € P
e I um ideal de A. Como A é R-semisimples, o ideal I nao é R-radical e,
pelo Teorema [£.22] pode ser mapeado homomorficamente numa algebra de
P. Desta maneira o item 1 esta provado. Se A ¢ P, entao R(A) # (0), e
R(A) é um ideal que nao pode ser mapeado homomorficamente numa algebra
de P. Com isto o item 2 esta provado.

Reciprocamente, seja P uma classe de algebras de R satisfazendo as
condicoes 1 e 2 e nao contendo a algebra zero. Denotamos por R a classe
de algebras que nao podem ser mapeadas homomorficamente em algebras de
P. Iremos mostrar que R é uma classe radical e P é a classe semisimples do
radical R. De fato, ¢ facil ver que a condigao 1 do Teorema ¢ valida.
Seja A uma algebra tal que existe um R-ideal nao-nulo em qualquer imagem
homomorfica ndo-nula de A. Se A ¢ R, entdo A pode ser mapeado homo-
morficamente numa algebra A" € P e por hipotese, a algebra A" possui um
R-ideal I # (0). Assim, pelo item 1, I pode ser mapeado homomorficamente
numa algebra de P, isto contradiz o fato de que I € R. Logo, a classe R é
radical.

Resta provar que P é a classe semisimples desse radical. Se A é uma
algebra de P, entao, pelo item 1, nenhum ideal da &lgebra A é radical.
Consequentemente, A é uma algebra R-semisimples. Se A é uma algebra R-
semisimples, entao nao existe ideal nao-nulo de A que seja R-radical. Assim,
todo ideal nao-nulo da algebra A pode ser mapeado homomorficamente numa
algebra de P. Logo, pelo item 2 segue que A € P e portanto, P é a classe
semisimples de R. O

Definicao 4.25. Seja R uma classe arbitraria de algebras fechada com re-
speito aos ideais e as imagens homomorficas. Em cada algebra A € R,
definimos a seguinte cadeia de ideais, a qual chamamos de Cadeia de Baer.
Definimos By = (0) e By = Y I, onde I; sdo os ideais nilpotentes da algebra
A. Assumimos que os ideais B, estao definidos para todos ordinais o menores

que um ordinal #. Se # é um limite ordinal, definimos Bz(A) = J,_ 5 Ba(A).

a<p o
Se # nao é um limite ordinal, entao existe um ordinal § — 1, e definimos

Bs(A) como o ideal:
By(A)/Bs-1(A) = Bi(A/Bs-1(A))-

Se 3 é um limite ordinal e v > 3, entdo B,(A) = Bz(A). Denotamos Bs(A)
por B(A).
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Teorema 4.26. A dlgebra quociente A/B(A) nao contém ideais nilpotentes
nao-nulos e B(A) € o menor ideal com essa propriedade.

Demonstragao. A algebra quociente A/B(A) nao contém ideais nilpotentes
nao-nulos pela propria construcao do ideal B(A). Seja o conjunto {I,} de
todos os ideais da algebra A tal que A/1, é uma algebra sem ideais nilpotentes
ndo-nulos. E facil ver que I = (I, é o menor ideal desse conjunto. Se
I C B(A), entdo existe um ordinal minimal ¢ tal que Bs(A) € I. E claro que
d ndo é o limite ordinal e que Bs_1(A) C I. Assim, na algebra A = A/B;_1(A)
existe um ideal nilpotente K # (0) ndo contido em I = B;_1(A). Seja K
a imagem inversa completa de K na algebra A. Entdo, K ¢ I e como,
K? C Bs_1(A) C I, entao obtemos um ideal nilpotente nao-nulo K + I/ em

A/I, o que contradiz a hipotese sobre A/I. Logo, B(A) = I. O]

Observagao 4.27. (i) A algebra quociente A/B(A) é uma soma subdireta
de &lgebras primas. (ii) Como as &lgebras semiprimas nao contém ideais
nilpotentes nao-nulos, entao se A é uma algebra semiprima temos que B(A) =
(0). Assim, pelo item (i) da Observagao [£.27 A é uma soma subdireta de

algebras primas.

Teorema 4.28. Sejam A uma dlgebra alternativa semiprima e I um ideal
de A. Entao N(I) =I1NN(A).

Demonstragao. Pela Observacao [£.27] a algebra A ¢ uma soma subdireta de
algebras primas. Se N(I) ¢ N(A), entdo existe n € N(I), a,b € A tais que
(n,a,b) # 0 e com isto podemos encontrar uma imagem homomérfica prima
A de A tal que (7,a,b) # 0. E claro que a imagem I do ideal I é diferente de
zero. Pelo Lema , temos que T'(I) # (0). O anulador & direita do ideal
T(I) é um ideal em A, que é igual a zero pois A é primo. Observamos que
me N(I)c N(I), epelo Lemam, (m,a@,b) € r(T(I)) = (0) e isto contradiz
a escolha de (7,@,b). Logo, N(I) C N(A), ou seja, N(I) C INN(A). A
outra inclusao é 6bvia. [

Lema 4.29. Sejam A uma dlgebra alternativa, n € N(A) e nA*n = (0).
Entio (n)* = (0), onde (n) € o ideal de A gerado pelo elemento n.

Demonstracdo. Iremos mostrar que (n) = A*nA*. De fato, é facil ver que
A*nA* C (n). Para provar que (n) C AnA* é suficiente mostrar que o
conjunto AfnA* ¢ um ideal de A. Sejam r € A e s5,t € A*. Entdo, temos que

r-snt=rs-nt—(r,s,nt) =rs-nt—n(r,s,t) € AnA?
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e analogamente se mostra que snt - r € A*nA*. Logo, A'nA* é um ideal de
A.
Afirmamos que (n)? = (0). De fato, sejam r, s, t,v € A%, Entao,

rns - tnv =1 - (ns)(tnv) + (r,ns, thw) =
= r[(ns)(tn) - v] — r(ns, tn,v) + n(r, s, thv) =
=r[n(st)n-v] —r-n(s,t,v)n+ (r,s,n - tnv) = 0.
Isso prova o lema. O

Exibiremos uma condicao que deve ser satisfeita para qual classe de al-
gebras R, a aplicacao B : A — B(A) seja radical em R.

Teorema 4.30. A aplicacao B € radical na classe de dlgebras R se, e somente
se, todo ideal nao-nulo de uma dlgebra semiprima de R pode ser mapeada
homomorficamente numa dlgebra semiprima.

Demonstracao. A condigao necessaria e suficiente é, em particular, a condi¢ao
1 do Teorema [4.24] para a classe P = {A € R; B(A) = (0)}. Iremos mostrar
que vale a condigao 2 do Teorema [4.24] para a classe P. De fato, se cada ideal
nao-nulo de uma &algebra A pode ser mapeado homomorficamente numa alge-
bra sem ideais nilpotentes nao-nulos, entao nao pode haver ideais nilpotentes
nao-nulos na algebra A, e assim, A € P. Pelo Teorema [£.24] P é a classe
semisimples de algum radical, para o qual, pelo Teoremal[4.22] a classe radical
em ‘R consiste de algebras que nao podem ser mapeadas homomorficamente
em algebras sem ideais nilpotentes nao-nulos. Pelo Teorema [4.26} concluimos
que R = {A € R; A= B(A)} e a condigao suficiente esté provada.

A condigao necessaria é também clara, porque se B é um radical, entao
sua classe semisimples ¢ P, e a condicao 1 do Teorema é valida para
P. O

Observagao 4.31. Se a aplicacao B ¢ radical, entao esse radical é chamado
de radical de Baer. Em vista do Teorema [4.30], para que a aplica¢do B seja
um radical na classe de algebras alternativas é suficiente mostrar que todo
ideal I de uma algebra alternativa semiprima A é uma algebra semiprima.

Lema 4.32. Sejam A uma dlgebra alternativa semiprima, I um ideal de A
e V um ideal nilpotente da dlgebra I. Entdo os submddulos A*V e VA sio
também ideais nilpotentes da dlgebra I.
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Demonstragao. Iremos mostrar que A*V ¢ um ideal de I. De fato, seja
ac At ie]eveV. Entao,

(av)i = a(vi) + (a,v,i) = a(vi) — (a,i,v) € AV,
i(av) = (ia)v — (i,a,v) = (ia)v + (a,i,v) € A*V.
Assim, A"V é um ideal de I. Analogamente se mostra que VA% é um ideal
de I.
Como V é um ideal nilpotente de I, entdao para todo u,v € V, x € I,

temos que (z,u,v) = (zu)v — z(uv) = 0 e uv = vu = 0, e com isto, se
u,v e V,i€l,abe A, temos que

fla,i,u,v) = ([a,i],u,v) + (a,i, [u,v]) = 0.
Pela Observagao [4.8 temos que

i(a,u,v) = (ai,u,v) — (i,u,v)a =0

e, deste modo, (a,u,v) € r(I). Desde que, (a,u,v) = —(u,a,v) € I, A é
semiprimo e I Nr(I) = (0), entéo (a,u,v) = 0. Assim,
(A V.V) = (AV)V = (0) (1)
Como fb,v,i,u) = (bv,i,u) —v(bi,u) — (v,3,u)b e

0= f(i,v,b,u) = (iv,b,u) —v(i,b,u) — (v, b,u)i,
entao (bv,i,u) = (v,4,u)b — (iv,b,u) + (v,b,u)i. Por (1), temos que
(bv,i,u) = (v,i,u)b — (iv,b,u) + (v,b,u)i =0
Desta maneira,
(AV,1,V) = (0) @)
De (2) e do Lema [4.9] segue que [AV, V] C N([), e de (1) e do Teorema [£.28]

temos que
VAV C N(A). (3)
Usando as seguintes igualdades
0= f(b,v,i,u) = (bv,i,u) —v(b,i,u) — (v,i,u)b
f(b,yi,v,u) = (bi,v,u) —i(b,v,u) — (i,v,u)b,
obtemos que v(i,b,u) = —i(v,b,u) + (i, bv,u) + (v, bi,u) e com isto, por (2)

e (1), temos
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v(i,b,u) = —i(v,b,u) + (3, bv,u) + (v, bi,u) = 0.
Assim,
V(I,AV)=(0) (4)
Sejam w = uav e i = ua. Entdo w € V, w? = 0. Por (3), w € N(A) e por
(4)
wbw = wlb(iv)] = w[(bi)v] — w(b,i,v) = 0.
e segue que w € N(A) e wA*w = (0). Pelo Lema w gera um ideal

nilpotente na algebra A, e com isto, w = 0. Desta maneira,
VAV = (0) (5)
De (2), (1) e (5), temos que
f(i,a,bv,u) = ([i,a],bv,u) + (i,a, [bv,u]) =0
e de (2),
(a,u,bv)i = (ia,u,bv) — a(i,u,bv) =0,
isto é, (a, u,bv) € I(I). Como (a,u,bv) € I e A ésemiprimo, entédo (a, u, bv) =
0, e com isto
(4,V,AV) = (0) (6)
De (1), (5) e (6) segue que (A*V)2 = (0). Analogamente obtemos que
(VAH? = (0). O

Teorema 4.33. Seja A uma dlgebra alternativa semiprima. Entao todo ideal
I de A € uma dlgebra semiprima.

Demonstracao. Suponhamos que I nao seja uma algebra semiprima, isto é,
existe um ideal 0 # U nilpotente. Denotamos por U o conjunto de todos os
ideais nilpotentes nao-nulos da &algebra I contendo U. O conjunto U # ),
pois U € U. Além disso, U é um conjunto parcialmente ordenado pela
inclusao. Pelo Lema de Zorn, U contém um elemento maximal V. Pelo
Lema , AW € U, e segue que, AV C V. Analogamente, VA C V.
Consequentemente, V' é um ideal da algebra A e como A é uma algebra
semiprima, entdo V' = (0). Logo, U = (0) e esta contradi¢do prova o teorema.

]

33



Lema 4.34. Sejam A uma dlgebra alternativa, B e I ideais de A, com B? C
I e I um ideal nilpotente. Se a dlgebra A satisfaz a condicao da cadeia
ascendente para ideais contidos em B, entao B € um ideal nilpotente.

Demonstracao. Iremos provar por indugao sobre k a existéncia de um nimero
f(k) tal que
BI® c Ik,
Assim o lema estara provado pois I = (0) para algum n e, consequentemente,
Bf(™ = (0). Claramente, se k = 1 a condicfo é satisfeita. Suponhamos que
vale Bf®) C I* e que nao existe f(k+ 1) tal que Bf+1) c [*+1 Seja P um
ideal de A. Definimos
Eo(P) = {x € B; Px C I*1}, E;(P) = Ey((P, B);).

E facil ver que E;(P) sdo ideais de A. Desta maneira, temos a seguinte cadeia
ascendente de ideais de A:

Ey(P)C E(P)C ---Ej(P)C---

Como FE;(P) C B, temos, por hipotese, que existe n tal que FE,(P) =
En.1(P) = - --. Denotamos E,(P) por E(P). Como Bf®) C I* e pela
escolha de k, temos que

E(I*) # B.
Seja E(C) o elemento maximal do conjunto de ideais { E(C,); Co C I*, E(C,) #
B}. Considerando em lugar de C, se necessario, o ideal (C, B); para um i
adequado, podemos assumir que
Eo(C) = E1(C)=---E(C).

Além disso, colocando no lugar de C, o ideal C' + I**!, podemos também
assumir que ¥+ c C.

Seja b € E(C). Entao (CB)b ¢ I*™'. Consideramos o conjunto D =
(CB)b + I*! e iremos provar que D ¢é um ideal de A. De fato, escrevemos
u=vseu—uv € I Sejam c € O, z,y € Bea € A Note que pelas
identidades de Moufang, temos as seguintes relagoes:

(cx)y = —(cy)z, (1)
[(cz)yla = —[(ca)y]z. (2)

Assim,
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[(cx)bla = —[(ca)blx = [(ca)x]b = (c12),
onde ¢; € C. Com isto, D é um ideal a direita de A. Além disso,
a[(cx)b] = —al(cb)x] = a[(xb)c] — [(ac)blz — [(ax)b]c =
—[(ac)b)z = [(ac)z]b = (c2x)b,

onde ¢ € C' e com isto, D é um ideal a esquerda de A. Logo, D é um ideal
de A.

Como D C C, entao E(C) C E(D). Desde que, b € E(D), temos que
E(D) # E(C). Consequentemente, F(D) = B. Desta maneira,
(D, B), C I*+!
para algum ¢ e por (1) temos que
(C,B)b C I*,

o que contradiz a escolha de b. O

Definigao 4.35. Sejam A uma algebra alternativa e os seguintes subcon-
juntos de A, AN = A% ¢ A™ = (A"=1Y)2 Chamamos a &lgebra A de uma
dlgebra solivel se A™ = (0), para algum n.

Teorema 4.36. Seja A uma dlgebra alternativa que satisfaz a condi¢ao de
cadeia ascendente para ideais. Entio o radical de Baer B(A) de A € nilpo-
tente.

Demonstracao. Seja B o ideal solivel maximal da algebra A. Como a élgebra
quociente A/B nao contém contém ideais nilpotentes nao-nulos, entao B =
B(A). Consideramos a cadeia

BDB(l)D"'DB(n):(O).

E claro que B™Y ¢ um ideal nilpotente. Pelo Lema podemos concluir
que o ideal B2 também é nilpotente. Aplicando o Lema tantas vezes
quantas foram necessérias, teremos que o ideal B é nilpotente. O
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5 Teorema de Goldie para Algebras Alternati-
vas

Neste capitulo abordamos o Teorema de Goldie para algebras alternativas.
Demonstramos que, analogamente ao caso associativo, sob algumas hipote-
ses adicionais, todo ideal a direita de uma algebra alternativa semiprima
contém um elemento regular e, além disso, o socle de uma algebra alterna-
tiva semiprima ¢é gerado por um elemento idempotente central. Finalmente,
apresentamos o teorema de Goldie no contexto alternativo e exibimos uma
demonstragao deste teorema.

Por Slater [4], temos o seguinte resultado:

Lema 5.1. Sejam R wuma dlgebra alternativa semiprima e A um ideal a

direita de R. Entao 3A C N(R) ou ANZ(R) # (0).

A partir deste momento, ao longo deste capitulo, todos os resultados que
serao apresentados sao do artigo [1].
Do Lema 5.1, segue o seguinte resultado

Lema 5.2. Seja R uma dlgebra alternativa semiprima. Se 3(a,b,c) = 0
implicar (a,b,c) = 0, para todo associador (a,b,c) em R, entdo, para todo
ideal o direita A de R, temos que A C N(R) ou AN Z(R) # (0).

Lema 5.3. Suponhamos uma dlgebra alternativa semiprima R que satisfaca
as sequintes condigoes:

1. 3(a,b,c) =0 implica (a,b,c) =0, para todo associador (a,b,c) em R.

2. R satisfaz a condicao de cadeia ascendente para anuladores a direita

da forma r(a), a € N(R).

Entao qualquer ideal a esquerda ou a direita nao-nulo de R contém um ele-
mento nao-nilpotente de N (R).

36



Demonstracao. Seja I um ideal unilateral nao-nulo de R e suponhamos que
todo elemento de I N N(R) seja nilpotente. Como R é semiprimo, entao
I'NZ(R) = (0) e pelo Lema [5.2] temos que I C N(R). Se 0 # a; € I,
entao existe x € R tal que ay = ajra; # 0, pois se 0 = aRa;, temos que
a1R C l(ay) C l(a1R). Desde que R é semiprimo e a; R = 0, entdo a; = 0,
o que contradiz o fato que a; # 0. E facil ver que 7(a;) C 7(ay). Iremos
mostrar que r(a;) # r(ag). De fato, suponhamos que I seja um ideal a
direita de R. Entao 0 # a;x € I e com isto existe n > 1 tal que (a;z)" # 0 e
(a1z)™ = 0. Se n =1 entao = € r(az) e z ¢ r(a;). Suponhamos que n > 2.
Nesse caso x(a1x)"" ! € r(ag) e z(ayz)" ™ & r(ay).

Suponhamos que I seja um ideal a esquerda de R. Entao existe n > 1
tal que (za;)" # 0 e (za;)"™ = 0. Agora temos 2 casos a considerar: (1)
Se n = 1 entdo xa; € r(az) e xa; ¢ r(a1). (2) Para o caso n > 2, temos
que se aj(za;)™ = 0 entdo (za;)" ' € r(az) e notamos que (za;)"~* ¢ r(ay).
Se aj(xay)™ # 0, entao (zay)™ € r(az) e notamos que (xay) ¢ r(ay). Assim,
r(a1) C r(as).

Repetindo esse argumento, encontramos elementos 0 # a; € [ tais que
r(a1) € r(a) -+ Cr(a;) € -+ - eisto contradiz o item 2. Logo, I N N(R)
contém pelo menos um elemento que nao é nilpotente. O

O proximo corolario é uma consequéncia imediata do ultimo lema e por
isso omitiremos a prova.

Corolario 5.4. Seja R como no Lema |5.5 FEntao R nao possui ideais nis
unilaterais nao-nulos.

Corolario 5.5. Seja A uma dlgebra alternativa noetheriana sobre um corpo
F contendo o elemento 1/3. Entao qualquer ideal nil unilateral de A € nilpo-
tente.

Demonstragao. Seja I um ideal nil unilateral de A. Pelo Corolario [5.4]
I C B(A), onde B(A) ¢ o radical de Baer de A. Pelo Teorema B(A) ¢
nilpotente. Logo, I ¢ nilpotente. O

Corolario 5.6. Sejam R como no Lema[5.3 e K um ideal & direita essencial

de R. Entao [(K) = (0).

Demonstragao. Seja a € I(K) N N(R). Entdao r(a) C r(a®) C ..., e existe
n > 1 tal que r(a") = r(a"™!) = .... Notamos que ak = 0, para todo k € K
e com isto, K C r(a) C r(a™). Assim, r(a") é um ideal & direita essencial
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de R. Sejay € a"RNr(a"). Entdo, y = a"x, para algum = € R e temos
que 0 = a"y = a"(a"x) = a*"z. Desta maneira, x € r(a®") = r(a"), o que
implica que y = a"x = 0. Assim, a"RNr(a") = (0). Como r(a™) é um ideal
a direita essencial de R, entdo a™R = (0) e segue que a” = 0. Logo, pelo

Lema .3 {(K) = (0). O

Lema 5.7. Sejam R uma dlgebra alternativa que nao contém uma soma
direta infinita de ideais o direita nao-nulos e ¢ € N(R) um elemento reqular
a direita de R. Entao cR é um ideal a direita essencial de R.

Demonstracao. Sejam I um ideal a direita de R tal que I NcR = (0), x =
'y € "I er € R. Entao, zr = (c"y)r. Como ¢ € N(R) temos que
(c"y)r = ™*(yr) € ¢*I. Assim, ¢"I ¢ um ideal a direita de R para todo n.
Mostraremos que a soma I + cl 4 c2I + ... é direta.

De fato, seja xg + cx1 + c2xg + ... + "z, = 0, onde z; € I. Entdo,

1o = —(cr1+ Pro+ ...+ "wy) = —c(ry +tag+ ..+ l,) € INeR = (0).

Desta maneira, x; + clag 4 ... + ¢ ta, = 0, pois ¢ é um elemento regular

a direita em R. Repetindo esse processo n — 1 vezes temos que x; = 0,
1 <i<n. Logo, [ +cl+c*I+... ¢ uma soma direta e segue que existe n > 1
tal que "I = (0). Portanto, I = (0), e com isso, cR ¢ um ideal a direita
essencial de R. O

Lema 5.8. Seja R uma dlgebra alternativa semiprima que safisfaz as sequintes
condicoes:

1. 3(a,b,c) = 0 implica (a,b,c) = 0, para todo associador (a,b,c) em R.

2. R satisfaz a condicao de cadeia ascendente para anuladores a direita

da forma r(a), a € N(R).
3. R nao contém uma soma direta infinita de ideais a direita nao-nulos.
Entao todo elemento de N(R) que € regular a direita em R € reqular em R.

Demonstragao. Seja ¢ € N(R) tal que ¢ é um elemento regular a direita de
R. Iremos mostrar que (c) = (0). De fato, pela Lemal[5.7] temos que cR ¢ um
ideal & direita essencial de R, e com isto, pelo Corolério temos que l(cR) =
(0). Se z € l(c), entdao xc = 0, o que implica que (0) = (z¢)R = z(cR), pois
c € N(R), e segue que z € [(cR). Notamos que I(c) C l(cR) = (0), pois &
facil ver que I(c) = l(cR), desde que ¢ € N(R). Assim, I(c) = (0) e com isso
¢ ¢ um elemento regular em R. ]
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Teorema 5.9. Sejam R como no Lema[5.8 e K um ideal & direita essencial
de R. Entao K contém um elemento de N(R) que é reqular em R.

Demonstracao. Pelo Lema existe a; € K N N(R) um elemento nao-
nilpotente e suponhamos que r(a;) seja maximal. Claramente r(a;) C r(a?)
e a} ¢ um elemento nao-nilpotente de K N N(R) e com isto, r(a;) = r(a?). Se
r(a;) = (0), entdo pelo Lema 5.8} I(a;) = (0) e segue que a; ¢ um elemento
regular de R e o teorema esta provado.

Suponhamos que 7(a;) # (0), r(a;) N K # 0. Seja as € r(a;) NKNN(R)
um elemento nao-nilpotente com r(ay) maximal. Entao r(ay) = r(a3). Iremos
mostrar que a soma a; R + axR é direta. De fato, seja ayx + asy = 0, com
x,y € R. Entao, a1z = —agy, o que implica que a1(a1x) = —ai(agy) =
—(ajas)y = 0, pois ay € r(ay). Assim a?z = ai(a;z) = 0 e segue que,
r € r(a?) = r(ay), o que implica a;z = 0. Logo asy = 0. Desta maneira,
a soma a1 R + ayR ¢é direta. E facil ver que r(a; + az) = r(a;) Nr(ay). Se
r(a; + az) = (0), pelo mesmo argumento utilizado acima, o teorema esta
provado.

Se (a1 + az) # (0), podemos tomar az € 7(a; + az) N K N N(R) um
elemento nao-nilpotente com r(a3) o maior possivel. Entao r(az) = r(a?) e a
soma a1 R+ asR+azR é direta. Assim r(a; 4+ ag+a3) = r(a;) Nr(az) Nr(as).

Como R nao contém uma soma direta infinita de ideais & direita nao-nulos,
esse processo deve parar, e quando isso ocorre temos os elementos ay, ..., a,
de KNN(R) tal que r(a;+...+a,) = 0. Logo, a = a1+...+a, € KNN(R) é
um elemento regular a direita de R e pelo Lema [5.8|a ¢ um elemento regular
de R. ]

Teorema 5.10. Sejam R como no Lema[5.8 e S o socle de R. Entao existe
um elemento idempotente central e de R tal que S = eR.

Demonstracao. De maneira andloga ao caso associativo, existe um ideal a
direita T' de R tal que SNT =0e S & T é um ideal & direita essencial de
R. Pelo Teoremalp.9 existe s€ Set €T talquec=s+t € N(R) e c é um
elemento regular de R. De maneira analoga ao caso associativo, temos que
S é um ideal de R e com isto, T'S C T NS =0. Assim, ¢S C S.
Suponhamos que ¢S # S. Entao para todo n > 0 existe um ideal a
direita nao-nulo A, de R tal que ¢*S = A, @ ¢"*1S. E facil ver que a soma
Ao+ A+ As+ ... é direta e € infinita, contradizendo as hipoteses do teorema.
Desta maneira, ¢S = S e segue que existe e € S tal que s = ce. Claramente
temos que ce = se + te = se = ce? e com isto temos que e = e2. Além disso,

39



para todo = € S, temos que cx = sx + tx = sv = (ce)r = c(ex). Assim,
r = ex. Logo, S = eR.

Mostraremos que e € N(R). De fato, seja x,y € R. Entdo, temos que
0=(c,z,y) = (s,z,y)+(t,z,y). ComoTNS =0, entdo (s,x,y) = 0. Assim,
s € N(R) e obtemos que c(e, z,y) = (ce,x,y) = (s,z,y) = 0. Desta maneira,
e € N(R). Seja z € R. Como ze € S e S = eR, entdo ze = exe. Por outro
lado (exe — ex)eR = 0, o que implica que (exe —ex) € SNI(S) =0, pois R
é semiprimo. Logo, ex = exe = xe e, portanto, e € Z(R). H

Teorema 5.11. Seja R uma dlgebra alternativa prima que satisfaz as condigcoes
1—3 do Lema e que tem socle nao-nulo. Entao R € uma dlgebra alter-
nativa simples e artiniana.

Demonstracao. Sejam I um ideal nao-nulo de R e A um ideal a direita de
R tais que IN' A = (0). Como AI C AN I, entdo AI = (0). Mostraremos
que (RA)I = (0). De fato, desde que AI = (0) entao A C I(I) e como [
é um ideal, entao pelo Lema , [(I) é um ideal a esquerda e com isso,
RA C I(I). Assim, (RA)I = (0). E facil ver que A + RA ¢ o ideal gerado
por Aem Re (A+ RA)I = Al + (RA)I = (RA)I = (0). Assim, A = (0),
pois I # 0 e R é primo. Desta maneira, todo ideal nao-nulo de R é um ideal
a direita essencial e, com isto, S = soc(R) C I.

Pelo Teorema [5.9] existe um elemento regular ¢ € SN N (R). Assim, pelo
mesmo argumento utilizado na demonstragdo do Teorema [5.10, temos que
S =¢S. Como cR C S, temos que cR = ¢S. Logo, R =S e com isto, [ = R.
Desta maneira, R é simples. A igualdade R = S e a condigao 3 mostra que
R ¢ uma &lgebra artiniana a direita e, portanto, R é artiniano. O

Defini¢ao 5.12. Seja S = {a € N(R); a é regular em R} e suponhamos que
S # (). Uma &lgebra alternativa () com 1 é chamada uma algebra quociente
a direita de R em relacao a S se:

1. R é uma sub-algebra de Q).
2. Todo elemento de S é inversivel em ().

3. Todo elemento ¢ € @ pode ser escrito da forma g = za™!, onde x € R
ea€sS.

Lema 5.13. Se ) € uma dlgebra quociente a direita de R com relagio a S
entio N(R) C N(Q) e para todo a € S, a™* € N(Q).
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Demonstragao. Pelo Lema [A.1] temos que em qualquer algebra alternativa
vale a seguinte identidade

(1) 2(y, z,t) + (z,y, 2)t = (2y, 2, 1) — (z,y2,t) + (x, Y, 2t)
e pelo Corolario 4.7, em qualquer algebra alternativa vale
(2) (SL’y, Z, t) - y(.fC, Z, t) - (Z/; Z, t>x = ([.73, ZJ]; z, t) + (.1:, Y, [27 t])

Assim, por (2), temos que
(@' 2,y)a=(aa™",2,y) —a (a,2,y) — ([a,a” ], 2,y) — (a,a7 ", [z, 9]) = 0.
para cada a € S e z,y € R. Desta maneira,

(3) (a ', 2,y) =0, ac€S,z,y€R.
Sejan € N(R), a € S, z,y € R. Entao, por (1) e (3), temos

(n,z,ya™ ') =n(x,y,a™ ) + (n,z,y)a"! — (nz,y,a ') + (n,zy,a™t) = 0.

e segue que

(4) (n,z,q) =0, neN(R),z€ R, q€Q.
Seja a € S, g € Q, x € R. Entao, por (1) e (4) temos que

a<a_1>Q7x) = (aa_17Q>x> - (a’aa_1Q>x) + (a,a_l,qx) - (a,a_l,q)x =0.
Assim,
(5) (a_17Q7x):07 GES7QEQ,.TER

Sejan € N(R),a €S,z € R, q € Q. Entao, por (4) e (5), obtemos que

1

(n,q,za™') =n(q,z,a” ") + (n,q,x)a”! — (ng,z,a” ") + (n,qz,a™") =0

e com isto,
(6) (n,q,4) =0, ne€ N(R), q,q €Q.
Logo, N(R) C N(Q). Além disso, para cada a € S e ¢,¢ € @Q temos que
a(a™,q,q) = (aa™,q,q) = 0.
e segue que a ' € N(Q). O

Lema 5.14. A dlgebra de quociente a direita de R com relag¢ao a S, se existe,
€ unica a menos de isomorfismo.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que () e Q)5 sejam algebras quocientes a direita
de R com relagao a S. Sejam x,y € R e a,b € S. Entao, pelo Lema [5.13
temos que se a igualdade za=! = yb~! é valida em @, entdo é também valida
em (. Consideremos o : Q1 — Q5 tal que o(za™t) = za™!, onde z € R e
a € S. E facil ver que ¢ é o isomorfismo desejado. O]

Lema 5.15. R tem uma dlgebra quociente a direita com relacao a S se, e
somente se, R satisfaz a condi¢ao de Ore a direita com respeito a S, isto ¢,
para cada x € R ea €S, existey € R eb e S tal que xb = ay.

Demonstracao. A demonstragao desse lema é analoga ao do caso associativo,
como visto no Teorema B.1] O

Teorema 5.16. Seja R é uma dlgebra alternativa semiprima que satisfaz as
sequintes condigoes:

1. 3(a,b,c) = 0 implica (a,b,c) =0, para todo associador (a,b,c) em R.

2. R satisfaz a condicao de cadeia ascendente para anuladores a direita

da forma r(a), a € N(R).
3. R nao contém uma soma direta infinita de ideais a direita nao-nulos.

Entao a dlgebra quociente o direita de R com relagdo a S existe e é semisim-
ples e artiniana.

Demonstracao. Como R é um ideal a direita essencial de R, pelo Teorema
b.9 S # 0. Iremos provar que R satisfaz a condigdo de Ore com relagio a
S, ou seja, dado z € Rec € S, existem y € R, b € S tal que zb = cy. De
fato, seja [ ideal a direita de R tal que xI C cR. Se I é um ideal a direita
essencial de R, entao pelo Teorema [5.9, existe d € I N S tal que zd = cy,
y € R. Suponhamos que I nao é essencial. Entao existe um ideal a direita
nao-nulo J de R tal que I NJ = (0). Pelo Lema[5.7, cR é um ideal & direita
essencial de R e, com isto, JNcR # (0). Pelo Lemal5.2, JNcRNZ(R) # (0)
ou JNcR C N(R). Se JNcR C N(R), a demonstracao segue de forma
analoga a demonstracao do Teorema [3.14

Suponhamos que J NcRN Z(R) # (0). Seja 0 # z € JNcRNZ(R).
Entao I; = zR é um ideal nao-nulo de R, pois R é semiprimo e com isto,
temos Iy C JNcR ez} = x(2R) = (z2)R = (22)R = z(zR) C ¢R. Como
INnl cInJ=(0),temos que (I & [;) C cR.
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Assim, em ambos casos, existe um ideal a direita nao-nulo I; de R tal
que (I & ;) C cR. Se I & I, é essencial, entao a tese se verifica. Se [ & [
nao é essencial, entao existe um ideal & direita nao-nulo I, de R tal que
x(I & I & I) C cR, e assim sucessivamente. Como R nao contém uma
soma direta infinita de ideais & direita nao-nulos, esse processo deve parar,
e quando isso ocorre, existe um ideal & direita essencial K de R tal que
rK C cR. Desta maneira, R satisfaz a condi¢cao de Ore com respeito a S.
Pelo Lemal5.15] existe uma algebra de quociente a direita ) de R com relagao
as.

Sejam I um ideal & direita de Q e z = ab™! € I. Entao, 2b=a € IN R.
Se INR = (0), entdo I = (0) e segue que @ ¢é semiprimo. Se INR # 0, entao
existe um ideal a direita A de R tal que (I N R) & A é um ideal & direita
essencial de R. Sejace SN(INR)® Atalquec=x+a,ondex € INRe
a € A. Consideramos

J=AQ ={bg;be A,qe Q} ={bs7 ;b e A s € S}.

E facil ver que J é o ideal a direita de @) gerado por A. Notamos que
l=cctl=zxct+act=c+f,come=acteclef=ac!eJ Como
INJ=(0),entao Q=1 J ecomisso, fe=ec—e?ecINJ=(0). Assim,
e*> = e e, também f? = f. Sejam ¢,¢ € Q. E claro que 0 = (1,¢,¢) =
e+ f.4,9) = (e,q,4) + (f,q.4). Logo, (e,q,q) € INJ = (0) e portanto,
ee N(Q) e f e NQ).

Seja x € I, x = er + fx. Entdo, fr = x —ex € INJ = (0). Dessa
maneira, r = ex, para todo x € I. Assim, I = e() e com isto, temos provado
que todo ideal a direita de () é gerado por um elemento idempotente e, com
ee N(Q).

Como para todo ideal a direita I de @) existe um ideal a direita J de Q)
tal que I & J = @, entao temos que se I D I, sao dois ideais a direita de
@ entao existe um ideal a direita A de @ tal que Iy = I, ® A. Suponhamos
que exista I; D I, D - - - uma cadeia descendente estrita de ideais a direita
de (). Para cada n > 1 existe um ideal & direita nao-nulo A, de @ tal que
I, =1,.1®A, Asoma A; + Ay + - - - infinita é direta e desta maneira,
(A1NR)D (AN R) @ - - - é¢ uma soma direta infinita de ideais a direita de
R, o que contradiz a hipdtese. Logo, () é artiniano a direita.

Seja I um ideal de Q, entao existe e € N(Q) tal que > = e e I = eQ.
Mostraremos que e € Z(Q), isto é, para todo = € @, ex = xe. De fato, como
I é um ideal de @), segue que xe € I, V x € () e isto implica, como visto
acima, que ze = e(xe) = exe. Desde que,
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(exe —ex)] = (exe — ex)e@) = (exe — exe)Q = (0),
entao (exe —ex) € INI(I) = (0), pois @ é semiprimo, como visto acima.
Logo, exe — ex = 0, o que implica que exe = ex. Como, re = exe, entao
xe = exe = ex, para todo x € @, isto é, e € Z(Q). Consequentemente, existe
um ideal J de @ tal que I & J = @), e com isso, () & semisimples. O
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