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Resumo

Dado interesse no estudo e aplicagao de adsorventes, apresenta-se nessa dissertacao, uma
descrigao detalhada do modelo de adsorgao/difusdo de particulas em batelada. A descrigao
de sistemas de solucao e adsoverte, em geral, sao obtidas a partir do estudo de equagoes
fenomenologicas. Para uma particula solida é possivel supor um mecanismo combinando
a transferéncia de massa por conveccao da fase bulk para a superficie da particula; os
processos de difusao de massa intraparticula e a termodinamica de adsor¢ao no equilibrio.
Por consequéncia, a mudanca na concentracao de soluto na particula e na fase bulk pode
ser modelada através de equagoes diferenciais de balan¢o de massa, resultando em um
sistema contendo uma equacao diferencial ordinaria e uma equacao diferencial parcial, com
condigbes iniciais e de contorno. Para o caso onde o equilibrio de adsorcao relagdo pode ser
descrito como uma relagao linear entre concentragao e quantidade adsorvida, esse sistema
de equacgoes pode ser resolvido pelo método da transformada de Laplace para as trés
geometrias cldssicas, uma solucao analitica generalizada para as trés ¢ demonstrada em
detalhes no trabalho. Entao, essa solugdo analitica generalizada foi escrita especificamente
para cada uma das geometrias de particulas tradicionais: placa plana, cilindro e esfera. Uma
simplificagao tipica também foi avaliada, para verificar sua validade frente ao resultado
completo de solugao foi avaliado. Por fim, esta solucao analitica foi comparada com a
solugdo numérica do modelo em que a isoterma é nao-linear. Palavras-chave: Cinética de
adsorc¢ao; transferéncia de massa; solu¢oes analiticas; transformada de Laplace; modelos

fenomenolégicos.



Abstract

Given the interest in the study and application of adsorbents, this dissertation presents a
detailed description of the adsorption/diffusion model of batch particles. The description
of solution and adsorptive systems, in general, are obtained from the study of phenomeno-
logical equations. For a solid particle it is possible to assume a mechanism combining mass
transfer by convection from the bulk phase to the surface of the particle; intraparticle
mass diffusion processes and equilibrium adsorption thermodynamics. Consequently, the
change in solute concentration in the particle and in the bulk phase can be modeled
using differential mass balance equations, resulting in a system containing an ordinary
differential equation and a partial differential equation, with initial conditions and contour.
For the case where the adsorption equilibrium relationship can be described as a linear
relationship between concentration and adsorbed amount, this system of equations can be
solved by the Laplace transform method for the three classical geometries, a generalized
analytical solution for the three is demonstrated in detail at work. So this generalized
analytical solution was written specifically for each of the traditional particle geometries:
flat plate, cylinder, and sphere. A typical simplification was also evaluated, to verify its
validity against the complete solution result was evaluated. Finally, this analytical solution

was compared with the numerical solution of the model in which the isotherm is non-linear.

Keywords: adsorption kinetics; mass transfer; analytical solution; Laplace transform;

phenomenological models.
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1 Introducao

O processo de adsor¢ao pode ser definido como um fénomeno fisico-quimico de
superficie que ocorre entre duas fases distintas. Do ponto de vista termodindmico, um
desequilibrio de potencial quimico é gerado entre a fase que contem o soluto, também
chamado de adsorbato, e a superficie de separagao das fases, formando um filme de material
adsorvido que pode ser tratado como uma nova fase distinta das duas iniciais. A diferenga
de potencial quimico leva o soluto a migrar da sua solucao original e aderir a superficie de
separacao das fases. A base onde o soluto adere é chamada, por sua vez, de adsorvente. A
natureza da adesao pode ser tanto fisica, quanto quimica, e o processo dura enquanto a
diferenca de potencial quimico na superficie existir. O fim desse processo leva o sistema ao
equilibrio (RUTHVEN, 1985).

Entre as décadas de 1970 e 1990, grandes avancos foram desenvolvidos na area de
adsorcao por consequéncia da descoberta de diversos materiais porosos, como o carvao
ativado e zedlitas, bem como pelo desenvolvimento de processos industriais envolvendo
adsorg¢ao, tal qual o PSA (Pressure Swing Adsorption) (DO, 1998). Os materiais porosos
e a adsorcao encontraram sucesso nas industrias, principalmente para propositos de
purificacao ou de separacao devido a sua simplicidade de aplicacao e eficiéncia de separacao
(LARGITTE; PASQUIER, 2016; DO, 1998). Assim, é de iteresse o estudo de diversos
materiais adsorventes e o comportamento dos fenémenos de adsor¢ao, com a finalidade de
desenvolver adsorventes com distintas qualuidades para aplicacao industrial e aprofundar

a compreensao do fenémeno de adsor¢ao em si.

Para estas avaliagoes, frequentemente, sao realizados ensaios em batelada, em diver-
sas condicoes iniciais, onde a solugao, da qual se deseja remover determinado componente,
¢é colocada em contato com o adsorvente, em agitacao rigorosa, com temperatura e pH
constantes, durante o periodo necessario para atingir o equilibrio. A partir destes experi-
mentos, ¢ possivel construir a isoterma de equilibrio e as curvas de cinética de adsorcao
do sistema (CRINI; BADOT, 2008; COSTA; FAJARDO, 2023). Para realizar a analise
desses experimentos, ¢ de grande interesse o desenvolvimento de modelos matematicos que
representem o fendmeno. Neste trabalho, em especifico, serdao descritos alguns modelos de

cinética de adsorcao.

Os modelos de cinética de adsor¢ao podem ser divididos em dois grandes grupos, os
modelos empiricos e os fenomenolégicos. Os primeiros aproximam expressoes matematicas
aos resultados obtidos em laboratério, e geralmente estao limitados as condigoes experimen-
tais utilizadas. Enquanto, os modelos fenomenologicos sao deduzidos a partir de principios

fisicos preestabalecidos, que possibilitam extrapolar as condi¢des experimentais e obter
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resultados em condig¢oes nao avaliados em laboratorio. Sendo assim, tratam-se de modelos
matematicos de maior complexidade, uma vez que seu desenvolvimento geralmente resulta

em equacgoes diferenciais parciais.

Neste trabalho, serd apresentada a deducao de equagoes diferenciais que descrevem
a cinética de adsorcao em sistemas batelada, partindo do principio fisico da conservacao
da massa e da lei de difusdao de Fick. O conjunto de equagoes resultante dessa dedugao é
conhecido como PVSDM (Pore Volume and Surface Diffusion Model), (QUEIROZ et al.,
2022; DO, 1998). A partir do modelo PVSDM serd demonstrada a obtencao da solugao
analitica para o caso particular de isoterma linear de adsor¢ao. Essa solugao serda comparada
com os resultados numéricos de modelos derivados do PVSDM, em especifico o modelo de
HSDM (Homogeneous Surface Diffusion Model) e PVDM (Pore Volume Diffusion Model),
(QUEIROZ et al., 2022; DO, 1998), sendo a equagao de equilibrio de adsor¢ao adotada a

isoterma de Langmuir.
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2 Revisao Bibliografica

2.1 Adsorcao

A adsor¢ao é um fenémeno de superficie que resulta na formac¢do de um filme de
fons, moléculas ou atomos na superficie do adsorvente (sélido ou liquido). O processo de
adsorcao pode ocorrer sempre que houver a existéncia de duas fases, e que em uma dessas
existe um soluto que é transferido para a superficie da outra. Para esse trabalho, o tipo
de adsorcao de interesse é o de uma fase fluida, gas ou liquido, para uma fase solida. As
etapas de um processo de adsor¢ao em batelada podem ser descritas por: (1) a massa de
soluto, também nomeado adsorvato, deixa o seio do fluido e desloca-se até a superficie
do sélido adsorvente, passando através de um filme de fluido que resiste a transferéncia
de massa. Essa etapa é também denominada a etapa convectiva do processo; (2) ocorre
a difusao do soluto no fluido estagnado no interior do sélido em concomitancia com a
difusdo do soluto na superficie solida intraparticula; (3) a etapa de adsor¢do propriamente
dita, geralmente tem velocidade muito mais alta que a difusdo, de forma que é admitido
que o equilibrio de adsorgao seja alcangado instantaneamente (LARGITTE; PASQUIER,
2016; SCHWAAB et al., 2017).

2.2 Modelos baseados em difusio de massa

Modelos fenomenolégicos de cinética de adsorcao podem ser classificados segundo
a caracteristica da particula de adsorvente. As duas classificagoes mais utilizadas sao a
da particula sélida homogénea e a da particula sélida pseudo-heterogénea. O modelo de
difusdo superficial homogéneo, Equagao (2.6), com sigla em inglés HSDM (Homogeneus
Surface Diffusion Model), considera a particula como uma estrutura sélida homogénea
(ndo porosa) (DO, 1998; OCAMPO-PEREZ et al., 2012; LEYVA-RAMOS; GEANKOPLIS,
1985).

No modelo de HSDM, considera-se a existéncia de um filme fino que gera uma
resisténcia a transferéncia de massa. O soluto, que se encontra na fase bulk, deve trespassar
o filme para chegar a superficie do solido. Ao chegar a superficie do sélido, tem-se o
equilibrio de adsorcao entre a concentragao de soluto da superficie solida e a concentracgao
de fluido diretamente em contato com essa. No interior do sélido, a transferéncia de massa
ocorre por difusao, a forca motriz é dada pela diferenga de concentragao entre a parte mais
externa do sélido e do seu centro. E interessante observar que de acordo com este modelo,
o fendmeno de adsor¢ao ocorre somente na superficie externa da particula de adsorvente,

apenas na posicao r = R.
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Para a representagdo dos modelos utiliza-se as seguintes defini¢bes de variaveis:

e ¢, quantidade de massa adsorvida pelo solido;
o 1, variavel dimensional;
« S, indice de geometria (0 para placa plana, 1 para cilindro e 2 para esfera);
e k,,, coeficiente convectivo de transferéncia de massa;
« (), concentracao no interior da particula;
o (), concentracao da fase bulk;
o (), concentracao da superficie externa;
e pp, massa especifica da particula;
e V}, volume da fase bulk;
o R, tamanho do espaco onde a equacao diferencial se aplica.
Essa esolha de nomenclatura das varidveis também foi utilizada por Queiroz et al.

(2022) e Schwaab et al. (2017). Primeiramente, tem-se a equagao diferencial parcial que

descreve o interior da particula homogénea:

dq 1 0 ( ¢0q
A_p L (sA :
Ot “rS or (T 8r> (2.1)

dada a equacao diferencial define-se as condi¢oes de contorno e a condi¢ao inicial do

sistema. Inciando com a condi¢ao no centro da particula:

Jq
— =0 2.2
or| (2.2)
a condicao na superficie externa:
dq ko,
—= = Cy — C 2.3
o= @m0 (23)

relacionando a concentragdo com a quantidade adsorvida pela relacdo de isoterma q|,—r =

f(Cy). Define-se também a condicao inicial:

Q|t:U =0 (24)

Para solucao do modelo, é necessario o balanco material na fase bulk, definida por:
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(2.5)

G M 5+1 9
dt Virp, R PR or| g

sujeita a condicdo inicial Cyli—g = Cjo. Agrupando as equagoes resulta na Equacao (2.6).

0¢ _ 10 [ 9
ot DS'/’S or (r 37’)

Q|t=0 =0
L
or —o
dq km (2.6)
or|_p  pDs (G = C.)
dC, M S+1 @
d  Vip, R Prs R
Chli=o = Chy
Q|r:R - f(Cs)

Dos modelos para particulas pseudoheterogéneas, cita-se em destaque o modelo de
difusdo de massa nos poros e na superficie sélida interna, com sigla em inglés PVSDM (Pore
Volume and Surface Diffusion Model), Equagao (2.7). Esse modelo considera significativa
o fator combinado da difusao de massa na fase fluida dentro dos poros e da difusao na
superficie sélida dos poros, proporcional a porosidade da particula. Como o modelo nao
descreve em detalhes a estrutura da fase porosa considera-se o modelo como pseudohetero-
géneo (DO, 1998; LEYVA-RAMOS; OCAMPO-PEREZ; MENDOZA-BARRON, 2012).
De forma analoga ao modelo de HSDM, ¢é possivel contruir o conjunto de equagdes como

apresentado na Equacao (2.7).

dq | 0C 10 dq | 0C
ot 8 (o ennt]
p

ot rSor *9C,| 0
991 _,
or| _,
Jq oC, B
SRR o kS IR 27
dc, M S+1 dq ac,
dt Vipp I l€ b 9Cy T:J o |,_g

Chli=o = Chy
q(r) = f(Cy(r))

Em alguns casos, pode-se admitir que a contribuicao da difusao massica das

moléculas adsorvidas é pequena frente a difusdo na fase fluida no interior dos poros. Neste
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caso, tem-se o modelo de difusdo nos poros, com sigla em inglés PVDM (Pore Volume
Diffusion Model), Equagao (2.8). Deve ser observado que, tanto no PVSDM como no
PVDM, o fendmeno de adsor¢ao ocorre em todo o volume da particula, isto é, com r no
intervalo de [0, R].

0470C, 10 (,0C,
[5 ppacp] o~ Prisyy (7’ or
9| _
or| _, n
ac,
€Dp W L = km(Cb — Cp|r:R) (28)

Chli=o = Chy
q(r) = f(Cy(r))

Conforme comentado no capitulo anterior, a solucao analitica destes modelos

somente é possivel quando a isoterma ¢é linear, pois assim a derivada % ¢ uma constante.
P

O desenvolvimento em detalhes desses modelos seram apresentados no Capitulo 3, enquanto

a solugao analitica sera demonstrada no Capitulo 4.

Em seguida, serao apresentados modelos obtidos a partir de simplificagdes dos
modelos de difusao intraparticula, bem como uma breve discussao da validade destas
simplificacoes. Uma avaliagdo mais detalhada sobre a validade de diversos modelos cinéticos

de adsorgao pode ser encontrada em Queiroz et al. (2022).

2.3 Simplificacoes baseadas em modelos de difusao de massa

Partindo dos modelos mais completos, solu¢des com diferentes niveis de simplifi-
cagoes vém sendo consideradas na literatura. Em todas as simplificagdes apresentadas a
seguir, sempre sera considerada a isoterma linear para descrever o equilibrio de adsorcao.
Primeiramente, sdo apresentados os modelos de banho finito, onde a concentracao do
banho, C,, muda ao logo do tempo. Em seguida, sao apresentados os modelos de banho
infinito que consideram a concentracao do banho constante ao logo do tempo. Além disso,
serdao apresentados outros exemplos de modelos simplificados com as respectivas hipdteses

necessarias para seus desenvolvimentos.

2.3.1 Banho finito com solucdo analitica

Nos modelos de banho finito com solu¢ao analitica, a inica simplificacao considerada,
partindo dos modelos PVSDM, PVDM e HSDM, ¢ a isoterma linear. Isto é, o equilibrio de
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adsorcao segue a Lei de Henry, representada pela Equagao (2.9), onde Ky é a constante

de Henry.

q=KuC), (2.9)

Deve ser observado que para o modelo HSDM, descrito na Equagao (2.6), apenas a
relagdo de equilibrio na superficie externa da particula é modificada. Entretando, os trés
modelos (PVSDM, PVDM e HSDM) tém a mesma estrutura matematica quando escritos
na forma adimensional. No presente trabalho, serda demonstrado como essas equacoes sao
obtidas e como encontrar a sua solucao analitica quando a resisténcia a transferéncia
de massa externa é considerada. Na literatura o modelo de Crank (1975) é o modelo
mais difundido dentre os modelos de cinética de adsorcao baseados em transferéncia de
mass. Nesse modelo as solucgoes sao obtidas para os casos onde a resisténcia externa a
transferéncia de massa ¢ desprezivel, ou seja, a condi¢gao de contorno em r = R fica

reduzida a Cp| _, = C.

Na Tabela 1, sao apresentadas estas solugoes, onde F' é a fracdo adsorvida em
relagdo ao maximo possivel, a é a razao entre o volume do banho e o volume das particulas,
que também leva em consideracao o equilibrio de adsor¢ao. Além disso, R pode ser o raio
de particulas cilindricas ou esféricas, bem como metade da espessura para particulas planas.

D,y ¢ a difusividade maéssica aparente, t é a varidvel temporal e v, (com n = 1...00) sdo
as raizes da equagao caracteristica (CRANK, 1975; QUEIROZ et al., 2022).

Tabela 1 — Solucao do modelo de difusao/adsorgao intraparticula em um banho finito com
isoterma linear, sem resisténcia externa a transferéncia de massa (CRANK,

1975).
Geometria Solugao Equacao caracteristica
> 2a(1 Dt
Placa plana F =1 — nzz:l m exp (_%%RPQP) tany, = —av,
- — 4a(l+a) 2 Dappt
Cilindro F=1- nZ::l T do a2 O (—vn 72 ) aYnJo(1m) = —2J1(n)
st Fo1- T
v n§::1 9+ 9o + o272 P ( R W =gy ay?

2.3.2 Banho infinito com solucdo analitica

Partindo das defini¢bes do modelo de PVSDM, com isoterma linear, é possivel
considerar que banho tem um volume grande o suficiente, de forma que, o processo de
adsorcao nao provocard uma queda significativa na concentracao do banho. Assim, para os

modelos de banho infinito a concentracao bulk, Cj, é constante. Entretanto, a concentracao
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de soluto no interior da particula, C,, e a quantidade adsorvida, ¢, variam até atingirem o

valor de equilibrio.

Com a adicao da hipdétese do banho finito, é possivel obter a suloc¢ao analitica do
modelo como mostrado nas Equagoes (2.12) e (2.11). A primerira, para o caso onde a

resisténcia externa a transferéncia de massa é considerada, e a segunda onde a resisténcia,

é desconsiderada (CRANK, 1975; SCHWAAB et al., 2017).

Coo = Cy
F=—" 2.10
Cb,() ( )
> Bi? 2 Dappt

F=1-2(54+1)> - = ( “pp> 2.11
" Zg B+ (1= 8B+ 2 P g (2.11)

> 2 Dappt
F=1-2(S+1) 2_:—2 ( v R@”) (2.12)

Apesar desses modelos possuirem solugao analitica, em termos praticos, os ex-
perimentos de adsorcao em batelada apresentam variacao de concentragao na fase bulk
ao longo do tempo, sendo esta a variavel usada para inferir a quantidade adsorvida, ¢,
e por conseguinte o valor de quantidade removida F. Assim, a premissa fundamental
destes modelos nos quais o banho é considerado infinito fica invalida. Apesar das restri¢oes
desse modelo, a partir de simplificagoes das Equacgoes (2.12) e (2.11) outros modelos sao

utilizados na literatura, como sera apresentado nas proximas segoes.

2.3.3 Modelo da raiz quadrada do tempo

Um dos modelos que surgem das simplificagoes da solucao de modelos de transfe-
réncia de massa é o modelo da raiz quadrada do tempo ou modelo de Weber e Morris,
(LARGITTE; PASQUIER, 2016). Nesse modelo a quantidade adsorvida, ou a fra¢do remo-
vida de soluto, é descrita como funcao da raiz quadrada do tempo, conforme a Equacao
(2.13).

g = kidVt +C (2.13)

A origem deste modelo, conforme apresentado por Schwaab et al. (2017), consiste
na solugao por transformada de Laplace da equacgao diferencial parcial da transferéncia
de massa/adsor¢gao em uma particula, considerando um banho infinito e sem resisténcia
externa a transferéncia de massa. Nestes casos, a solu¢ao consiste em uma soma de infinitos
termos, que convergem rapidamente quando o tempo é curto. Deve ser observado que ¢ o

contrario do que acontece com as solugoes apresentadas nas Equagoes (2.12) e (2.11), que
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convergem rapidamente quando o tempo é alto. Neste caso, somente o primeiro termo da

soma ¢ considerado e este termo é proporcional a raiz quadrada do tempo.

Deve ser apontado que, muitas vezes, o intervalo de tempo onde a aproximacao
ainda é vélida pode ser muito curto, por exemplo, menor que 1 minuto (SCHWAAB et
al., 2017). Além disso, a presenca de uma constante C' diferente de zero s6 é justificada
para os casos onde existe resisténcia externa a transferéncia de massa. Neste caso, esta
constante deve ser obrigatoriamente negativa, ja que nao existe uma resisténcia adicional
que provoque um aumento na taxa de transferéncia de massa. Entretanto, existem trabalhos
na literatura que apresentam uma constante C' positiva e correlacionam o seu valor com
a espessura da camada limite que envolve a particula de adsorvente (SCHWAARB et al.,
2017).

Por fim, como este modelo s6 é valido para tempos curtos, é bastante logico que com
o passar do tempo a qualidade do ajuste fique ruim. A saida encontrada foi a construcao
de uma sequéncia de duas ou trés retas na forma da Equagao (2.13), usando a alegagao de
que cada reta corresponde a uma etapa do processo, como a transferéncia de massa em
mMacroporos, Mesoporos e microporos ou a transferéncia de massa externa, transferéncia de
massa interna e equilibrio de adsor¢gao (SCHWAARB et al., 2017). Esse uso do modelo de
raiz quadrada é inconsistente com o modelo que ele tenta aproximar, dado que o modelo
de difusdo de massa nao contempla a diferenciacao estrutural dos poros no interior da

particula.

2.3.4 Modelo Boyd-Reichenberg

Este modelo é derivado da Equacao (2.12), considerando uma particula com geo-
metria esférica, isto é, S = 2. Neste caso, que nao ha resisténcia externa a transferéncia de

massa, as raizes da equagao caracteristica sao vy, = nm, com n =1,2,3....

5 €Xp (—(mr)ZDappt> (2.14)

© 1
1?:1—6;1 2

= (n)

Como esta soma converge rapidamente para valores altos do tempo, a solucao pode

ser aproximada por um termo unico:

6 Dppt
F=1- 5 OXp (—WZR’;”> (2.15)

Para chegar em uma solucao simples que fosse capaz de representar bem toda a
faixa de valores de F', Reichenberg (1953) estendeu o trabalho de Boyd, Adamson e Myers

(1947), considerando que, para tempos curtos a solu¢ao deveria ser escrita com dois termos

da solugdo obtida por transformada de Laplace, conforme mostra a Equacao (2.16).
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6 | Dgppt Dyt

F=— =2 32 2.16
VTV R? R? (2.16)

Boyd, Adamson e Myers (1947) definem a constante B como:

Dr?

B = e (2.17)

Logo, reescreve-se a solucao para valores de F' < 0.875 como

6 NG 3
e para valores de F' > 0.875 deve-se usar:
6

F=1- = exp(—Bt) (2.19)

No trabalho de Queiroz et al. (2022), esta solu¢ao em partes é estendida para as
geometrias planas e cilindricas e ¢ mostrado que realmente é capaz de prever com grande
qualidade toda a faixa de F'. Mas deve-se ressaltar que esta solugao s6 ¢é valida para os
casos onde nao ha resisténcia externa a transferéncia de massa, e para banhos infinitos,

sendo esta a hipotese mais restritiva do modelo.

2.4 Modelo de forca motriz linear (LDF - Linear Driving Force)

O modelo LDF considera a existéncia do equilibrio incompleto entre a solugao
e o adsorvente, que gera uma for¢ca motriz para o processo de transferéncia de massa.
Proposto por Glueckauf (1955), esse modelo considera a diferenca entre a quantidade
média adsorvida, g, e o valor de quantidade adsorvida, ¢* (valor que estaria em equilibrio
com a concentragao da fase bulk Cj), como mostrado na Equacao (2.20). Nessa equagao
krpr ¢ a constante de proporcionalidade que pode ser relacionada com o coeficiente de

difusdo em uma particula homogénea, Dy, e o raio da particula conforme a Equacao (2.21).

dq

— =k g 2.2
dt LDF(Q Q) ( 0)
15D
krpr = th (221)

Considerando que a concentracao da fase bulk muda ao longo do tempo conforme
a Equagao (2.22) e considerando que a isoterma linear descreve bem como ¢* varia em

fungao de Cj, a solugdo deste modelo é descrita na Equacao (2.23)
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dcC; M
thb = _VkLDF(q* =) (2.22)
Cyok MK
q= % <1 — exp [— (1 + v H> k:LDFtD (2.23)

1
i V

Apesar da simplicidade, este modelo é bastante considerado na literatura, pois
o modelo de difusao intraparticula é simplificado de forma que nao é mais necessaria a
resolucao de uma equagao diferencial parcial. Entretanto, a estrutura matematica deste
modelo fica idéntica a um modelo que s6 considera a resisténcia externa a transferéncia de

massa, como observado por Queiroz et al. (2022).

2.4.1 Modelo de Lagergren

Um dos modelos mais difundidos para avaliacao de cinética de adsorventes, é
o modelo de ?7), usualmente utilizado para descrever adsor¢gdo em solugbes aquosas.
O modelo de Lagergren considera que a forca motriz do processo é a diferenca entre a
quantidade adsorvida (g) e a capacidade total de adsorgao, ¢, ou seja, quantidade adsorvida
no equilibrio do sistema. Na equacgao de Lagergren, a for¢ca motriz é entendida como a
"distancia do equilibrio". Multiplicando esse fator pela constante de proporcionalidade, k.,
obtém-se a variagao da quantidade adsorvida ao longo do tempo, como apresentado na

equacao diferencial a seguir:

dq

— =kr(q:—7q 2.24
o = k(e —7) (2.24)
Considerando que no tempo inicial, ¢ = 0, o adsorvente estd vazio (g = 0), pode-se

integrar a expressao acima, obtendo a forma integrada da equagao de Lagergren (2.25).

7= q/(1—e) (2.25)

Através da linha de operacao (2.26), em que M, representa a massa de sélido
adsorvente, V;, o volume da fase bulk e as concentragoes da fase bulk, em um tempo t e no
instante inicial, respectivamente, C}, e Cy, pode-se obter a relagao para a concentragao

da fase bulk, exposta pela equagdo (2.27).

q= M (Cro — () (2.26)
Cy = Cho — s g (1 —e "t (2.27)
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Para uma isoterma linear, ¢* = K}, sendo K a constante de adsorcao, pode-se
definir o« = MKV}, denominado fator de capacidade méssica. Substituindo tais equagoes
na equacao (2.27) obtém-se a expressao (2.28), que descreve a variagao da concentragao

ao longo do tempo.

C'b,(]

C, —
" lta

(1 + ae ket (2.28)

Devido ao seu facil tratamento matematico e boas correlagoes, esse modelo ganhou
popularidade, principalmente em pesquisas direcionadas a remocao de poluentes ambientais,
entretanto, este modelo carece de uma formulagao fenomenologica rigorosa (RODRIGUES;
SILVA, 2016). Em sua conclusao Rodrigues e Silva (2016) apresentam o modelo de
Lagergren como teoricamente inconsistente, principalmente, devido ao fator conhecido
como "distancia ao equilibrio”, (¢f —q). Devido a esses defeitos do modelo, Rodrigues e
Silva (2016) recomendam utilizar o modelo de LDF (Linear Driving Force) proposto por
Glueckauf, mantendo a simplicidade do tratamento matematico e ganhando a consisténcia

fisica, ausente no modelo de Lagergren.

Consideracées

Tendo em vista a revisao dos modelos cinéticos de adsorcao em batelada o presente
trabalho apresentara em detalhes a demonstragao desses modelos. Assim, a contribui-
¢do para a literatura se apresenta na organizacao sistematica do modelo de PVSDM e

comparagao com os modelos de HSDM e PVDM.
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3 Metodologia

3.1 Mecanismo de adsorcao e balanco material

O modelo matematico que descreve a cinética de adsor¢ao em batelada é composto
por duas partes. A primeira, é a descricao do processo de adsor¢ao em uma particula
porosa isolada. A segunda, é a descricao do comportamento da solugdo em contato com as

particulas de adsorvente.

A particula porosa de adsorvente é representada por uma estrutura pseudohete-
rogéneo, independentemente de sua geometria. O termo pseudoheterogéneo indica que,
apesar de considerar a particula de adsorvente composta por duas fases, as caracteristicas
detalhadas em relacao a estrutura porosa nao sao consideradas, ou seja, as condi¢des como

porosidade, difusividade e constantes de isoterma nao variam ao longo da varidvel espacial.

Sendo assim, o volume de uma particula consiste em duas fases. Uma fase fluida,
contendo uma solugao de concentragao C,, denominada concentragao da fase fluida in-
traparticula. E uma fase sélida, podendo conter soluto adsorvido representado por g,

denominada quantidade de soluto adsorvido por massa de adsorvente.

Uma opgao para descrever o processo de adsorc¢ao dentro da particula seria examinar
o comportamento no nivel microscopico, onde o comportamento estocastico individual
de cada molécula envolvida pode ser observado. Entretanto, esse tipo de abordagem
resulta em um problema de dinamica molecular, altamente complexo devido ao elevado
numero de moléculas envolvidas no processo. Para contornar esse tipo de situacgao, sera
utilizada a hipotese do continuo. Segundo essa hipétese, a particula é modelada como sendo
infinitamente divisivel sem perda de suas caracteristicas. Ou seja, todas as propriedades
da particula e as variaveis envolvidas no processo podem ser definidas em qualquer ponto
matematico de maneira tinica, através do limite de médias de varidveis microscépicas sobre

as flutuacoes moleculares.

Ao utilizar a hipétese do continuo, pode-se utilizar as leis de conservacao, no caso

da difusdo: a lei de conservacao de massa. Escreve-se a equagao integral do continuo como

oc
[ v = —/AJ -ndA (3.1)

Nessa equagao, C representa a concentragao de soluto no interior da particula,
sendo a derivada da concentragao ao longo do tempo a taxa de actimulo de soluto na
regiao de volume arbitraria V'; J representa o fluxo maéssico que atravessa a superficie A,

que envolve o volume V. Pelo teorema da divergéncia podemos reescrever a Equagao (3.1)
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como

/V%C;dV: —/Vv-JdV (32)

como a integracao ¢ a mesma para os dois termos temos que

oC

/l+v-J]dvzo (33)
v | ot

Dada a relagao acima, o resultado da integral para um volume arbitrario vai ser

igual a zero, se e somente se o integrando for igual a zero. Logo

oC
S tVI=0 (3.4)

Para avancar no desenvolvimento da equagao, as variaveis C' e J sao relacionadas
com as varidveis de interesse do processo, C,, e ¢. Primeiramente, relaciona-se a concentracao
total de soluto na particula, C, através de uma média da concentracao na fase fluida, C,,
e da quantidade de soluto adsorvido, g, ponderados pelos respectivos volumes das fases.
Essa média pode ser facilmente escrita utilizando a porosidade € e a massa especifica do

solido ps.

C=¢cC,+ (1—¢)psq (3.5)

Nota-se que ao multiplicar a concentracao de soluto total no interior da particula, C,
pelo volume da particula, V,,, a massa total de soluto no seu interior serd obtida. Também,

pode ser definida a massa especifica aparente da particula p, = (1 — ¢)ps.

Em seguida, o fluxo massico, J, é relacionado com as variaveis de interesse, utilizando
a definicao de difusao, partindo da lei de Fick. Dado o mecanismo do processo de adsorc¢ao,
no interior da particula dois mecanismos de difusdo ocorrem em concomitancia. A difusao
do soluto através da fase fluida, tendo o gradiente de concentragao (C,) como for¢a motriz,
e a difusao de soluto sobre a superficie solida, tendo o gradiente de quantidade adsorvida
(q) como forga motriz. Assim, o fluxo méssico total no interior da particula, J, pode ser
representado pela soma ponderada dos fluxos de difusao na fase fluida e da difusao na

superficie do sélido. Sendo assim, escreve-se a seguinte equagao

J=—-[D,VC,+ p,D;Vyq] (3.6)

Inserindo as Equagoes (3.5) e (3.6) na Equacao (3.1), o balango de massa no interior

da particula sera obtido.
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86’ dq

ot +pp8t_5v'(DpVCp>+PpV'(DsVQ) (3.7)

Uma aproximacao regularmente aplicada aos modelos de difusao é tratar as difusi-
vidades envolvidas no processo como constantes, principalmente em processos isotérmicos.

Assim, as difusividades, D, e Dy, podem sair da diferenciacao transformando a Equagao
(3.7) em

36’ 0q

Na Equacao (3.8), tem-se a presenca do operador laplaciano, indicado pela notacao
V2. Este possui diferentes definicoes, as quais dependem do sistema de coordenadas
adotado no desenvolvimento da solugao para equacao diferencial. Logo, sao definidos
trés sistemas de coordenadas: cartesiano, cilindro e esférico. Ademais, sao adotadas trés

particulas porosas correspondendo uma para cada sistema de coordenada.

A primeira, referente ao sistema cartesiano, é descrita como uma placa plana de
altura h, largura L e espessura 2R, sendo a espessura muito menor do que as outras dimen-
soes; a segunda, um cilindro de raio R e altura h, com altura maior que o raio e simétrico na
coordenada polar; a terceira, uma esfera de raio R, simétrica nas demais coordenadas. Dada
a relacao entre as dimensoes das particulas de adsorvente, o comportamento tridimensional
dos modelos pode ser aproximado por um modelo unidimensional, preservando a menor
dimensao em cada geometria. Essa aproximacao ¢ devida ao gradiente de concentracao,
que é mais acentuado na dire¢do ao longo da menor dimensao da geometria. Assim, a partir
da Equagao (3.8) e da defini¢ao do operador laplaciano, escreve-se a equagao diferencial

para geometria cartesiana:

oC, g 92C 9%
D, —2Ft D, — .
o Trrar ~ e g el (39)
cilindrica:
80 dq 10 (9C, 10 [ dq
825 +pp8t n 8Dpr or (T or ) +pstr(9r ( (97") (3.10)
e esférica:
80 dq 10 (,00, 1 0 ( ,0q
“or T Pror —Priap, <r 87‘) +ppDS?a ( 87“) (38-11)

Nota-se certa similaridade entre as equacoes diferenciais, logo estas podem ser

agrupadas em uma equacgao diferencial que represente as trés geometrias como:
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80 dq 1 0 ([ ¢0C, 1 0 [ ¢0q

eD,—— [r"—— Dy—— |r°=— 3.12

ot +'0p8t pr58r< or P rS or or (312)

sendo S o pardmetro que define a geometria, com S = 0 para a geometria plana, S =1

para a geometria cilindrica e S = 2 para a geometria esférica. Esse pardmetro também

estd relacionado com a razao entre a area da superficie externa e volume total da particula,
Equagoes (3.13), (3.14) e (3.15).

Ap  2nL 1 S+1

o T - - Nl
Ve 2RhL R R (3.13)
Ag 2mRh 2 S+1

o _ -2 27 3.14
Ve @wR2h R R ( )
A 47 R? 3 S+1

j:inzi (3.15)

Ve ixR® T R R

Dado o mecanismo adotado para construcao desse modelo cinético, a adsorcao
nao participa como etapa limitante do processo. Logo, os valores de C), e ¢ nao sao
independentes entre si, sao relacionados através de uma isoterma de adsorcao. Esta ¢é
representada matematicamente por uma relacao algébrica das variaveis, ¢ = f(C,). Isto

posto, faz-se a substituicao da defini¢do na Equagao (3.12), resultando em

9g10C, 10 dq 1 0C,
[ - pac] at rsar< [gD oD ac] 87‘) (3.16)

expandindo os termos de derivada segunda tem-se

(3.17)

oc, _ <Dy +pstac (S o, | 820p> . poDs s (acp>2
ot €+ p,pac r Or or? £+ ppaf%q or

A Equagao (3.17) é classificada como uma equacdao diferencial parcial, sendo C, (¢, 1)
a funcao que resolve a equagao. Nota-se que a equacgao apresenta uma derivada segunda
em relagao a variavel espacial r e uma derivada primeira em relagao a variavel temporal t.
Logo, para encontrar uma soluc¢ao analitica ou buscar uma aproximag¢ao numérica para

Equagao (3.17) sdo necessarias duas condigoes de contorno nas fronteiras do dominio da

equagao, e uma condicao de estado inicial da particula.

Primeiramente, a condicao inicial da particula é definida em ¢ = 0 como uma
fungao constante C, = C), . Esta condicao inicial admite que no interior da particula existe
soluto residual, provido por uma sequéncia de processos de adsor¢ao/dessorgao. Entretanto,
usualmente em trabalhos de ensaio em batelada, o sélido adsorvente utilizado é novo,

portanto, ndo possui soluto em seu interior e a concentragao se reduz a C,(t = 0) = 0.
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Em seguida, define-se a condi¢ao de contorno no centro da particula » = 0. Para as
trés geometrias a origem é um ponto de simetria, logo a derivada primeira deve ser nula

no ponto central.

o,

57 =0 (3.18)

r=0

Finalmente, define-se a segunda condi¢ao de contorno na superficie externa da
particula r = R. Essa é derivada da relacao de igualdade entre o fluxo difusivo no interior
da particula e o fluxo de massa convectivo, que atravessa a resisténcia a transferéncia de

massa externa.

aC dq
D 5, ar

+ ppDs
r=R

= kn(Ch = Cylrr) (3.19)
r=R

Utilizando a relagao algébrica ¢ = f(C,), obtem-se

oC,
or

k
= m Cy,—C,l,— 3.20
. ngp+pst(%o( b p‘ R) ( )

s

sendo k,, o coeficiente convectivo de transferéncia de massa, e C}, a concentracao da fase
bulk.

Com a definicao das condi¢bes de contorno e da condigao inicial, termina-se a
primeira parte do modelo cinético. A segunda parte, é definida pelo balango de massa
integral na fase bulk. Esse balanco sera diretamente relacionado com a cinética da particula

através da variavel (.

Assumindo que a mistura soluto-solvente é homogénea, pode-se tratar a concentra-
¢ao da solucao como uma funcao dependente apenas da variavel temporal. Logo, o balango
material resume-se em igualar a taxa de remocao de soluto com a taxa de difusdo maéssica

que entra nas particulas, equagao (3.21).
dcC, M

= _ TR 3.91
dt Viop (3:21)

Com M representando a quantidade de massa de adsorvente adicionada a solucao,
V, o volume de fase bulk, ou seja, o volume da solugao de interesse; R, a taxa massica
volumétrica de transferéncia de massa partindo do volume bulk e chegando a particula
porosa. Essa taxa é obtida a partir da definicio da condi¢gdo de contorno na superficie
externa da particula, e pode ser escrita tanto em relacao ao fluxo de massa convectivo,

quanto ao fluxo de massa difusivo em r = R.
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Agr oC dq Agr
Ry = — —£ D, — = — [kn(Cy — Oyl 3.22
5| ean 3 |- EmG-cl e
Utilizando a relacao de isoterma ¢ = f(C,) e o resultado genérico da razao

Ar/Vr = (S + 1)/R, reescreve-se a taxa volumétrica de transferéncia de massa R, como

9q.
*aC,

S+1
Rb:;;FL%+4%D

CS+1

(o= Col)] (32)

o,
r=R or

r=R

Apesar das duas formas de definir R, serem equivalentes, a partir daqui, apenas a
relacao com o fluxo de massa difusivo sera utilizado. Essa defini¢ao, é valida tanto para o
caso em que existe a resisténcia a transferéncia de massa externa, quanto para o caso em
que essa resisténcia é negligenciavel. Com essas consideragoes, partindo da Equagao (3.21)

escreve-se o balango de massa na fase bulk como

dCy M S+1
=— D D
dt Vpr R lg p+pp

dq
°ac,

(3.24)

ac,
r=R or

r=R

Essa equacao é denominada uma equacgao diferencial ordinaria, logo, necessita
uma condicgao inicial para resolve-la. Assim, utiliza-se o valor C, = C} para definir a

concentracao inicial da fase bulk no processo difusivo.

Finalmente, temos o conjunto de equagoes que define o modelo de PVSDM (DO,
1998; QUEIROZ et al., 2022):

Cp = Cp,O t =

866;;, =0 r= ,
aac;p :m(@—cp) r=~R,t>0 (3:25)
Cy = Crp +—

3.2 Equacoes Adimensionais

O adimensionamento de equagoes diferenciais traz diversas vantagens no tratamento
dessas equagoes, pois facilita a manipulacao, bem como, as suas resolugdes numéricas.
Para iniciar, definem-se as variaveis v, fracao de adsorvato na fase bulk comparada a
concentracao inicial Cy, u, a fracdo de concentracao na particula, e u,, fragdo adsorvida,

representadas pelas equagoes:
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Cyp
U=— 3.26
Cog (3.26)

Cy
V= —o0 3.27
Cog (3.27)

q
Uy = —— 3.28
"= (3.28)

@0 € obtido a partir da relagao de equilibrio g, o = f(Ch), sendo f a isoterma de adsorcao.
Nota-se também que existe uma funcao que relaciona u, e u, partindo da isoterma de
adsorcao. Para iniciar o adimensionamento, a expressao de u ¢é inserida na equacao

diferencial parcial (3.17).

92q
du _ Dyt 0Diady (Sou | o Loy 2k (0uy?
ot e+ pp(%’ ror  Or? €+ Ppace 84’ or

(3.29)

As derivadas da quantidade adsorvida pela concentracao na particula podem ser

reescritas como

aq — Qb,O auq (3 30)
oC,  Cpo Ou '
Pq _ wo Oug (3.31)
0C2  Cyp Ou? '
logo, a equacao diferencial torna-se
eD, + p, D0 S 2 D, &0 vy 2
@: » T Pplsc,, ou <53u+8 >+pp $Cho Ou ((7u> (3.32)
ot 5"'/’1?3*2%%13 ror  Or? 5+ppgi(;‘9;uq or
Em seguida, define-se a difusividade ponderada de D, e D, como
eD, + p,Dy 0 %
N quo(’;u 0 (3.33)
€+ ,Opm?uq
Vale notar que em sistemas termodinamicamente consistentes a derivada % o

deve ser constante, pois, nos instantes iniciais, a concentracao de soluto é extremamente
baixa no interior da particula. Logo, a relacdo entre a concentracao da fase fluida e a
quantidade adsorvida pode ser descrita pela isoterma linear de Henry. Assim, a derivada é

igual a constante de isoterma de Henry, K.
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Utilizando a definicao da difusividade ponderada, é possivel escrever a equacao

diferencial como:

ou

yrl

Sou 0%*u ou\ >
<r8r + W) +0 (ar> ] (3.34)

com 6 definido por

ppD 4db,0 827141

5Cho OuZ
0= ik (3.35)
Oug
eD, + 'OPDSng’,OoW
Em sequéncia, define-se o espaco adimensional como
r
= _ 3.36
n=4 (3.36)
logo,
du D |(Sou & ou\?
e | i) ) (e (3.37)
ot R?>|\non 0On? on

Em problemas de transferéncia de massa, o nimero adimensional de Fourier, 7,

pode ser obtido como

D|—g =1t
T = |R°;71 (3.38)
logo,
ou D Sou  0*u ou\’
—=—||—5+ 55| +0| = 3.39
67— D|T:0,77:1 <77 677 8772) (an> ] ( )
Por fim, define-se k como
D
o — 3.40
D’T:O,n:l ( )
Assim é obtida a equacao
ou Sou 0% ou\’
— = ——+ — 0| — 3.41
or " <n0n+8n2>+ (877)] 340

A equagao (3.41) representa o modelo adimensional de difusdo méssica volumétrica

nos poros e na superficie da particula (PVSDM). Nessa formulagdo, o modelo abrange
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qualquer isoterma. Entretanto, apenas a isoterma linear possibilita a obten¢ao de uma
solucao analitica. Para os demais casos, e.¢. Langmuir, as defini¢oes de x e 8 devem ser

obtidas, e métodos numéricos aplicados para obtencao da solucao.

Em seguida, devem ser obtidas as versoes adimensionais da EDO na fase bulk, e

das condigoes de contorno e inicial do problema. Da condicao inicial, tem-se

Cply—g =0 (3.42)

logo, pela definicao de u e 7 tem-se

ul_g=0 (3.43)

Posteriormente, a condi¢ao de contorno de simetria no centro da particula é

representada por

oC,

— =0 3.44

or |, (3.44)
utilizando as defini¢oes de 1 e u, tem-se

0

S - (3.45)

on =0

A segunda condi¢ao de contorno, ou seja, a convecgao na superficie externa da

particula, é representada por

o,
or

k
= - (Cb - CplT:R) (3‘46)
r=R SPDP + pst % r—R

para adimensionar essa equagao, define-se o niimero de Biot massico como

kR
Bi, = ——— 3.47
D ’T=0,n=1 ( )
e o caminho de difusdo efetivo
@0 Ou
Eef =€+ pp C'b(; a—uq (3.48)

utilizando as defini¢oes de u, v, Bi,,, n e A, reescreve-se a condicao de contorno externa

na forma adimensional como

ou Bi,,
— = ——— U — U|p= 3.49
877 - (ngf>|77:1( |77 1) ( )
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Por 1ltimo, deve-se adimensionar a equagao diferencial ordinaria de balango na

fase bulk, equagao (3.24).

dCy M S+1
=— D D
dt ‘/E)pp R ls p+pp

dq
°ac,

= (3.50)

] ac,
r=R

r=R

Para adimensionar essa equacao, define-se o fator de capacidade massica como

5, B0 Oty
pcb’() 8u

§

] 51

inserindo £ e utilizando a defini¢ao de D,,, na equacao diferencial ordindria, obtem-se

~ Vipy

Oug
ac,  S+1 eDy+ ppDss Bt| . 0C,
dt = — R app %:0 8Uq @7” (352)
Dyt moDscyy By 77 le=r
da definicao de A, 7, n, u e v, finalmente obtém-se

dv ou
— = —(S+1)EN,=1 — 3.53
T 1 (35)

A equacao diferencial ordindria, também pode ser escrita relacionando o balanco

de massa na fase bulk com a transferéncia de massa convectiva como

dv

7 = (S +1EBim(v — uly=1) (3.54)
equagao sujeita a condicao inicial de v|,— = 1.

Finalmente, o conjunto de equacoes que define o modelo adimensional de PVSDM

¢é representado por:

B (G g 0 (3)]

u= T =

o =0 | = (3.55)
%Z = (mf;)’?nzl (v—u) n=17>0

D = —(S+1)EBip(v—uly—y) T>0

v = T=

3.3 HSDM

Uma variacao do modelo de PVSDM ¢é conhecido pela sigla HSDM, homogeneus

surface diffusion model. A grande diferenca desse modelo para o de PVSDM ¢ a consideracao
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de que a particula é composta apenas pelo sélido, ou seja, a porosidade é nula. Assim,
o equilibrio de adsorcao ocorre apenas na superficie externa da particula. Mesmo assim,
considera-se que existe difusdo do soluto adsorvido para dentro do sélido. E possivel obter
o modelo de HSDM partindo das equagoes (3.12) e (3.24).

Primeiramente, partindo da equacao de difusao intraparticula de PVSDM, e consi-

derando a porosidade nula, tem-se

99 _p 19 (59
ot DSTS or (r 37’) (3:56)

Nota-se que a equacao diferencial no interior da particula depende apenas da
quantidade adsorvida, ¢, pois foi assumida a particula como um sélido homogéneo, sem

fluido no seu interior.

Para ser solucionada, a equagao diferencial depende de duas condigoes no contorno
e da definicao do estado inicial do sistema. Estas sao definidas a partir do modelo de

PVSDM. No ponto central da particula, é utilizada a condi¢do de contorno de simetria:

6%

or

dq

pog| =0 (3.57)

r=0

r=0

Para a condicao de contorno na superficie externa, tem-se

ocC, 0
eD, a—rp + ppDs 87?" = km(Cp — Cplr=r) (3.58)
r=R r=R

Como para o modelo de HSDM ¢ = 0, tem-se

9q
I . =0 (3.59)
Jq
PpDs or = km(Cp — Op’r=R) (3.60)
r=R
Podendo ser simplificada para
dq kpn
— = Cy—Cpl = 3.61
or| pst( b= Cplr=r) (3.61)

Nota-se que na condicao de contorno na superficie externa, a variavel C, continua
na equagao, pois essa é a concentracao proxima a superficie da particula, que estarda em
equilibrio de adsor¢do com ¢(r = R). Para resolver a equagao diferencial parcial, a equacao

do balanco da fase bulk também sera necessaria. Dado o balango definido por
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dc, M

—_— == R 3.62
o Vo, (3.62)
e o fluxo R, por

AR oC 3q AR
Ry,=>"|eD, =2~ Dy — = — [kn(Cy — Cpl,= 3.63
o G a0 S |GGl (a0

Aplicando € = 0, tem-se R,
S+1 dq S+1

_ D. -2 = - — _ .64
R I B T (3.4

Assim, é possivel escrever o balanco material na fase bulk, relacionado com o fluxo

convectivo

dCh M S+1
=— k — - .

ou, relacionado com a difusao intraparticula

dC, M S+1 dq
T 2D, (3.66)
dt Virp, R or|,._gp
Finalmente, o conjunto de equacoes diferenciais resulta em

dq _ 3 d

S=Dsg (r5)

% = r =

U = (G~ Cp) r=R,t>0 (3.67)

dCy _ M S+1 0

W=y D3] >0

Cy = Chp t=20

q=f(Cp) r=R

Partindo do agrupamento de equagoes (3.67), pode-se obter a versao adimensional

das equacoes do modelo de HSDM. Inicia-se com a defini¢ao da varidvel adimensional u,

Uy = —— (3.68)

sendo definido pela relagao da isoterma de adsor¢ao, gro = f(Cho). Com a defini¢do da
variavel u, e com a variavel espacial adimensional, n = /R, a equacao diferencial parcial

da particula pode ser escrita como



Capitulo 3. Metodologia 40

Ou, 1 0 [ 40u,
- = -1 3.69
or  n°0n (77 on (3.69)
Da equacao (3.69), é obtido o tempo adimensional, também conhecido como ntimero

adimensional de Fourier, 7, que é definido por

Dt

T

(3.70)

A condigao inicial e a condi¢ao de contorno no interior da particula sao obtidas

como

Uglt=0 =0 (3.71)
Qugl (3.72)
on =0

Para a condicao de contorno na superficie externa da particula, serd necessaria a

introducao da variavel adimensional, conhecida como niimero de Biot, definida por

knRC
Bi,, = =00 (3.73)
ppD SQb,O
Com essa defini¢ao a condi¢do de contorno externa é definida por
0
Zhal = Bip (v — ulyr) (3.74)
an =1

Para a equacdo diferencial ordinaria da fase bulk, utilizando v = C,/Cl 0, é definida

por

dv ou
— =—(S+1)¢ 2 3.75
7= ruege (3.75)
sendo ¢ definido por
M g
= : 3.76
prp C'b,() ( )

e, a equacao diferencial sujeita a condicao inicial:

v=1 (3.77)
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Desse modo, podemos escrever o conjunto de equacoes adimensionais que definem
o modelo de HSDM como:

Oug _ 1 9 Oug

5 =g (°52)

ug =0 T =

%1:() =0

% = Bip(v — u) n=1,7>0 (3.78)
v Ouq

%:_(S+1>§Tnn:1 T>0

v=1 7=0

u, = f(u) n=

3.4 |soterma Linear

Nos sistemas adsorvato-adsorvente, a relacao de equilibrio termodinamico entre a
quantidade adsorvida na superficie e a concentragao da fase liquida é dada através de uma
isoterma. A isoterma de Henry é determinada por uma relacao linear de proporcao entre a
concentracao e a quantidade adsorvida. Apesar da simplicidade dessa isoterma, ela pode
ser aplicada em casos em que a concentracao de soluto é baixa, e.g. poluentes emergentes
(SCHWAARB et al., 2017; QUEIROZ et al., 2022), além de habilitar resolugio analitica das

equacoes diferenciais de problemas batelada. Define-se a isoterma linear como

q=KnC, (3.79)

q representa a quantidade adsorvida no sélido; C),, a concentracao da fase fluida em contato
com a superficie do adsorvente; e Ky, a constante de proporcao entre as duas variaveis
anteriores. Partindo da definicao da isoterma, é possivel obter o conjunto de equagoes
diferenciais, assim como, as condi¢oes de contorno, que possuem solucao analitica. Da

equagao (3.79) tem-se

0,0 = KuCh (3.80)
e
Uy =1 (3.81)
logo,
0
e (3.82)
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consequentemente, a derivada segunda se resume em
0%u,
= 3.83
92 (3.83)

Para obter o conjunto de equagoes diferenciais do sistema linear, basta substituir

as derivadas nas defini¢oes dos agrupamentos D, k, 0 e Bi,,:

Dy + p, DKy

D
€+ ppKH

k=1

dado que a derivada segunda da isoterma em relagao a concentracao é nula

0=0

Como k =1 e 0 =0, tem-se equacao diferencial na particula

ou  Sou 0%u

ar nog o

com condic¢ao inicial

ul, _o=0
e condicao central de contorno
Ju
oy =
M lp=0

dado D =1, a segunda condi¢do de contorno

ou _
S = Bin(o = ulym)

n=1

sendo o valor de Biot maéssico, Bi,,, definido por

kn R

Biy, =
epD, + p, D Ky

por fim, a equacao diferencial ordinaria na fase bulk pode ser escrita como

dv ou
e —(S+1)§ I

n=1

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)
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ou

d .
% = — (S + 1){Bip (v — uly=1)

sujeita a condigao inicial

U’TZO = 1

com

§

= e+ pK
‘/bpp[ pp H]

Finalmente, define-se o sistema de equacoes a seguir

o) 0? S0
J:E)Tg_i_,ﬁ

3.5 Isoterma de Langmuir

or n on

u=20 T =

ou __ _

an =0 =
g—Z:Bim(v—u) n=17>0
=S neg >0
v=1 T =

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

O mesmo processo realizado para isoterma linear, pode ser realizado para qualquer

isoterma que represente o sistema adsorvente e soluto. Dentre as isotermas mais utilizadas

em testes de adsorventes temos a isoterma de Langmuir

q= QmKLCp
1+ K,C,

dada a isoterma, escreve-se a relacao entre u e u,

W — quLCb,ou
T o1+ KCypu)

sendo g0

b0 = quLCb,o
T+ KLChy

avaliando a derivada primeira de u, em relagao a u tem-se

(3.97)

(3.98)

(3.99)
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0 K 1.C, 1
g _ ImLTb0 (3.100)
ou ®wo  (1+ K Cyou)?
bem como, a derivada segunda
2 -9 mKQCZ 1
Oty _ ~2am 100 (3.101)
Ou? qv,0 (1+ KpCypu)?

No instante inicial, 7 = 0, o valor de u = 0, logo tem-se a derivada primeira como

Oug _ I l1Cho 1 _ mK1Cho
ou | __, ®wo (14 KpChp(0))? b0

(3.102)

Com essas defini¢oes podemos escrever os agrupamentos adimensionais que definem

as equagoes diferenciais

EDp + PPDSQmKL

o (1+KLCb’0U/)2

D= R (3.103)
€+ (07 KLCy ou)®

1+KLCb’DU)2

_2,0stqu%01),0

(1+K1,Cyou)3
0 = 5 p;stbq?nKL (3.104)
ebp T (1+K1Cyou)?
D
K= ——— 3.105
D|7’:0,77:1 ( )
eD +p DstKL
D)—gp=1 = P P 3.106
|r=0m=1 =¥ poanks (3.106)
k., R
Bi,, = o 3.107
epDp + ppDs K 1.qm, ( )
D.q,, K
Eef =€+ pp Ppslm 2L (3.108)

(14 KpCyou)?

M ou
_ [5 + Py Gbv,0 Ut
‘/bpp C(b,O ou

13 e + P KL (3.109)

t:O] B Vipp

Utilizando os agrupamentos adimensionais entao definidos, esses podem ser inseridos

na Equagdo (3.55) para fim de obter a slugdo numérica do modelo de adsorc¢ao.
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3.6 Transformada de Laplace

Dentre as ferramentas para solugao de equagoes diferenciais, a transformada de
Laplace encontrou grande sucesso na solugdo de modelos de difusdao, (SCHIFF, 1999;
CRANK, 1975). A transformada de Laplace de uma fungao f, real ou complexa, em fungao

do tempo t > 0 é definida por

F(p) = L(f(1)) = /0 T e ()dt = lim OT eF(H)dt (3.110)

T—00

Da equagao Equacao (3.110) temos a defini¢ao da transformada de Laplace a partir
da convergéncia do limite da integral de e 7' f(t). Caso o limite exista e seja convergente
pode-se definir a transformada de Laplace F(p) da fungao f(t). Partindo da definigao da

transformada de Laplace, define-se as seguintes equagoes:

U(p, ) = L{u(r,n)} = /0 S ulr, e dr (3.111)

V(p) = L{v(1)} = /OOO v(T)e P dr (3.112)

A transformada de Laplace pode ser utilizada no conjunto de equacoes diferenciais, e
transformar a equacao diferencial parcial em uma equacao diferencial ordinéria. Entretanto,
ao realizar a transformada de Laplace a variavel de tempo, 7, é alterada e passamos a
trabalhar no espago das frequéncias, p. Para retornar para o espago de tempo é necessario

o uso da transformada inversa de Laplace, definida para uma fun¢ao F(p) como

0= @Y= o [ e (3113)

20T o—100

Com essa definicdo pode-se escrever a solugao da equacao diferencial como

u(t,n) = L7H{U(p,n)} ! /U T Ul(p,n)e™dp (3.114)

- % —100
Apesar de ter uma definicao pela integral, a inversa da transformada nao precisa
ser calculada diretamente, dependendo da funcao F(p) é possivel aplicar o teorema dos
residuos. Dada uma fun¢ao meromorfa, uma funcao diferenciavel em todo plano complexo

com exce¢ao de um conjunto de pontos denominados polos da funcao p,, a integral do
residuo se resume em, (AHLFORS, 1979):

; /UHOOF(p)eppo: > Res(F(p)e’, pa) (3.115)

21T Jo—ico R(pn) <o

Sendo Res o residuo definido por:
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Res(F(p)e’",p,) = lim (p — p,) F(p)e” (3.116)

P—Pn

Para a situacao da equacao diferencial, temos que

1 o+1i00
2—/ - Ulp,medp= > Res(U(p,n)e’,pn) (3.117)
1T Jo—ioco R(pn) <o
sendo residuo definido por
Res(U(p,m)e’, pp) = lim (p — pn)U(p,n)e” (3.118)

3.7 Diferencas Finitas

Dentre os métodos de solugao numérica de equacoes diferenciais parciais, o mais
simples de ser aplicado sdo os métodos que se utilizam de diferenca finitas para aproximacao
de derivadas. A aplicagdo do método se baseia na aproximacao de derivadas a partir da

série de Taylor

o f(n
f(z) = nz:jo f(;!(a) (z—a)" (3.119)

A série de Taylor permite que uma funcao seja escrita a partir do valor de suas
derivadas, mas o oposto também é valido, se a série for truncada em determinado valor n,
podemos escrever a derivada da fungao partido de valores discretos desta. Escolhendo h
como um valor pequeno, uma perturbacao é realizada em volta de um ponto x e truncando

emn=1

fath) =1 (11)!(“"> (W) + f(;(!))m)o (3.120)
Wy 0
flx—h)= / 1!( )(—h)l + fO!(—h)O (3.121)

Ao fazer f(x + h) — f(x — h) tem-se

fay= 1T h);hf(m —h) (3.122)

Assim, temos uma aproximacao de diferencas finitas para a derivada primeira de

um funcao, para derivada segunda um processo semelhante pode ser realizado

1)
1!

f2(x)
2l

O (4

flx+h)= ol

(h)* + (h)' + (3.123)



Capitulo 3. Metodologia 47

@)(4 W) (4 0) (4

flz—h) = / 2!( )(—h)2 f 1!( >(—h)1 f 0!( )(—h)o (3.124)
Somando f(z — h) + f(x + h) podemos obter

f//(x) _ f(l’ — h) + 2];/(2]7) + f(l‘ + h) (3.125)

Utilizando procedimentos semelhantes ao apresentado anteriormente é possivel
obter diversas aproximacoes de derivadas, as aproximagcoes utilizadas nesse trabalho estao
presentes no Apéndice B. As aproximacoes das derivadas sao aplicadas nas equagoes
diferenciais, com a finalidade de transformé-las em um conjunto de equagoes diferenciais
ordindarias; essas, por sua vez, podem ser integradas em rotinas ja programadas na literatura,

em especial a rotina DASSL.

Como exemplo, serd mostrado a seguir a discretizagdo da equagao (3.96). A varidvel
a ser discretizada na EDP ¢ a variavel n, ou seja, a variavel espacial. Define-se N como
o numero de pontos internos de discretizacao; ¢ o indice de 0 até N + 1 dos pontos de

discretizacao do modelo e An a distancia entre dois pontos de discretizacao.

du; _ Ui—1+2ui+ui4 S U1 —Ui—1 s
== A2 + T A, 1=1,.... N
u; =0 1=0,..N+17=0
—3ugtdui—uz _ 0 7 =
2 s (3.126)
UN_1 ZUANn UN+L — BZm(U — uN+1) t=N+1,7>0
dv uny_1—4un+3un41
dr (S + 1)5 2An 7>0

Assim, temos na equagao (3.126) o conjunto de N+1 equacoes diferenciais ordinérias
e duas equacoes algébricas a serem resolvidas pela rotina de integracao. Mais detalhes
sobre a aplicacao do método de diferencas finitas em problemas de difusdo de massa em
batelada foram apresentados em (MIGLIORANZA, 2018).
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4 Resultados

4.1 Solucao Analitica do Modelo de PVSDM com Isoterma Linear

A equacao (3.96) é um conjunto adimensional de duas equagoes diferenciais com
suas respectivas condi¢oes de contorno e condigoes iniciais. Agrupadas representam o
sistema de adsorgao através do modelo de PVSDM. A equacao diferencial parcial sendo o
balango de massa na particula, e a equacao diferencial ordinaria o balanco de massa na
fase bulk. A solucao, funcao que resolve o sistema de equacoes, foi encontrada utilizando
transformadas de Laplace. Aplicando as transformadas de Laplace ao conjunto de equacoes
(3.96), como também, aplicando a identidade da transformada de uma derivada,chegou-se
as equacgoes (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4).

0*U  SoU
a2 U =0 4.1
o " mon P (4.1)
ou
pV —1=—(S+1)¢ — (4.2)
0 =1
A equagao diferencial ordinaria (4.1), estd sujeita as condigoes de contorno:
a—U =0 (4.3)
on =0
oU .
877” B = —Blm(U|n:1 — V) (44)
']’]_

Na equagao (4.2) a fungao V foi isolada, e posteriormente, inserida na equagao
(4.4). Assim, foi obtida:

[(S + 1)éBiy, + p) ou

n=1

Para obter a solucao da equagao (4.1),diferencial ordindria de segunda ordem, foram
realizadas as seguintes mudancas de variavel: w = 77% U, z = \/pn. Apés manipulagoes
algébricas, foi obtida a equagao a seguir:

zzﬁs + zf;;] —(Z2+1rHw =0 (4.6)
onde v = (S — 1)/2. Essa foi identificada como a equagdo modificada de Bessel, sendo a
sua solugao dada pela equagao (4.7), (ABRAMOWITZ; STEGUN, 2012, p. 374).
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w=C11,(z) + C2K,(2) (4.7)

Acima, I, representa a funcao de Bessel modificada de primeira espécie; enquanto
K, a funcao modificada de Bessel de segunda espécie. Essas, também denominadas fungoes

hiperbodlicas de Bessel. Em seguida, foram retomadas as varidveis originais U e 7.

Ulp,n) =n""[C1L(v/pn) + C2 K, (/)] (4.8)

Na equacgao (4.8) C e Cy representam constantes, essas determinadas a partir das
condigoes de contorno, equagoes (4.3) e (4.4). Primeiro, foi aplicada a condigao de contorno
no centro da particula. Para o calculo da derivada primeira de U em relagdo a n fez-se uso
das seguintes identidades (OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009, p. 524, p. 532):

d(b@>:LM@ (4.9)

dz v v

dz Fid id

d (KV(Z)) _ Kz (4.10)

resultando em,

((;Z =1 [Ci L1 (Ven) — C2Kui14/Pn))] (4.11)

Posteriormente, foi tomado o limite de  — 0 da expressdo (4.11).

ULt n*[CrLos (V) — Caoia ()] (112)

87] =0 n—0
Como apresentado no apéndice A.1, o limite foi reduzido a:

ou
— = lim —C. K, 4.13
an - nlil% 2 /D1 +1(v/Pn) ( )
Pela equagao (4.3), a primeira derivada de U(p,7n) é nula no centro da particula,
logo C5 = 0, para que aquela seja igual a zero. Em seguida, a constante C foi obtida

aplicando a equagao (4.8) na condigdo de contorno externa, equagao (4.5).

Biw = [2(v + VEBiw + 9] [Cor™"VBlLoa (V)| | +PBin [

= C{[2(v + 1){Bin + pl/PLu1(V/P) + pBinl,(v/p)}
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isolando C} .
tm
) = 2(v + 1) Bir, + p)\/DLos1 (/D) + 0 Bim (/D) (4.15)

e substituindo na equagao (4.8) foi obtida a expressao para func¢ao U(p,n):

Bi,, I,(\/pn)
2(v + 1)&Bim + pl\/pLy+1(\/D) + pBin (/D) 10"

A fungao U(p,n) foi reescrita como a razao de duas fungoes holomoérficas, U(p,n) =

Ulp,n) = (4.16)

F(p,n)/G(p), para o teorema dos residuos ser aplicado. Assim temos a defini¢ao:

F(p,n) = Bimn "1,(y/pn) (4.17)

G(p) = [2(v + 1)EBim + p/Dlos1(x/B) + pBiml, (\/D) (4.18)

A equagao (4.18) representa a equagao caracteristica. Essa possui um conjunto
enumeravel de polos isolados p,, de modo que G(p,) = 0. Foi identificado que os polos
pertencem ao conjunto dos reais, e que 0 é um dos polos (material complementar). Logo,

o calculo dos residuos foram divididos entre o p,, # 0 e o polo zero. Para p, # 0 temos que

: F(p,n)
pT — _ pT
dai,
: F(pv 77) T __ DnT 13 (p - pn)
plggn(p — Pn) G(p) e’ = F(pn,n)e pligln W (4.20)
aplicando a regra de I’Hopital chegou-se em:
F(pn,n)
Res(U(p,n)er’", p,) = ePn’ 4.21
Ul ) = g (421)
logo a solucao da equacao diferencial pode ser escrita como:
. = F(pn)
_ DT PnT
u = 21713% pU (p,n)er™ + n§:1 (o) e (4.22)

No material complementar é demonstrado o calculo do limite no polo zero e o valor
G'(pn), assim podemos apresentar a solu¢do acima como:

u(r,m) = o i bnn*”MeW (4.23)

1 +£ n=1 IV(\/p_n)
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sendo b,

B 2Bip[2(v 4+ 1)E B, + ]
T P2 4 puBig[4E(v + 1) + 2v — Biy,] +46(1 4 &) B2, (v + 1)?

(4.24)

e py, as raizes da equagao caracteristica (4.18). Como as raizes reais da equagao caracteristica
sao p, < 0, pdde-se definir p, = —72. Utilizando a relagdo das fungoes de Bessel J,(z) =
i"I,(—iz) (OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009, p. 526), reescreveu-se a solu¢ao como:

1 S - Ju(%m) —~2
u(t,n) =——+ > bn” e~ m" 4.25
(rm) =1 +¢ nz::l Ju () (425)
sendo b,
B 2Bipn[(20 + 1)¢ Biy, — 2] (4.26)
T A £ 2By [Biy, — 46(v + 1) — 20] + 4€(1 + €)Bi2, (v + 1)2 ’

e a equagao caracteristica

2(v + 1)EBiy, — ’YZ]JVJrl (M) = Y BimJu(ya) =0 (4.27)

A expressao para concentracao bulk foi obtida a partir da substituicao da equa-
¢ao (4.25) na condicao de contorno na superficie externa, material complementar, e é

apresentada em seguida

+ E T 4.2
v(T) =17 f Cp€ (4.28)
sendo ¢,

4(v + 1)EBi2,
VE+ 2 Big[Biy, — 2v — 48(v + 1) + 46(1 + §) Bi2, (v + 1)

(4.29)

Cp =

Devido a relagao das funcoes de Bessel de indice fracionario com senos e cossenos,
(OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009), foi possivel reescrever a equagao (4.25), para as

trés geometrias (placa infinita, cilindro e esfera) como

C, — Cho )
= 0 = buF(n)e " 4.30
u(rn) = 5" Coo T +§ + Z ne (4.30)

sendo F,, e b,, descritos na Tabela 2.
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Tabela 2 — Termos da solugao analitica para particula homogénea - banho finito com
resisténcia externa a transferéncia de massa.

Geometria b, F, Yn

Placa plana "y BiiBf?j§§)+§(1+§) BT Cocso(;;nn) (72 = €Biy ) tany, = Y Bim
Cilindro V%Jrv%Bii@B(ESig:ézl%)Bi?n ?0(3;3) (7’21 — 2Bin) :;(1)8:3 = YnBim
Esfera - +W%Bijffé?r£2—§fj&;-:§§)(1+§)Bi3n sz:g(;/z:) 1 — ypcotg(yn) = %

4.2 Avaliacdo da Solucdo Analitica

Partindo da solugao analitica do modelo de adsorcao, foi possivel desenvolver o
algoritmo apresentado no Apéndice C. O algoritmo pode ser utilizado para o calculo da

funcao v e da funcao u, dado os parametro Bi,,, £ e valores de 7.

Apesar da solugao ser analitica, o uso de métodos computacionais é necessario pois
os valores da funcao dependem das raizes da equacao caracteristica. Para encontrar o valor

dessas raizes faz-se o uso de método numeérico, em especifico, o método de Newton.

Com o algoritmo estabelecido, foram realizadas algumas simulacoes para avaliar o
comportamento da funcao v, em quatro valores de Bi,, e dois valores de £. Essas simulagoes
iniciais sao de carater qualitativo, com finalidade de observar o comportamento da funcao
para valores distintos de Bi,, e &, e comparar o resultado com as expectativas tedricas do

modelo cinético. Os resultados das simulacoes sao apresentadas na Figura 1.

E notével que o limite, quando o 7 vai para infinito, da equacio (4.28) define o
equilibrio do sistema de adsorcao. Assim sendo é possivel provar que

I LI P 4.31

Jim v(r) = Jim g+ D e = g (4:31)

dado que a exponencial dentro do somatério possui expoente negativo, e por defini¢ao 72

sao sempre valores positivos.

Conclui-se que é possivel calcular o valor equilibrio partindo dos valores de &
escolhidos para as simulagoes. Especificamente, para a figura Figura 1 as linhas cheias,
¢ =1, o equilibrio deve ficar em torno de 0.5; para as linhas tracejadas com & = 10, o
valor de equilibrio deve ser de 0.0909, aproximadamente 0.1. Comparando esses valores
com as tendéncias apresentadas na figura em questao, percebe-se que essas seguem o
comportamento esperado da solucao analitica. Esse comportamento corrobora com a
definicao de &:

= V]':/;, e+ pp K] (4.32)
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Pela equagao anterior temos que £ representa a razao entre a capacidade de adsorcao
do adsorvente pela quantidade de soluto que esse precisa adsorver. Logo, para valores altos
de ¢ o sistema possui adsorvente o suficiente para remover quase todo o soluto do sistema,
enquanto para valores baixos a quantidade de adsorvente nao é suficiente para a remocao

completa de soluto do sistema.

O comportamento da variavel £ estd em conformidade ao que é apresentado na figura
Figura 1, basta comparar a tendéncia das linhas tracejadas e das linha continuas, enquanto
as primeiras tendem ao valor de 0.5 as outras tendem ao valor de aproximadamente 0.1,

COo1mo era esperado.

Figura 1 — Resultados de simulagoes da solucao analitica da concentracao ao longo do 7
para fase bulk

— ¢=1; Bip, =1071
— ¢=1; Bip, =1
— ¢=1; Biy, =101
¢ =1; Bipy =102
— -+ £=10%; Biy, =10"1
— - ¢=10%; Bi,, =1
—-+ £ =10%; Biy, =101 4
€ =10%; Bi,, =102

0.1 1 ———

S AT RYTT W W mw mm  mEm  mm mm -. -a - -- -. - == -a - - - -

OO T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
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Necessario ressaltar também, a influéncia do niimero de Biot para os resultados
apresentados na figura Figura 1. Como era esperado para valores maiores de Biot, linhas
amarelas, o sistema atinge o equilibrio rapidamente; enquanto, para os valores menores,

linhas azuis, o sistema ainda nao atingiu o equilibrio na faixa de 7 representada na figura.

Retornando a definicao da solucao analitica para fase bulk, nota-se que o primeiro
termo do somatoério possui maior influéncia sobre o resultado final em relagao aos outros
termos. Isso acotence devido as raizes 7,, pela definicdo da equagao caracteristica, (4.27),
utilizada para calcular os valores das raizes. Os zeros dessa equacgao apresentam valores
crescentes, ou seja, quanto maior o indice n maior o valor de 7,,. Portanto, pela caracteristica
da funcgao exponencial, presente no somatério da solugdo analitica, quanto maior o indice

menor o valor do termo do somatério, tendendo a zero no infinito.

Com essas consideragoes, é possivel supor que para certos valores de Bi,,, 7 e £,
utilizar apenas o primeiro termo do somatorio seria sufuciente para representar o sistema
com bom grau de aproximacao. Foram entdao comparadas a solu¢ao completa e o primeiro

termo do somatoério. Define-se o erro de aproximacao da solucdo completa como:

0 —2T
n=2 Cn€ n

1 00 —~2T

erro =

100% (4.33)

Partido da defini¢ao de erro apresentada anteriormente, foi gerada a figura Figura 2.

Sendo F' a fragdo removida, e definida por: F' = v(1 + &).

Figura 2 — Curvas de contorno do erro entre utilizar apenas um termo do somatério contra
o somatoério completo

=1 &=10

0.6 4
R 054
0.4
0.3

0.1 — 5 %

0.14

0.0 T T 0.0 T T
1071 10° 10! 10% 107! 10° 10! 102

Bil!l B{’HI

Nas duas figuras fica evidente que para valores baixos de Biot a aproximagao com
apenas um termo de somatoério representa a solucao com 6timo grau de aproximacao.
Enquanto para valores altos de Biot, mais termos sdo necessarios para representar a
solucao. Em ambas figuras também é possivel notar a influéncia do grau de remocao F' na
aproximacao com um termo. Quanto mais préximo ao equilibrio melhor é a aproximagao

do primeiro termo. Em suma, utilizar apenas um termo do somatorio funciona, sem perdas
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significativas de precisdo, parar valores de Biot baixo, ou para valores altos de F'. Todavia,
com o avanco das capacidades tecnolégicas de computacao vale usar quantos termos forem

necessarios de acordo com um certo grau de precisao escolhido para simulagao.

4.3 Solucao Numérica do HSDM

Dentre as hipoteses utilizadas para obter modelo cinético de adsor¢ao em batelada
com solucao analitica a mais impactante é admitir uma isoterma linear de equilibrio de
adsorcao. A isoterma linear pode ser aplicada com pouco comprometimento da precisao
quando a concentragao ¢ sufucientemente baixa. Entretanto, para os sistemas onde a
isoterma linear nao representa com qualidade a termodindmica da superficie, existem
outras opgoes de para substitui-la, sendo a isoterma de Langmuir um dos modelos mais
utilizados para descrever o equilibrio na superficie. Porém, ao introduzir a isoterma no
modelo de difusao intraparticula as equagoes diferenciais tornam-se nao-lineares. Nesse
caso, é necessario recorrer a métodos numéricos a fim de obter a solugao para o modelo
cinético.

No presente trabalho, foram realizadas a integracoes niimericas do conjunto de
equgdes obtidas a partir de discreticdo de diferencas finitas no espago 7. Os resultados
das simulagoes numéricas foram entao comparados com a solucao do modelo analitico,
apresentada na secao 4.1. O objetivo dessa comparacao é analisar as regides onde os
modelos divergem e onde se assemelham, para que o melhor modelo seja escolhido para

descrever fenomenos de adsorcao.

Para realizar as simulagoes numéricas foram estipuladas relagoes entre o modelo
cinético de HSDM utlizando a isoterma de Henry, isoterma linear, e o modelo cinético de
HSDM utlilizando a isoterma de Langmuir. Para indicar o modelo com isoterma de Henry

serd utilizado o subscrito H e para om modelo com isoterma de Langmuir o subscrito L.

€
= > 4.34
BiL — BZH(l + KLCb,O) - B’lm(l + KLCb,O) (435)

O resultado comparado entre os modelos foi a quantidade de remocao de soluto
conhecido como Fractional Uptake, representado por F,,. Em sistemas de adsor¢ao em
batelada esse é o valor de maior interesse de estudo. Pois, do ponto de vista experimental
esse valor pode ser obtido pelo valor concentracao da solugao, em diferentes intervalos de

tempo.

As figuras Figura 3, Figura 4 e Figura 5 se diferenciam pelo valor adotado para a

capacidade massica de adsorcao, {y. Pela sua definicdo esse valor determina o equilibrio
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final do sistema em batelada. Em cada figura sao apresentados quatro graficos indicados
pelas letras (a), (b), (c) e (d) onde o valor de K;Cy foi alterado, com finalidade de
demonstrar o impacto desse valor no erro relativo entre os modelos. As figuras em questao
sdao graficos de contorno dado que mais do que duas varidveis sdo apresentadas em cada

imagem.

Iniciando pela figura Figura 3, fica aparente a existéncia de um efeito gerado pelo
valor de K7,Cy . Esse efeito pode ser explicado pela estrutura da equagao de isoterma de

Lagmuir no instante inicial do processo:

_ qmKCyo

— 4.36
1+ KLOb,O ( )

qo0

Seguindo a definicdo da equagao (4.36) nos casos onde: a concentragao inicial é
muito baixa; nao existe grande afinidade entre soluto e adsorvente; ou ambos; a isoterma
de Langmuir pode ser subtituida por uma isoterma linear sem perdas sinificativas de
precisao. E, como no instante inicial a concentracao de soluto ¢ maior na solugdo, ao longo

do processo de adsor¢ao a isoterma de Langmuir tende a se aproximar da isoterma linear.

Sendo mais especifico, podemos comparar os graficos Figura 3a e Figura 3d. En-
quanto no primeiro o erro fica abaixo de 0,5% em toda faixa de exploracao no segundo

apenas uma parte do grafico apresenta um erro menor que 0,5%.

Ao se observar as linhas de contorno, pode-se identificar as regioes onde os modelos
mais se assemelham, para valores baixos de remocao de soluto e valores baixos de Biot
massico os dois modelos encontram resultados similares, enquanto para valores altos os
modelos comecam a diferir. Esse comportamento ja era esperado devido as caracteristicas
da isoterma de Langmuir, para valores onde a concentracao de soluto na particula é baixa,
ou seja com fator F' de remocao de soluto é baixa, a isoterma de Langmuir pode ser
aproximada por uma isoterma linear, logo, essa é a regiao onde os dois modelos podem ser

utilizados de forma intercambiavel.

Outro comportamento para ser avaliado na figura Figura 3 é a influéncia do nimero
de Biot méssico na diferenciagdo dos modelos. Nas figuras Figura 3b, Figura 3c e Figura 3d
é possivel notar que para valores mais altos do nimero de Biot a faixa onde os modelos se
assemelham diminui, ou seja, o erro cresce para proporcinalmente ao valor do niimero de
Biot, mesmo para valores baixos de remocao, F'. Mais especificamente, esse comportamento
pode ser observado na comparacao do erro entre a faixa de Biot de 1072 até 107! e a faixa
de 100 até 1000. Na primeira, quando valores de F' estao abaixo de 0,2 o erro relativo é de

0,1%, enquanto para segunda faixa o erro é maior que 0,1% para o mesmo valor de F.
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Figura 3 — Curvas de contorno do erro em porcentagem comparando a diferenca entre a
solucao analitica e a solugdo numérica do modelo de HSDM, para £ =1
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Ainda na figura Figura 3 vale apontar o comportamento das regioes de erro com a
variacao do fator K,Cj . Como ja foi apontado anteriormente a regido de erro de 10% é
proporcinal, ao valor de K1 C, quanto maior o valor maior serd o erro. Entretanto ao
comparar as figuras Figura 3a, Figura 3b, Figura 3c e Figura 3d nota-se um comportamento
interessante na regiao de erro de 0,1%. Enquanto para as figuras Figura 3a, Figura 3b
Figura 3c observa-se uma reducdo na drea da regiao de erro 0,1%, entre a figura Figura 3c
e Figura 3d ocorre um aumento da regiao de erro de 0,1% mesmo com aumento de K,Ch.
Isso nao altera o fato do erro ser maior quanto maior for K;Cj g, pelo fato da regiao de
erro 10% ter aumentado considerdavelmente. Vale notar que esse comportamento ocorre
para valores baixos de Biot, ou seja, onde os efeitos difusivos internos sao mais impactantes
para cinética do processo do que a dindmica na superficie externa da particula, onde se

encontra a diferenciacao dos modelos.

Para fins de comparac¢ao outras duas figuras foram criada apenas mudando o
parametro de capacidade maéssica £y para 10 e 100, figuras Figura 4 e Figura 5, respecti-

vamente.
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Figura 4 — Curvas de contorno do erro em porcentagem comparando a diferenca entre a
solucao analitica e a solugdo numérica do modelo de HSDM, para &y = 10

1.0

0.8

L
LT
i

Fup
0.4

0.0

T
0.01 0.1 1 10 100 1000
Bi,,

(a) KCpo =102

Fup

3 T
c:'0.01 0.1 1 10 100 1000
Bi,,

(c) KiCppo =1

<
=

0.8

Fup
0.4

0.0

T
0.01 01 1 10 100 1000
Bi,,

(b) KLCpo = 1071

5%
3%

0.5%

0.1%

Fup

o T
0.01 0.1 1 10 100 1000
Bi,

(d) KCho =10



Capitulo 4. Resultados 59

Figura 5 — Curvas de contorno do erro em porcentagem comparando a diferenca entre a
solucao analitica e a solugdo numérica do modelo de HSDM, para &y = 100

1.0

<
-

— — &
@ — 3% o — an
> | — % ] — 1%
@ — 0.5% [ ° — 0.5% —
—— 0.1% — 0.1% | —uo
@ | o |
o o
55 3
w w
=+ =
(=] o
o o
a7 c
o o
o T T T T o T T T T
0.01 0.1 1 10 100 1000 0.01 0.1 1 10 100 1000
Bi,, Bi,,
(a) KLCb,O =102 (b) KLCb,O =101
o o
— 5 [ — 5% ||
© — 3% ] © — 3%
s — 1% o] i
— 05% — — 05%
—— 0.1% - 0.1%
@ | o |
o o
55 3
u u
= =
(=] o
o ™
(=] o
(=] o
o T T T T o T T T T
0.01 0.1 1 10 100 1000 0.01 0.1 1 10 100 1000
Bi,, Bi,,
(C) KLCb70 =1 (d) KLCI),O =10

O objetivo dessas figuras é mostrar qualitativamente quais caracteristicas sao
parecidas com a figura Figura 3 e quais foram as mudancas. A primeira vista, nota-se
que o comportamento em relagao ao valor de K;,Cj, o mantem tanto para £y = 10 quanto
para £ = 100, em ambos os casos o erro cresce proporcionalmente ao valor de K1,Cy .
Entretanto, o comportamento da regiao de 0,1% de erro para K.,Cpo =1 e K Cpo = 10

na figura Figura 3 nao se repete nas figuras Figura 4 e Figura 5.

Também vale apontar que existe uma mudanca no comportamento das regioes de
erro com a mudanca de g, para melhor visualizacao do comportamento foi escolhido o

valor de K1,Cpo = 1, e adotado quatro valores de £y para produzir a figura Figura 6.
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Figura 6 — Curvas de contorno do erro em porcentagem comparando a diferenca entre a
solucao analitica e a solu¢cao numérica do modelo de HSDM, para K;Cpo =1
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Evidentemente, a figura Figura 6 mostra a influéncia do valor de £y para diferen-
ciacao dos modelos. Os modelos se assemelham nos dois extremos do valor de &y, para
valores baixos, proximos a &y = 107!, figura Figura 6a; e para valores altos, &5 = 100,
figura Figura 6d. Para o extremo inferior, figura Figura 6a, a justificativa da semelhanca
se encontra no fato da etapa de difusao intraparticula ser a mais importante para o
processo, pois a concentracao bulk varia lentamente durante o processo, isso é também
reafirmado pelo fato da semelhanca se acentuar em valores de Biot baixo, ou seja, onde a
etapa limitante é a difusao interna. Para o extremo superior, figura Figura 6d, os valores
altos de £y demonstram uma grande afinidade entre soluto e adsorvente, ou uma grande
quantidade de massa de adsorvente; assim, a semelhanca entre os modelos ocorre devido
a este atingir o seu equilibrio muito rapidamente, neste caso a concentracao bulk fica
proxima ao patamar do equilibrio e varia pouco durante o processo, e novamente a etapa

determinante do processo se torna a difusao interna na particula.
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4.4 Solucao Numérica do PVDM

O modelo de PVDM ¢ uma simplificacdo do modelode PVSDM onde o valor da
difusividade superficial Dy = 0. Em comparagao ao modelo de HSDM, o modelo leva em
consideracao o equilibrio de adsorgao em toda a particula sélida enquanto no modelo de
HSDM, o equilibrio de adsor¢ao é acontece apenas na superficie externa da particula. O
equilibrio de adsorcao pode ser representado por diversas isotermas, mas a escolhida foi a
isoterma de Langmuir. O modelo de PVDM, com isoterma de Langmuir, gera um conjunto
de equagoes nao lineares, por consequéncia, sao realizadas simulagoes niimericas para obter
a solucao das esquacoes. Nessa secao serao apresentadas as comparagoes dos resultados
numeéricos com a solucao analitica de PVDM com isoterma linear. O objetivo é encontrar

as condigoes de simulacao onde os dois modelos se assemelham.

As simulagoes foram realizadas em uma faixa de Biot (Biy) de 1 x 1072 até 1 x 103;
na faixa de remocao, fractional uptake F,, de 0 até 1 ; o valor de K;C}( foi variado em
1072, 1071, 1 e 10; o valor de capacidade méssica foi escolhido em € = 1, £ = 10 e £ = 100;

e para a variavel auxiliar p, Ky /e foram escolhidos os valores de 1,10, 100, 1000.

Figura 7 — Curvas de contorno do erro em porcentagem comparando a diferenca entre a
solucao analitica e a solugdo numérica do modelo de PVDM, para £ =1
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Com base nas figuras Figura 7, Figura 8 e Figura 9 é possivel analisar os efeitos
da multiplicagao K1Cpp. Nas trés figuras independente do valor de { adotado ¢ notavél o
crescimento proporcional do erro com o aumento do valor de K1C}, 0 motivo é o mesmo
observado no modelo de HSDM, a isoterma de Lagmuir se aproxima da isoterma linear

em valores baixos de concentracao; baixa afinidade soluto-adsorvente; ou ambos.

Figura 8 — Curvas de contorno do erro em porcentagem comparando a diferenca entre a
solucao analitica e a solugdo numérica do modelo de PVDM, para £ = 10
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Figura 9 — Curvas de contorno do erro em porcentagem comparando a diferenca entre a
solucao analitica e a solugdo numérica do modelo de PVDM, para £ = 100
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Também, com as figuras Figura 7, Figura 8 e Figura 9 é possivel analisar as faixas
de semelhancas dos modelos quando a variavel £ é alterada. Ao analisar as figuras é possivel
observar uma aumento na faixa de erro com o aumento do valor de £ para valores altos de

Biot, enquanto para valores baixos de Biot o erro diminui ou permanece constante.

As figuras Figura 10 e Figura 11 mostram em evidéncia o impacto da alteracao
do agrupamento de variaveis p,Kp /e, valor necessario para o caclulo da variavel ¢ do
modelo generalizado. Apesar de testes extensivos serem realizados, o valor nao apresentou

alteracoes expressivas no valor de erro quanto as outras variaveis analisadas.
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Figura 10 — Curvas de contorno do erro em porcentagem comparando a diferenca entre
a solucao analitica e a solu¢do numérica do modelo de PVDM, para £ =1 e
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Figura 11 — Curvas de contorno do erro em porcentagem comparando a diferenca entre a
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5 Conclusao

Nesse trabalho foi apresentada uma descricdo detalhada do modelo de PVSDM,;
modelo este que descreve um sistema de adsor¢ao em banho finito, sujeito a difusao de
massa no interior da particula de adsorvente e a resisténcia externa de transferéncia de
massa. Utilizando a isoterma linear foi possivel demonstrar a solucao analitica para o

modelo de PVSDM para trés geometrias de interesse: cartesiana, cilindrica e esférica.

A demostracao da solugao analitica consiste na aplicagao da transformada de
Laplace no conjunto de equagoes obtidas; e, posteriormente utlilzar o teorema dos residuos

para calcular a transformada inversa.

A funcao solugao do modelo foi implementada em rotina computacional em lingua-
gem FORTRAN, e comparada com o modelo de HSDM e o modelo PVDM, utilizando a
isoterma de Langmuir; bem como, analisada as suas caracteristicas de aproximagao de
um termo frente a todo o somatério que representa a solugao. Assim, foi observado que a
solucao apresentou o comportamento esperado para um sistema de batelada, de acordo

com a variagao dos pardmetros do modelo (£, Bi,,).

Sobre a aproximagcao da solugao pelo primeiro termo do somatorio é possivel concluir
que para valores baixos de Biot (Bi,, = 0.1) ou valores altos de remogao, é possivel utilizar
apenas o primeiro termo do somatoério para aproximar a solucao analitica; entretanto, é
preferivel o uso de quantos termos forem necessarios para atingir um grau de tolerancia

no erro de calculo do somatdrio.

Da comparagao entre a solugdo analitica com isoterma linear e o modelo de
HSDM com isoterma de Langmuir pode-se afirmar que em valores baixos de K1Cj,
(KCho = 1072, K;.Cyp = 107"), os dois modelos sdo relativamente semelhantes; mesmo
quando o valor de £y é alto. A explicagdo revolve em analisar a isoterma de Langmuir
que em valores baixos de K (Ch( se aproxima de uma isoterma linear. Em relacao a
comparagao com o modelo de PVDM, também ¢é observado que a variavel mais importante
para determinacao de uso entre os dois modelos é o valor de K1 Cjp, pelo mesmo motivo
citado. Isso aponta que em problemas de baixa concentragao de soluto, e.g. adsorcao de

micropoluentes, a solucao analitica pode ser utilizada sem perdas significativas de precisao.

Ao fim desse trabalho podemos propor alguns pontos para dar continuidade na
linha de pesquisa aqui apresentada. Em primeiro lugar, temos a avalicio dos modelos de
cinética frente a dados de experimentos realizados em laboratério, tanto para averiguar a
validade dos modelos, quanto para avaliar a estimabilidade dos parametros necessarios para
o seu uso. Outra sugestao seria a avaliacao de outros métodos numéricos utilizados para

resolucao do modelo com isoterma nao-linear, diferentes do que foi utilizado, o método das
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diferencas finitas. Por fim, se faz necessaria uma analise mais profunda e sistematica de
comparacao entre os modelos, o uso de figuras de representacao do erro mostraram uma

limitacao para uma analise mais profunda entre os modelos.
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APENDICE A — Complementos da solucio

analitica

A.1 limite no centro da particula

Para o calculo do limite no centro da particula partimos da equagao:

A T Ve [Cila (Vn) — Ca Ky (V)]

877 =0 n—0

lim Cry/n ™ Ly (v/51)

para v = —1/2
71713% Civon " L1(vpn) = ,1712% Civ/pnliy2(v/pn) =0

pois I15(0) = 0 (OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009). Para v = 0

}}_}I% Civon "L (pn) = 717{% Civ/phLi(y/pn) =0

pois 1;(0) = 0 (OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009). Para v = 1/2

. —v . p
i Coyr* () = lsy oy [2 1)

Utilizou-se a seguinte relacao (OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009):

in(2) = \/ZIRJF;(Z)

(A1)

(A.2)

(A.5)

(A.6)

onde i, ¢ a funcao modificada de Bessel esférica de primeiro grau. Dal, foi obtido o limite

: P . 2 :
lim C \/;I?,/Q(\/ﬁn) = lim € \/;p“”’/“ i1(vpn) =0

n—0

(A7)

pois i1(0) = 0 (OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009). Logo, péde-se concluir que

lim C1/pi” L (v/pn) =0

(A.8)



APENDICE A. Complementos da solu¢io analitica 71

A.2 polo zero

G(p) = (2 + V)EBin + py/blos1 (V) + PBin (/D) (A.9)
lim G(p) = (20 + DEBi + 1Pl (VB) +pBinl(VB)  (A10)

Como v + 1 > 0, temos que I,41(0) = 0 (OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009).

Logo, o limite ficou

]lgig(l) G(p) = Zlg% pBin1,(\/p) (A.11)
(i) v=-1/2
Dada seguinte relacao
in(2) = 1) =T jpn(2) (A.12)
-n - 95 1/2—n .

onde i_,(z) representa a funcao esférica de Bessel modificada de segundo grau (OLDHAM;
MYLAND; SPANIER, 2009), o limite foi reescrito como

2
. . T 3/4 4. _
lim pBimI-1/2(v/p) = limp Blm\/;—l(\/ﬁ) 0 (A.13)
pois, i_1(0) = 0.
(i) vr=0
Como I(0) = 1 (OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009), logo
Zl)lgr(l)pBmeo(\/]_?) =0 (A.14)

(iii) v = 1/2 Como [,(0) = 0 (OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009), logo

lit pBi 11 (1/7) = 0 (A.15)

Assim, foi concluido que p = 0 é raiz de G(p).

A.3 Residuo do polo zero

Para o polo igual a zero, foi realizado o calculo do residuo separadamente. O célculo

do limite que define o residuo é
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Res(U(p, m)e™, 0) = lim pU (p, n)e”” (A.16)

Substitiu-se no limite a Equacao (4.16), que define a solugdo da equagao diferencial

parcial, U(p, n). Assim, temos que o limite a ser calculado é

lim pBim L (V) eP”
p=0 [2(v + 1) Bin, + pl\/Plos1(\/P) + pBinl, (/D) 7"

Para solucao desse limite, foi utilizado a seguinte aproximacao da fungao de Bessel

(A.17)

modificada (2/2)"
V4

com essa aproximagao, e utilizando o limite p — 0 e’ — 1 reescrevemos o residuo como

pBin, (v/Pn/2)”

lim ‘ . (A.19)
[2(v+1)EBim+ply/P(vP/2)" 1 | pBim(\/p/2)” pv
o T21v) T ey ! L1 +v)
ao simplificar essa equacao obteve-se
Bi 1
lim - = (A.20)
0 20+ 1)EBim + plypiis + Bim 14+ (v + 1)ép5g

sendo a férmula de recorréncia para fungao gamma I'(v + 1) = vI'(v), chegou-se finalmente

em
Res(U (p, 7)€", 0) — 1ig (A.21)

A.4 Residuo nos polos diferentes de zero

Como apresentado anteriormente para obtencao da inversa de Laplace,os residuos
devem ser calculados. Onde os polos sao distintos de zero, foi necessario o computo da
derivada primeira do denominador da Equacao (4.16), pois a expressao do residuo nos
casos de polo diferente de zero é dada pela Equacao (4.21). Primeiramente, utilizou-se a

regra da cadeia, assim obteve-se a seguinte expressao de G'(p), derivada primeira de G(p).

v 1 3/2
G') = () T R

+ [2(v + DEBimy/p + p3/2]6”v+;;)\/@

. dp  dl,(\/p)
Bi,, 1 — Bi,———~—~ (A.22
+ by, V(\/ﬁ) dp + pbiy, dp ( )
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A derivada da funcao de Bessel modificada de primeira ordem é dada pelas seguintes
relagoes (OLDHAM; MYLAND; SPANIER, 2009)

Weii®) ) - VLa(2) (A.23)
L) o)+ 2100 (A.21)

logo

2(v 4 1)éBiy, + 3p

) = Lealyp) =

2(v + 1)€Biy/p + p/? v+l
# AU (1 = )

1 Bind,(yp) + YD (IMW@ n }M)) (A.25)

2 iz

v+1

Em seguida, foi posto em evidéncia as funcées I, (/p) e I, +1(,/P)
. . Il/ 1(\/]3)
G'(p) = [p(Bip — v +2) — 20(v + 1)€Bi,| V2
(8) = ol )~ 2+ 1B 5

+ [2(v + 1)&Bis, + p + Bim(v + 2)] ]”(5/1_9) (A.26)

A Equacao (A.26) representa a derivada primeira, aplicando essa expressao aos
polos p,, teriamos obtido G'(p,), necesséaria para o residuo da integragao da inversa de
Laplace. Entretanto, utilizando manipulacao algébrica foi possivel simplificar ainda mais a
expressao G'(p,). Notou-se que G(p,,), equagdo caracteristica da equagao diferencial, deve

ser igual a zero logo

2 + 1) B, + pul/Prlost(y/Dr) + pnBimI, (\/Pn) = 0 (A.27)

dai, foi obtido

 /PaBind,(\/bn)
N 2(v + 1)EBip, + P (4.28)

Essa equagao foi entao substituida em G’(p,,). Por conseguinte obteve-se

I, N
G'(pn) = [20v(v + 1)EB,, — puBin(Bin —v + 2)]4(V + 1)(§\£/3i>+ 2,

+ [2(v + 1)€Bis, + pn + Bl (v + 2)] ]”(‘2/]9_”) (A.29)
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colocou-se em evidéncia 1,(/p,), concluindo em

_ o+ paBin[4€(v + 1) + 20 — Biy] + 4€(1 + §) Biy (v + 1)°

' (pn) A(v + 1)EBiy, + 2pn

L(Vpa)  (A.30)

A Equagao (A.30) foi, por fim, incorporada a Equacao (4.21), assim como a Equacao
(4.17). Logo, o resultado para os residuos de polo nao nulo, Res(U(p,n)eP™, p,), é

2Bin[2(v + 1)EBiy, + pa) L,(\/Pnn) emt (A31)
P2+ puBin[A€(v + 1) + 20 — Biy] + 46(1 + ©)Bi2, (v + 1)2 1(y/p) '

A.5 Solucao da fase bulk

Tendo a solugdo da equagao diferencial parcial, Equagao (4.25), foi possivel calcular
a solucao da equacao diferencial ordinaria. Isolando a fun¢do v na condicao de contorno

da superficie da particula, foi obtido:

1 ou
v = u|77:1 + Bilm 877”] » (A32)
/]7_
Da Equacao (4.25), temos que a derivada primeira avaliada em n = 1 vale:
diz7vJ,(z —
W R) vy ) (A.33)

dz

Com essa expressao foi possivel chegar a derivada primeira avaliada em 1 =1

ou

e (A34)
677 n=1 n=1

Ju(ﬂyn) ‘

Como a Equacdo (A.34) apresenta a razao J,11(vn)/Ju (1), foi utilizada a equagio

caracteristica

Jy n TLB .m
Jolm) 7 =2+ 1)EBim
para reescrever a derivada primeira como
ou > V2 Bip, 2
- - b, n___ e InT A.36
ml,_, ;::1 2(v + 1)EBiy, — 2 ( )

em seguida substituiu-se essa expressio na Equagao (A.32)
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v2Bi 2
T o e p— n T T A.37
1+£ Z mnzl V+1)§Bzm 2 (A-37)
Sendo b,, dado pela Equagao (4.26), podemos reescrever v como:
(1) = b + i cpe” 7 (A.38)
1 + 5 n=1
onde ¢, é definido por
4 1)¢ B2

A 2B Bim — 20— 4€(v + 1)] + 4€(1 + ) Biz, (v + 1)?
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APENDICE B — Aproximacdes com série de
Taylor

Aqui sao apresentadas as aproximagoes da derivada primeira e da derivada segunda
de uma fungao genérica f, em um ponto 7, ou seja, a aproximacao de f'(i) e f”(i). Essas
aproximacoes sao utilizadas em métodos numéricos, como o método de diferencas finitas. O
valor h define a perturbagao na série de Taylor com finalidade de gerar as aproximacoes das
derivadas, o valor da perturbacgao permite a avaliagdo da ordem de precisao da aproximacao.
Para uma notagdo mais clara utiliza-se a seguinte simplificagao: f(i +nh) = fii,, sendo n

um numero inteiro.

B.1 Aproximacdes de ordem h?

Py = =l o)
£(i) = —3fi + 42f;L+1 — fizo +O(h?) .
(i) = Jica — 4521 +3f; + O '

(i) = fic1 — thsz + fir1 +Om?)
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B.2 Aproximacdes de ordem h*

_ fice +8fic1 — 8fix1 + firo

(@) on +O(h")

(i) = T18SiH48Fi 1 - f;{m £16fis = 3Fiss | oy

(i) = “3fm = 10fi + 1182];z‘+1 = Ofurat firs | gy

fi(iy = —fizst6fia = 1182 J;;_l T 10fi £3fi1 | ey .
iy = Blima = 16fis + ?gf;l_2 4811+ 25 | ‘
(i) = —Jiz2 16 —12%@ 16fin = firz | oy

(i) = W0fi — 15 = 4fi+1 ;; 214fz-+z = firs ¥ fiva  opty

(i) = Jit = 6 £ 14ico — 4 =154 10fis |

12h?
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APENDICE C - Cédigo-fonte da solucio

analitica em FORTRAN90

! Solutions for the Diffusion differential equation

module batch

implicit
integer,
contains

function

none

parameter :: dp = kind(1.dO0)

batch_particle_average(t, bi, a, s, eps) result(u)

real (dp), intent(in) :: t(:)
real (dp), intent(in) :: bi, a
integer, intent(in) :: s

real (dp), intent(in) :: eps
real(dp) :: u(size(t))

real (dp), parameter :: PI = 4.0dO*atan(1.d0)
real(dp) :: g, g_old, bn, nu
real (dp) :: term(size(t))
integer :: n

nu = real(s-1, dp)/2.0_dp
u=1.0_dp/(1.0_dp + a)

g =20

do n =1, 100

if (bi>0 .or. a>0) then
g_old = g
g = next_root(g_old, bi, a, s, eps)

if (a == 0) then
bn = -2xbi/(g**2 + bix(bi - 2%nu))
else if (bi == -1) then

bn = 4*(nu+l)*a/(g**x2 + 4xax(l+a)*(1l+nu) **2)

else if (a > 0 .and. bi > 0) then
bn = 2%bi*(2*(nu+l)*a*xbi - g**2)/(g**x4 + g**x2xbix&
(bi-4*a*x(nu+l) - 2*nu) + 4xax*x(1l + a)*bi**x2*x(nu + 1)**2)

end if

select case(s)
case (0)
term = bn * tan(g)/g * exp(-g**2 * t)

case (1)

78
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41 term = bn * bessel_jl(g)/(g*bessel_jo(g)) * exp(-g**x2 *
t)

42 case (2)

43 term = bn * (1.0_dp/g**2 - 1.0_dp/(g*xtan(g))) * exp(-g
*%x2 *x t)

44 case default

45 return

46 end select

47

48 else if (bi == -1 .and. a == 0) then

49 select case(s)

50 case (0)

51 g = (2*%n-1)*PI/2

52 case (1)

53 g = next_root(g_old, bi, a, s, eps)

54 case (2)

55 g = n*PI

56 case default

57 return

58 end select

59

60 bn = real (-2*x((-1)**(s+1))**x(n+1), dp)/g

61

62 select case(s)

63 case (0)

64 term = bn * sin(g)/g * exp(-g**2 * t)

65 case (1)

66 term = bn * bessel_jl(g)/(g) * exp(-g**2 * t)

67 case (2)

68 term = bn * (1.0_dp/g**2 - cos(g)/g )* exp(-g**x2 * t)

69 case default

70 return

71 end select

72

73 else

74 return

75 end if

76

7 u = u + term

78 if (sqrt(norm2(term)) < eps .and. n>50) exit

79 end do

80 where (t==0) u = 0

81 return

82 end function batch_particle_average
83
84 function batch_particle(x, t, bi, a, s, eps) result(u)

85 real(dp), intent(in) :: x(:)
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real(dp), i
real (dp),
integer,

real (dp),

i

i

real (dp)
real (dp),
real (dp)
real (dp)
integer

real (s
1.0 _dp/
0

nu

u =
g_
do n =
if

1, 1
(bi>
g_o
g

if

els

els

*%2)

end

do

gx*2 *x t(i))

* t(1))

intent (in)

parameter

t (:)
bi,

ntent (in)
ntent (in) a
s
ntent (in) eps
size(t))

PI 4.0d0*atan (1.d0)
g, bn,

term(size(x))

u(size(x),

g_old, nu

n, i
-1, dp)/2.0_dp
(1.0_dp + a)

00
0
1d

.0r.

g
next_root(g_old,

a>0) then

bi, a, s, eps)
(a == 0) then
bn -2*%bi/(g**2 + bi*(bi - 2*nu))
e if (bi -1) then
bn 4x (nu+1l) *xa/(g**2 + 4*ax*x(1l+a)*(1l+nu)**2)
e if (a > O bi > 0) then
bn 2xbi*x (2% (nu+l) *a*xbi - g**2)/(gx*4 + g*x*2*xbix*&

(bi-4*a*x(nu+1)

.and.

2%xnu) + 4*a*x(1 + a)*bi*x*2x(nu + 1)

if

i 1, size(t)
if (t(i)==0) then
u(:,i) 0

0

term
else
select case(s)

case (0)

term bn * cos(g*x)/cos(g) * exp(-g**2 *x t(i))

case (1)

term bn * bessel_jO(g*x)/bessel_jO(g) * exp(-

case (2)
where (x/=0)

term

bn * sin(g*x)/(x*sin(g)) * exp(-g*x*2

elsewhere

term bn * g/sin(g) * exp(-g**2 * t(i))
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endwhere
case default
return

end select

u(:,i) = u(:,i) + term
end if
end do
else if (bi == -1 .and. a == 0) then
select case(s)
case (0)
g = (2%n-1)*PI/2
case (1)

g = next_root(g_old, bi, a, s, eps)
case (2)

g = nxPI
case default
return

end select

bn = real (-2x((-1)*x(s+1))**(n+1), dp)/g

do i = 1, size(t)
if (t(i)==0) then
u(:,i) = 0
term = 0
else

select case(s)

case (0)
term = bn * cos(g*x)* exp(-g**2 *x t(i))
case (1)
term = bn * bessel_jO(g*x)/bessel_j1(g) * exp(-
g**x2 x t(i))
case (2)

where (x/=0)
term = bn * sin(g*x)/x * exp(-g**2 * t(i))
elsewhere
term = bn * g * exp(-g*x*2 * t(i))
endwhere
case default
return

end select

u(:,i) = u(:,i) + term
end if
end do
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else
return

end if

if (sqrt(norm2(term)) < eps .and. n > 50) exit

end do

return

end function batch_particle

function batch_bulk(t, bi, a, s, eps) result(v)

real (dp), intent(in) :: t(:)
real (dp), intent(in) :: bi, a
integer, intent(in) :: s

real (dp), intent(in) :: eps
real(dp) :: v(size(t))

real (dp) :: term(size(t))
real(dp) :: g, g_old, cn, nu
integer :: n

if (a==0) then

v =1
else
nu = float(s-1)/2.0
g =0
v =1.0_dp/(1.0_dp + a)

do n =1, 100
g_old =g
g = next_root(g_old, bi, a, s, eps)

if (bi == -1) then
cn = 4x(nu+l)*a/(g**2 + 4*xax(l+a)*(nu+l) **2)
else
cn = 4.*%(nu+l.)*a*x bi*x2 /(g**4 + gx*2*xbi*x(bi-4.*xax*x(nu
+1.) &
- 2.%nu) + 4.*xa*x(1. + a)*xbi*x2x(nu + 1.)*%2)
end if
term = cn * exp(-g**2 * t)
v = v + term
if (sqrt(norm2(term)) < eps .and. n > 50) exit
end do
where (t==0) v = 1
end if
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return

end function batch_bulk

real (dp) function next_root(g_old, bi,
real (dp), intent (in) bi, a, eps,
integer, intent(in) :: s
real (dp) del, b, b0, c, g
b0 = g_old
do
b0 = bO + 0.1 _dp
b = b0
do
c =b + 0.01_dp
if (£(b, bi, a, s)*f(c, bi,
b =c
end do
g =c
do
! Newton-Raphson Method
del = -f(g, bi, a,
g = g + del
if (abs(del) < eps) exit
end do
if (g-g_old > eps) exit
end do
next_root = g
return

end function next_root

real (dp) function f(g, bi, a, s)
real (dp), intent(in) bi, a, g
integer, intent(in) :: s
if (a>0 .and. bi>0) then
select case(s)
case (0)
f = (1 - axbi/g**2)*sin(g)
case (1)
f = (1 - 2%axbi/g**2)*bessel_jl(g)
case (2)
£ =

g)
case default
return

end select

s)/df (g, bi, a,

a,
g_old

s, eps)

a, s) < 0) exit

s)

- bi/gxcos(g)

- bi/g*bessel_joO(g)

(3xa*xbi/g**x3 + (bi-1)/g)*sin(g) + (1 - 3xaxbi/g**2)*cos(
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else if(bi==-1) then
select case(s)
case (0)
f = a/gxsin(g) + cos(g)
case (1)
f = 2xa/gxbessel_jl1(g) + bessel_jO(g)
case (2)
f = (1 + 3xa/g**2)*sin(g) - 3*a/g*cos(g)
case default
return

end select

else if (a==0) then
select case(s)
case (0)
f = sin(g) - bi/g * cos(g)
case (1)
f = bessel_jl(g) - bi/g+*bessel_jO0(g)
case (2)
f = (bi - 1)/g*xsin(g) + cos(g)
case default
return

end select

else if (a==0 .and. bi==-1 .and. s==1) then
f = bessel_jo(g)

else
return

end if

end function

) real(dp) function df(g, bi, a, s)

real (dp), intent(in) :: bi, a, g

integer , intent(in) :: s

if (a>0 .and. bi>0) then
select case(s)

case (0)

df = (bi/g + 2*axbi/g**3)*sin(g) + (1+bix(l-a)/g**2)*cos(g)

case (1)

df = (1-2*ax*xbi/g**2)*(bessel_jO(g)-bessel_jl(g)/g) + &

(4xa*xbi/g**3 + bi/g)*bessel_jl(g) + bi/g**2 *bessel_joO(g

case (2)

df = (-9%axbi/g**x4 + (3*%axbi-bi+1)/g**2 - 1)xsin(g)+(9*axbi/

g**x3 + (bi-1)/g)*cos(g)
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313 case default

314 return

315 end select

316

317 else if (bi == -1) then

318 select case(s)

319 case (0)

320 df = a/g*xcos(g) - (1-a/g**2)*sin(g)

321 case (1)

322 df = 2xa/g*bessel_jO(g) - (1 + 4*a/g**x2)+*bessel_jl(g)
323 case (2)

324 df = (1 + 6*a/g**x2)*xcos(g) + (3*xa/g-6*xa/g**3)*sin(g)
325 case default

326 return

327 end select

328

329 else if (a==0) then

330 select case(s)

331 case (0)

332 df = (1+bi/g**2)*cos(g) + bi/gxsin(g)

333 case (1)

334 df = (1 + bi/g**2)*bessel_jO0(g) + (bi-1)/g*bessel_jil(g)
335 case (2)

336 df = (bi - 1)/g*cos(g) + ((bi-1)/g - 1)*sin(g)
337 case default

338 return

339 end select

340

341 else if (a==0 .and. bi==-1 .and. s==1) then

342 df = -bessel_jl(g)

343 else

344 return

345 end if

346 end function
347
348 end module batch
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In this paper, a detailed description of particle adsorption/diffusion model in batch systems is presented. The phenomenological
equations are based on a mechanism combining mass transfer by convection from bulk phase to particle surface, intraparticle mass
diffusion and equilibrium adsorption processes. The change of bulk and particle concentration were modelled through differential
mass balance equations, leading to a system of one ordinary differential equation and one partial differential equation, with initial
and boundary conditions. When adsorption equilibrium follows a linear relationship, this system of equations can be solved by the
Laplace transform method and a generalized analytical solution was obtained. Then, this generalized analytical solution was written
specifically for each of the traditional particle shapes: slab, cylinder, and sphere. A typical simplification usually possible for long pe-
riods was also evaluated. Finally, this analytical solution was evaluated through several simulations in different batch conditions and
compared to simulated experimental data, showing the capability of this analytical solution to predict batch adsorption processes
when concentration is lower than a critical value.

1 Introduction

Adsorption is a phenomena widely employed in industrial processes, particularly in the separation and
drying of gases and liquids, using porous adsorbents, such as zeolites and activated carbon [1-3]. Nowa-
days, the study and development of adsorbent materials remain relevant, mainly due to the various ap-
plications of this technology in environmental processes, like pollutant and drug removal from liquid ef-
fluents [4-7].

Generally, the evaluation of an adsorbent for use in pollutant removal processes from liquid effluents is
initiated by batch experiments, where the adsorption kinetics and adsorption equilibrium are evaluated.
Briefly, in this experiment the adsorbent material is immersed in a liquid solution containing the solute
of interest and the process ends when the system reaches to equilibrium, that is, the bulk concentration
stops varying over time. In this stage, the effects of some variables on adsorption kinetics and equilib-
rium can be evaluated, such as adsorbate and adsorbent dosage, batch volume, pH, temperature [8-10].
The experimental data measured at equilibrium conditions are useful to provide information about the
maximum adsorption capacity of an specific adsorbent. This information is usually interpreted with the
help of adsorption isotherm models, such as Linear (Henry Law), Langmuir, Freundlich, Sips, among
many others equilibrium models [2-4,11].

By the other side, the experimental data measured at transient state is useful to provide information
about the kinetics of adsorbate removal from bulk phase. This process involves convective mass transfer
of the solute from bulk phase to the external surface of the adsorbent particle, followed by intraparticle
mass transfer by diffusion of solute, that can be in the fluid phase inside particle porous and on the sur-
face of the particle porous, after solute adsorption. The intrinsic adsorption kinetics (transfer from fluid
phase onto solid surface) in porous particles is usually a step much faster than mass transport by diffu-
sion and usually it can be assumed that local equilibrium conditions are achieved instantaneously [3,12].
In order to support the evaluation of the kinetic data, there are available some phenomenological mod-
els based on mass transport phenomena: (i) Pore Volume and Surface Diffusion Model (PVSDM), when
mass transfer by diffusion in fluid confined within particle porous and on the surface of particle porous
are considered; (ii) Pore Volume Diffusion Model (PVDM), when only mass transfer by diffusion in fluid
confined in particle porous is considered; (iii) Homogeneous Surface Diffusion Model (HSDM) when only
mass transfer by diffusion on the solid porous surface are considered (sometimes this model is referred
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as Surface Diffusion Model, SMD) [13-16]. In these three models, external resistance to convective mass
transfer can be considered or discarded; in this latter case, the concentration at the external surface of
the adsorbent particle is considered equal to the bulk phase concentration.

These three phenomenological models consist of a partial differential equation that describes the varia-
tion of concentration within the particle as a function of time and position. It is also necessary an ordi-
nary differential equation that describes the variation of bulk concentration over time. These models can
be simplified by considering bulk concentration constant over time, which is generally an unsuitable as-
sumption because it is only true for batches with exceptionally large volume, that is, infinite baths [12].
Additionally, some simplified phenomenological models that can be found are (iv) Linear Driving Force
(LDF) model, that considers an average of concentration inside particle and mass transfer kinetics is
proportional to the difference between concentration at the external particle surface and the average par-
ticle concentration [17-19]; (v) External Mass Transfer Model (EMTM) that only considers external re-
sistance to mass transfer [20-21]. These last two simplified models avoid the solution of the partial dif-
ferential equation but can lead to model predictions that could not be in accordance with the observed
behaviour of batch adsorption experiments [12].

One can also find in the literature several different kinetic models that are usually considered to describe
batch adsorption data, such as Lagergren’s Pseudo First Order and Pseudo Second Order models, Frac-
tional Order model, Weber and Moris Intraparticle Diffusion model, Boyd-Reichenberg Diffusion model,
Elovich model [12, 19]. Although these models can even be based on some phenomenological concepts,
the hypotheses considered are extremely week and not in concordance with the experimental conditions;
consequently, the phenomenological and quantitative information obtained from these models can be
completely meaningless.

Despite the complexity, phenomenological models should be preferred when physical consistency for the
results and parameters with well-defined physical interpretations are desired. Although phenomenolog-
ical models based on intraparticle mass transfer led to a partial differential equation that usually does
not have an analytical solution, nowadays there are numerical methods implemented in different com-
puter software that allows the solution of these equations. Fortunately, when adsorption isotherm is Lin-
ear, that is, adsorption equilibrium follows the Henry Law, even this complex system of partial and ordi-
nary differential equations has an analytical solution. However, this analytical solution is rarely consid-
ered and usually external resistance to mass transfer is not considered [3, 22]. Furthermore, although a
Linear isotherm is an approximation valid only when solute concentrations are low, emerging pollutants
are present in liquid bodies at low concentration, which are in accordance with the criterium that allows
the use of a Linear isotherm [23-24].

In this work, the Laplace transformation was used to solve the mathematical model external and inter-
nal resistances to mass transfer, and considering a Linear adsorption isotherm. It was considered an in-
version procedure based on the method of residues, leading to a generalized analytical solution without
an direct definition of the particle geometry. This generalized analytical solution was rewritten for each
of the traditional particle shapes: slab, cylinder, and sphere. A typical simplification usually possible for
long periods was evaluated. Finally, this analytical solution was evaluated through several simulations in
different batch conditions and compared to simulated experimental data, showing the capability of this
analytical solution to predict the kinetic behaviour of batch adsorption processes that operate at low
concentration levels.

2 Phenomenological Modelling

The phenomenological models that describe the kinetics of adsorption process in porous particles are
usually based on solute convection from bulk phase to the external surface of the adsorbent particle, fol-
lowed by intraparticle diffusion and solute adsorption onto internal surface of particle pores. Intraparti-
cle diffusion can have two contribution: mass transfer in the pore volume and, once solute is adsorbed,
mass transfer through surface diffusion [13]. Furthermore, unidimensional diffusion is usually considered
and the internal concentrations are considered function of time and just one spatial direction, that is ra-
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dial direction for cylindrical and spherical particle, and the smallest dimension of a flat particle.
Considering that inside the adsorbent particle the mass transfer rate is much lower than local adsorption
kinetics, it can be assumed that equilibrium conditions are reached instantaneously; then, the fluid phase
concentration inside particle and adsorbed concentration can be related through an equilibrium model,
that is, an adsorption isotherm.

In a batch system, bulk phase concentration, C} varies along the time according to Equation (1), where
Vp is the bulk phase volume, M is the adsorbent mass, p, is the particle density and % is the ratio be-
tween particle external area and volume, where S is related to the particle shape: S is equal to 0 for flat

particles, 1 for long cylinders and 2 for spheres.

dC MS+1
Oy W

The mass transfer flux J|,_, can be computed considering the convective flux, Equation (2), where k,,
is the convective mass transfer coefficient and Cy is the fluid concentration close to particle surface.

Sy—r = Fm (G = C5) (2)

It also can be computed considering the intraparticle diffusion flux at particle surface, Equation (3), where
gp 1s the particle density, D, and Dy are the mass transfer diffusion coefficients in pore volume and on

particle surface and C), and ¢ are the concentration in the pore volume and on pore surface.
oC dq
J|,_p =Dy =2 + ppDs — (3)
" or |,._p or|,._g

It is important to notice that with respect to the intraparticle diffusion process, slightly different phe-
nomenological models can be derived from these initial statements, depending on the relative importance
of pore volume and surface diffusion rates, as presented in the following sections. Furthermore, the de-
tailed development of all equations presented here can be found in the Supporting Information.

2.1 PVSDM - Pore Volume and Surface Diffusion Model

This model takes into account both pore volume and surface diffusion rates, as shown in Equation (15),
where C), and ¢ are the concentrations in the pore volume and on particle surface, €, and p, are the poros-
ity and density of the particle. Finally, ¢ stands for time and r, that is in the range [0, R], stands for the
radial coordinate for cylindrical and spherical particles with R being the particle radius; for flat parti-
cles, r stands for one of the coordinates of slab particles with R being half of its thickness. Furthermore,
the value of S is also related to the particle shape: S is equal to 0 for slabs, 1 for long cylinders and 2

for spheres.
ac,  dq 10 [ 40C, 10 ( 40q
o T Pror sy ( o ) TePese oy @

Considering that inside the adsorbent particle the rate of mass transfer is much lower than local adsorp-
tion kinetics, it can be assumed that the equilibrium condition is reached instantaneously, and ¢ and C,
can be related through the adsorption isotherm equation (Equation (5)), that is, ¢ is a function of C,,.

q=qe(Cp) (5)

In order to solve Equation (4), an initial condition and two boundary conditions are necessary. Usually,
in the beginning of the process, the concentration inside particle is null. In the particle center(at r = 0),
the symmetry condition is considered and on the external surface (at » = R) the intraparticle diffu-
sion and external convective fluxes of mass transfer are equal. Due to continuity of the fluid phase, C,
is equal to Cp|,—xr. Then, the set of equations that defines the PVSDM are presented in Equation (6).
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i e e CEATEN < I R W

9C, =Dyt oD r2c, S0\ PDSSE (00,2

o 5p+ppaa%; <8T2 +?37“)+5p+,0p§—§;(57“)

Cbli—o = Co

Cp|t:o =0 (6)
% b (€= Cylrer)

o =g epDp + ppDs ggep r=R
q=q.(Cp)

2.2 PVDM - Pore Volume Diffusion Model

This model is obtained by neglecting the surface diffusion, that is, the rate of surface diffusion is much
lower that pore volume diffusion. PVDM can be obtained easily by considering Dg = 0 in Equation (6),

as shown in Equation (7).

(dC, M S+15D oC,
a — Vi, R PP or| _p
oC, &b, 0*C, N S 9C,
o e,+p, ggf; orz  r Oor
Cb|t:0 = Cho
Cplig =0 (7)
G,
or |,_,
oc, K,
ar |, 50, G~ Crlr=r)

(7= qe (Cy)

2.3 SDM - Surface Diffusion Model

This model is also known as Homogeneous Surface Diffusion Model, HSDM, and considers that adsor-
bent particle is an homogeneous solid particle without pores. Adsorption equilibrium takes place only at
external particle surface and adsorbed molecules diffuses into the solid particle. SDM can be obtained
from Equation (7) considering the particle porosity, £, = 0, as shown in Equation (8). Furthermore,
since there is not fluid phase inside particle, this equation is rewritten considering ¢ instead of C), and
adsorption equilibrium is considered at external particle surface between fluid phase concentration, Cj
and adsorbed concentration at external surface, ¢,_p.
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(dC, _ _MS+1, 9
ad  Vy, R TCor|_p
dq 0%¢ Soq
o = P (a— o
Cb|t:0 = CbO
Q‘t:O =0
o,
or|,_o
dq kpm
E r=R B ppDS(Cb B CS)
L Q|7~:R = (e (Cs>

It is interesting to notice that at external surface a system with two equations (the last two equations
from set of Equations (8)) with two unknowns, C and ¢|,_p.

2.4 Dimensionless Variables

Writing equations using dimensionless variables is helpful to solve these equations and also helps the
evaluation of models in terms of variables that are independent of physical units. In order do to this, the
following dimensionless concentrations v, u and u,, where Cyy is the initial bulk concentration and g is
an hypothetical adsorbed concentration that would be at equilibrium with Cj, and it is computed using

the adsorption isotherm equation.

_Cb
T
C

"= G
-
do

(9)
(10)

(11)

Furthermore, dimensionless spatial coordinate 1 and dimensionless time 7, also known as the Fourier
number, are defined according to Equations (12) and (13), where D,,, is the apparent diffusion coeffi-

cient defined in Equation (14).

nzﬁ

Dgppt
R2

T =

qo  9uq
epDp + pstC—bO En

D

T=

(12)

(13)

: (14)

a pu—
PP g0 Ouq

Ept Py Bu

7=0

Equation (7) is then rewritten with these dimensionless variable as can be seen in Equation (15),where
Bi,, is the Biot number for mass transfer and ¢ is the mass capacity factor [19], defined in Equations
(16) and (17). Furthermore, ¢, A and 6 are additional dimensionless variables that are defined in Equa-

tions (18), (19) and (20).
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(dv ou
— = —(S 41N, =1 —
dr ( ) ‘n ' on n=1
0 Pu SO ou\’
_u — ¢ )\ _u + __u + 9 _u
or on®  non on
U|7’:0 =1
u|‘r:0 = O (15)
ou _ 0
o7 -
ou Bi,, ( )
- = v u =1
877 n=1 )‘|ﬁ=1 !
de (CbO u)
Uq
\ 4o
kR
Bi,, = - (16)
Dapp <€p + P Bu T:o)
M qo ou
- (6 L o O 17
‘/bpp P pp Cbo au 7=0 ( )
Q0 Ou, o Ou
d} B Ep + ppcb—bg 8—1,:1 t=0 /E)_:;Cb—bs B—uq t=0 (18)
&+ Prs it 1+ g
ou, Dy ou,
. sprerst%a—; _ 1+§§—ng—l‘joa—j (19)
Ouq ppDs duq
epDp + pPDS% u |, aprC('J—;,)o ou |,
62uq pl’—DSq_azug
0 pstg—l?o 902 Dy C;]o Ou? (20)
- Oug pDs Oug
€pr+Pst5—§)aT 1+;—DPCC[—;)W

The dimensionless model presented in Equation (15) correspond to the model called PDVSM. When sur-
face diffusion is neglected, that is, D, = 0, it is obtained the model called PVDM and, in this case, in
Equation (15), § =0 and A = 1.

However, when SDM is considered, some changes in the dimensionless variables are necessary, since ad-
sorption equilibrium happens only on external particle surface. Also €, = 0 for SDM, then Equation (14)
becomes D,,, = D, and the Biot number, Bi,,, and mass capacity factor, &, are rewritten according to

Equations (21) and (22).
. kaCbO
Biy, = —— 21
DstQO ( )
Mo
= 22
$ =Vt (22)

Finally, SDM is written in a dimensionless form according the to following set of equations :
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dv ou

= _ 1)e ==

dr (5+1) on =1
ou, _ 0%, | S 0u,

or 0  n On

/U"T:O =1

tal= =0 (23)
Oug|  _,

M |,=o

Juy .

— = Bi,, (v — ul,=
| = im0 uloe)
Uy = de (Cb(] U)
\ 4o

2.5 Linear Isotherm

When the adsorption equilibrium in a batch system can be well described by a linear relationship be-
tween adsorbed ¢. and fluid phase C, concentrations, as shown in Equation (24) (where Ky is the Henry
constant), the PVSDM, PVDM and SDM become mathematically equivalent to each other in the dimen-
sionless form, since ¥ = 1, A = 1 and # = 0; these models are rewritten in Equation (25). In fact,
SDM model should be written in terms of u, instead of v and keeping in mind that adsorption equilib-

rium only takes place on external particle surface.
ge = KpCe (24)
(dv Ju
(S +1) =
dT ( + )g 877 -

ou_ 0 Sou

or on?  non

U|T:O - 1

u|7’=0 = O (25)
@
on
ou

— = B, (v — ul,—
877 - ( |77 1)

Ug = U

=0

n=0

\

The major differences among PVSDM, PVDM and SDM are in the definitions of D,,, (that is incorpo-
rated in the dimensionless time 7), Bi,, and &, as shown in Table 1. It is also important to observe that
for all models, the changes in the dimensionless bulk concentration v are function of 7, Bi,, and &.

2.6 Langmuir Isotherm

The Langmuir Isotherm (Equation (26)) is a non-linear equation for ¢, that increases asymptotically up
to a maximum value ¢, (the first parameter), as C, increases. The second parameter K, in the equilib-

rium constant of the adsorption/desorption kinetics.
QmKLCe
e = (26)
1+ K C,

7
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2.7 Methodology for Model Solutions

The form of Equation (15) does not change. Furthermore, it can be seen that when C, tend to zero, the
product ¢, K, tends to Ky, the Henry constant of the linear isotherm. Considering this equality, the
values of D,,,, Bi,, and £ are the same ones presented in Table 1. The values of the dimensionless vari-
ables ¢, A and # must be computed according to:
1+ prH
Y= K - (27)
£ (1+KLCb0’LL)2
ppKu Dy 1
\— 1+ 72 Dy (14K 1, Chou)? (28)
- 1 _|_ pPKH D
€ Dp
2PpKH Ds _ K1Cpo
9 — € Dp (1+KLC})07J,)3 (29)

pp Ky Ds 1
1 + € D, (1+KLC;,0u)

Again, it is important to observe that in this case, PVSDM with Langmuir isotherm, the dimensionless
bulk concentration v is dependent on 7, &, Bi,,, K 1.Cho, 2 ”KH and 2 Do

When surface diffusion is neglected, the model becomes PVDM and 9 = 0and A = 1. But 1) does not
change and can be computed with Equation (27). IN this case, PVDM with Langmuir isotherm, the di-
mensionless bulk concentration v is dependent on 7, &, Bi,,, K;Cy and @.

Finally, in the case of SDM with Langmuir isotherm, only the definitions of Bi,, and ¢ must be rewrit-

ten considering the Langmuir isotherm, as follows:
km R
Biy,=——"— (14 K;C 30
U, L DsppKH< + K1.Cy) (30)
MKy 1
= 31
= Vi (14 KrCu) (8
It can be observed that it was added a subscript L, since it is useful to relate these values to Bi,, and &
definitions in Table 1 for SDM model , as shown in the next two equations:
By, 1, = Biy, (1 4+ K1Cy) (32)
£
=— 33
L (1+ K.Cyo) (33)

Then, it can also be seen that, for SDM with Langmuir isotherm, the dimensionless bulk concentration v
is dependent on 7, &, Bi,, and K Cy.

2.7 Methodology for Model Solutions

The Laplace transformation was used to solve the set of equations presented in Equation (25). In this
model, external and internal resistances to mass transfer are considered an also a Linear adsorption isotherm.
Once the set of equations are transformed, it was solved and the inversion procedure was done with the
help of the method of residues [22, 25, 26]. The detailed solution of Equation (25) is presented in the
Supporting Information.

In order to show the extent of the adequacy of the analytical solution, spherical particles were consid-
ered. It was compared with the numerical solution of the model considering the Langmuir isotherm. These
comparisons were done exploring the three different models at different values of the dimensionless vari-
ables. Furthermore, the numerical solution was done initially by discretization of the spatial variable

in 300 points (this high value was used to guarantee a high precision of the numerical solution). The
spatial derivatives were computes with finite differences methods using approximations with and order

of h* (derivatives were computed with at least 5 points). The obtained system of ordinary differential
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equations were solved with the help of the DASSL routine, with absolute and relative precision equal to
10712 [27].

3 Results and Discussion

3.1 Analytical Solution

A generic solution for Equation (25) was obtained through Laplace transform with the help of method of
residues. The detailed development of this solution can be found in the Supporting Information. The so-
lution for the dimensionless intraparticle concentration is presented in Equation (34). It can be observed
that this solution was obtained without defining a specific particle geometry, that is, the value of S. Be-

sides, the solution is dependent on the Bessel Functions of First Kind with fractional orders, J 5.1

0 Js1 (7
wlrim) = Z 1 Js1(ymn)

2
o exp (—v, 7T 34
In Equation (34), b, is:

2 (S¢Bi2, — 42 Biyy,)

4 22 BinlBin —26(5 + 1) ~ (S — 1)] + €1+ B2, (5 + 1 (85)
and 7, are the n'" root of the characteristic equation:
(S + 1D)EBim = )T 11 (yn) + M BimJ 521 () = 0 (36)
Solution for the dimensionless bulk concentration is:
1+€+chexp (37)
where ¢, is:
2(S + 1)¢Bi2, (38)
T Y+ 2Bin[Bim — 26(S+ 1) = (S — D]+ (1 + Bz, (S + 1)2
Due to the relations of the Bessel Functions of First Kind with fractional orders with sine and cosine
functions [28], the solution presented in Equation (34) can be rewritten as:
w(t,n) = — = + by fn(n) exp (=7 39
() = G~ = Tre ; Fu(n) exp (—727) (39)

where f,,(n) and b, are defined in Table 2.
It is also usual to present the solution in terms of the Fractional Uptake, that is the ratio of the removed
solute from the bulk phase and its maximum value defined by the adsorption equilibrium, C,, as shown
in Equation (40).

Cyo — C 1—w

F,, = b0 bo_ (40)

Cb,O — Ce 1-— Ve
When the adsorption equilibrium is defined by the linear isotherm, the dimensionless equilibrium con-
centration is defined as:

1
1+¢
and the analytical solution for the Fractional Uptake is:

(41)

Ve =
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3.2 First Term Analytical Solution W c

Fu(r,n)=1- 1#% ; by exp (—727) (42)

3.2 First Term Analytical Solution

Since this solution is based on a sum of infinity terms, it seems reasonable to evaluate the quality of this
solution when only the first term is considered. In Figure 1 it is presented the differences between di-
mensionless bulk concentration of first term simplified solution and the exact solution (terms were summed
until they became lower than 1071%), considering a mass capacity factor, £, equal to 1, that is, at equilib-
rium half of initial concentration is still present.

It can be seen that when Bi,, is lower than 1, the simplified solution presents deviations lower than 1%
for almost any value for 7. For higher values of Bi,,, solutions computed with 7 > 0.1 using the simpli-
fied solution can be considered very precise. However, in Figure 2 it can be seen that these precise solu-
tions are only achieved when the fractional uptake is higher that 80%, that is, the adsorption process is
almost completed. For this reason, we believe that this simplified solution should be considered only for
Bi,, values lower than 1, at least for £ values around 1. Simulation results were obtained for other values
of £ and it was observed that as the £ value increases, the simplified solution is reasonable only at even
lower B1,, values.

Finally, although one may be tempted to use a simplified solution, in this case it seems that the valid-
ity range of this first term simplified solution is very narrow, being suitable only at very high fractional
uptake values. For this reason the use of the exact solution (considering as many terms as necessary) is
encouraged.

3.3 Comparison with Langmuir Isotherm

Since it is known that the Linear and Langmuir isotherms are equivalent at low concentrations, it is worth-
while to evaluate how low the initial concentration should be in order to allow the use of the analytical
solution based on a Linear isotherm. Initially, this comparison was done between the analytical solu-
tion with Linear isotherm and SDM with Langmuir isotherm, as shown in Figure 3. When the product
K1 Cy is equal to 0.1, the maximum deviations occur at high values of Biot number. However, the max-
imum deviations are never higher than 3%, what can be considered very reasonable. But when the prod-
uct K1 Cy is equal to 1, it can be seen that the deviations can be higher than 10%, what certainly can
not be accepted.

It is important to notice that it can be usually expected high values of the Biot number in batch adsorp-
tion experiments run at laboratory scales, since the batch is usually very well agitated and the adsorbent
particles are very small. Then intraparticle mass transfer is the limiting rate, leading to high Biot num-
ber values. By the other side, when Biot number is lower that 0.1 (although unusual), a simplified model
based only at external resistance to mass transfer could be readily considered [12].

When considering porous particles, one may consider the PVDM model. In this case, an extra dimen-
sionless parameter, p,K /e, must be evaluated. For this, £ was kept equal to one and the product K;Cy
was equal to 0.1 and 1, as shown respectively in Figures 4 and 5. Once again, when K;Cy is equal to
0.1, the errors are almost negligible, but when it is equal to 1, errors higher than 5% can be expected,
particularly at high values of Biot number. Higher values for p, Ky /e were evaluated and the behaviour
was equivalent for p,Kp /e = 10%, since model responses have an asymptotic behaviour as this parameter
increases. PVSDM were also evaluated; however, since the only difference from PVDM is the ratio be-
tween surface and pore volume diffusivities, D;/D,, the behaviour of errors levels are similar than those
observed with PVDM, and these results were not presented.

Finally, it seems that the major parameter that defines a reasonable application of the analytical solu-
tion based on a Linear isotherm is the product K;Cyy. The others parameters have only a marginal in-
fluence in the errors levels. Consequently, the simulation results showed that when K;Cy < 0.1 the use

10
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3.4 Estimation of intraparticle diffusivity w C

of the analytical solution based on a Linear isotherm is reasonable in comparison with numerical solu-
tion of SDM, PVDM and PVSDM based on Langmuir isotherm.

3.4 Estimation of intraparticle diffusivity

In order to show the applicability of the analytical solution based on a Linear isotherm, some simulated
experimental data were generated using SDM with Langmuir isotherm. These data where generated con-
sidering a spherical particle with radius equal to 0.1 cm and surface diffusivity equal to 1078 cm?/s. The
bath volume was equal to 50 mL, the adsorbent mass equal to 100 mg and three initial concentrations
values were considered: 10, 100 and 500 mg/L. The Biot number was considered as infinity, that is, with-
out external resistance to mass transfer. The Langmuir parameters were ¢,, = 100mg/g,,, and K =
1072 L/mg. Consequently, the parameter of the Linear isotherm was Ky = ¢,K; = 1L/g,,.. Using
these values, the mass capacity factor is £ = 2 and the product K;Cb0 was equal to 0.1, 1 and 5.

After estimation of the surface diffusivity (values presented in Table 3), simulated data and model fit
were compared, according to Figure 4. It can be seen that, independently of the initial concentration,
model fit can be considered adequate in all cases.

One could precipitately assume that the analytical solution based on Linear isotherm is adequate to rep-
resent the batch adsorption process even at high concentrations. However, observing the estimated val-
ues of the surface diffusivity at Table 3, it becomes clear that the analytical solution returns an esti-
mated value that is 47.6 times lower that the true one at the highest initial concentration value. On con-
trary, when initial concentration is 10 mg/L, analytical solution can returns a value very close to the true
one and even better results can be expected at lower values of K;Cyy.

4 Conclusion

In this work a generalised analytical solution was developed for the finite batch adsorption process, when
the adsorption isotherm follows a linear relationship (Henry’s Law). This solution, obtained through
Laplace transform and and inversion by the methods of residues, can be readily described in terms of the
three classical particle geometries: slabs, long cylinders and spheres. The detailed modelling and solu-
tion was presented in the Supporting Information. Besides, a typical simplification that is usually valid
for long periods, where only the first term of the solution is considered, was evaluated. As expected, this
simplification was suitable when dimensionless time is high, but at these conditions it was observed that
the fractional uptake was already very close to one, that is, the adsorption process was almost finished.
For this reason, the use of the complete solution (considering as many terms as necessary) should be
considered.

Then, in order to evaluate the applicability of the analytical solution based on a Linear isotherm, the
simulation results were compared with the numerical solution of the model considering the Langmuir
isotherm. Although the solution was a function of many dimensionless parameters, the results showed
that when K;Cyo < 0.1, the analytical solution can be used. Furthermore, it was shown that despite be-
ing able to provide a reasonable fit even to data with KjCyy higher than 0.1, the estimated value for the
surface diffusivity obtained was very far from the true one. For this reason, the criterium K;Cyy < 0.1
must be followed, no matter how good is the model fit.

Supporting Information

Supporting Information is available from the Wiley Online Library or from the author.
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Figure 1: Errors in the comparison between exact model and first term model as a function of 7 and Bi,, for £ equal to 1.
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Figure 4: Errors in the comparison between analytical solution and SDM with Langmuir isotherm with respect to Fy, and
Bi,, for different values of £ and K Cyy equal to 1.

Table 1: Apparent Diffusivity, Biot Number and Mass Capacity Factor for each model when linear isotherm is considered.

Variable PVSDM PVDM SDM
epDp+ppDs K epDyp
Dapp ept+ppKu eptppKu Ds
Bi _ kmR kmR _kmR
m epDp+ppDs K epDp ppSsKu
M M MKy
€ Vorp (ep + PpKn) Vopp (ep + PpKn) v,

Table 2: Values used in Equation (39) according to the particle shape.

Shape S bn, . fn(n) Tn
2B'm(§B'm_ 'n,) ( n ) y — y
flat 0 ’Y%+’yﬁBim(éim+1125;+§(1+5)Bi% Cfi?%@ (%21 — &Biy,) tan(v,) = Y Bim
. 2Bim (26Bim—72) Jo(Ynn) 2 C N\ Ji(m) .
eylindrical 1 S s S it e B ATYC) (Yn = 26Bim) 7225 = Yo Bim
; 2Bim (3¢ Bim—73) in(ynn) 2 . 1 _ .
spherical 2 S T ST e areBE  nentg (O~ 36Bim) (v_n - COW")) = Y Bim

Table 3: Estimated surface diffusivity and the ratio between true and estimated surface diffusivity for different values of
initial concentration

Cho [mg/L] Dg[cm?/s] ratio

10 085 x 1078 1.2
100 025 %x 1078 4
500 0.021 x 1078 47.6
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Figure 5: Errors in the comparison between analytical solution and PVDM with Langmuir isotherm with respect to Fy,,
and Bi,, for different values of p,Kp /e and K1,Chyo and £ equal to 1.
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Figure 6: Simulated data and model fit for three different values of initial concentration.
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