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RESUMO

A busca por autovalores de matrizes associadas a grafos é um passo
fundamental da Teoria Espectral de Grafos. Neste trabalho, abordamos um Algo-
ritmo de Localizagao de Autovalores em grafos que utiliza como parte da entrada
uma decomposicao arborea. Exemplificamos e detalhamos seu funcionamento para
grafos em geral e demonstramos seu desempenho para duas classes especificas. A
primeira classe é a das arvores, onde realizamos uma comparag¢ao com um algoritmo
desenvolvido especificamente para esse propoésito. Por fim, utilizamos o algoritmo

para a classe de grafos cactos como uma de suas aplicacoes.
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ABSTRACT

The search for eigenvalues of matrices associated with graphs has be-
come one of the important lines of research in the Spectral Graph Theory. In this
work, we address an Eigenvalue Localization Algorithm in graphs that uses tree de-
composition as part of its input. We exemplify and detail its operation for a general
graph and demonstrate its performance for two specific classes. The first class is
that of trees, where we make a comparison with an algorithm developed for this
purpose. Finally, we use the algorithm for the class of Cactus graphs as one of its

applications.



1 INTRODUCAO

A teoria dos grafos é um ramo da matematica que estuda as propri-
edades de estruturas interconectadas de um determinado conjunto. Os grafos sao
utilizados para modelar diversas situagoes reais, como redes de transporte, redes de
comunicagao, redes sociais, moléculas e muitos outros sistemas complexos. A partir
da anélise dos grafos, é possivel entender melhor as relacoes entre os elementos de
um sistema e descobrir propriedades importantes. A teoria dos grafos envolve con-
ceitos como grafos em superficies, teoria dos grafos aleatorios, algoritmos em grafos
e teoria espectral de grafos, por exemplo. Além disso, a teoria dos grafos esta inti-
mamente relacionada a outras dreas da matematica, como a teoria dos conjuntos, a

algebra linear e a teoria dos ntimeros.

O foco desta dissertacao serd o estudo dos autovalores de matrizes as-
sociadas a grafos, inserindo-se no campo de pesquisa denominado teoria espectral
dos grafos. O estudo dos autovalores é de grande importancia em diversas areas
da matematica e suas aplicagoes incluem, por exemplo, o ranking de péaginas na
web e anéalise de redes. As matrizes mais comuns utilizadas para a representacao
de grafos sao a matriz de adjacéncia, a matriz laplaciana e a matriz de incidéncia,
sendo que cada uma delas reflete diferentes aspectos da estrutura do grafo. Para
representacoes através de matrizes quadradas, algumas das propriedades dos grafos
que podem ser inferidas a partir de seus espectros incluem o nimero de vértices e

arestas, a conectividade, e a presenca de ciclos.

Com o desenvolvimento de novas técnicas e algoritmos, a teoria dos
grafos e seus espectros tem se mostrado uma ferramenta poderosa e tem sido ttil
em diversas aplicacoes de grafos, como imersao de grafos no plano, para problemas
de particionamento e agrupamento, para a descri¢ao topologica de moléculas [34],
para o planejamento de redes eficientes |2] e para a descri¢do geométrica de conjuntos

de dados, por exemplo.



A obtencao do espectro de uma matriz de grafo pode ser uma tarefa
desafiadora e computacionalmente custosa, especialmente para grafos grandes. O
calculo do espectro envolve a determinacao dos autovalores da matriz, que sao as
raizes do polinémio caracteristico da matriz. A complexidade computacional envol-
vida na obtencao do espectro de uma matriz de grafo aumenta de maneira ctibica em
relacao ao ntmero de vértices do grafo, o que pode tornar o processo impraticavel
para grafos muito grandes. Nos tltimos anos, foram desenvolvidas diversas técnicas

para lidar com as limitacoes dos métodos existentes para obtencao do espectro.

Na teoria espectral dos grafos, o desenvolvimento de algoritmos de loca-
lizagao de autovalores se mostrou uma ferramenta importante. Chamamos de locali-
zagao de autovalores o seguinte problema de computacao simbdlica: dado um grafo
G, um intervalo real I e uma uma matriz real e simétrica M (G), determine o niimero

de autovalores de M(G) (contando multiplicidades) que pertencem ao intervalo 1.

Em 2011, Jacobs e Trevisan [19] desenvolveram o primeiro algoritmo
desse tipo, capaz de localizar autovalores da matriz de adjacéncia de qualquer arvore
T'. O algoritmo recebe como entrada uma arvore 7' e um escalar real «, e é executado
com base em um ordenamento dos vértices de 7. Em seguida, retorna uma matriz
diagonal congruente a matriz A(T) + o, onde A(T') denota a matriz de adjacéncias
da arvore T'. Essa técnica tem se mostrado tutil para a obtencao de autovalores
em outras classes de grafos, além de arvores, e tem contribuido significativamente
para a solucao de problemas na area de teoria espectral dos grafos. Desde entao,
algoritmos de localizagao de autovalores foram desenvolvidos para outras matrizes e
outras classes de grafos, como grafos uniciclicos [4], grafos threshold [20] e cografos

[21], por exemplo.

O principio dos algoritmos de localizacao de autovalores é baseado na
Lei de Inércia de Sylvester, que estabelece que matrizes simétricas congruentes tém
o mesmo nimero de autovalores positivos, negativos e nulos. O algoritmo de Jacobs

e Trevisan é importante por sua complexidade, que é O(n), onde n é o namero de



vértices da arvore de entrada. Essa ¢ a melhor complexidade possivel, exceto pela
constante implicita na expressao assintotica "O", e é substancialmente menor que a

complexidade da aplicacao de métodos numéricos a matrizes gerais.

Recentemente, novos algoritmos foram desenvolvidos para localizagao
de autovalores em matrizes de grafos de forma mais geral. Esses algoritmos sao
aplicaveis a diversas classes de matrizes associadas a grafos, mas sua complexidade

depende da existéncia de uma decomposicao conveniente do grafo em questao.

Um desses algoritmos utiliza a decomposigao em clique (cliqgue decom-
position [7]) do grafo de entrada [13], outro utiliza a decomposi¢ao arborea (tree
decomposition) [32]) do grafo de entrada [12]. A complexidade desses algoritmos é
O(k?n), onde k é um parametro associado a decomposicao. Assim, esse algoritmo é
linear para matrizes associadas a grafos que admitem decomposigoes com £ limitado.
Além disso, o parametro k esta relacionado a qualidade da decomposicao, ou seja,

quanto menor o valor de k£, melhor a decomposi¢ao e maior a eficiéncia do algoritmo.

Embora esses resultados generalizem algoritmos obtidos anteriormente,
ainda é necessério explord-los como ferramenta na solugao de problemas em aberto
relacionados ao espectro de grafos. De fato, os algoritmos desenvolvidos para classes
restritas de grafos foram ferramentas muito tuteis para resolver conjecturas impor-
tantes na area. Muitas dessas conjecturas envolvem a busca do valor maximo ou
minimo de um determinado parametro espectral em uma classe de grafos especifica,
a caracterizacao dos objetos que atingem tal valor médximo ou minimo, ou mesmo
a ordenacao total dos elementos dessa classe com base no valor de um parametro

espectral.

Um trabalho explorou especificamente a conjectura de que, para um
valor fixo n, a arvore com n vértices de menor energia laplaciana é um caminho,
enquanto que a arvore de maior energia laplaciana é uma estrela, que é uma arvore

com um vértice central e n — 1 folhas ligadas a ele. Utilizando os resultados do artigo



[19], foi possivel demonstrar em [11] que a estrela é de fato a arvore com a energia
laplaciana maxima dentre todas as arvores com n vértices. No entanto, a conjectura

sobre a energia laplaciana minima permanece sem solucao.

Neste trabalho, nosso foco foi compreender o funcionamento do algo-
ritmo desenvolvido para classes mais gerais utilizando a decomposi¢ao arborea [12]
e fornecer uma compreensao detalhada de todos os processos executados por esse
algoritmo. Em seguida, comparamos com o Algoritmo de Arvore desenvolvido por
Jacobs e Trevisan, a fim de obter possiveis semelhancas e entender onde os algorit-
mos se equivalem. Depois, aplicamos o Algoritmo Diagonal Arborea para uma classe

de grafos chamados de cactos.

No Capitulo 2, apresentamos as principais defini¢des e conceitos que
serao utilizados ao longo deste trabalho. Ja no Capitulo 3, abordamos os principais
resultados sobre decomposicao arborea na literatura, incluindo teoremas classicos e
defini¢oes relevantes para o tema. No Capitulo 4, apresentamos o Algoritmo Diagonal
Arbdrea, com diversas representacoes e detalhes para que o leitor possa se familiarizar
com os processos envolvidos. Nos Capitulos 5 e 6, aplicamos o Algoritmo Diagonal
Arbdrea para verificar possiveis semelhancas com o Algoritmo de Arvore e para
a aplicacao na classe de grafos cactos, respectivamente. Por fim apresentamos os

topicos de fechamento da dissertacao.



2 CONCEITOS BASICOS

Diversas situagoes do mundo real podem ser descritas através de dia-
gramas consistindo de um conjunto de pontos e um determinado conjunto de linhas
ligando pares destes pontos. Um exemplo concreto que ilustra a aplicagao dos grafos
¢ o gerenciamento de projetos em empresas. Nesse contexto, cada ponto do grafo
pode representar uma tarefa que precisa ser realizada, e as linhas entre os pontos
indicam as dependéncias entre as tarefas. Por exemplo, se a tarefa x deve ser con-
cluida antes que a tarefa y possa ser iniciada, uma linha é tragada entre os pontos
r e y. Essa abordagem permite visualizar claramente as interdependéncias entre
as tarefas e auxilia na tomada de decisoes durante a gestao do projeto. Estruturas
matematicas como essa, que envolvem interconexoes entre elementos, sao a base do

conceito de grafo.

2.1 Definicoes

Um grafo é uma estrutura constituida por um par ordenado G = (V, E)
de conjuntos tais que V' é um conjunto finito e nao vazio e E é formado por sub-
conjuntos de dois elementos de V. Os elementos de V' sao denominados vértices e os
elementos de E de arestas. Indicamos por |V| e |E|, respectivamente, o nimero de
vértices e arestas de G. O namero |V| é chamado de ordem do grafo. Nesta disser-
tagao, consideramos unicamente grafos simples, isto é, grafos sem arestas multiplas,

sem lagos e sem orientagao.

Dado um grafo G = (V,E) e u,v € V, dizemos que a aresta e =
{u,v} € E é incidente aos vértice u e v. Vértices pertencentes & mesma aresta sao

ditos adjacentes ou vizinhos.



Figura 2.1: Grafo G com 7 vértices.

O grafo representado na Figura 2.1 tem como conjunto de vértices e
arestas:

V= {Ulv V2, U3, V4, Vs, Vg, U7}

E = {{v1, v}, {v1,v3}, {v1, 04}, {v1, 06}, {v1,v7}, {ve, v3}, {vs, v4}}.
Defini¢ao 2.1. Um grafo H é subgrafo de um grafo G se V(H) CV(G) e E(H) C
E(G), e denotamos por H C G. Dizemos também que G contém H, ou que H
esta contido em G, ou que G é supergrafo de H. Se H C G, mas G # H entao
dizemos que H é subgrafo proprio de GG, e denotamos por H C G. Se G é um grafo e
) = X C V(G), o subgrafo induzido por X é o subgrafo H de G tal que V(H) = X
e F(H) é precisamente o conjunto das arestas de G que tém ambos os extremos em

X. Neste caso, H é denotado por G[X].

Denotamos por G — X o subgrafo induzido de G por V(G)\ X, o qual é
o subgrafo obtido de GG removendo-se todos os vértices em X e todas as arestas que

incidem neles.

V4 V3

Ovs v,
o, O,

Va

Vﬁ Vo

Figura 2.2: Subgrafos do grafo G da Figura 2.1: um subgrafo H, o subgrafo induzido
G[{v1, v, v3,v6,v7}] € 0 subgrafo G — X com X = {v;}.



Na figura acima, temos um subgrafo de G induzido pelos vértices vy, vo, v3, Vg, V7,

além do subgrafo obtido a partir de G' ap6s a remogao do vértice vy, isto é, G —{v }.

Definicao 2.2. Uma propriedade é dita hereditdaria quando é satisfeita por um grafo

G e por todos os subgrafos induzidos de G.

Em diversas situagoes, é conveniente modificar a estrutura de um grafo
G para formar outro que possa ser mais util para o estudo de algum toépico ou
propriedade. Operagoes entre grafos constroem novos grafos utilizando informagoes
derivadas do grafo original. Algumas operagoes apenas alteram a estrutura original
do grafo, como a retirada de alguns vértices, arestas ou ambos como nos obtidos no
exemplo acima, enquanto outras geram conjunto de vértices e arestas diferentes do

original, como a contragao de arestas.

Definigao 2.3. A contragao de uma aresta e = {u, v} de um grafo G é uma operagao
que resulta em um novo grafo G’ substituindo-se os vértices u ¢ v por um novo vértice
w tal que para todo x,y em V(G) — {u,v}, {z,y} é aresta de G’ se e 86 se {z,y}
¢ aresta de G e {x,w} é aresta de G’ se e 80 se {z,u} ou {z,v} é aresta de G.

Denotamos o grafo G’ obtido de GG pela contragao da aresta uv por G /uv.

Vi V2

V3 u v V3 O

Vy

Figura 2.3: Operacao de contracao de arestas.

Definicao 2.4. Um grafo H é um menor de G se H pode ser obtido de G por uma

série de operacoes de contracoes de arestas, remogao de vértices e arestas.

Uma das primeiras aparigoes importante de menores de grafos ocorre no
Teorema de Wagner [36], que trata de planaridade. Um grafo G é considerado planar

se for possivel representa-lo no plano sem que as arestas se cruzem. O Teorema de

7



Wagner estabelece que um grafo GG é planar se, e somente se, tanto o grafo completo

K5 quanto o grafo bipartido completo K33 nao forem menores de G.

Exemplo 2.1. O grafo H representado a esquerda na 2.4 ¢ um menor do grafo G
mostrado a direita, pois H pode ser obtido a partir de G pela remogao de alguns

vértices e/ou arestas ou contrag¢ao de arestas como explicado abaizo.

o—0C—0C——0
H G
Figura 2.4: Grafo H é um menor de G.

No primeiro passo, as trés arestas pontilhadas e o vértice que ficard isolado sao

removidos, conforme ilustrado na 2.5. Em sequida, a aresta sinuosa € contraida.

Figura 2.5: Processo para obtencao de H.

Definicao 2.5. Uma propriedade de grafos é dita fechada por menores se ela é
preservada pela operacao de obtencao de menores, isto é, se ao se remover vértices,
arestas ou contrair arestas de um grafo preservando a propriedade, o grafo resultante

também possui essa propriedade.

Definicao 2.6. Seja G = (V, E') um grafo. O grau de um vértice v denotado por d(v)
¢ o numero de arestas que incidem em v. O grau minimo de um grafo GG é o niimero
d(G) = min{d(v) : v € V} e o grau méaximo é o numero A = max{d(v) : v € V}.

Um vértice v com d(v) = 0 é chamado vértice isolado de G. Um vértice pendente

8



é um vértice de grau 1. Um vértice quase pendente é um vértice adjacente a um

vértice pendente.
O grafo da Figura 2.1 possui 6(G) = 0, A(G) = 5, os vértices vg, v7 880
vértices pendentes, v; é um vértice quase pendente e v5 é um vértice isolado.

Definicao 2.7. Um grafo no qual quaisquer dois vértices distintos sao adjacentes é

dito grafo completo. Denotamos por K,, o grafo completo de n vértices.

Definicao 2.8. Um grafo é k-regular, ou regular de grau k, se todos os seus vértices

possuem grau k.

V5

V6 Vi

Figura 2.6: Grafo K.

O grafo acima representa o grafo completo de 6 vértices. Note que todos
os vértices de um grafo completo possuem o mesmo grau, que é igual a n — 1, onde

n é o namero de vértices do grafo. Portanto, o grafo completo K,, é (n — 1)-regular.

Definigao 2.9. Um passeio de comprimento n em um grafo G = (V, E) é uma
sequéncia de vértices vy, ..., v, tal que {v;,v;11} € E paral < i < n—1 Um
caminho é um passeio sem repeticao de vértices. Um ciclo de comprimento n é

obtido de um caminho de comprimento n pela adigao da aresta {vy, v,}.

O comprimento de um caminho ou ciclo é justamente o nimero de
arestas que este possui. O caminho com n vértices é denotado por P,, enquanto que
o ciclo com n vértices é denotado por C,. Na Figura 2.7, é possivel observar um

exemplo de um caminho P, e um ciclo Cj.



Ov—C—0;—0,

Figura 2.7: Ciclo Cg e um caminho P;.

Definicao 2.10. Um grafo é dito conexo, se para cada dois vértices u e v de G

existe um caminho ligando u e v. Caso contrario, o grafo é dito desconexo.

Definig¢ao 2.11. Dado um grafo G=(V, E), a distancia entre dois vérticesu e v € V'
¢ denotada por d(u, v) e é o comprimento do menor caminho que liga u e v. O maximo

das distancias entre dois vértices de G é chamada de didmetro de G.

Definigao 2.12. A uniao disjunta de dois grafos, G; = (4, E1) e Gy = (Va, Ey) é
um novo grafo G = (V, E) onde V é a uniao disjunta dos conjuntos de vértices V; e

Vo, ouseja, V = VUV, e E é a uniao disjunta dos conjuntos de arestas £ = E1UFE,.

Definicao 2.13. Uma drvore é um grafo conexo sem ciclos. A uniao disjunta de
arvores é denominada floresta. Os vértices de grau um de uma arvore sao chamados

de folhas.

Figura 2.8: Uma &arvore 7'
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Teorema 2.1. [10] Seja G = (V, E) um grafo com n vértices. As sequintes afirma-
coes sao equivalentes:

(i) G é uma drvore.

(ii) G é conexo e possuin — 1 arestas.

(111) G possui n — 1 arestas e nao possui ciclos.

(iv) Existe exatamente um caminho entre cada par de vértices.

(v) G nao contém ciclo e para todo v,w € V' a adi¢ao da aresta e = {v,w} produz

no grafo exatamente um ciclo.

Uma arvore enraizada é uma arvore no qual um vértice em especial é
destacado e dito raiz da arvore. O pai de um vértice v é o vértice conectado a v no
caminho para a raiz. Cada vértice tem um pai tnico, exceto a raiz que nao possui
pai. Um filho de um vértice v é um vértice do qual v é o pai. Um descendente de um
vértice v é qualquer vértice que seja filho de v, ou um descendente de qualquer um
de seus filhos. Uma folha é um vértice sem filhos e um vértice interno é um vértice
que nao é uma folha. Note que todas as folhas da arvore que nao a raiz sao vértices
sem filhos. A profundidade de um vértice é o comprimento do caminho até a raiz da

arvore.

As arvores enraizadas sao uma estrutura de dados fundamental na cién-
cia da computacao, frequentemente utilizada em algoritmos bottom-up. Nessa abor-
dagem, um vértice s6 é processado apos seus descendentes ja tiverem sido processa-

dos.

2.2 Teoria Espectral de Grafos

Além da representacao de um grafo através de uma lista ou diagrama,
é possivel representé-lo por uma estrutura de adjacéncia, como uma matriz. Essas

estruturas fornecem maneiras mais eficientes de representar um grafo grande ou
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denso do que uma representacao grafica. Como computadores sao mais eficientes
no reconhecimento de niimeros do que de imagens, é comum representar grafos por
meio de uma matriz associada. A seguir, apresentaremos a definicdo de matrizes

associadas a grafos.

Definicao 2.14. Seja M = (M,;) uma matriz real e simétrica n x n, podemos
associd-la a um grafo G = (V, E) onde V = {1,...,n} e {i,j} € E se, e somente se,

M #0ei#j.

A matriz M representada a seguir

v | 2
v | 7
vs | 3
v |9
vs | 0

3

2

ve

v7

pode ser vista como a representacao do grafo ponderado:

Figura 2.9: Grafo com representagao da matriz M.

O grafo da Figura 2.9 é um grafo ponderado, onde cada aresta {4, j} possui um peso
mi; # 0, e cada vértice ¢ € V' tem um peso m;;. Reciprocamente, ha diversas repre-
sentacoes matriciais que associam grafos a matrizes. As matrizes mais conhecidas
sao a de adjacéncia, laplaciana, laplaciana sem Sinal, laplaciana Normalizada, entre

outras. Ao longo deste trabalho usaremos a matriz de adjacéncia.
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Definicao 2.15. (Matriz de Adjacéncia) Dado um grafo G = (V, E') com n vérti-
ces, com conjunto de vértices V = {vy, ..., v,} denotamos como matriz de adjacéncia

de G, representada por A(G), a matriz quadrada de ordem n cujos elementos sao:

1, se{v,v;} €k

aij =
0, caso contrario.
Definicao 2.16. (Polinémio caracteristico). O polindmio caracteristico de uma

matriz quadrada M de ordem n é o polindbmio definido como:

Pur(N) = det(A — M).

Em uma matriz quadrada que representa um grafo, o seu conjunto de

autovalores podem ser interpretados como autovalores do grafo.

Teorema 2.2. [16] Se M é uma matriz real simétrica, entdo seus autovalores sao

reats.

Definicao 2.17. Considere os autovalores distintos da matriz simétrica M na or-
dem A; > ... > )\ e as respectivas multiplicidades algébricas m(A;), -+, m(Ag). O
espectro do grafo G, denotado como spect(G) é definido por uma matriz 2 x k, onde
a primeira linha é composta pelos autovalores de M e a segunda linha pelas suas

respectivas multiplicidades algébricas.

Al M
m(A) ... m(A\)

spect(G) =

Teorema 2.3. [8] Se G é um grafo conexo e H é um subgrafo proprio de G, entao

MH) < M (G).

Definigao 2.18. Duas matrizes quadradas A e B sao ditas semelhantes ou similares,
se existe uma matriz C inversivel tal que A = C7'BC. Se A e B sao similares,

denotamos por A ~ B.
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Teorema 2.4. [16] Se duas matrizes sio similares, elas possuem o mesmo polindmio

caracteristico.

Definicao 2.19. Duas matrizes sao ditas congruentes se existe uma matriz inversivel

C tal que A = CTBC.

A inércia de uma matriz real simétrica M é uma propriedade que des-
creve a distribuicao dos autovalores de M em relacao ao sinal. Em outras palavras,
a inércia de M é caracterizada pelo nimero de autovalores positivos (p), negativos

(¢) e nulos (r) de M. Essa propriedade é denotada por i(M) = (p,q,7).

Apresentamos a seguir a Lei de Inércia de Sylvester, uma propriedade
importante envolvendo congruéncia de matrizes simétricas. A prova da lei pode ser
encontrada em [35], que utiliza propriedades de algebra linear, ou em uma abordagem

mais recente, descrita no exemplo 7.6.4 em [23].

Teorema 2.5. (Lei de Inercia de Sylvester) Sejam A e B matrizes reais e
simétricas, e de mesma ordem. As matrizes A e B sdo congruentes se, e somente

se, elas possuem a mesma inércia.

Portanto duas matrizes reais simétricas sao congruentes, se e somente
se, elas tém o mesmo numero de autovalores positivos, negativos e nulos. Neste
trabalho, é fundamental destacar a importancia da Lei de Inércia de Sylvester para
os algoritmos de localizagao de autovalores em grafos. Em capitulos posteriores, seré
demonstrado como os algoritmos sao baseados nesse teorema e como ele contribui

para a eficicia desses algoritmos na analise de grafos.

2.3 Decomposicao em Blocos

A decomposi¢ao em blocos de um grafo é um processo fundamental na

Teoria dos Grafos que tem como objetivo dividir o grafo em subgrafos conexos cha-

14



mados de blocos. Essa técnica permite a identificacao de propriedades estruturais
importantes do grafo, tais como vértices de articulacao e propriedades relaciona-
das a conectividade. Além disso, os blocos sao estruturas que simplificam a anélise
do grafo, uma vez que proporcionam uma visao geral da sua estrutura. Algumas

referéncias que abordam a defini¢do de blocos e pontos de articulagao sao [37] e [14].

Definicao 2.20. (Vértice de Corte) Um vértice de corte, também conhecido como
vértice de articulagao, é um vértice em um grafo conexo cuja remocao faz com que

o grafo se torne desconexo e aumenta o nimero de componentes do grafo.

Na Figura 2.10, podemos observar que os vértices d e e sao exemplos

de vértices de corte no grafo.

(¢}

Figura 2.10: Grafo G com os seus vértices de articulagao destacados em pontilhado

circulado.

Definicao 2.21. (Bloco) Um bloco de um grafo é um subgrafo maximal conexo

que nao contém vértices de corte.

Figura 2.11: Grafo G com seus blocos destacados por contornos.

15



A decomposi¢ao em blocos de um grafo resulta em uma estrutura hie-
rarquica chamada arvore de blocos, onde cada né da arvore representa um bloco ou
um vértice de corte no grafo original. A conexao entre dois blocos é feita por meio
de um vértice de corte comum, que é compartilhado pelos dois blocos. A arvore de
blocos pode ser usada para analisar as propriedades globais do grafo e para encontrar
algoritmos eficientes que exploram a estrutura do grafo. A Figura 2.12 apresenta a

arvore de blocos e a estrutura de cada bloco correspondente do grafo da Figura 2.11.

Figura 2.12: Grafo G com seus blocos e a arvore de blocos.

A decomposicao em blocos é um passo essencial para compreender a
classe de grafos conhecida como cactos e o seu uso no Algoritmo Diagonal Arbérea,
que sera apresentada em capitulos posteriores com mais detalhes. No préoximo ca-
pitulo, faremos uso de varias defini¢oes apresentadas neste capitulo para apresentar
os principais resultados acerca da decomposigao arboérea, incluindo a demonstragao

dos principais teoremas classicos.
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3 DECOMPOSICAO ARBOREA

Intimeros problemas de otimizacao combinatéria podem ser tratados e
modelados por grafos. Dentre as varias vantagens desta abordagem, uma das mais
relevantes encontra-se no fato de que, para determinadas classes de grafos, podem
ser projetados algoritmos especificos que exploram propriedades estruturais da classe
para solucionar o problema com uma complexidade pequena. Dentre as classes de
grafos que levam a algoritmos eficientes, destacam-se as arvores, principalmente para
elaboracao de modelos recursivos. Contudo, a maior parte dos problemas nao podem

ser modelados em arvores, o que inviabiliza o uso de tal estratégia.

Uma estratégia possivel seria estender a modelagem realizada para ar-
vores para outras classes de grafos, esperando que, & medida que o grafo se assemelhe
mais a uma arvore, a complexidade seja menor e, se o grafo for menos semelhante, a
complexidade seja maior. Uma das abordagens viaveis para essa finalidade é a uti-
lizagao de decomposigoes em grafos. Uma delas, que iremos utilizar durante nosso
trabalho, é chamada de decomposicao arbérea, que foi redescoberta por Robertson

e Seymour em 1986 [32].

Definigao 3.1. Seja G = (V, F) um grafocom V = {1,...,n}. Uma decomposicao
arboérea ou decomposi¢ao em arvore de G é uma arvore 7 com um conjunto de
nos V = {1,...,m}, na qual cada n6 i € V esta associado a um conjunto B; C V/,
cha;nado de bolsa. Uma decomposicao arborea T satisfaz:

H|JBi=V.

2) Feira toda aresta {u,v} € F existe i € V tal que u,v € B;.

3) Para todo v € V', o subgrafo de T induzido pelos nos que contém v é conexo.

Se T possui um tinico n6 com B; = V, entao T é chamada decomposicao

arborea trivial de G.
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Exemplo 3.1. Seja G o grafo cujo conjunto de vértices é dado por V- ={1,...,7}

mostrado na Figura 3.1:

Figura 3.1: Grafo G e duas de suas decomposigoes arboreas. Os elementos das bolsas

estao representados no interior do n6 correspondente.

As decomposicoes apresentadas acima satisfazem as trés condigoes im-
postas pela definicao. No primeiro caso, podemos verificar que todos os vértices de
G e todas arestas estao presente em pelo menos uma bolsa. Por exemplo, a aresta
e = {3,4} € By. Por fim, note que os nds da decomposi¢ao com bolsas contendo
v =06 sdo 0os nos 2,3 e 4. Estes nds induzem um caminho na drvore, que € conexo.
Jd na outra decomposicio de G todas condigcoes sao satisfeitas trivialmente. Diante

disso, as decomposi¢oes arboreas nao sao unicas e nao determinam o grafo.

Figura 3.2: Aresta e = {3,4} € B, e o subgrafo conexo de 7 induzido pelo nés que

contém o vértice v = 6.
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A decomposicao arborea de um grafo G procura estabelecer um relacao
estrutural do grafo com a de uma arvore. Um parametro associado para avaliar a

qualidade da decomposigao T é chamado de largura, definido como
w(T) = max{|Bi| — 1}.

O critério para avaliar a similaridade de G e com uma arvore 7 é conhecido como

largura arbérea ou largura em arvore definida como:
tw(G) = min{w(7) : T é uma decomposigao arborea de G}.

Em outras palavras, a largura arbérea de um grafo G é a largura minima dentre
todas as decomposigoes possiveis de G. Via de regra, quanto menor a largura arborea
de um grafo, mais similar ele ¢ a uma arvore. No Exemplo 3.1, podemos observar
que as decomposigoes obtidas satisfazem w(7) = 2 e w(7) = 6, respectivamente.
Entretanto, como veremos a seguir, no exemplo em questao, tw(G) = 2, ou seja,
nao existe uma decomposicao arborea em que a maior bolsa tenha no méaximo dois

vértices.

Teorema 3.1. Um grafo conexo G com pelo menos dois vértices tem tw(G) =1 se,

e somente se, for uma drvore.

Demonstragao. Seja T uma decomposi¢ao arborea de G com V = {1,...,m} seu
conjunto de nos. Vamos mostrar que, se tw(G)= 1, entdo G é uma arvore. A prova
seré por indugao no nimero de nos de 7. Vamos supor que todos os nés de 7 possuem
bolsas com dois vértices. Caso isso nao aconteca podemos adicionar algum vértice
de um dos seus vizinhos na bolsa. Além disso, suporemos que noés adjacentes sempre
possuirao bolsas diferentes, caso contrario poderfamos contrair nés com bolsas iguais
em um unico n6 mantendo a propriedade de ser uma decomposi¢ao arboérea que
representa o grafo G. Se |V| = 1, G é uma aresta e entdo G é uma arvore. Para o
passo de indugdo, suponha que j seja uma folha de 7 tal que B; = {u,v} e com pai

i. Seja T" = T\j e G(T") o subgrafo induzido pelos vértices contido nas bolsas de
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T’. Ao removermos uma folha da decomposicao arborea de GG, estamos removendo
uma bolsa que contém apenas dois vértices, um dos quais nao aparece em outras
bolsas e portanto é um vértice de grau um em G. Portanto, ao removermos uma
bolsa que contém uma folha, estamos removendo uma aresta que conecta uma folha
em (. Assim, ao removermos uma folha da decomposicao de T, a arvore subjacente
G(T') permanece conexa. Podemos entao criar um né que contém u, v em qualquer

n6 da decomposigao para obtermos a decomposi¢ao desejada.

Para condicao necesséaria vamos provar por indugao no nimero de vér-
tices da arvore (G. Se u e v sao os Unicos vértices da arvore entao a decomposicao em
arvore que contém uma tnica bolsa contendo u e v é uma decomposicao em arvore
de largura 1. Dado k£ > 3, suponha que o resultado seja verdadeiro para arvores com
|V| < k. Seja T uma arvore com k vértices e seja v uma folha e u o tnico vizinho
de v. Consideramos a arvore 7" = T — v. Como |V(T")| < k, portanto 7" possui
uma decomposicao arborea 7' de T com tw(7T") = 1. Agora, construa uma bolsa B;
que contém u e v de forma que seja conectado um novo né ¢ em qualquer né que
as bolsas contém u em 7T’ para produzir 7. A nova decomposicao arborea 7 é uma

decomposi¢ao de T' com largura tw(7T") = 1. O

Lema 3.2. Para todo grafo G com tw(G) = k eziste v tal que dg(v) < k.

Demonstrac¢ao. Considere G' um grafo e 7 uma decomposi¢ao arboérea de G' com
largura k. Seja ¢ uma folha de 7. Se a bolsa de algum né i estiver contida na bolsa
de um de seus vizinhos 7, removemos ¢ e ligamos diretamente aos demais vizinhos
de i a j mantendo a propriedade de ser uma decomposicao arborea de GG. Agora, a
bolsa B, inclui ao menos um vértice v que nao estd em nenhuma bolsa vizinha de
T, e portando em nenhuma outra bolsa. Como |B,| < k+ 1, v tem grau no maximo

kem G. O]

Teorema 3.3. Um grafo conexo G com n vértices tem tw(G) = n—1 se, e somente

se, G = K,.
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Demonstracao. Vamos provar a condi¢ao necesséria e suficiente por contraposicao.
Se G nao ¢ grafo completo, existem dois vértices u, v € V(G) tais que {u,v} ¢ E(G).
Neste caso podemos construir uma decomposi¢ao arbérea com dois nos 1 e 2, tal

que By = V\{u} e By = B\{v}. Dessa forma, T possui tw(G)< n — 2.

Por outro lado, se G possui uma decomposi¢ao arborea 7 com tw(G)<
n — 1, pelo Lema 3.2, existe um vértice que tem grau no maximo n — 2 e portanto

G nao pode ser uma clique. O

Lema 3.4. Se K C V induz uma cliqgue em G, isto €, K induzido por G € grafo
um completo, e T € uma decomposi¢cao arborea de G, entao existe um nd i tal que

K C B;.

Demonstrag¢ao. Vamos provar o lema por inducao no numero de vértices da clique.
Se |K| € {1,2} o lema é verdadeiro pela definicao da decomposigao arborea de G.
Vamos supor que o lema vale para toda clique que satisfaz |K| < k e provaremos
que é valido para |K| = k. Seja K uma clique de G com k vértices e v € K. Seja
uma decomposicao arborea 7 de G. Por hipétese de inducao, existe um noé i em
T tal que K — v C B;. Tome a subarvore de 7, de T formada pelos vértices que
contém v em suas bolsas e seja I o conjunto de indices desses nos. Seja j € I o
indice que minimiza a distancia de B; e B;. Note que tomando um vértice arbitrario
w € K — v, existe um n6 j' € I tal que {v,w} € Bj em 7T, e consequentemente em
T, por definigao. Mas como o subgrafo de 7 induzido pelos nés cuja bolsa contém
w ¢é conexo, a bolsa Bj estd em um indice igual a j ou apos ele pela condicao de

minimizar a distancia de B; e Bj, logo w € B; e K C Bj, como gostariamos. O

Lema 3.5. Seja G = (V, E) um grafo e H um menor de G. Entao tw(H) < tw(G).

Demonstragao. Por definicao, H pode ser obtido de G por uma série de contragoes,
retiradas de vértice ou de arestas. Se H é obtido através de uma sequéncia de remocao

de arestas, a decomposicao arbérea T que representa o grafo G também representa
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H, logo tw(H) < tw(G). Caso H seja obtido através de uma sequéncia de retiradas
de vértices, tomamos uma decomposicao arborea 7 de G com a menor largura e
removemos das bolsas de 7 os vértices em V(G)\V(H). Este processo nao pode
aumentar a largura. Agora, seja uma decomposigdo arborea 7 de G e e = {z,y}
uma aresta de G a ser contraida como operagao para obter H e seja v, 0 novo vértice
adicionado. Para cada bolsa de T que contém x ou y, retiramos os vértices x e y da
bolsa e incluimos o vértice v, para obter uma decomposicao arbérea para H. Note
que o tamanho das bolsas permanece inalterado, a menos das bolsas que contém os

vértices x e y, que diminuem uma unidade. O

Lema 3.6. Se G € um grafo com componentes Gy, ...,Gy, entao

tw(G) = max{tw(G),. .., tw(Gy)}.

Demonstra¢ao. O lema anterior implica que max{tw(G),...,tw(Gy)} < tw(G).
Reciprocamente, podemos produzir uma decomposicao arborea de GG conectando as

decomposigoes arboreas disjuntas dos grafos GGy a um né novo com bolsa vazia. [

O conceito de decomposicao em arvore foi um passo crucial para a
prova do Teorema de Robertson-Seymour (Graph Minor Theorem). A prova
original foi apresentada ao longo de mais de 20 artigos abrangendo mais de 500

paginas de 1983 a 2004 (veja [31] e [33], por exemplo).

Teorema 3.7. (Teorema de Robertson-Seymour) Para toda familia F de grafos
que € fechada sob menores, existe um conjunto finito Pr tal que G € F se, e somente

se, nenhum elemento de Px € menor de G.

O Teorema de Wagner estabelece que os grafos planares sao aqueles que
nao contém o grafo completo K5 ou o grafo bipartido completo K33 como menores,
ou seja, { K5, K33} ¢ uma familia de menores proibidos para grafos planares. Esses

grafos também sao ditos grafos obstrucao para propriedade de planaridade.
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Seja F a classe de grafos que sao florestas, ou seja, nao possuem ciclos.
E facil observar que essa classe é fechada em relacdo & tomada de menores, uma vez
que todo menor de uma floresta é ainda uma floresta. Dessa forma, um grafo G € F
se, e somente se, G nao possui ciclo como subgrafo, ou alternativamente, nao possui

ciclo como menor.

Para determinar os grafos obstrucao para J, precisamos encontrar os
grafos minimais que nao pertencem a JF, ou seja, os grafos minimais que possuem
ciclo. Um exemplo classico de grafo com ciclo é o C,, ciclo de tamanho n > 3.

Portanto, podemos dizer que C,, € um menor proibido para F.

Encontrar todos os grafos de obstrucao para uma classe de grafos pode
ser uma tarefa ardua, pois a quantidade de grafos proibidos pode aumentar rapi-
damente. No entanto, para algumas larguras especificas, é possivel determinar com
precisao quais sao esses grafos obstrucgao. Esse conhecimento permite uma anélise
mais precisa e detalhada das propriedades da classe de grafos em questao. Os lemas
apresentados a seguir sao fundamentais para a compreensao das classes de grafos
com largura arboérea limitada. Eles estabelecem uma relacao direta entre a largura
arborea desses grafos e a existéncia de um conjunto finito de grafos proibidos, que
nao podem ser menores de nenhum grafo pertencente a classe. Em outras pala-
vras, esses lemas mostram que as classes de grafos com largura arborea limitada sao

fechadas em relacao aos menores proibidos especificados.

Lema 3.8. A classe dos grafos com largura arborea no mdzimo 1 é exatamente a

classe dos grafos que tem K3 como menor proibido.

Lema 3.9. A classe dos grafos com largura em drvore no mdximo 2 € exatamente

a classe de grafos que tem K4 como menor proibido.

Lema 3.10. A classe dos grafos com largura arborea no mdzrimo 3 € exatamente a

classe de grafos que tem Ks, e os grafos da Figura 3.3, como menores proibidos.
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Figura 3.3: Grafo octraedro, de Wagner e prisma pentagonal.

Ao contrario das classes de grafos com largura arbérea no maximo
k € {1,2}, que podem ser caracterizadas proibindo-se um tnico grafo menor, a
determinacao das classes de grafos com largura arbérea méxima para k > 3 é uma
tarefa mais complexa. Para o caso k = 3, a classe de grafos com largura arboérea no
maximo 3 é caracterizada pela proibicao do grafo K5 e de outros grafos menores.
Neste contexto, ¢ interessante destacar que a proibicao do grafo K5 é uma condigao
necessaria, mas nao suficiente, para que o grafo tenha largura arbérea no maximo
3. A prova deste resultado e outros lemas relacionados podem ser encontrados em

detalhes em [1].

Neste trabalho, utilizaremos uma decomposigao arboérea especial cha-
mada de Decomposicao Agradavel, do inglés, nice tree decomposition, introdu-
zida por Kloks [22]. Essa decomposi¢ao é uma arvore enraizada que possui quatro

tipos diferentes de nos, a saber: folha, introdugao, esquecimento e jungao.

Um no folha representa um conjunto inicial de vértices, enquanto um
no introducao representa a adicao de um tnico vértice ao conjunto de vértices que
jé estao representados pelo filho do n6 introducao. O nd esquecimento, por sua vez,
é o inverso do no introducao, isto €, remove um tnico vértice do conjunto de vértices
representados pelo filho do n6 esquecimento. Por fim, o n6 jungao possui exatamente

dois filhos e representa a uniao dos conjuntos de vértices representados pelos seus
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filhos. Definimos esse conceito formalmente e simbolicamente da seguinte maneira:
a) (Folha) O no6 ¢ ¢ uma folha de 7.

b) (Introducao) O no6 7 introduz o vértice v, isto é, ele tem um filho tnico j, v ¢ B;
e B, = B; U{v}.

¢) (Esquecimento) O né ¢ esquece o vértice v, isto é, ele tem um filho tnico j,
v ¢ Bje B; = Bj\{v}.

d) (Jungao) O no6 i é jungao, isto é, ele possui exatamente dois filhos j e ¢, e

Neste trabalho, requeremos que a decomposicao agradavel do grafo seja
enraizada em um vértice com bolsa vazia. Caso a decomposi¢ao nao possua essa
propriedade, podemos transforma-la em uma decomposi¢cao com bolsa vazia adi-
cionando um caminho de, no méximo, k + 1 noés, onde todos os noés sao do tipo
esquecimento. Ademais, a propriedade (3) da decomposi¢ao arborea implica que um

vértice pode ser esquecido apenas uma vez.

Figura 3.4: Um grafo G' com 5 vértices e uma decomposigao agradavel do grafo. Os
noés de esquecimento sao representados por E, os nés de juncao por J, os nos de

introducao por I, e os nos folhas por F.

Podemos realizar a passagem de uma decomposi¢ao arbérea para uma
decomposicao agradével de maneira eficiente mantendo a largura do grafo. Apesar
das exigéncias adicionais da decomposigao, Kloks [22] demonstra em seu trabalho
que podemos transformar eficientemente uma decomposicao arborea 7 de largura k

e m noés em uma decomposicao agradavel de largura k£ e no méximo 4m nés. Para
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que possamos usar essa decomposi¢ao agradavel em nossos estudos, ¢ importante

compreendermos como isso pode ser feito. O lema a seguir foi extraido de [3].

Lema 3.11. Seja G = (V, E) com uma decomposi¢ao arborea T de largura k, entao

G possui uma decomposicao agraddvel com a mesma largura k.

Demonstracao. O procedimento percorre a arvore 7, das folhas a raiz r, em quatro
passagens sucessivas. No primeira passagem, cada né cuja bolsa esta contida na

bolsa do pai é removido e seus filhos sao ligado ao seu avo.

Figura 3.5: A primeira passagem remove nos cujas bolsas estao contidas nas bolsas

dos seus pais.

No segundo passo, caso um né possuir uma bolsa com uma quantidade
menor de vértices do que seu pai, adicionamos alguns vértices da bolsa do pai até

as bolsas possuirem o mesmo tamanho.

Figura 3.6: A segunda passagem equilibra a quantidade de vértices nas bolsas.

No terceiro passo, cada né ¢ que possui mais de ¢ > 2 filhos é substituido
por uma arvore binaria que tem exatamente ¢ folhas. Todos os nés novos recebem

a bolsa B;. Cada filho do né original se torna um filho tnico de uma das folhas
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da arvore binéria recém-criada. Com isso, garantimos que todos os nos da arvore
resultante possuem no méaximo dois filhos, sendo que aqueles que possuem dois filhos

sao do tipo jungao.

Figura 3.7: A terceira passagem substitui vértices de grau grande em uma arvore

binéria com noés do tipo juncao.

Para qualquer né ¢ com um filho tnico j, se necessario, substituia a
aresta {7, j} por um caminho de forma que as bolsas se diferenciem exatamente por
um vértice a etapa. Isso é feito de j a ¢ por uma sequéncia de nés comegando com um
n6 do tipo esquecimento e em seguida um né do tipo introdugao, alternando dessa
forma, e possivelmente terminando com uma sequéncia de nés do tipo esquecimento

caso a bolsa do filho seja maior que a de seu pai.

Figura 3.8: Na quarta passagem, adicionam-se nos alternantes para obter uma de-

composicao agradavel.

Por fim, se a raiz r nao tiver uma bolsa vazia, nés adicionamos um
caminho na raiz onde cada né é do tipo esquecimento até a bolsa ficar vazia. Note que

o caminho pode ser realizado por no maximo k+ 1 passos em virtude de |B;| < k+1.

O-@-@®)

r

Figura 3.9: Passo 5: Esvaziando o ultimo n6 para obter uma bolsa vazia.
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De fato 7’ é uma decomposicao agradavel de G com a mesma largura
k de T. Para verificar que temos uma decomposi¢ao arbérea, note que as propri-
edades (1) e (3) sao satisfeitas em cada passo. No entanto, o tamanho das bolsas
foi modificado durante o passo 2, mas o tamanho de uma nova bolsa esté limitada
pelo tamanho de uma bolsa ja existente na arvore. Para verificar (2), note que se
{u,v} € E(G), hd& um n6 i em T tal que u,v € B;, e T’ contém a maior bolsa que
continha o par u, v originalmente em 7. Portanto, 7’ é uma decomposi¢ao arborea
e pela construcao do procedimento anterior, 7 é uma decomposicao agradavel de G

de largura k. O]

De acordo com os passos do lema, a decomposicao arborea de largura

2 do Exemplo 3.1 ¢é ilustrada na Figura 3.10.

Figura 3.10: Decomposicao agradavel do exemplo 3.2.

No préximo capitulo, a decomposicao agradavel de um grafo seré a base
para a execucao de um algoritmo que encontra uma matriz diagonal congruente a
uma matriz simétrica do grafo. O algoritmo serd denominado Algoritmo Diagonal

Arborea e servird como base para o desenvolvimento dos capitulos posteriores.
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4 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES
SIMETRICAS DE GRAFOS UTILIZANDO
DECOMPOSICAO ARBOREA

Neste capitulo apresentaremos o Algoritmo Diagonal Arborea. Dada
uma matriz simétrica M associada a um grafo G = (V, E) com conjunto de vér-
tices V' = {1,...,n}, queremos encontrar uma matriz diagonal D congruente a M,
utilizando uma decomposicao arborea agradavel de G. O algoritmo proposto pode
ser utilizado para localizar autovalores de qualquer matriz M simétrica de um grafo
G. O algoritmo proposto permite obter a inércia de qualquer matriz simétrica M
de um grafo (G, observando o numero de entradas positivas, negativas e nulas da
diagonal de D. Vamos supor que uma decomposigao agradavel do grafo G seja parte
da entrada do algoritmo e uma matriz M simétrica associada ao grafo. O algoritmo
funciona com um ordenamento das folhas em direcao a raiz da arvore, desse modo
um noé ¢ s6 é processado se seu filho ja tiver sido. A entrada do algoritmo é composta
por uma matriz M(G) que representa um grafo G e uma decomposigao arborea T
correspondente. A seguir é exibido o pseudocodigo do algoritmo que depende de pro-
cedimentos especificos para cada tipo de no, os quais serao descritos nas proximas

paginas:

Algoritmo 1: Diagonal Arborea (M(G),T)
Entrada: Decomposigao agradavel 7 e uma matriz M (G)

Saida: Matriz D diagonal congruente a M
1 Ordene os nés de 7 com 1,...,m de modo que se i é pai de j
entao j <1
2 parai =1 até m faga
3 se i ¢ folha entao Caixa de Folhas(B;) (Alg. 2)
4 se i ¢ introdu¢ao entao Caixa de Introdugao(B;) (Alg. 3)
5 se i ¢ esquecimento entao Caixa de Esquecimento(B;) (Alg. 4)

6 se i ¢ jun¢ao entao Caixa de Jungao(B;) (Alg. 5)
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O objetivo do algoritmo em cada no6 i é produzir uma estrutura que
chamaremos de caixa e denotaremos por N;. Cada caiza é uma matriz formada por
linhas e colunas associadas & matriz de entrada M. Cada vértice de G' corresponde
a uma linha de M, e, portanto, sempre que nos referimos a um vértice v € V,
estamos nos referindo a uma linha ou coluna de M. Se o n6 ¢ uma folha, o algoritmo
inicializa uma caixa para o vértice correspondente, caso contrario, produz uma nova
caixa baseada nas caixas transmitidas pelos seus filhos e em informagoes extraidas
de M. Em cada etapa, o algoritmo também pode produzir elementos diagonais de
uma matriz congruente a M. Os elementos diagonais sao armazenados na forma
(v, ), onde v refere-se a linha e coluna correspondentes, e a representa o valor da
entrada. Esses elementos diagonais nao sao transmitidos de uma caixa para outra,
mas sao armazenados para produzir D ao final do processo. Ao final de cada etapa

a caixa a ser transmitida para o seu pai deve ter a seguinte aparéncia:

0

Figura 4.1: Modelo de caixa produzida pelo algoritmo.

Cada submatriz da Figura 4.1 possui uma estrutura bem definida. Ni(o)

é uma matriz de dimensoes k; X k; composta somente por zeros, NZ@) é uma matriz
simétrica de ordem k; x k; e Ni(l) ¢ uma matriz de dimensdes k; x k; na forma
escalonada. Isso significa que todas as linhas nao nulas aparecem antes das linhas
nulas e, na mesma ordem, em todas as colunas. Além disso, para qualquer coluna

que contenha um elemento nao nulo, todos os elementos acima dele também sao nao

nulos.

E importante notar que, ao final de cada etapa do algoritmo, a caixa a

ser transmitida para o nd pai deve estar na forma da Figura 4.1, ou seja, ela deve
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ser composta pela matriz Ni(o) na diagonal superior esquerda, pela matriz Ni(Q) na
diagonal inferior direita e pela matriz Ni(l) na parte superior direita. Essa estrutura
¢ essencial para o bom funcionamento do algoritmo e garante que a matriz diagonal

final seja congruente a matriz de entrada M.

Cada linha e coluna de N; estéd associada a um vértice de GG, de modo
que V(NV;) é o conjunto de vértices associados a essas linhas e colunas. Podemos
classificar os vértices em dois tipos: vértices do tipo I (ou linhas do tipo I), que
correspondem as k; primeiras linhas, e vértices do tipo II, que correspondem as k'
linhas restantes. Os vértices do tipo I representam vértices temporarios que estao
esperando para serem diagonalizados. Eles sao especificos dos nés em algum ramo
da arvore enraizada que foram esquecidos no processo. Os vértices do tipo II sao
aqueles contidos na bolsa B; correspondente de 7 e que ainda nao foram esquecidos
em nenhum passo. As linhas V5(1V;) estao associadas aos vértices de B;, ordenados
por rotulo crescente. Definimos k; como o tamanho do conjunto Vi(N;) e k; como o
tamanho de V5(NV;). E importante notar que V(N;) = Vi(N;)UV,(N;) é uma particio

dos vértices da caixa.

Iremos agora apresentar em detalhes o funcionamento de cada possivel
passo do algoritmo, comeg¢ando quando o n6 ¢ é uma folha. Quando ¢ é um n6é de T
do tipo como folha com uma bolsa |B;| = b; nés executamos o procedimento Caiza
de Folhas (Algoritmo 2), que simplesmente constréi uma matriz nula de dimensao

b;.

Algoritmo 2: Caixa de Folhas
Entrada: Bolsa B; de tamanho b;

Saida: Caixa Padrao V;
1 Defina NV =

2 Defina Ni(z) uma matriz com entradas nulas de dimensao b; x b;
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. ST . / " 2
O procedimento inicializa a caixa com k& = 0 e k& = b; onde NZ-( ) =
0,7, As linhas da caixa sao rotuladas pelos vértices que estao presentes na bolsa

B; e a criacao desta caixa tem como objetivo a inicializacao do algoritmo.

1 k
10 0
k0 0

Figura 4.2: N6 folha com sua respectiva caixa.

Quando o n6 ¢ é um vértice do tipo introdugao que insere v, ocorre
B; = Bj U {v}, onde j denota o filho de i e B; ndo contém v. Para a construcao
da caixa N;, executamos o algoritmo Caiza de Introdugao (Algoritmo 3), que utiliza
como entrada o vértice adicionado v e a caixa transmitida pelo seu filho j que ja foi
produzida. Entao o algoritmo adiciona uma linha e uma coluna de zeros rotuladas por
v respeitando a ordem crescente dos rotulos das linhas V2 (V) (vértices que pertencem

a bolsa B;), para produzir N;.

Algoritmo 3: Caixa de Introdugao
Entrada: Vértice v e caixa N; do filho de ¢

Saida: Caixa Padrao V;

1 Adicione uma linha e coluna de zeros associadas com v em N; de

forma que a linha adicionada esteja em ordem crescente com as

linhas do tipo II.
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Figura 4.3: N6 do tipo introducao e sua respectiva caixa.

O procedimento Caiza de Jungao (Algoritmo 4) é acionado quando i é
um no6 do tipo jungao. Comecamos o processo com as caixas N; e Ny ja produzidas
pelos filhos j e ¢ de i. Como B, = B;, temos que V2(N;) = V5(N;). De acordo com o
item (3) da definigao de decomposi¢ao arborea, um vértice esquecido em um ramo

de T nao pode aparecer em outro ramo. Portanto, temos que Vi (N;) N Vi(Ny) = 0.

A operagao de juncao cria uma caixa intermediaria chamada N;. In-
tuitivamente, essa caixa serd a soma dos blocos N ;2) e NL,@), que possuem os mes-
mos conjuntos de rotulos neste momento, e o empilhamento das matrizes N;l) e
Nl(l), que tém rotulos diferentes. Os vértices da nova caixa sao particionados em
V(N) = Vi(N;) UVA(N,) U Va(N,), onde [Vi(N)| = 7, [Vi(Np)] = s, e [Va(N;)| =
[Va(Ne)| = |Bi| = t.
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Figura 4.4: Caixas produzidas pelos filhos do né juncao.

A matriz N é definida com o seguinte formato: Ni(o) ¢ uma matriz com
entradas nulas de tamanho (s+7r) X (s+7), Ni(l) é o empilhamento das submatrizes
N;l) e Ne(l) resultando em uma matriz de tamanho (r 4 s) x ¢, e N = Nj(2) + Ne@)
é a soma das submatrizes N ;2) e NZ(Q), que possuem o mesmo conjunto de rétulos.

Note que a operagao de soma ¢ realizada somando as entradas correspondentes das

matrizes.

1 k
o | o |y }s
o o | Ty }r

N 3
0 R0 A3

** t

k ,*

Figura 4.5: Caixa intermediaria do né juncao.

Nosso objetivo é transformar N; em uma caixa no formato padrao. Para
isso, é necessario inserir as linhas de V;(/N,) na matriz N ;1) para produzir uma tnica
matriz na forma escalonada. Esse processo é necessario porque somente o bloco Ni(l)
nao esté no formato adequado para transmitir a caixa N; para seu pai. Para realizar
essa transformacao, enquanto houver um pivo a,. em uma coluna c¢ de algum vértice

w € Vi(N;) na mesma coluna que o pivd f, de alguma linha v € V;(1V;), utilizamos
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v para eliminar esse pivd por meio das seguintes operacoes elementares:

Ly+—Ly— 21 Cy+—0C, -2

B - 5C (4.1)

A notacao L,, +— L,+alL, indica que a linha w é substituida pela linha
w acrescida do valor a multiplicado pela linha v. De maneira analoga, a notagao

para as colunas segue o mesmo principio.

3 - L. A S . . 1) , .
Apoés nao existir mais pivos em posigoes iguais, a matriz NZ-( ) & obtida

juntando todas linhas que ainda tem pivo dentre V. ](1) e N, g(l) de modo que o resultado

fique na forma escalonada.

1 k
0o N}“‘ c
o | o [T} | o ‘
* N= N =
M_ 0 0**** Z ’Um ' u00~~~ 0
**** t
k *

Figura 4.6: Passos intermediarios para transformagao de N para N;.

Durante o processo de transformacgao de N em N;, caso alguma linha
se torne nula, o algoritmo armazena a linha correspondente a um vértice u € V;(NN;)
na forma (u,0) e remove essa linha da matriz para produzir N;. Lembre-se de que
a entrada relacionada ao vértice u é igual a zero. Dessa forma, ao final do processo

obtemos uma caixa no padrao desejado.

Algoritmo 4: Caixa de Juncgao
Entrada: Caixas N; e N, produzidas pelos filhos de 4

Saida: Caixa Padrao NNV; e possiveis pares diagonalizados
1 Defina uma matriz N;" como na figura 4.5
2 Faga operacoes na submatriz Ni*(l) para reduzir a forma
escalonada como em (4.1)

(1)

3 Para cada linha nula u € N, armazene (u,0) e retire a

linha/coluna associada para obter V;
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Se o vértice ¢ ¢ um n6 do tipo esquecimento, executamos o processo
Caiza de Esquecimento (Algoritmo 5). A construgao da caixa N; comega com uma
caixa intermediaria N;, assim como ¢é feito para os nés de juncao. Inicialmente,
resgatamos a caixa produzida pelo seu filho j e revelamos as adjacéncias entre o
vértice esquecido v e os vértices que estao na bolsa B;. Simbolicamente, para toda
entrada uv, temos que N;[u,v] = N]@) [u,v] + my, para todo v € B;, enquanto as

outras entradas permanecem inalteradas.

=

Figura 4.7: Passos intermediarios para transformagao de N para N;.

A linha v ¢é do tipo II na caixa Nj;, portanto, apés a introducao das
entradas de M, v serd vista como uma linha do tipo I na caixa intermediaria N;.
Para facilitar a visualizagao, podemos permutar as linhas e colunas de NV de modo

que a linha associada a v ocupe a primeira posigao. Assim, N; se torna:

Figura 4.8: Permutacao de linhas e colunas para v ocupar a primeira posicao.
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Agora, a primeira linha e coluna da caixa N; estao associadas ao vértice
a ser esquecido v. Denominamos por d, o valor da entrada vv da caixa. O vetor x,
relaciona o vértice v com os vértices que ja foram esquecidos em etapas anteriores,
ou seja, as entradas uv tal que u ¢ B;. Ja o vetor y, relaciona v com as entradas uv
tal que u € B;. Esses vetores serao tteis para facilitar a compreensao dos proximos

passos e a execugao dos processos.
Caso 1. x, é vazio ou x, = [0...0].

Caso la. Se y, ¢ vazio ou y, € um vetor formado de zeros, o algo-
ritmo constata que a linha v ja estd diagonalizada e armazenamos o par (v,d,), e

removemos a linha e coluna v produzindo de N a caixa N;.

v
v[d,]o
0jo D
* 010 Nﬁ 0 -
Milo i —1
klo k

Figura 4.9: Caso la: Vetores nulos ou vazios.

Sey, # [0...0] podemos ter dois casos possiveis de procedimentos:

Caso 1b. Se d, # 0 usamos essa entrada para anular todas entradas
em y, e diagonalizamos a linha correspondente a v. Para cada elemento u € B;

realizamos as operacoes elementares

Y. o0, -

L,+L,——
dy dy

Ch.

Apos anular todas as entradas em y,, adicionamos (v, d,) e retiramos a linha/coluna

v transformando N; para N;.
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VA0 0Dk - * 5
0fo -+ 0 v
S PR ‘ 0 ‘
0 0 0
" 0l0 - 0 _
0 % 0 *
. * *
* *
o s
k* ¥ k *

Figura 4.10: Caso 1b: d, #0 ey, # [0...0].

Caso 1c. Quando d,, = 0, o objetivo é tornar a linha v do tipo I e deixar

a caixa na forma padrao. Para isso, é necessario adicionar o vetor y, & submatriz
1 . ) 1 -

Ni( ) para obter uma matriz escalonada. As linhas em V(Ni*( )) serao usadas para

eliminar as entradas da linha associada a v.

Seja a; o pivo do vetor y, para j € V(Ni(l)*). Se existir outro pivo §; em

alguma linha de Ny (1), ¢ utilizado para anular a entrada o realizando as operagoes:

Y, O 0 -

B B

Esse processo é repetido até que nao haja mais pivos para anular posi¢oes na linha

Ly + Ly — Cl. (4.2)

) s . . 1 . .
v, momento em que a linha v ¢ inserida em Nl-( ). Caso a linha associada a v se torne

nula, armazenamos o par (v,0) e retiramos a linha v para produzir N;.

v J
*

v
VI0j0 - 0 * 00 - (0) 5 1 k
0[0 ~ 0 00 1o v
Pl HEERE Y I 0
0 I« 0 e . 0 {
. * . * . *
*** *** ***
* o o) o k *

Figura 4.11: Caso lc: d, =0ey, #[0...0].

Caso 2. Se x, # 0 oux, =[0 ...0].

Seja j o vértice associado a ultima entrada nao nula de x,,. Seja o essa

entrada. O algoritmo utiliza a; para eliminar todas outras entradas nao nulas em x,
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da direita para a esquerda. Seja w € Vl(Ni*(l)) um vértice associado a uma entrada
a,, # 0. O algoritmo executa

Lo Ly— 2L, Cu« Cu——LC; (4.3)
(8%

w aw

Se d,, # 0 anulamos essa entrada realizando as operagoes:

d d
Ly, <+ L,— —-L;, C, +— C,— —C.. 4.4
2a] J 2@] J ( )
v g v _J
Uk k o Bk * plofo mx - %
koo 0 0

*

*

*

*
*
*
*
s
*
*

*7'] ] % N
N= 5 N—
. 0 Q .
N * :
<
*
* * %

Figura 4.12: Passo intermediério para a execucao do caso 2.

Neste ponto obtemos uma submatriz nas (k' + 1) x (k' + 1) primeiras
entradas, na qual somente as entradas Nj[v,j| e Nf[j,v] ndo sdo nulas, ademais
sao «j. Nosso objetivo ¢ tornar as linhas associadas aos vértices v e j aptas para
a diagonalizacao, isto €, desejamos substituir essas duas entradas por elementos

nao-nulos nas respectivas diagonais. Realiza as operacoes:

1 1
L,+ L, + §LU, C, <+ C,+ 501,, L,+ L,—L,C,+ C,—C, (4.5)

As entradas relevantes da submatriz sao modificadas da seguinte forma:

<
fe=)
o

v ] v
0

0P 0PN
. * . *
: * : *
K O
* ™ * ¢

Figura 4.13: Tornando elementos aptos para diagonalizagao.
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Neste ponto, estamos aptos a usar os elementos obtidos na diagonal

para diagonalizar as linhas associadas a v e j, como no Caso 1 quando x, = [0...0]

e d, # 0. Além disso, é facil ver que os pares produzidos nessa etapa sao justamente

(v, —a;) e (J, ).

Algoritmo 5: Caixa de Esquecimento

Entrada: Caixa N;, vértice esquecido v

Saida: Caixa Padrao NV; e Pares Diagonalizados

1 N = N

N

w

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

NPy, w] = NJ@) [u, w],Yu,w € B; com v ¢ {u,w}
NP, 0] = NP, u] = NJ@) [, v] + Moy, Yu € B
se x, € vazio ou 0 entao
se vy, ou () entao Caso la
anexe o par (v,0) em D
retire a linha v de N; para formar N;
senao
se d, # 0 entao Caso 1b
use d, para diagonalizar a linha/coluna v
anexe o par (v,d,) em D
remova a linha v de N} para formar N;
senao Caso lc
faga as operagoes de linha/coluna como na equagao 4.2
se obteve uma linha nula entao
anexe o par (v,0) em D
retire a linha de v de IV para formar NV;

senao

‘ insira v em Ni(l)

senao Caso 2

use as operacoes apresentadas nas equacgoes 4.3, 4.4 e 4.5 para
diagonalizar a linha j e v

anexe (v,d,) e (u,d;) em D e remova linha j e v de N/ para

produzir N;

Para finalizar esta secao, apresentaremos um exemplo concreto deta-

lhado para ilustrar o funcionamento do algoritmo.
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Exemplo 4.1. Considere G o grafo descrito na Figura 3.2 e sua decomposicao

agradavel da Figura 4.14 com a matriz associada
2 3 4 5 6 7

1 -1 11 0 0 0 O ]
211 -1 1 0 0 0 0
sl 1 1 6 0 =2 0
M=410 0 6 -5 -3 2 0
510 0 0 -3 —4 -1 2
610 0 -2 2 -1 1 1
7 _O o o0 0 2 1 —1_

Nosso objetivo é encontrar uma matriz diagonal D que é congruente
a M usando 7 como entrada. Note que a matriz M representa um grafo nao di-
recionado GG, onde os pesos sao atribuidos as arestas e vértices. Para inicializagao
do algoritmo, devemos ordenar os nos de 7 de modo que o pai de algum no ¢ so6
é processado quando seu filho j ja tiver sido. Para isso, suponha que os nés de T
estejam rotulados da seguinte forma: os nés 1 a 6 estao no ramo superior em ordem
crescente em direcao da raiz, os nés 7 a 10 estao no ramo inferior, e os nés 11 a 13

partem da juncao da bifurcacao até a raiz da arvore.

Figura 4.14: Decomposicao agradavel do exemplo 3.2.

Quando ¢ = 1 o n6 é do tipo folha, chamando o procedimento Caiza
de Folhas. Neste passo, o n6 i = 1 possui bolsa B; = {1,2,3} que produz um caixa

03,3 com linhas rotuladas pelos vértices de Bj.
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110 0 O F E
Ni=210 0 0 @@%)
510 0 0 1 o

A caixa N7 nao possui linhas do tipo I e possui trés linhas do tipo II,
isto ¢, Nl(o) = Nl(l) =0e N1(2) = N;. Os numeros representados acima e ao lado de
cada caixa representam os respectivos réotulos dos vértices do grafo. Quando i = 2,
o no6 esquece o vértice v = 2 chamando o procedimento Caiza de Esquecimento e
que recebe a caixa N; ja produzida por seu filho 1. Nosso objetivo é produzir uma
caixa auxiliar N5 que captura as entradas mog, M2, Moj, da matriz de entrada M
onde 7,5 € {1,3} = By, ou seja, revelamos as adjacéncias entre o vértice esquecido
e 0s vértices que estao na bolsa. Como o vértice v = 2 nao ocupa a primeira posi¢ao

no ordenamento dos vértices, trocamos as linhas e colunas obtendo:

2 —1;1 1 F E I
Ny =NP— 100 @) () O
o oNoReo

Na configuracao obtida de Nj temos que o vetor x, é vazio, y, =
1 1] # [0 0]. Como d, = —1 # 0 e x, ¢ vazio estamos no Subcaso 1b do pro-
cedimento, e o algoritmo diagonaliza as linhas e colunas correspondentes a v = 2.
Identificaremos por L, e C, a linha e coluna indexada pelo vértice v. Para isso,
executamos as operacao Li < L; + Lo seguida de C; <+ C; + (5 para anularmos
a entrada da linha correspondente a v = 1 e as operagoes Lz < L3 + Lo seguida

C1 < C5 + (5 para anular a posicao v = 3. Isto leva a

2 1 3 2 1 3

2 (—=1:0 1 2(—=1:0 0
Ny=1| o011, Ny=1]o0 11
3 1i1 0 3 01 1
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Dessa forma a linha e coluna correspondente ao vértice v = 2 esta
diagonalizada. O passo i = 2 armazena o par (v,d,) = (2,—1) para produzir D ao

final do processo e transmite a caixa Ny com NQ(O) = Nz(l) =0e N2(2) = Ns.

2 1 3
1 3
2|—=1{0 0
""""" 11 1
Ny=1]10i1 1 Ny =
311 1
31 011 1

Na iteracao ¢ = 3 € introduzido o vértice v = 4, produzindo uma caixa
N3 a partir de Ny, onde Néo) = Nél) = () e é adicionada uma linha repleta de zeros

em ordem crescente com os demais vértices vértices do tipo II.

11;3 E | E
R

No passo ¢ = 4 temos um né que esquece o vértice v = 1, portanto
atualizamos as entradas my; e my; de forma que 7,5 € {3,4} que sdo vértices que

continuam na bolsa By. A matriz auxiliar N é definida como

1 3 4 1 3 4

V141 141 0] 1[2 20

Y e [N 4 i R

i/ 0 0 0| 4000

Como x, ¢é vazio e d, = 2 # 0 novamente estamos no Subcaso 1b, onde
utilizaremos a d, para aniquilar as entradas nao nulas do vetor y,. Realizando a

operagao Lz <— L3 — L seguida de C3 < (5 — C temos que
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; 3 4
1120 0
T et s[-1 0
1=3](0: -1 0 Ny =
a4 0 O
110 0 0

A linha correspondente ao vértice v = 1 esta diagonalizada, produzindo
o par (v,d,) = (1,2). Por fim, retiramos a linha e coluna associadas a v = 1 para
produzir N5, na qual Néo) = Nél) =0e NSEQ) = N;. Para ¢« = 5, é introduzido

o vértice v = 6 e construimos a caixa N5 com todas linhas do tipo II em ordem

crescente.
3 4 6
31—1 0 0
Ns=410 0 0
6| 0 0 O

Quando @ = 6 o vértice v = 3 ¢é esquecido. Como realizado anterior-
mente, capturarmos as entradas em M das adjacéncias entre o vértice v = 3 e os
vértices que permanecem na bolsa. Nesta caixa, nao hé necessidade de trocar as

linhas e colunas devido ao fato do vértice 3 ja ocupar a primeira posi¢ao da caixa.

3(—-1+1 6 -2 3 0 6 —2
N =4 6 0O 0l=4] 6 0 O
6 -2 0 0 6[—2 0 0

Note que d, = 0, x, é vazio e y, = [6 — 2] # [0 0]. Estamos no
subcaso 1c, nosso objetivo é tornar a linha v como uma linha do tipo I. Como nao
ha nenhuma linha do tipo I em N¢, ela é simplesmente utilizada para produzir Ng.
Aqui temos que o ké =1le kg = 2, os respectivos tamanhos dos conjuntos das linhas

do tipo I e tipo II.
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Agora quando ¢ = 7 estamos em outro ramo da arvore 7. Como ¢ =7
é uma folha, uma caixa rotulada pelos vértices da bolsa com todas entradas nulas é

criada como no inicio do processo.

vl
710 0 0 F E

O n6 i = 8 esquece o vértice v = 7. Remanejamos as linhas de forma
que v ocupe a primeira posicao e atualizamos as entradas entre v e os vértices que

estao na bolsa Bg. Obtemos a matriz auxiliar

7 5 6
s ONIONIOO
Ni=5|2 00 78
6|1 00 FooE
Como d, = —1 # 0 e x,, é vazio, estamos novamente no subcaso 1b

onde usamos d, para eliminar as posicoes do vetor y,. Realizando a sequéncia de
operacoes Ls < Ls + 2L7, C5 < C5 + 2C5, Lg + Lg + Ly, Cg < Cg + C7, obtemos

a diagonalizagao de v = 7.

7 5 6
i 5 6
7|1-1:0 0
S S 504 2
Ne=5| 0.4 2 Ng =
612 1
6| 0 2 1

Nesta etapa, o algoritmo armazena o par (7,—1) e retira a linha e a
coluna relacionadas a v para produzir Ng. Quando ¢ = 9, introduzimos o vértice

v = 4 para produzir
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Ny :: OZ 77777 2 ' 8 10
2 1

E I E

No n6 ¢ = 10, o vértice v = 5 é esquecido. Resgatando as adjacéncias

entre v e os vértice na bolsa By obtemos a caixa auxiliar

Como Nj, nao tem linhas do tipo I e d, = 0, estamos no Subcaso lc
e nosso objetivo é tornar v como uma linha do tipo I. Para isso, devemos deixar
a submatriz Nl*él) na forma escalonada, contudo Ny, ja estd no formato requerido.
Portanto temos que Ny, = Ny € a caixa transmitida para seu pai. O n6 ¢ = 11 é do
tipo juncao. N6s chamamos o processo Caiza de Juncao que utiliza como entrada
as caixas ja produzidas pelos seus filhos Ng e Nyg. O algoritmo constréi uma caixa
N7, auxiliar onde as linhas do tipo I vem de diferentes ramos de 7 e as matrizes na
forma escalonada dos filhos Nél) e Nl(é) ficam uma ao topo da outra, e as linhas do

tipo II sao somadas em suas respectivas posi¢oes. Dessa forma a caixa N, se torna
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Nosso objetivo é tornar N7} em uma caixa no formato padrao para

transmitir para seu pai. Para isso, enquanto existir dois pivos na mesma coluna de

)na

. . o . . . 1
alguma linhas do tipo I, usamos o primeiro pivd para deixar a submatriz Nfl(
forma escalonada. Sendo assim, realizando as operagoes Ly < Ls + 1/2L3 seguida

por C5 «<— Cs + 12C5 a caixa Nj| se torna
3 5 4 6

r ] 3 4 6
3 0:0:6 —2

31 0i6 —2

51 0:0:0 O e

N = Nui=4| 60 0
41 6:i0:0 O

620 1
6[—2:i0:0 1 :

Ao realizar as operagoes obtemos uma linha de zero do tipo I na caixa.
O algoritmo adiciona o par (5,0) na lista de elementos diagonalizados para formar
D e retira a linha e a coluna respectiva da caixa V| para formar Ny;. O n6 ¢ = 12
esquece o vértice v = 6. Como nos casos anteriores trocamos as linhas para visualizar
o vértice 6 na primeira posicao e resgatamos as adjacéncias de v = 6 e o vértice

w = 4. A caixa auxiliar N5 é construida como

Como x, = [—2] # [ ] estamos no subcaso 2. Como d, = 2 # 0 o
primeiro passo a ser realizado é tornar essa entrada nula. Utilizando o vértice mais
a direita de x,, realizamos as operagoes Lg < Lg+1/2L3 e Cg < Cg+1/2C3 obtemos

a matriz auxiliar Ny, da forma

6 3 4

6| 0:i—=2:5
2=3|-2{ 06
a4 51 60
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Nosso proximo passo é tornar a submatriz rotulado pelos vértice {3,6}
com elementos nao nulos na diagonal. Para isso vamos executar as operagoes L3 <—

L3+ 2Lg, C3 < C3 + 12Cs, Lg < Lg — L3 e Cg + Cg — C3 obtemos o formato

desejado:

6 3 4 6 3 4
610 i—=2:5 6| 2 0 —7/2
=3 -2 =217k Ny=s5| 0 -2 1
4|5 (17210 4 |="h 17/ 0

Agora podemos utilizar os pivos nao nulos dos vértice v = 3 e v = 6 para
diagonalizar esses dois pares. Para isso, realizando as operagoes Ly < L4 + 7/aLg,

Cy  Cy+7)1Cq, Ly < Ly +17/aL3, Cy < Cy + 17/aC3 produzindo a caixa

6 3 4 6 3 4
612: 0 0 6|2 O 0 4
h=s]0 —2 1 L=s[0 2 0]  No=4|30]
afo 1 sy o 0 30

Neste passo os pares (6,2) e (3,—2) sao obtidos e armazenados para
producao de D e as linhas associadas a eles sao retiradas para formar Ni5. Por fim
o n6 ¢ = 13 esquece o vértice v = 4. Dessa forma a tnica entrada da caixa Ni3 se

torna 0 4+ myy e o algoritmo armazena o valor (4,myy) para produzir D.

E E
4 4 4
=4 [30] 13 =4 [30—5] Niz =4 [25] 3
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Dessa forma o algoritmo produz o ultimo par (4,25) e produz a matriz

diagonal D que é congruente a M como segue:

-2 0O 0 0 00 0 ]
0O -1 0 0 00 O
0o 0 -2 0 0O0 O
D=10 0 0 25 0 0 0
o 0 0 0 0O0 O
o 0o 0 0 02 O
_0 0 0 0 0O —1_

Pela Lei de Inércia de Sylvester, podemos concluir que o algoritmo apre-
sentado foi capaz de determinar que M possui um autovalor nulo com multiplicidade
1, 3 autovalores positivos e 3 autovalores negativos. No proximo capitulo, analisa-
remos como esse algoritmo se relaciona com outros algoritmos desenvolvidos para a

mesma finalidade, mas com entradas especificas para determinadas classes de grafos.
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5 LOCALIZANDO AUTOVALORES EM
ARVORES

Em 2011, Jacobs e Trevisan [19] desenvolveram um algoritmo para loca-
lizar os autovalores da matriz de adjacéncia A(T) de uma arvore T'. Este algoritmo,
que chamaremos de Algoritmo de Arvore, utiliza como entradas um namero real o
e uma arvore 1T e é executado diretamente sobre os vértices de T'. Neste capitulo,
apresentaremos o funcionamento do Algoritmo de Arvore e estabeleceremos um pa-
ralelo com o Algoritmo Diagonal Arborea apresentado no capitulo anterior. Antes de
discutirmos a correspondéncia entre eles, mostraremos como o Algoritmo de Arvore
localiza os autovalores de uma arvore 7', apresentando uma breve descricao seguida
de um exemplo. Dada uma arvore T', escolhe-se um vértice arbitrario para ser a raiz
da arvore. A partir da raiz, podemos definir a relagdo de ordem parcial <7 em V(7))
da seguinte forma: dado um par de vértices a,b € V(T'), dizemos que a =r b se
a = b ou se o caminho de a até a raiz de T" passa por b (ou seja, b € um ancestral de
a em T). Ao final do algoritmo, cada vértice recebera um valor z; que correspondera
precisamente ao valor da entrada 7 da matriz diagonal D produzida no final do

processo. Nas figuras, o valor de x; serd exibido no interior dos vértices.

Em resumo, o algoritmo atribui valores aos vértices da arvore de forma
recursiva. Quando um vértice é uma folha, o valor atribuido é o valor de entrada .
Caso o vértice tenha filhos com valores diferentes de zero, seu novo valor é calculado
como a soma do valor de entrada « com a soma dos inversos negativos dos valores
dos filhos. Se um vértice tiver filhos com valor zero, um desses filhos é escolhido
para receber o valor 2, e o valor do vértice processado é definido como —1/2. Além
disso, se o vértice processado estiver ligado a seu pai por uma aresta, essa aresta &

removida durante o processo.
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Algoritmo 6: Algoritmo Arvore

Entrada: Escalar «, arvore T' com vértices {1,2,...,n}
estendendo a ordem <.
Saida: Matriz diagonal D congruente a A + ol

1 Inicialize x, = « para todo vértice v

N

para k = 1 até n faga
3 se k € uma folha entao continue

4 senao se x. # 0 para todo filho ¢ de k entao

5 Ty =Tk — Y, e

6 Senao

7 Selecione um filho j de k para qual z; = 0 e defina
8 Ty = 2

9 xy = —1/

10 se k tem um pai | entao

11 ‘ remova a aresta que conecta os vértices k e 1

Combinando o Teorema 2.5 com a corretude do Algoritmo de Arvore o

Teorema 5.1 é obtido:

Teorema 5.1. Seja D a matriz diagonal produzida pelo Algoritmo de Arvore com
entrada uma drvore T' e um escalar —« entao:

(a) O nimero de entradas positivas em D é o nimero autovalores de T maiores que
a.

(b) O nimero de entradas negativas em D é o niumero autovalores de T menores
que o.

(¢) Se hd r entradas nulas na diagonal de D, entao o é um autovalor de T com

multiplicidade 1.

Exemplo 5.1. Considere a drvore T da Figura 5.1. Ezecutaremos o Algoritmo de
Arvore para obter o nimero de autovalores de T que sao maiores, menores € iquais

a—1.
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Figura 5.1: Ordenamento dos vértices de T' que estende <.

Inicialmente uma raiz é fixada para T e é realizado o ordenamento
das folhas em dire¢ao a raiz. Para obter o nimero de autovalores maiores, menores
ou iguais a —1, inicializamos todos os vértices de 1" atribuindo o valor o = 1. O
Algoritmo 6 nao executa nenhuma operacgao para folhas, dessa forma os vértices 1
e 2 sao processados com valores atribuidos x1 = x5 = 1 e podemos seguir para seus
pais. Ao processarmos o vértice 3 que é pai do vértice 1, observamos que nao ha

filhos com valor nulo e portanto o valor do vértice 3 se torna

1 1
rz3=a——=1——-=0.
T 1

Repetindo o processo para o vértice 4 obtemos x4 = 0.

Figura 5.2: Processamentos dos vértice 1 a 4 de 7.

Representamos os vértices com preenchimento vermelho aqueles que ja
foram processados. Ao processar o vértice 5 podemos notar que pelo menos um de

seus filhos tem valor nulo. Neste caso é selecionado algum destes filhos para receber
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o novo valor de 2 enquanto que o vértice 5 recebe o valor de processamento —1/2 e a
ligacao com seu pai, o vértice 6 é eliminada. Por fim o vértice 6 se tornou uma folha
e portanto possui valor atribuido z¢ = a. O vértice 7 é a raiz de T', e na auséncia

de filhos com valores nulos sua entrada se torna

1 1
rr=a——=1——=0.
Te -1

Figura 5.3: Processamentos dos vértice 5 a 7 de T'.

Como o vértice 7 é raiz o algoritmo, o laco é encerrado e os valores
produzidos em D sao os valores contidos nos vértices da floresta produzida acima.
Portanto o algoritmo indica que ha dois autovalores iguais a —1 pela indicagao de
dois 0 nos vértices da floresta, quatro autovalores maiores que —1 e um autovalor

menor que —1.

O Algoritmo de Arvore foi uma das ferramentas fundamentais para
resolver conjecturas importantes em Teoria Espectral de Grafos, muitas delas en-
volvendo a busca de valores de minimo ou maximo de algum parametro espectral
como em [11], [18] e [26]. No entanto, sua aplicabilidade ¢ limitada a classe de grafos
para a qual ele foi desenvolvido, ou seja, arvores. Ja o Algoritmo Diagonal Arbo-
rea é aplicavel em diversas classes de grafos, inclusive em arvores. Para ilustrar a
diferenca entre esses algoritmos, mostraremos como o Algoritmo Diagonal Arborea

funciona quando o grafo de entrada é uma &arvore, comparando-o com o algoritmo
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apresentado neste capitulo. Para isso, fixamos um enraizamento e um ordenamento
de T e construimos uma decomposicao agradavel 7, de modo que os nos esquecidos
estejam na mesma ordem e sequéncia que os nos que sao processados em 71" na exe-
cucdo do Algoritmo de Arvore. Em seguida, apresentaremos um lema que descreve

a transicao de T para T.

Lema 5.2. Dada uma drvore T' enraizada, € possivel definir um ordenamento de
T, construir T e ordenar os nds de tal modo que a sequéncia de diagonalizacdo se

equivalem.

Demonstracao. Seja uma arvore T e r um vértice arbitrario que sera a raiz de T.
Para construir 7, ordenamos os vértices de T' de forma que todo filho tenha um
rotulo menor que seu pai. A construcao é feita a partir das folhas de T' em direcao

A ralz r.

Comegamos considerando a distancia d do caminho mais longo de r até
uma folha de T'. Para cada folha que esteja a uma distancia d de r, construimos uma
bolsa que contém a folha e seu pai. Em seguida, adjacente a cada bolsa, criamos

uma nova bolsa que esquece o vértice que é a folha de T.

Ao final deste passo, teremos uma uniao disjunta de arvores isomorfas
a K5, em que cada arvore possui um noé cuja bolsa tem tamanho 1. Em seguida, no
segundo passo, enquanto houver componentes enraizadas em nos com bolsas iguais,
combinamos duas dessas componentes em uma tnica componente através de um no

juncao. Essa transi¢ao pode ser visualizada no diagrama abaixo:
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O,

:
d 00 © 6
A

Figura 5.4: A floresta obtida apds a realizagao dos dois primeiros passos na constru-

cao de 7.

No préximo passo, consideramos a arvore 7", que é obtida removendo
todas as folhas de T" que tém distancia méxima d da raiz r. Para cada vértice que
¢ folha tanto em 7' quanto em 7", construimos uma bolsa que contém a folha e seu
respectivo pai, e adicionamos uma nova bolsa adjacente que esquece o vértice que
é folha em T, conforme descrito anteriormente. Para os vértices que nao sao folhas
em T, mas que sao folhas em 7", anexamos um né6 introducao a subarvore que é
vizinha do vértice no passo anterior e realizamos o esquecimento do vértice advindo

da subarvore. A figura 5.5 a seguir ilustra esse passo.

O,

@
v e o, ® @ ©
e 8 ©OOO GE
©

1

Figura 5.5: Transicao de T" para 7.

Ao seguir esse processo iterativamente até chegarmos nos filhos da raiz
r, podemos construir uma arvore 7 que é uma decomposicao agradavel de T', com

a mesma sequéncia de processamento. Em outras palavras, a ordem dos nés que sao
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processados no Algoritmo Diagonal Arborea é exatamente a mesma que na execugao

do Algoritmo de Arvore na arvore original T'. O]

Iniciaremos o paralelo entre os Algoritmo de Arvore e Algoritmo Dia-
gonal Arborea fixando a matriz de entrada M = A(T) + al, onde A(T) é a matriz
de adjacéncia da arvore T' e o € um escalar real arbitrario. Vamos analisar a seme-
lhanca entre os Algoritmos de Arvore e Diagonal Arbérea em dois passos principais
que dependem da posi¢ao que os vértices ocupam na arvore. Seja j um vértice quase

pendente de 7. Denotamos por {j;,...,Jj,} o conjunto dos k£ > 1 filhos de j.

T )

Figura 5.6: Representacao de uma transicao de T para 7T .

Abordaremos nossa anéalise em dois casos. No primeiro caso, vamos
analisar as caixas produzidas pelo Algoritmo Diagonal Arborea onde todos os filhos
do vértice j foram diagonalizados quando seu noé foi esquecido. Seja j, um filho de
j para algum ¢ € {1,... k}. Por construgao criou-se uma caixa rotulada por j e
J;, quando estamos em um no6 folha, uma caixa intermediaria no n6é que ocorre o
esquecimento de j, e por fim a caixa resultante da operagao. As caixas mencionadas
podem ser observadas abaixo:

3 e jo

ilo o Je x]‘fl j[_l/wjz]'
i 1o o it o

Portanto as caixas deixadas para os proximos passos possuem um Unico

vértice que contém o inverso negativo do valor de atribui¢ao ao qual foram diago-
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nalizados. Sejam xj ,zj,,...,x;, os k valores diagonalizados. As caixas possuem o

formato: j j j

[ | s [ |

As operagoes de jungao concatenarao as entradas relacionadas ao vértice

j duas a duas até restar uma tnica caixa obtendo dessa forma:

J

J [—l/le Yy, — T Yy, ]

Como o préoximo passo em T é a introducao do vértice i incluimos uma
linha nula. O préoximo né a ser processado esquece o vértice j e obtemos a caixa

intermediaria da forma:

Jj i

i 1 0

Neste ponto as entradas do Algoritmo Diagonal Arborea e o Algoritmo

de Arvore coincidem e sao exatamente « subtraido da soma dos inversos dos seus
filhos como no Algoritmo de Arvore. Caso a — 1/x;, -+ — L/x;, # 0 entao a entrada
relacionada ao vértice j é diagonalizada, caso contrario esta caixa ficara de heranca

para o processamento dos nos restantes tornando o vértice j do tipo 1.

Ja no segundo caso, algum filho j, de j nao foi diagonalizado quando

ocorreu seu esquecimento. Neste ponto a caixa produzida pelo né que esquece j,

possui a estrutura abaixo: i §
Je 0 1

Ao realizar o processo de juncao, obteremos nas caixas do caso anterior
o mesmo processo de soma. Iremos explicar o que acontece quando juntamos duas

caixas que possuem vértices do tipo I. Sem perda de generalidade supomos que j, e
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J, sao filhos que nao foram diagonalizados quando processados. A jun¢ao transforma

a nova caixa intermediaria em

Ja jb. j
W00 1
w00 1

O procedimento de juncao realiza o empilhamento das linhas do tipo I e
realiza a soma das entrada dos vértice do tipo II com o mesmo rétulo. Para deixar a
caixa na forma padrao devemos deixar a submatriz relacionado aos vértice de tipo I
na forma escalonada. Realizando as operacoes elementares L;, <— Lj, — L;_ seguida

de Cj, +— Cj, — Cj, . Estas operagoes produzem a caixa

Ja jb. j
w0 0 1
w00 0

e nao sao capazes de afetar a linha que relaciona ao vértice j. Este processo é repetido

até restar somente uma caixa neste formato que deixaré como heranca para seu pai

a caixa do formato j
R

Nos préximos passos em 7 introduzimos uma linha nula rotulada por

i e esquecemos o vértice j.

o
i 1 1
k|1 0 0
D10

Observe que possuimos uma linha do tipo I e que o vetor x, # 0. As

operagoes a serem realizadas seguem do subcaso 2 do Algoritmo Diagonal Arbérea.
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Se *; # 0 realiza-se as operagoes Lj <— Lj — *i/2L;, seguida de Cj <— Cj — *i/2Cj,

para eliminar a entrada diagonal de j.

b
ifo1 1
i |1 00
10w

Note que as operacoes anteriores nao modificam nenhum entrada da
caixa. Em seguida, sdo realizadas as operagoes L;, <— Lj +'/2L;, C;, +— Cj, +'/2Cj,

Ly «— L; — L;, e C5 +— Cj — Cj, produzindo a caixa da forma:

J jk. !
i|-1 0
w0 1

Neste ponto existem pivos nas diagonais associadas aos vértices i e j,
aptos para diagonalizar suas respectivas linhas. Realizando as operagoes elementares
Ly +— Li + 1/2Lj, Ci — Ci + 1/20j, Li+— L; — 1/2ij, Ci — Ci — 1/2Cjk obtemos

os pares diagonalizados (j, —1) e (j, 1) e a caixa resultante como:

[+].

Podemos entao concluir que os dois algoritmos apresentam semelhancas
no tratamento de vértices quase pendentes, quando todos os seus filhos ja foram di-
agonalizados. Nesses casos, ambos os algoritmos eliminam as ligagoes entre o vértice
e seus filhos e prosseguem operando na subérvore restante. O Algoritmo de Arvore
também produz esse resultado quando processa um vértice j com um filho 7, nulo.
No entanto, as entradas obtidas pelos dois algoritmos diferem. No Algoritmo de Ar-

vore, quando um vértice é nulo, o algoritmo define valores de —1/2 e 2, enquanto no
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Algoritmo Diagonal Arborea, os valores passam a ser +1 e —1. No entanto, o sinal das
entradas é o que realmente importa para a saida do algoritmo, independentemente
dos valores serem diferentes para ambos os algoritmos. Agora, o proximo vértice a
ser processado em 7T herda as caixas resultantes das operagoes anteriores, seguindo
o mesmo padrao dos casos apresentados. Nesse estégio, o vértice é considerado quase
pendente. Esse processo é repetido até que a raiz r seja esquecida e o algoritmo seja

encerrado.

A seguir, apresentaremos uma especializacao do Algoritmo Diagonal
Arboreo para uma classe de grafos conhecida como cactos. Além disso, mostraremos

uma aplicacao dessa classe, utilizando o algoritmo para sua execugao.
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6 GRAFOS CACTOS

Neste capitulo, estudaremos como o Algoritmo Diagonal Arborea é ca-
paz de diagonalizar uma matriz M = A(G) + D, em que D é uma matriz diagonal
arbitraria e A(G) é a matriz de adjacéncias de G quando aplicado a um grafo cacto.

Veremos também uma aplicacao especifica do algoritmo para esta classe de grafos.

Definicao 6.1. Um cacto é um grafo conexo em que quaisquer dois ciclos pos-
suem no maximo um vértice em comum, ou, equivalentemente, no qual toda aresta

pertence a no méximo um ciclo do grafo.

Figura 6.1: Um grafo cacto & esquerda e um grafo que nao é cacto a direita.

) @ _
/
\/
A\

~
4

Os grafos cactos foram inicialmente estudados sob o nome de Arvores
Husimi em [15], em homenagem a um trabalho anterior de Kodi Husimi [17]. Entre-
tanto, o termo cactos era originalmente aplicado apenas a grafos em que cada ciclo
era um triangulo. Atualmente, a nomenclatura se estende a grafos com ciclos de qual-
quer tamanho. Neste capitulo, vamos aprofundar nosso conhecimento sobre como o
Algoritmo Diagonal Arborea é executado para essa classe de grafos. Em seguida,
aplicaremos o algoritmo para obter resultados sobre grafos cactos reflexivos, uma
vertente que tem sido pesquisada nos tltimos anos por um grupo de pesquisadores

sérvios [29].
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6.1 Aplicando o Algoritmo Diagonal Arboérea a grafos

Cactos

Abordaremos os casos de processamento dos vértices em etapas. Inici-
aremos analisando como o Algoritmo Diagonal Arborea lida com apenas um ciclo
C} e seus possiveis desdobramentos. Em seguida, veremos como o algoritmo trata
os vértices de um ciclo que podem conter arvores e ciclos pendurados. Em cada
etapa, demonstraremos como o Algoritmo Diagonal Arborea pode ser executado di-
retamente no grafo, apresentando alguns exemplos para auxiliar na compreensao
do procedimento. Fixaremos, para essa analise, um ciclo Cj, com b vértices e uma

decomposicao arborea T .

| @@@ @@@ @® @@

Figura 6.2: Ciclo C, e uma decomposicao arborea T .

No Capitulo 3, discutimos que uma &arvore tem largura arbérea igual
a 1, enquanto um grafo conexo com ciclo tem largura arbérea maior ou igual a
2. Para um ciclo (%, uma decomposi¢ao arbérea com largura 6tima tem largura
arborea igual a 2. Ao transformar uma decomposi¢ao arborea da Figura 6.2 para
uma decomposicao arborea agradéavel, a sequéncia de esquecimentos e introducoes
inicia com o esquecimento do vértice 2, a introdugao do vértice 4 e termina com o

esquecimento do vértice b seguido do vértice inicial do ciclo..

Durante o procedimento utilizaremos M = A(G) + D como entrada do
algoritmo onde D é uma matriz diagonal com valores arbitrarios em sua diagonal

¢ A(G) é a matriz de adjacéncias de G. Denotaremos por z, o valor da entrada
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M., somado com a entrada vv obtida das caixas do algoritmo para algum vértice
v € [b]. O algoritmo comega com um no6 folha, criando uma caixa 03,3 nula rotulada
com os vértices da bolsa B; = {1, 2,3} e com entradas nulas para todos os vértices.
Em seguida, no no6 seguinte da decomposicao arborea 7T, ocorre o esquecimento do
vértice 2, e as adjacéncias entre este vértice e os vértices que continuam na bolsa

sao incorporadas na caixa.

Vamos dividir nossa anélise em dois casos para o processamento dos
vértices em um grafo cacto que é apenas um ciclo Cj. Esses casos serao denominados
de la e 1b. No caso la, mostraremos como um ciclo é processado sem ocorrer entradas
de diagonalizacao nula na caixa. Ja no caso 1b, vamos analisar o que ocorre quando

um vértice é esquecido e nao ¢ diagonalizado.
e Caso la: x, #0, Vv € {1,...,b}.

Na ilustragao abaixo representamos o esquecimento vértice 2 e a saida

do algoritmo.

2 1 3 2 1 3
| F
2 (z2 1 1 2 |r2: O 0

: 10 ””” of 1o —1/ /o @® @@@“
0

3 O —l/xz —1/:):2

Como z2 # 0, esta entrada ¢ utilizada para diagonalizar a linha associ-
ada ao vértice 2. O proximo né de T introduz o vértice 4. Em seguida, esquecemos

o vértice 3. obtendo a caixa representada a seguir, que € a caixa produzida pelo noé.

3 1 4 3 1 4
3| w3 e 1 3 |3 0 0
_1 1 S 1
1 2 | Jra 0 1|0 s T Eas Tars
4 1 0 0 4]0 x;xs —ﬁ



Pela condicao imposta e repetindo o processo para todos os vértices, ao

esquecer o vértice b de Cj, a peniltima caixa se torna:

b 1
b fL‘b 1/3!72 +Xr3...Tp-1 + 1
1 1/z2 xg...wpy + 1 f(l’z, g, ... ,l’b_l)
onde
£ ) 1 1 1 1 1
T2,T3,T4y--+yTb-1) = ——— — 2 — "3 95 ~ "5 9 9 T T o
O valor dessa diagonal é importante para calcular o valor dos novos
pesos que conectam o vértice 1 ao vértice final do ciclo b. Se —21— +1 = 0,

T2-X3...Th-1

entdo o vértice b pode ser diagonalizado com o par (b, zp) sem a necessidade de
nenhuma operagao sobre as linhas/colunas da caixa. Ao esquecer o vértice 1, a

entrada da caixa se torna:

1 1 1 n
ap = —— — - T mi
2 2.2 2.2 )

e a ultima entrada diagonalizada ¢é (1, aq).

Se esse nao for o caso, as operacgoes que o algoritmo realiza tornam a

entrada do vértice 1 como:

2
1 1 1 1 1

S S Vs S S - +1) - —+mu
To a3z Tiring 373 ... Tpy To - T3...Tp1 T

A expressao acima fornece o calculo do valor do tltimo vértice do ciclo

a ser esquecido, o vértice 1.

Os casos apresentados neste capitulo possuem semelhangas com o Algo-
ritmo de Uniciclicos [4]. Durante o processamento dos ciclos, a entrada relacionada

ao vértice 1 ¢ atualizada a cada vez que os demais vértices sao esquecidos, seguindo

64



a mesma logica do algoritmo uniciclico, onde a entrada é atualizada a cada etapa. A

dificuldade estd em determinar o valor final dessa entrada ao término do processo.

No exemplo a seguir, demonstraremos como diagonalizar um ciclo de
quatro vértices usando a matriz M = A(G) — 21 com D = —2I. Mostraremos como
o algoritmo gera as caixas e os valores diagonais, e posteriormente como podemos

simular o processo diretamente no ciclo.

Exemplo 6.1. Considere o grafo G = Cy com sua decomposi¢cao agraddvel T ilus-

trada na Figura 6.3, e matriz M = A(G) — 21.

Figura 6.3: Grafo C; e uma decomposicao agradavel T .

1
2

Quando i = 1, 0 n6 é do tipo folha e uma caixa 0**? é criada e rotulada
com os vértices da bolsa B; = {1,2,3}. No n6 i = 2, o vértice 2 é esquecido e a

seguinte sequéncia de operacoes é realizada:

2 1 3 2 1 3
; 1 3

2—2511 23:2:—250 0

P o 1|12 1)
Ny=1|1:i0 0| —1 0 flp 1h —
i 3 [l 1)
0 0

3 0 1 1/

As operagoes realizadas no algoritmo diagonalizam o vértice 2 produ-
zindo o par (2,—2). O n6 i = 3 introduz o vértice v = 4 adicionando uma linha
nula em ordem crescente com as linhas do tipo II que estao na caixa. Ja o n6 1 =4

esquece o vértice 3. Para diagonalizacao do vértice 3, sao realizadas modificagoes na
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caixa INj, como apresentado abaixo:

3 1 4 3 1 4
; ; 1 4
3| =241k i1k 1 3|z3=—32.0 0
* : L2 1
Ny =1 o il 0| —1 0 23 13 —
4|3 23
4 1100 4 0 s 2

As operagoes produzem o par (3, —3/2). O né ¢ = 5 esquece o vértice 4, produzindo

as caixas 1 4 1 4
1
4|—242k 43 4 |lzg=-43 0
N = — —1 [2} .
1 4/3 2/3 1 0 2

Neste passo o par (4, —4/3) & obtido. Por fim, no né i = 6 ¢ atualiza o valor do vértice

1, produzindo o tltimo valor diagonal z; = 0 com o par (1,0).

Uma vantagem de obter uma expressao definida para o ultimo vértice
de um ciclo C} é a capacidade de tratar um ciclo de forma semelhante a um caminho,
com excec¢ao do ultimo vértice, que pode ser calculado ao final do processo. Isso pode
facilitar muito o processo de diagonalizagao de um ciclo. Para ilustrar essa ideia e

comparagao, considere os valores produzidos por um caminho de 4 vértices abaixo:

2 3 4 1 2 3 4 1

Figura 6.4: Um ciclo C; com os valores processados e um caminho P, sendo proces-

sado.

Diferentemente de um caminho, no caso de um ciclo, precisamos calcular
a expressao para determinar o valor associado ao ultimo vértice. A expressao para

o ultimo vértice de um ciclo Cy é dada por:

66



1 1 1 2 1 1 4A\? 3
—— - +1) - —+mu=s+-+(2] —S+2=0
To T3T3 To - I3 2 §)

Ao final deste exemplo, concluimos que a matriz M possui um autovalor
de 0 e trés autovalores negativos, e como M = A — 21, entao Cy tem um autovalor

2 (o indice) e os demais 3 autovalores menores do que 2.

Isso conclui o caso la, em que todos os vértices foram diagonalizados

ao serem esquecidos e nenhum vértice se tornou do tipo I durante o processamento.
e Caso 1b: para algum k € {2,...,b} ocorre z;, = 0.

Seja k o primeiro vértice ao qual o algoritmo atribuiu x; = 0 e que o vér-
tice k tornou-se do tipo I. Caso k = b, nenhuma operacao é realizada no algoritmo.
O proximo né na decomposicao arborea esquece o vértice 1. Mais precisamente, ao
esquecer o vértice 1, o processo de diagonalizagao do algoritmo produz a seguinte

sequéncia de caixas:

k 1 1 k 1 k
k|0 a 1|xia 1|—a 0
rrrrrrrrrrrr — b | [
1laid k|aib k| 0 ‘a

Os pares (k,—a) e (1,a), sao obtidos, gerando um valor positivo e ne-
gativo. Note que, caso a = 0 estarfamos no caso la apresentado anteriormente.
O algoritmo seguiria um procedimento semelhante se estivéssemos processando um
caminho, onde ao final do processo os dois tltimos vértices produziriam um valor ne-
gativo e positivo. Situacoes como essas podem surgir quando aplicamos o algoritmo

para matrizes de adjacéncia para ciclos de tamanho multiplos de 4.

Se o vértice k # b, antes de esquecer o proximo vértice k+1, devemos

adicionar o proximo vértice K-+2, se existir. Abaixo é representada a sequéncia de
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acontecimentos nas caixas que introduzem o vértice k42 e o esquecimento do vértice

k-+1 seguido de sua diagonalizacao.

k+1 k 1 k+2 k+1 k 1 k+2
ko1 kb1 i T [ |
k+1 | ¢ 1110 1 k+1 | —1:0 0 0

k |0ia 1
,,,,,, , k 1 0:ia 0 k 0 1 0 0

1 laib 0| — —

1 {0 ab 0 1 |0 0btd’c —a

k+1 (110 O
: k+2 | 1 i0:i0 O k+2 | 0 i0 —a 0

Apos a diagonalizagao dos pares (k+1,—1) e (k, 1), a caixa produzida

possui algumas alteragoes em suas entradas.
1 k+2

1 |b+d’c —a

k+2 —a 0

Como a entrada do vértice k42 nao foi modificada, o processamento
dos demais vértices do ciclo ocorre de modo analogo ao de um caminho comegando
em k-+2. A entrada do vértice 1 neste momento ¢ dada por b+ a?c. Caso k+2 seja
o ultimo vértice do ciclo, o valor da entrada do vértice 1 se torna:

(a=1)"

Xk+2

b+ a’c—

Caso contrario, a soma dos valores relacionados ao vértice 1 se torna:

a? a? a S|

2

btale— —— =y —(— ‘ +1) c— my
k+2 l’k+2l'k+3 ... Th-1 Tk4+2 * Tk+3 - - - Th-1

No trabalho de Braga [4], ¢ abordado um algoritmo para localizagao
de autovalores em grafos uniciclicos. Durante o desenvolvimento do algoritmo, tam-
bém é realizada a atualizacao da entrada relacionada ao vértice inicial do ciclo. Um
dos objetivos do Algoritmo Diagonal Arborea para o caso la e 1b seria obter uma
expressao geral que permitisse calcular os valores associados a todos os vértices do

ciclo, de forma semelhante & como é feito em uma arvore, e assim recuperar, no
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ponto de juncao do ciclo, o valor do vértice 1. No entanto, como abordado anterior-
mente, em alguns pontos do processo de diagonalizagao podem ocorrer anulagoes, o
que torna dificil obter uma expressao fechada para a entrada do vértice. A seguir,

apresentaremos um exemplo que ilustra esse problema em um ciclo de 5 vértices.

Exemplo 6.2. Considere o grafo Cs com a decomposi¢ao agraddvel T e M a matriz

definida por

-O 1 0 0 1 ]
1 -2 1 0 O
M=o 1 11 0
0 0 1 2 1
1 0 0 1 —1f

Figura 6.5: Ciclo C5 e uma decomposicao agradavel T .

Quando ¢ = 1 o n6 é do tipo folha e uma caixa 03*3 com linhas e colunas
rotuladas pelos vértices da bolsa é criada. O n6 i = 2 esquece o vértice 2 produzindo

a sequéncia de caixas:

2 1 3 2 1 3
; 1 3
2|—2i1 1 2|Xo=—-2:0 0
. S L 1|l 1h
Ny=1]1 0 0] —1 0 il 1p| — :
3|12 1h
3|1 .00 3 0 i1 1/

O par (2,-2) é diagonalizado. No n6 i = 3, o vértice v = 4 ¢ introduzido, adici-

onando uma linha de zeros em ordem crescente as linhas do tipo II presentes na

69



caixa. J& no no © = 4, o vértice 3 é esquecido e a caixa resultante é:

3 1

4
3 1/2—1/22051/2 1
N; =1 1/ 1 0
4 1 00

A caixa N; = N, estd no formato padrao pela ordem definida nos

nos de T devemos adicionar o vértice 5 e, em seguida, esquecer o vértice 4. A
caixa intermediaria N7 é mostrada abaixo, seguida das operagoes do Caso 1b que
o Algoritmo Diagonal Arborea realiza para diagonalizagdo dos pares (4,—1) e (3,1)

que sao retirados da caixa para obtencao de Ns.

4 3 1 5 4 3 1 5
412:1 0 1 a|—=110 0 0 1 5
1:0 120 30 1 0 0 1| 1 -l
NI = — —
1|0ite 12 0 1|10 0 1 =1 5|—12 0
5110 0 0 50 0 =12 0

Na bolsa ¢ = 7, ocorre o esquecimento do vértice 5 e, como resultado, obtemos as

caixas a seguir:

5 1 5 1

e 5| =12 1-1p 5 =12 0
7= —

1|1—1/ 1 1| 0 3k

A diagonalizagao do vértice 5 é realizada com o par (5, —1/2). Por fim, o

vértice i = 8 esquece o vértice 1 do ciclo, e seu valor é processado como 3/2+mq; = 3/2.

Como mencionado anteriormente, podemos tratar o ciclo como se fosse

um caminho iniciando do vértice 2, como no primeiro caso.
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Figura 6.6: Operagoes em ciclos.

Observamos que, no primeiro caso, podemos tratar o ciclo como se fosse
um caminho iniciando no vértice 2. Como o cancelamento ocorre no vértice k=3 e
o vértice k-+2 é o ultimo vértice do ciclo, podemos utilizar a expressao para obter o
calculo do valor do vértice 1:

a—1)2 1 1)’ 12
b 2_(—:__ _) .22 .— — 3/y.
+a“c Xp1o X2+ X5 ) _1/2+m11 /2

Sabemos que a entrada a é —!/x,_,. Apds a diagonalizagdo dos vértices 2 e 3, a

2

~ 2 . ~
expressao a’c se torna 1/2” - 2, visto que a = —l/x, e ¢ = myy. Como nao houve

vértices além de k-+2, nao foi necessario realizar a soma das parcelas obtidas da

(a —1)?
L5

conclui o caso 1b. Agora que ja verificamos todos os eventos para ciclos isolados,

diagonalizagao de outros vértices, e a expressao se torna somente . Isso

vamos agora considerar grafos cactos mais gerais.

Até agora, examinamos os casos em que hé ciclos isolados e seus possi-
veis desdobramentos. Agora, vamos olhar para situacoes em que podemos ter arvo-
res ou ciclos anexados a um ciclo central. Para facilitar a compreensao desses casos,
utilizaremos a decomposi¢ao em blocos mencionada no capitulo 2. A seguir, apresen-
tamos um cendario no qual um vértice de corte i esta presente nos blocos A, B e C.
Esses blocos podem ser compostos de ciclos ou arestas. Na Figura 6.7, apresentamos
um grafo que possui trés estruturas, em que o vértice ¢ ¢ um vértice de corte. Junto
a primeira ilustracao, apresentamos a arvore de blocos e uma decomposicao arbérea
(que nao é considerada agradavel) antes da conexao com o ciclo central, que inclui

o vértice 1.
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ORONO
[A][3] ] @@

Figura 6.7: Subgrafos anexos ao vértice de corte i, bem como a sua representagao

C

em blocos, seguida de uma decomposi¢ao arboérea.

Para cada bloco ligado ao vértice i, podemos ter estruturas que precisam
ser incorporadas no ciclo central. Suponha que o vértice j seja o ultimo vértice
esquecido no bloco A, e que k e 1 sejam os tltimos vértices esquecidos nos blocos B
e C, respectivamente. Note que podemos ter a diagonalizacao desses vértices quando
eles foram esquecidos ou nao. Caso a primeira situacao ocorra, as caixas no né que

contém somente i possuem um tnico vértice, o vértice i.

v v v

Por outro lado, é possivel que algum vértice que esta ligado ao vértice
i nao tenha sido diagonalizado quando foi esquecido, resultando na transmissao de
uma caixa que contém um vértice de tipo I para os proximos n6 da arvore. Suponha
que isso ocorreu no bloco A, quando o ultimo vértice a fazer conexao com o vértice

de corte i, o vértice j, foi esquecido.

il0 A
T VAN

Antes de incorporar as informagoes das estruturas anexas ao vértice i,
é necessario simplificid-las para facilitar o procedimento no ciclo central. As caixas

utilizadas para realizar a jungao podem ter um dos dois tipos abordados anterior-
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mente. Se todas as caixas possuirem somente o vértice v, entao o procedimento de

juncao soma as entradas de uma linha ou coluna rotulada por v de cada caixa.

v

v *A+*B+:|

Podemos ter o caso em que h& mistura dos dois tipos de caixas. Suponha
que pelo menos duas caixas possuem dois vértices que se tornaram do tipo I, sendo
eles os vértices j e k que vieram dos blocos A e B, respectivamente. As caixas

possuem os seguintes formatos:

J i k i
il 0§ *a k|0 i *p
i|*q AA i|*p AB

Podemos considerar que os blocos A e B tanto podem ser uma aresta
quanto um ciclo. De qualquer forma, as caixas teriam o mesmo formato caso o vértice
j ou k nao fosse diagonalizado quando esquecido. O procedimento de jungao dos nos
que contém o vértice i consiste em empilhar as linhas do tipo I e somar as entradas
rotuladas pelo vértice i. Ao realizar a jungao das caixas que possuem j e k como linha
do tipo I, a forma escalonada na submatriz superior nao é obtida, sendo necessério
realizar operagoes nas linhas e colunas para manter a caixa no formato padrao. A

sequéncia de caixas a seguir ilustra essa necessidade de operagoes:

J k i J k i
5 J i
iloio %4 ilo 0 w4 ;
5 il0 * A
k|0 :0 xp — k|00 0 —
i*AEAA"i‘AB
i |*%q i %p AA—l-AB i *AO AA—FAB :

Apos a diagonalizagao do vértice k com o par (k,0), a caixa resultante
mantém o mesmo formato das caixas inicializadas no processo. Caso haja mais caixas
com linhas do tipo I, esse processo pode ser repetido até que reste no méaximo uma

caixa com este formato. Ao final do processo, teremos uma caixa com uma linha do
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tipo I e o vértice i. As caixas que possuiam somente o vértice i sao agrupadas pelo

caso anterior e incorporadas na entrada diagonal do mesmo vértice.

Neste ponto, as estruturas anexas ao vértice i do ciclo foram reduzidas
a apenas um tipo de caixa que carrega todas as informacgoes antes de incorpora-las

no ciclo. Esta etapa pode ser repetida para todos os vértices presentes no ciclo.

Antes de ser esquecido, cada vértice do ciclo resgataré a caixa produ-
zida pelas estruturas anexas a ele. Essa caixa pode conter apenas o proprio vértice
ou, ainda, o vértice e mais um vértice do tipo I. No caso em que todas as caixas
produzidas pelas estruturas anexas ao vértice do ciclo central nao contiverem linhas
do tipo I, é possivel processar o ciclo como o caso la ou 1b, incorporando o valor

das estruturas no esquecimento do vértice.

Para fins de anélise, dividiremos nossos casos em dois: caso 2a e caso
2b. No caso 2a, analisaremos a primeira ocorréncia de uma caixa com vértices do
tipo I, originaria de uma estrutura anexa a um vértice. No caso 2b, examinaremos a
situagao em que um vértice do ciclo nao foi diagonalizado e, no vértice subsequente,

temos uma caixa originaria da estrutura com vértices do tipo I.

Figura 6.8: Juncao de estrutura anexa a um vértice i do ciclo.

No primeiro caso, o vértice i-1 foi diagonalizado e repassou uma caixa
N}, com dois vértices: 1 e i. Ao juntar essa caixa com N,,, que contém o vértice i e um

vértice do tipo I (digamos, b), obtemos a seguinte caixa de jungao pelo algoritmo:
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A caixa N, é gerada durante o processamento do ciclo, visto que o
vértice i-1 foi diagonalizado. Ja a caixa NN, é proveniente da estrutura anexa ao
vértice i, que possui um vértice do tipo I. Por fim, a caixa N,, é resultante da juncao
de ambas as caixas.A caixa N,, encontra-se no formato requerido pelo algoritmo
e, portanto, nenhuma operagao adicional é realizada, deixando a caixa N, como
heranca para o proximo né em 7. Nos préoximos passos, adicionamos o proximo
vértice do ciclo C' e esquecemos o vértice i. Vale ressaltar que, caso nao exista o
vértice i+1, o vértice i é esquecido. Todas as estruturas anexas ao vértice i-+1, se
houver, sao incorporadas ap6s o esquecimento do vértice i na arvore 7. Portanto,

a0 esquecer o vértice i, obtemos a transicao das caixas representadas:

b i 1 i+1 i b 1 it+1
b |0 *p; 0 0 i X5k *1p 1 1 i1
i *bz: *i k0 b | *5  0 0 0 1 %10
— — .
1 |0 *xp x 0 1o xp: 00 % 0 i+1 |0i 0
1|0 0 0 0 i1 0 0 0

Caso o vértice i seja o ultimo vértice do ciclo, o esquecimento dele
geraria o mesmo processo de diagonalizagao, restando somente a entrada relacionada
ao vértice 1. As operagoes do Algoritmo Diagonal Arborea diagonalizam os vértices
b e i com os pares positivo e negativo, respectivamente, e nao afetam as entradas
da submatriz rotulada por 1 e i+1. Qualquer operacao realizada ap6s a introdugao
do préximo vértice nao é capaz de afetar a entrada 1. Portanto, o valor da entrada
1 ¢ fixado até o final do processo, quando ele é esquecido. A seguir, apresentamos

uma representacao da estrutura no grafo apoés a diagonalizacao dos vértices i e b.
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i° 0% oS
@
Figura 6.9: Diagonaliza¢ao com algum filho nulo para o vértice i do ciclo C.

No ultimo caso que abordaremos, ocorre quando o né k esquece o vértice

i-1 e nao o diagonaliza. As caixas Ny e N,, nesse ponto possuem linhas do tipo I.

ST T b i 1

-1 0 *1i-1 1 b0 i 0

N =1 [x3 * 0 N =i *bz*i 777777 0 '
i1 00 1100 0

A caixa N,, faz a fusao das caixas NN, e N, obtendo uma nova caixa no

formato padrao do Algoritmo Diagonal Arbdrea e nenhuma operagao é realizada.

i1 b 1 i
1| 0 0 i*1-1 1
b 0 0 0 *p;
1 |*3,-1: 0 * 0
i T iyt 0 %

Os vértices i-1 e b s6 poderao ser processados apds o esquecimento de
outro vértice. Se i for o tltimo vértice do ciclo C' que se conecta com 1, ao esquecé-lo,
obtemos a diagonalizacao dos vértices i e b, restando apenas a submatriz rotulada

pori-1e 1.

Note que as operacgoes realizadas nao afetam as entradas da submatriz

restante. £ importante mencionar que, antes de realizar o esquecimento, devemos

76



adicionar a caixa resultante das estruturas que estavam penduradas no né 1, se hou-
ver. Caso seja somente o vértice 1 presente na caixa, sua entrada é incorporada na
matriz. Se houver uma caixa com um vértice do tipo I, esse vértice é diagonalizado
com valor nulo, seguindo um processo semelhante ao de simplificacao das caixas pro-
venientes dos blocos. Em seguida, ao esquecer o vértice 1, obtemos a diagonalizacao

dos vértices 1 e i-1, com valor positivo e negativo respectivamente.

0 @Qul 0 @@l @ @Qﬂ

Figura 6.10: Processamento com filho e vizinho de i nulos.

Por outro lado, como o vértice i nao se conecta com o vértice inicial do
ciclo, é necessario adicionar o vértice i+1 antes de realizar o esquecimento do vértice
i. O processo de introducgao do n6 i+1 e o esquecimento do vértice i sao apresentados
na primeira caixa abaixo. A caixa da direita exibe o resultado da diagonalizagao dos

vértices i e b no processo.

i1 1 it1

i [ 1 *p; 1 1 ] i-1 1 i+1
-1 | 1 0 0 #*3,-1 O i-1 0 *11_1 0
blwe 0 0 0 0| — 1 |k o 0
S ST NS bl 0000 0
i+1 | 1 0 0 0 0 |

O algoritmo diagonaliza os vértices i e b com valores positivo e nega-
tivo, respectivamente, e mantém na caixa os vértices 1, i4+1 e i-1. Nesse ponto,
nao ha conexodes entre os vértices i+1 e 1, portanto, a entrada nao é atualizada
e podemos processar o ciclo como um caminho sem reatualizar a entrada 1. Além

disso, se houver uma caixa com vértice do tipo I anexa ao vértice 1, este vértice é
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diagonalizado com o valor zero do mesmo modo que a situacao anterior. Ao final
do processo, o vértice i-1 e 1 sao processados com valor positivo e negativo. Na

estrutura abaixo podemos observar como ocorre essa situagao no grafo:

0o ®.,

Figura 6.11: Processamento com filho e vizinho de i nulos com i # b.

Um fato interessante é que em qualquer grafo cactos em que haja uma
estrutura anexada a um vértice principal, a entrada relacionada ao inicio do ciclo
nao precisa ser resgatada ou calculada, ja que ela é diagonalizada em todos os casos
com mais algum vértice do tipo I. Isso significa que todos os casos para grafos cactos

foram abordados e sabemos como realizar o processamento desta classe de grafos.

Agora, podemos explorar uma aplicagao pratica para esta classe de
grafos, onde o Algoritmo Diagonal Arborea é uma ferramenta capaz de realizar a

diagonalizacao de grafos cactos com facilidade.

6.2 Grafos Cactos Reflexivos

A literatura tem estudado estimativas superiores e inferiores para o
segundo maior autovalor da matriz de adjacéncia de um grafo G sob varias restrigoes.
Diversos resultados fornecem cotas baseadas no nimero de vértices e arestas de G.
Em 1984, Brigham e Dutton [5]| estabeleceram a desigualdade Ao(G) < 4/ @
para A(G). Powers [27] demonstrou em 1986 que —1 < A(G) < 4§ — 1. Cotas
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mais precisas tém sido investigadas em detalhes para diferentes classes de grafos.

Cao ¢ Yuan [6] determinaram em 1993 todos os grafos conexos G com Ay(G) < £.
Cvetkovic e Simic [9] determinaram em 1995 os grafos com \y(G) < v/2 — 1. Grafos
que satisfazem Ay < r para r € {%,@,\/ﬁ, V3, 2} foram investigados em
diversos artigos. Neste trabalho, nosso objeto de estudo sao os grafos que satisfazem

a propriedade Ay < 2, também conhecidos como reflexivos.

Nos tltimos anos, a pesquisa sobre grafos que respeitam a desigualdade
Ao < 2 tem recebido considerdvel destaque, abrangendo diversas classes especificas
de grafos, entre elas os grafos cacto. Um cacto G é considerado reflexivo se e somente
se Ao(G) < 2, onde Ay representa o segundo maior autovalor do grafo. O foco desta
classe foi a caracterizagao dos cactos que nao formam um pacote. Em termos formais,
um pacote € um cacto em que todos os seus ciclos compartilham um vértice em
comum. O objetivo é caracterizar a classe dos grafos cactos reflexivos maximais em
relacao a propriedade Ay < 2 ser hereditdria. Em termos mais simples, os grafos
cactos reflexivos maximais sao aqueles que nao podem ser ampliados pela adicao de

mais arestas ou vértices sem violar a propriedade \y < 2.

Em 1982, Neumaier determinou todas as arvores reflexivas em [25].
No caso de grafos cactos, em 1996, foi realizada a caracterizacao de todos os grafos
cactos biciclicos [30], seguida das caracterizagoes de grafos cactos reflexivos com trés
ciclos [24], quatro ciclos [28], e para cactos com mais de quatro ciclos [29] que nao
formam um pacote. No entanto, os grafos cactos reflexivos que formam um pacote
ainda nao foram caracterizados. A seguir, apresentaremos a demonstracao de um
dos principais teoremas que é conhecido para grafos cactos que formam um pacote,
utilizando o Algoritmo Diagonal Arborea. Para isso, definiremos um grupo de grafos

conhecido como grafos Smith.

Defini¢ao 6.2. (Smith) Dizemos que um grafo G é um grafo Smith se ele satisfaz
a propriedade A\(G) = 2, onde A\(G) representa o maior autovalor da matriz de

adjacéncia do grafo.
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Teorema 6.1. A condi¢cdao necessdria e suficiente para que um grafo G satisfaca
M (G) < 2 € que cada componente de G seja um subgrafo de um dos grafos apresen-

tados na Figura 6.12, os quais tém \(G) = 2.

Figura 6.12: Os grafos Smith.

A Figura 6.13 ilustra a estrutura de um grafo cacto que forma um
pacote, onde os ciclos sd@o conectados em um vértice central (denotado por u) e

podem haver arvores anexadas aos vértices dos ciclos, inclusive ao vértice central.

Figura 6.13: Grafo cactos que forma um pacote.

O Teorema 6.2 foi inicialmente apresentado por [30] para caracterizar
grafos biciclicos que sao reflexivos. Mais tarde, o uso desse teorema foi uma peca
importante para caracterizar familias mais gerais de cactos. A prova envolveu me-
canismos algébricos e, neste trabalho, apresentaremos uma demonstracao usando o

Algoritmo Diagonal Arborea.
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Teorema 6.2. Seja G um grafo cacto que forma um pacote conforme a Figura 6.13,
onde u € um vértice de corte.

1. Se pelo menos duas componentes de G —u sao supergrafos de grafos Smith, e pelo
menos um deles é supergrafo proprio, entao \o(G) > 2.

2. Se pelo menos duas componentes de G — u sao grafos Smith, e as demais sao
subgrafos de grafos Smith, entdao \o(G) = 2.

3. Se mo mdzimo uma componente de G — u é um grafo Smith e as demais sao

subgrafos proprios de grafos Smith, entao \o(G) < 2.

Demonstragao. Para ilustrar cada item do enunciado, sera utilizado o diagrama
abaixo, que representa uma decomposi¢ao em blocos de um grafo cacto G' formando
um pacote. O vértice u é um vértice de corte que esta presente em todos os blocos
adjacentes. Para demonstrar os casos do teorema, sera considerada a subarvore de

cada bloco como uma componente.

Figura 6.14: Representacao por blocos de um grafo cacto que forma um pacote.

Para provar o primeiro item, suponhamos que existam pelo menos dois
blocos adjacentes ao vértice de corte u, cujas subérvores com raiz neles formam
dois supergrafos proprios de um grafo Smith. Esses blocos sao denotados como A e
B. Em seguida, aplicamos o Algoritmo Diagonal Arborea com a matriz de entrada
M = A(G) — 2I durante o processamento. Como as componentes possuem um
numero de vértices maior do que um grafo Smith, pelo Teorema 2.3 temos a garantia
que essa operagao resultara em um valor positivo e outro negativo para pelo menos
dois vértices em cada bloco. Essa condigao é suficiente para garantir que \o(G) > 2,

mesmo sem ter processado o vértice u e os demais blocos, se existirem.
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Agora, suponhamos que a subéarvore formada com raiz no bloco A seja
um supergrafo proprio de Smith. Ao processarmos o bloco A com o Algoritmo Di-
agonal Arbdrea, podemos garantir pelo menos um valor positivo. E possivel que a
componente do bloco A seja grande o suficiente para obtermos mais de um valor
positivo. No entanto, ao processar as outras subarvores enraizadas nos blocos de
u, ¢é possivel que vértices do tipo I aparecam em pelo menos uma estrutura que é
um supergrafo de Smith. Como pode haver mais de uma estrutura desse tipo, cada
vértice que se tornar do tipo I é diagonalizado com valor nulo até que reste apenas
uma caixa no processo de juncao da decomposicao. Caso contrario, as caixas rotu-
ladas por u sao incorporadas antes de seu esquecimento. Esse processo é realizado
da mesma maneira que foi apresentado na simplificacao das estruturas anexas a um

vértice do ciclo. No final do processo, teremos uma tnica caixa da forma:

v u

O vértice v é proveniente de algum vértice que tornou-se do tipo I. Ao
esquecer o vértice u ocorre a diagonalizagao do vértice v e u onde ocorre a apari¢ao

do segundo valor positivo, na execug¢ao do Algoritmo, e portanto A\s(G) > 2.

Na situacao em que temos pelo menos duas subarvores de dois blocos
do tipo Grafo Smith, a juncao dos blocos anexos ao vértice u que sao subgrafos
Smith antes de processarmos u segue o processo de simplificacao unindo as caixas
rotuladas por u. Sendo assim, todas as caixas que possuem vértices do tipo I sao
juntadas até restar uma tnica caixa com um vértice do tipo I e o vértice u. As
demais componentes dos outros blocos contribuirao com um valor na entrada de u,
e os blocos que possuiam linha do tipo I foram diagonalizados com um valor nulo.
Neste ponto, todas as entradas foram diagonalizadas com valor negativo ou nulo,

restando somente os vértices u e um vértice do tipo I, digamos v, obtendo a caixa
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no formato: v

Ao esquecer o vértice u, diagonalizamos os vértices u e v, obtendo um
valor positivo e um valor negativo. Como resultado, temos valores negativos ou
nulos em cada subarvore, e apenas no final obtemos um valor positivo. Esses fatos

garantem que o autovalor Ao(G) do grafo é igual a 2.

Por fim, se todas as subarvores enraizadas nos blocos filhos de u forem
subgrafos proprios de Smith, realizamos a jungao das caixas incorporando na entrada
de u. A caixa obtida a partir do bloco que possui subgrafo de Smith apresenta o

seguinte formato:

A\ u

Apos incorporar as subarvores dos blocos filhos de u que sao subgrafos
proprios na entrada u seguindo o processo de simplificagao, todos os valores de
cada bloco foram diagonalizados com valores negativos. Em seguida, o algoritmo
arboreo diagonaliza a caixa final obtendo um valor positivo e negativo. Dessa forma,

obtemos apenas um valor positivo, enquanto os demais sao negativos, o que implica

que A\ (G) < 2.

Assim, o Teorema 6.2 resolve uma ampla classe de grafos cactos refle-
xivos, mas nao é capaz de dar respostas precisas quando tivermos um bloco com
um supergrafo proprio Smith e o restante das estruturas sao subgrafos Smith. Além
disso, o problema de encontrar todos os grafos cactos reflexivos maximais nao esté

completamente resolvido. Embora existam resultados para grafos cactos que nao

83



formam um pacote e para aqueles em que o teorema nao pode ser aplicado, o caso
em que todos os ciclos tém um vértice comum é especialmente dificil, uma vez que
o numero de ciclos anexados a u nao é limitado. Além disso, é possivel ter arvores

penduradas em alguns vértices do ciclo e em u.

Esperavamos obter resultados utilizando o Algoritmo Diagonal Arborea
em casos nao cobertos pelo teorema. No entanto, encontramos dificuldades princi-
palmente quando ocorre uma mudanca de sinal no bloco que possui um supergrafo
proprio de Smith. Essa situagao pode ocorrer devido as possiveis estruturas anexa-
das ao vértice u e as proprias estruturas anexas no vértice do ciclo, onde a entrada

u pode receber contribui¢oes positivas ou negativas.

O Teorema 2.3 garante que, se encontrarmos duas estruturas Smith
desconexas em um bloco, ji obtemos a violacao da propriedade de um grafo cacto
reflexivo. Portanto, esses casos sao descartados naturalmente. No entanto, a busca
por caracterizar grafos cactos reflexivos que formam um pacote é um problema difi-
cil, pois geralmente nao depende apenas da componente que é um supergrafo Smith,
mas também da relacao estreita com as estruturas anexas ao vértice u. O Algo-
ritmo Diagonal Arbdrea € uma ferramenta valiosa para identificar grafos reflexivos
em grafos cactos, pois é capaz de processar o grafo de forma linear devido a largura
limitada do grafo cactos. Além disso, a utilizacao do algoritmo permite determinar
propriedades e caracteristicas especificas de cada vértice e das estruturas anexas aos
vértices. Isso possibilita a identificacao de padroes que podem ajudar a entender a
estrutura dos grafos cactos reflexivos. No entanto, a caracterizagao da subclasse de
grafos cactos reflexivos que formam um pacote ainda é um problema em aberto. Por-
tanto, embora o algoritmo seja capaz de dar respostas precisas sobre a reflexividade
de um grafo cactos quando executado, nao é capaz de caracterizar completamente

essa subclasse faltante.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Durante esta dissertacao de mestrado, diversos tépicos relacionados a
teoria espectral de grafos foram abordados. Todos esses topicos tiveram como base
a analise do comportamento do Algoritmo Diagonal Arborea em determinadas clas-
ses de grafos, bem como a compreensao detalhada de seu funcionamento. Uma das
principais motivagoes foi apresentar de maneira clara e intuitiva o procedimento
executado pelo Algoritmo Diagonal Arborea, demonstrando suas operagdes em deta-
lhes a cada passo. Para sua execucao, tornou-se necessario a definicao de conceitos
fundamentais como decomposicao arborea e largura arbérea, que sao requisitos e

parametros para a execucao do algoritmo.

No Capitulo 3, foram abordadas propriedades e teoremas classicos rela-
cionados a decomposicao arborea, bem como cotas para a largura arboérea de algumas
classes de grafos. Também foi apresentado o conceito de decomposicao agradéavel de
um grafo e demonstrado como ¢é possivel transformar uma decomposicao arbérea em

uma decomposicao agradavel sem aumentar a largura da decomposicao.

Um dos objetivos deste trabalho foi analisar e comparar o desempenho
do Algoritmo Diagonal Arbérea com o Algoritmo de Arvore desenvolvido em [19)].
Enquanto o Algoritmo Diagonal Arborea é uma técnica geral utilizada para resolver
uma ampla classe de grafos, o Algoritmo de Arvore é projetado para solucionar espe-
cificamente o problema de grafos que sao arvores. Buscou-se identificar semelhangas
e diferencgas entre essas duas abordagens, bem como suas respectivas eficiéncias em
diferentes cenéarios. Como resultado dessa analise, foi definida uma sequéncia para a
construgao da decomposicao arborea T de modo que os vértices que eram esquecidos
no Algoritmo Diagonal Arborea fossem processados na mesma ordem do Algoritmo
de Arvore. Observou-se que ambos os algoritmos produzem os mesmos valores nos
nos dos vértices, exceto por cancelamentos acidentais onde os valores sao diferentes

(-1 e 1 no Algoritmo Diagonal Arborea e —/2 e 2 no Algoritmo de Arvore). Esta di-
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ferenca nao afeta a conclusao da saida do algoritmo, uma vez que ambos algoritmos

sao baseados na inércia da matriz.

No Capitulo 6, abordamos como o Algoritmo Diagonal Arborea diago-
naliza uma matriz M de um grafo que é um cacto. Uma das motivagoes para estudar
essa classe foi a possibilidade de resolver um problema em aberto sobre grafos cac-
tos reflexivos, no qual uma subclasse ainda permanecia nao caracterizada. Os grafos
cactos sao definidos como grafos em que quaisquer dois ciclos tém no maximo um
vértice em comum. Portanto, naturalmente, realizamos a anélise dos casos em que
o grafo cactos é somente um ciclo e examinamos os possiveis cenérios que surgem.
Em seguida, examinamos uma situagao mais geral de um cacto, onde os ciclos po-
deriam ter estruturas penduradas em seus vértices, como diversos ciclos e arvores.
Para isso, mostramos como o Algoritmo Diagonal Arborea se desenvolvia para um
ciclo central. Utilizamos a decomposicao em blocos para um grafo cactos arbitrario,
simplificando as operacoes necessarias para iniciar o processamento do ciclo. Em
seguida, iniciamos o processo de diagonalizacao do ciclo, considerando que cada vér-
tice do ciclo poderia ter no maximo uma caixa que incorporava as estruturas que
estavam anexadas aquele vértice. Para isso, analisamos todas as possibilidades de

diagonalizagao do ciclo, considerando diferentes casos para as caixas dos vértices.

Utilizamos o estudo da performance do Algoritmo Diagonal Arborea em
grafos cactos para analisar a classe de grafos cactos reflexivos. A classe de cactos
reflexivos ja foi caracterizada para todos os grafos cactos que nao formam um pacote,
e que o Teorema 6.2 nao pode ser aplicado. O Teorema 6.2 foi uma das ferramentas
essenciais para determinar os grafos cactos reflexivos que nao formavam um pacote.
Nos dedicamos a demonstra-lo em uma nova versao utilizando o Algoritmo Diagonal

Arbdrea para sua validacao.

O desenvolvimento do Algoritmo Diagonal Arbdrea representou uma
importante generalizacao de algoritmos desenvolvidos para classes especificas de

grafos. Dessa forma, pretendemos continuar explorando o funcionamento deste al-

86



goritmo em outras classes especificas, a fim de identificar problemas que possam
ser solucionados por meio desta ferramenta. Além disso, continuamos a investigar
o problema dos grafos cactos reflexivos, buscando determinar subclasses e solugoes

para esta questao que ainda permanece em aberto.
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