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Resumo

A crescente evidéncia de que a maior parte das galdxias hospedam buracos negros
supermassivos (SMBHs) em seu centro e a aceitagao geral de um paradigma hierdrquico
de formagao galactica indica que galdxias e SMBHs devem ter evoluido concorrentemente.
Este cendrio tem levado a uma intensa busca por subprodutos desta evolucao, entre eles
o recuo gravitacional, um fendmeno que ocorre durante a fusao de SMBHs, e que pode
gerar uma explosao observavel de ondas gravitacionais, com a subsequente expulsao de
um dos SMBHs do centro galactico. Um dos candidatos mais interessantes apresentando
a “assinatura” de um recuo gravitacional é o radio-quasar J133658.3-295105, um objeto a
distancia de NGC 5236 que aparece projetado sobre o corpo desta galdxia em um sugestivo
alinhamento com outras fontes de radio e o ntcleo 6ptico da galaxia, que também aparece
deslocado em relagao ao centro cinematico de NGC 5236.

Neste trabalho nés estudamos as circunstancias no qual o rddio-quasar teria sido
ejetado da regiao central de NGC 5236. Noés analisamos diferentes tipos de colistes de
SMBHs binarios e triplos por meio de simulagoes numéricas usando uma aproximacao
Pés-Newtoniana de ordem 7/2 (~ 1/c”). Para isso, nés desenvolvemos um cédigo de N-
corpos especialmente construido para integrar numericamente as equagoes de movimento
Pés-Newtonianas. Experimentos numéricos demonstram que o cédigo é robusto o suficiente
para tratar praticamente qualquer razao de massas entre particulas.

Nés mostramos que, dentro da atual aproximacao Pés-Newtoniana, o cendrio com
trés SMBHs é o mais adequado para explicar a ejecao de J133658.3-295105 e, simultane-
amente, provocar o deslocamento do nicleo 6ptico de NGC 5236. Nossos modelos mos-
tram que o deslocamento do nicleo 6ptico pode estender-se por uma distancia radial de
~ 30 — 200 pc sobre uma escala de tempo de ~ 2 x 107 anos, em razoével acordo com o valor
observado em NGC 5236 (~ 60 pc). N6s mostramos também que o deslocamento do ntcleo
optico sé pode ser explicado em um cenario de recuo gravitacional se a velocidade de recuo
do SMBH for até cerca de ~ 1.5 vezes a dispersao de velocidades das estrelas no centro da
galaxia.

Os diferentes conjuntos de simulagoes permite-nos ainda distinguir entre dois tipos
de recuo gravitacional em sistemas com SMBHs triplos, o primeiro ocorrendo por uma
troca energética entre um dos SMBHs e a bindria recém formada durante interacao com
os outros dois SMBHs, e o segundo ocorrendo por consequéncia da emissao anisotropica
de ondas gravitacionais durante a coalescéncia dos SMBHs. Nossas simulagbes mostram
que o primeiro tipo de recuo gravitacional deve ocorrer muito antes que o par de SMBHs
mais fortemente ligado possa atingir o regime de radiagdo. As limitacées do nosso modelo,
contudo, nao permite-nos afirmar qual deles ocorreu em NGC 5236, embora o primeiro seja
mais provavel.
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Abstract

The growing evidence that most galaxies host supermassive black holes (SMBHs)
at its center, and general acceptance of a paradigm of hierarchical galaxy formation states
that galaxies and SMBHs must have evolved concurrently. This scenario has led to an in-
tense search by-products of this evolution, including the gravitational recoil, a phenomenon
that occurs during the merger of SMBHs, which can generate an observable outburst of
gravitational waves and the subsequent expulsion of one of the SMBHs of galaxy center.
One of the most interesting candidates showing the “signature” of a gravitational recoil is
the radio-quasar J133658.3-295105, an object at distance of NGC 5236 that appears pro-
jected onto the body of this galaxy in a suggestive alignment with other sources of radio
and optical nucleus of galaxy, which also appears displaced from the kinematic center of
NGC 5236.

In this work we study the circumstances in which the radio-quasar would have been
ejected from the central region of NGC 5236. We analyze different types of collisions of
binary and triple SMBHs by numerical simulations using a Post-Newtonian approximation
of order 7/2 (~ 1/c). For this, we developed a N-body code specially built for numerically
integrate the Post-Newtonian equations of motion. Numerical experiments show that the
code is robust enough to handle virtually any mass ratio between particles.

We show that within the current Post-Newtonian approximation, the scenario with
three SMBHs is best suited to explain the ejection of J133658.3-295105, while causing the
displacement of the optical nucleus of NGC 5236. Our models show that the displacement
of the optical nucleus can extend over a radial distance of ~ 30 — 200 pc on a timescale of
~ 2 x 107 years, in reasonable agreement with the observed value in NGC 5236 (~ 60 pc).
We also show that the displacement of the optical nucleus can only be explained in a scenario
of gravitational recoil if the velocity of recoil of the SMBH is up to about ~ 1.5 times the
velocity dispersion of stars in the galactic center.

The different sets of simulations allows us to distinguish between two types of gra-
vitational recoil on systems with SMBHs triple, the first occurring by an energy exchange
between one of the SMBHs and the newly formed binary during interaction with the other
two SMBHs, and the second occurring as a consequence the anisotropic emission of gravi-
tational waves during the coalescence of SMBHs. Our simulations show that the first type
of gravitational recoil should occur long before the pair of SMBHs more tightly bound to
achieve the regime of radiation. The limitations of our model, however, does not allow us
to say which of them occurred in NGC 5236, although the former is more likely.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 1

Capitulo 1

Introducao

The universe is still a place of mystery and wonder.
— Martin Rees

H& pelo menos quatro décadas a existéncia de ntucleos ativos de galdxias ja tinha
sido sugerida como uma evidéncia da presenga de buracos negros supermassivos (doravante
SMBHs, acronimo para supermassive black holes) no centro das galdxias (Lynden-Bell,
1969). A questao de como e quando os SMBHs se formaram é, ainda hoje, um tépico
de intensa pesquisa. Rees (1984) traga basicamente dois possiveis cenérios, partindo de
uma nuvem de gas para um SMBH. Um deles conecta os SMBHs aos buracos negros de
massa intermediaria, remanescentes de sucessivas colisoes fisicas entre estrelas massivas em
aglomerados densos (Ebisuzaki et al., 2001, Portegies Zwart et al., 2004), enquanto a outra
possibilidade é que as “sementes” dos SMBHs tenham sido buracos negros de massa muito
menor, remanescentes da primeira geragao de estrelas (Madau & Rees, 2001, Volonteri &
Rees, 2005, Bromm et al., 1999, 2002, 2009).

A despeito de qual caminho a natureza tenha escolhido, sabe-se hoje que essenci-
almente todas as galdxias hospedam um SMBH em seu centro (Kormendy & Richstone,
1995, Magorrian, 1998). Observagoes mostram que a massa tipica desses objetos, infe-
rida via dinamica do gas e estrelas dentro de uns poucos parsecs centrais, situa-se entre
Mgy ~ 105 — 107 Mg e correlaciona-se fortemente com a massa da componente esferoi-
dal*, Mpher, da galaxia hospedeira, sendo a razao Mpr/Mgpher ~ 0.001 — 0.006 em cada
galdxia (Kormendy & Richstone, 1995, Magorrian, 1998, Ferrarese & Merritt, 2000, McLure
& Dunlop, 2002). Além disso, a massa do SMBH correlaciona-se também com a dispersao
de velocidades das estrelas do esferoide, ospper, com Mpy o< ol n = 3.7—5.3 (Ferrarese

spher>

& Merritt, 2000, Gebhardt et al., 2000, Merritt & Ferrarese, 2001, Tremaine et al., 2002).

*O termo “esferoide” refere-se ao sistema completo no caso de galdxias elipticas, mas somente ao bojo
no caso de galdxias com uma significante componente discoidal.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

Estas relagbes apontam uma conexao entre a fisica da formagao do esferoide e aquela do
crescimento do SMBH (Milosavljevi¢ & Merritt, 2001).

Sob o atualmente favorecido paradigma hierdrquico de formacao galdctica, no qual
galdxias maiores s@o formadas a partir da fusao de galdxias menores (White & Rees, 1978,
Springel et al., 2006), a simples correlagao entre as propriedades do esferoide e a massa do
SMBH central emerge naturalmente (Volonteri et al., 2003a,b, Di Matteo et al., 2005, Ro-
bertson et al., 2006). Cada vez que duas galdxias fusionam para formar um sistema maior,
seus buracos negros espiralam para o centro da nova galdxia devido a friccao dinamica e
eventualmente coalescem, criando um buraco negro proporcionalmente maior. Este cendrio
(veja Begelman et al. 1980), contudo, requer um eficiente repreenchimento do cone de
perdal do par de SMBHs para que seu decaimento possa persistir como resultado de repe-

“problema do tltimo

tidas ejecoes de estrelas, uma questao que tem sido conhecida como o
parsec” (Milosavljevi¢ & Merritt, 2003). Nao obstante, essa excitante possibilidade tem
renovado o interesse na dinamica e evolucao de nicleos galacticos uma vez que o mergu-
lho final dos SMBHs para a coalescéncia poderia gerar uma explosao observavel de ondas
gravitacionais (Phinney, 2000, Madau et al., 2009).

Diferentemente do andlogo Newtoniano, em Relatividade Geral (RG) o problema
de dois corpos é um problema muito rico e complicado, para o qual uma solucao analitica
nao existe. Enquanto técnicas perturbativas tem sido desenvolvidas para lidar com certos
estagios do problema, a prépria solucao numérica do conjunto completo das equacoes de
campo é, por si s6, um tema bastante complexo e muito esforco tem sido dispendido pela
comunidade para resolver numericamente espacos-tempo genéricos. Nos ultimos 5 anos, a
relatividade numérica tem passado por uma revolucao, tal que agora diversos codigos sao
capazes de evoluir estavelmente o decaimento e até mesmo a completa coalescéncia de dois
buracos negros (Briigmann et al., 2004, Pretorius, 2005, Campanelli et al., 2006a,b, Baker
et al., 2006a,b). Como j& previsto analiticamente por Peres (1962), Bekenstein (1973), Fit-
chett (1983), Fitchett & Detweiler (1984), qualquer propriedade de uma érbita resultando na
emissao anisotrépica de ondas gravitacionais poderia, via conservagao do momentum linear,
dar um “chute” no buraco negro remanescente. Um importante resultado astrofisico de tais
simulagoes é que este recuo gravitacional pode atingir velocidades de até 4000 kms~! (Cam-
panelli et al., 2007a,b, Dain et al., 2008), dependendo da razao de massas e da orientagao dos
spins dos SMBHs relativo ao plano orbital, o que implica que o SMBH resultante poderia
facilmente ser ejetado, mesmo nas galaxias mais massivas.

Recuos desta magnitude poderiam levar a uma mensuravel populacao de buracos
negros extragalacticos. Isto tem maiores implicacoes tanto para o crescimento de SMBHs

em cendrios hierdrquicos (Volonteri et al., 2005, Volonteri & Perna, 2005, Libeskind et al.,

fO cone de perda é tradicionalmente visualizado como o dominio do espaco de fase no qual o campo
das componentes individuais do par de SMBHs ¢ suficientemente intenso para causar a captura ou a ejecao
gravitacional de estrelas.
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2006, Volonteri, 2007, Berti & Volonteri, 2008, Blecha & Loeb, 2008) quanto para a evolugao
de “sementes” de SMBHs e buracos negros de massa intermedidria (Mouri & Taniguchi,
2002, O’Leary et al., 2006). Nao obstante, existe uma intensa busca por buracos negros
expulsos do centro das galdxias (Komossa et al., 2008, Bogdanovi¢ et al., 2009, Boroson
& Lauer, 2009, Dotti et al., 2009, Shields et al., 2009a,b, Vivek et al., 2009). Um dos
candidatos mais interessantes é o radio-quasar J133658.3-295105 (Diaz et al., 2007, Dottori

et al., 2008), para o qual nos voltamos agora.

1.1 Recuo Gravitacional em NGC 52367

A fonte J133658.3-295105 emite raios-X e é também resolvida em radio, apresentando dois
radio-16bulos (Cowan et al., 1994). Embora nao exista uma contraparte 6ptica associada,
J133658.3-295105 tem sido caracterizada como uma radio-galaxia do tipo Fanaroff-Riley 11
em redshift cosmoldgico (z > 1; Soria & Wu (2003), Maddox et al. (2006)) e aparece
projetada sobre o corpo da galdxia espiral NGC 5236 (M 83) em cerca de 1 —2kpc do niicleo
optico da galaxia, em um sugestivo alinhamento com outras fontes de radio. NGC 5236 e
NGC 5128 (Cen A), distantes de ~ 4 Mpc (z ~ 0.0018)%, sdo as maiores galdxias em uma das
regides mais ativas do universo préximo, o grupo de Hydra-Centaurus. A Figura 1.1 mostra

os sub-grupos associados a ambas as galaxias, que demonstram indicios de transformagoes

internas devido a frequentes processos de fusdo.

The NGC 5236 Group The NGC 5128 Group

IC 4247 NGC 5253 NGC 5237

NGC 4945

NGC 5236 NGC 5128

NGC 5264 IC 4316 UGCA 365 NGC 5102 PGC 47171 NGC 5206

Figura 1.1: O grupo de Hydra-Centaurus é grosseiramente dividido em dois sub-grupos. O painel
a esquerda mostra o sub-grupo de NGC 5236, distante de 4.56 Mpc. No painel a direita temos o
sub-grupo de NGC 5128, distante de 3.94 Mpc.

NGC 5236 tem sido alvo de varios estudos observacionais. Sua regiao central tem ga-

nhado uma crescente atencao desde que foi identificada como um dos mais brilhantes e mais

fonte: http://nedwww.ipac.caltech.edu/
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préximos complexos de regioes HIT gigantes (Arsenault & Roy, 1986), hospedando também
sitios de violenta formagao estelar surgindo no ambiente rico em gas desta galaxia. Diversos
estudos morfolégicos e cinematicos tém demonstrado que a regiao nuclear de NGC 5236 esta
sofrendo uma forte evolugao dindmica (Gallais et al., 1991, Elmegreen et al., 1998, Thatte
et al., 2000, Sakamoto et al., 2004, Diaz et al., 2006a,b). De fato, como visto na Figura 1.2,
o préprio nicleo éptico (ON) de NGC 5236 encontra-se deslocado por ~ 3” (60 pc) com
relagdo ao centro das isofotas externas do bojo, onde Thatte et al. (2000) tem encontrado
um centro cinemético (KC). Uma terceira concentracao, obscurecida pela poeira, aparece
como um nucleo oculto (HN) a ~ 7”7 (140 pc) do centro cinemdtico, sendo interpretada como
uma pequena galdxia canibalizada (Mast et al., 2006). Ao lado dessas trés concentragoes
existe ainda um arco de regides HII com intensa formacao estelar (Diaz et al., 2006a), que
tem sido interpretado como uma cauda de maré desgarrada da galdxia canibalizada. A
massa do nticleo éptico tem sido determinada como ~ 4 x 105 My (Elmegreen et al., 1998,
Thatte et al., 2000), enquanto o centro cinemdtico tem ~ 60 x 105 Mg (Dottori et al.,
2007) e a pequena galdxia canibalizada tem ~ 16 x 105 My (Diaz et al., 2006a). Simulacdes
numéricas mostram que as trés concentracoes e o arco de formacao estelar coalescerao dentro

de umas poucas centenas de milhoes de anos (Rodrigues et al., 2009).

Figura 1.2: Regido central de NGC 5236; contornos mostram o mapa de emissdo de CO. O nicleo
6ptico (ON) é visto como um pico laranja, enquanto o centro cineméatico (KC) é marcado com o sinal
“4+”. A pequena galdxia canibalizada, obscurecida pela poeira, aparece como um nicleo oculto (HN)
préximo do pico mais intenso de emissao CO. Note a elipse parcial descrevendo o arco de intensa
formacao estelar, provavelmente uma cauda de maré da galaxia canibalizada. Figura adaptada de
Sakamoto et al. (2004).
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Além desta riqueza cinemaética que aponta a transformacao futura dos 300 pc cen-
trais, o curioso alinhamento de J133658.3-295105 com outras fontes de radio e o ntcleo
6ptico de NGC 5236 parece emergir como um jato da regiao nuclear (veja a Figura 1.3),
como tinha originalmente sido proposto por Cowan et al. (1994). Um possivel problema
com a interpretagao de um jato é que ele nao aponta em direcao ao verdadeiro ntcleo da
galdxia, o centro cinematico. Por outro lado, a morfologia geral das fontes RS 27, RS28 e
RS 29 na Figura 1.3 é também sugestiva de uma radio-galdxia de fundo do tipo Fanaroff-
Riley II, com RS27 e RS29 sendo os radio-lébulos e RS 28 (J133658.3-295105) o carogo
central, como proposto por Soria & Wu (2003) e Maddox et al. (2006). Contudo, nao
existe evidéncias observacionais contundentes, tal como uma medida da velocidade radial
de J133658.3-295105, que déem suporte ao argumento de Soria & Wu (2003) e Maddox

et al. (2006), o que abre a possibilidade para outros cenérios.

Figura 1.3: A imagem mostra o alinhamento de J133658.3-295105 (RS 28/XS39) e seus radio-
I6bulos, RS 27 e RS 29, com outras fontes de radio e o ntcleo 6ptico de NGC 5236. Fontes de raios-X
sdo mostradas na cor magenta, emissdo H, em verde e emissdo radio em 6 cm em vermelho. A
estrutura completa cobre ~ 100” (2kpc) sobre o céu. Nenhuma destas rddio-fontes sio remanescentes
de super-novas nem parecem estar associadas a regices HIT (Maddox et al., 2006). Figura retirada
de Dottori et al. (2010).

Por causa da riqueza de fenémenos ocorrendo dentro dos 300 pc centrais de NGC 5236,
Dottori et al. (2008) usou a peculiar configuracao de radio-fontes para determinar mais pre-
cisamente a distancia de J133658.3-295105, visando a possibilidade de que este seja um
objeto local que foi ejetado do nicleo de NGC 5236 por um recuo gravitacional que ocorreu

durante uma fusdo prévia. Estes autores tém detectado H, em emissao, embora com um
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baixo S/R, com uma velocidade radial no plano da galdxia de V, ~ 130 & 40kms~! com

relagao ao nucleo éptico de NGC 5236, um resultado que indica que J133658.3-295105 é uma,
fonte proxima e que estd se afastando da galdxia. Mais recentemente, buscando melhor vin-
cular a distancia de J133658.3-295105, Dottori et al. (2010) tem reanalizado as observagoes
previamente discutidas por Soria & Wu (2003), mostrando que J133658.3-295105 apresenta
uma linha de Fe-K, em emissao (com S/R entre 1 —2) em um redshift muito mais baixo do
que previamente sugerido por Soria & Wu (2003) e Maddox et al. (2006), compativel com
a distancia de NGC 5236.

Segundo os modelos de Fujita (2008, 2009), a falta de uma componente éptica de-
tectavel caracteriza J133658.3-295105, para todos os propdésitos praticos, como um buraco
negro ‘nu” ejetado do nucleo, cuja alimentagao dependeria da sua velocidade de ejegao
bem como da densidade e dispersao de velocidades do meio que ele cruzou durante seu voo.
Além disso, a luminosidade em raios-X de J133658.3-295105 (Lx ~ 2.1+0.4 x 103 ergs—1;
Dottori et al. (2010)) indica que ele ndo esta em um ambiente tao denso quanto o disco e que
sua massa também nao deveria ser muito maior do que 108 — 107 M, embora Dottori et al.
(2008) tenha sugerido massas muito menores ~ 103 — 102 My,. Estas observagoes tem nos
dado alguma confidéncia de que J133658.3-295105 é uma fonte na distancia de NGC 5236,
provavelmente ejetada de seu ntcleo. Neste caso o motor que teria ejetado os radio-l6bulos
RS 27 e RS 29 seria um disco de acrecao produzido durante o transito de J133658.3-295105
pelo disco galdctico. A razao por que RS 27 e RS 29 estdao ao longo da linha aparente do

kick-off, contudo, permanece obscura.

1.2 Objetivos e Organizacao do Trabalho

Embora mais observacoes sejam necessarias para inequivocamente determinar a natureza e
distancia de J133658.3-295105, a possibilidade de que este seja um SMBH ejetado por um
recuo gravitacional do centro de NGC 5236 em uma fusao prévia permanece aberta.

O objetivo deste trabalho é modelar numericamente este fenémeno através de si-
mulagoes de N-corpos. Tendo em vista a enorme dificuldade de tratar este problema, tanto
tedrica quanto numericamente, usando a Relatividade Geral, a dissipacao de energia orbital
devido a emissao de ondas gravitacionais serd tratada via expansoes poés-Newtonianas, que
incorporam correcoes relativisticas em ordens de 1/c?, onde ¢ é a velocidade da luz.

Dentre as questoes que a modelagem se propoe a (a0 menos qualitativamente) res-
ponder estao: (i) Qual a influéncia das corre¢oes pdés-Newtonianas sobre a dindmica dos
SMBHs? (ii) Quantos SMBHs deveriam fusionar (e com qual razao de massas) para re-
produzir o recuo gravitacional observado? (iii) Qual a velocidade de eje¢gao do SMBH em

J133658.3-2951057 (iv) Sob quais condigbes o recuo gravitacional produziria a ruptura de
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parte do nucleo galdctico original, que viria a formar o nticleo 6ptico atualmente deslocado
do centro cinematico? (v) Qual o sinal das ondas gravitacionais que tal evento produziria?

No Capitulo 2 nés apresentamos os métodos numeéricos e introduzimos as correcoes
pos-Newtonianas, discutindo a maior parte das questoes de implementacao. O Capitulo 3
¢é dedicado a apresentagao dos resultados, comparagdao com as observacoes e discussao.

Finalmente, no Capitulo 4 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas futuras.
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Capitulo

Métodos Numéricos: Simulacoes
de N-Corpos com Correcoes

Po6os-Newtonianas

One reason that life is complex is that it has a real part and an imaginary part.

— Andrew Koenig

Desde o tempo de Newton ji se sabia que o problema gravitacional de N-corpos
admite uma solucao exata somente no caso de duas particulas interagentes. Tudo que
sabemos com certeza além disso é que, na auséncia de agentes externos, existe dez integrais
de movimento. A saber, a energia (E), o centro de massa (R), o momentum linear (P) e o
momentum angular (J) do sistema. Uma vez que tais grandezas sao frequentemente usadas

para verificar a exatidao de uma simulacao, é conveniente defini-las matematicamente:

1 N Gm;m;
E = 2;% sz_r’ (2.1)

1=1 j#i
1 N
R o= > om (2.2)
N
=1
N

J = Zri X m;Vvj, (24)

onde r; e v; sao, respectivamente, a posicao e a velocidade da particula de massa m;,
N . . . o .
M =3".", m; é a massa total do sistema e G é a constante gravitacional Newtoniana. Os

dois termos na Eq. (2.1) representam, respectivamente, a energia cinética (7') e a energia
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potencial (U) do sistema. Naturalmente, um bom esquema numérico para sistemas conser-
vativos deveria manter o valor das dez constantes de movimento em um nivel de exatidao
aceitdavel em todos os tempos de interesse durante uma simulacao. Infelizmente, erros estao
sempre presentes em qualquer esquema de integracao numérica. Uma vez que sua influéncia
sobre o resultado dos célculos deveria ser minimizada, cabe discutir com mais detalhe alguns
aspectos do sistema fisico que conspiram contra este objetivo.

Nos ultimos 50 anos o desenvolvimento de cédigos para simulacoes de N-corpos tem
se deparado com alguns fatos bastante desagradaveis no que diz respeito a faixa de escalas
de tempo e comprimento inerentes em todos os sistemas estelares. As mais curtas escalas
de tempo e comprimento de interesse na evolucao de aglomerados globulares e ntucleos
galdcticos sao postas por seus subsistemas mais compactos. Por exemplo, um sistema binario
de estrelas de neutrons, cujo periodo orbital é tipicamente de uns poucos milisegundos,

quando comparado com a idade de um aglomerado globular, ~ 10°

anos, resulta em uma
discrepancia em escalas de tempo de cerca de 20 ordens de magnitude! Um problema
similar ocorre quando comparamos escalas de comprimento. O didmetro de uma estrela
de neutrons, ~ 10km, quando expresso em unidades do raio de maré de um aglomerado
globular, tipicamente ~ 100 pc, é da ordem de 10715,

Quando se deseja estudar justamente a evolugao de sistemas compatos, tais como
pares de estrelas de neutrons ou buracos negros, embebidos em nicleos galacticos surge pelo
menos dois principais problemas numéricos. Primeiro, considere o uso de um método de
integracao relativamente sofisticado que emprega passos de tempo varidveis. Tomando como
exemplo um sistema em equilibrio virial composto somente por estrelas individuais, entao
a integracao numérica deve proceder com um passo de tempo médio em torno de alguma
fracao do crossing time (veja abaixo). Contudo, com a eventual formacao dinamica de tais
subsistemas compactos durante a simulacao, o resultado é que o processo de integragao
efetivamente “congela”, uma vez que o passo de tempo deve automaticamente diminuir a
ponto de capturar a dinamica correta e manter a conservagao das integrais de movimento.
Em outras palavras, a aparicao do primeiro evento dinamicamente interessante torna a
simulagao impraticdvel! O outro problema, que diz respeito as escalas de comprimento,
aparece principalmente por causa da representacao finita de nimeros de ponto flutuante,
que mesmo em precisao dupla (64-bit) tipicamente carregam uma mantissa de somente
15 digitos significantes, o que pode facilmente tornar o calculo sem qualquer sentido nos
estagios finais da coalescéncia de buracos negros, por exemplo.

Considerando que simulagoes realisticas deveriam, em tultima instancia, levar em
conta todas as escalas de tempo e comprimento, bem como os processos fisicos envolvidos,
a primeira vista modelar aglomerados globulares ou ntcleos galacticos — estrela por estrela
— pareceria desesperancoso nao fosse pela ingenuidade e persisténcia de Sverre Aarseth, que

tém dedicado a sua vida como pesquisador para fornecer uma série métodos (e.g. Aarseth
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(2003)) e implementagdes eficientes com o qual este e outros problemas semelhantemente
intransponiveis podem ser atacados. A resposta de Aarseth para estes problemas pode ser
resumida em duas palavras-chave: passos de tempo individuais e regularizacao de coordena-
das. Estas melhorias algoritmicas fizeram mais pela velocidade dos calculos do que décadas
de avango tecnolégico em hardware.

Atualmente, depois de significantes desenvolvimentos, o problema numérico de N-
corpos encontra-se maturado e estamos agora entrando em uma excitante nova era, quando o
hardware comeca a acompanhar os avangos algoritmicos, por exemplo com a implementacao
da arquitetura GRAPE (GRAwity piPE; Sugimoto et al. (1990), Makino et al. (2003),
Makino (2008)) e, mais recentemente, com o advento das GPUs (graphics processing units;
Portegies Zwart et al. (2007), Belleman et al. (2008)). Estes avancos tem permitido atingir
uma performance computacional na casa dos Tera-Flops (10'2? operacdes de ponto flutuante
por segundo), que se traduz na possibilidade de simulagoes com até N ~ 10° particulas. A
maior atracao em métodos de N-corpos é que eles sao livres de suposicao, de modo que todas
as interacoes estelares sao incluidas automaticamente sem a necessidade de aproximacoes
simplificadoras. O preco disto é o alto custo computacional, O(N?) por passo de tempo.

Neste trabalho nés adotamos uma abordagem numérica diferente daquela que tém
sido usada pela grande maioria dos simuladores de aglomerados globulares e nicleos galacti-
cos. A grande diferenca estd no método de integragao. NBODY4 (e.g. Aarseth (2003)) e
STARLAB (Portegies Zwart et al., 2001) tém sido a ferramenta de escolha para simulacoes
detalhadas de aglomerados globulares e nicleos galacticos por mais que 20 anos. Ambos
os codigos sao resultado de notaveis esforgos e tém se mostrado bastante robustos (Anders
et al., 2009). Uma caracteristica comum a ambos os c6digos é o tratamento da evolugao es-
telar, em adigao a integracao numérica de N-corpos que é implementada através do método
de Hermite (Makino, 1991, Makino & Aarseth, 1992), um esquema eficiente que foi desen-
volvido para ter uma performance 6tima na arquitetura GRAPE. Contudo, como a grande
maioria dos outros métodos de integragao, o esquema de Hermite nao foi idealizado sobre
bases fisicas e assim nao respeita a estrutura Hamiltoniana das equagoes de movimento. Em
outras palavras, ele nao conserva as dez integrais de movimento, tendo como caracteristica
o fato que o desvio na energia total do sistema cresce linearmente com o tempo durante a si-
mulagao. Enquanto este problema pode, em ultima instancia, ser “resolvido” simplesmente
diminuindo o parametro que controla a precisao do cdlculo, nao se pode garantir o mesmo
com relacao a estrutura microscépica do sistema, ou seja, com relagao as orbitas individuais
das estrelas. Além disso, como ficard evidente mais adiante a corregao relativistica de or-
dem mais baixa nas expansoes pés-Newtonianas é proporcional a 1/¢2, onde ¢ é a velocidade
da luz, o que pode em muitos casos ser suprimida pelo préprio erro do integrador. Con-
sequentemente, faz-se necessario um método numérico extremamente preciso para evitar

tais situagoes. Por esses motivos, nds fizemos aqui a escolha pelos métodos de integracao
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simplética, que sao construidos sobre bases fisicas respeitando, portanto, a estrutura Ha-
miltoniana do sistema. Nés, adicionalmente, implementamos um método de regularizacao,
via uma transformacao temporal, que resulta num integrador tao preciso quanto a precisao
da maquina. Sé entdo as corregoes pds-Newtonianas sdo adicionadas ao método. Antes
de descrevé-los, contudo, nés brevemente delineamos alguns conceitos béasicos que serao de

interesse em discussoes futuras.

2.1 Conceitos Basicos

A evolucao dinamica interna pode levar sistemas estelares a estagios de alta densidade
central, tornando propicias frequéntes interagoes entre estrelas, sistemas binarios, buracos
negros e outros objetos astrofisicos eminentemente observaveis. Para muitos aglomerados
de estrelas e ntcleos galdcticos, a escala de tempo no qual isto ocorre é significantemente
menor que a idade do universo. Em um sistema auto-gravitante existe duas escalas de
tempo fundamentais. O crossing time, t.., ¢ indubitavelmente a mais intuitiva delas, e é
também a escala no qual o sistema estabelece o equilibrio virial, 2T+ U = 0. Para um

sistema em equilibrio dinamico ele é definido como,

2R
by = L (2.5)
o
onde Ry = —GM?/2U é o raio virial e o é a dispersio de velocidades. Em um estado de

equilibrio virial, 02 ~ GM /2Ry, o que resulta em

RS 1/2
tep ™~ 2\/§(G]\V4> , (2.6)

—1/2 3/2
~ 4.7 x10°yr M\ Ry Y
108 Mg, 10 pc ’

onde, para referéncia, algumas escalas astrofisicas relevantes tem sido introduzidas. Alter-

nativamente, uma conveniente definicao formal do crossing time em termos de quantidades
conservadas é dada por
GM>/?
ter = omaa (2.7)
(—2E)
que pode ser derivada da Eq. (2.6) notando-se que em equilibrio virial, £ = U/2.
Aqui é conveniente introduzir nossa escolha de unidades, uma vez que muitos de nos-
sos resultados serao escalados para sistemas reais através delas. Seguindo Heggie & Mathieu
(1986) nds adotamos unidades no qual G, M e Ry sao todos iguais a unidade. Dada esta

escolha as Eq.’s acima implicam que 0% = 1/2, to. = 2V2e E=—-1 /4. Consequentemente,
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a menos que dito de outro modo, todos os resultados numéricos apresentados neste traba-
lho tiveram suas condic¢oes iniciais apropriadamente escaladas para estas unidades antes da
simulacao ser executada.

A segunda escala de tempo fundamental em um sistema auto-gravitante é o half-
mass relaxation time, t,;, sobre o qual encontros entre dois corpos transferem energia entre
estrelas individuais, levando o sistema a se aproximar do equilibrio térmico. Em outras pa-
lavras, é o tempo para que mudangas na velocidade quadratica média das estrelas, surgindo
de deflexGes por pequenos angulos, tornem-se comparavel a dispersao de velocidades inicial.
Para todos os propdsitos praticos o tempo de relaxagao pode ser definido como (Binney &
Tremaine, 2008)

trn = Nyppler (28)

onde t- é 0 crossing time definido acima e n,,, é o nimero de vezes que uma estrela tem que
cruzar o sistema para que a mudanca em sua velocidade seja Av? ~ o2. Esta escala serve
como uma referéncia 1Util para o tempo no qual significantes mudangas dindmicas afetam
o aglomerado ou nucleo galactico como um todo, embora nao exista uma correspondente
quantidade numericamente bem definida. Uma aproximagao comumente utilizada é (cf.
Aarseth (2003))

N

trp 2 —————t
rh 29 h’l(’yN) cr s

(2.9)

onde o fator v tem sido determinado empiricamente como cerca de 0.11 — 0.15 para um sis-
tema com particulas de massas iguais (Hénon (1975), Giersz & Heggie (1994); veja também
a derivac@o analitica em Binney & Tremaine (2008), para o qual v = 1). Embora este fator
entre somente através do termo In(yN), ele pode ainda fazer uma significante diferenca em
comparagoes numéricas. A despeito disso, a Eq. (2.9) mostra que a relaxagao via encontros
entre dois corpos é cada vez menos importante quanto maior o nimero de particulas, uma
vez que o potencial torna-se mais suave. Consequentemente, aparece uma distin¢ao natural
entre sistemas mnao-colisionais, cujo longo tempo de relaxacao implica que eles nao sofrem
significante evolugao dinamica interna durante a idade do universo, e sistemas colisionais,
que evoluem significantemente em menos que um tempo de Hubble. Galdxias enquadram-se
na primeira categoria, uma vez que com ~ 10! estrelas distribuidas em um raio de ~ 10 kpc,
possuem um tempo de relaxacio de ~ 10'6 anos, enquanto aglomerados globulares e alguns
ntcleos galdcticos caem na segunda categoria, com t,;, ~ 100 anos. Nés limitaremos aqui
nossa discussao a sistemas colisionais. Um conceito util em dinamica colisional é a defini¢ao
da escala de distancia de um encontro préximo. Seguindo Aarseth & Lecar (1975) nés de-

finimos esta como Ry = 2G(m)/o?, onde (m) = M/N é a massa média das particulas do
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sistema. Em equilibrio virial esta expressao assume a forma

4Ry

Rcl N )

(2.10)

que serd de interesse durante a escolha do parametro de softening, que é um parametro
artificial utilizado para evitar divergéncia numérica durante as simulagoes, e que serd intro-
duzido posteriormente.

Um 1ltimo conceito que serd util em futuras discussoes diz respeito a friccao dinamica.
O conceito de fricgdo dinamica foi introduzido por Chandrasekhar (1943), quem elucidou a
tendéncia sistematica de que um objeto de massa m, seja desacelerado na dire¢do de seu
movimento como consequéncia direta da flutuacao da forca atuando sobre este, devido a
variacao na distribuicdo de vizinhos préximos. Se o objeto é muito mais massivo que as
estrelas de campo, m; < m, < M, membros de um sistema muito maior, entao quando
m, se move com velocidade v, através das estrelas com distribuigao de velocidades f(v;),
a defleccao das estrelas por m, aumenta a densidade estelar, p, em sua retaguarda e, con-
sequentemente, a sua atracdo gravitacional, causando a friccdo dindmica. A aceleracdo

friccional sobre m, pode ser escrita de forma geral como (e.g. Binney & Tremaine (2008))

dv,

dt

Ve —Vy

= —4nG%pm. lnA/d3vif(vi) (2.11)

Vi — i3’
onde A é o logaritmo de Coulomb, tipicamente ~ (M /m.)(r./R), sendo r, o seu raio orbital
e R o tamanho do sistema, e [ d®v;f(v;) =n é a densidade numérica de estrelas de campo.

—v2/202
Se f(vl) = me vi/20

o, entao a Eq. (2.11) torna-se

, uma distribuicao Maxwelliana com dispersao de velocidades

dvy B _47rG2,0m* InA
dt v3

2X o2
erf(X) — “=e X7 | v,, (2.12)
Vi3

onde X = v,/(v/20) e erf é a funcio erro.

Como exemplo, consideremos o decaimento orbital de um SMBH com massa m,
e velocidade circular v, devido a friccdo dindmica. Aproximando o nicleo galdctico por
um perfil de densidade de Jaffe (1983) em r — 0 ou, mais simplesmente, por uma esfera
isotérmica singular (e.g. Binney & Tremaine (2008)), para o qual p(r) = % e assumindo
X = v./(v/20) = 1, entdo a forca friccional, F = m,, |dv./dt|, sobre o SMBH, como dada
pela Eq. (2.12), resulta em

2
Gmz

F ~0.4281n A : (2.13)

r2
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que é uma forga tangencial e oposta a velocidade do SMBH, causando uma perda de mo-
mentum angular orbital dada por
dL Gm?

— = —Fr~—-0.428InA 2.14
i r 0.428 In m (2.14)

levando o SMBH a espiralar em dire¢do ao centro da galaxia. Uma vez que L = rm,uv,,
substituindo na Eq. (2.14) e resolvendo a equagao diferencial resultante para ¢, é possivel
mostrar (para detalhes, veja Binney & Tremaine (2008)) que o tempo necessario para que

o SMBH chegue ao centro galdctico pode ser escrito como

1.17 M (r)

tfric = HT* cr o

(2.15)

onde M(r) = v?r/G é a massa interna ao raio r e t.. é o crossing time definido acima.
Para valores tipicos de InA ~ 6 e m, = 10® Mg a partir de um raio orbital ~ 5kpc com
o ~ 200kms™!, resulta em ttric ~ 3 Gyr, mostrando que SMBHs normalmente deveriam
ser encontrados no centro das galéxias.

¢

Uma vez que o SMBH chegue a distancias < 1 pc surge entao o chamado “problema
do dltimo parsec”, visto que o continuo decaimento via friccdo dindmica torna-se ineficiente.
Uma possivel solucao a este problema, oferecida por Begelman et al. (1980), é que a acregao
do gés passaria a dominar o decaimento orbital até o regime de radiagao gravitacional ser
atingido, levando a coalescéncia dos SMBHs. Por causa da enorme diferenca de massas
entre estrelas e SMBHs, é necessdrio um alto nimero de particulas (= 10°) para modelar
corretamente os processos de relaxacdo em torno dos SMBHs. Além disso, é necessario
também algum método de regularizacao para lidar com as elevadas razoes de massas envol-
vidas. A grande diversidade de fenémenos fisicos presentes em nicleos galdcticos também
colocam uma séria dificuldade para modelagem realistica de qualquer processo neste ambi-
ente. Consequentemente, simular o endurecimento de pares de SMBHs até a coalescéncia
é extremamente desafiador, tanto algoritmicamente quanto computacionalmente. Embora
nossas simulagoes estejam limitadas computacionalmente a um nimero de particulas menor
que 104 e a fisica implementada seja a mais bésica possivel, alguns resultados interessantes
foram também obtidos. Uma parte deles foi possivel gracas ao nosso esforco com relagao

aos algoritmos utilizados, que sao o tema das préximas segoes.

2.2 Meétodos de Integracao Simplética

Integradores simpléticos tém tornado-se populares nos tltimos anos porque eles preservam
certas propriedades que sao intrinsecas a sistemas Hamiltonianos como, por exemplo, o

problema gravitacional Newtoniano de N-corpos. Como dito anteriormente, um método
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numérico deveria respeitar todas as simetrias do problema matematicamente exato. Con-
servacao do momentum angular e linear e da energia total do sistema sdo exemplos de
tais simetrias e sao também frequentemente usados como indicadores da qualidade de um
algoritmo de integracao. Contudo, existe ainda uma outra lei de conservacao seguindo da
dindmica Hamiltoniana, a conservacao da forma simplética sobre o espaco de fase. Integra-
dores simpléticos conservam eratamente a forma simplética dp A dq (Channell & Scovel,
1990, Candy & Rozmus, 1991, Yoshida, 1992), onde (q,p) sao as coordenadas canonicas
do espaco de fase. A conservacao desta propriedade implica a conservacdo do volume do
espago de fase e, de fato, é isto que garante a vantagem dos integradores simpléticos quando
aplicados a sistemas Hamiltonianos, comparado com outros métodos numéricos. Mais es-
pecificamente, integradores simpléticos resolvem exatamente um problema Hamiltoniano
substituto com H = H + H,.., sendo H o verdadeiro Hamiltoniano do sistema fisico e Hgpr
uma série formal em passos de tempo, 7, representando os primeiros termos no desvio em
H durante a evolucdo temporal. A existéncia de H consequentemente implica que para T
suficientemente pequeno, o erro na energia total do sistema possui um limite bem definido
e seu valor absoluto nao aumenta com o tempo.

Métodos simpléticos sao bem conhecidos na integragao numeérica do sistema solar
desde os trabalhos pioneiros de Wisdom & Holman (1991), Kinoshita et al. (1991), Saha &
Tremaine (1992), sendo frequentemente altamente eficientes e tipicamente mostrando um
alto grau de estabilidade a longo prazo (Channell & Scovel, 1990). As vantagens dos métodos
simpléticos aplicam-se também a sistemas com um nimero muito maior de corpos. De fato,
mesmo simulacoes cosmoldgicas com bilhoes de particulas usam integradores simpléticos por
causa de suas caracteristicas (Springel, 2005). Outros exemplos de sua aplica¢ao incluem
fisica de plasmas e dinamica molecular (e.g. Hockney & Eastwood (1988)). Contudo, uma
vez que integradores simpléticos sao designados para usar passos de tempo constantes, nem
todas de suas caracteristicas sao mantidas quando o passo de tempo é variado de algum
modo durante a integracao (Skeel & Gear, 1992, Lee et al., 1997). Como resultado, nao
é possivel simplesmente diminuir 7, afim de resolver um encontro préximo, sem perder a
propriedade simplética do método, o que, em outras palavras, o tornaria “tao ruim” quanto
qualquer outro método de integracao ordinario. A solugao para este problema serd discutida
na secao 2.3. Por enquanto vamos nos ater a discutir os métodos simpléticos considerando,
como usual, 7 uma constante suficientemente pequena. E interessante ver como o algoritmo
simplético surge naturalmente do formalismo canonico (e.g. Goldstein (1950)).

De um ponto de vista bastante geral, muitas equagoes da fisica, desde mecanica
classica, eletrodinamica, mecanica estatistica, até mecanica quantica, tém todas a forma
genérica,

%9

5 = He. (2.16)
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onde £ = &(q,p) = &(qi1,.-.,9N,P1,- .-, PN) é uma quantidade dindmica dependendo do

conjunto completo das varidveis de fase e H é o operador associado ao Hamiltoniano H,

definido por

H

iv;< o 0H 9 8H) | 217)

dq; Op;  Op; Oq;
A Eq. (2.16) admite a seguinte solugao formal,
E(t+1) =€), (2.18)

que é analiticamente nao-integréavel. Em muitos casos, contudo, o Hamiltoniano H pode ser
decomposto em duas ou mais partes analiticamente integraveis. Por exemplo, no caso do
problema gravitacional Newtoniano o Hamiltoniano é independente do tempo e é idéntico a
energia total do sistema, como dada pela Eq. (2.1), que pode ser decomposta em uma energia
cinética, T', e uma energia potencial, U. Uma vez que H seja escrito como H = T'+ U, pode-
se, em analogia a Eq. (2.17), definir os operadores 7 e U associados a T' e U, respectivamente.

Dessa forma a Eq. (2.18) torna-se

Et+7) =TT, (2.19)

T

permanecendo analiticamente nao-integravel. Contudo, usualmente €7 e ™ podem ser

resolvidos exatamente,

™ ¢(q0, Po) = &(qo + TPo/m, Po) = &(a1, Po) » (2.20)
e™¢ (a0, po) = &(aqo, Po + TFo) = &(qo, P1) (2.21)
onde F = —VU ¢ a forca atuando sobre a particula de massa m e os subscritos 0 e 1

T e eTZ/{

indicam os valores iniciais e finais das varidveis de fase. Uma vez que e em geral

nao comutam, segue que e”(7 ) £ e™Te £ ¢Ue™  Consequentemente, para construir

T(T+U)

um integrador nés aproximamos o verdadeiro operador de evolugao, e , através do

T U

produto (composigao) de termos como €™ e e™ via a identidade de Baker-Campbell-

Hausdorff (Casas & Murua, 2009),
T U T (THUHF T UHO(72)

: (2.22)
e (2.23)

a partir do qual se vé que

H=H+ Hepr (224)
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com
Hepy = 2T U] + O(7), (2.25)

onde [,:] é um comutador. O simples integrador dado pelo lado esquerdo da Eq. (2.22),
denotado por S;(7), consiste de primeiro avancar o sistema dindmico por um intervalo 7
sobre influéncia de U somente, e entdo avancar por 7 sobre influéncia de 7 somente. Uma,
vez que o erro associado He,r é O(T), segue que o erro em um simples passo de tempo é
O(72) e assim o integrador é de primeira ordem. A generalizacio do procedimento acima

para se obter métodos de ordens mais altas pode ser sistematizado como segue. Fatorando
e™T+U) como

P
eT(T+L{) — H eapTTepru + O(TK+1), (226)
p=1

entao, segue que o lado direito na Eq. (2.26) tem a expansao geral
P
H eapTTebpﬂ/{ _ e(eTTT+eMTZ/I+eTMT2[T,Z/{]—l-eTTMTS[T,[’T,M}]—i—euq—u'r?’[M{T,Zzlﬂ—i—...) ’ (227)
p=1

= (2.28)

onde a tltima igualdade define uma expressao geral para H... Os termos er, ey, ey,
eTTU, CUTU, etc, sao, em geral, expressoes complicadas envolvendo os coeficientes ay, e by, e
definem as condigoes de ordem do integrador (veja Yoshida (1990), Omelyan et al. (2003)).
O objetivo da fatorizagao é manter e; = ¢y = 1 e forcar todos os outros e7y, er7u, €uTU,
etc, para zero, de modo a maximizar a ordem K do integrador para um dado valor de P.
O caso P = 2 tem solugao imediata a1 = ag = 1/2, by = 1 e be = 0 e resulta em
e37T ¢Ues

um integrador de segunda ordem, denotado por So(7) = 7T Explicitamente, a

transformagao Sa(7) 1 £(qo, po) — &(q1, p1) é dada por

e277 €(qo, po) = &(ao + %Tpo/my Po) = £(d1/2,Po) , (2.29)
67“5(‘11/2, Po) = 5(011/27 Po + TF1/2) = 5(011/27 P1), (2.30)
7T €0, p1) = Elaryz + 57p1/m. 1) = E(ar, 1), (231)

onde F /5 = F(qy ;) é a forga calculada na metade do passo de integracio. Uma importante
caracteristica da composigao (2.26) é que o mapa simplético das particulas no espago de
fase é mantido exatamente. Isto segue do fato que a evolucao independente das posicoes e
velocidades (Eq.’s (2.29, 2.30, 2.31)) nao alteram o volume no espaco de fase. A propriedade
S~(1) = S(—7) de reversibilidade temporal do operador S(r) = ™7 *%) pode também
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ser reproduzida impondo condigoes auto-adjuntas aos coeficientes a, e b,; nominalmente,
ap = ap—py1, bp = bp_p, bp = 0, ou a1 = 0, apy1 = ap—_pt1, by = bp_py1. Isso implica
que os subpropagadores associados a 7 e U entram simetricamente na composicao (2.26),
fornecendo a reversibilidade requerida automaticamente. Além disso a existéncia de um
método adjunto S; (1) = e3UerT o3 surge como uma consequéncia natural. Note também
que Sy(7) = S1(7/2)81(7/2) e Si(r) = [Si(7/2)S](7/2)]] = Si(7/2)81(7/2), visto que
Si(t)=eTe e SI(T) =e U,

Métodos de ordem mais alta sao também diretos de se obter a partir da Eq. (2.26), e
compartilham das mesmas propriedades gerais de Sa(7), embora seja um processo conside-
ravelmente mais tedioso. Note, contudo, que a condicao de simetria temporal restringe a
existéncia de métodos de ordem 2n somente, para um numero inteiro n > 1. Por exem-
plo, para que as condigoes de ordem sejam satisfeitas, um método de quarta ordem requer
P > 3, enquanto que para sexta ordem é necessario P > 7. Dada a complexidade das
condigoes de ordem, frequentemente programas como Maple e Mathematica sao utiliza-
dos para resolver simultaneamente o conjunto de P equagoes nao-lineares acopladas (veja
por exemplo Omelyan et al. (2003)). Um método prético desenvolvido por Yoshida (1990)
permite aumentar a ordem do integrador para, em geral, 2n + 2 simplesmente através da
composigao simétrica de métodos de ordem 2n. Um integrador de quarta ordem, Sy(7),

pode por exemplo ser obtido como
84(1) = S2(207)S2(217)S2(207) , (2.32)

onde os coeficientes zy = 1/(2 — 21/3) e z; = 1 — 2z sdo facilmente obtidos analiticamente.

E possivel também obter um método de sexta ordem, Sg(7), dado por

So(r) = Sal207)Sa(217)S4(27) ,
= SQ(’LUOT)SQ(wlT)SQ (’LUQT)SQ (’LU37')82 (wQT)SQ(wlT)SQ(wQT) s (2.33)

onde agora os w’s sdo encontrados somente por vias numéricas, através da solucao do
conjunto de condi¢oes de ordem. Os valores fornecidos por Yoshida (1990), com precisao

de 15 casas decimais, sao

wo ~ +0.784513610477557 ,
wi ~ +0.235573213359358 ,
we ~ —1.177679984178871,

wsg =1 — 2(wo + wy + we) .

Uma vez que se tenha a forma explicita para Sa(7) é relativamente trivial implementar

numericamente Sy(7) e Sg(7) e/ou seus adjuntos. Vale dizer que os métodos obtidos com o



CAPITULO 2. METODOS NUMERICOS 19

procedimento pratico de Yoshida (1990) s@o apenas um subconjunto dos possiveis algorit-
mos que derivam da composi¢ao dada pela Eq. (2.26). De fato, Omelyan et al. (2003) tem
feito um estudo extensivo partindo de uma composi¢ao ainda mais geral que a Eq. (2.26),
encontrando e classificando cerca de 50 novos métodos, mostrando que alguns deles resul-
tam em algoritmos muito superiores aqueles previamente conhecidos, ao custo de ter que
calcular o gradiente de |F|?, em adicdo a prépria forca. Uma vez que seria demasiado tra-
balhoso calcular tal gradiente para os ~ 200 termos das expansoes pds-Newtonianas, nés
optamos por continuar usando os integradores descritos acima, cuja precisao e eficiéncia
foram suficientes para os nossos propésitos.

Como dito anteriormente, um problema afetando todos os integradores simpléticos
diz respeito a necessidade de usar um passo de tempo varidvel. Integradores simpléticos sao,
por construcao, designados a utilizar passos de tempo constantes e qualquer tentativa de
diminuir 7, por exemplo durante um encontro préximo de duas particulas, resulta na perda
de suas boas propriedades de conservagao, tornando-os equivalentes ou piores que métodos
de integragao ordinarios. Tal problema, primeiramente identificado por Gladman et al.
(1991), Skeel & Gear (1992), tem sido atacado por vérios autores e algumas interessantes
solugoes tém sido propostas (Lee et al., 1997, Duncan et al., 1998, Preto & Tremaine, 1999,
Mikkola & Tanikawa, 1999a,b, Mikkola & Aarseth, 2002). Na préxima segao nds discutimos
a solugao oferecida por Mikkola & Aarseth (2002), que é matematicamente equivalente a
formulacao de Preto & Tremaine (1999), Mikkola & Tanikawa (1999a,b), embora na pratica
seja a Unica capaz de lidar com elevadas razoes de massas sem grandes perdas de precisao.
Uma caracteristica notavel do método resultante é que as equagoes de movimento tornam-se

regularizadas.

2.3 Regularizacao Algoritmica das Equacoes de Movimento

Primeiramente, deixe-nos discutir a origem do problema de se usar passos de tempo variaveis,
7(t), em um integrador simplético. Seja p(£(q,p)) qualquer critério para a escolha de 7(t);
por exemplo, p(&) o |r|/|v], ©(€) x |p|/|F|, ou ¢(¢) o |F|/|F| séo critérios comumente
utilizados, onde F = dF /dt. Entao, partindo de condigoes iniciais dada por £(qo, pp), uma
tentativa de se construir um integrador com passo de tempo varidvel Sa(7(t)) deve proceder

como segue:
e escolha 7(0) = p(£(qo,po));  aplique Sa(7(0)) para obter &(q1, pP1);
e escolha 7(1) = ¢({(a1,p1));  aplique Sy(7(1)) para obter {(qz, p2);
e escolha 7(2) = p({(qe,p2));  aplique Sa(7(2)) para obter £(qs, p3);

e cscolha 7(3) = p(&(as, p3));
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Se agora revertermos a direcao temporal, o procedimento acima deve resultar em
® - aplique Sa(—7'(3)) para obter £(qj, ps);
e escolha 7/(2) = p({(df, p5));  aplique Sa(—7'(2)) para obter (g5, p));
e escolha 7/(1) = ¢(&(a5, p5));  aplique So(—7'(1)) para obter £(qf, p!);
e escolha 7/(0) = p(&(q), p}));  aplique So(—7'(0)) para obter &(qp, Pp);

E entdo evidente que a simetria temporal ndo é respeitada, resultando que &(qp, py) #
&(do,Po)- A quebra da simetria temporal, portanto, destrdi a caracteristica simplética do
integrador e este torna-se comparavel ou pior que outros métodos nao simpléticos (Gladman
et al., 1991, Skeel & Gear, 1992). Uma primeira tentativa, proposta por Hut et al. (1995),

para solucionar tal problema é escolher o passo de tempo implicitamente através de

a1z = 5l0En) + o(En1)]. (234)

Isso restaura a simetria temporal — e portanto a conservacao da energia — embora nao faca
o mesmo com relagao a sua simpleticidade. A razao é que o mapa &(qo,po) — &(q1,P1)

torna-se implicito e nao satisfaz a condigao de simpleticidade (Goldstein, 1950),

ATJA =17, (2.35)

0 I

onde A = (M) é a matriz jacobiana da transfomacao e J = < 2

9€(qo,Po)
simétrica. A implicacao é que a estabilidade a longo prazo do integrador é comprometida.

) é a matriz anti-

Por outro lado, uma vez que a maior parte dos métodos de integracao numérica
perdem precisdo principalmente por conta da singularidade ~ 1/7? devido a forca mitua
entre dois corpos, um importante ingrediente em qualquer método de integracao para sis-
temas colisionais é o uso de algum algoritmo de regularizacao para tratar realisticamente o
problema do encontro de dois ou mais corpos. Existem basicamente dois diferentes tipos de
métodos: (i) usar uma transformagao de coordenadas, e.g. pela aplicagdo da transformagao
de Kustaanheimo & Stiefel (Aarseth, 2003), e (ii) algoritmos que produzem resultados regu-
lares via transformagao temporal somente (Preto & Tremaine, 1999, Mikkola & Tanikawa,
1999a,b, Mikkola & Aarseth, 2002), sem necessidade de transformar coordenadas. A razao
por que nds escolhemos o segundo método se reflete na necessidade de tratar as grandes
razoes de massas entre SMBHs e estrelas, e o método de Mikkola & Aarseth (2002), ainda
que parcialmente, é o Unico capaz de fazé-lo sem grandes perdas de precisao.

A idéia basica consiste em considerar a transformacao

ds = Q(r)dt, (2.36)
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/ ~ " . s t , ., .
onde Q(r) é uma funcao positiva arbitréria e s = [; Q(r)dt é a nova varidvel independente.
O uso desta transformacao no mapa Ss é nao-trivial, uma vez que isso resultaria em um

sistema de equagoes implicito. Contudo, introduzindo uma nova varidvel auxiliar, W = ),

de modo que W = v - VQ, é possivel escrever equacdes de movimento explicitas ('= %),
t = % , (2.37)
Y= % , (2.38)
W= % v, (2.39)
v = % , (2.40)

onde agora (¢, r) e (W, v) sao tratados como varidveis de mesma categoria e a = F/m é a
aceleragao. Chamando Q = (¢, r) e P = (W, v), entdo a aplicagao de Sa(h) : &(Qo,Po) —

£(Q1,P1) com passo de tempo costante h pode ser escrita explicitamente como

tig = t0+gml/()’ (2.41)
ry, = ro+ZVVV°0, (2.42)
Wip = W0+ZQ(:f/2)VQ(r1/2), (2.43)
alr
Vi = Vo hQ((rll//Z)), (2.44)
W, = W1/2+ZQ(:11/2)VQ(1~1/2), (2.45)
ry = 1"1/2+}2l;4’/11a (2.46)
th = t1/2+;LW1/1’ (2.47)

onde se deveria notar que tanto a forca, F = ma, quanto a fungao de transformagao, Q(r),
nao tem sido especificada até entdao, de modo que o integrador acima, em teoria, poderia
ser aplicado a qualquer sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem que nao contém
primeiras derivadas (Mikkola & Aarseth, 2002).

Uma vez que nés estamos interessados em resolver o problema gravitacional de N-
corpos, uma conveniente funcao de transformagao temporal que nao trata os corpos dife-

rentemente dependendo de sua massa é, como sugerido por Mikkola & Aarseth (2002),

Q:Z?U

= vyl

(2.48)
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onde €);; sao constantes ajustdveis; pode-se escolher por exemplo €2;; = 1 se existem grandes
razoes de massas ou, alternativamente, £);; = m;m; se as massas sao compardveis. Neste
ultimo caso, € reduz-se & energia potencial —U (tomando a constante gravitacional G = 1)
e o presente algoritmo torna-se matematicamente equivalente ao método LogH de Preto
& Tremaine (1999), Mikkola & Tanikawa (1999a,b). O método LogH fornece um tipo
de regularizacao por algoritmo, sem a necessidade de uma transformacao de coordenadas,
gerando uma solugao exata no caso do problema de dois corpos. Uma vez que a regularizagao
é consequéncia da dependéncia 1/r, resulta que o algoritmo acima gera solugoes regulares
independente do valor da constante €2;;, o que é bastante oportuno ao nosso problema que
requer §2;; = 1 para tratar elevadas razoes de massas.

Uma consequéncia sutil deste método, além da regularizagao, é que o passo de tempo

“fisico” é efetivamente variavel e é dado por

s+h ds
T = /S Q) (2.49)

Note contudo que tal variagao é intrinseca ao algoritmo, de modo que nao é introduzida

ad-hoc como mostrado no inicio desta secdo. A consequéncia disso é que a simpleticidade
do método é preservada. A razao por que isso é verdade é que a integragao de fato ocorre
em um espaco de fase aumentado com um passo de tempo constante, h, de modo que sua
projecao sobre o espaco de fase usual leva a uma variacao efetiva no passo de tempo “fisico”,
como dado pela equacao acima.

Alguns testes numéricos com o algoritmo descrito aqui e sua comparagao com outros
métodos sera deixada para a secao 3.1. Nas proximas segoes noés introduzimos as corregoes
pos-Newtonianas da Relatividade Geral e mostramos como foi feita sua implementacao ao

integrador.

2.4 Correcoes Relativisticas via Expansoes P6s-Newtonianas

O problema do movimento e da radiagao gravitacional de objetos compactos em apro-
ximagoes pos-Newtonianas da Relatividade Geral é de importancia crucial por pelo menos
trés razoes. Primeiro, o movimento de N-corpos na primeira aproximacao pés-Newtoniana
(1PN, correspondendo a ordem ~ 1/c?) é rotineiramente levado em conta para descrever
a dindmica do sistema solar (Newhall et al., 1983). Segundo, a forca de reacao a radiagao
gravitacional, que aparece nas equacoes em ordem 2.5PN (~ 1/c%), tem sido verificada
experimentalmente, pela observacao da aceleragao secular no movimento orbital do pulsar
bindrio PSR 1913416 (Taylor et al., 1979, Taylor & Weisberg, 1982, Taylor, 1993). Ter-
ceiro, mas nao menos importante, a emergente deteccao e andlise de ondas gravitacionais

emitidas durante o espiralamento de bindrias compactas — duas estrelas de neutrons ou dois
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buracos negros em coalescéncia devido a emissao de radiacao gravitacional — necessitara
o conhecimento prévio das equacgoes de movimento e do campo de radiacao até elevadas
ordens pés-Newtonianas.

Ja em 1917, Lorentz e Droste, e mais tarde, Finstein, Infeld e Hoffmann, entre ou-
tros, comegaram a desenvolver métodos de aproximagao pds-Newtoniana (doravante PN).
Estes sao baseados no limite de campo fraco no qual a métrica é proxima a métrica de Min-
kowski e a suposigcao de que a velocidade tipica, v, em um sistema, dividida pela velocidade
da luz, ¢, ¢ muito pequena. O desvio da métrica plana pode ser caracterizada pelo potencial
Newtoniano ®, de modo que para um sistema bindrio, por exemplo, ®/c? ~ v2/c? ~ €2, com
a aproximacao PN reduzindo-se as equacoes de Newton o limite apropriado, ¢ — 0. Pos-
teriormente a estes primeiros trabalhos, numerosas investigagoes de ambas, aproximagoes
PNs e pés-Minkowskianas*, tem aparecido, com expansoes formais em ordens de 1/¢ (veja,
por exemplo, Hawking & Israel (1987)).

No final de 1990, motivados pelo objetivo de obter modelos de alta precisao para
andlise de dados da rede internacional de detectores interferometricos de ondas gravitacio-
nais LIGO-VIRGO-LISA, dois grupos embarcaram na derivagdo da equagoes de movimento
a um nivel 3PN (~ 1/¢%). Um grupo usou o formalismo Hamiltoniano de Arnowitt-Deser-
Misner (ADM) da Relatividade Geral (Jaranowski & Schéfer, 1998, 1999, 2001, Damour
et al., 2000, 2001b,c, 2002), trabalhando em um correspondente sistema de coordenadas, do
tipo-ADM. Um outro grupo usou diretamente uma iteracdo pés-Newtoniana das equagoes
de movimento em coordenadas harmonicas (Blanchet & Faye, 2000a,b, 2001a,b, de Andrade
et al., 2001, Blanchet & Iyer, 2003). O resultado dessas duas abordagens tem mostrado ser
fisicamente equivalentes (de Andrade et al., 2001, Damour et al., 2001b, 2002). No entanto,
ambas as abordagens, mesmo depois de explorar todas as simetrias e forgar ao méaximo
seus métodos, baseados em regularizacao de Hadamard (Blanchet & Faye, 2000a), tem dei-
xado indeterminado um parametro adimensional no termo correspondente a ordem 3PN.
A aparicao deste parametro desconhecido foi relacionada com a escolha do método de re-
gularizacdo usado para tratar as divergéncias de auto-campo de particulas puntuais. A
conclusao das equagoes de movimento em ordem 3PN foi possivel somente recentemente,
gracas a uma regularizacao dimensional do auto-campo, que pdde fixar unicamente o valor
do parametro de ambiguidade (Damour et al., 2001a, Blanchet et al., 2004). Este resultado
estd também em completa concordancia com os trabalhos de Itoh & Futamase (2003), Itoh
(2004a), que derivaram as equagoes de movimento em ordem 3PN no calibre harménico
usando uma abordagem de “integrais de superficie” sem a necessidade de usar nenhuma

espécie de regularizacao de auto-campo. Finalmente, os termos 3.5PN, que constituem a

* Aproximagdes pés-Minkowskianas diferenciam-se das PNs por néo assumir v < ¢, de modo que no limite
apropriado a aproximagao pés-Minkowskiana reduz-se as equagoes da Relatividade Especial.
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corregao de primeira ordem ao termo 2.5PN da forga de reacao a radiagao, tem sido adi-
cionados por Iyer & Will (1993, 1995), Jaranowski & Schéfer (1997), Pati & Will (2002),
Konigsdorffer et al. (2003), Nissanke & Blanchet (2005), Itoh (2009). Embora todos esses
trabalhos derivem as equacoes de movimento para dois corpos somente, aqui nds propomos

que tal expressao possa ser generalizada para o caso de N-corpos,

dVi al Gmimj r;;
jA W ‘

onde os simbolos tem o significado usual e os termos A e B sao fungoes de (m;, mj, ri, rj, vi, v5)

contendo as diferentes ordens PNs,
1 1 1 1 1 1
A = SAipy + JApn + s Asspy + 5 Aspy + = Asspy +O | 5 ), (2.51)
c c c ¢ c c
1 1 1 1 1 1
B = Bipn+ 5 Bopn + =Bespn + Bspy + =Bsspn + O | 5 | - (2.52)
C C C C C C

Estritamente falando, tal aproximacao para N-corpos nao é completamente valida, tendo
em vista que a Relatividade Geral é uma teoria essencialmente nao linear, de modo que
o principio de superposicao nao vale. Contudo, uma vez que nao existe uma formulacao
pratica de tal equacao para o caso de N-corpos (veja, por exemplo, Chu (2009)), e uma vez
que colisoes entre particulas, durante o qual as correcoes tornam-se relevantes, devem ocorrer
em sua maioria par a par, nés assumimos a Eq. (2.50) como uma primeira aproximagao.
De qualquer forma, durante as simulacoes, as correcoes PNs sao aplicadas somente nas
interagoes em que pelo menos um dos buracos negros esteja envolvido, ou seja, interagoes
estrela-estrela sao tratadas Newtonianamente.

O ponto principal com relagao a modelagem do espiralamento de binarias compactas
é que o modelo constitui-se de duas particulas puntuais, ou seja, particulas sem estrutura,
caracterizadas somente por dois parametros de massa m;j e ms (e possivelmente dois spinsT).
De fato, a maior parte dos efeitos nao gravitacionais usualmente presentes na dinamica de
sistemas bindrios, tais como efeitos do campo magnético, de um meio interestelar, etc., sao
dominados pelos efeitos gravitacionais. Contudo, a justificativa real para um modelo com
particulas puntuais é que os efeitos devidos ao tamanho finito dos corpos compactos sao
pequenos; estes deveriam ser compardveis, numericamente, a correcao PN de magnitude
~ 1/c!% nominalmente a ordem 5PN (Damour, 1983). Esta ¢ uma ordem PN muito
mais elevada do que aquela atualmente existente nas equagoes de movimento, i.e., ordem

3.5PN. Mas note que para objetos nao compactos ou moderadamente compactos, tais como

tPor simplicidade neste trabalho nds consideramos particulas sem spin. Efeitos de spin deveriam aparecer
como um termo de acoplamento spin-orbita em ordem 1.5PN e acoplamento spin-spin em ordem 2PN e
também nos termos de reacao a radiagdo, ordens 2.5PN e 3.5PN.
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ands brancas, o seu tamanho finito causaria a interacao de maré Newtoniana, que poderia
dominar a evolugao orbital.

Nés implementamos em nosso cédigo numérico precisamente a equacao (11.4) em
Itoh (2004a), que contém termos até ordem 3PN, acrescidas do termo 3.5PN dado pela
equacao (65) em Itoh (2009), que, como ja dito, estd em completa concordancia com as
equacoes de movimento obtidas por outros autores. Para conveniéncia do leitor nds ane-
xamos no Apéndice A as pdginas destas referéncias que contém tais equagoes e mostramos
no Apéndice B a nossa implementagao numérica. Os detalhes de sua derivagdo estdo muito
além do escopo deste trabalho e podem ser encontrados na extensa literatura mencionada
no decorrer desta se¢do. Contudo, é vélido destacar aqui algumas de suas propriedades.
Primeiramente, deixe-nos esclarecer o efeito de cada termo nas Eq.’s (2.51, 2.52). Os termos
A e B referem-se as partes estatica e cinética, respectivamente, das equacoes de movimento.
Corregoes de ordens inteiras, tais como 1PN, 2PN e 3PN, sao responsaveis por causar o
avanco do periélio no caso de um sistema bindrio, e s@o conservativos, ou seja, nao cau-
sam uma variacao secular do semi-eixo maior orbital. As correcoes de ordens semi-inteiras,
2.5PN e 3.5PN, sao as responsaveis pela dissipagao da energia orbital na forma de ondas
gravitacionais, sendo portanto aqueles que geram a forca de reacao a radiagao. O pro-
cedimento de iteracao PN para encontrar as sucessivas ordens PNs consiste de encontrar
a métrica (geralmente uma ordem além das eq.’s de movimento) associada com o tensor
momentum-energia construido com funcoes delta, e entao tratar as dirvergéncias de auto-
campo por meio de técnicas de regularizagdo. As equagoes de movimento sdo, portanto,
equacoes geodésicas associadas a uma métrica regularizada. Embora as sucessivas apro-
ximagoes PNs sejam realmente uma consequéncia da Relatividade Geral, as equacoes de
movimento resultantes devem ser interpretadas de uma maneira Newtoniana (Blanchet,
2006), ou seja, uma vez que um conveniente sistema de coordenadas (Catesianas) seja esco-
lhido, pode-se expressar os resultados em termos das posigoes, velocidades e aceleracoes dos
corpos, e visualizar as trajetérias das particulas no espaco Euclideano absoluto de Newton.

Mas, uma vez que as equagcoes de movimento sao realmente relativisticas, elas devem

(i) permanecer invariantes — no sentido de uma tranformagao de Lorentz expandida pds-

Newtonianamente;

(ii) possuir o limite perturbativo correto, dado pela geodésica da métrica de Schwarzschild

(expandida pés-Newtonianamente), quando uma das massas tende & zero; e

(iii) ser conservativas, i.e., admitir uma formulagao Lagrangiana ou Hamiltoniana, quando

os termos de reagao a radiagao sao “desligados”.

No que se refere ao formalismo de geracao de ondas gravitacionais, o problema basico

estd em relacionar a forma assintética da onda gravitacional, h;;, gerada por alguma fonte
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ao tensor energia-momentum, 7%°, dos campos de matéria. Para a ordem mais baixa, no
limite Newtoniano, v/c — 0, a geragao das ondas é descrita pela férmula quadrupolar de
Einstein (veja Landau & Lifshitz (1975)), que expressa a “luminosidade” gravitacional total,
L, da fonte em termos de derivadas temporais do momentum de quadrupolo Newtoniano
associado, e que da a taxa de decaimento da energia orbital,

dE
—_— == 2.
o L, (2.53)

onde FE é a energia no referencial do centro de massa da binaria Newtoniana. Para ordens
mais altas que a Newtoniana, a geragao de ondas gravitacionais envolve muitas interagoes
nao-lineares entre multipolos, porque os momentos da fonte se misturam uns com os outros
quando eles se “propagam” da fonte para o detector. Tais interacées multipolares incluem,
por exemplo, efeitos de caudas de ondas e caudas de caudas de ondas durante a geragao e
propagacao do sinal de onda gravitacional, bem como sobre a prépria dindmica da fonte. As
interagoes multipolares nao-lineares tem sido calculadas dentro do presente formalismo de
geracao de ondas gravitacionais até ordem 3PN por Blanchet & Damour (1992), Blanchet
(1998b,a). O primeiro termo da forga de reagao a radia¢ao na ordem 2.5PN inclui a apro-
ximagao quadrupolar, e tem sido mostrado que o efeito de caudas de ondas gravitacionais
contribui para a reacao a radiacao precisamente em ordem “relativa” 1.5P N, o que de fato
corresponde a ordem “absoluta” 4PN nas equagoes de movimento (Blanchet & Damour,
1988).

E interessante notar que tais aproximacgoes de alta ordem sao realmente necessérias
na preparagao para a anélise de dados do LIGO-VIRGO-LISA. Para detectar ondas gravita-
cionais diretamente com alto sinal/ruido e extrair qualquer informagao astrofisica relevante
da onda, modelos de ordem 4PN, pelo menos, sao necessarios (Futamase & Itoh, 2007).
Como sera mostrado na secao 3.1, mesmo com equagoes de movimento em ordem 3.5PN,
que é tudo que se conhece atualmente, a aproximacao PN ja falha em descrever a dinamica
orbital de bindrias compactas para distancias orbitais abaixo de 5 Rg.p, podendo em alguns
casos chegar a 3 Rg.p, dependendo da geometria orbital. Contudo, isso ndo representa um
grande problema para nossa modelagem da regiao central de NGC 5236, principalmente
porque o nimero de particulas que foi possivel utilizar nas simulacdes de N-corpos (< 10%)
nao foi alto o suficiente para que a friccao dinamica levasse os buracos negros até niveis rela-
tivisticos extremos. Caso a distancia de duas particulas fosse menor que 3 Rg.p, a simulacao

seria imediatamente encerrada.

2.5 Incorporando Termos Pés-Newtonianos ao Integrador

Agora que temos um método de integracao simplética com passos de tempo varidveis que na

pratica gera solugOes exatas para o caso de sistemas binarios e ainda possui uma precisao e
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estabilidade a longo prazo bastante razodvel para o caso de N-corpos (veja segao 3.1), surge
a questao de como incorporar os termos PNs ao integrador, sem comprometer suas boas
propriedades de conservagao dos invariantes fisicos do problema. Como descrito na se¢ao 2.2,
a idéia basica para a construcao de um método simplético repousa sobre separabilidade
do Hamiltoniano do sistema. No caso Newtoniano isto é claramente evidente. Mas no
caso geral, em particular o PN, o Hamiltoniano de fato é nao-separavel em termos de
funcbes de r e v, e ndo existe uma transformacdo de coordenadas conhecida que torne
isso possivel. Portanto, nao existe um modo de construir um método simplético para a
integracao numérica das equacoes de movimento PNs. No entanto, nés vimos na segao 2.3
que um método simétrico garante, ao menos, a propriedade de conservacao da energia total
do sistema. Sendo assim, nesta se¢do nés mostramos como simetrizar a incorporagao dos
termos PNs ao integrador Sz (consequentemente Sy e Sg), bem como sua forma regularizada,
dada pelas Eq.’s (2.41)-(2.47).

O Hamiltoniano (ou a Lagrangiana) PN pode ser encontrado nas diversas referéncias

dadas na secao 2.4, mas aqui é suficiente escrevé-lo na forma genérica,

H(r,v)=T@)+U(r,v), (2.54)

onde T'(v) permanece sendo a energia cinética definida da maneira usual e U(r,v) contém
a energia potencial Newtoniana, U(r), e outros termos cruzados de (r,v) que aparecem do
processo de iteracao PN. O nosso procedimento aqui é interpretar o Hamiltoniano acima

como

Ht) =T +0U(t), (2.55)

e construir um integrador da maneira usual (segao 2.2), aplicando o operador de decom-
posicao de exponenciais ordenadas temporalmente (veja Hatano & Suzuki (2005) e suas re-

feréncias). Para um operador H(t) associado ao Hamiltoniano H (t), a equagao de evolugao,

0

€0 = HOED), (2:56)

tem a solugao formal,

t+1
Et+71)=% [exp H(s)ds] (). (2.57)

t
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A exponencial ordenada nao somente tem a expansao convencional (e.g. Sakurai (1985)),

t+7 t+1

'H(s)ds} =1 + H(s1)ds1

T [exp
t

t
t+1 S1

+ / d31/ dsoH(s1)H(s2)
t t

T (2.58)

mas pode também ser interpretada de uma forma mais intuitiva para os nossos propésitos,

t+1 '
T [exp H(S)ds] = lim ‘I(e(T/”) i=1 H(tﬂ(T/n))) ’
t n—oo
= lim e(7/WHEFT)  (r/m)H(t+2/n)
w e(T/MH(t+7/n) (2.59)

Por outro lado, Suzuki provou que (veja Hatano & Suzuki (2005)),

t+7

53 [exp H(s)ds] = TH®O+D] (2.60)

t

onde D = 3 /Ot é o operador de derivacao temporal avangada, tal que para fungées depen-
dentes do tempo A(t), B(t) e C(t),

At)e™PB(t) = A(t+7)B(t),
At PB(t)e™PC(t) = A(t+21)B(t+7)C(t). (2.61)

De fato, invocando a férmula (2.26), a prova requer somente duas linhas,

eT[H(t)-‘rD} —  lim (e(T/n)H(t)e(q—/n)fD)n’
= lim e(7/MHET) | (r/mH(t2r/n)
w e(T/m)H(t+7/n) ’ (2.62)

onde a propriedade (2.61) tem sido usada repetidamente e cumulativamente.
Redefinindo o Hamiltoniano de modo que seus operadores associados possam ser

escritos como,

Ht) =T +U(t), (2.63)

onde 7 = T + D, e notando-se que 7 e D satisfazem a relacio de comutacao, [7,D] =0,

entao eles fatorizam exatamente, el = e Te™ = ¢™Pe™” . Com isso, estamos agora em
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posicao de construir um integrador do tipo Sa(7), que seré denotado por Ss (1),

~ 15 7 17
82(7’) _ 6577671/{@)6577,

1 1 y 1 1
=D _=7T TU) _ =7D =7T
e3™Pe3™ T ¢Ut) 5P 37T

e%TTeTZ:{(t"r%T)e%TT _ (2.64)
Como U(t) = Uy + U, (t), sendo Uy a parte puramente Newtoniana e U (t) a parte contendo
somente as correcoes PNs, entao podemos decompor o sub-propagador associado a U (t), de

modo que nosso método resultante fica escrito como,

S () = 37T e3TU0ETU (14 57) 03U o537 T (2.65)

Embora nao seja simplético por conta da nao separabilidade dos termos cruzados
em (r,v) em U (t), o método acima é simétrico e de segunda ordem, e pode diretamente ser
utilizado em composi¢oes tipo-Yoshida (1990) para se obter métodos de ordens mais altas.
Em particular, o método de regularizacao descrito na se¢ao 2.3 também se aplica e é dado

explicitamente por,

t = tot+ 5o 2.66
1/2 ot 3 o (2.66)
h v
ryp = Tot 5% ; (2.67)
h Vo
W1/2 = Wo + §WVQ(F1/2) , (268)
han(ry/z)
/ f— —
v1/2 = vo+t 9 Q(I‘1/2) 3 (269)
haPN(rl/Qavlll/Q)
" o /
Vip T Vipty Q(ry o) ) O (2.70)
haPN(rl/Qavlll/Q)
Vij2 = vlll/2 + 5 e 2) , (2.71)
B han(ri)
Vi = Vi 5@ ) (2.72)
h V1
Wi = Wip+ -=——VQ(r , 2.73
1 1/2 2 Q<r1/2) ( 1/2) ( )
h v
r; = rip+ §W11 : (2.74)
h 1
t1 = tipp+ oW, (2.75)

onde ay e apy denotam as aceleracoes Newtonianas e as corregoes PNs, respectivamente, e

o simbolo O na Eq. (2.70) enfatiza que neste ponto ocorre o procedimento de simetrizagao
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da solugao numérica através de um método iterativo. Isto implica que o integrador acima
L. . v . . - .

¢ implicito. Mas tomando v} /2 = Vi 5 COMO uma primeira aproximagao, o método requer
somente 2 — 3 iteragoes para atingir a convergéncia, estimada como

(k) (k-1)
’V1/2 ~ Vi |

< .
‘ 0 | <9, (2.76)
Vi/2
onde § é da ordem da precisao da méaquina e k denota o nimero da iteracao.
Para verificar a conservacao da energia em uma simulagao com correcoes PNs deve-se

integrar uma equacao adicional para a variacao na energia devido a forca externa,
AEPN—/V'FPth. (277)

Convertida para a forma regularizada apropriada, esta equagao pode ser integrada da mesma
forma que a varidvel W nas Eq.’s (2.68) e (2.73), a um custo computacional praticamente
desprezivel.

Isso encerra a apresentacao dos métodos numéricos utilizados neste trabalho. No
préximo capitulo nés passamos a apresentacao dos resultados e discussao. Primeiramente
apresentamos alguns experimentos numéricos para demonstrar que o método trabalha como
esperado, seguindo com a modelagem do recuo gravitacional observado em NGC 5236,
inicialmente com buracos negros isolados e depois adicionando os efeitos de friccao dinamica

causados pela interacao de N-corpos.
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Capitulo 3

Modelando o Recuo Gravitacional
em NGC 5236

As far as the laws of mathematics refer to reality, they are not certain; and as far as they
are certain, they do mot refer to reality.
— Albert Einstein

Este capitulo é dedicado a apresentacao de nossos resultados e discussao. Buscando
fundamentar teoricamente o emergente cendrio (Dottori et al., 2010) de um recuo gravita-
cional no centro de NGC 5236, nds apresentamos aqui um estudo computacional afim de
vincular as condi¢oes sob o qual tal fendmeno teria ocorrido. Antes, porém, nds apresen-
tamos brevemente alguns experimentos numéricos para demonstrar que o nosso método,

descrito no capitulo anterior, trabalha como esperado.

3.1 Experimentos Numeéricos

Aqui é conveniente introduzir alguns parametros numeéricos, definidos pelo usudrio como
parametros de entrada para o integrador. O primeiro é o parametro de precisdao, 7, que
controla o tamanho do passo de tempo, i.e., 7 < 1. Portanto, quanto menor o valor de 7
melhor a precisao do cdlculo, mas também mais alto é o custo computacional. Em seguida
temos o parametro de softening, €, que é frequentemente utilizado para evitar divergéncias
numéricas quando duas particulas sofrem um encontro préximo. Tal objetivo é alcancado
substintuindo-se o potencial ~ 1/r por ~ 1/(r? + £2)'/2, de modo que no limite ¢ — 0
as equacoes de movimento derivadas deste potencial modificado reduzem-se as equacoes
originais para particulas puntuais. N6s seguimos a pratica usual (e.g. Aarseth (2003)) em
simulacoes de sistemas colisionais e escolhemos ¢ igual a escala de distancia de um encontro

préximo, definida na Eq. (2.10), de modo que em nosso sistema de unidades adimensionais
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(veja secao 2.1), ¢ = 4/N. Logicamente, em simula¢bes com buracos negros, onde as
correcoes PNs estao presentes, nés fazemos € = 0 em qualquer interagao em que pelo menos
um dos buracos negros esteja envolvido; assim, somente interagoes estrela-estrela usam
€ # 0. Uma consequéncia do uso de um parametro de softening é que ele também evita uma
relaxacao esptria devido a um numero muito baixo de particulas utilizadas para modelar
um sistema real com tipicamente > 10° estrelas. Em calculos PNs sdo necessérios ainda
mais trés parametros: clight é o valor adotado para a velocidade da luz, definindo, portanto,
a intensidade da correcoes PNs. Aqui vale salientar que, ao contrario do caso puramente
Newtoniano, uma vez fixado o valor de clight a invariancia de escala é perdida. Os outros
dois parametros sao: ipn (Integer Post-Newtonian terms; p.ex., 1PN, 2PN, 3PN) e hipn
(Half-Integer Post-Newtonian terms; p.ex., 25PN, 3.5PN). Estes sao “flags” definidas
pelo usudrio, que ativam as diferentes ordens PNs, com ipn = hipn = 0 representando um

calculo puramente Newtoniano indepedente do valor de clight.

3.1.1 O Problema de Kepler

Nés comegamos com o classico problema de Kepler, comparando a nossa implementacao com
um método nao simplético. Como usual, nés utilizamos o erro na energia total do sistema
como indicador da qualidade da integragdo. Nés construimos condigoes iniciais para (r,v)
tal que a bindaria, com massas m; = mo = 1, descreva uma Orbita com excentricidade
e = 0.9 e semi-eixo maior a = 20/19 ~ 1.0526 (i.e., distancia relativa inicial, dy = 2). A
Fig. 3.1 apresenta o comportamento do erro na energia total da binaria durante a integracao

utilizando o método Se e um integrador do tipo Runge-Kutta de 2¢ ordem, ambos com

Sy(1), T =cte 2nd Order Runge-Kutta, t = cte
0.003 v T T T T T 0 T T T T "
11 ) |
e T
oote | . "Iy
-0.4 |
0.001 |
o) o)
W W 06
< 0 <
-0.8
-0.001 | 1 A
local error local error
global error global error
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Figura 3.1: Comparacao do nivel de conservagao da energia, pelo método simplético Sa(7) (painel
esquerdo) e pelo método (ndo-simplético) de Runge-Kutta (painel direito), durante a integracao de
uma bindria Kepleriana (e = 0.9) por T' = 1000 periodos orbitais (P). Em ambos os casos, T = cte.

O erro local (em vermelho) refere-se ao valor instantaneo de A—UE(t), enquanto o erro global (em

azul) refere-se a média instanténea (%(t)} = %Zi:o %(5). Note, neste exemplo particular, que

o método de Runge-Kutta falha desastrosamente.



CAPITULO 3. MODELANDO O RECUO GRAVITACIONAL EM NGC 5236 33

passos de tempo constante (o valor de n foi selecionado tal que o custo computacional
fosse aproximadamente o mesmo em ambos os métodos). Nota-se claramente que o método
nao-simplético gera uma solucao cujo erro secular na energia aumenta linearmente com o
tempo, enquanto que o método simplético Sy trabalha como esperado. O crescimento do erro
secular na energia em integradores nao-simpléticos tém como consequéncia o aumento (ou
decréscimo) do semi-eixo maior orbital, resultando em sérias dificuldades para a modelagem
de sistemas com estabilidade a longo prazo, como por exemplo, o caso do sistema solar. Em
particular, quando se leva em conta correcoes PNs, onde a radiacao gravitacional de fato
ocasiona uma variacao secular no semi-eixo orbital, é importante garantir que esta seja
devido a fisica do problema e nao a artefatos numéricos.

Na Fig. 3.2 nés apresentamos uma integragao do mesmo sistema acima, dessa vez
utilizando apenas o integrador Sz, mas permitindo que o passo de tempo possa variar afim
de resolver a evolugao orbital no momento de méaxima aproximacao. A figura mostra o
comportamento da solugao numérica quando se impoe um critério ad-hoc para mudar o
valor do passo e quando se aplica o procedimento (2.34) para restaurar a simetria temporal
da solugao. Vé-se que o uso de passos de tempo varidveis introduz um erro secular que au-
menta linearmente com o tempo. Por outro lado, o procedimento de simetrizagao temporal
restaura a conservacao da energia, embora a solucao de fato nao seja simplética e o custo

computacional tenha aumentado afim de satisfazer a relagao implicita (2.34).
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Figura 3.2: Nivel de conservagéo da energia para o método Sy com passos de tempo varidveis. O
painel a esquerda mostra o resultado da imposicao de um critério ad-hoc e o painel a direita mostra
o resultado apés o procedimento de simetrizagao (2.34).

Para alguns sistemas este tltimo método ja seria bastante razodvel, mas é possivel fa-
zer ainda melhor. Na Fig. 3.3 nés mostramos o nivel de exatidao com que é possivel integrar
o problema de Kepler quando feito pelo método de regularizagao algoritmica, Eq.’s (2.41)-
(2.47). E notdvel que este método gera, & menos da precisao da maquina, uma solucao
exata para a evolucao orbital de uma bindria Kepleriana. No painel a direita pode-se ver

como o método trabalha na pratica: os pontos fora da elipse referem-se as coordenadas na
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Figura 3.3: O painel a esquerda mostra o nivel de conservac¢ao da energia na integragao da bindria
Kepleriana pelo método de regularizacao algoritmica, Eq.’s (2.41)-(2.47). O painel a direita (retirado
de Mikkola (2008)) ilustra como o método trabalha na prética, para uma 6rbita eliptica sobre o plano
XY.

metade do passo (i.e., ry/y), enquanto os pontos inicial e final (rg e r1) estdo exatamente
sobre a elipse. Tendo demonstrado que a nossa implementacao trabalha como esperado no

caso Newtoniano, partimos agora para o caso PN.

3.1.2 O Problema de Kepler com Correcoes Pés-Newtonianas

Nos agora consideramos a introducao de corregbes PNs a integragao numérica do problema
de Kepler. Para melhor demonstrar o efeito dos termos PNs, nds integramos dois sistemas
bindrios. Primeiramente, nés consideramos as mesmas condicoes iniciais da secao anterior e
integramos aquele sistema na presenga de termos PNs conservativos somente (i.e., ipn = 3,

hipn = 0). Isso permite-nos acessar o nivel de conservacao de energia do nosso método,

1
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Figura 3.4: O painel a esquerda mostra o nivel de conservagao da energia para uma bindria Ke-
pleriana (e = 0.9) integrada na presenga de termos PNs conservativos. No painel a direita nés
apresentamos somente as primeiras ~ 10 revolugoes para ilustrar a precessao orbital.
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Eq.’s (2.66)-(2.75), e ilustrar a precess@o orbital causada pelas corre¢oes PNs. Aqui nds
escolhemos arbitrariamente clight = 16*. Pode-se ver na Fig. 3.4 que, embora o integrador
nao seja explicitamente simplético (veja discussao na segao 2.5), ele é robusto o suficiente
para conservar, estavelmente, a energia da binaria melhor que uma parte em 10'°. Isso
garante que na auséncia de termos de radiagao o semi-eixo orbital de fato nao sofre variacao
secular e, como esperado, a binaria nao decai.

Agora nés consideramos as corregoes PNs por completo (i.e., ipn = 3, hipn = 2).
Neste caso, ¢ interessante observar o decaimento orbital devido a presenca dos termos de
radiagao gravitacional, além daqueles que dao conta da precessao. Para isso nds partimos
de uma binaria em Orbita inicialmente circular. Note contudo que condi¢bes puramente
Keplerianas nao garantem a circularidade inicial da érbita na presenca dos termos PNs. Para
isso é preciso construir uma Orbita circular de forma PN. Considerando que os membros
de massas m; = mg = 1 estejam inicialmente separados por dy = 2, entao necessita-se
apenas encontrar as velocidades PNs iniciais. Uma vez que v = wr, o procedimento padrao
é escrever as equagoes de movimento PNs (veja Apéndice A) em termos relativos, dv/dt =
(d/dt)(vy —ve), e extrair o valor da frequéncia angular orbital w através da comparagao com
a equagao de um oscilador harmonico, dv/dt = —w?r + C%a2.5PN + c%a% pN- A expressao
completa para w é dada por Itoh (2004b). Feito isso, podemos integrar numericamente o
sistema, agora com clight = 8, i.e., ainda mais relativistico. A Fig. 3.5 apresenta a solugao
obtida (painel esquerdo) e, para comparagao, a evolu¢do de um sistema similar (painel

direito), usando relatividade numérica (retirado de Boyle et al. (2007)). A partir desta

Y [arbitary units]

03 02 01 0 01 02 03 S S E—}
X [arbitary units] x/m

Figura 3.5: O painel a esquerda mostra a evolugdo orbital de nossa bindria PN. Aqui nés mos-
tramos somente a fase final do espiralamento orbital pela emissdo de radiacdo gravitacional. Para
comparagao, o painel a direita (retirado de Boyle et al. (2007)) mostra a evolugdo de um sistema
similar usando relatividade numérica.

*Para fins de comparacéo, uma bindria com massa m = 10° Mg e separacéio do = 1 pc resulta, em nosso
sistema de unidades adimensionais, clight ~ 4571.
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figura fica evidente que a nossa implementacao trabalha como esperado, dando uma solucao
qualitativamente similar a que se obtém com relatividade numérica. As diferencas sdo
principalmente devidas a crescente perda de validade da aproximagao PN com o decaimento
do semi-eixo orbital. Isto estd ilustrado na Fig. 3.6, que mostra a separacgao orbital da
bindria durante a simulacao. Esta figura corresponde ao mesmo sistema mostrado no painel
esquerdo da Fig. 3.5, exceto que ali a integragao foi interrompida quando a separagao orbital
foi menor que 3 Rg.,. Este valor é marcado com um sinal “+” no painel direito da Fig. 3.6
e nos dd uma boa margem de seguranca com relacao a fase em que o erro na aproximagao
PN torna-se critico. Assim, todas as simulagdes PNs que se seguem sao interrompidas caso
duas particulas se aproximem mais que 3 Rg.pn, sendo assumido que ali tenha ocorrido a

fusdo do objetos.
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Figura 3.6: O painel & esquerda mostra a separagao orbital de uma bindria PN em espiralamento
circular. O painel a direita destaca 0 momento em que a aproximagdo PN perde a validade, com-
parado ao comportamento esperado da Relatividade Geral. O sinal “+” representa uma separagao
equivalente a 3 Rg.p, e corresponde ao momento que a simulagao da Fig. 3.5 foi interrompida.

3.1.3 Testes com Sistemas de N-Corpos

Para finalizar esta sec@o de testes numéricos nds apresentamos uma integragdo com um
sistema de N-corpos. Nés consideramos um sistema com N = 1024 particulas inicialmente
distribuidas segundo o perfil de densidade de Plummer aproximadamente em equilibrio
virial (Aarseth et al., 1974). Aqui todas as particulas tem massas iguais e nenhum buraco
negro estd presente, ou seja, todas as interagoes sdo Newtonianas. A Fig. 3.7 mostra o
comportamento da energia total e o raio virial do sistema. Pode-se notar que o integrador é
também relativamente robusto neste caso, embora seja necessario ainda implementar passos
de tempo individuais e agregar uma regularizagao via transformacao de coordenadas (ver
Aarseth (2003)) em adigao & regularizagdo algoritmica, para obter melhor performance

computacional (o presente cdlculo levou cerca de 2horas em um processador Intel core
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Figura 3.7: O painel a esquerda mostra o erro na energia total para um sistema com N = 1024
particulas distribuidas em um perfil de Plummer. A direita temos o raio virial mostrando que o
equilibrio dinamico inicial é aproximadamente mantido por nosso método.

2 duo 2GHz)', o que serd feito futuramente. O raio virial do sistema, no painel direito
da figura, mostra também que o equilibrio virial é aproximadamente mantido pelo nosso
método, como visto pela constancia da curva. Além disso, o centro de massa e o momentum
angular do sistema s@o conservados exatamente (ndo mostrado aqui).

Como sera visto na segao 3.3, a presenca de SMBHs bindrios ou triplos em tais sis-
temas modifica dramaticamente sua evolucao dinamica, podendo inclusive levar a completa
dissolucao do sistema estelar com a ejegao simultanea dos SMBHs. Nosso objetivo principal
¢é estudar as condigbes sob as quais o recuo gravitacional observado em NGC 5236 ocorreu.
Para isso, vamos primeiramente apresentar um estudo da evolugao dindmica de dois ou trés
SMBHs isolados, afim de entender melhor o efeito das corregoes PNs, e sé entao partir para

as simulagoes com SMBHs embebidos em sistemas estelares.

3.2 Estudando o Recuo Gravitacional com SMBHs Isolados

Nos iniciamos aqui a modelagem do recuo gravitacional em NGC 5236. A primeira questao
a ser analisada é a influéncia das correcoes PNs sobre a evolucao orbital dos SMBHs. Nés
ja vimos na secao anterior que em condigoes relativisticas extremas a dinamica de sistemas
bindrios é dramaticamente modificada pelas correcoes PNs. Naquele caso, contudo, nds
utilizamos binérias simétricas (m; = mg) e, como esperado, nenhum recuo gravitacional foi
observado.

Em relatividade numérica, ja é bem estabelecido que a velocidade do recuo € estri-
tamente dependente da razao de massas em sistemas sem spin, como pode-se ver no painel

direito da Fig. 3.8. No painel esquerdo desta figura nés temos uma ilustragao mostrando

TNosso cédigo utiliza a biblioteca MPI (Message Passing Interface) para paralelizacio mas, neste exemplo,
apenas um ntcleo de processamento foi empregado.
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Figura 3.8: O painel a esquerda (retirado de Hughes et al. (2005)) ilustra como o recuo gravitacional
aparece como consequéncia do campo de radiacdo gerado por uma bindria assimétrica. O painel a
direita (retirado de Campanelli (2005)) mostra a velocidade de recuo como funcdo da razdo de
massas, para particulas sem spin.

como o recuo gravitacional ocorre como consequéncia do campo de radiagdo gerado por
uma bindria assimétrica. Ali o membro de menor massa, mi, movimenta-se com uma ve-
locidade maior que o membro de maior massa, me, € assim é mais efetivo em irradiar seu
padrao de onda. Isto significa que existe um fluxo instantaneo liquido de momentum eje-
tado do sistema paralelo & velocidade de m1, com um recuo resultante na dire¢cdo oposta por
conservagao do momentum total. Durante uma o6rbita, contudo, a direcdo do recuo muda
continuamente e, assim, se a drbita for perfeitamente circular nao haverd nenhum efeito
interessante, ou seja, o centro de massa da bindria descreveria um circulo e o recuo liquido
seria nulo. Entretanto, quando a emissao de radiagao gravitacional é intensa, a érbita nao
é perfeitamente circular. A evolugao secular dissipativa da energia e momentum angular da
bindria faz com que os buracos negros espiralem um em direcao ao outro e, uma vez que a
orbita nao fecha, o recuo liquido é nao-nulo. Assim, o recuo acumula-se até que os buracos
negros se fundem e estabelecem um estado de equilibrio, “desligando” o fluxo de momen-
tum. Com isso, a velocidade de recuo esperada para buracos negros sem spin atinge até
cerca de 300 kms~! como pode-se ver no painel direto da Fig. 3.8. A previsdo tedrica de tal
resultado tém sido feita por Fitchett (1983), com a velocidade de recuo méxima ocorrendo
em mj/mg =~ 0.382. Sistemas com spin nao-nulo, em contraste, podem exibir velocidades
de até 4000kms~! (Campanelli et al., 2007a,b, Dain et al., 2008). Entretanto, como a
velocidade radial (no plano da galdxia) de J133658.3-295105 determinada por Dottori et al.
(2008) é cerca de ~ 130 km s~!, fica entdo justificado a nossa aproximacao de usar equacoes
PNs sem spin, tendo em vista que mesmo que J133658.3-295105 tenha sido ejetado a um
angulo de 60° do plano galdctico o médulo de sua velocidade ainda seria de ~ 260 kms~?.

Como um estudo prévio as simulagoes de N-corpos, nés analisamos aqui alguns ca-

sos com 2 ou 3 SMBHs isolados afim de vincular o tipo de sistema que melhor se adequa
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a situacao observada em NGC 5236. Pela discussao acima é 6bvio que o “chute” gravi-
tacional deve ocorrer justamente na fase final da colisao dos SMBHs, quando o fluxo de
momentum atinge um méaximo antes da fusdo dos membros da bindria. Uma vez que esta-
mos limitados a dindmica orbital para separacoes maiores que 3 Rgqp, nosso interesse aqui
é buscar uma configuragao cuja distancia percorrida durante o recuo seja significante, antes
que a simulacao tenha que ser interrompida. Com isso, pode-se esperar que provavelmente a
fase mais interessante do recuo nao seja capturada dentro da atual aproximagao PN, sendo

necessario o desenvolvimento do préximo termo, ordem 4PN.

3.2.1 SMBHs Binarios

Nés simulamos dois casos envolvendo SMBHs bindrios. Em ambos, nds utilizamos a razao de
massas que maximiza a velocidade de recuo (m;/mg =~ 0.382; ver Fitchett (1983)), partindo
das mesmas condigoes iniciais, exceto pela excentricidade inicial que foi escolhida como
e=0o0ue=0.9. A construgao das condicGes iniciais PNs para o caso e = 0 segue o mesmo
procedimento descrito na secao 3.1.2, enquanto que o caso e = 0.9 é obtido simplesmente
multiplicando as velocidades iniciais por v/1 — ef, como no caso de uma bingria Kepleriana.
Com isso, nds somos capazes de construir uma binaria PN ja em regime relativistico, ao
invés de ter que integrar o sistema desde condi¢Ges puramente Keplerianas.

Noés escolhemos os seguintes parametros fisicos para os SMBHs binarios: massa total
m = 10" Mg, com mq/mgy = 0.382 e separacdo inicial dy = |r; —ra| =2 x 1074 (%) pc.
O fator entre parénteses é introduzido apenas por conveniéncia, tendo em vista que no
caso circular a fase de emissao intensa de radiagdo gravitacional teria que aguardar o lento
espiralamento da bindria (como na Fig. 3.5), e demoraria muito mais tempo (veja abaixo)
para ocorrer do que no caso com e < 1, onde ocorre a cada passagem pelo periélio. Em
outras palavras, nés estamos adotando parametros fisicos tais que o semi-eixo orbital seja
o mesmo em ambos os casos (e = 0 e e = 0.9), embora computacionalmente a separagao
orbital seja a mesma. Como resultado o parametro clight, que dé a intensidade das correcoes
PNs, assume os valores /= 6.46 (e = 0) e ~ 20.44 (e = 0.9). Fazendo assim nds teremos uma
bindria circular em condicoes relativisticas similares a uma binaria excéntrica no momento
da passagem pelo periélio, com aproximadamente o mesmo tempo de coalescéncia (quando
convertidos em unidades fisicas).

Na Fig. 3.9 nés mostramos a evolucao orbital dos SMBHs binarios para os casos e = 0
e e = 0.9 A trajetéria do centro de massa da binaria é mostrada em azul nesta figura,
e nds vemos que mesmo assumindo as condicoes iniciais mais favoraveis para a ocorrencia
do recuo gravitacional, este é ainda completamente insignificante dentro de nossa (i.e., da

PN) aproximacao, comparado ao que se observa em NGC 5236. Isso mostra que o préximo

sso néo resulta em uma bindria PN com excentricidade exatamente igual a e, mas é suficiente para o
nosso interesse.
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Figura 3.9: Os paineis superiores mostram a evolugao orbital de SMBHs binérios em drbitas cir-
culares (e = 0, esquerda) e excéntricas (e = 0.9, direita), partindo de condigoes iniciais em regime
relativistico. Trajetéria em vermelho (verde) corresponde ao SMBH com massa m; (ms). Os paineis
inferiores destacam a regido central onde pode-se ver a trajetéria do centro de massa (mostrado em
azul) durante o recuo gravitacional.

termo, ordem 4PN, é realmente necessario para que se possa modelar realisticamente o
recuo gravitacional em um sistema bindrio quando a separagao orbital torna-se menor que
~ 3Rgen, caso contrario somente através de relatividade numérica. O problema é que
o impulso provocado pela emissao da radiacao gravitacional torna-se significante somente
em tais separacoes, justamente quando o cédlculo tem que ser interrompido, como visto na
Fig. 3.10. A Fig. 3.10 mostra a evolugao temporal da separagao orbital da bindria e a
evolugao do recuo do centro de massa no plano Rops X Vopr. Como pode-se ver nos paineis

superiores desta figura, a escala de tempo de coalescéncia para este sistema é tao baixo
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Figura 3.10: Paineis superiores: evolugao temporal da separagéo orbital para SMBHs bindrios com
excentricidade e = 0 (esquerda) e e = 0.9 (direita). Paineis inferiores: evolugéo do recuo do centro
de massa vista no plano posigdo x velocidade para os casos e = 0 (esquerda) e e = 0.9 (direita).

quanto ~ 0.2 anos, que pode ser comparada a previsao de Peters (1964),

5 4
tcoal > i a 5 (31)
64F (e) G? mymao(my + mg)
onde
73 37
a = (1—e3)T2 (14 224 et . 2
(e) (1—e7) +24e —i-%e (3.2)

Assim, se nés tivéssemos de fato integrado a bindria circular partindo de dy = 2 x 10~% pc

ao invés de ter parametrizado pelo fator (%), o tempo de coalescéncia esperado para

o painel superior esquedo na Fig. 3.10 seria ~ 0.2 (%)4, com e = (0, o que resultaria
em ~ 2000 anos, que concorda com a férmula de Peters (1964) dentro de um fator 4. O
caso e = 0.9, por outro lado, nao precisa ser reescalado e estd em acordo com a férmula
de Peters (1964) dentro de um fator 2. Convém salientar, no entanto, que a expressao
(3.1)-(3.2) é derivada baseada em uma expansao quadrupolar apenas, o que corresponderia

grosseiramente a ordem 2.5PN.
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Nos paineis inferiores da Fig. 3.10 nés vemos a evolucao do recuo do centro de massa
da binaria no plano Rcys X Vour. Pode-se notar que em ambos os casos a velocidade de recuo
chega a atingir ~ 160 km s~! na fase final do célculo mas, dada a necessidade de interromper
a simulacao, a distancia percorrida pelo centro de massa durante um tempo relativamente
curto é astrofisicamente desprezivel. Uma vez que o recuo é um efeito cumulativo, poderia-
se esperar que a evolucao orbital anterior ao momento em que nds iniciamos o calculo
contribuiria para aumentar o nivel de recuo, mas o que se pode inferir destas figuras é que
tal aumento provavelmente seria de apenas umas poucas vezes o valor observado para Rojy.
Assim o “chute” gravitacional deve ocorrer realmente na fase final da coalescéncia.

Um outro ponto interessante aqui é a diferenca no padrao de onda emitido pelos
sistemas com diferentes excentricidades. Embora nés nao fomos capazes de extrair o sinal
da onda gravitacional destes sistemas, de alguma forma ele se reflete nos diferentes com-
portamentos vistos no plano Rcopys X Voy para os casos mostrados. O fato de a bindria
circular emitir radiacao gravitacional regularmente provavelmente explica o recuo por um
fator ~ 2.3 a mais do que a binaria excéntrica, onde a radiacao é emitida intermitentemente
(principalmente durante a passagem pelo periélio). A fase final onde a velocidade de recuo
inicia o seu rapido crescimento é, contudo, bastante similar em ambos os casos porque a
emissao de radiagao gravitacional tende a dissipar qualquer excentricidade inicial e naquele
momento a bindria inicialmente excéntrica encontra-se em érbita quase circular. Vale notar
que apds a coalescéncia seria possivel substituir a binaria por um objeto com a massa da
binaria e posicao e velocidade do seu centro de massa e continuar a simulagao, mas néds
ainda nao implementamos esta sofisticacao em nésso codigo. Isso provavelmente resultaria
em um objeto com velocidade suficiente para escapar de alguns centros galidcticos e serd

feito em um trabalho futuro. Com isso, passamos agora ao estudo do caso com 3 SMBHs.

3.2.2 SMBHs Triplos

Por causa de sua natureza cadtica, seria relativamente dificil varrer todo o espago de
pardmetros em um estudo com SMBHs triplos. Assim, nos limitamos aqui a anélise de
dois sistemas com 3 SMBHs. Nés escolhemos condigOes iniciais relativamente artificiais,
mas cuja evolucao orbital Newtoniana é bem conhecida. Assim nds podemos construir um
modelo pictdrico da influéncia das corregoes PNs quando mais que 2 SMBHs estao presentes.
Além disso, estes sistemas sao de fato bastantes distintos do ponto de vista de estabilidade
orbital. O primeiro deles corresponde a uma solucao recentemente descoberta para o pro-
blema Newtoniano de 3 corpos (Moore, 1993, Chenciner & Montgomery, 2000), no qual os
objetos com massas idénticas descrevem uma érbita em forma de oito, que é extremamente
robusta com relacao a pequenas perturbacoes e se mantém por longos periodos de tempo.
A Fig. 3.11 ilustra as condigOes iniciais para este sistema, com a Orbita descrita pelos 3

Corpos.
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Figura 3.11: Painel superior: condigoes iniciais para 3 corpos descrevendo uma 6rbita em forma de
oito: m; = mo = mg = 1; r1 = —ry = 0.970004362 — 0.24308753y, r3 = 0; vi = —2vy = —2v3 =
—0.932407372 — 0.86473146y. Paineis inferiores: esquerda: condigoes iniciais para o problema Pi-
tagorico (velocidades iniciais sdo nulas); direita: solugdo numérica no caso puramente Newtoniano.

O segundo sistema corresponde ao chamado problema Pitagérico, onde corpos com
massas 3:4:5 estao dispostos nos vértices de um triangulo, cujos lados tém valor igual a
massa que encontra-se no vértice oposto. As condic¢des iniciais para o problema Pitagérico
estao ilustradas na Fig. 3.11, onde também é mostrado a solugao obtida em uma integracao
puramente Newtoniana. Como pode-se ver, este sistema exibe uma complicada evolugao
orbital com véarias colisoes entre os diferentes pares de particulas, resultando na ejecao do
corpo de menor massa e a formacao de uma bindria seguindo na direcao oposta.

Noés realizamos duas simulacoes para cada um destes sistemas, variando apenas o
parametro clight, que define a intensidade das correcées PNs. Na Tab. 3.1 nds apresentamos
as unidades fisicas escolhidas e o correspondente valor de clight para cada simulagdao. A
Fig. 3.12 mostra a evolugao orbital para os modelos M111. No6s vemos que no caso de

M1llla, onde a integracdo foi realizada por um perfodo de ~ 1.05 x 1019

anos, a Orbita
dos 3 SMBHs difere apenas ligeiramente do caso puramente Newtoniano. Isso mostra que
deveria haver algum mecanismo externo que levasse tal sistema a um regime de radiacao

gravitacional mais intenso para que ocorra a fusdo dos SMBHs. Isso vale também para
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Tabela 3.1: Colunas: 1) tipo de sistema; 2) denominagdo do modelo (ndmeros referem-se a razio
de massas); 3) unidade de massa; 4) unidade de comprimento; 5) velocidade da luz dividida pela
unidade de velocidade (definida pela escolha de [M] e [L]).

’ Sistema ‘ Modelo ‘ [M] (Mg) ‘ [L] (pc) ‘ clight ‘

Figura | Mllla 106 1 ~ 4571
Oito M111b 108 0.001 | ~ 14.45
Problema | M345a 109 1 ~ 4571
Pitagérico | M345b 108 0.1 ~ 1445

sistemas bindrios. Se, por exemplo, a friccdo dindmica que produz o espiralamento de
SMBHs durante fusoes entre galaxias nao for efetiva o suficiente para leva-los até separacoes
< 0.1pc, entdo provavelmente eles nao poderiam coalescer em menos que um tempo de
Hubble, e isso implicaria que deveriamos observar diversos casos de centros galdcticos com
SMBHs multiplos. Essa questao seria menos problematica se os SMBHs pudessem chegar a
tais separacoes estando aproximadamente em orbita de colisao mas, de forma geral, isso nao
necessariamente ocorre e a construcao de um cenario mais conclusivo depende de simulagoes
de N-corpos de alta resolucio (N > 10°).

Por outro lado, supondo que de algum modo os SMBHs cheguem ao regime radiagao
gravitacional intensa, nés simulamos o modelo M111b (Fig. 3.12) afim de mostrar o que
poderiamos esperar neste limite. Neste modelo nés aumentamos a escala de massas por um
fator 100 e diminuimos a escala de comprimento por um fator 1000 em relacao ao M111a, de
modo que o sistema emite radiagao gravitacional até a coalescéncia em ~ 44.4 anos. Nesta
simulacao os SMBHs triplos comegam “espiralando” sobre a érbita em forma de oito que,
interessantemente, é aproximadamente mantida durante a fase inicial de recuo até pouco
antes da coalescéncia entre dois dos SMBHs, quando o eixo-maior do oito gira rapidamente

devido ao efeito dos termos PNs de precessao, provocando a colisao dos SMBHs. Neste
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Figura 3.12: Painel esquerdo: evolucdo orbital durante ~ 1.05 x 10'° anos para o modelo M111a.
Painel direito: evolugdo orbital para o modelo M111b, onde a fusdo dos SMBHs ocorre em ~
44.4 anos.
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momento a simulacao teve que ser interrompida mas as componentes da velocidade do
terceiro SMBH indicam que ele provavelmente fusionaria com os outros. Pode-se notar que
o fato das massas dos 3 SMBHs serem iguais nao anula o recuo gravitacional como no caso
de SMBHs binarios. Isso porque a presenca do terceiro SMBH introduz alguma assimetria
na emissao da radiagdo. Contudo, neste caso o recuo total ainda nao é significante, dentro
da atual aproximacao PN, para ser compativel com o observado em NGC 5236.

As simulagoes para os modelos M345 sao apresentadas nas Fig.’s 3.13 e 3.14. Estes
modelos sao particularmente interessantes para o nosso objetivo de modelar o recuo em
NGC 5236, pois eles demonstram de forma bastante evidente o que provavelmente ocorreu
no centro desta galdxia. O modelo M345a (Fig. 3.13) segue uma evolucdo orbital inicial-
mente bastante similar ao caso puramente Newtoniano, mas devido as varias colisoes com
parametros de impacto de algumas centenas a dezenas de Rgcp, o efeito das corregoes PNs
aos poucos leva os SMBHs a oOrbitas distintas, até a ltima colisdao tripla que resulta na
ejecao do menor SMBH com a binaria seguindo na direcao oposta. Note, contudo, que a
ejecao do SMBH deu-se (casualmente) na dire¢ao oposta ao modelo Newtoniano, por conta
das drbitas parcialmente modificadas durante toda a evolugdo do sistema. A bindria, por
outro lado, recua por conservacao do momentum mas, dada a elevada excentricidade no
momento de sua formacao, esta acaba atingindo o regime de radiacao gravitacional a cada
passagem pelo periélio e coalesce dentro de ~ 7.38 x 10% anos, quando a simulacio é inter-
rompida. A duracdo total da simulacdo foi de ~ 5.27 x 10% anos. A comparacdo do tempo
de coalescéncia da bindria com a férmula de Peters (1964), Eq.’s (3.1)-(3.2), nos dé que sua

excentricidade no momento de formacao foi tao alta quanto e ~ 0.999 — 0.99995.
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Figura 3.13: Evolucdo orbital para o modelo M345a. A simulacdo tem duracio de ~ 5.27 x 10° anos.
A fase final da coalescéncia do par de SMBHs mais massivos é destacada no painel a direita, onde
tempo de coalescéncia foi de 7.38 x 10% anos, contado desde o momento de sua formacio.

$Esta faixa de valores é obtida assumindo que a divergéncia da férmula de Peters (1964) com relagio a
nossa determinagdo numérica seja de um fator 2.
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A velocidade do SMBH de menor massa no momento de ejecao foi de ~ 253kms~!

mas ao final da simulacdo esta j4 encontrava-se em ~ 64kms~! para um raio de ~ 25 pc. Isso
mostra que em um sistema real tal SMBH provavelmente ficaria preso ao pogo de potencial
do centro galactico e decairia novamente por consequéncia da friccdo dinamica. Por outro
lado, a bindria recua na direcdo oposta com velocidade inicial de ~ 84kms™!, caindo
para ~ 21kms~! até pouco antes da fase final de coalescéncia, onde aumenta novamente
devido a emissdo de radiagdo gravitacional para cerca de ~ 97kms™! (de forma similar
ao que se observa nos paineis Ropyr X Vopr da Fig. 3.10). Uma vez que a velocidade do
“chute” gravitacional provavelmente aumentaria ainda mais durante o mergulho final para
a coalescéncia (abaixo dos 3 Rg.p), entao o cendrio que podemos montar é que o radio-quasar
J133658.3-295105 provavelmente é um objeto derivado de um par de SMBHs coalescidos que
recuaram gravitacionalmente do centro de NGC 5236 de forma similar ao que se observa
nestas simulagoes, enquanto que o deslocamento do nicleo éptico de NGC 5236 estaria
associado a ejecao do terceiro SMBH. Se este for o caso, entao o nosso modelo implica
que a fonte J133658.3-295105 deve estar associada a um SMBH com massa da ordem de
~ 10" Mg, que estd em forte acordo com a escala de massas propostas por Fujita (2008,
2009) para explicar a emissao em raios-X de SMBHs recuados de galdxias espirais.

A Fig. 3.14 mostra a simulacao para o modelo M345b. Neste caso os SMBHs
comegam a interagir a partir de distancias da ordem de 0.1 pc, que foi suficiene para cau-
sar a fusdo do par mais massivo apds umas poucas colisoes. A duracao da simulagao foi
~ 2646 anos e o tempo de coalescéncia da bindria, desde o momento de sua formagao, foi
~ 7.1 anos que, comparado a féormula de Peters (1964), nos d4 uma excentricidade inicial de
e ~ 0.967—0.977. Nesta simulacao nds encontramos um comportamento interessante, como
visto no painel direito da Fig. 3.14. Ali pode-se notar que embora os SMBHs colidam quase

frontalmente, o recuo ocorre efetivamente na direcao perpendicular a direcdo de encontro.
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Figura 3.14: Evolugdo orbital para o modelo M345b. A simulagido tem duragido de ~ 2646 anos.
A fase final da coalescéncia do par de SMBHs mais massivos é destacada no painel a direita, onde
tempo de coalescéncia foi de ~ 7.1 anos, contado desde o momento de sua formacao.
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Esse comportamento deve ser consequéncia de varios efeitos. No caso de SMBHs
bindrios em drbita quase circular a direcao de recuo é basicamente definida pela direcao da
velocidade relativa inicial entre os objetos. Assim, se os SMBHs tém velocidades iniciais
vy (v; = v, = 0) a direcdo de recuo fica sobre o eixo y. Entenda-se aqui a diregao de recuo
como uma média sobre o periodo orbital, j& que instantaneamente ela muda continuamente.
E dificil dizer precisamente o que ocorre no caso de orbitas excéntricas, mas o painel inferior
direito na Fig. 3.9 mostra que provavelmente existe alguma dependéncia na direcao de recuo
com a excentricidade inicial. Finalmente, devemos notar que o terceiro SMBH deve exercer
um importante papel nesse sentido, pelo seguinte motivo. A partir de um certo momento os
SMBHs bindrios formam um sistema tao compacto que a influéncia (Newtoniana) do terceiro
SMBH sobre sua evolugao orbital é praticamente desprezivel. Contudo, devemos lembrar
(veja Apéndice A) que a aceleracao PN depende nao s6 das massas e distancias mas também
das velocidades relativa e absoluta dos corpos. Assim, a medida que a bindria torna-se
mais compacta a velocidade absoluta de seus membros aumenta e, portanto, as velocidades
relativas entre eles e o terceiro SMBH aumenta. Com isso, o terceiro SMBH pode de fato
contribuir para o recuo da binaria, principalmente na fase final onde a velocidade absoluta
dos membros da binaria chegou a atingir ~ 0.16¢ nesta simulagdo. Isso provavelmente
explica também o fato que a velocidade de recuo do centro de massa da bindria no momento

em que a simulacdo foi interrompida chegou a ~ 371kms™!

, mesmo a razao de massas da
bindria ndo sendo a que maximiza o recuo (ver Fig. 3.8). Se levarmos em conta que esse valor
deve aumentar ainda mais durante o mergulho para a coalescéncia (abaixo de 3 Rg.,), entao
parece evidente que tal objeto recuaria com velocidade alta o suficiente para ser “chutado”
de um centro galactico, o que reforga nosso cenario para o radio-quasar J133658.3-295105 em
NGC 5236. Por outro lado, uma vez que o terceiro SMBH sofre o efeito contrario devido a
interacdo com a bindria este deveria recuar na direcdo oposta com velocidade ~ —123 kms—!
(o sinal negativo apenas enfatiza uma direcao de recuo oposta a da bindria). De fato, nés
medimos no fim da simulacdo uma velocidade de somente ~ —13kms~! para o recuo do
terceiro SMBH pois no momento da colisao dos outros SMBHs este se afastava deles e
foi efetivamente freiado pela interagao com a bindria relativistica. Este é um fenémeno
interessante que deverd ser investigado em futuros trabalhos.

Noés lembramos que a dispersao de velocidades em um aglomerado globular é tipica-
mente ~ 20kms~!. Assim, um SMBH que eventualmente resulte de um processo de recuo
gravitacional com velocidades 10 — 30 kms~!, como nos casos acima, provavelmente levaria
consigo parte das estelas do aglomerado. Este é basicamente o cenério que se propoe para ex-
plicar o deslocamento do nicleo 6ptico de NGC 5236 com relacao ao seu centro cinemaético.

Na préxima se¢ao nés analisamos esse problema através de simulacdes de N-corpos.
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3.3 Simulacoes de N-corpos com SMBHs

Noés realizamos um conjunto de simulacoes de N-corpos com SMBHs afim de mostrar que o
deslocamento do ntcleo 6ptico de NGC 5236 com relagao ao seu centro cinematico é con-
sequéncia da interacdo dos SMBHs. As condigoes iniciais para as simulagdes sdo construidas
como segue.

Primeiramente nés construimos uma distribuicao esférica de estrelas seguindo um
perfil de densidade de Hernquist (1990) com um raio de cutoff correspondente & 99 %
da massa total do perfil e geramos uma distribuicao de velocidades isotrépica tal que o
sistema esteja inicialmente em equilibrio virial (o método utilizado é similar ao descrito
em Aarseth et al. (1974) para um perfil de densidade de Plummer). Por simplicidade nés
consideramos que todas as estrelas tém massas iguais. Em seguida nés inserimos alguma
configuracao de SMBHs dentro de um raio menor que o raio virial do aglomerado, mas tal
que o centro de massa dos SMBHs coincida com o centro de potencial¥ do aglomerado, e
reajustamos as velocidades das estrelas (ndo dos SMBHs) de modo que o equilibrio virial do
sistema como um todo (estrelas + SMBHs) seja reestabelecido. Assim nés garantimos que
a inser¢ao dos SMBHs nao provoca um eventual colapso do aglomerado. Em todos os casos
nés consideramos os mesmos sistemas de SMBHs triplos analisados na secao anterior. Note
que para inserir os SMBHs dentro do raio virial do aglomerado (que em nossas unidades
adimensionais é igual a um) nds reescalonamos suas massas e posigdes de modo que a
razao m/r dos SMBHs permaneca constante e, assim, a invariancia de escala do movimento
se mantenha. Na pratica, uma vez definido o sistema de SMBHs (M111 ou M345, ver
secao 3.2.2) nés simplesmente escolhemos a massa total em SMBHs relativa ao aglomerado
como um todo (estrelas + SMBHS) e o reescalonamento nas posigoes via m/r = cte é feito
automaticamente. Por fim, nds reajustamos o centro de massa do aglomerado para que este
coincida com a origem das coordenadas (note que isso nao necessariamente implica que o
centro de potencial também esteja na origem, mas, em geral, a discrepancia é menor quanto
maior o numero de particulas, dada a simetria esférica do aglomerado). Na Tab. 3.2 nds
apresentamos um resumo dos modelos simulados. Estas simulagoes fizeram uso dos recursos
computacionais do Centro Nacional de Supercomputacao (CESUP-UFRGS), sendo que cada
uma delas levou cerca de 20— 60 dias de processamento paralelo em 4 CPUsll. Nés adotamos
um parametro de precisao 7 tal que o maximo erro na energia total do sistema fosse sempre
menor que 107% durante toda a simulacdo e um pardmetro de softening para estrelas de
e =4/N (ver secao 2.1).

TFrequentemente utiliza-se o centro de densidade nestes casos, mas como nés temos um ndmero de
particulas relativamente pequeno (N ~ 4000) foi preferivel usar o centro de potencial por ser uma grandeza
menos sensivel ao valor de N.

INosso c6digo poderia ser distribuido sobre um nimero maior de CPUs mas devido a alguns problemas
com gerenciador de processos do cluster nés ficamos limitados a 4 CPUs somente.
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Tabela 3.2: Colunas: 1) denominagio do modelo (modelos com sufixo “a” ou “b” diferem apenas
pela sequéncia de nimeros aleatdrios usada em sua construcdo); 2) ntmero total de particulas
(estrelas + SMBHs); 3) razéo entre massa total em SMBHs e massa total do aglomerado (estrelas
+ SMBHSs); 4) unidade de massa; 5) unidade de comprimento; 6) velocidade da luz dividida pela
unidade de velocidade (definida pela escolha de [M] e [L]).

| Modelo | N | Mgy /Mauster | [M] M) | [Z] (pc) | clight |
M111-4k-20a | 4096 0.2 107 10 ~ 4571
M111-4k-20b | 4096 0.2 107 10 ~ 4571
M111-4k-25a | 4096 0.25 8 x 109 10 ~ 5111
M111-4k-25b | 4096 0.25 8 x 106 10 ~ 5111
M111-8k-25 | 8192 0.25 8 x 109 10 ~ 5111
M345-4k-20a | 4096 0.2 107 10 ~ 4571
M345-4k-20b | 4096 0.2 107 10 ~ 4571
M345-4k-25a | 4096 0.25 8 x 106 10 ~ 5111
M345-4k-25b | 4096 0.25 8 x 109 10 ~ 5111
M345-8k-25 | 8192 0.25 8 x 106 10 ~ 5111

A Fig. 3.15 mostra uma sequéncia temporal de uma das simulagbes de mais alta
resolucao que nés realizamos, o modelo M345-8k-25. A simulacao tem duracao de ~ 2.13 x
107 anos, mas a sequéncia na Fig. 3.15 foca somente a primeira metade onde pode-se ver a
ejecao do SMBH de massa intermedidria (mg = 4), com o recuo da binéria (mj + ms = 8)
levando o aglomerado na direcdo oposta. A despeito do nimero menor de particulas, os
modelos com N = 4096 também apresentam um comportamento similar ao observado na
Fig. 3.15, com excecao que agora é o SMBH de menor massa (m; = 3) que é ejetado em
todos os casos. Essa diferenca pode ser interpretada de duas formas. A primeira vem da
natureza cadtica de um sistema de N-corpos, onde condicGes iniciais ligeiramente diferentes
levam a resultados distintos. Mas a segunda, e talvez mais importante, é que isso mostra que
o numero de particulas que foi possivel utilizar nas simulagoes é ainda muito baixo; basta
notar que a maior razao de massas entre estrelas e SMBHs presente nos calculos é de somente
M/m ~ 853, o que mostra que a influéncia de uma estrela individual sobre a dinamica dos
SMBHs é muito maior que em um sistema real (onde M/m ~ 10°) e, por consequéncia,
o efeito de friccao dinamica deve nao ser bem descrito em nossos cédlculos. Isso, contudo,
nao invalida nossa simulacdo, uma vez que nosso interesse aqui se restringe ao estudo do
recuo do aglomerado. Os modelos com SMBHs com massas iguais (M111) também mostram
comportamentos bastante parecidos com o que se vé na Fig. 3.15, ejetando um dos membros
e deixando o par resultante recuando na diregao contréria e carregando parte do aglomerado.
A tnica excegao aqui foi o modelo M111-4k-25b, onde ocorreu a ejegao simulatanea de 1+ 2
SMBHs com o aglomerado permanecendo aproximadamente no centro, embora este tenha

sofrido uma consideravel expansao devido a sibita perda de massa.
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Figura 3.15: Os paineis mostram uma sequéncia temporal para a simulacao do modelo M345-8k-25.
O tempo aumenta da esquerda para direita e de cima para baixo. Cada painel tem comprimento
lateral de 250 pc. A seta verde indica a posi¢do do SMBH ejetado para trés instantes da simulagao.
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Figura 3.16: Paineis mostram a posicao radial de cada SMBH (coluna esquerda) e a posicao relativa
de cada par de SMBHs (coluna direita) durante a simulagdo para os diferentes modelos M111.
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Figura 3.17: O mesmo que a Fig. 3.16, mas para os modelos M345.
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Estes comentarios tornam-se mais claros com as Fig.’s 3.16 e 3.17, onde sao mostra-
das a posicao radial de cada SMBH e a posicao relativa de cada par de SMBHs durante as
simulacbes para os diferentes modelos. Pode-se notar nestas figuras que a escala de tempo
para que ocorra a ejecao de um dos SMBHs é tdo curta quanto ~ 0.1 — 2 x 10® anos, com
a separacao média dos SMBHs estando em torno de 1pc no inicio da simulacdo. Como
mostrado na coluna de paineis a esquerda nas Fig.’s 3.16 e 3.17, em todos os modelos o
recuo da binaria reponsédvel pelo deslocamento do aglomerado varia de ~ 30 — 200 pc, en-
quanto o SMBH ejetado da regiao central atinge uma distancia radial de ~ 0.4 — 4 kpc apods
~ 2 x 107 anos de simulacdo, a tnica excecdo sendo o modelo M111-4k-25b, cuja dinamica
resultou na expulsao de 1 + 2 SMBHs para distancias maiores que 1kpc, deixando o aglo-
merado praticamente no centro.

Uma grandeza interessante para mostrar que o aglomerado de fato acompanha os
SMBHs bindrios durante seu recuo é o centro de massa das estrelas gravitacionalmente
ligadas a eles, mas na pratica nao é tao simples extrair essa informacao dos dados das
simulagbes. Embora existam algoritmos especializados em encontrar grupos de particulas
ligadas em simulagoes de N-corpos (Eisenstein & Hut, 1998) nds ndo o empregamos aqui.
Isso deverd ser feito em futuras analises com simulacoes de mais alta resolugdao. Contudo,
tomando o caso do modelo M345-8k-25 (Fig. 3.15) como exemplo, onde nota-se que o aglo-
merado acompanha o recuo dos SMBHs por ~ 200 pc (Fig. 3.17, painel inferior esquerdo),
entao fica claro por comparacao com este caso que os outros modelos também demons-
tram um comportamento similar. De fato, o acompanhamento de uma animacao grafica da
simulacao mostra que isso realmente ocorre.

Com relacao aos paineis da coluna direita nas Fig.’s 3.16 e 3.17, pode-se ver que os
SMBHs comegam a interagir a partir de distancias relativas de ~ 1 pc com a formagao de um
par de SMBHs mais fortemente ligado gravitacionalmente e a expulsao do terceiro SMBH
apés cerca de 0.1 —2 x 109 anos. Aqui fica claro que a energia responsivel pela ejecdo de um
dos SMBHs da regiao central tem origem puramente gravitacional, extraida na formacao da
bindria. Ou seja, pode-se dizer que a contribuicao da radiagéo gravitacional para a ejecao
do SMBH foi desprezivel, tendo em vista que as distancias envolvidas naquele momento
foram ~ 0.01 — 0.1 pc, o que, para nossas unidades, é cerca de 10% — 10* vezes maior que as
distancias necessarias para que o regime de radiacao gravitacional torne-se apreciavel. Isso
deve explicar também o fato que a distancia entre os membros da bindria praticamente nao
decai (ou decai muito lentamente em alguns casos) dentro do tempo restante da simulacao.
Outro ponto que podemos notar é que nao foi observado nenhuma colisao fisica entre os
SMBHs em nenhum dos modelos simulados (compare p.ex. com o caso de SMBHs isolados
na secao 3.2.2). Isso provavelmente deve-se ao fato de que a influéncia de estelas individuais

sobre a dinamica dos SMBHs foi muito maior do que em um sistema real, o que, mais uma
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Tabela 3.3: Velocidades no momento da ejecao de um dos SMBHs para os diferentes modelos,
dadas em km/s e em unidades da dispers@o de velocidades inicial do aglomerado, oy. Os valores sdo
apresentados na forma “X(Y)”, onde “X” corresponde & bindria e “Y” ao SMBH expulso da regiao
central.

| M111-4k-20a | M111-4k-20b | M111-4k-25a | M111-4k-25b | M111-8k-25 |

V (km/s) [ 89(191) 58(116) 49(104) 97(193) 48(96)
V/ao 1.35(2.91) | 0.88(1.77) | 0.84(L.77) 1.65(3.29) | 0.81(1.63)
| | M345-4k-20a | M345-4k-20b | M345-4k-25a | M345-4k-25b | M345-8k-25 |
V (km/s) | 51(153) 69(219) 43(129) 39(113) 62(125)
V/ag 0.78(2.33) | 1.05(3.34) | 0.73(2.20) | 0.66(1.92) | 1.05(2.13)

vez, indica que deveriamos aumentar o niimero de particulas na simulagao para tornar a
modelagem mais realistica.

Na Tab. 3.3 nds mostramos as velocidades de eje¢ao de um dos SMBHs e da binaria
em recuo, em unidades da dispersao de velocidades inicial do aglomerado, oy. Nos vemos
que na maioria dos casos os SMBHs bindrios recuam com velocidade menor ou da ordem de
0p. Isso confirma o nosso argumento anterior de que nestes casos o (ou parte do) aglomerado
acompanha os SMBHs durante o recuo, enquanto o terceiro SMBH ¢é ejetado praticamente
despido de algum envoltério estelar. Os tinicos casos em que a bindaria recua com velocidade
maior que g sao nos modelos M111-4k-25b e M111-4k-20a. No modelo M111-4k-25b,
como dito anteriormente, de fato todos os SMBH sao expulsos da regiao central com o
aglomerado permanecendo aproximadamente em sua posicao original. No modelo M111-
4k-20a, por outro lado, o recuo do aglomerado junto com os SMBHs ainda é observado.
Isso indica que a evolucao dindmica dos SMBHs antes da ejecao deve ter contribuido para
aumentar a dispersdo de velocidades do aglomerado em relacdo ao valor inicial. Assim,
dentro das limitagées do nosso modelo, pode-se dizer que o deslocamento do ntucleo 6ptico
de NGC 5236 com relagao ao seu centro cinematico sé pode ser explicado em um cenério
de recuo gravitacional se a velocidade do SMBH em recuo for até cerca de ~ 1.5 vezes a
dispersao de velocidades do aglomerado.

Por fim, deixe-nos fazer uma sintese de nossos resultados e discutir sua conexao com
o que observamos em NGC 5236. Na se¢do 3.2 nds estudamos a evolucao dindmica de
SMBHs binarios e triplos em regime de radiagao gravitacional e mostramos que dentro da
atual aproximacao PN um sistema de SMBHs triplos seria mais adequado para explicar o
suposto recuo gravitacional em NGC 5236. Naquele caso nés concluimos ainda que o radio-
quasar J133658.3-295105 seria um subproduto de um sistema bindrio de SMBHs coalescidos
durante o recuo gravitacional da regiao central, enquanto o terceiro SMBH seria ejetado com
velocidade baixa o suficiente para permanecer dentro de umas poucas dezenas de parsecs
centrais, sendo o provavel responsavel pelo deslocamento do nicleo 6ptico de NGC 5236 em

relagdo ao seu centro cinemético. Na presente se¢ao, por outro lado, nossas simulagoes com
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N-corpos mostraram de fato que é o terceiro SMBH (frequentemente o de menor massa)
que ¢é ejetado da regiao central, enquanto a bindria mais massiva recua na direcao oposta
carregando parte do aglomerado. Essas simulagoes também mostram que a ejecao do SMBH
menos massivo deve ocorrer muito antes da binaria atingir o regime de radiacao gravitaci-
onal. Assim é possivel identificar basicamente dois fendmenos ocorrendo nestas simulacoes.
O primeiro, observado nos modelos com N-corpos, é o chamado “gravitational slingshot”
onde hé a expulsdo de um dos SMBHs por troca energética com os outros dois. Assim,
qualquer iteracao adicional desta categoria tenderia a modificar a energia de ligacao da
bindria, tipicamente tornando-a mais fortemente ligada. O segundo fendémeno, observado
nos modelos com SMBHs isolados, é o chamado “gravitational rocket” (ou também “chute
gravitational”), onde a prépria bindria recuaria por consequéncia da emissao anisotrépica
de ondas gravitacionais durante a coalescéncia. Nossos resultados mostram que o cenério
de um recuo gravitacional é adequado para descrever a fonte J133658.3-295105 e, simulta-
neamente, o deslocamento do nicleo éptico de NGC 5236 como seus subprodutos. Dentro
das limitagoes do nosso modelo, contudo, nés nao podemos afirmar ainda qual fené6meno
(“slingshot” ou “rocket”) foi de fato o responséavel pelo recuo gravitacional observado em

NGC 5236. Isso deverd ser analisado futuramente com simulagoes mais realisticas.



CAPITULO 4. CONCLUSAO 56

Capitulo 4
Conclusao

It is impossible to explain honestly the beauties of the laws of nature without some deep
understanding of mathematics.

— Richard Feynman

Buscando fundamentar teoricamente o emergente cenario de um recuo gravitacional
no centro de NGC 5236, neste trabalho nés estudamos diferentes tipos de colisdes entre
SMBHs por meio de simulagoes numéricas com sistemas bindrios e triplos usando uma
aproximagao Pés-Newtoniana de ordem 7/2 (~ 1/c7).

Nés desenvolvemos um codigo de N-corpos especialmente construido para integrar
as equacoes de movimento Pés-Newtonianas. Este é baseado em um método de integracao
simplética com passos de tempo variaveis e regularizado via uma transfomacao temporal.
Nossos experimentos numéricos demonstram que o cédigo é robusto, podendo tratar qual-
quer razao de massas entre particulas. Em particular, este gera solugoes exatas (na precisao
da maquina) no caso de sistemas bindrios.

Nossas simulagoes com SMBHs isolados mostram que um sistema de SMBHs triplos
é mais adequado que um sistema bindrio para explicar o suposto recuo gravitacional em
NGC 5236. Com base nestes calculos nés concluimos que o radio-quasar J133658.3-295105
seria um subproduto de um sistema binario de SMBHs (M ~ 107 Mg,) coalescidos durante
o recuo gravitacional da regido central, enquanto o terceiro SMBH seria ejetado com velo-
cidade baixa o suficiente para deslocar o niicleo 6ptico de NGC 5236, permanecendo dentro
dos ~ 100 pc centrais. Este resultado, se confirmado através de futuras simulacoes mais
realisticas, estaria em forte acordo com os modelos de Fujita (2008, 2009).

A modelagem com N-corpos, por outro lado, mostra que frequentemente é o SMBH
menos massivo que € expulso do centro da galdxia, com a bindria massiva recuando na
direcao oposta e deslocando o aglomerado de sua posicao central. Estes modelos mostram

que o recuo do aglomerado extende-se por ~ 30 — 200 pc, o que é compativel com o valor
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observado para o ntcleo éptico em NGC 5236 (~ 60 pc). Além disso, nds mostramos que o
deslocamento do nicleo éptico s6 pode ser explicado em um cenéario de recuo gravitacional
se a velocidade de recuo do SMBH for até cerca de ~ 1.5 vezes a dispersao de velocidades
do aglomerado.

Os resultados destes dois conjuntos de simulagoes deveriam ser encarados nao como
uma discordancia entre os modelos. Ao contrario, eles sdo complementares pois abordam os
regimes de radiacao forte e fraca, respectivamente. Assim, é possivel distinguir dois tipos
de recuo gravitacional, i) o chamado “gravitational slingshot”, observado nas simulagoes
de N-corpos, onde a ejecao de um dos SMBHs ocorre por troca energética com a bindria
recém formada, e ii) o chamado “gravitational rocket” , parcialmente observado nos modelos
com SMBHs isolados, onde a prépria bindria deve recuar por consequéncia da emissao ani-
sotrépica de ondas gravitacionais durante a coalescéncia. Dentro das limitacoes do nosso
modelo, contudo, nés nao podemos afirmar ainda qual tipo de recuo (“slingshot” ou “roc-
ket”) foi o que de fato o ocorreu em NGC 5236. Isso devera ser analisado futuramente com

simulagoes mais realisticas.
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Apeéndice A

Equacoes de Movimento

Po6os-Newtonianas

Neste Apéndice nds anexamos as equacoes de movimento pds-Newtonianas utilizadas neste
trabalho. Estas foram obtidas em Itoh (2004a, 2009).
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EQUATION OF MOTION FOR RELATIVISTIC COMPACT ...

Note that this redefinition of the representative points does
not affect the existence of the energy conservation, as was
shown by Eq. (8.6). We can examine the effect of this redefi-
nition onto the equation of motion using Eq. (8.5) (use &,
instead of &,¢). Thence we have
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Comparing the above equation with Eq. (10.4), we easily
conclude that the representative point z,, of the star A defined
by

DiA(~),NaN( T)= Efﬁfs dBy[y' —Zp (D10 (7,y)
A

=€*Sp(7) (11.3)
obeys an equation of motion free from logarithms and hence
free from any ambiguity up to 3PN order inclusively.

We mention here that Blanchet and Faye [40] have a-
ready noticed that in their 3PN equation of motion a suitable
coordinate transformation removes (parts of) logarithmic de-
pendences of arbitrary parameters corresponding (roughly) to
our body zone radii.” It is well known that choosing different
values of dipole moments corresponds to the coordinate
transformation.

By adding m;ay|;,, to Eq. (10.4), we obtain our 3PN
equation of motion for two spherical compact stars whose
representative points are defined by Eq. (11.3),
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where the acceleration up to the 3 PN order is given in
Paper II1.

Equation (65) is in perfect agreement with the previous
works in harmonic coordinates [34,38], the result in the
ADMTT coordinate [10,15] by a suitable gauge transfor-
mation, and also the results from the energy balance argu-
ment [16-18]. We have used the local conservation law of
the stress energy tensor of the matter and the gravitational
field and the surface integral approach to derive our 3.5 PN
equations of motion. We have not a priori assumed that the
star follows a geodesic in any sense. The strong field point
particle limit enables us to realize a point particle with
strong internal gravity without using a Dirac delta func-
tional. Nissanke et al. [38] assumed that a star follows a
geodesic regularized by the Hadamard Parti Finie regulari-
zation (or any other regularization method that gives the
same result, such as the dimensional regularization).
Thereby, the perfect agreement between our present work
and that work [38] confirms that a self-gravitating star

I
follows the regularized geodesic at least up to the 3.5 PN
order inclusively.
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APPENDIX A: y PART

This section shows the functional expressions of Py in
terms of my, v, Vi=vi — v}, and r},. Here we defined
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Apeéndice B

Implementacao Numérica dos

Termos Pds-Newtonianos

Listing B.1: Fragmento de cédigo, escrito em linguagem C, mostrando a implementagdo numérica dos
termos pés-Newtonianos, como dado por Itoh (2004a, 2009) (veja o Apéndice A), para a interacao de cada
par de particulas. A sub-rotina retorna o valor dos termos A e B necessarios para o cdlculo da aceleracio na
Eq. (2.50). Simbolos como m, x, ..., vx, ..., possuem seu significado usual, com exce¢@o que aqui as varidveis
X, ¥, z sdo as componentes do vetor unitdrio n = r/r. Grandezas acompanhadas por i ou j denotam
propriedades da particula i ou j. Aquelas que ndo s@o acompanhadas por i ou j denotam grandezas
relativas, por exemplo, vx = vxi - vxj. rinv = 1/r, rinv2 = 1/7"2 e PI2 = 72, bhi e bhj denotam os indices
das particulas i e j. ipn e hipn sdo “flags” definidas pelo usudrio, que “ativam” as diferentes ordens pds-
Newtonianas, com ipn referindo-se aos termos conservativos (ordens inteiras) e hipn referindo-se aos termos
de reagao a radiagdo (ordens semi-inteiras). clight.invn = 1/c", onde c¢ é a velocidade da luz. Todas as
fragoes foram substituidas por seu equivalente em ponto flutuante afim de reduzir o custo computacional. No
caso de fragdes irredutiveis como ~ 1.292952381e + 2 o valor exato é dado logo ao lado como um comentario

/* 13576/105 */ afim de facilitar comparagoes. Outras grandezas sdo apropriadamente definidas no cédigo.

#include "clibs.h" /* dnclude ANSI-C libraries */
#include "mydefs.h" /* include PNTERMS struct definition, etc... */
PNTERMS

PNGravityTerms (int ipn, int hipn, int bhi, int bhj,
double mi, double mj,
double rinv, double rinv2,
double x, double y, double z,
double vx, double vy, double vz,
double viZ2,
double vxi, double vyi, double vzi,
double vj2,
double vxj, double vyj, double vzj)

PNTERMS pnl, pn2, pn25, pn3, pn35;
double mi2, mj2, mimj, v2, vi4, vj4, vivj, vivjvivj,

nv, nvav, nvi, nvj, nvi2, nvj2, nvinvj, GM_R2;

/* Form useful scalars */

mi2 = mj2 = mimj = v2 = vi4d = vj4 = vivj = vivjvivj

= nv = nvanv = nvi = nvj = nvi2 = nvj2 = nvinvj = 0.0;
if ((ipn > 0) || (hipn > 0)) {

mi2 = mi * mi;

mj2 = mj * mj;

mimj = mi * mj;

v2 = VX *x VX + Vy * vy + Vz * vz;
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vid =
vj4 =
vivj =
vivjvivj =
nvi =
nvi2 =
nvj =
nvj2 =
nv =
nvnv =

nvinvj =

/% Include 1PN
if (ipn > 0) {

pnl.a = -
+
+
+
pnl.a *= ¢
pnl.b = +
pnl.b *= ¢
}
else {
pnl.a =
pnl.b =
}

/% Include 2PN
if (ipn > 1) {

pn2.a = -
+
+
+

pn2.a *= c

pn2.b = +

IMPLEMENTACAO DOS TERMOS POS-NEWTONIANOS

vi2 *x vi2;

vi2 * vj2;

vxi * vxj + vyi x vyj + vzi x vzj;
vivj * vivj;

x * vxi + y *x vyi + z * vzi;

nvi * nvi;

X % vxj + y *x vyj + z x vzj;

nvj * nvj;

X * vXx + y *x vy + z * vz;

nv * nv;

nvi * nvj;

terms (6+2 == 8 terms) */

vi2
2.0 * vj2
4.0 * vivj
1.5 * nvj2
rinv * ( + 5.0 * mi
+ 4.0 * mj );
light.inv2;
4.0 * nvi
3.0 * nvj;
light.inv2;

terms (21+10 == 31 terms) */

2.0 % ( + vj4
+ vivjvivj )
4.0 * vj2 * vivj
nvj2 * ( + 1.5 * vi2
+ 4.5 x vj2
6.0 * vivj
1.875 * nvj2 )
rinv2 * ( + 14.25 * mi2
+ 9.0 * mj2
+ 34.5 * mimj )
rinv * ( + mi * ( - 3.75 x vi2
+ 1.25 % vj2
- 2.5 x vivj
+ 19.5 * nvi2

- 39.0 * nvinvj

+ 8.5 % nvj2 )
+mj * ( + 4.0 x vj2

- 8.0 * vivj

+ 2.0 * nvi2

- 4.0 * nvinvj

- 6.0 * nvj2 ) );

light.inv4;
rinv * ( + mi * ( - 15.75 * nvi
+ 13.75 * nvj )
-mj *x 2.0 * ( + nvi
+ nvj ) )
vi2 * nvj
vivj * nv * 4.0
vj2 * ( + 4.0 * nvi
- 5.0 * nvj )

+ nvj2 * ( - 6.0 * nvi
+ 4.5 x nvj );

pn2.b *= clight.inv4;
}
else {

pn2.a = H

pn2.b = B
}
/* Include 2.5PN terms (3+3 == 6 terms) */

if (hipn > 0) {
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pn26.a = nv *x ( + rinv * (
+ 1.386666
+ 2.4 % v2
pn25.a *= (mi * rinv) * cli
pn25.b = - v2
+ rinv * ( + 1.6 *
- 6.4 *
pn25.b *= (mi * rinv) * cli
}
else {
pn25.a = H
pn25.b = H
}
/* Include 3PN terms (66+37 == 1

if (ipn > 2) {

pn3.a

=+ nvj2 * ( + 3.0 *

+ 1.5 *
- 12.0 *
+ 7.5 *

+ nvj2 *

+ 2.0 x vj2 x ( - vi

+ vj

+ mi * rinv * ( + nvi * ( + nvj * ( + 244.

+ nv

+ vi

- 11

- 10
+ mj * rinv * 4.0 *

+ mj2 * rinv2 * ( -
+
+
+
+ mimj * rinv2 * ( +
+
+
+

+ mi2 * rinv2 x ( -

- 4.8 * mi

6666666666667e+1 * mj ) /* 208/15 */
)

ght.inv5;

mi
mj );
ght.inv5;

03 terms) */
vivjvivj
vi2 * vj2
vivj * vj2
vjd
(+ 7.5 % (+ vivj
- vj2
- 0.25 x vi2 )
+ 2.1875 * nvj2 ) )
vjvivj
2 * (+ 2.0 x vivj
- vj2 ) )
0 * viv]j
- 102.5 * vi2
- 141.5 * vj2
+ 191.5 * nvj2 )
+ nvi * ( + 57.25 x ( + vi2
+ vj2

- 2.0 x vivj )
- 180.75 * nvj2
+ nvi * ( + 85.5 x ( + nvj
- 0.25 * nvi ) ) ) )
j2 * ( + 47.75 * vi2
+ 64.75 * vj2
- 112.5 * vivj
- 56.875 % nvj2 )
vj *x ( + 45.5 * vi2
+ 43.0 * vj2
- 44.25 % vivj )
.375 * vi2 * ( + vi2
+.2.0 *x vj2 )

.125 x vj4 )
( + vj4
+ nvj x ( + nvi * ( + vivj
- vj2 )
+ nvj * (+ 3.0 x ( + vivj

- vj2 )
- 1.5 * nvi2
+ nvj * ( + 3.0 * nvi
+ 1.5 * nvj ) ) )
+ vivj * ( + vivj
- 2.0 *x vj2 ) )

nvi2
2.0 * nvinv]j
21.5 * nvj2
18.0 * vivj
9.0 * vj2 )

51.875 * nvi2

93.75 * nvinvj

139.125 * nvj2

18.0 * vi2

PI2 * ( + 1.921875 * v2

- 9.609375 * nvav )
33.0 *x ( + vivj
- 0.5 % vj2 ) )

258.625 * nvi2
543.0 * nvinvj
234.75 * nvj2
58.875 * vi2
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+ rinv * rinv2 *

pn3.a *= clight.invé;
pn3.b = + nvj * ( + vj2

+ nvj

+ 4.0 * nvi * ( +

+ mj * rinv x ( +

+ mi * rinv x ( +

+ rinv2 * ( + mj2

+ mi2

+ 44.625 *x ( + vj2

« +

+

vj

- 2.0 * vivj ) )

16.0 * mj * mj2

mi2 * mj * ( + 1.8233333333333333333e+2 /* 547/3
- 2.5625 * PI2 )

1.0833333333333333333 * mi * mi2 /* 13/12

mi * mj2 * ( + 1.8166666666666666667e+2 /* 545/3

+

vi2

- 2.5625 x PI2 ) );

+ 8.0 * vivj

- 7.0 x vj2 )
* vivjvivj
* (+ 6.0 *x nvi * ( + viv]j

- 2.0 % vj2)

+ nvj * (+ 6.0 x (+ 2.0 * vj2

4

- vivj
- 0.256 * vi2 )
+nvj * (+ 7.5 x ( + nvi
- 0.75 * nvj ) ) ) ) )

vivj * vj2 )
nvj * ( + 4.0 x ( + vivj

nv

*

*

.0 *

jo*

+
+
+

- vj2
- 0.5 * nvi2 )

nvj * ( + 2.0 x ( + 4.0 * nvi

+ nvj ) ) )
nvi * ( + vivj
- vj2 ) )

( + 25.875 * vi2

+ 10.125 * vj2

- 36.0 * vivj

- 67.25 * nvj2

+ nvi * ( + 141.25 * nvj

- 60.75 % nvi ) )

( + 10.375 * vj2

+ 6.75 * vivj

- 17.125 * vi2

7.9166666666666666667 * nvj2 ) ) /* 95/12

4.0 * nvi
5.0 * nvj )
77.75 * nvi
89.25 * nvj )

+ mimj * ( + 59.875 * nvj
- 38.375 * nvi
+ 3.84375 * PI2 * nv ) );

pn3.b *= clight.invé;

¥
else {
pn3.a = 0.0;
pn3.b = 0.0;
¥
/% Include 3.5PN terms (40+25 == 65 terms) */
if (hipn > 1) {
pn35.a = + mi2 * rinv2 * ( + 3.8019047619047619048e+1 * nvi /% 3992/105
- 4.1219047619047619048e+1 * nvj ) /* 4328/105
+ mimj * rinv * rinv2 * ( - 1.2929523809523809524e+2 * nvi /* 13576/105
+ 1.367619047619047619e+2 * nvj ) /* 2872/21
+ mj2 * rinv * rinv2 * ( - 1.5104761904761904762e+2 * nv ) /% 3172/21
+ mi * rinv * ( + nvi * ( + 48.0 * nvi2
- 4.6552380952380952381e+1 * vi2 /* 4888/105
+ 9.7904761904761904762e+1 * viv]j /* 2056/21
- 4.8952380952380952381e+1 * vj2 ) /% 1028/21
+ nvinvj * ( - 139.2 * nvi /* 696/5
+ 148.8 * nvj ) /* T44/5
+ nvj * ( - 57.6 * nvj2 /* 288/5
+ 4.8152380952380952381e+1 * vi2 /% 5056/105
- 1.0590476190476190476e+2 * vivj /* 2224/21
+ 5.5352380952380952381e+1 * vj2 ) ) /* 5812/105
+ mj * rinv * ( + nvi * ( - 116.4 * nvi2 /* 582/5
- 8.1828571428571428571e+1 * vivj /% 2864/35
+ 4.0914285714285714286e+1 * vj2 ) /* 1432/35

nvinvj * ( + 349.2 * nvi /* 1746/5

*/

*/
*/

*/
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- 390.8 * nvj ) /% 1954/5
+ 3.3980952380952380952e+1 * nv * vi2 /* 3568/105
+ nvj * ( + 158.0 * nvj2
- 5.4780952380952380952e+1 * vj2 /* 5752/105
+ 9.5695238095238095238e+1 * vivj ) ) /* 10048/105
+ (- nv * ( + 56.0 * nvnv * nvnv
+ 7.0285714285714285714 * vi4d ) /* 246/35
+ nvi * (+ v2 * ( + 60.0 * nvi2
- 180.0 * nvinvj
+ 174.0 * nvj2 )
+ vivj * ( + 3.0514285714285714286e+1 * ( + vi2
- vivj ) /* 1068/35
+ 2.8114285714285714286e+1 * vj2 ) /* 984/35
- 1.5257142857142857143e+1 * vi2 * vj2 /* 534/35
- 5.8285714285714285714 * vj4 ) /* 204/35
+ nvj * (- 54.0 * nvj2 * v2
+ vivj * ( - 2.8114285714285714286e+1 * vi2 /* 984/35
+ 2.5714285714285714286e+1 * vivj /* 180/7
- 2.0914285714285714286e+1 * vj2 ) /% 732/35
+ 1.2857142857142857143e+1 * vi2 * vj2 /* 90/7
+ 3.4285714285714285714 * vj4 ) ); /* 2477
pn35.a *= (mi * rinv) * clight.inv7;
pn35.b = - mi2 * rinv2 * 8.7619047619047619048 /* 184/21
+ mimj * rinv2 * 5.927619047619047619e+1 /* 6224/105
+ mj2 * rinv2 * 6.0838095238095238095e+1 /* 6388/105
+ mi * rinv *x ( + 3.4666666666666666667 * nvi2 /* 52/15
3.7333333333333333333 * nvinvj /* 56/15
- 2.9333333333333333333 * nvj2 /* 44/15
- 3.7714285714285714286 * vi2 /* 132/35
+ 4.3428571428571428571 * vivj /* 152/35
- 1.3714285714285714286 * vj2 ) /* 48/35
+ mj * rinv * ( + 3.0266666666666666667e+1 * nvi2 /* 454/15
- 74.4 x nvinvj /* 372/5
+ 5.6933333333333333333e+1 * nvj2 /* 854/15
- 7.2380952380952380952 * vi2 /* 152/21
+ 2.727619047619047619e+1 * vivj /* 2864/105
- 1.6838095238095238095e+1 * vj2 ) /* 1768/105
+ ( + 60.0 * nvnv * nvnv
+ v2 ¥ (- 69.6 x nvi2 /* 348/5
+ 136.8 * nvinvj /* 684/5
- 66.0 * nvj2 )
+ 9.5428571428571428571 * vi4 /* 334/35
+ vivj * ( - 3.8171428571428571429e+1 * vi2 /% 1336/35
+ 3.7371428571428571429e+1 * viv] /% 1308/35
- 3.5771428571428571429e+1 * vj2 ) /* 1252/35
+ 1.8685714285714285714e+1 * vi2 * vj2 /* 654/35
+ 8.3428571428571428571 * vj4 ); /* 292/35
pn35.b *= (mi * rinv) * clight.inv7;
}
else {
pn35.a = 0.0;
pn35.b = 0.0;
}
/* Form the Post-Newtonian terms: (((((65) + 103) + 6) + 31) + 8) == 213 terms */
PNTERMS pn;
pn.a = (((((pn365.a) + pn3.a) + pn265.a) + pn2.a) + pnl.a);
pn.b = (((((pn35.b) + pn3.b) + pn26.b) + pn2.b) + pnl.b);
GM_R2 = mj * rinv2;
pn.a *= GM_R2;
pn.b *= GM_R2;
return pnj;
¥
e Y +
/ PNbody /
i ittty /
/ end of pnterms.c /
B e e e e et e *x/

*/
*/
*/
*/

*/
*/
*/
*/
*/

*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/

*/
*/

*/
*/
*/
*/
*/
*/
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