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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma teoria de Galois para acao de grupoides so-
bre anéis nao necessariamente comutativos. Apresentamos dois teoremas de corres-
pondéncia, um para acoes de grupoides finitos e outro para agoes de grupoides de
qualquer ordem. Este trabalho estende os resultados de Chase, Harrison e Rosen-

berg em [7], H. F. Kreimer em [13] e T. Tamusiunas e A. Paques em [20].

Palavras-chave: Teoria de Galois sobre anéis, grupoides, acoes de grupoide,

Kg-anéis, correspondéncia de Galois.
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Abstract

In this work, we present a Galois theory for groupoids acting on noncommuta-
tive rings. We present two correspondence theorems, one for the action of finite
groupoids and another for the action of an arbitrary order groupoid. This work
extends the results of Chase, Harrison, and Rosenberg in [7], H. F. Kreimer in [13],

and T. Tamusiunas and A. Paques in [20].

Keywords: Galois theory on rings, groupoids, groupoid actions, Ks-rings, Ga-

lois correspondence.
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Introducao

As ideias de Galois tiveram um grande impacto na matemética desde o seu sur-
gimento em meados do século XIX. Ele lancou as bases de uma teoria que resolveu
um dos grandes problemas da época: a insolubilidade de equacoes de quinto grau
por meio de seus radicais. A solucao desse problema da &lgebra classica abriu
caminho para o desenvolvimento da algebra abstrata moderna, contribuindo sig-
nificativamente para a teoria de corpos, teoria dos grupos, algebra linear, algebra

comutativa, teoria algébrica dos niimeros e novas teorias de Galois.

Um dos elementos mais importantes da teoria de Galois é a existéncia do Te-
orema Fundamental, que estabelece uma correspondéncia entre as extensoes inter-
medidrias K C E C L de uma extensao finita e galoisiana I de um corpo K e

subgrupos de Autk (L), que sdo os automorfismos de L que deixam fixo o corpo K.

Com o objetivo de entender e estender a teoria de Galois, alguns trabalhos se
concentraram no desenvolvimento de versoes do Teorema Fundamental para estru-

turas algébricas mais gerais.

Um desses trabalhos foi apresentado em 1965 por S. U. Chase, D. K. Harrison e
A. Rosenberg em [7], onde eles introduziram a Teoria de Galois para anéis comuta-
tivos. Eles apresentaram os conceitos de extensao de Galois para anéis comutativos
e a nogao de subalgebra G-forte. Tais objetos permitiram exibir uma versao do

Teorema Fundamental, uma correspondéncia bijetiva entre subgrupos do grupo de



Galois G e subdlgebras separaveis e G-fortes. Dentre as generalizagoes obtidas a
partir do trabalho de Chase, Harrison e Rosenberg, destacam-se duas delas como

as principais referéncias para este trabalho.

A primeira é devida a H. F. Kreimer, que em 1966 apresenta uma teoria de
Galois que estende a feita em [7] para anéis ndo necessariamente comutativos. Em
[13], dado um anel A e seu grupo de automorfismos G, se A for o que o autor define
como K-anel, é apresentado um teorema de correspondéncia entre subgrupos de G

e subanéis que o autor define como G-admissiveis.

Por outro lado, em [3], D. Bagio e A. Paques apresentaram uma generalizagao
do conceito de extensao galoisiana para acoes de grupoides. Grupoides sao uma
generalizacao natural de grupos para operacoes parcialmente definidas, mas que
possuem propriedades de associatividade, elemento neutro e inverso. As extensoes
galoisianas apresentadas em [3] foram usadas por T. Tamusiunas e A. Paques em
[20] para elaborar uma teoria de Galois que estende a teoria apresentada em [7]
para algebras comutativas sobre a a¢do de um grupoide G. Em [20], os autores es-
tenderam a nogao de G-forte para o que chamaram de -forte e demonstraram uma
correspondéncia bijetiva entre as subalgebras separaveis e S-fortes e subgrupoides

amplos de G.

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma teoria de Galois que generaliza
as teorias apresentadas em [I3] e [20] para a acdo de grupoides sobre anéis nao
necessariamente comutativos. Com a teoria proposta, é possivel obter os teoremas

de correspondéncia apresentados em [13] e [20] como corolarios.

Destacamos que outros trabalhos também vao em direcao a propor uma Teoria
de Galois para anéis ndo comutativos sob a¢ao de grupoides. Em [2I] T. Tamusiu-
nas e A. Paques apresentam condigoes para que uma algebra nao necessariamente

comutativa, mas galoisiana sobre seu centro, possua uma correspondéncia de Galois



bijetiva. No entanto tal classificagdo é possivel para anéis especificos. Em [24] T.
Tamusiunas e J. Pedrotti apresentam, sob condigoes mais gerais, condi¢oes para que
a aplicacao de Galois seja injetiva. Outras questoes referentes a teoria de Galois,
como caracterizagoes de extensoes Galois-Azumaya, Hirata separabilidade, ou até

mesmo correspondéncias para anéis quaisquer, ainda seguem em aberto.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 1 apresentamos
os conceitos e notacoes relacionados a grupoides, além de introduzir a nocao de
acao global de grupoides sobre anéis. Também sao apresentadas no Capitulo 1
certas propriedades das classes laterais, que sao necessarias para o desenvolvimento

da teoria proposta.

No Capitulo 2, é desenvolvida uma Teoria de Galois para anéis nao necessaria-
mente comutativos sob a acao de grupoides finitos. Sao estabelecidos os conceitos
de B-admissivel e Kg-anel, a fim de estender os conceitos de G-admissivel e K-anel
apresentados em [13] e S-forte apresentado em [20]. A discussao sobre essas genera-
lizacoes é feita na secao 2.5. Entao, apresentamos um teorema de correspondéncia
que relaciona de forma biunivoca os subanéis 3-admissiveis de um Kg-anel A com

os subgrupoides amplos de G.

No Capitulo 3, é apresentado um teorema de correspondéncia para a agao de gru-
poides de ordem qualquer. Para obter uma correspondéncia biunivoca, é adicionada
a G uma estrutura de espaco topoldgico, e é mostrada uma correspondéncia entre

subgrupoides amplos e fechados nesta topologia com os Kg-subanéis do Kg-anel A.

Por todo este trabalho, os anéis e as algebras sao associativos e unitarios.



Capitulo 1

Grupoides, Classes Laterais e

Grupoide Quociente

A estrutura de grupoide generaliza o conceito de grupo, e é por meio dela que
vamos estender a Teoria de Galois desenvolvida por H. F. Kreimer em [I3]. Tra-
balharemos com acoes globais de grupoide sobre anéis, que foram definidas por D.

Bagio e A. Paques em [3].

Por ter uma importancia central neste trabalho, este capitulo é dedicado a apre-
sentar os conceitos e notagoes acerca de grupoides e acao de grupoides sobre anéis,
com foco nas propriedades que serao utilizadas para desenvolver os resultados dos
capitulos seguintes. A primeira secao é destinada a propriedades usualmente en-
contradas na literatura, enquanto na segunda segao serao apresentados resultados,
parte deles originais, a respeito de classes laterais e grupoide quociente. Todos os

resultados encontrados na literatura estarao referenciados.



CAPITULO 1. GRUPOIDES, CLASSES LATERAIS E GRUPOIDE
QUOCIENTE

1.1 Pré-requisitos sobre grupoides

Um grupoide é usualmente definido, em linguagem categérica, como uma ca-
tegoria pequena em que todos os morfismos sao isomorfismos. Tal definicao pode
ser encontrada em [16]. No entanto, neste trabalho usaremos a defini¢ao algébrica

equivalente, como segue.

Definigao 1.1.1. [20, Section 2] Um grupoide G é um conjunto nao vazio equi-
pado com uma operacao bindria, que sera denotada pela concatenacao, definida

parcialmente e fechada, satisfazendo:

(i) Para quaisquer g,h,l € G, existe (gh)l se e somente se existe g(hl) e neste

caso (gh)l = g(hl);
(ii) Para quaisquer g, h,l € G, existe (gh)l se e somente se existem gh e hl;

(iii) Para todo g € G, existem elementos d(g),r(g) € G tais que existem gd(g),

r(9)g e neste caso r(g)g = g = gd(9);

(iv) Para todo g € G, existe g1 € G tal que existem g~'g e gg~!, e neste caso

g lg=2d(g) e gg" =r(g).

Para um grupoide G e quaisquer g, h € G, escrevemos dgh sempre que o produto
gh estiver definido. Dizemos que um elemento e € G é uma identidade se, sempre
que Jeg entao eg = g e Jhe entdao he = h. Nesse caso, se e, € G sao identidades
tais que Jdee’, entdo e = €. Portanto, os elementos d(g),r(g) do item (iii) da
definicao de grupoide sao tnicos. Logo, dizemos que um elemento e € G é uma
identidade se e = d(g) ou e = r(g), para algum g € G. Além disso, dizemos que

d(g) é a identidade dominio de g e r(g) é chamada identidade imagem de g.

Denotaremos por G2 o conjunto de todos os pares (g,h) € G x G tais que Jgh,

e por Gy o conjunto das identidades de G.



CAPITULO 1. GRUPOIDES, CLASSES LATERAIS E GRUPOIDE
QUOCIENTE

Exemplo 1.1.2. [12, Section 3.1] Todo grupo G é um grupoide, onde o produto gh
é dado pela operacao do grupo. Note que a operacao esta definida para quaisquer
g,h € G e denotando por 15 a identidade do grupo, temos que r(g) = d(g) = 1g,

para todo g € G.

Exemplo 1.1.3. [0, Example 1] Considere {G}ca uma familia de grupos disjun-

tos, onde A é um conjunto de indices. A unido disjunta G = U G define um

AEA
grupoide com a operagao:

Jgh se e somente se g, h € G, para algum \ € A.

E neste caso gh é o produto do grupo Gy e d(g) =1(g) = g,

Exemplo 1.1.4. [12] Example 3.2] Considere I um conjunto nao vazio. O conjunto

I x I possui uma estrutura de grupoide com a operacao:
3(z,7)(l, k) se e somente se j = [ e neste caso (7,)(l, k) = (i, k),

para quaisquer (z,7), (I,k) € I x I. Além disso, (i,7)"' = (4,4), d((4,5)) = (j,7) e
r((i,5)) = (i,9).

Exemplo 1.1.5. [I6, Example 2] Considere um anel A. Chamaremos de isomor-
fismo parcial de A todo isomorfismo de anéis entre ideais de A. Com isto, o conjunto
G de todos os isomorfismos parciais de A é um grupoide com a operacao dada pela
composicao de fungoes. Observe que, para quaisquer g : £y — Ey e h: B3 — E,

em G. temos que,
Além disso, d(g) = idg, e r(g) = idg,.

A seguir apresentaremos alguns conceitos e resultados importantes acerca da

estrutura de grupoide. Por exemplo, diferente de grupos que possuem apenas um
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idempotente, dado pela identidade do grupo, para um grupoide temos o lema a

seguir.

Lema 1.1.6. [16, Proposition 1.1.2] O conjunto dos elementos idempotentes de G

¢ precisamente Gg.

Demonstracao. Seja g € G um idempotente, ou seja, g> = g. Portanto, temos que
99 = g = gd(g) = r(g)g, mas as identidades de g s@o unicas, logo g = d(g) = r(g).

Reciprocamente, comegamos notando que

d(g)d(g) = (g '9)9'9) =97 (99 Ng=9g""(r(9)9) =g 'g=d(g). (1.1)

Analogamente, r(g)r(g) = r(g). Logo, as identidades s@o idempotentes. Dessa

forma, o conjunto dos idempotentes é Gy. O

Na demonstracao acima, a equagao (|1.1)) nos diz o seguinte fato para as iden-
tidades: d(d(g)) = r(d(g)) = d(g) e d(r(g)) = r(r(g)) = r(g). Usaremos isto para
provar uma importante propriedade. As identidades caracterizam quando dois ele-
mentos de G sao operaveis. Este resultado e alguns fatos interessantes que decorrem

deste serao apresentados a seguir.

Proposigao 1.1.7. [16 Proposition 1.1.1 and Lemma 3.1.1] Para qualquer grupoide

g, temos que:

(i) Jgh se e somente se d(g) = r(h) e neste caso d(gh) = d(h) e r(gh) = r(g),

para quaisquer g,h € G;

(i) O elemento g=' é inico e (g71)~ = g, para todo g € G;

1

(iii) Jgh se e somente se I~1g~! e neste caso (gh)™' = h™1g™!, para quaisquer

g, heg.
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Demonstragao. Fixados g, h € G no qual dgh, temos que gh = r(gh)gh e, por outro
lado, gh = r(g)gh, logo r(gh)gh = r(g)gh e como a identidade deve ser tinica, entao

r(gh) = r(g). Analogamente, d(gh) = d(h). Com isto, para todo [ € G temos que
r() =d(r(l)) =dlU™) =d(i™). (1.2)

Por outro lado, gh = (gd(g))(r(h)h) = g(d(g)r(h))h, portanto pelo axioma (ii) da
definigao de grupoide, existe o produto d(g)r(h). Logo, utilizando o fato de r(h) ser

um idempotente, temos que

Mas como a identidade dominio de d(g)r(h) é tinica, entao (d(g)r(h))*r(h) = r(h)
e como a identidade imagem de r(h) é tinica, temos que (d(g)r(h))~' = r(h). Por

fim, utilizando este fato e (1.2)) temos que

Reciprocamente, se d(g) = r(h), entdao d(g) = d(g)d(g) = d(g)r(h) = g~*ghh™',

portanto Jgh.

Os itens (ii) e (iii) decorrem imediatamente do item (i). O

O item (i) da Proposicao anterior permite concluir que se o grupoide possuir
apenas uma identidade, entao para quaisquer g,h € G teremos que d(g) = r(h),
portanto dgh, para quaisquer g, h € G. Ou seja, todos elementos de G sao operaveis

e nesse caso G é um grupo. Argumento analogo a este motiva a definicao a seguir.

Definigao 1.1.8. [20 Section 2] Fixado uma identidade e € Gy, definimos o grupo
G. = {9 € G :d(g) = r(g9) = e}, chamado de grupo de isotropia associado ao

elemento e.
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Lema 1.1.9. [8, Lemma 2.1] Para quaisquer g,h € G, existe | € G tal que g = hl

se e somente se r(g) = r(h).

Demonstracao. Se g = hl, entao pela Proposicao r(g) = r(h). Reciproca-
mente, como 7(g) = d(g~') e por hipétese r(g) = r(h), entdo pela Proposigao [1.1.7]
temos que dg~'h, e novamente pela Proposicao I = (¢g7'h)™ = h71g ¢é tal
que r(1) = r(h™') = d(h), portanto Ihl. Logo,

hl=h(g~'h)" = hh™'g=r(h)g =r(g9)g = g.
0

Definigao 1.1.10. [20 Section 2] Seja H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos

que ‘H ¢é um subgrupoide de G se satisfaz as seguintes condicoes:

(i) Para quaisquer g, h € H tais que dgh, entdo gh € H;

(ii) Se g € H, entao g~! € H, para todo g € H.

Dizemos que um subgrupoide H de um grupoide G é amplo se Hy = Gy.

Exemplo 1.1.11. [20, Example 3.2] O conjunto G, das identidades é um subgru-
poide de G.

Exemplo 1.1.12. [20, Example 3.5] O conjunto H = {h € G : d(h) = r(h)} é um
subgrupoide de G. Note que H é um subgrupoide amplo formado pela uniao dos

grupos de isotropia de G.

Exemplo 1.1.13. [20, Example 3.3] Considere G = U,.,G a unido disjunta de
grupos dado no Exemplo e tome uma familia { H, },cq C G, onde Q C A é um
subconjunto nao vazio e cada H,, é um subgrupo de G, para algum w € €). Entao,

H = U, ,cqH, é um subgrupoide de G. Note que se 2 = A, entao H é amplo.
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Exemplo 1.1.14. [12, Example 3.3.3] Sejam I um conjunto nao vazio e I x I o
grupoide apresentado no Exemplo|1.1.4. Um subconjunto nao vazio J C I define o
subgrupoide J x J de I x I. Note que J x J é amplo se (i,7) € J x J, para todo

1 € I, eisto s6 ocorre se [ = J.

Definicao 1.1.15. Sejam G e H grupoides e uma fungao ¢ : G — H. Dizemos que

1 ¢ um homomorfismo de grupoides se,

(i) (¥(g),¥(h)) € H?, para todo (g, h) € G*

(ii) ¥(gh) = ¥(g9)¥(h), para todo (g,h) € G°.

Dizemos que v é um isomorfismo de grupoides se ¢ for uma funcao bijetora.

Dedicaremos o final desta se¢ao ao conceito de acao global de grupoide e algumas
de suas propriedades, principalmente as referentes ao subanel dos invariantes por

esta acao.

Defini¢ao 1.1.16. [3| Section 1] Sejam G um grupoide e A um anel. Uma agao de

G sobre A é um par

p= ({Eg}gega {69}969)7

onde g € G, By, = E,(5) ¢ um ideal de A e §, : £;-1 — E, ¢ um isomorfismo de

anéis, satisfazendo:

(i) B. é a aplicagao identidade idg, de E., para todo e € Gy;

(ii) By(Bu(r)) = Byn(r), para todo (g,h) € G* e todo r € Ep—1 = Egp)-1.

A definicao acima é conhecida na literatura como acao global de G sobre A.
Neste trabalho vamos nos referir simplesmente como acao de G sobre A. Vejamos

um exemplo deste conceito.

10
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Exemplo 1.1.17. [3, Example 2.2] Considere o grupoide G = {d(g),7(g),9,9 '} e
o anel definido por A = Re; @& Rey @ Res @ Rey, onde R é um anel com unidade e
e1, €9, €3 € e4 sao idempotentes dois a dois ortogonais cuja soma ¢ 1,4. Fixe os ideais
de A, By = E4-1 = Re; @ Rey e By = By = Res ® Rey. Defina By = idEd@,
Br(g) = idE, Bg(aer +bes) = aes+bey e By-1(aes+bes) = aeq +bey, para quaisquer

a,b e R. Entao, 8 = ({E,}seg, {By}geg) é uma agao do grupoide G sobre A.

Lema 1.1.18. [20, Theorem 4.1] Fize § = ({E,}seg, {By}tseg) uma acio de um

grupoide G em um anel A da forma A = @ E. e H um subgrupoide amplo de

e€Go

G. Entao, o par By = ({Enther, {Bntnen) define uma acao do subgrupoide H em
A.

Lema 1.1.19. [20, Lemma 2.1] Seja f = ({E,}geq, {Bg}tgeg) uma acio de G em
um anel A, onde cada E, é um ideal com unidade, denotada por 1,. Entao, para

todo subconjunto T" de A o conjunto
Hr ={g€G:py(tl,—1) =tl,, para todot € T},
¢ um subgrupoide amplo de G.
Demonstragao. Veja que Hp nao é vazio pois claramente SBy(q)(t14(g)) = tlagg), Para
todo d(g) € Go. Logo, Go C Hr.
Para quaisquer g, h € Hr tais que Jgh, temos:
B(F1a-1) = Bon(tlmsg1) = B (t152) = By (Bu(t15))
= [y (5h<t1h—1)1g‘1) = 5g(ﬂhlg‘1) = ﬂg(ﬂT(h)lg‘l)

= ﬁg(tld(g)lgfﬂ = Bg(tlgfllgfl) = 5g(t1971)

=tly = tl(g) = tlygn) = tlgn,
para todo t € T, logo gh € Hy. Além disso,

Bg*l(ﬂg) = 69*1(59@157*1)) = ﬁg*lg(ﬂg*) = Bd(g) (tlg*) =tlg1,

11
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para todo t € T, logo g~' € Hy. Portanto, Hy é um subgrupoide de G. Agora,

pela observagao feita no comego, Hr é amplo, ou seja, (Hr)o = Go n

Com a notagao do Lema [1.1.19, fixado um subconjunto 7" de A, dizemos que
Hr é o subgrupoide formado pelos elementos de G que deixam os elementos de T’

fixos.

Na Teoria de Galois classica, um dos conceitos fundamentais é a nocao de
“corpo fixo”. Esse conceito aparece quando se considera uma extensao L de um
corpo K e se define o corpo fixo como o conjunto de elementos de I que sao fixados
pela acao do grupo de automorfismos da extensao. Em generalizagoes da teoria
classica, conceitos analogos sao igualmente importantes. Para definirmos tais gene-
ralizagoes, fixemos [ = ({E,}geg, { B, }geg) uma acdo do grupoide G sobre um anel
A= @eego E., onde cada E, é um ideal com unidade, denotada por 1,. Dessa

forma, definimos o subanel dos elementos invariantes pela acao de (3, por
AP ={acA: Bglaly—1) =aly, g € G}
Observe que o conjunto A° é, de fato, subanel de A. Com efeito, 14, € A, pois
Bg(Lalg-1) = By(lg-1) = 14 = 1aly.
E as operacoes sao fechadas, como segue

By((a —b)1y-1) = fylaly—1 — bl—1) = By(aly-1) — By(bly-1)

=al, —bl, = (a —b)1,.

Bgably—1) = By(aly-1b1,-1) = By(aly—1)By(bl,-1) = alybl, = ably,

para quaisquer a,b € A% e g € G.
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Pelo Lema [1.1.18] se H é um subgrupoide amplo de G, entao existe uma agao
By de H sobre A. Dessa forma, denotaremos de forma analoga o conjunto dos
invariantes sobre a acao de [y por

AP ={a € A: By(aly1) = aly, h € HY.

Proposigao 1.1.20. Se = ({E;}g4eq,{By}geq) € uma agdo de G em A, entao as

sequintes afirmacoes sao verdadeiras.
(i) Se H1 C Hy sdo subgrupoides de G, entdo APH> C APHi;

(ii) Se By C By sdo subanéis de A, entio Hp, C Hp,.

Demonstragio. Para o item (i), se a € AP*2 entdo 5h2(a1h2_1) = aly,, para todo
hy € Ho. Em particular, como H; C Hs entao, para todo h; € Hi, temos que

B (aly-1) = alp,. Logo, a € AP portanto A2 C AP,

Para o item (ii), se g € Hp,, entdo B4(bal,-1) = bal,, para todo by € By. Mas
By C B, entao, em particular, 3,(b11,-1) = b;1, para todo by € By. Logo, g € Hp,

e portanto, Hp, C Hp,. O

1.2 Classes Laterais e Grupoide Quociente

Nesta secao, apresentaremos propriedades de certas classes laterais e analisare-
mos em quais situagoes o quociente do grupoide G por um subgrupoide amplo H
possui uma estrutura de grupoide com a operacao induzida pela operacao de G.
Ao longo desta secao, G sempre representard um grupoide qualquer, salvo mencao

contréaria.

Definigao 1.2.1. [12] Section 6.1] Seja H um subgrupoide amplo de G. Definimos

a relacao de equivaléncia a esquerda por

gr~pls dheH :dghel=gh,

13
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para quaisquer g,l € G.

Vejamos que, de fato, a relacao acima define uma relacao de equivaléncia.
Comecamos pela propriedade reflexiva: g ~g ¢, pois como H é amplo existe

d(g) € H tal que g = gd(g), para todo g € G.

Para a propriedade de simetria, dados g, € G tais que g ~g [, entao 3h € H tal
que Jgh e | = gh. Como H ¢é um subgrupoide, entdo h=! € H e portanto g = [h 1,
isto é, | ~g g.

Resta a transitividade. Para tal, fixados ¢,l,k € G tais que g ~g l el ~g k,
temos que Jhy, hy € H tais que dghy, dlhy, | = ghy e k = lhy. Nesse caso, temos
que d(hy) = d(ghy) = d(I) = r(hs), logo Jh1hy € hihy € H é tal que k = ghyha,
portanto g ~g k.

De forma andloga podemos definir & relacao de equivaléncia a direita ([12], Sec-

tion.1]) por
ngl@HhEHthelzhga

para quaisquer g, € G. Esta define uma relagao de equivaléncia, e para verificar tal
fato basta realizar um raciocinio analogo ao feito para a relacao de equivaléncia a

esquerda. Com essas relagoes podemos definir as classes laterais como segue abaixo.

Definigao 1.2.2. [12] Definition 6.1] Seja H um subgrupoide amplo de G.

(i) Para a relacdo ~p definimos a classe lateral a esquerda de um elemento g € G

por gH = {gh:h € H,r(h) =d(g9)};

(ii) Para a relacdo ~p definimos a classe lateral a direita de um elemento g € G

por Hg ={hg:h e H,r(g) =d(h)}.

Neste trabalho restringiremos nosso estudo as classes laterais a esquerda. En-

tretanto, um argumento analogo pode ser feito para classes laterais a direita. Dito
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isto, denotaremos o conjunto das classes laterais a esquerda de G por ‘H por G/H e

e denotaremos este conjunto por conjunto quociente.

A seguir vamos estudar algumas propriedades das classes laterais. Comecamos
por observar que para H um subgrupoide amplo de G e algum g € G é de imediata
verificacao que o conjunto gH é formado por todos os elementos de G que sao
equivalentes a g. Dessa forma, é facil ver que o conjunto G/H de todas as classes
laterais a esquerda define uma particio de G. Dizemos que {g;} é um sistema
de representantes se contém exatamente um elemento em cada subconjunto da

particao; no caso de G/H, se tem um representante de cada classe de equivaléncia.

Ainda, definimos o indice de H em G como a cardinalidade do conjunto das
classes laterais & esquerda e denotaremos por (G : H). Dizemos que ‘H tem indice
finito em G quando a cardinalidade de (G : H) for finita. A cardinalidade de

qualquer sistema de representantes das classes laterais de H em G é igual a (G : H).

Embora a construcao das classes laterais se assemelhe a feita para grupos, muitas
das propriedades nao se traduzem de forma analoga. Lembremos o Teorema de
Lagrange para grupos: “Se G € um grupo finito e H um subgrupo de G, entdo
todas as classes laterais possuem a mesma cardinalidade e |G| = (G : H)|H|.” Esta

propriedade nao é vélida para grupoides, como ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.2.3. Considere o conjunto I = {i,j,k} e I x I o grupoide com a

operacao apresentada no Exemplo Fixe o subgrupoide amplo

H= {(ivi)a (iaj)7 (]7 i)’ (]a])v (k7 k)}

Obtemos (G : H) = 6, onde as classes laterais sao precisamente: (i, k)H = {(i,k)},

(J:k)H = {(jak)}v (k=Z>H = {<k7@)7(k7])}7 (ZaZ)H = {(Z>Z)=(Zaj)}7 (j,j)/H =
{(4,7),(J,1)} e (k,k)H = {(k,k)}. Note que o anédlogo ao Teorema de Lagrange
nao vale, pois |(4,k)H| # [(k,i))H| e |G| =9#6-5= (G : H)|H|.
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Uma generalizacao do Teorema de Lagrange para grupoides pode ser encontrada

em [4, Theorem 4.8].

Vejamos um lema que serda importante para os resultados que apresentaremos

posteriormente.

Lema 1.2.4. Sejam L C H subgrupoides amplos de um grupoide G tais que (G : H)
e (H : L) sdo indices finitos. Se os conjuntos {g; € G : 1 < i < (G : H)} e
{hj e H:1<j < (H:L)} sio sistemas de representantes das classes laterais a

esquerda de H em G e L em H, respectivamente, entdo
{gihj :r(hj) =d(9:),1<i<(G:H)el<j<(H:L)}

¢ um sistema de representantes das classes laterais a esquerda de L em G.

Demonstra¢ao. Note que {g; € G: 1 <i < (G :H)} é um sistema de representantes,
ou seja,
g= U gHegHNgH =0, para quaisquer 1 <i,1 < (G:H)ei #I.
1<i<(G:H)
Analogamente, como {h; € H:1 < j < (H: L)} é um sistemas de representantes,
temos que
H = U h;L e h;LNhL =0, para quaisquer 1 < j,k < (H: L) e j#k.
1<j<(H:L)
Se g € G, temos que g € g;H, para algum 1 < i < (G : H), logo existe h € H
com d(g;) = r(h) tal que g = g;h. Além disso, como h € H, entdo h € h;L, para
algum 1 < j < (H : L), logo existe [ € £ com r(h) = r(h;) tal que h = hjl. Dessa
forma, g = g;h;l, para algum 1 <i < (G: H)el < j < (H:L)coml e Le
r(h;) = r(h) = d(g;). Portanto, temos que G C J g;h;L£ e como a inclusao contraria

é evidente, temos que G = |J ¢g;h; L.

Resta mostrar que as classes sao mutuamente disjuntas. Fixe 1 < j k < (H : L)

el <il <(G:H), ondei # [ ouyj# k tais que g € g;h;L N ghxL. Dessa
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forma, existem [,I" € L tais que g = g;h;l = gihil’. Se i # | temos um absurdo,
pois g;/H U g/H = (). Caso contrario, se i = [, entdo j # k e como {g; € G : 1 <
i < (G : H)} é um sistema de representantes temos que g; = ¢, logo h;l = hil'.
Novamente temos um absurdo, pois h; £ U hyL = 0. Portanto, g;h; L N ghpL = 0
e {gih; : r(h;) = d(g:),1 <i < (G:H)el <j < (H: L)} ¢éum sistema de

representantes das classes laterais a esquerda de £ em G. O

Encerraremos este capitulo apresentando o conceito de subgrupoide normal e
mostrando que este ¢é suficiente para que o quociente possua estrutura de grupoide.
Também apresentaremos algumas propriedades destes conceitos e que serao utiliza-

dos posteriormente.

Definigao 1.2.5. [9, Chapter 12] Se H é um subgrupoide de G, dizemos que H é

um subgrupoide normal se Ho =Gy ¢ g~ H.()9 € Hary), para todo g € G.

Observagao 1.2.6. Com a notagao da Definicao 1.2.5 acima, temos que a condigao
9 Hy9 C Hagg) € suficiente para que g7 "H, (g9 = Hay)- De fato, se h € Ha(y),
entdo d(h) = r(g7') e r(h) = d(g). Entao, 3ghg™' e ghg™' € H,(,, e portanto

h =g "ghg ")g € g H,(gg. Assim, segue que g ' H,(5)9 = Hay)-

Exemplo 1.2.7. [23] Exemplo 1.1.15] O conjunto das identidades Gy é um sub-
grupoide normal de G. De fato, para todo g € G, temos que (Go)re) = {r(9)}-

Logo,

9 (G0)r(g)9 = {97 'r(9)g} = {d(9)} = (Go)ay)-

Exemplo 1.2.8. [23, Exemplo 1.1.16] Considere o grupoide G = (J,., G apre-
sentado no Exemplo e uma familia {H)}ea, onde cada Hy é um subgrupo

normal de G. Entao, H = J,c, H ¢ um subgrupoide normal de G.

Exemplo 1.2.9. [23, Exemplo 1.1.18] Seja ‘H um subgrupoide normal de um gru-
poide G. Entao, o subgrupoide £ = {h € H : d(h) = r(h)} é um subgrupoide
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normal de G. De fato, pelo Exemplo temos que £ é um subgrupoide amplo
de H, e como H é um subgrupoide amplo de G, entao £ é subgrupoide amplo de
G. Para verificar a normalidade, basta notar que, para todo g € G, temos que
Lrg) = Hg)- Logo,

9 Lr9 =9 Hew9 = Hatg) = La(a),
para todo g € G. Note que H é a uniao dos grupos de isotropia de G.

Definicao 1.2.10. Um subgrupoide normal que é a uniao disjunta dos seus grupos

de isotropia ¢ chamado de subgrupoide estritamente normal.

O subgrupoide H apresentado no Exemplo [1.2.9]é um subgrupoide estritamente

normal.

Lema 1.2.11. Seja = ({E;}geg, {8y} geq) uma agdo de um grupoide G em um
anel A, onde cada ideal E, € unitario com unidade 1,. Se T' € um subconjunto de

A tal que By(T1,-1) € T1y, para todo g € G, entio o conjunto
Hr ={g € G:p,(tl,~1) =tl,, paratodot e T},

¢ um subgrupoide normal de G.

Demonstracao. Pelo Lema temos que Hp é um subgrupoide amplo de G.
Agora, dados g~'hg € g7 (Hr)ngg €t € T, como f,-1(T1,) C T1,-1 temos que
Bg(tl,—1) = t'1l,, para algum ¢’ € T. Logo,
ﬁg*lhg(tl(g”hg)*l) = By=1(Br(By(t1g-1))) = Bgfl(ﬁh(tllg))

— By (Bu(t1n1)) = By (#1)

— By (t1,) = By 1 (By(t1, 1))

= Bg-1g(tlg-1) = Br(g—1)(tLr(g—1))

= tly(g1) = tlig-1ng).

Entao, g 'hg € Hr e portanto Hp é um subgrupoide normal de G. O
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Uma propriedade das classes laterais para grupos que possui sua versao adaptada

para grupoides é a seguinte:

Lema 1.2.12. Seja ‘H é um subgrupoide normal de um grupoide G. Entao, temos
que gHag) = Hyg)g, para todo g € G. Além disso, se H € a unido disjunta de

grupos, entao gH = Hg.

Demonstracao. Pela Observacao acima, fixado g € G tal que gh € gHy),
entdo ghg™' = h' € H,(y), ou ainda, gh = h'g € H,(4g. Entao, gHy) < Hrgg €
analogamente temos que H, g € gHqg). Portanto, gHag) = Hr(g)9-

Se H ¢ a uniao disjunta de grupos, entao gH = gHa) = Hr(gg = Hg, para
todo g € G. O]

Em [9], o autor trata de grupoides no contexto categdrico e apresenta uma estru-
tura de grupoide para o quociente G/H. Inspirados em tal resultado, apresentamos

a prova do mesmo em um contexto substancialmente algébrico.

Proposicgao 1.2.13. Se H € um subgrupoide normal de G, entio G/H € um grupoide

com a operac¢ao parcial dada por
dg1HgoH < 3h € H : dg1hgs e neste caso, giHgH = g1hgaH,
para quaisquer g1H, goH € G/H.

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos verificar que a operacao estd bem definida.
Sejam g1H = giH e goH = ghH tais que g1 HgoH. Assim, temos que ¢ € g1H
e gh € goH, ou seja, Jhy, hy € H tais que g7 = gihy e gh = goho. Além disso, a
existéncia dos produtos entre as classes implica que 3h € H tal que dgihgs, entao

3¢, hithghyhyt. Em particular, 3¢t h; hgy = g,h'gh, logo 3¢, HgbH. Além disso,

N gyH = gihih' gohoH = Ghh ™ W g H = (91h92)(92_1h_1h1h/92)7'[-
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Note que h™thh' € H e

F(h ) = (B ) = d(h) = r(g2) = r(gh) = d(K) = d(h~"hul).

Como Jgo 'h~thik'gs, segue que h*hih' € H,(y,). Uma vez que H é normal,
92" " Hy(g)92 € Hagy), €ntao go th  hiW gy € H. Portanto, giHgoH = giHghH.

Agora vamos provar a lei da associatividade. Sejam ¢1H, goH,g9sH € G/H.

Entao,
g1 H(goHgsH) < 3h,l € H : 3g1l(g2hgs) and g1H(gaHgsH) = g1l(g2hgs)H

< I(g1lga)hgs e neste caso g1l(gahgs) = (91lg2)hgs

S g1 HgH)gsH e giH(g2HgsH) = (g1 HgH)gsH.-

dg1H(g.HgsH) < 3h,l € H : gilge e gahgs

< dg1HgH e dgoHgsH.

Mostraremos a existéncia de identidades dominio e imagem. Para todo gH €
G/H, fixemos d(g)H,r(g9)H, d(g),r(g) € H. Como existem Jgd(g)d(g) e Ir(g)r(g)g.
Entao, gHd(9)H = gd(g)d(9)H = gH e r(g)HgH = r(g)r(9)gH = gH, o que
conclui que d(gH) = d(g)H e r(¢gH) = r(g)H.

Para provar a existéncia de inverso, basta observar que para todo g € G, existe
gt € Gedlg),r(g) € H tais que Jgd(g9)g~ e Jg'r(g)g, entao gHg 'H =
gd(9)g~ ' H =r(9)H e g~ HgH = g~'r(g)gH = d(g9)H. Logo, (gH)~" = g~ 'H.

]

Corolario 1.2.14. Sejam G um grupoide, H um subgrupoide normal de G de forma
que {g; : 1 < i < (G : H)} seja um sistema de representantes para as classes
laterais @ esquerda de H em G. Entdo, {g;* : 1 <i < (G :H)} é um sistema de

representantes para as classes laterais a esquerda de H em G.
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Demonstragao. Como H é normal, entao pela Proposicao temos que G/H é
um grupoide. Fixemos as classes de G/H representadas por {g; : 1 <i < (G : H)}.
Ou seja, G/H = {gH : 1 < i < (G : H)}. Vamos mostrar que {g;' : 1 < i <
(G : H)} é um sistema de representantes para as classes laterais a esquerda de H
em G. Ou seja, vamos verificar que G = Ulgig(gzy) g " H e g 'HN gj_l”;‘-[ = (), onde
1<i,j<(G:H)ei#].

Se g € G, entdo g € g;H, para algum 1 < 57 < (G : ‘H). Como G/H é um
grupoide, temos que g;H € inverso de um elemento g;H, para algum 1 < j <
(G : H). Logo, a menos de uma substitui¢ao do representante, podemos escrever
gH = gj_lﬂ. Portanto, g € gj_lH, para algum 1 < j < (G : H). Assim, G =
Uicicom g H.

Seja g € gfl’l—[ﬂg]ﬂ?—[, onde 1 <1i,5 < (G :H)ei#j. Entdo, existem h;, h; € H
tais que g = g; 'h; = gj_lhj, ou ainda, g; ' = gj_lhjhi_l. Logo, g; 'H = gj_lH. Mas,
nesse caso, terfamos que ¢;H = g;H, o que é um absurdo, pois ¢ # j. Portanto

g9, HNg; " H=0. O
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Capitulo 2

Teoria de Galois finita

Sejam G um grupoide e 5 = ({E;}sea, {By}gec) uma acao global de G sobre
A. Neste capitulo introduziremos os conceitos de anel S-admissivel e de Kg-anel,
bem como apresentaremos demais conceitos e resultados com objetivo de enunciar e
demonstrar um teorema de correspondéncia para G agindo sobre o anel A que tem
a propriedade de ser um Kg-anel. Nesta correspondéncia, assumiremos G finito
e estabeleceremos uma relagao biunivoca entre certos subanéis de A e todos os
subgrupoides amplos de §. Com este objetivo, fixaremos os seguintes elementos e

notacoes que utilizaremos ao longo do capitulo:

e G é um grupoide finito;

o = ({E;}seq: {By}geg) € uma acdo de G sobre um anel A da seguinte forma
A= Gaeego E., onde cada E, é um ideal unitario, para e € Gy. Representa-
remos por 1, a unidade de E;, para cada g € G. Com essas notacoes, temos

que 1y = 1,4 e 1,21 = 14y, para todo g€ G e 14 = Zeego 1e;

e Para R e S anéis quaisquer, denotaremos por Hom(R,S) o conjunto das

fungoes f : R — S que preservam a soma.
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2.1 Aplicacao traco e acoes independentes

O lema a seguir, mostrado em [3], traz uma propriedade fundamental para o
desenvolvimento da teoria de Galois: a invariancia do traco. A funcao traco é a

funcdo dada por trg : A — A, onde trg(a) = >_ g By(aly—1), para todo a € A.

Lema 2.1.1. [3] Se 5 = ({E;}geg. {5y} geg) € uma agao do grupoide G no anel A,

as afirmacgoes abaixo sao validas.

(i) Se g,h € G sao tais que r(g) # d(h), entdo fy(aly~1)1p-1 =0;

(ii) trs(A) C AP,

Demonstracdo. Observe que fB4(aly-1)1,-1 € EyN Ep-1 = Eyg) N Eqqy, para quais-
quer g,h € G. Dessa forma, se r(g) # d(h), como A = P, Ee, entdao temos que
5g(a1971)1h71 = 0.

Para o item (ii), utilizando (i) e o Lema [1.1.9] temos

Bultrs(a)) = B ((Z @(alg_l)) 1)

geg

= Bu(By (algr) 1)

geg

— Y B (ol ) s

r(g)=d(h)

= > Bilal)1y,

r(l)=r(h)

=> Bi(ali-1) 1.

leg

Ou seja, trg(a) = 3 g Bylaly—r) € AP, O

Um importante resultado para a teoria de Galois é o Lema de Dedekind, o qual

enuncia o fato de que, fixados dois corpos K e L, todo conjunto de homomorfismos de
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corpos distintos de K em IL ¢ linearmente independente sobre K. Nés trabalharemos

com uma noc¢ao generalizada deste contexto.

Observacgao 2.1.2. O conjunto Hom(A, A) é um anel com a soma e produto dados
pela soma e composicao de funcgoes, respectivamente. Além disso, um elemento
a € A define as fungoes ay : A — A, por ar(c) =acear: A— A por ag(c) = ca,
para todo ¢ € A. Com estas notagoes, temos que a seguinte aplicagdo o : A —
Hom(A, A) definida por o(a) = ar, para todo a € A, define um homomorfismo

injetivo de anéis. De fato,

ogla+b)(c)=(a+b)r(c)=(a+bc=ac+bc=ar(c)+br(c)=(c(a)+ (D)) (c);
a(ab)(c) = (ab)L(c) = (ab)ec = a(be) = ar(bc) = ar(bL(c)) = (o(a) 0 o (b)) (¢);
ola)=0b) =a=ar(la) =0(a)(1s) =0(b)(1a) =br(1a) = b,

para quaisquer a,b,c¢ € A. Portanto, A ~ o(A), entdao podemos identificar cada
elemento de A como uma fungao aditiva de A. Um raciocinio andlogo pode ser feito
para ¢ : A — Hom(A, A) definida por ¢(a) = ag, para todo a € A. Com isso, para

qualquer anel B o conjunto Hom(A, B) é um B-médulo a esquerda via b- f = bpo f,

para quaisquer b € B e f € Hom(A, B).
Mais ainda, (14);, = (14)r para toda identidade 1, € E, e g € G. De fato,
(Lg)r(a) = La = (14a)1, = 14(aly) = aly = (14)r(a),

para todo a € A. Assim, denotaremos por simplicidade: 1, = (1,);, = (1,)g, para

todo g € G. Usaremos estas notagoes para apresentar a préxima definicao.

Definicao 2.1.3. Dizemos que a agao 3 ¢ independente sempre que a relacao

> (ag)roByolyr =0,

geg

onde g € G e a, € E,, implicar que a, = 0, para todo g € G.
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Definigao 2.1.4. Se B é um subanel de A, dizemos que a acao 3 restrita a B é
fortemente independente se, para todo subconjunto S C G tal que {f, 0 14-1|g}hes
sao todos distintos, existir (z;,y;) € B x A, onde 1 < i < n, tais que:
Z?Jz’ﬁh(%lh*l) = Z enle,
=1 e€Go

para todo h € S. Neste caso, dizemos que B é um subanel S-independente de A.

Mostraremos que se a acao [ restrita a A é fortemente independente, entao a

acao [ é independente. Mas para isso precisaremos dos lemas a seguir.

Lema 2.1.5. Se o anel A € ele proprio f-independente, entao, com a notagao da

Definicao temos que

Zyiﬂg(xilgfl) = Zﬁ yz ' 1 Z 0 ,glea
=1 =1

e€Go

para todo g € G.

Demonstra¢ao. Uma vez que A é [-independente, entao existem z;,y; € A, para

1 <i<mntais que > y;Bn(xilp-1) = > benle, para todo h € G. Além disso, ¢ de
i=1 e€Go
imediata verificacao que ) d.41c # 0 se e somente se Y 0. ,-11. # 0. Logo,
e€Go e€fo

Zﬁg yilp-1)ail, Zﬁg vilg Zﬂg Yilg—1)Bog1 (2:1,)
—Zﬁg vilg Zﬁg (41 (zily))
5, (z y@ﬂg-mxim) -5, (z ae,g_ne)
=) 5;916, 0

e€Go

para todo g € G. O
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Lema 2.1.6. Sejam A um anel (-independente, Gy = {e; : 1 < j < |Gol} e
U={h; € G:d(hj) =¢;,V1 < j <|Go|} um subconjunto de G com |Gy| elementos

(podendo ser, inclusive, Gy). Entao, para todo g € G temos que,

(i) Existem (y;,2;) € Ax A, onde 1 < i <n, tais que

Zyiﬁg(zilgfl) = Z 5hj,glr(hj)a
=1

hjEU

(ii) Ezistem (w;, x;) € A x A, onde 1 <i <mn, tais que

Zﬁg(wilgfl)% = Z Onj g Lr(ny)s
i=1

thU

Demonstragao. Como A é S-independente, existem (z;,1;) € Ax A, onde 1 <i < n,
tais que > o, yiBy(zi1,-1) = Zejego de;.gle;, Para todo g € G. Por hipétese, para
cada e; € Gy, existe um tnico h; € U tal que e; = d(h;) = r(h;"'). Com isso,

‘Jgﬂ By, (zi1n;). Note que, para cada g € G, existe um tnico hy € U

fixemos z; = >
tal que r(hy ") = d(g), para algum 1 < k < |Gy|. Portanto,
190

Zyiﬁg(zilg*Q = Zyzﬂg Zﬁhfl(xilhj) g
i=1 i=1 j=1

|Gol

- i YiBy Z By (@il 151
im1 =

= Z:L; YilBy (@Lk*l(asilhk))

= Zj; YiBgn, -1 (€iln,)

=3 Gy gnr L,

hjEU

- Z Onj,gLr(ny)-

h;eU
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’ . -1 .
Note que, no cédlculo acima, ¢ -1 = 14 se e somente se e; = gh;~ ", ou ainda,

€j,9hk
hi, = g. Portanto, r(h;) = r(g) = e;. Como o célculo acima é valido para todo

g € G, temos o resultado.

Para o item (ii), usando a notacao acima, pelo Lema [2.1.5) m temos a igual-
dade ) By(yily-1)x; = ) degle. Com isso, definindo w; = Z|g°| 1(yilny)
i=1

e€Go
e realizando um raciocinio analogo ao anterior, temos a igualdade pretendida:

Z?:l ﬂg(wilg—l)xl Zh cU 5}1]79 , para todo g € g O]

Com estes resultados estamos em condicoes de provar que fortemente indepen-

dente implica independente.

Proposicao 2.1.7. Se A ¢ B-independente, ou seja, a acao B restrita a A € forte-

mente independente, entdo a acao B € independente.

Demonstracdo. Seja deg(ag)L ofB401,1 =0, onde a4 € E,4. Como o anel A

é [-independente, usando o Lema temos que existem (z;,y;) € A x A, onde

1 <id<ntais que Y i) By(yilg-1)m; = Y g, degle- Logo,

) i agBy(yilyr)mi =) aq (Z By(yil )

geg i=1 geg
=D _a (Z m)
geg e€Go
-Ya.
e€Go

Por outro lado, por hipétese, temos que,

Z Z agf(yilg—1)i = Z (Z agﬁg(yi1g1)> L

geg =1 9€g

_Z<<Z ag)p 0 By01, 1) (yi)) z;

geg

:Zo-xizo.
=1
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Portanto, Zeego a. = 0. Mas como A = P E., ou seja, A é uma soma direta

e€fo
interna de ideais, entao cada elemento possui uma escrita Unica como soma de
elementos destes ideias. Logo, a. = 0, para todo e € Gy. Dessa forma, a equagao
inicial pode ser reescrita como
0= Z(%)L 0fgolyy = Z (ag)r o Bgols .
[SY 9€(G—Go)

Resta mostrar que a, = 0, para g € G — Gy. Para tal, seja h € G — Gj e indexemos
o conjunto das identidades por Gy = {e; : 1 < j < |G|}, onde d(h) = e;. Fixando
o conjunto U = {h; € G: hy = he hj = ¢;,2 < j < |Gy|}, entdo pelo Lema [2.1.6]
item (ii), temos que existem (w;, z;) € A x A tais que

Zﬁg w;l —1 Z 5h],g €59

h;eU

para todo g € G. Note que, como h; = ¢, para 2 < [ < |Gy|, entdo por cédlculo

anterior a,, = 0, para 2 <[ < |Gy|. Portanto,

ZZagﬁg(wilg Zag (Z By(w;1, Z) = Zag Z On;0ly

geg =1 9€g 9€g h;eU
= E CLh = ap.

Por outro lado,

33 et :;<Zagﬁng > @-

geg i=1 geg

_Z<<Z ag)p 0 By01, 1) (wi)> z;

g€y
=1

Logo, ap = 0. Repetindo este argumento de forma indutiva, temos que a, = 0, para

todo g € G. Portanto, a agao é § é independente. n
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2.2 Anéis p-admissiveis

Utilizando as defini¢oes anteriores, apresentaremos um conceito central deste

trabalho, a definicdo de anel S-admissivel.

Definicao 2.2.1. Dizemos que um subanel B de A é S-admissivel se:

(i) A® C B;
(ii) B é f-independente;

(iii) AP é um somando direto de B como A’-mdédulo & esquerda.

Na subsec¢ao 2.4 apresentamos um exemplo de anel nao comutativo e S-admissivel .}

A definigao acima ¢é inspirada na definicao de G-admissivel apresentada em [13]
e generaliza a mesma para o caso de grupoides. Quando o grupoide for, em particu-
lar, um grupo, entao temos exatamente o conceito de G-admissivel [13, Definition
2.5]. Os anéis [-admissiveis sdo os que aparecerao na correspondéncia de Galois
desenvolvida neste trabalho. Um fato que cabe ressaltar é que, tratando-se de cor-
respondéncia de Galois, tenta-se relacionar os subanéis separaveis sobre o anel dos
invariantes com as subestruturas da estrutura algébrica agindo sobre o anel. Nesse

sentido, mostraremos que um anel S-admissivel A é separavel sobre A”.

Definigao 2.2.2. [I0, Definition 2] Seja A um anel unitério qualquer. Dizemos
que A é uma extensao separavel de A® (ou AP-separdvel) se existe um elemento
S vi®m € ARy s Atal que >y =1e > L ey @y =y i, Y @ xic, para
todo c € A.

Proposicao 2.2.3. Se A ¢ um anel 5-admissivel, entao A € uma extensao separdvel

de AP,
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Demonstracao. Seja S C G maximal em relacao a propriedade de que as fungoes

{Bh o 11-1|a}thes sao todas distintas. Observe que Gy C S. Se G = S, ndo ha o que

fazer, pois as aplicacoes {550 14-1]a}tgeg = {50 14-1}4eg sdo trivialmente distintas.

Caso contrario, fixe g € G — S. Entao, pela maximalidade de S, temos que existe

[ € Stal que By01,-1(a) = B 01,-1(a), para todo a € A. Como A é S-admissivel,

existem (x;,y;) € Ax A, onde 1 < i < n, tais que Yo, yiBn(zilp-1) = Zé denle,
e€Go

para todo h € S. Masse g € G — 5, temos ;01,1 = 0 1;-1 para algum | € S,

entao a igualdade Y . | v;On(xilp-1) = Y. deple, vale para todo h € G.
e€Go

Agora, fixando o elemento d = )" | y; @ x; € A® A, temos que

e€Go
= Z Z yixile = Z Zyiﬁe('rile)
e€Go i=1 e€Go i=1
=35 el =Y L
ec€Go f€o e€Go
=14.

Para mostrarmos que > | cy; @ x; = Y ., y; @ z;¢, para todo ¢ € A. Precisaremos

da seguinte relacao:

CY; = CyilA = CY; <Z 1e) - Z Cyile - Z 5.3(6%1@)

e€Go e€Go e€Go
= Z (Z 5e,gle> 59(03/1'151—1) = Z Zyjﬁg(leg_l)ﬂg(cyilg_l)
geG \e€fo 9€g j=1
=3 yiBa(wieyily ) =y (Z ﬂg(%cyz‘lgl)>
g€g j=1 Jj=1 9€g

= Z yitra(zcyily—1).

J=1

Com a relagio acima, usando o fato de trg(A) C AP e a Observagio [2.1.5, temos

n n

Z cy; R Ty = Z Z yitra(zcyily-—1) @

i=1 i=1 j=1
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- Z%‘ (Z trﬁ(chyilg—1)> ® ;
- Z%‘ ® (Z trﬁ(ﬂfjcyilgl)) x;
- Z%‘ ® <Z (Z ﬁg(mjcyilgl)» 2

i=1 geg

= Zyj ®ZZB§] 'chy’b

i=1 geg

= Zyj ® ZZﬁg xjcly- Bg(yz 1)z

i=1 geg

= Zyj ® Zﬁg rjclg (Z 69(%19‘1)%)

geg

= Zyj & Zﬂg :c]cl -1 (Z 5679163)

9geG e€Go

= Zy] ® Zﬂe x]01

e€fo
= Z Yj & x;c.
j=1
Portanto, A é uma extensio separavel de A°. n

Corolério 2.2.4. Se B é um subanel B-admissivel de A, entdo B é AP-separdvel.

Demonstragao. Pela Proposicao B é BP-separavel. Mostraremos que B? =
AP Como B é um subanel de A é de imediata verificacio que B? C A?. Por
outro lado, B ser B-admissivel implica que A? é um somando direto de B como
AP-médulo & esquerda, entdo B = A% @ M, onde M é um A°-médulo a esquerda.
Portanto, A® C B?. Logo, B? = A®. O

Defini¢ao 2.2.5. Dizemos que A é um Kg-anel se todo subconjunto finito de A

estd contido em um subanel S-admissivel de A.
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Os resultados a seguir serao tuteis para a demonstragao do Teorema de Corres-
pondéncia e permitirdo mostrar que o item (iii) da Defini¢ao é supérfluo sob

a hipdtese de A ser um Kg-anel.

Lema 2.2.6. Seja B um subanel de A. Se existir ¢ € B tal que trg(c) = 14 e

AP C B, entdo AP é um somando direto de B como AP-mdédulo a esquerda.

Demonstragio. Primeiramente, fixemos ¢ : B — A? definida por ¢ = trs o (¢)g,
ou seja, ¢(b) = tra(be) = > g By(bcly—1), para todo b € B. Note que a aplicagio
¢ estd bem definida pelo Lema [2.1.1] Além disso, ¢ é um homomorfismo de A®-

médulos & esquerda. Com efeito, para quaisquer a,b € B e a’ € A?, temos que

d(a'a+b) = trg((a'a+ b)c) = trg(a’ac + be)

—Zﬁg ((a'ac + be)l Zﬁgaacl ~1 4 bcly-1)
g€y g€y
= Z (By(d'acl 1) 4 By(bel,- Z By(d'acl 1) + Z Bg(bcl g
9€g geg geg
= Zﬁg a'l,-1)By(acly—1) + trg(be) = Za'lgﬁg(aclgfl) + o(b)
9€9 9€G
:Zaﬂg (acly-1) + o(b) Zaﬁg (acly—1) + ¢(b)
9€g 9€g
=a (Z 59(%191)) + ¢(b) = d'¢(a) + ¢(b),
9eg

Como A? C B, podemos considerar o homomorfismo de A”-médulos dado por
i: A? = B, onde i(a) = a, para todo a € A®. Dessa forma, resta observarmos que

¢ é uma inversa a esquerda para inclusao. Com efeito,

(poi)(a Zﬁg (acl,- Zﬁg (aly-1)B4(cly-1)

9€g 9€g
= Z algBy(cly-1) =a (Z /Bg(C1gl)1g> =aly = a.
S geg
Portanto, B = Im(i) @ Nuc(¢) = AP @ Nuc(e). O
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Proposicao 2.2.7. Sejam A um Kg-anel e B um subanel 3-independente de A tal

que AP C B. Entdo, existe um elemento d € B tal que trg(d) = 14.

Demonstra¢ao. Como B é f-independente, existem (z;,y;) € BXx A, onde 1 <i <n,

tais que

Z yiﬁg(xilgfl) - Z 56,9167
=1 =1

para todo g € G. Como A ¢é um Kg-anel, o conjunto finito {y; : 1 <7 < n} esta

contido em um subanel S-admissivel C' de A.

Como C' é B-admissivel, entdo A% C C' e por hipétese A° C B. Entao, C e B
tem estrutura de A’-médulo & esquerda e a direita, respectivamente, com a acio
dada pelo produto do anel. Assim, podemos considerar os grupos abelianos dados

pelos produtos tensoriais C ® 45 B e C ® 45 AP.

Vamos definir em C' ® 45 B e C ® 45 A® estruturas de C-médulos & esquerda com
as agoes dadas, respectivamente, por ¢(c®b) = dc®@be d(c®a) = dc ® a, para

todos €C,c@beC®y Bec®ac C®ys AP.

Como 14 € AP, a tese da proposicao serd provada ao garantirmos que a funcéo
Y : B — AP, definida por ¢ = trs|p, é sobrejetiva. Primeiro, note que a aplicagao
1 estd bem definida pelo Lema [2.1.1] Ainda, um célculo andlogo ao feito no Lema
mostra que 1) ¢ um homomorfismo de A°-médulos a esquerda. Dessa forma,
temos o homomorfismo de grupos aditivos idc @ : C ® 45 B — C @45 A® definido
por (ide @¢)(c®b) = c®1(b), para todo c®b € C®4s B . Agora, vamos mostrar

que idc ® 1 é sobrejetora.

Se c®a € C @5 AP, entao considerando " | cay; ® x; € C ® 45 B e usando o

Lema [2.1.1] temos que

n n

(ide @) Z(cayi ® x;) = Z cay; ® Y(x;)

i=1 i=1
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n

= cayh(z;) @ 14
=1

=ca (Z yb(x;) ® 1A>

=1

= (caZyi (Z ﬁg(xilg_1)> ® 1A>

geg

=ca (Z Zy,ﬂg(xilgq) ® 1A>

geg i=1

= ca (Z D Gegle® 1A>

g€g e€Go
:C(Z(lA@lA)
=ca®1y

=c®a.

Como idc ® 1) é sobrejetora, entao

C ®yp AP -

Por outro lado,

C AP C AP AP
'®Aﬁ = D ~C ®pp ——- (2.2)
Im(idec @45 V)  C ®ys Y(B) Y(B)

Verifiquemos o isomorfismo acima., para tal consideremos a aplicacao definida por

f:Cx AP = C®4 (A%/(B)), onde f((c,a)) = ¢ ® @, para todo (c,a) €

C x AP, E de imediata verificacao que f esta bem definida. Da mesma forma, pelas
propriedades de produto tensorial de C' ® 45 (A?/9(B)) temos que f é AP-bilinear
e AP-balanceada. Dessa forma, pela propriedade universal do produto tensorial,
existe um homomorfismo dos grupos aditivos f’': C @45 A® — C @45 (AP /9(B)),

onde f'(c®a) =c®a, para todo c®a € C ® 45 AP,

Veja que f’ também ¢ um homomorfismo de A’-médulos e o conjunto C' ® 45

Y(B) C Ker(f'), portanto pelo Teorema do homomorfismo [26, pg. 41] existe
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T+ (C @us A2)/(C ®0s 0(B)) > C ® 11 (AP/(B)) tal que F(FHa) = ¢ @7, para
todo c®@a € (C @48 A%)/(C @45 V(B)).

Agora vamos definir a inversa da aplicacdo f. Para tal, defina a funcdo ¢ :
C x (A%/(B)) = (C @48 A”)/(C ®as ¥(B)), por g((c,a)) = c@a, para todo
(c,a) € Cx(A?/(B)). Vejamos que esta aplicacdo esta bem definida. Se (c;,a7) =
(co,a3), entdo ¢; = ¢y € a7 = Gz. Logo, a; —as = 0 entdo a; — ay € P(B).

Dessa forma, ¢; ® (a; — ag) € C @45 ¥(B). Logo, ¢ ® a; —ay = 0, ou ainda,

c1®a; =c; ®as. Logo ¢ ®a; = ¢ ® as = ¢ ® ag, 0 que mostra a boa definicao
de g. O fato de g ser AP-bilinear e balanceada decorrem das propriedades de
(C®@48AP)/(C® 451 (B)). Dessa forma, existe um homomorfismo de grupos aditivos
G:C®(AP/Y(B)) = (C @45 AP)/(C @45 ¥(B)), onde glc ® @) = c® a. Agora,
é de imediata verificacio que § é um homomorfismo de A’-médulos. Assim, f e §

sao mutuamente inversas.

Portanto, pore, temos que C ® 45 (A? /Im(v))) ~ {0}. Note que, como C
é f-admissivel, entdao A” é um somando direto de C' como A%-médulo a esquerda.
Daf, é de imediata verificacao que A” também é um somando direto de C' como A”-
médulo & direita. Portanto, existe um A’-médulo & direita C’ tal que C = AP @ C".

Logo, utilizando as propriedades de produto tensorial, temos que

AP AP
Im(v) Im(y)

= (AB S Ir:fw) ¢ (C' S %&)) '

Dessa forma, tomando a primeira parcela da soma direta acima, temos que

{0} = C @yp = (AP0 C) @45

AP AP
~Y ﬂ ~
{0} = AT @4 Im(y) — Im(y)

Portanto, A?/Im(v)) ~ {0} e entao Im(1)) = AP. Ou seja, ¢ é sobrejetora. Assim,

como 14 € A”, existe d € B tal que Y g fy(dly-—1) = 1a. O
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Corolario 2.2.8. Seja A um Kgz-anel. Entao, B é um subanel 3-admissivel de A

se e somente se A® C B e B for B-independente.

Demonstragdo. Se B é 3-admissivel, por definicdo temos que A® C B e a acdo de

[ restrita a B é S-independente.

Reciprocamente, pelo Lema [2.2.7) o fato de B ser f-independente implica que
existe ¢ € B tal que trg(cly-1) = 14. Portanto, pelo Lema temos que AP ¢é

um somando direto de B como A”%-médulo & esquerda. Dai, B é S-admissivel. [

2.3 Teorema de correspondéncia de Galois

Nessa secao o principal objetivo é enunciar e demonstrar o Teorema de Cor-
respondéncia, que relaciona de forma biunivoca os subgrupoides amplos de G e os
subanéis S-admissiveis de A. Precisamente, mostraremos que as aplicagoes a seguir

estao bem definidas e sdo mutuamente inversas:

® : {subgrupoides amplos de G} — {subanéis S-admissiveis de A}

H— O(H) = APH

U : {subanéis S-admissiveis de A} — {subgrupoides amplos de G}

B+ U(B) = Hp.

Lema 2.3.1. Sejam A um Kg-anel, H um subgrupoide amplo de G e B um subanel

B-admissivel de A tal que Hp C H. Entdao, AP* ¢ um subanel B-admissivel de A.

Demonstra¢ao. Primeiramente, como H é um subgrupoide amplo de G, a Pro-
posicao [1.1.20[ nos diz que A? C A%, Agora, vamos provar que o subanel A% é 3
-independente. Para tal, fixemos {¢; € G : 1 <i < (G:H)}ef{hje H:1<j<
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(H : Hp)} sistemas de representantes das classes laterais a esquerda de H em G e
Hp em H, respectivamente, de tal forma que as classes que contém as identidades

sejam representadas pelas mesmas. Pelo Lema [1.2.4] temos que

é um sistema de representantes das classes laterais a esquerda de H em G.

Como B é (-admissivel, em particular, é S-independente. Dai, para utilizarmos

a propriedade de S-independente sobre S devemos garantir que, de fato, para quais-
quer gzhjaguhv E S) s€ glh] # guh’l)’ enté‘o (ﬁgzh] © 1(gihj)71)|B % (/Bguhv © 1(guhv)71)|B'
Sejam g;h;, g,h, € C tais que g;h; # guh,. Primeiramente consideremos o caso

em que 7(g;) # r(gu). Nesse caso, basta tomar 14 € A® C B. Assim,
/Bglh]<1A1(gzhj)_l> = 1glh_7 = 191' # 1gu - 1guhv = /Bguh'L)(]‘A]‘(guhv)_l)'

Ou SeJa’ /Bglh] © 1(gihj)_1 # 5guhv © 1(guhv)_l'
Agora considere o caso em que 7(g;) = 7(g,). Entdo, Jg; 'g, e Elhj_lgi_lguhv.

Com isso e supondo que Bg,;01(gn,)-118 = Bguh,©Ligun,) 1B, ouseja, Byn; (b1 (gn;)-1)

= Bguho (bl (gun,)-1), para todo b € B, temos:

Bos g guns (L 1 guny ) = Bargigun, (Bliny=1) = By (Bguns (Pl guay )
= Blgin,)= (Byus (WL(g,n)=1)) = Biginy)=1 (Bain; (Bliginy)—1))
= ﬁd(gihj)(bld(gihj)) = bld(gihj)

=bl,-1 1

h; 9; Guhy?

hytgatgihy)

para todo b € B. Ora, neste caso hj_lgi_lguhv € Hp e, mais ainda, teriamos
que g,h, = g,-hj(hj_lgi_lguhv) € gihjHp, o que é um absurdo, pois g;h; e g,h, sao
representantes de classes laterias distintas, o que significa que sao elementos que nao
estao relacionados. Portanto, fy,5, © 1(gn;)-1 |B # Bguhy © L(guh.)-1|B, Para quaisquer

gihj, guh, € S tais que g;h; # guh,.
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Dessa forma, como B é S-independente, existem (xg,yx) € B X A, onde 1 < k <
n, tais que
Z YkBoin; (Tr1(gn,)-1) = Z Oc,g;h; Le,
k=1 e€fo
para quaisquer g;h; € S. Agora provaremos que A% é f-independente. Para tal
fixemos (wy, yx) € A%* x A, onde
wr =Y Bulwxlypr),
heH
para 1 < k < n. Note que de fato wy, € A%, para 1 < k < n, pelo Lema . E,
utilizando novamente o Lema[2.1.1] temos que se r(h) # d(g;), paral < < (G : H)

e h € ‘H, entao bh(xklha)lga = 0. Logo,

Zykﬂgi(wklgifl) = Zykﬁgz (Z Bh(xklhl)> 191-1)
k=1 k=1 heH
S, zﬁh<wk1h-l>1g;1>
k=1 heH
= uBo | D, Bularli)
k=1 r(h)=d(g:)
=D o | D Boan(wrligm)
k=1 r(h)=d(g:)

n

=Y. > wBanlalgm)

k=1 r(h)=d(g;)

= > D ubBen@rlgm)

r(h)=d(g;) k=1

= Z Z 5e,gihlea

r(h)=d(g;) e€%o

Note que, uma vez fixado ¢;, onde 1 < i < (G : H) e e € Gy, temos que 6, g, = 1a
se e somente se g;h = e. Por sua vez, g;h = e se e somente se, ou g; = h = e ou

gi = h™! # e. Mas o segundo caso ndo ocorre, pois se fosse o caso teriamos
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que e € g;H e fixamos que as classes laterais que contém as identidades seriam
representadas pelas mesmas. Portanto, o4, = 14 se e somente se g; = h = e, logo

Z ykﬁgl (wklgl—l) = Z Z 5e,gih16 - Z 5e,gi 16
k=1

r(h)=d(g;) e€Go e€Go
Em sintese, {g; € G : 1 < i < (G : H)} é um sistema de representantes das
classes laterais & esquerda de G em H tal que existem (wy,yx) € A°* x A, onde
1<k<ne

Z Y, (wklg_l) = Z Oe,gi Le-
k=1

e€Go

Resta mostrarmos que esta propriedade mostra o resultado desejado, ou seja, vamos
mostrar que A°# ¢ B-independente. Com efeito, suponha {2} C G, onde 1 <1 <m
e {8, 0 1Zl_1 | 482 }1<i<m s@0 todos distintos. Note que z; € ¢;H, para todo 1 <1 <m
e algum 1 < i < (G : H), ou seja, existe by € H tal que z; = g;hy, para todo

1<l<mealgum1<i<(G:H). Entdo, para todo w € A°* temos que

le (wlzfl) = 591'}11 (wl(gihl)*l) = /6_% <5hl (W1hf1)> = ﬁgz‘ (wlhl) = Bgi (wlg;1> . (23)

Portanto, para todo wy, onde 1 < k < n,

Zykﬁzl (wk12;1> = Zykﬁgl (wklgz) = Z 56791'16‘
k=1 k=1

ecGo

Veja que, com as notacoes acima, z; = e se e somente se g; = e. De fato, se z; = e
entao e € g;H e pela escolha feita, g; = e. Reciprocamente, se z; # e e g; = e, por
temos que f3,, o 12;1 | 41 = Be © 1e| 48, 0 que é uma contradicio. Entao, A%
é p-independente. Por fim, pelo Corolario temos que AP é S-admissivel. [

Proposicao 2.3.2. Se A é um Kg-anel e H é um subgrupoide amplo de G, entao

AP ¢ um subanel B-admissivel de A.

Demonstracdo. Suponha que A%* nao é um subanel S-admissivel de A. Fixando

F; um subconjunto finito de A°*, temos que H C Hp,. De fato, se h € H, entao
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Bu(al,—1) = aly, para todo a € A", em particular vale para todo a € Fy. Com

isto, pela Proposicio [1.1.20, temos que A™m C APx.

Como A é um Kjg-anel, existe um subanel S-admissivel B de A tal que F; C B.
Novamente pela Proposicao [1.1.20, temos Hp C Hp,. Logo, o Lema [2.3.1 nos diz
que A”*F 6 um subanel B-admissivel de A, portanto A7 £ AP ou seja, existe

c € AP tal que ¢ ¢ AT

Fixe Fy = Fy U {c}. Entdao H C Hp, C Hp, e repetindo o argumento anterior

indutivamente, obtemos a seguinte cadeia descendente de subgrupoides de G

Hp, DHp D D Hp, 2D ...

=

Note que, se H = Hp,, para algum i > 1, terfamos que A?* = APFi e nesse caso
terfamos uma contradicdo com a suposicio de A% nao ser S-admissivel. Logo,
H C Hp, para todo ¢ > 1. Mas neste caso H nao seria finito, o que é uma

contradicdo. Portanto, A%* ¢ um subanel S-admissivel de A. O

Corolario 2.3.3. O anel A é um Kg-anel se e somente se A € 3-independente e

AP € um somando direto de A como AP-mdédulo a esquerda.

Demonstragao. Sendo A um Kg-anel, o subgrupoide Gy, formado pelas identidades
de G, é tal que A%o0 = A. De fato, a inclusdo A% C A é evidente. Reciprocamente,

se a € A, como fS.(al.) = al, para todo e € Gy, entdao A C AP%.

Pela Proposicao|2.3.2] temos que A é S-admissivel, entao por definicao temos que

A é B-independente e A® é um somando direto de A como A®-médulo & esquerda.

Reciprocamente, note que A? C A juntamente com a hipétese significa que A
¢ [-admissivel, portanto todo conjunto finito de A esta contido em um subanel

p-admissivel (o préprio A) de A. ]

Lema 2.3.4. Sejam A um Kg-anel, H um subgrupoide amplo de G e B um subanel

B-admissivel de A tal que Hp € H. Entao, A € um Kg, -anel.
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Demonstragcao. Observe que na prova do Lema mostramos que, para wy =
Y hen Bn(@rlp-1), temos que

Z ykﬁgi (wklg—l) = Z 5e,gi167
k=1

e€Go
onde {g; € G : 1< i< (G :H)} é um sistema de representantes para as clas-
ses laterais a esquerda de H em G. Se g; ¢ H, em particular g; ¢ Gy, logo
> o1 YkBy; (wily—1) = 0. Entao, g; ¢ Hysy. Como Hys, C H e, uma vez que

a inclusao inversa é imediata, temos que H 45, = H.

Agora, se H = G, nao hé o que fazer. Se H # G, para cada g € G — H, fixemos
a, € AP tal que By(azl,-1) # ayzl,. Observe que a, existe, pois caso contrério
By(al,~1) = al,, para todo a € AP entdao g € H p,, = H. Dessa forma, fixemos

Ty = {ag}ge(g—n). Por construcao, H € Hp, € H, logo H = Hr,.
Seja F um subconjunto finito de A e fixemos
By (T1 U F)1g-1) = {Bg(xly-1) : x € T U F}.
Entao consideremos o conjunto:

T, =|JB,(T1UF) 1) UT U F U{0}.

geg

Logo, F C Ty, C AP o By(Tr1,-1) C T31,, para todo g € G. Com efeito, se
t € Uyeg By (11 U F) 14-1), entdo existe h € G e a € Ty U F tal que t = By(alj-1).

Entao, para todo g € G, se d(g) = r(h) temos que

By(tlg-1) = By (Bu (alp-1) 1) = By (Bn (alp-1)) = Bgn (algny-1) -

Se g € G é tal que d(g) # r(h), entdo

By(t1y-1) = By (Bn (alp-1) 14) = B, (0) = 0.
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Além disso, se t € T} ou t € F, entdo é imediato que B4(t1,-1) € T5. Portanto,
pelo Lema [1.2.11] temos que Hyp, é um subgrupoide normal de G. Agora, consi-
deremos £ = {h € Hy, : d(h) = r(h)}. Pelo Exemplo [1.2.9, £ é um subgrupoide
normal de §. Como £ C Hp,, temos que F' C AP C APz, Provaremos que
APe & By-admissivel. Para tal, a Proposicao nos diz que A% é um subanel
B-admissivel de A. Portanto, A® C APc e a acdo 3 restrita a A% é B-independente,
portanto é fy-independente. Resta mostrar que A%* é um somando direto de A%«

como AP*_maédulo.

Como a acdo 3 restrita a A% é B-independente, pelo Lema existe ¢ € AP
tal que

> Bylclg) = 1a. (2.4)

geg

Por outro lado, fixemos {g; € G : 1 <1i < (G : H)} um sistema de representantes
para as classes laterais a esquerda de Hem Ge {h; e H:1<j < (H: L)} um
sistema de representantes para as classes laterais a esquerda de H em L. Pelo
Coroléario [1.2.14] temos que {hj_1 eH:1<j<(H:L} também é um sistema
de representantes das classes laterais a esquerda de £ em H. Logo, pelo Lema

. -1 . . . . , .
o conjunto {g;h;” : 1 < i < (G:H)el < j < (H: L)} éum sistema de
representantes para as classes laterais a esquerda de £ em G. Além disso, novamente

pelo Lema |1.2.11] temos que
{hjgi':1<i<(G:H)el<j<(H:L)}

também é um sistema de representantes para as classes laterais a esquerda de £
em §. Com isto, para cada g € G, temos que g € hjgi_lﬁ. Logo, indexando os
elementos de £ de forma que £ = {I;}, para 1 < k < |£|, temos g = h;g; '}, onde
1<i<(G:H),1<j<(H:L)el<k<|Llcomr(ly)=d(g ") er(g ") =d(hy).
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Entao, pelo Lema [2.1.1] temos que

Zﬁg(dg*l) = Z Bhg’gfllk@l(h;‘gfllk)_l)

9€g hjg; tixeg
(H:L) ]|
Z B, Z By Zﬁlk cli ) 1g | Ly
(H:L) (G:H) I£|
= B | DB | [ Dot | L 11
j=1 i=1 k=1
Portanto, por ) temos que
(H:L) (GH) |
Z B, Z B | | Do el | 1y Lot | = 1a. (2.5)
k=1

Fixemos b = Zgif{) 69;1(0191.) e vejamos que b € AP2. De fato, se | € £, como
L é um subgrupoide normal formado pela uniao disjunta de grupos, entao pelo
Lema , Lg;' = g7 'L. Logo, existe [; € L tal que lg;' = g; 'l;, para todo
1<i<(G:H),onder(l;') =d(g;"). Com isto e utilizando o Lema temos

que
(G:H)
BroL) =B D Bl | = D Bya(clyy)
=1

r(g; ")=d(l)

= Z By, (L g=1yy-1) = Z By (5@(011;1)1%)

d(g; H)=r(l:) d(g; M)=r(l;)

= > B (elly) = DT By (ely)

d(g; H)=r(l) r(g; H)=d(1)

(G:H)
= Y B, 1(cly) | =01,
=1

Observe que, para cada Iy € H, se g; * for tal que 3g; Iy, pelo Lema [1.2.12] existe
I € L tal que g; 'l = lpg; ' Ou seja, para cada I, € L tal que B (cly )y, #0
existe [y € L tal que Bg;l(C]_gi)llk = Bg;l(CLqi) = ﬁg;l(c:lk/lgi). Logo,

2l [(GH) (G:H) 1£]
DA D Bely) | =D B [ | Dol | Lo | - (2.6)
k=1 \ i=1 i=1 k=1
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Portanto, utilizando (2.5)) e (2.6) temos que

D Bubli) = > Buyr (bl 1)

heH hjlyeH

(H:L) L]

= 2 B | [ 228000 | i
j=1 k=1
(H:L) 1£|

=3 [ ()
j=1 k=1
(H:L) £l [(G:H)

=2 B [ [ 22 2 A (ela) | 1y | 1
j=1 k=1 \ i=1
(H:L) (G:H) I£|

= B | DB [ [ Dol | L Ly
j=1 i=1 k=1
(H:L) (G:H) I£]

= /th Z B 1 ZCllk lg, 1hj’1

=1 k=1

Pelo Lema [2.2.6] A%* é um somando direto de A%2 como AP*-médulo & esquerda.
Portanto, F' é um subconjunto finito qualquer de A e A%Z é By-admissivel tal que

F C APz, Ou seja, A é um Kpg, -anel. O

Proposicao 2.3.5. Sejam A um Kg-anel e B um subanel B-admissivel de A.
Entio, B = A5 e B € finitamente gerado como AP-mddulo & esquerda e pro-

jetivo.
Demonstra¢ao. Primeiramente, se b € B entao trivialmente (), (blj,-1) = bly,, para
todo h € Hp. Logo, B C APz,

Note que, como B é -admissivel existem (z;,y,) € B x A, onde 1 < j < n, tais

que Y7 YiBy(7j1g-1) = Y g, degle, Para todo g € S onde S = {B; 0 1,-1]p} sdo

todos distintos.
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Fixemos o conjunto {y; : 1 < j < n}. Pelo Lema temos que A é um

Kg,, ,-anel, portanto existe um subanel fy,-admissivel B, de A satisfazendo que

{y;i:1<j<n}C B;. ComoAé Kg, -anele By ¢ B p-admissivel, pela Proposicao
existe ¢ € B; tal que

Z ﬁh(clh—l) = 1A-

heEHp
Fixando z; = >, 4, Br(cy;jlp-1), o Lema |2.1.1] nos diz que z; € AP para todo

1 < 7 <n. Agora, vejamos que valem as seguintes relagoes:

n

Z ziile Z drely, para todo e € Gy, (2.7)
Jj=1 f€Go
> 2iBy(x14-1) = 0, para todo g € G — Hp, (2.8)

para todo 1 < j < n. Com efeito, se e € Gy, entao

szﬁe(lee) = Z 2wl = Z ( Z B (cyj1h1)> z;1,

Jj=1 Jj=1 j=1 \heHp
=D > Buleylan)ale= > Buleyslps)ayl
Jj=1 heHp j=1 r(h)—
_Z Z B (cyjLn-1) Bu(;ln Z Z Bn (cyjz;lp-1)
Jj=1r(h)=e j=1 r(h)=e

= Z B (C (Z ijj]-h1>) Z Bh (C (Z 5f,h11h1>)
r(h)= i=1 r(h)= f€Go
= Z ﬁh Clh (Z 6f7ele> = Z 6h (Clh—l) (Z 6f,616>
r(h)=e

r(h)= febo f€Go

= (Z Bh (Clh—1)> (Z (Sf,ele> =14 (Z 5f,ele>
heHp f€Go f€Go
= dpele

f€bo
Isto prova (2.5). Para (2.6), sejam g € G—Hpe{g; : 1 <i < (G :Hp)} um sistema

de representantes para as classes laterais a esquerda de Hg em G, de forma que as
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classes que representam as identidades sejam representadas pelas mesmas. Entao,

g=g;l,ondel € Hp e g; € G — Hp, para algum 1 < i < n. Assim, temos que

Z 2jBg(wj14-1) = Z 2jBga(i1(giy-1) = szﬁgi(ﬁl(%‘ll*l))
j=1 =1 =1
= zmfplwily ) = ( S Buleyiln)B,, <xilgi1>) .
i=1 7j=1 heHp

Note que, 5h(cyi1h71)ﬁgi(xilg;1) € EnNEy, = Egy N Epg,y. Ser(h) # r(g:), entao
Bn(cyilp-1)By,(xi1,-1) = 0. Por outro lado, no caso em que r(h) = r(g;) temos que
gi =1(9:))g: = r(h)g; = hh™'g; e h™'g; ¢ Hp, pois caso contrdrio h~'g; = h' € Hp,
logo gi = hh' € Hp e nesse caso como as identidades sdo representadas pelas

mesmas, terfamos que g; € Gy 0 que nao ocorre pela escolha feita. Assim,

szﬁg(legfl) = Z Z 6h(cyj1h1)6gi(xj1gi1))

J=1 Jj=1 \h€Hp

n

=> | > Buleyln)Bun, (zj1,1)
j=1

r(h)=r(g:)

n

(5 (s (o)

r(h)=r(g:)

n

_ Z Z B <cyj1h715hflgi (legi’l))
j=1

r(h)=r(g:)

n

=X (A D Wb (2ilea)

j=1 r(h)=r(g:)

= Z <6h (cz YiBr-1g, (le(hlgi)1)>>
) j=1

r(h)=r(g;

= Y B)=0.

r(h)=r(gi)
Com as relagdes e notagoes acima, fixemos as aplicagoes f; : A%*s — AP definidas
por f;(b) = trs(bcy;), para todo 1 < j < n. Note que cada f; esta bem definida

pelo Lema [2.1.1
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Além disso, é de imediata verificagao que cada f; é um homomorfismo de A°-
médulos & esquerda. Agora, fixando (G : Hp) = n, b € A5, usando (2.5) e (2.6)

temos que

n

> fib)z; = Z”B(b%’)l’j

j=1
= (Z ﬁg(bcyjlg_1)) x;
j=1

= geg
= (Z Bo | D Bulbey i1, )>> N
j=1 \i=1 hetp
= Z (Z By, Z Br(01p-1)Bu(cyilp-1 19;1))> Z;
j=1 \i=1 heHp
B (Z Bo | D bhuleyilaml,; )>> "
j=1 \i=1 heHp
— Z (Z By | b ( Z Bh(cyilh—1)> 19;1>> T
j=1 \i=1 heH p
= Z (Z 591'([721'19;1)) x;
j=1 i=1
= Z (Z 5gi(szlgi_1)xj>
j=1 i=1
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= Z ble (i ijjle>
j=1

e€Go

=) bl (Z 5f7e1f)

e€Go f€Go

()

=bly =0

Por outro lado, 31, f;(b)x; € B, pois f;(b) € AP e x; € B. Portanto, B = A"z

e B ¢é finitamente gerado e projetivo como A*s-médulos & esquerda. O]

Proposicao 2.3.6. Sejam A um Kg-anel e H um subgrupoide de G. Entao, H 46, =
H.

Demonstragdo. Observe que se h € H e a € AP entdo By, (al,-1) = aly, ou ainda,
H C H 455, Mostraremos a inclusdo contréaria. Seja {g; € G: 1 <i < (G:H)} um
sistema de representantes para as classes laterais a esquerda de H em G, de forma
que as classes que contém as identidades sejam representadas pelas mesmas. Pela

Proposigao temos que A é um subanel 3-admissivel de A, portanto existem

(zj,y;) € AP* x A, para 1 < j < n tais que > i YiBa(wil—1) = 3 eg, Oe.giles
para todo 1 <i < (G :H). Se h ¢ H, entdao h € g;H, para algum 1 <i < (G: H)

tal que g; ¢ G — Gy, ou seja, existe b’ € H tal que h = g;h'. Portanto,
> yiBn(riln) = yiBw (@ilgmy1) = > yiBs, <5h'(%1h'—1)1g;1>
= = =

o Zyjﬁgz leh/ _1 Zyjﬁgl Lf] g—l =

Por outro lado, se h € H 5, = {g € G : By(bly-1) = bl,, b € AP}, terfamos que

> yiBu(x1h-1) Zyﬂglh =Y benle = 1p,
j=1

e€Go
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o que é uma contradi¢ao. Portanto, se h ¢ H, entdo h ¢ H 45, , ouseja, se h € H 464,

entao h € H. [

Com os resultados anteriores estamos em condicoes de enunciar e demonstrar o

seguinte Teorema de Correspondéncia.

Teorema 2.3.7. (Teorema de Correspondéncia de Galois) Seja A um Kg-
anel. Entao, existe uma correspondéncia bijetiva entre os subgrupoides amplos de

G e o0s subanéis [f-admissiveis de A.

Demonstracao. Defina as aplicagoes:

® : {subgrupoides amplos de G} — {subanéis S-admissiveis de A}

H— O(H) = AP

U : {subanéis f-admissiveis de A} — {subgrupoides amplos de G}

B +— U(B) = M.

Pela Proposicao 2.3.2] e Lema [I.1.19 temos que ® e W estao bem definidas, respec-
tivamente. Além disso, ®(¥(B)) = B pela Proposicao e U(®(H)) = H pela

Proposicao [2.3.6 o que conclui a demonstracao. O]

Terminamos esta segao apresentando uma acao do grupoide quociente G /H sobre

A, onde H é um subgrupoide estritamente normal de G.

Proposicao 2.3.8. Seja A um Kpz-anel com respeito a G.

(i) Se H é um subgrupoide normal de G formado pela uniao de subgrupos dos
grupos de isotropia de G, entdo eviste uma acdo 3 de G/H em AP tal que

AP ¢ B-admissivel;
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(ii) Seja G" = U.eg, Ge- Se F € um subconjunto finito de A, entdo existe um
subanel B de A tal que FF C B, Hz = {g € G' : By(bl,;-1) = bl,,b € B} é
estritamente normal em G' e B € um KB/—anel, onde B/ € a acao de G'/Hy

em B.

Demonstragio. Comecaremos definindo uma acdo 3 de G/H em AP*. Para tal,
defina o conjunto F; = E, N A% para todo g € G/H. Note que E; é um ideal
unitdrio de A" com identidade 1,. Com efeito, se b € Fy, entao b € E, e b € A,
dessa forma para cada a € A% temos que ab € E, e ab € AP* e ba € E, e ba € AP*.
Logo, ab,ba € F3. Para a identidade, dados g € G e h € H analisemos os seguintes
casos: se r(g) = d(h), como H é formado pela unido disjunta de grupos, temos que
r(g) = d(h) = r(h), logo Bn(1,1p-1) = Br(lp-1) = 1 = 1,14; se r(g) # d(h), entao
r(g) # d(h) e Bu(1,1p-1) = Br(0) = 0 = 1,1;. Além disso, embora nao faga parte
da definicdo de acdo global, observamos que A”* também é soma direta de seus
ideais, pois como H é normal temos que Hg = Gy. Entao,

AP = AN APH = (@E) nA =P (E.nA")= P E-

e€Go eSGo ee(G/H)o

Agora, defina 7 : E— — Eg, por Bg(a) = By(a), para quaisquer g € G/H e
a € E . Vejamos a boa defini¢ao destas fungoes, para todo g € G/H. De fato,
Bs(a) = By(a) € E,, para todo a € E =, e como H ¢ a unido disjunta de grupos,
entdao d(h) = r(h), para todo h € H e, pelo Lema[[.2.12] temos que hg = gk, para

algum b’ € H. Logo,

Br(Bg(a)1n-1) = Br(By(a)ln-1) = Bu(By(a)) = Brg(a)
= Baw(a) = By(Br(a)) = By(Bp(alp-1)
= Bylaly) = By(a)ln = Bg(a)ln,

para todo h € H e a € E=. Logo, B4(a) € AP e portanto B5(a) € Fy. Além disso,
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se a € B, escrevendo a = b, temos que fg(a) = Sy(a) = B,4(b) = B4(b). Portanto,

5 esta bem definida, para todo g € G/H.

Agora, vejamos que as funcoes definidas acima sao isomorfismos.

Bga +b) = Byla+b) = By(a) + B4(b) = Bgla) + B5(b)
Bg(ab) = By(ab) = Fy(a)By(b) = Bgla)f5(b),

para quaisquer a,b € E; e g € G/H. Além disso, fz(a) = [Bg(b) implica que
Bg(a) = B4(b) e como S, é um isomorfismo, entdo a = b. Portanto, Sz é um
homomorfismo injetor de anéis. Resta mostrar a sobrejetividade. Suponha a € Ej,
entdo a € E,, portanto existe b € E -1 tal que §4(b) = a, logo S3(b) = a. Ainda
resta mostrar que b € A°*. Como a € A°* e H é normal e unido disjunta de
grupos, entao gHagp9 + = Hi(g € d(h) = r(h), para todo h € H. Utilizando isto,
temos que Byp(b) = Byng—1(Bg(b)) = Byng-1(a) = a = S4(b), para todo h € H tal que
d(h) =r(g7'). Com isto, se b/ € H é tal que (k') = d(g), entdo,

B (D1p-1) = Bur(b) = By-19w (b) = By-1(Bgn (b)) = By-1(B4(b)) = Bag) (b) = b = b1},
(2.9)

Por outro lado, se r(h') # d(g), entao b ¢ E,, logo pelo Lema temos que
By (blp-1) = B (0) = 0 = bly. (2.10)

Por e , temos que b € A% portanto b € E; e 35 é sobrejetora. Agora,
segue do fato de [ ser uma acao de G sobre A que (5 é a aplicacao identidade de
Es, para todo e € (G/H)o. Como H é normal, G/H possui a estrutura de grupoide
apresentada na Proposicio [1.2.13] Dessa forma, dados (g1,92) € (G/H)?, existe
h € H tal que §1 Gz = gi1hgs. Como H é unido disjunta de grupos, r(g;) = d(h) =
r(h) = d(gs), logo

Ba(Bgs(a)) = By, (Bg,(a)) = By, (B (a)1n)
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= Bo1 (Br(Bg(a)1n-1)) = By, (Br(By,(a)))
= Byig (@) = Bargs(a),

para todo a € Egz—_l. Resta mostrar que A% é B-admissivel. E de imediata veri-

ficacio que (AP )B C AP, Agora, vamos verificar que A% é B-independente

Pela Proposicao m, temos que AP* é B-admissivel, portanto existem (x,9;) €

AP x A, onde 1 < j < n, tais que
Z YiBe(xjlg=1) = begle,
=1

para quaisquer ¢ € Gy e g € G. Pelo Lema temos que A é um Kjp, -anel,
portanto fixando o conjunto {z; : 1 < j < n}, existe um subanel B de A que é
Pu-admissivel e {z; : 1 < j <n} C B. Entao, pela Proposi¢ao existe ¢ € B
tal que

Z Bh(Clhfl) = 1A-

heH
Fixemos z; = >, 4, Bn(z;clp-1). Pelo Lema m, temos que z; € AP para 1 <

j < n. Dessa forma, temos que (y;, z;) € AP x AP satisfazendo:

D yiBe(zile) = ) yiBe(zile)
j=1 j=1
= Z ijjle
j=1
= Zyj (Z Bh(mjclh_1)> 1,

j=1 heH

= Zzyjﬁh(ﬂfjdh—1>) Lo

heH j=1

= Zzyjlhﬁh(ffjdhl)) Le

heH j=1

= ZZB(yﬂhlwh(xjclw)) I

heH j=1
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= (ZZﬁh(ijjlh—l)ﬁh(dh—l)) L

heH j=1

=y <5h (Zy]:vjlh )) L(cl,-1)1,

heH

—Zﬁh 1p-1) Br(clp-1)1e

heH

= Bulclp-)1

heH

= ]-Ale
—1,.

Seg e G/H—(G/H)o, entao g ¢ H, logo para todo h € H temos que gh ¢ H.

Utilizando isto,

> yiBa(z1) = D yiBe(zi14)
=1 i=1
- E yjﬁg (E Bh x]61h 1 )

heH
=y, Z o (211
Jj=1 r(h)=
= > (Z YiBon (%‘Clghl))
r(h)=d(g) \j=1

- Z (Zyjﬁgh xjlgp—1 )> Byn(clgn-1)

r(h)=d(g)

= Z 0- 5gh Clgh )

)=d(g)

=0.

Portanto, A?* é B-independente. Finalmente, resta verificar que (ABH)B é um
somando direto de A%* como (Aﬂ”) -médulo a esquerda. Para tal, mostraremos

primeiro que (AP*)% = (AP%)P. Se a € (AP*)P temos que

Bg(al ) Bylaly—1) = aly = alg,
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para todo g € G/H, logo a € (AP*)8. Reciprocamente, dados a € (A?*)% e[ € G,

note que [ € gH para algum g € G e existe h € H tal que | = gh. Logo,

Biali-1) = Bgn(algny—1) = Be(Brlalp-1)) = Bylaly—)
= Bglal=) = alg = aly = al;.
Entio, a € (AP*)?, portanto (AP%)F = (A%%)%. Note que AP é um Ky-anel. De
fato, pela Proposicao temos que A" é B-admissivel, portanto todo subcon-
junto finito de A%* estd contido em um subanel S-admissivel de A%*, no caso, o
préprio A%%. Dessa forma, pelo Coroldrio temos que (A*)” ¢ um somando
direto de AP* como (AP*)P-médulo & esquerda. Portanto, como (A%)F = (AP#)P,
temos que (AP*)% 6 um somando direto de A%* como (A%*)P-médulo & esquerda.

Portanto, A%* é B-admissivel.

Para provar (ii), considere F' um subconjunto finito de A. Entao, fixe o conjunto
finito T = {fy(aly—1) :a € Feg e G'}UFU{0}. Note que T é invariante pela
acao de G'. De fato, se t € T, entao existem h € G’ e a € F tal que t = By (aly-1).

Logo, para todo g € G’ tal que d(g) = r(h), temos que

By(tly-1) = By (Bn (alp-1) 1g) = By (Bn (alp-1)) = Bgn (algn-1) -

Assim, B,(t1,-1) = By (aligny—1) € T. Se g € G’ é tal que d(g) # r(h), temos que

By(tlg—1) = By (B (alp-1) 1) = B, (0) = 0.
Entao, fy(tl,-1) =0 € T. Se a € F, entdo claramente (,(al,~1) € T, para todo
g € G'. Portanto, pelo Lema , Hp={g€ G :By(tl,-1) =tl,,t € T} éum
subgrupoide normal de G’. Com isso, denotando B = AB”'T, temos ' C B e Hy =
{9 € G : By(bly—1) = bly,b € B} é estritamente normal em G, e pelo Teorema
m (restrito a G'), Hf = ¥(B) = \IJ(Aﬁ“’T) = U(P(H5)) = H’. Portanto, pelo
item (i) existe uma agao El de G'/Hp em B tal que B é Bl—admissivel. Entao, todo
subconjunto finito de B esta contido em um anel F—admissivel (o préprio B). Ou

seja, B é um KE/-anel. O
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2.4 Exemplo

Nessa secao exemplificaremos a correspondéncia estabelecida pelo Teorema [2.3.7]
Para tal, seguiremos os seguintes passos: primeiramente fixaremos o anel A, em
seguida o grupoide G e a acao § de G em A. O terceiro passo serd mostrar que
A é um Kg-anel. Por fim, listaremos todos subgrupoides de G e todos os subanéis

[-admissiveis correspondentes.

12 Passo: Fixaremos A = My(Q(v/2,14)) x My(Q(v/2,1)), com a soma e produto
definidos coordenada a coordenada, onde Q(\/i, i) é o corpo de decomposicao do

polinoémio 22 + 2 sobre Q.

Note que A = (My(Q(V/2,1)) x {0}) @ ({0} x M5(Q(+/2,4))), onde cada parcela é
um ideal de A. Denotaremos por (1,0) e (0, 1) as identidades de My(Q(v/2,1)) x {0}
e {0} x My(Q(+/2,4)), no qual 1 denota a matriz identidade de My(Q(v/2,1)) e 0

denota a matriz nula.

22 Passo: Vamos estabelecer o grupoide G agindo sobre A utilizando automor-
fismos dos ideais My(Q(v/2,1)) x {0}, {0} x My(Q(v/2,1)) e os isomorfismos entre

eles. Para o que segue, utilizaremos a seguinte observacao.

Observagao 2.4.1. Sejam A; e Ay anéis quaisquer e f : A; — Ay um isomorfismo

de anéis. Entdo, f induz um isomorfismo f : M,(A4;) — M,(Asy), definido por

f(lai;]) = [f(aij)], para todo [a;;] € M,(A1) el <1i,j <n.

Lembremos que, o conjunto dos Q-automorfismos de Q(ﬂ, i) é dado pelo grupo

de Klein de 4 elementos, formado por:

o1 Q(vV2,1) — Q(V2,4) oy - Q(vV2,1) — Q(V2,4)
V2 V2 V2 —V2

) )
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o3 Q(v2,1) = Q(V/2,4) o1 Q(vV2,1) = Q(V2,4)
V2 V2 V2 =2

72— —1 17— —1.

Ou seja, Autg(Q(v/2,1)) = {01, 09,03, 04 = 0203}. Agora, considere os seguintes

isomorfismos parciais:

(V2,4)) x {0} = Ma(Q(V2,1)) x {0}

y4i Uj(pl) Uj(pz) 00
D3 oi(ps) oj(pa)| [0 O

0;: {0} x Mz(@(\/é,i» — {0} x Mz(@(\/i i))

00 p1 Po N 00 aj(p1) oj(p2)
0 0 D3 D4 00 oj(p3) oj(ps)

onde 1 <1 < 4. Além disso, consideramos também

v My(Q(V2, 1)) x {0} — {0} x Ma(Q(V/2,4))
p1 p2| |0 O 0 0 |p1 p2

) H )
Ps P4 00 0 0 [ps pa

Note que a boa definigao desses isomorfismos é assegurados pela Observagao [2.4.1]
e estes isomorfismos definem um grupoide, cuja operacao parcial é definida pela

composicao de fungoes. Explicitamente:
g = {7-17 T2, T3, T4, 7, 7_17 817 027 €37 947 VT2, VT3, VT4, 7_1Q27 7_1937 7_104}'

No grupoide acima, temos que (y7;) ™' = v716;, paratodo 1 < j < 4. Além disso,
uma vez que G foi definido por automorfismos dos ideais E, = My(Q(v/2,1)) x
{0}, Es, = {0} x My(Q(v/2,1)) e os isomorfismos entre eles, entdo a acio =
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{{E,}seq, {By}geg} de G sobre A esta definida, onde os isomorfismos parciais passam

a indexar os elementos da acao (3, por exemplo, 3, = v : E; — Ey e B, = Ey,)

EidEl — El .

32 Passo: Vamos mostrar que A é um Kz—anel. Pelo Corolario basta
mostrar que A é f—independente e A? é um somando direto de A como A®-médulo

a esquerda. Com efeito, comegaremos por mostrar que A é p-independente. Fixe

OS pares:

(551,3%1) =

<$2,y2) =

($3ay3) =

(904, y4) =

(355,3/5) =

(3767y6> =

(I% y7) =

(ﬁsays) =

E de direta verificacao que os pares (y;, ;) € A X A, onde 1 < i <4 sdo tais que:

1 o] [o o }0 0
0 1] |0 o]/ _OJO
0 o] [1 0] 0 0 :
00l lo1]) _00]’{0
va o] [oo]\ [[2 o
0 vz [00]) \|o 2
o o] [v2 ol) (|oo
ool o v2[) \|o o]
i o] [o o Bl

0o i| |oof) of]’
00| [i 0 0 0 =
o0l o) \[oo] [o
vzi o] fo o B
0 vai| [00]) \| o
oo [vai o] 0 0
ool | o Vvai|) \|o o

4
Z yiﬁg(xilgfl) = Z 66,9167
=1

e€Go

27
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para todo g € .

Agora, vamos mostrar que A° é um somando direto de A como A%-médulo &
esquerda. Para tal, devemos analisar quatro casos. No primeiro caso, se g € G ¢ tal
que 1, = 1,-1 = (1,0), para algum 1 < i < 4, entao temos que g = 7;, para algum

1 <5 <4, com isso

ap ag by Do a; as 0 0
57']- ’ 19*1 :ij )

as G4 by by as Qa4 0 0

Por outro lado,

ay as b1 bg 1 - ap as 00 (2 11)

a3 ay b3 b4 ’ as ay 0 0

A fim de obter os elementos de A”, pelo cdlculo acima, temos que 7j(ay) = a;, para

1< k<4

Repetindo um raciocinio analogo para os demais casos elementos de G obtemos
que os elementos de A® sdo as matrizes cujas entradas sao os elementos que ficam

fixos pelos automorfismos de Q(v/2,4). Portanto,

AB: 3 ZCL17(12,G3,CL4EQ
a3 a4 az Qg4
Com isso, fixe:
1 1
s 0 |50
c= ,
1 1
0 8 0 8

Note que ¢ € A% e > geg Bg(cly-1) = (1,1) = 14. Logo, pela Lema , temos que

AP é um somando direto de A como AP-médulo & esquerda.
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Portanto, A é um Kjg-anel. Agora podemos explicitar a correspondéncia esta-

belecida pelo Teorema Na tabela a seguir, listamos todos os subgrupoides

amplos de G e os respectivos anéis S-admissiveis correspondentes.

Subgrupoide

Subanel

g

{(M, M) € My(Q) x M(Q)}

{7-17 72,7, 7_17 017 027 VT2, 7_162}

{(M, M) € My(Q(i)) x M(Q(i))}

{7-17 73,7, 7_17 017 037 VT3, 7_163}

{(M, M) € My(Q(v2)) x Ma(Q(v/2

)}

{7-17 Oy, 7, 7_17 017 047 VT4, 7_164}

) (Q(
{(M, M) € My(Q(v2i)) x Ma(Q(v2

i)}

{ala Y5 7_17 91}

{(M,M) € A}

{7-17 T2, T3, T4, 917 627 937 04}

M>(Q) x M>(Q)

{7—17 T2, T3, T4, 617 92}

Ms(Q) x M3(Q(7))

{7-17 T2,73,T4, 617 93}

My(Q) x Ma(Q(v2))

{71772773,74,91794}

M5(Q) x Ms(Q(v/20))

{T1,72,91,92>93,94}

M(Q(i)) x M>(Q)

{Tla 73, 91) 927 937 94}

M2(Q(V2)) x M»(Q)

{Tla T4, 01) 927 937 94}

M(Q(V2i)) x Ma(Q)

{7—17 72,73, T4, 91}

My(Q) x MQ(Q(ﬁ,i))

{7-17 917 92a 937 94}

—~ |~

Ms(Q(V2,1)) x Ms(Q)

{71,7'2, 91792}

M (Q(2)) x Mz(Q(2))

{1, 72,01,05} Ms(Q(i)) x Ms(Q(v2))
{71, 72,01, 04} Ms(Q(4)) x Ma(Q(v/21))
{71, 73, 01,05} M,(Q(V2)) x My (Q(i))
{71, 73,01,03} Ms(Q(v2)) x Ms(Q(v2))
{71, 73,01,04} Ms(Q(v2)) x Ms(Q(v/2i))
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{1, 74, 01,65} My(Q(V2i)) x My(Q(i))
{71, 74,01, 03} M?(Q(\/ﬁz)) x Ms(Q (\/5))
{71, 74,01, 04} Mz(@(\@)) x M, (Q (\/52))

{1, 72,01} Ms(Q(4)) x Ma(Q(v/2,4))

{173,601} Ms(Q(v2)) x Ma(Q(v2,14))

{r. 7,01} My(Q(v2i)) x My(Q(vV2,1))

{71, 01,0} Ms(Q(v/2,4)) x Ma(Q(4))

{71, 01,05} Ms(Q(v2,7)) x Ms(Q(v2))
{1, 6:} A

2.5 Aplicacao em anéis comutativos

Nesta secao mostraremos que a correspondéncia apresentada na Secao re-
cobre a correspondéncia de Galois apresentada em [20, Teorema 4.6] para anéis

comutativos. Continuamos trabalhando no contexto onde o grupoide G ¢ finito.

Definicao 2.5.1. Sejam G um grupoide e  uma agao de G em A. Dizemos que A
é uma extensdo ($-Galois de AP se existem z;,1; € A, 1 < i < n tais que

Z yiﬂg<xi1g_1) - Z 5e,g16>
=1

e€Go

para todo g € G. Nesse caso, dizemos que {z;,y;}!, é um sistema de coordenadas

de Galois de A sobre AP.

Definigao 2.5.2. Sejam A um anel comutativo e unitério, 5 = ({E, }seg, {8y }geq)
uma ac¢ao de G em A. Dizemos que um subanel B de A é f—forte se para quaisquer
g,h € G com r(g) = r(h), g-'h ¢ Hr e para qualquer idempotente nao nulo

e € By = Ej, existir um elemento b € B tal que 3,(b1,-1)e # B (b1,-1)e.

Em [20] foi provado que se R é uma extensdo comutativa e $-Galois de R?,

entao existe uma relacao bijetiva entre o conjunto de subgrupoides amplos de G e
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o conjunto das R°-subalgebras de R que sdo separdveis e 3-fortes. Assumindo que
A é comutativo, provaremos que um subanel B de A é S-admissivel se e somente se

for AP-separdvel e B-forte.

Proposicao 2.5.3. Seja f uma a¢do de G em um anel comutativo A e B um

subanel de A tal que A® C B, B é AP-separdvel e 3-forte. Entio, B é 3-admissivel.

Demonstragdo. Comecaremos por observar que B e A sio A’-médulos com a acio
dada pelo produto do anel. Entao, podemos considerar os produtos tensoriais B® 45
B e B®ys A. E de imediata verificacdo que estes sao anéis comutativos com os
produtos dados, respectivamente, por (b; ®bs)(bs®by) = b1b3 ® byby, para quaisquer
by @ by,bs @by € BRys B e (b ® a1)(be ® az) = biby ® ajay, para quaisquer
b1 ®a1,by ®as € B®ys A. Podemos entao fixar os homomorfismos de anéis dados

por:

e id®i: B®ys B— B®ys A definido por (id ®1)(by ® be) = by ® bo;
e T: B®ys A— A, por 7(b® a) = ba;

o id®(Byoly-1): BRus A = B®Ras A, por (id®(By01,-1))(b®a) = b®Fy(al,-1),

para todo by ® by € B®Rys B,b®@a € BRys Ae g € G. Como B é AP-separdvel,
existe um idempotente de separabilidade e = """ | v; @ x; € B ®4s B, ou seja, e é
um idempotente tal que Y yix; =lae Y o cy; @ x; =Y oy Yi @ x;¢, para todo

¢ € B. Com isso, para cada g € G defina
ey = (1o (id@ (Byoly1)) o (id®i)) () = > yilBy(wilgr).
i=1
Note que, e, ¢ um idempotente de B. Com efeito,

eg = ((mo (id @ (By 0 14-1)) o (id @))(e)) (7 o (id @ (B © 1g-1) © (id @ 7)) (e))

= (ro (id® (B, 0 1,1)) o (id @ 1))(¢?)
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= (mo (id® (By 0 14-1)) o (id @ 7))(e)

= €g.

Além disso, usando o fato de e ser um idempotente de separabilidade, temos a

seguinte propriedade

D buy(aily) = (7o (id @ (80 1,-1)) o (id @ ) (Z by @ >
i=1
:(Wo(id@(ﬁgolg o(id®1) <Zyl®xb>
= Z yiﬁg(xiblgfl)
=1

Usando a relagao acima, temos que

Br(g)(DLr(g))eg = By(blg-1)eg, (2.12)

para todo b € B. De fato,

Brig)(blr(g))eg = blgeg = b1, (Z yiﬂg(milgl))
=b (Z YiBg(xily—1) ) Zbylﬁg z;1,-1)
i=1

= Zyiﬁg(ﬂfiblg—l) = Z yiﬁg(xilg‘l)ﬁg(blg*)
i=1 i=1

- (Z yiﬁg(xilg‘l)) Bg(blg‘l) ﬁg bl -t <Z yZBQ Zilg— )
i=1
= 59(519—1)69

Seja S C G tal que {f o 14-1|g}nes sao todos distintos. Como B é fS-forte, se
h € S — Hg é tal que e, é um idempotente nao nulo, entao existe b € B tal que
Brny(blrny)en # Pr(blp-1)en, o que é uma contradi¢ao com ([2.12)), logo e, = 0.

Assim,

Zyzﬂh(xilh—l) =e,=0. (2.13)
i=1
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Por outro lado, se h € HgNS, entao h € Gy. Com efeito, B, 0 1,17 € Brny o Ly |1
tem o mesmo dominio, contradominio e 3(bl,-1) = bl = bl = Brn)(blrmy),
para todo b € B. Como Gy C Hr e {0 1j-1|1}hes sao todos distintos temos que

h € Gy. Portanto, Hg NS =Gy C S, logo

Zyiﬁe(xile) = Zyixile = (Z ij]'> 1@ = 1A1€ (214>
i=1 i=1 J
- (Z 1f) le= > drele, (2.15)

f€%o f€Go
para todo e € Gy. Portanto, pelo célculo acima e por (2.13]), temos que existem
(z;,y;) € B x A, onde 1 <17 <n, tais que

Zyjﬁh(lehfo - Z 5e,h167
=1

e€Go

para todo h € S. Ou seja, a acao de f em B é (-independente.

Resta mostrar que A? é um somando direto de B como B’-médulo & esquerda.
Para tal, por [3 Corollary 5.4], o fato de A ser comutativo implica que trg(A) = A”.
Portanto, existe ¢ € A tal que trz(c) = 14, logo pelo Corolério m temos que A°
é um somando direto de A como A%-médulo a esquerda, ou seja, existe um A°-
submédulo M de A tal que A = A? @ M. Por outro lado, como A® C B temos que
B é um AP-submddulo & esquerda de A. Vamos mostrar que B = A° & (M N B).
Note que B = AN B = (A? + M) N B. Portanto, para provar o pretendido, basta
mostrar que (A° + M) N B = AP + (M N B).

Set € (AP +M)N B, entdo existe uma escrita, digamos t = a+m, onde a € A% e
m € M. Como A? C B, entdo a € B, portantom =t —a € B, ou seja, m € MNB
et=a+m € AP + (M N B). Reciprocamente, se t = a +m € A? + (M N B) é tal
que a € A’ e m € M N B, como A? C B temos que a € B, logo a +m € B, ou

ainda, a +m € (A? + M) N B. Por fim,

A’N(MNB)=(A’nM)nB={0}nT = {0}.
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Logo, B = A? @ (M N B), ou seja, A? ¢ um somando direto de B como A?-médulo

a esquerda. Portanto, B é S-admissivel. m

Proposicao 2.5.4. Seja f uma agio de G em um anel comutativo A e B um

subanel B-admissivel de A. Entdo, B é AP-separdvel e B-forte.

Demonstracao. Pelo Corolario temos que B é AP-separdvel. Resta mostrar

que B é p-forte.

Sejam g,h € G tais que 7(g9) = r(h) e g7*h ¢ Hy. Se e € E, = E, é um
idempotente nao nulo tal que (,(bl,-1)e = B (bly-1)e, para todo b € B, entdo
bBy-1(€e) = By-14(blp-1)By-1(el,-1), para todo b € B. Portanto,

By-1(e) = 1aBy-1(e) = (Z yisc@-) By-1(e)

= Zyﬂiﬁg—l(@) = Zyiﬂg—lh(ﬂﬁjlh—l)ﬂg—l(e) =0,
=1 =1

onde a ultima igualdade segue do fato de g~'h ¢ Hp, portanto g~'h ¢ Gy. Logo

By-1(e) =0, o que implica e = 0, uma contradicao. ]

Corolario 2.5.5. [20, Theorem 4.6] Seja A uma extensio 3-Galois de A°. Entdo
existe uma correspondéncia bijetiva entre os subgrupoides amplos de G e os subanéis

AP _separdveis e 3-fortes de A.

Demonstracao. O resultado segue do Teorema e das Proposicoes e[2.5.4]
m

Terminamos este capitulo complementando [3, Theorem 5.3] para acoes globais,

dando duas equivaléncias a mais para a definicao de extensao [-Galois.

Teorema 2.5.6. Seja A um anel comutativo. Entdo, as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:
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(i) A é uma extensdao B-Galois de AP;
(i) A é B-admissivel;

(iii) A é uma extensdo separdvel e B-forte de AP.

Demonstragao. A equivaléncia entre (ii) e (iii) seguem das Proposigoes ef2.5.4

(i) = (iii). Como A é uma extensao 3-Galois de A?, entdo existem (x;,y;) € A4,

onde 1 <1 < n, tais que

Z yiﬂg(~ri1g—1) = Z 56,_9167
=1

e€Go

para todo g € G. Um argumento anédlogo ao usado na prova da Proposigao
prova que » . x; @y; € A®ys A é um idempotente de separabilidade de A sobre
AP e que A é p-forte.

(iii) = (i). Sejao =", 1;Qx; € A® 40 A um idempotente de separabilidade de
A sobre AP, Defina p: A® 48 A — A por pu(a®b) = ab. Como A é comutativo, p é
um homomorfismo de anéis. Logo, A é um A® 45 A-mddulo via (a®b)-c = p(a®b)c,
para quaisquer a,b,c € A. Vamos provar que p(o) = Y ., y;x; = 1a € ao = oa,
isto é, (a ® 14 — 14 ® a)o = 0, para todo a € A. Para todo g € G, fixemos

0y = p(td @ (g 01,-1))(0) € E,. Entao,

0% = p(id ® (8,0 1,4))(0) - pu(id @ (B,  1,1))(o)
= j(id @ (B, 0 1,1)(0) - (id ® (B, 0 1,-1))(0))
— j(id @ (8, 0 1,1))(0%)
— ju(id @ (8, 0 1,1))(0) = 0y,
para todo g € G. Ou seja, 0, é um idempotente.

Além disso, para todo a € A, temos que

aog = algp(id @ (B4 0 14-1))(0)
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= 11(a ® 1) p(id ® (By 0 14-1))(0)

= 1u((a ® 1,)(id @ (B, © 15-1))(0))

= 1((id ® (Bg 0 1g-1))(a ® 14)(id @ (By 0 14-1))(0))
= p((id @ (By 0 14-1))((a ® 1a)0))

= p((id @ (By 0 14-1))((1a ® a)o))

= p((id ® (By 0 14-1))(1a ® a)(id ® (By 0 14-1))(0))
= (14 ® Bylaly—1))(id @ (By 0 14-1))(0))

= (1a ® By(aly-1)) - p((id @ (By 0 14-1))(0))
=(la® 5g(a1g‘1>> "0 = Bg(alg‘1>09

Note que aoy, = B,y (alyg))o,. Portanto, como A é S-forte, se g ¢ Gy, temos que
= 0. Logo, Y, z;y; = 14 0 que implica que >, y;x;1. = 1., para todo e € G.

Entao, 3 i yiBy(xilg-1) = p(id @ (g0 14-1))(0) = 04 = D", cg, degle, O que conclui

que {y;, r;}7, é um sistema de coordenadas de Galois de A sobre A°. O
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Capitulo 3

Teoria de Galois infinita

A Teoria de Galois clédssica sobre corpos nos diz que dado E uma extensao de corpo
finita e galoisiana de um corpo K, existe uma correspondéncia entre as extensoes
intermedidrias K C L. C E e subgrupos de Autg(E) dos automorfismos de E que

mantém o corpo K fixo.

No entanto, em geral, quando passamos a considerar extensoes infinitas, tal
correspondéncia nao é verdadeira. O primeiro a estabelecer uma correspondéncia
analoga para extensoes infinitas foi o matematico W. Krull. Em seu trabalho, Krull
considera uma topologia em Auty(E) e verifica que os subgrupos que correspondem
a extensoes intermediarias de K C I C [E sao exatamente os subgrupos fechados
nesta topologia. Em [I3] H. F. Kreimer estende essa correspondéncia para agao
de grupos sobre um anel nao comutativo. Inspirados nessas ideias, equiparemos o
grupoide G com uma topologia e mostraremos uma correspondéncia bijetiva entre
os subgrupoides amplos e fechados de G e os Kg-subanéis de A, que além de estender
a correspondéncia dada por Kreimer, também estende o Teorema apresentado

no capitulo anterior.
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3.1 Pré-requisitos sobre Topologia

Nessa primeira se¢ao, apresentaremos os conceitos topolégicos e as notagoes ne-
cessarias para o desenvolvimento dos resultados que serao exibidos na sequéncia.

Iniciaremos com a definicao cléssica de um espaco topologico.

Definig¢ao 3.1.1. [I7, Secao 3.3] Uma topologia em um conjunto X é uma colegao
7 de subconjuntos de X, chamados os subconjuntos abertos (segundo a topologia

7) satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) X e o subconjunto vazio () sao abertos;

(ii) A unido de uma familia qualquer de subconjuntos abertos ¢ um subconjunto

aberto;

(iii) A interse¢ao de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subconjunto

aberto.

Dizemos que (X,7) é um espago topoldgico, onde X é um conjunto e 7 é uma
topologia em X, e por vezes nos referimos aos elementos de X por pontos de X.
Por simplicidade, diremos que o conjunto X é um espago topoldgico, mencionando

7 somente quando necessario.

Definigao 3.1.2. |25 Definition 6.1] Se (X, 7) é um espago topoldgico e £ C X,
entao 7/ = {ENU : U € 7} é uma topologia para E. Dizemos que 7" é uma
topologia relativa para E e os abertos £ N U sao chamados de abertos relativos em

E.

Exemplo 3.1.3. [17, Exemplo 3.3.6] Em qualquer conjunto X podemos definir uma
topologia 7 em X tomando todos subconjuntos de X como abertos. A topologia 7

¢ chamada topologia discreta.
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Definigao 3.1.4. [25, Definition 5.1] Seja X um espago topoldgico. Uma base
de abertos é uma colecao B de subconjuntos abertos de X, satisfazendo que todo
aberto U € X é da forma U = B.es Ba- Nesse caso, por simplicidade, dizemos

que B é uma base de X e seus elementos sao chamados de abertos bésicos.

Um exemplo fundamental para a correspondéncia de Galois que apresentare-
mos é o exemplo de topologia finita. Para apresenta-la utilizaremos uma defini¢ao

alternativa (mas equivalente) de espago topolégico.

Definig¢ao 3.1.5. [25, Definition 4.1] Seja = um elemento do espaco topolégico X.
Um conjunto U é uma vizinhanga de = se existe aberto V' C U tal que x € V. A

colecao U, de todas as vizinhancas de x é chamada de sistema de vizinhancas de .

Proposicao 3.1.6. |25 Theorem 4.2] Seja x um elemento do espaco topolégico X .

Entao um sistema de vizinhancas U, satisfaz as propriedades abaizo.

(i) Se U € U,, entio x € U;

(ii) Se U,V €Uy, entao UNV € U,;
(ili) Se U € U,, entdo existe um V € U, tal que U € U, para cada y € V;
(iv) SeUeU, eU CV, entio V € Uy;

(v) U C X € aberto se e somente se U contém uma vizinhan¢a de cada um dos

seus elementos.

Reciprocamente, fizado um conjunto X, se existir uma cole¢cao U, de subconjun-
tos de X que satisfaz os itens (i) a (i), para todo x € X, e definirmos abertos como
no item (v), entdo isso faz de X um espago topoldgico e o sistema de vizinhangas é

precisamente U,.
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Definigao 3.1.7. [25, Definition 4.7] Sejam X um espaco topoldgico e U, um sis-
tema de vizinhancas de z € X. Dizemos que uma subcolecao B, de U, é uma base

de vizinhancas de x se todo U € U, contém algum V € B,. Dessa forma,
U, ={U C X :V CU para algum V € B, }.

Uma vez escolhida uma base de vizinhancas, seus elementos sao chamados vizi-

nhancgas bésicas de x.
Proposicao 3.1.8. [25, Theorem 4.5] Seja x um elemento do espago topologico X .

Entao uma base de vizinhangas B, de x satisfaz as propriedades abaizo.

(i) SeV € B,, entio x € V;
(ii) Se V1,V € B,, entdo existe V3 € B, tal que V3 C Vi N Vy;

(ili) Se V' € B,, entao existe Vi € B, tal que se y € Vy entao existe W € B, com
WCVv;

(iv) U C X € aberto se e somente se U contém uma vizinhanga bdsica de cada um

dos seus elementos.

Reciprocamente, fixado um conjunto X, se existir uma cole¢cao B, de subcon-
Juntos de X que satisfaz os itens (i) a (iv), para todo x € X, e definirmos abertos
como no item (v), entdo isso faz de X um espago topoldgico e a base de vizinhangas

é precisamente B,.
Agora, serao apresentados outros conceitos e resultados topoldgicos que serao
usados no decorrer deste trabalho.

Definicao 3.1.9. |25, Definition 8.1] Sejam {X; : i € I} conjuntos nao-vazios.

Definimos o produto cartesiano dos conjuntos X; por

HXi:{x:I%UXi:x(i)eXi,ViEI}.

il el
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Denotaremos por x; em lugar de z(i) e dizemos que z; é a i-ésima coordenada
de x. Além disso, fixaremos a notacao para a aplicacao m; : [[,.; X; = Xj, definida

por 7;(x) = x;, chamada de projegao de [[.., X; em Xj.

Agora, estaremos interessados no caso em que, com a notagao acima, cada X; é

um espaco topolégico e como isso induz uma topologia em [], , X;.

Definicao 3.1.10. [25, Definition 8.3] Sejam {X;};c; uma familia de espagos to-
polégicos, para algum conjunto de indices I. Definimos a topologia produto (ou

topologia de Tychonoff) em [[,.; X; pela topologia obtida tomando a base de aber-

el

tos da forma [[._, U;, satisfazendo:

iel
(i) U; é aberto em X, para cada i € I;
(ii) U; # X, apenas para um numero finito de coordenadas.

Defini¢ao 3.1.11. [25, Theorem 4.7] Seja U um subconjunto do espago topoldgico
X. Dizemos que um ponto x € X é um ponto interior de U se alguma vizinhanca
basica de x estd contida em U. Denotamos por Int(U) o conjunto dos pontos

interiores de U.

Teorema 3.1.12. [25, Theorem 3.11] Seja X um espago topoldgico. Entio U C X

¢ um aberto de X se e somente se U = Int(U).

Definigao 3.1.13. [25, Definition 4.9] Seja V' um subconjunto do espago topoldgico
X. Dizemos que um ponto x € X é um ponto de acumulacao de V' se cada vizi-
nhanga de x contém um ponto de V diferente de x. Denotamos por V' o conjunto

dos pontos de acumulacao de V.

Definigao 3.1.14. [25, Theorem 4.10] Seja V' um subconjunto do espago topoldgico
X. Definimos o fecho de V por V =V U V’. Dizemos que V é fechado se V =V,

ou equivalentemente, se V' C V.,
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Uma importante propriedade dos conjuntos fechados é que a uniao finita de
conjuntos fechados é um conjunto fechado. Além disso, a uniao do fecho é o fecho

da uniao.

Teorema 3.1.15. [25, Theorem 3.7] Se X ¢é um espago topologico e V = J,.; Vi,

onde {Vahrer € uma familia finita de subconjuntos de X, entio V = U,¢; Va.

Definig¢ao 3.1.16. |25, Secao 6.4] Um subconjunto W de um espago topolégico X
é dito denso em X se W = X. Equivalentemente, W é denso em X se todo aberto

nao vazio de X contém algum ponto de W.

Definigao 3.1.17. [I7, Secao 7.2] Sejam X um espago topoldgico e S um subcon-
junto de X. Uma cobertura de S é uma familia C = {C;};c; de subconjuntos de X

tal que S C |J,;¢; Ci.

Dizemos que uma cobertura C é aberta quando os conjuntos C; que a compoem
sao abertos. Do mesmo modo, dizemos que C é uma cobertura finita quando o

conjunto de indices I é finito.

Seja C = {C;}ic; uma cobertura de S. Uma subcobertura de C é uma subfamilia
C' = {C,}jes, onde J C I, que ainda é uma cobertura de S, isto ¢, continua vélida

a propriedade S C |, Cj.

Definigao 3.1.18. [25, Definition 17.1] Um espago topoldgico X é dito compacto

quando toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura finita.

Teorema 3.1.19. [25] Theorem 17.4] Seja X um espaco topoldgico. Entdo, X
¢ compacto se e somente se toda familia {V;}ic; de subconjuntos fechados de X
satisfaz a sequinte propriedade: se (\,.; Vi # 0 para todo conjunto finito Iy C 1,

entdo (e, Vi # 0.

icly

Lema 3.1.20. Um conjunto X é compacto com a topologia discreta se e somente

se X for finito.
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Demonstragao. Seja X um conjunto compacto com a topologia discreta e infinito.
Consideremos também a cobertura de X dada por C = {{z} : * € X}. Entao,
existe uma subcobertura finita, digamos C' = {{z;} : 1 < i < n}, para algum
inteiro positivo n. Como X é infinito, existe y € X tal que {y} ¢ C’, o que é uma

contradicao. Portanto X deve ser finito.

Reciprocamente, se X é um conjunto finito indexado por X = (Ji_ {z,} e
C = {C; : i € I} uma cobertura de C, onde I um conjunto de indices, entao, para
cada z; € X, existe C; € C tal que z; € ;. Logo, C' = U?:l C; é uma subcobertura

finita para X, portanto X é compacto. O

Teorema 3.1.21. [25 Theorem 17.5] Se X € um espago topoldgico compacto e V

um subconjunto fechado de X, entao V é compacto.

Teorema 3.1.22. (Tychonoff)[25, Theorem 17.8] Dada uma familia de espagos
topoldgicos { X }ier, para algum conjunto de indices I e ao menos um espago nao
vazio, entdo o espago produto [[,., Xi € compacto se e somente se cada X; € com-

pacto.

Definigao 3.1.23. [25, Theorem 7.2] Sejam X e Y espagos topoligicos e uma
funcao f: X — Y. Dizemos que f é continua se f~'(H) é aberto em X, para todo

aberto H de Y.

Teorema 3.1.24. [25, Theorem 7.2] Sejam X e Y espacos topoldgicos e uma fungao
f: X =Y. Entao, f € continua se e somente se para todoV C'Y fechado, tivermos

que f~Y(V) € fechado em X.

Teorema 3.1.25. |25 Theorem 17.7] Se X e Y sao espagos topolégicos e f: X —

Y é uma fungao continua, entao f(W) é compacto de'Y, para todo compacto W de

X.
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3.1.1 Topologia Finita

A seguir apresentaremos a topologia finita, seguindo [15]. Dado um anel R qual-
quer, a topologia finita é definida no conjunto dos homomorfismos de anéis End(R).
Apresentaremos tal topologia de forma geral para um anel R qualquer e, em seguida

analisaremos como suas propriedades se traduzem para o anel A = P E. utili-

e€Go

zado nos resultados que apresentaremos posteriormente.

Se R é um anel qualquer, definimos para cada x € R:
U, ={¢ € End(R) : p(z) = 0}.

Vejamos que U, define um ideal a esquerda de End(R), para cada = € R.

e (p—o)(z) =) —0o(x) =0-0=0;

o (pop)(z)=1(p(x)) =¢(0) =0,

para quaisquer p,0 € U, e ¢ € End(R). Agora, para cada subconjunto finito
X C R, podemos definir o ideal a esquerda Ux = [,y Us. Note que Uy é um ideal

a esquerda pois é intersecao de ideais a esquerda. Além disso, é da forma:

Ux ={p € End(R) : p(x) =0,Vz € X}.

Note que U, (portanto Ux) nao é ideal a direita. Mesmo assim, podemos tomar
o conjunto das classes de equivaléncia End(R)/Uy, onde a relacao de equivaléncia

¢ dada por

o~ s - e Uy,

para quaisquer ¢, € End(R). Denotaremos as classes de End(R)/Ux por ¢ + Uy,

para cada conjunto finito X C R. Logo,

¢+ Ux ={¢ €End(R) : ¢ — ¢ € Ux}
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={¢Y € End(R) : (v — p)(x) =0,Vz € X}
={¢¥ € End(R) : ¢¥(z) = ¢(z),Vz € X}.

Proposicao 3.1.26. Se R ¢é um anel e para cada ¢ € End(R) definimos a cole¢ao

de conjuntos
B, = {¢+ Ux : para todo conjunto finito X C R}.

Entao, B, € uma base de vizinhangas para ¢ € End(R).

Demonstracao. Vejamos que, de fato, os conjuntos definidos no enunciado desta

proposigao satisfazem os itens (i) a (iii) da Proposigao |3.1.8

(i) Dado um conjunto finito X C R tal que ¢ + Ux € B, entdo trivialmente

o(x) = ¢(x), para todo x € X. Logo, ¢ € ¢ + Ux;

(ii) Se X1, X, € R sao conjuntos finitos, consideremos ¢ + Ux, e ¢ + Ux, € B,,.
Fixando X = X; U X, temos que ¢ + Ux C ¢ + Ux, N + Ux,. De fato, se

Y € o+ Uy, entao (x) = ¢(x), para todo x € X = X; U Xs.

(iii) Devemos mostrar que, para todo ¢ + Ux € B, existe ¢ + Uy € B, tal que:
se ¥ € ¢ + Uy, entao existe v + Uz € By, onde ¢ + Uy C ¢ + Ux. Para essa

propriedade basta tomar Z =Y = X.
Portanto, B, é uma base de vizinhangas para cada ¢ € End(A). O

Com a notagao da Proposicao [3.1.26| acima, B, ¢ uma base de vizinhancas
para cada ¢ € End(A). Entdo, a Proposigao diz que End(R) é um espago
topoldgico, onde os abertos sao os conjuntos V' que contém uma vizinhanga bésica

de cada um dos seus pontos. Essa topologia chama-se topologia finita.
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3.1.2 Topologia Finita e acao 3

Nesta subsegao, iremos analisar a relacdo entre a acao = ({Ej}geg, {By}gec) €
a topologia finita em End(A), bem como algumas propriedades que surgem dessa
relacao. Para tanto, a partir deste ponto neste trabalho, iremos fixar os seguintes

conceitos:

e G é um grupoide de ordem qualquer, com conjunto de unidades Gy finito;

o 3 = ({E;}4eq,{By}geg) denota uma agao de G sobre um anel A da forma

A= @eego E., onde cada FE, é um ideal com unidade 1., para e € G.

Observamos que o conjunto G' = {8, 01,-1 € End(A) : g € G} é naturalmente

isomorfo a G com a operacao dada por:

J(Byoly-1)(Brolp-1) < Jgh € G e nesse caso (By01,-1)(Brolp-1) = Bynol -1

Dessa forma, podemos identificar G e G de forma indistinguida quanto a estrutura
de grupoide. No entanto, G C End(A), o que permitird estudar as relagoes entre a
estrutura de grupoide de G e os aspectos topologicos de End(A). Por simplicidade,

identificaremos G e G apenas por G.

Note que, uma vez que o anel A é unitario, entdao o nimero de identidades G

de G ¢é finita. Além disso, G = |, cg, Ge,s» onde
Gey=19€G:8,: Ec.— Ef,onde e, f € Gy}

Observacao 3.1.27. Pelo Teorema [3.1.15| temos a seguinte descricao para o fecho
de G em End(A) com a topologia finita: G = Ue.rego G.s. Esta relacio serd util
para provar que existe uma acdo de G em A. Além disso, denotando o conjunto dos
pontos de acumulacao de G, s por (Ger)', ¢ € (Ge s) significa que toda vizinhanca

de ¢ possui um elemento g € G y. No caso da topologia finita, se traduz da seguinte
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forma: para todo conjunto finito X C A, existe g € G s tal que (f401,-1) € p+Ux,

ou ainda, ¢(z) = fB4(x1,-1), para todo z € X.

Lema 3.1.28. Se ¢ € G. ¢, entdo ¢|g, € um isomorfismo de anéis, onde ¢(E,) =

E¢, para quaisquer e, f € Gy. Além disso, ¢|g, = 0, para todo | € Gy tal que | # e.

Demonstragao. Se ¢ € Ge ¢, entdao ¢ € Gy ou ¢ € (Ges)’. No primeiro caso nao
hé o que fazer. No segundo caso, como (G, )’ C End(A), temos que seus elementos
sao homomorfismos de anéis. Além disso, para qualquer a € £}, existe g € G, ; tal

que ¢(a) = By(al,—1) = 0, o que prova que ¢|g = 0, para todo | € G tal que [ # e.

Agora, mostraremos que ¢|g, é um monomorfismo. Seja x € E, tal que p(z) =
0. Uma vez que ¢ ¢ um ponto de acumulacao, existe (8 0 1,-1) € ¢ + Uy,
para algum g € G.r. Ou seja, p(x) = fy(xl—1) = Py(x) = 0. Mas como f, é
isomorfismo, temos que x = 0. Logo, ¢ é monomorfismo.

Para a sobrejetividade, fixemos y € E; e o conjunto T, = {B,(yl,~1) : g €
G}. Note que T, é um conjunto finito. Com efeito, o conjunto unitério {y} é um
subconjunto de A, que por sua vez é um Kg-anel. Entao, existe um subanel j-
admissivel B tal que {y} C B. Logo, o conjunto {3, o 1,-1|p}4eg deve ser finito,

portanto 7T}, deve ser finito.

Dessa forma, podemos considerar a vizinhanca ¢ + Ur,. Como ¢ ¢é ponto de
acumulacdo, existe h € G, ¢ tal que B, 0 1,-1 € ¢ + Uy, , ou seja, By(xly-1) = ¢(z),

para todo = € T,. Note que ' = B,-1(y) € T, N E,. Assim,
(') = Bu(a") = Bu(Br-1(y)) = Baw (y) = y.

Portanto, ¢ é sobrejetora. O

Pelo Lema |3.1.28 acima, dado ¢ € ff temos que p = ¢ o 1., onde ¢

e € Gy. Nessa direcao, temos o lema a seguir.

Ee#Oe
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Lema 3.1.29. O fecho G de G em relacdo a topologia finita em End(A) possui uma

estrutura de grupoide na qual G é um subgrupoide de G.

Demonstracao. A operacao é definida via composi¢ao de fungoes. Vamos provar
que tal operacao é fechada. Para tal, sejam ¢ € Tf e € g_fl Vamos provar
que P € G.;. Se X é um conjunto finito de E., entdo existe g € G, tal que
g € ¢+ Ux, ou seja, By(xl,-1) = ¢(x), para todo z € X. Além disso, o conjunto
Y = {By(x1,-1) : x € X'} é finito, entdo existe h € Gy, tal que h € 1 + Uy, ou seja,

Br(yly-1) = ¥(y), para todo y € Y. Portanto,

Yo(r) = P(By(2lg-1)) = Bu(By(lg-1)1)-1) = 5hg($1hg*1)a

para todo x € X. Entao, hg € o + Ux logo ¥y € @

Agora, vamos provar que para todo ¢ € If existe ! € ﬂ Fixemos X um
subconjunto finito de E; e considere T' = {¢~*(z) : # € X'}, como X é um conjunto
finito, entao T é um conjunto finito de E.. Logo, existe g € G tal que 3, € ¢ + Ur,

ou seja, B,(t) = ¢(t), para todo t € T'. Ou ainda,

By~ () = ¢~ (z)) = =, (3.1)

para todo z € X. Podemos reescrever da seguinte forma: ¢~ !(z) = S,-1(x),

para todo € X. Portanto, o' € By-1 + Ux. Logo, o' € @f O

Pelo Lema [3.1.29 acima, podemos definir uma agio 8* = {{Ey},cg, {8y} ,eg} de

G em A de forma natural, onde as aplicagoes 3, : Eqg) — Eyr(g) sao os isomorfismos

parciais que surgem ao considerarmos o fecho Gy g) r(g)-
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3.2 Teoria de Galois para grupoides infinitos

3.2.1 A passagem para o caso infinito

Nesta subsecao discutiremos como as propriedades de anéis S-admissiveis sao
transportadas para o caso de G ser um grupoide de ordem qualquer (nao necessa-
riamente finita). Entao, apresentaremos como alguns dos resultados do Capitulo 2
tem sua versao estendida quando G nao for, necessariamente, finito. Estes resulta-
dos também serao essenciais para a prova da correspondéncia que apresentaremos.

Comecaremos estendendo algumas definig¢oes.

Definicao 3.2.1. Se B é um subanel de A, dizemos que a acdao [ restrita ao
subanel B é fortemente independente se, para todo subconjunto S C G tal que
{Br o 1p-1|p}nes sao todos distintos, existir (z;,y;) € B x A, onde 1 < i < n, tais

que:

Zyzﬂh(‘rillrl) = Z de,nle,
i—1

e€Go

para todo h € S. Neste caso, dizemos que B é um subanel S-independente de A.

Definicao 3.2.2. Considere  uma agao de G sobre A. Dizemos que um subanel

B de A é p-admissivel se:

(i) A% C B;
(ii) B é p-independente e o conjunto {f, o 1,-1|p} é finito;
(iii) A” é um somando direto de B como A’-médulo & esquerda.

Observacao 3.2.3. Note que a exigéncia de {, o 1,-1|p} ser finito na Definicao
3.2.2| é supérflua sempre que o grupoide G for finito. Como no Capitulo 2 foram

considerados apenas grupoides finitos, esta exigéncia foi omitida na Definicao [2.2.1]
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Definicao 3.2.4. Dizemos que A é um Kpg-anel se todo subconjunto finito de A

estd contido em um subanel S-admissivel de A.

Se B é um subanel S-admissivel de A, a condicao de {,01,-1|p} ser finito per-

mitird uma generalizacao adequada da funcao trago, como descreveremos a seguir.

Seja B um subanel de A tal que o conjunto das restricoes de G em B, que
denotaremos por S(B) = {8, 01,-1|g}, ¢é finito. Definimos a fungao trgpz) : B — A
por trgp)(b) = 3 cs(p) Bg(blg-1), para todo b € B. Mostraremos que trg(s)(B) C

AP Para isto precisaremos do lema a seguir.

Lema 3.2.5. Seja B um subanel de A tal que S(B) = {f, 0 1,-1|p} € finito.
Para h € G, defina S(B)yn) = {By0 141l € S(B) : r(g) = r(h)} e S(B)an) =
{801,115 € S(B) : 1(g) = d(W)}. Entio a fungio fu = S(Ban — S(B)sr,

definida por fi(By0 14-1|B) = Prg © Ling)-1|B, € uma bijegdo.

Demonstragdo. Primeiramente, note que f, : S(B)gn) — S(B)n) esta bem de-
finida pois, se 3y 0 1,-1|p € S(B)awm), entdo r(g) = d(h), portanto Jhg e fiy o

Ling)-1|B € S(B)rny, uma vez que r(hg) = r(h). Mostremos a injetividade. Sejam
Bgoly-i|p,Bioli-1|lp € S(B)an tais que By 0 1y-1|p # [0 1;-1]|p. Assim, existe
b € B tal que B4(bl,-1) # Bi(b1;-1). Como fy, ¢ injetora, Brg(blpg-1) # Bri(blp-1).

Para a sobrejetividade, se 8, 0 1,-1|p € S(B),n) entao r(g) = r(h), com isso pelo

Lema temos que existe [ € G tal que Fhl e g = hl. Como r(l) = d(h), temos

que By ol-1|g € S(B)any € fn(Bioli-1|B) = Bro L1l = By o 14-1]B. O

Lema 3.2.6. Se B ¢ um subanel de A tal que S(B) € finito, entio trgp)(B) C AP.

Demonstragao. Utilizando o item (i) do Lema e Lema[3.2.5] para cada h € G,

temos que

Bi (trsmy(®) = Bu | | D Be(bly1) | 1ns

geS(B)
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= B (B (b1g-1) 1y-1)

ges

= D B (blug—) L

r(g)=d(h)

= Z B (b11-1) 1y,

r()=r(h)

Z By (b1;-1) 1,

1€S(B)

para todo b € B. Ou seja, trg(p)(b) = >_ cq(p) Bg(blg-1) € AP, O

O lema a seguir permite uma descri¢ao mais especifica para o conjunto {f, o
l,-1|B}

Lema 3.2.7. Sejam B um subanel de A tal que S(B) = {B, 0 1,-1|p} € finito e
C=1{g; €G:1€l} um sistema de representantes para as classes laterais de Hp
em G, para algum conjunto de indices I. Entao, {By 0 15-1[p} = {By, o 1 -1[p}.
Além disso, {8y 0 1,-1|p} € finito se e somente se (G : Hp) € finito e, neste caso,
trsm () = Y By(bly) =Y B, (bly ),
9eS(B) i=1

para todo b € B, onde n = (G : Hp).

Demonstragdo. Claramente {3, 01 -1|p} C {B;01,[p}. Reciprocamente, se g € G,
entao g € g;Hp, para algum j € I. Mais ainda, existe h € Hp tal que g = g;h.

Assim,

59([)19*1) = ngh(bl(gjh)*l) = 69]' (ﬂh(blgj*l)lhfl) = ﬂg,j(b19j71)7

para todo b € B. Assim, para todo g € G temos que f;01,-1|p = 3, © 19_—1|B7 para
algum ¢ € I. Portanto, {5, 01,|p} = {By, © 1,-1|5}-

Com o célculo acima, é imediato que {,01,-1|p} é finito se e somente se (G : H)

é finito. E também trgp)(b) = > B, (bly,-1), para todo b € B. O
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Com a generalizagao apresentada da fungao trago e os lemas acima, podemos
obter versoes estendidas de resultados do Capitulo 2 para grupoides de ordem qual-
quer (ndo necessariamente finita). A seguir, apresentaremos os principais resultados

e suas demonstracoes.

Lema 3.2.8. Seja B um subanel de A tal que o conjunto S(B) = {f,0 1,-1|p} €
finito. Se existir ¢ € B tal que trgp)(c) = 14 e A’ C B, entio AP é um somando

direto de B como AP-mddulo & esquerda.

Demonstragao. A prova deste lema é andloga a feita no Lema [2.2.6 trocando trs

por trg(p). O

Proposicao 3.2.9. Sejam A um Kg-anel e B um subanel 3-independente de A tal
que A® C B e S(B) = {B,01,-1|p} € finito. Entdo, existe um elemento d € B tal

que trgpy(d) = 14.

Demonstracao. A prova desta proposicao é andloga a feita na Proposicao [2.2.7],
trocando trg por trgp). O
Corolario 3.2.10. Sejam A um Kg-anel. Entao, B é um subanel B-admissivel de
A se e somente se AP C B e B for B-independente, onde {B,0 1,-1|p} € finito.
Demonstragao. Segue da Definicao de [-admissivel e reciprocamente, da Pro-

posicao |3.2.9 e do Lema [3.2.8] O

Lema 3.2.11. Sejam A um Kg-anel, H um subgrupoide amplo de G e B um subanel

B-admissivel de A tal que Hg C H. Entdo, A" € um subanel B-admissivel de A.

Demonstragdo. Vamos provar que AP* satisfaz as condicoes da Definicao de

[-admissivel.

Como H é um subgrupoide amplo de G, pelo Lema [1.1.20| temos que A% C AP,

Observando que o fato de B ser -admissivel diz que {3, o0 1,-1|g} ¢é finito, entdo
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pelo Lema temos que (G : Hp) ¢é finito. Dessa forma, (G : H) e (H : Hp)
também sdo finitos. De fato, se (G : H) ou (G : Hp) fossem infinitos, pelo Lema

1.2.4) terfamos que (G : Hp) é infinito, o que é uma contradigao.

Vamos mostrar que A%* é S-independente. Fixemos {g; € G:1<i < (G:H)}
e{hj € H:1<j < (H:Hp)} sistemas de representantes das classes laterais a
esquerda de H em G e Hp em H, respectivamente, de tal forma que as classes que
contém as identidades sejam representadas pelas mesmas. Pelo Lema temos

que

é um sistema de representantes das classes laterais a esquerda de Hp em G. Com
isso, pelo Lema(3.2.7, S(B) = {Byn;°1(gn;)-1|5}. Agora, como B é S-independente,
existem (zg,yx) € B x A, onde 1 < k < n, tais que
Z YBain; (Tr1(gn Z Oc,gihjLes
e€Go
para todo g;h; € S(B). Com isso, fixemos (wy, yr) € A% x A, onde

(H:HB)

Z B, ﬂikl

para 1 < k < n. Note que de fato w;, € A%, para 1 < k < n, pelos Lemas
e 3.2.61 Utilizando novamente o Lema [3.2.6] temos que, se r(h;) # d(g;), para
1<i<(G:H)el<j<(H:Hp), entdo By, (zxl;,-1)1,-+ = 0. Logo,

n n HHB)
Zykﬁ%(wklg;l) = Z:ykﬁgZ Z ﬁh ZL‘kl 19;1
k=1 k=1

(H:HB)

= By, Z B (211,
)

= b, > By (zrly)
h=1

r(hj)=d(g:)
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= Zyk Z ﬂgihj(xkl(gihj)_l)
k=1

r(h;)=d(g:)

- Z Z ykﬁgih]‘ (xkl(gihj)_l)

k=1 r(h;)=d(g:)

:Z Z ykﬁgihj(mkl(gihj)—l)

k=1 gihjES(B)

- Z Zykﬁgihj (xkl(gihj)*l)

gih;€S(B) k=1

= Z Z 5e,gihj 167

gih;€S(B) e€Go
Note que, uma vez fixado g;, onde 1 <i < (G : H) e e € Gy, temos que Oc,gih; =
14 se e somente se g;h; = e. Por sua vez, g;h; = e se e somente se, ou g; = h; = e
ou g; = hj_l # e. Mas o segundo caso nao ocorre, pois se fosse o caso teriamos
que e € g;H e fixamos que as classes laterais que contém as identidades seriam
representadas pelas mesmas. Portanto, 5e,gihj = 14 se e somente se g; = h; = e,
logo

Z ykﬁgl (U}klg:l) = Z Z 5e,gihj16 = Z 66,91'16
k=1

r(h)=d(g;) e€%o e€Go

Portanto, existem (wy,yr) € A’ x A, onde 1 < k < n tais que

Z Y (wilg-1) = Z Oe.g; Le-
k=1

e€Go
Entao, A%% é B-independente. Por fim, pelo Coroldrio [3.2.10| temos que A" é

[-admissivel. O

Proposicao 3.2.12. Se A € um Kg-anel e H é um subgrupoide amplo e de indice

finito em G, entdao AP" € um subanel B-admissivel de A.

Demonstracdo. Suponha que A%* nao é um subanel S-admissivel de A. Fixando

F; um subconjunto finito de A°*, temos que H C Hp,. De fato, se h € H, entao
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Bu(al,—1) = aly, para todo a € A", em particular vale para todo a € Fy. Com

isto, pela Proposicio [1.1.20, temos que A™m C APx.

Como A é um Kjg-anel, existe um subanel S-admissivel B de A tal que F; C B.

Novamente pela Proposigao [1.1.20} temos Hp C Hp,. Logo, o Lema|3.2.11| nos diz

que A”"F 6 um subanel B-admissivel de A, portanto A7 £ AP ou seja, existe

c € AP tal que ¢ ¢ A7

Agora, fixe Fy = F; U {c}. Entdo H C Hp, C Hp e repetindo o argumento
anterior indutivamente, obtemos a seguinte cadeia descendente de subgrupoides de

g

Hp, 2He, 2 2Hp, 2 ...

- = n -

Note que, se H = Hp,, para algum i > 1, entdo A%* = A°F e nesse caso terfamos
uma contradi¢do com a suposicio de A’* nao ser S-admissivel. Logo, H C Hp., para
todo 7 > 1. Note que, se Hp, e Hp, sao tais que Hr, 2 Hp;, entao pelo Lema W
temos que (G : Hp,), (G : HF,) sdo finitos. Por outro lado, (G : Hp,) > (G : Hr,).
Portanto, (G : H) > (G : Hp,), para todo i > 1. Mas neste caso H nao teria indice
finito em G, o que é uma contradicao. Portanto, A% é um subanel 3-admissivel de

A. ]

Lema 3.2.13. Sejam A um Kg-anel, H um subgrupoide amplo de G e B um subanel

B-admissivel de A tal que Hp C H. Entao, A é um Kag,, -anel.

Demonstragao. Observe que na prova do Lema [3.2.11| mostramos que (G : H) é

finito e que existem (wy,yx) € A" x A, onde 1 < k < n tais que

n
Z ykﬁgl (wklg—l) = Z 5e,gi 167
k=1 e€Go

onde {g; € G : 1 <i < (G:H)} é um sistema de representantes para as clas-

ses laterais a esquerda de H em G. Se g; ¢ H, em particular g; ¢ Gy, logo

85



CAPITULO 3. TEORIA DE GALOIS INFINITA

Y or1 YDy (wily—1) = 0. Entao, g; ¢ Hysy. Como Hys, C H e, uma vez que
a inclusao inversa é imediata, temos que H 45, = H.

Para cada g; € G — H, fixemos a; € A% tal que Bgi(ailgfl) # a;l,. Observe
que a; existe, para cada 1 <1i < (G : H), pois caso contrario ﬁgi(alg__l) = al,,, para
todo a € A% entdao g; € H 4s,, = H. Dessa forma, fixemos T} = {a; }1<i<(g:m)- Por

construgao, H C Hp, C H, logo H = Hr,.

Seja F' um subconjunto finito de A e fixemos
By (Th U F)1y-1) = {By(xly-1) : 2 € Ty U F}.
Entao consideremos o conjunto:

T, =|JB,(T1UF) 1) UT U F U{0}.
9eg
Entao, FF C Ty C AP Note que B4(T51,-1) C T1,, para todo g € G. De fato, se
t € Uyeg By (11 U F) 1,-1), entdo existe h € G e a € Ty U F' tal que t = By(aly-).

Entao, para todo g € G, se d(g) = r(h) temos que

Bg(tlg-1) = by (B (alp-1) 14) = By (Bn (alp-1)) = Byn (a]-(gh)*l) .

Se g € G é tal que d(g) # r(h), entao
By(tlg-1) = By (Br (alp-1)14) = B, (0) = 0.

Além disso, se t € T} ou t € F, entdo é imediato que 34(t1,-1) € T5. Portanto,
pelo Lema [1.2.11] temos que Hyp, é um subgrupoide normal de G. Agora, consi-
deremos £ = {h € Hy, : d(h) = r(h)}. Pelo Exemplo [1.2.9, £ é um subgrupoide
normal de G. Como £ C Hrp,, temos que F C AP C APz, Provaremos que
AP & By -admissivel. Para tal, a Proposicio nos diz que A%% é um subanel

B-admissivel de A. Portanto, A% C AP¢ e a acdo 3 restrita a A% é B-independente,

86



CAPITULO 3. TEORIA DE GALOIS INFINITA

portanto é By-independente. Resta mostrar que A% ¢ um somando direto de APz

como AP*-médulo.
Como APz ¢ B-admissivel, entao A% é S-independente e S(A%¢) = {B,01,-1| 45, }
é finito. Logo, pelo Lema existe ¢ € A%¢ tal que

D> Bylelgr) =14 (3.2)

geS(APr)

Por outro lado, fixemos {h; € H : 1 < j < (H : £)} um sistema de repre-
sentantes para as classes laterais a esquerda de H em L. Pelo Corolario [1.2.14
temos que {hj_l €eH:1<j<(H: L} também é um sistema de representan-
tes das classes laterais a esquerda de £ em H. Logo, pelo Lema [1.2.4] o conjunto
{gih;' :1<i<(G:H)el <j<(H:L}éum sistema de representantes para
as classes laterais a esquerda de £ em G. Além disso, novamente pelo Lema [1.2.11],

temos que

{hjgi':1<i<(G:H)el<j<(H:L)}

também é um sistema de representantes para as classes laterais a esquerda de £

em G. Portanto, pelo Lema temos que S(AP¢) = {B, 0 1,-1] 48, } = {Bp, g1 ©
1<hjgi-1),1|Agﬁ}. Com isto e por 1)

Z 5’11'9{1(01(/1]'9{1)*1) - Zﬁg((jg—l) = la.

ng g geg

Fixemos b = Z(g H) B, 71(01 .) e vejamos que b € APz, De fato, se [ € L, como
L é um subgrupoide normal formado pela uniao disjunta de grupos, entao pelo
Lema Lg7 ' = g7 'L. Logo, existe I; € L tal que lg;* = g; 'l;, para todo
1<i<(G:H),onder(l;') =d(g;"). Com isto e utilizando o Lema m temos
que

(GH)

By (bly-1) = Zﬁ_l ()1 | = Z Byt (¢ ggy-1)

r(g; H)=d(1)
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- Z 59{111'(61(9{1%)*1) - Z 59;1 (5%(011;1)1%)

d(g; M)=r(l:) d(g; M)=r(l:)

= Z ﬂ -1 (Cll gl) = Z 591.‘1 (Clgi)

d(gl =r(l;) r(g; H)=d(1)
= Zﬁgi_l(clgi) 1, = bl;.
=1

Portanto, b € AP¢. Dessa forma, A% é um subanel tal que S(A%2) = {B,01,-1] 40, }
¢ finito e b € A2 é tal que trg4e.y(b) = 1a. Portanto, pelo Lema [2.2.6, A%
é um somando direto de A%¢ como AP*-médulo a esquerda. Portanto, F' é um
subconjunto finito qualquer de A e APz é By-admissivel tal que F' C A%2. Ou seja,

A é um Kg, -anel. ]

Proposicao 3.2.14. Sejam A um Kg-anel e B um subanel B-admissivel de A.

Entio, B = AP"s e B € finitamente gerado como AP-mddulo & esquerda e projetivo.

Demonstra¢ao. Primeiramente, se b € B entao trivialmente (5, (blj,-1) = bly, para

todo h € Hp. Logo, B C A5,

Note que, como B é f-admissivel existem (z;,y;) € B x A, onde 1 < j < n,
tais que Z;‘:l YiBe(xjlg-1) = > .cg, Oegle, Para todo g € S(B), onde S(B) =
{By 0 1,-1|p} sdo todos distintos.

Fixemos o conjunto {y; : 1 < j < n}. Pelo Lema [3.2.13| temos que A é um

Kg, -anel, portanto existe um subanel P -admissivel By de A satisfazendo {y; :

1 <j<n}C By ComoAé KBHB-anel e By é (y,-admissivel, pela Proposicao

3.2.9 existe ¢ € B; tal que

Z Bh Clh - 1A7

onde S(B)y, = {By01,-1|p, }gen, € finito. Note que, ¢,y; € By, paratodo 1 < j <

n, entdo fixando z; = ZhGS(B)H Bn(cy;1p-1), o Lema [3.2.6| nos diz que z; € A%s
B

88



CAPITULO 3. TEORIA DE GALOIS INFINITA

para todo 1 < 7 < n. Agora, se {g; : 1 < i < (G : Hp)} é um sistema de
representantes para as classes laterais a esquerda de Hp em G, onde as classes que
contém as identidades sao representadas pelas mesmas. Vejamos que vale:

> 2By (wilg) =D deg,le. (3.3)
j=1

e€Go

para todo 1 < i < (G : Hp). Com efeito, se g; = e € Gy, entao

n n n

szﬁe(lee) = Z ijjle = Z Z ﬂh (Cyjl}Fl) .I‘jle
J=1 Jj=1 J=1 \heS(B)ng
= Z Z B (cyjlp-1) Z Z B (cy;1p-1)
J=1 heS(B)n g Jj=1r(h)=e
—Z > B (eyilnr) Balw;1n1) :Z > Bu(cysiln)
Jj=1r(h)=e j=1 r(h)=e

- Z Bn (C (Z ijjlhl)) Z Bh (C (Z 5f,h11h1>)
r(h)= 7=l r(h)= f€%o
= Z ﬁh Clh (Z §f7ele> = Z 5h (Clh—l) (Z 6f,61e>
r(h)=e

r(h)= fe€bo f€Go

- 3 Bulelns (Zafe e)zu (Zéf,ele>

heS(B)y g f€bo f€bo

- Z 5f,ele

f€Go

Seja g; é um representante tal que g; € G — Gy. Note que, para todo h € Hp
temos que By (cyilp-1) 8, (21 71) € Ey,NEy = E. )N Ey,. Ser(h) #r(g;), entdo
Br(cyilp-1) By, (1 g;l) = 0. Por outro lado, no caso em que T(h) = r(g;) temos que
gi = 1(g:)g: = r(h)g; = hh™'g; e h™g; & Hp, pois caso contréario h=tg; = I/ € Hsp,
logo g; = hh' € Hp e nesse caso como as identidades sdo representadas pelas

mesmas, terfamos que g; € Gy 0 que nao ocorre pela escolha feita. Assim,

D 2Bl ) =D | Y Baleyln1)B(w1,)
j=1

j:1 hGS(B)HB
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3

= > Buleyiln-1)Bun-rg, (51 ot
=1 \r(h)=r(g)

= Z Br (cy;lp-1) B (5h lg, (xﬂlg ))
J=1 \r(h)=r(g:)

— Z 6h <Cyj1hflﬁh—1gi <$jlgi—1>>
J=1 \r(h)=r(gi)

= Bn Z cyiBn-1g, (251 (n-14-1)
J=1 r(h)=r(g:)

- Z ( ( Z ﬁh 191 .',C]]_(h 1gz) 1)))
r(h)=r(g:) Jj=1

= > (B(0)=0.
r(h)=r(g:)

Com as relacoes e notagoes acima, fixemos as aplicacgoes f; : APne — AP definidas
por f;(b) = Zgif{) By, (bzj1,-1), para todo 1 < j < n. Note que cada f; esta bem
definida pelo Lema [3.2.6]

Além disso, é de imediata verificagao que cada f; é um homomorfismo de A°-

médulos & esquerda. Agora, para todo b € A%5 usando temos que

n n (G:H)
DLz =Y D Balbzl, ) | 2
j=1 j=1 \ i=1

n

(G:H)
= Z Z /Bgi(szlg;l>x
j=1 \ i=1

n (G:H)

=Y D Balbz1,)8, (69?1 (leg))
j=1 \ =1

n

= Z B, (sz 1 (w; gl))

jnl (G:H)
- Z Z B (blgi_l) Ba; <Zjﬁg;1 (legi))
j=1 \ i=1
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n

(G:30)
— Z By <blg;1> By < d (z],B -1 (xj 91)))
= S BB, (Z zjlee)

e€Go Jj=1
= Z bl. (Z zjx;l )
e€Go j=1
=) bl (Z 5f,e1f>
e€Go f€Go
e
e€Go
=bly=0b.

Por outro lado, >° | f;(b)x; € B, pois f;(b) € A% e x; € B. Portanto, B = A%"s

e B ¢ finitamente gerado e projetivo como A?*s-médulos & esquerda. O

Proposicao 3.2.15. Se A um Kg-anel e H € um subgrupoide estritamente normal

de G, entdo existe uma acdo B de G/H em AP* tal que AP* é um Kg-anel.

Demonstracdo. Definimos a acio § = ({Eg}geq/m: {Bg}tgeq/u), onde Eg = E, N AP
e B3 : Bt — L ¢ definida por Bz(a) = By(a), para quaisquer g € G/H e a € E—
A prova de que a acdo B esta bem definida é andloga a feita na prova de m
Assim como a prova de que (A%%)7 = (AP)F = AP, Resta provar que AP* é um
Kg-anel.

Seja F' um subconjunto finito de AP*. Note que FF C A e A é um Kjg-anel,
entao existe um subanel f-admissivel B de A tal que F' C B. Logo, pelo Lema
temos que Hp C Hp, entao pelo Lema o anel A?*r é um subanel
[-admissivel de A.

Vamos provar que A%"r é um subanel f-admissivel de A%*. Como A%*r é um

subanel §-admissivel de A, entao (G : Hp) é finito e com isso podemos considerar
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{9: € G:1<i<(G:Hp)} um sistema de representantes das classes laterais a

esquerda de Hp em G. Como Hp é B-admissivel, usando o Lema [3.2.7] existem
(zj,y;) € AP*r x A, onde 1 < j < n tais que > i YiBg.(T51,=1) = 3 ceg, Jeile-
Observando que, como F C AP entdo H C Hp, logo AP*r C AP*. Com isso,
seguindo argumento estritamente analogo ao feito na Proposicao [3.2.14] apenas
trocando Hp por Hp, temos que existe z; € APrr C AP para todo 1 < j < n tal

que

n

Z 2iBg (251, Z Oe,g;1 (3.4)

Jj=1 e€Go

para todo 1 <4 < (G : Hp). Vamos mostrar que A%r ¢ B-independente. Para tal,

seja S(APHr) = {Br0154 | #x, } todos distintos. Seja Sz o I¢| € S(APxr), para

APHp
algum € € (G/H)o. Entao, como H C Hp, por (3.4)) temos que

Z 2jBe(;1e Z Zjxjle = Z Ofele
j=1

f€Go

Se g0 1F|AﬂHF # Bzolg, entdo g ¢ H e nesse caso g ¢ Hp, pois caso contrério,
By o 1F|A5HF = [z 0 1z, 0 que é uma contradicao. Logo, como g € G — Hp, temos
que g = g;h, para algum h € Hp tal que r(h) = d(g;) e 1 <i < (G : Hp). Assim,
por (E3)

> 2Ba(wil=) = Y 2By (wi1g1) = D 2iBen(wly1)
=1 =1 =1

n
= Z 2iBg, (Bn(j1p-1)1g-1) = Z 2iBg,(2j1g,-1) = 0.
j=1 j=1
Portanto, A%r é B-admissivel. Além disso, observamos que o raciocinio feito acima
€ S(APrr), existe g; € G um representante de

nos diz que para todo o 151 |A5HF

Hp sobre G tal que (50 1F|ABHF = [y, © 1,1, portanto S(APHr) ¢ finito.
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3.2.2 Teorema de correspondéncia de Galois

Nesta subsegao usaremos os conceitos e resultados exibidos ao longo do Capitulo
3 para apresentar um teorema de correspondéncia entre os subgrupoides amplos de

G que sao fechados com relagao a topologia finita, e os Kg-subanéis de A.

Lembremos que, no final da subsegao 3.1.2, provamos que, dado um grupoide
G, o seu fecho G também possui uma estrutura de grupoide quando consideramos

£, € G. Por se tratar de um grupoide composto por

os isomorfismos parciais ¢
isomorfismos parciais, este define naturalmente uma acao 8* = {{Ey},c5, 158} ,c5}
de G em A de forma natural. O resultado a seguir mostra que a propriedade de ser

Kg-anel se mantém ao considerarmos a acao dada pelo fecho G deg.

Proposicao 3.2.16. Se A é um Kg-anel, entio A é um Kpg--anel.

Demonstragao. Seja F' um subconjunto finito de A. Como A ¢ um Kg-anel, entao
existe um subanel S-admissivel B de A tal que F' C B. Vamos mostrar que o anel
B é 3*-admissivel. Comecaremos mostrando que A% = AP, Primeiramente, como
G C G, a Proposicio nos diz que A?" C AP. Reciprocamente, suponhamos
que a € A% e g € G. Note que existem e, f € Gy tais que Bgolyn € Tf Se
g € Ges, ndo ha o que fazer. Se g € (Ges)’, fixemos {al,~1} C E.. Entao existe

h € Gy tal que B 01,-1 € (Bg01,-1) + Ua1,-1}- Logo,

Bg(algﬂ) = 5g(a1971 1971) = ,Bh(algﬂlhﬂ) = 5h(a1h71).
Por outro lado, como a € AP, entao B,(al,1) = Bu(aly-1) = al, = al,. Logo,
a € A%, Portanto, A% = A%,

Este fato prova o primeiro e o terceiro item da Defini¢ao de [-admissivel,
pois A" = AP C B e A" é somando direto de B como A” -médulo & esquerda.
Resta verificar o item (ii) da Definicao [2.2.1} Seja S C G tal que {8, 0 1,-1|B}ges
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sao todos distintos. Como B é [-admissivel, {8, 0 1,-1|p}4es ¢ finito e existem
(xi,y;) € B x A, onde 1 <1i < n, tais que
D yiBe(ailg) =Y degle, (3.5)
i=1 e€Go
para todo g € S. Agora, seja T C G tal que {8}, o 1-1|p}ner sdo todos distintos.
Se h € T e h € Gy, entao por temos que > 1 | yifu(zilp-1) = Zeego denle. Se
h ¢ Go, entao existe b € Eqpy N B tal que f;,(b1y-1) # bly,. Além disso, existem
fil € Gy tais que h € %. Dessa forma, considerando o conjunto finito X =
{z; € A:1<i<n}U{b} de A, temos que existe g € Gy, tal que f,01,-1 €
(Brolp-1) 4+ Ux. Como {By01,-1|p}4es é finito, a menos de uma troca de indices,
temos que fy 0 1,1 € (By 0 1,-1) + Ux, ou seja, By(x;l,-1) = Br(z;1,-1), para
1 <i<neBy(bly1) = Bu(bly-1) # bl,. Logo, por (3.5),
Zyiﬁh(l’ilh—l) = Zyiﬂg(xilg—l) = Z egle = 0.
i=1 i=1 e€Go

Entao Y 7" yiBn(wilp-1) = Y .cg, denle, para todo h € T.

Por fim, mostremos que {3, o 1,-1|g},cg ¢ finito. Como G C G, entdo {B, o
ly-1]}geg € {Bh © 1n-1]B}peg- Usando o Lema 3.2.7) e fixando {g; € G : 1 < i <
(G : Hp)} um sistema de representantes para as classes laterais a esquerda, temos
que {By 0 14-1|p}gec = {By: © 19;1|B}gi€g C {Bn o 1h-1|B}preg- Vamos supor que a
cardinalidade de {3 o 1,-1|p};cg ¢ maior que (G : Hp) = n. Nesse caso, existem
pelo menos n 4 1 aplicagoes distintas em {3, o 1,-1|p},cg. Ou ainda, existem
Prolimfpe{bi € B:1<i<(G:H)} tais que Fi(bli-1) # By,(bily—1), para
cada 1 < i < (G :H). Agora, sendo {b; € B: 1 <i < (G :H)} um subconjunto
finito de A, existem e, f € Gy e p € Ge s tais que B, 01,-1 € (f01;-1) + U, ou
seja, Bi(bl;-1) = By(bil,~1). Mas neste caso B,(b;il,-1) # ﬁgi(bilgiq), para cada
1 <4< (G:H). Entado, f,o01l,-1|p & {f, © 19;1|B}gieg 0 que é um absurdo.

Portanto, {3, 0 1,-1|},cg ¢ finito. Logo, B ¢ #*-admissivel ¢ A é um Kg«-anel. [
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Proposicao 3.2.17. Se A for um Kg--anel, entdo G é compacto em End(A) com

relacao a topologia finita.

Demonstragao. Fixemos a € A e o conjunto T, = {By(aly-1) : g € G}. Observemos
que T, é um conjunto finito. Com efeito, o conjunto unitério {a} é um subconjunto
de A, que por sua vez é um Kg--anel. Portanto, existe um subanel 8*-admissivel B
tal que {a} C B. Logo, o conjunto {3, o 1,-1|5} g tal que todas as aplicagdes sdo
distintas deve ser finito. Dessa forma, temos que T, ¢ finito. Com isto, pelo Lema
temos que T, é compacto com a topologia discreta apresentada no Exemplo
. Mais ainda, o espaco produto [],. 4 7, por sua vez é compacto pelo Teorema
. Usaremos [],., 7o para mostrar a tese desta proposi¢ao. Utilizando a
notacao apresentada na Definicao de produto cartesiano, escrevemos

HTa:{IZA—) UTa:x(a)ETa,VaeA}

a€A acA

= {x A — U T, : x(a) = By(al,-1), para quaisquer a € Ae g € ?} .

acA
Com esta notacdo, podemos ver G como um subconjunto de [I,c4 Ta da seguinte
forma,
G= {x A — U T, : x(a) = By(aly-1),Va € A e algum g € ?} C HTa.
acA acA
No entanto, existe uma sutileza na inclusao acima. O conjunto G é o fecho de G em
End(A) com a topologia finita. Dessa forma, por motivos de clareza, denotaremos

por G quando estivermos considerando G como um subconjunto de [] ., 7, com

a€A
a topologia produto. E reservaremos a notacao ¢ quando estivermos considerando

este como subconjunto de End(A) com a topologia finita.

Com essa notacdo, consideramos a funcao identidade id : G — G. Vamos

mostrar que id é continua. Para isto, mostraremos que a imagem inversa de abertos

em G sao abertos em G. Com efeito, se E C G é um aberto, pelo Teorema [3.1.12]
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temos que para todo h € E, h é um ponto interior, ou seja, existe um subconjunto
finito F), C A tal que (B, 0 1,-1) + Ug, C E. Dessa forma, para cada h € E defina

o conjunto Pl onde
beA b

{/Bh(blh—l)}, se b e Fj
Pb = Tb7 C.C.

Com isso, fixemos P = |J,p (HbeA th) Note que, pela Definigao [3.1.10} cada

[Tyca P ¢ um aberto de [],.,To e como a unido qualquer de abertos ¢ aberto,

a€A

temos que P é um aberto de [] ., 7,. Portanto, P NG é um aberto relativo em
(Definigao tal que id(PNG) = E. De fato, se z € PNG, como z € GG, temos
que x = ffol;-1, paraalgum [ € G. Como z € P, existe h € Etalquex € [, 4 Pk,
ou ainda, £;(blj-1) = Bu(bly-1),b € Fy, ou seja, (S0 1;-1) € (Bro 1p-1) + Up, C E.

Para a inclusao contraria, basta observar que para todo h € E, temos que
Proly-1 € PNG. Logo, id(PNG) = E. Portanto, a imagem inversa de abertos

de G com a topologia finita sdo abertos em G com a topologia produto. Assim, id

é continua.

Por fim, como G é fechado e id é sobrejetora e continua, pelo Teorema [3.1.24]
temos que G' ¢ fechado no compacto ] .4 7. Entao, pela Proposicao (3.1.21] temos
que G é compacto. Logo, pelo Teorema [3.1.25 temos que G é compacto com a

topologia finita.

]

A partir deste momento, fixaremos G um grupoide fechado com a topologia

finita. Ou seja, G = G.

Proposicao 3.2.18. Seja A um Kg-anel. Se B € um subanel de A, entao Hp €

um subgrupoide amplo e fechado de G.
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Demonstragao. Pelo Lema [1.1.19] temos que Hp é um subgrupoide amplo de G.
Mostraremos que Hp é fechado. Note que, como Hp = U&fegO(HB)e’f, basta

provar que cada (Hp) s € fechado, para todo e, f € G.

Seja ¢ € ((Hp)es)'- Como ((Hp)eys) C Ge s, temos que ¢ = B 0 1,-1. Vamos
mostrar que [3;,(bly-1) = bly,, para todo b € B. Com efeito, para todo b € B, para
o conjunto unitdrio {b} C A existe | € (Hp)es tal que fjo1;-1 € B o 11 + Upy,

entao

Br(blp—1) = Bi(bl—1) = b1, = bly,.

Logo, (Hp)e.s = (HB)e s, portanto

H= | He)ey= |J Hp)ey =H.
e,f€Go e,f€bo

O

Proposicao 3.2.19. Seja A um Kg-anel. Entao, para todo subgrupoide amplo e
fechado H de G, temos H = H 455, .

Demonstracao. Dado H subgrupoide amplo e fechado de G, note que se provarmos

que H é denso em H 45,,, como por hipdtese H é fechado, entao H = H 46, .

Agora, H ser denso em H 45, , significa que para todo subconjunto finito ' C A
e Bygoly1 € H sy, existe Bp01,-1 € H tal que Br0l-1 € Byol -1+ Up. A seguir,

vamos provar que H é denso em H 45,

Seja I© € A um conjunto finito. Como A é Kg-anel, existe um subanel S-
admissivel B de A tal que F' C B. Pelo Lema3.2.7 temos que S(B) = {f,,01,-1|p}
é finito, onde {g; € G : 1 < i < (G : Hp)} é um sistema de representantes das classes
laterais a esquerda de Hp em G. Com estas notagoes, fixemos

(G:HB)
T=3 |J B,(Flg-1) p UFU{0}.
=1
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Note que T' é invariante pela acdo de G. De fato, se t € Ugi:f{B) By (F1,,-1), entdo
t = Py (bl,-1), para algum 1 < i < (G : Hp) e b € F. Se d(g) = r(g;), entdo

99; = g;h, para algum 1 < j < (G :H) e h € Hp. Logo,

Bg(tlg—l) = Bg (Bgi (blg¢—1> 1g) = ﬁg (ﬁgi (blgrl)) = ﬁggi (bl(ggi)—l)
= ngh (bl(gjh)‘l) = ng (5}1 (blh‘l) 19j) = ngh (bl(gjh)_l)
= By, (blh 19,—) = By, (blgj) .

Assim, B,(t1,-1) = By, (blg;1> €T. Se g € G étal que d(g) # r(h), temos que

Byt1,1) = B, (B (V150) 15) = 5, (0) = 0.
Entao, fB4(tly-1) =0 € T. Seb € F, como fy01,-1|p = fy, © 19{1|B’ para algum
1 <i<(G:Hp), segue que B4(bly,-1) € T, para todo g € G. Portanto, pelo Lema
211 Hr ={g € G : By(tly-1) = tl,,t € T} ¢ um subgrupoide normal de G. Com
isso, pelo Exemplo m temos que o subgrupoide Hy = {h € Hp : d(h) = r(h)}
formado pela uniao de seus grupos de isotropia de Hp é um subgrupoide normal de

Hr.

Observe que, uma vez que F' e (G : Hp) sdo finitos, entdo T é um conjunto
finito e como Gy ¢ finito, entdo T = {tl. : t € T e e € Gy} é finito. Além disso,

Hp = Hp. Com efeito, se h € Hp entao

Br(tly-1) = Br((t1p-1)1p-1) = (t1-1)1, (3.6)

para todo t € T. Note que se tl1,-1 = 0 a igualdade acima se verifica. Por outro

lado, t1,-1 # 0 se e somente se d(h) = r(h). De fato, por (, ser uma bijegao e por

(3.6)), temos que
tl,—1 7& 0& ﬂh(tlh*1> 7£ 0& (tlhfl)lh 7& 0= d(h) = T‘(h)
Entao, a partir de (3.6), temos que Sp,(t1,-1) = (t1,-1)1, = (t1,)1, = t1,, para

todo t € T. Logo, h € Hy. Reciprocamente, se h € Hy e t' € T, entdo ¢ = tl,
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para algum e € Gy. Se e # d(h), como Hr é a unido de grupos de isotropia, entdo
e # r(h) e nesse caso B (t'1,-1) = Br(tlelp-1) = Br(0) = 0 = t'1,. Se e = d(h),

como Hyp é unido de grupos de isotropia, entao e = r(h) e nesse caso

Br(t'1,-1) = Br(tledy—1) = Bu(tly-1) = tly, = t'1y,.
Logo, h € Hy.

Por outro lado, como T ¢é finito, existe um subanel S-admissivel C' de A tal que
T' C C. Entédo, pelo Lema [1.1.20, temos que Hc € Hy. Mais ainda, como C' é
p-admissivel, entdao (G : Hy) < (G @ He) < oo. Ou seja, Hyr tem indice finito
em G. Portanto, Hy tem indice finito em G. Entdo, pela Proposicao , temos
que G/Hr define uma acao em A”r dada por § = U Es}tgeq/5p0 1Batgeq iy > onde
E; = EgﬁAﬁﬁT e fg : E=r — Ej ¢ definida por f5(a) = B4(a), para todo g € G/Hr
ea€ B . Além disso, A% & um Kz-anel.

Fixemos Hy = {05 0 =] oz, 1 h € H} e Hy = {frol5=] o, 1 h € Hasn }- E
de imediata verificagao que H; e Hy s@o subgrupoides de G/ Hy. Com isso, vamos
provar que A% = AP N APrr = APns. Comecaremos por A% = AP N APrr.

Com efeito,

AP = {a € A% Br(ali—) = aly, h € Hi}
—{a € A: Bral;=) = aly;, h € Hy} N A%r
= {a € A: Bulaly—1) =aly, h € H} N A%r
= AP AP,
Para AP N A%r = AP considere a € AP N APRr ¢ T € Hy. Entao, f;(al;=) =

Bu(alp-1) = aly = aly. Portanto, a € A2, Reciprocamente, se a € A" e h € H,

como H C H sy, entdo a € AP logo a € AP N APar,

Veja que APRT ¢ um Kg-anel e G / Hr é um grupoide finito. Logo, com a notacio

do Teorema [2.3.7, temos que W(AP"1) = W(AP2), logo Hy = Ha.
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Note que dado g € H 48, entao [z o 1F|AB7:‘T € Hs, e como Hi; = Hs, entao
existe h € H tal que £ o 1= e = By o 1F|A%T. Portanto, pela forma como

foi definida a acdo §, temos que
Bg 0 1971|A5ﬂT = B0 1F|ABQT = [0 IF\ABQT =B o 1h*1’ABﬂT-

Note que o célculo acima ¢ verdadeiro, pois E v = Ey- NAr e Hy = Hs. Agora,
em particular, como F' C T C A’B’%T, temos que [y, o 1,-1|p = B0 1;-1|p, ou seja,
para todo subconjunto finito /' C A e 3;01,-1 € H 45, entao existe B 01,1 € H

tal que B 01,1 € Bgol,1 +Up. EH é denso em H yp,, . H

Combinando as Proposicoes [3.2.18] e [3.2.19, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.20. Se A um Kgz-anel. Entao, todo subgrupoide H de G € da forma

H = Hp, para algum subanel B C A se e somente se H = H.

Proposicao 3.2.21. Seja A um Kg-anel. Se H é um subgrupoide amplo de G,

entio AP é um Kg-anel.

Demonstracdo. Se F é um subconjunto finito de A”*, entao é de imediata veri-
ficacao que H C Hp, e pelo Lema temos que F C APnr C APH. Agora,
como F' ¢é finito, existe um subanel [-admissivel B de A tal que F' C B, logo
Hr € Hp. Como B é -admissivel, pelo Lema temos que (G : ‘Hp) é finito,
entdo (G : Hp) é finito e pela Proposi¢ao temos que A%"r é [-admissivel.

Portanto, A% é um Ks-anel. O

Proposicao 3.2.22. Se A é um Kg-anel. Entao, para todo subanel B de A tal que

B é um Kg-anel, temos que B = AP"s.

Demonstracdo. Como é de imediata verificacdo que B C AP*s | precisamos mostrar

a inclusdo contraria. Para tal, mostraremos que a ¢ B implica que a ¢ A5,
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Seja a € A— B e {B; : i € I} a familia de todos subanéis de B que sao
[-admissiveis, para algum conjunto de indices I. Fixemos também o conjunto
U= {9 €gG: Bylal1) = aly,}. Temos que Hp, — U é fechado em G, para
todo i € I. De fato, para todo g € (Hp, —U) e b € By, temos que {b} C A é um
conjunto finito. Logo, existe h € Hp, —U tal que B,(bl,-1) = By(bl)-1) = bl = b1,

e By(aly-1) = Pr(alp-1) # aly. Logo, g € Hp, — U.

Seja Iy C I um subconjunto finito. Vamos provar que (), (Hp,—U) # 0. De fato,
pela Proposicao 7 cada B; é finitamente gerado como B?-médulo. Denotemos
o respectivo conjunto de geradores por Fj, para todo i € Iy. Dessa forma, como
F =N 1, Fi € um subconjunto finito de A, entao existe um subanel S-admissivel
C' de B tal que F' € C. No entanto, C' = Bj, para algum j € I. Portanto,
B; C Bj, para todo ¢ € I e pela Proposicao temos que Hp, C Hp,, para
todo i € I,. Como B; é um subanel J-admissivel de B, entao A5 C B, logo
a e A—-BCA-— AﬂHBJ', ou seja, a ¢ A7 Ou ainda, existe g € Hp, tal que
Bylalg—) # aly. Logo, g € ey, (Hp, — U).

Como G é compacto com a topologia finita, pela Proposi¢ao e o Teorema
3.1.19} temos que (;c;(Hp, —U) # 0. Logo, existe g € (,c;(Hp, —U). Com isso, se
b € B, entao o conjunto finito {b} estd contido em um [B-admissivel B;, para algum
i € I. Entao B4(bly-1) = bl,, para todo b € B. Logo g € Hp e como g ¢ U, temos
que By(aly-1) # al,. Ou seja, se a ¢ B, entdo a ¢ AP*s. Portanto, B = A"z, [

Pelas Proposicoes [3.2.21] e [3.2.22] temos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.23. Para um subanel B de A temos que B = APH para algum sub-

grupoide H de G se e somente se B for Kg-anel.

Com os resultados acima, estamos em condigoes de apresentar o principal resul-
tado deste capitulo, que fornece uma correspondéncia bijetiva entre os subgrupoides

amplos e fechados de G e os K-subanéis de A.

101



CAPITULO 3. TEORIA DE GALOIS INFINITA

Teorema 3.2.24. (Teorema de Correspondéncia de Galois) Seja A um Kg-
anel, onde G é um grupoide fechado em End(A) com a topologia finita. Entdo,
existe uma correspondéncia bijetiva entre os subgrupoides amplos e fechados de G e

0s Kg-subanéis de A.

Demonstracdao. Defina as aplicacoes:

Subgrupoides amplos

—>{K g-subanéis de A
e fechados de G

H— O(H) = AP

Subgrupoides amplos

0 :{Kﬁ—subanéis de A} —
e fechados de G

B+ U(B) = Hp.

Pela Proposicao [3.2.18| e Proposicao |3.2.21] temos que ¥ e ® estao bem definidas,

respectivamente. E as aplicagoes sdo mutualmente inversas, pois ®(V(B)) = B pela

Proposigao [3.2.22| e ¥(P(H)) = H pela Proposicao [3.2.19 O

3.3 Exemplo

Exibiremos um exemplo para a correspondéncia do Teorema |3.2.24] De forma
semelhante ao feito na secao 2.4 seguiremos os passos: primeiramente fixaremos o
anel A. Em seguida o grupoide G e a acao § de G em A, onde G é fechado em
relacao a topologia finita. O terceiro passo serd mostrar que A é um Kpg-anel. Por

fim, destacaremos alguns subgrupoides e os subanéis correspondentes.

Fixemos L = Q(v/—1, V2,V3,V5,V7, .. .), o conjunto dos racionais adjuncao

com a unidade imaginaria v/—1 e as raizes de ntimeros primos. Com isso, conside-
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remos o anel A = My(L) x Ms(L), com a soma e produto definidos coordenada a
coordenada. Denotaremos também os ideais £y = My(L) x {0} e Ey = {0} x My (L).
Assim, A = F, & Es.

Para apresentarmos o grupoide G comecamos fixando a sequéncia {n;};en =
{V=1,v2,v/3,V5,V/7,...}, tal notacao que sera ttil posteriormente. Em seguida
observamos que o conjunto Autg(L) dos Q-automorfismos de L é um grupo iso-
morfo ao produto cartesiano enumeravel | | jeN(Zg) j» onde cada k-ésima coordenada
é definida pela forma como o automorfismo modifica (ou nao) o sinal ny, onde ny é

o respectivo elemento da sequéncia {n;}en.

Entao, para cada ¢ € Autg(L) definimos o seguinte isomorfismo 7 : £y — E;
por 7(([tw],0)) = ([o(ti)],0), para [t;x] € My(L). De forma andloga definimos
os automorfismos 6 : Ey — Ey por 0((0, [tw])) = (0, [o(tw)]), para [ti] € Ma(L).
Por fim, definimos v : Ey — Ey por v(([tw],0)) = (0, [tik]), para todo [ti] €
Ms(L). A boa definigao desses isomorfismos é assegurados pela Observagao
e estes isomorfismos definem um grupoide G, cuja operacao parcial é definida pela
composigao de funcoes e este induz naturalmente a acao 5 = {{E,}seg. {0y }eeq}

de G sobre A.

Vejamos que G é fechado em relagao a topologia finita. Pela Observacao [3.1.15
temos que basta verificarmos que cada G, ; é fechado, para quaisquer e, f € Go.
Assim, comecemos considerando o conjunto Gia,, = {Broly-1 : d(h) = r(h) = idg, }
e um isomorfismo ¢ € (Q,-dEl)' , ou seja, ¢ um ponto de acumulagao de Giq, . Pelo
Lema ¢ estd totalmente determinada nos elementos de E;. Note que, como
phi é um ponto de acumulacao, entdo para todo ([ax],0) € My(Q) x {0} C E,

existe g € G tal que ¢(([aw],0)) = By(([ax], 0)) = ([aw], 0).

Por outro lado, como ¢ deve coincidir com alguma fy € Gi4,,, em um subconjunto
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finito de E; entao

we 0] fo ol \\ ([ o] Joo
’ 0 nel 00l)) \lo nl oo
ou
we 0] fo ol \\ ([~ o] foo
’ 0 | lool)) \|o —nl loo]])’

para ny, € {n;}en. Veja que, uma vez que todo elemento de E; pode ser escrito
como combinacao de elementos de M>(Q) x {0} e pares onde a primeira entrada
sdo matrizes diagonais com entradas em {n,} ey, entdo ¢ coincide com alguma
By € Gidp, - L0go, Giay, ¢ fechado e raciocinio andlogo pode ser feito para Gia, idp,

e gidEl. Portanto, G ¢é fechado em relacao a topologia finita.

Por fim, para termos todos elementos necessarios a hipétese da correspondéncia

[3.2.24 verifiquemos que A é um Kg-anel. Para tal observamos o seguinte fato: Todo
subconjunto finito de A estd contido em um subanel do tipo B = My (K) x My (K),
para alguma extensao finita K = Q(ng,, ngy, ..., nk,) € ik, € {nj}jen para 1 <
i < m. Vejamos que B é -admissivel, ou seja, que satisfaz os itens (i) a (iii) da

Definigao [3.2.2]
(i) Um raciocinio andlogo ao feito na subsecao 2.4 mostra que,
A = {([aw], [aw)) - [an] € Ma(Q)}.
Entao, A° C B.

11) Para verificarmos que S = ol,-1|B¢eg € Inito, basta notar que Aut
i) P ifi S = {B,01,1|p}geq ¢ finito, b Autg(K

¢ um conjunto finito. Provemos que B ¢ (-independente, primeiro considere o

seguinte conjunto P = {1, ngy, .o Mk s Ty Ty « -+ s oy Tk s Toig Tk s -+ « + s ok Mo s -« -

Ty Mo Mgy« o oy Tl Moo Mooy s Mooy Molg Mgy s+ o oy Moy Moleg Mgy v v s Mg Moy -+ - nkm}, ou amda,
o i1 12 7 . . 1 1 — 9om

P = {nyng . ..n0" iy, ... 0, € {0,1}}. Note que o conjunto P possui r = 2

elementos. Para facilitar a notacdo, denotemos este conjunto por P = {a;}]_;.
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Para 1 <[ < r, fixe os pares:

a 0| |00 L 0| |00
(f]jl, yl) = ) ) ! ) ;
0 « 0 0 0 Jlr 0 0
0 0 a 0 0 0 ﬁ 0
(xl-i—'m yl—l—'r) - ) 3 ) : ’
00 0 w 0 0 0 Jlr

para todo 1 <[ < r estes pares sao tais que:

2r
Z ylﬁg(xllgfl) = Z 66,9167
=1

e€Go

para todo g € S.

(iii) Vejamos que A? é um somando direto de B como A”-mdédulo & esquerda.

Comecamos afirmando que o elemento

1 1
w O [z 0
c= ,
1 1
O 2r 0 2r

é tal que c € AP ¢ des Bg(cly—1) = 14. Logo, pela Lema , temos que AP ¢é

um somando direto de B como A°-médulo & esquerda. Portanto, A é um K, g-anel.

Mostremos a afirmacao acima. Para tal, apresentaremos um subgrupoide H de
G tal que {B) o Lp-1|p}tnen = {By 0 1,-1|B}4eg. Com efeito, considere Autg(K) e
considere a seguinte construgao andloga a feita para G. Ou seja, fixe B} = E1 N B
e By = E; N B. Em seguida, para cada 0 € Autg(K) definimos os isomorfismos 7 :
B — B} por 7(([t], 0)) = ([o(tw)), 0), 0 : B — Ej por 6((0, [tu])) = (0, [o(tu))
ey : Bl — EY por v(([ti],0)) = (0, [tw]), para todo [t;x] € Ma(K). Entdo, estes
isomorfismos definem com a composicao um grupoide H, que por sua vez é um
subgrupoide de G. Apartir dessa construcao é facil ver que {8, o 1p-1|ptnen =
{By01,-1|p}geg. Além disso, a ordem de S = {8, 0 1,-1|g}geg é 4r. Com efeito,
pela teoria de Galois clédssica |Auty(K)| = dimgK = r e por [4, Proposition 3.3]

temos que |H| = |Ho|*|Autg(K)| = 4r. Logo,

|S| = Hﬁg © 19*1’B}geg‘ = Hﬁh © 1h*1|B}heH’ = |H| = 4r.
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Assim, fixando H, = {h € H : r(h) = idg;} e Ho = {h € H : 7(h) = idg, }, temos
que |H"| = |H?| = 2r. Logo,

S By(cly ) = Bulely) = 3 Balel ) + 3 Bulelna)

ges heM heE] heE)
= 0] |00 0 0 = 0
=|2r , + ,2r
0 5| |00 0 0 0 5
10| (10
g y :1A
0 1| |01

Analisemos alguns subgrupoides e os subanéis correspondentes. Lembremos que
Autg(L) ~ [];cn(Z2);, onde cada k-ésima coordenada ¢ definida pela forma como
o automorfismo modifica (ou nao) o sinal ng, onde ny é o respectivo elemento da

sequéncia {n,};en. Com essa notagao:

e Dado um subanel do tipo B = My(Q(K;)) x My(Q(Ks)), onde K; e K; sao
extensoes distintas de Q contidas em L. Entao, Hp é um subgrupoide de G
formado pela uniao disjunta dos grupos de isotropia que deixam M(Q(Kj)) x

{0} e {0} x My(Q(Kz)) fixos.

e Seja B = My (Q(K)) x M3(Q(K)), onde K é uma extensao infinita de Q con-
tida em L, digamos K = Q(ny,, ny,, . ..), onde {n;, }ien é uma subsequéncia de
{n;};en. Fixando o conjunto de indices I = {l/; € N : i € N} um o subgrupoide
Hp ¢ formado pelos isomorfismos provenientes de Autg(K) ~ [],n_;(Z2)k
apdés um processo analogo ao feito para construcao de G. Também analoga-

mente se verifica que Hp ¢é fechado e que B é um Kg-anel.

e Seja {ny }ren uma subsequéncia de {n;},en tal que apenas um nimero finito m
de elementos de {n,} ey nao aparecam em {ny, }ren. Consideremos o subgrupo

H de Autg(L) tal que H ~ [[,cn(Z2)r ¢ H o subgrupoide de G que surge
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apos um processo analogo ao feito para construcao de G. Com verificacao
analoga a feita para ¢, temos que este subgrupoide é amplo e fechado. Entao
o subanel correspondente ¢ A%* = B = M,(Q(K)) x My(Q(K)), onde K é
uma extensao finita da forma K = Q(ng,, nk,, - . ., N, ), onde ng,ny,, ..., ny

m

sdo os elementos de {n;}jen que ndo aparecem em {ny}ren.

Observacao 3.3.1. Note que, no tltimo item acima o indice de H em G é finito,
de fato, apenas um numero finito de elementos nao sao levados nas classes das
identidades quanto tomado o quociente G/H. Com isso o Kg-anel correspondente
é em particular f-admissivel. Na verdade, a correspondéncia entre subgrupoides de
indice finito e [-admissiveis é valida mais geralmente, e este ¢ um dos resultados

da proxima secao.

3.4 Aplicacao no caso finito

Uma pergunta natural que surge ¢é se o Teorema [3.2.24] de correspondéncia para
o caso infinito generaliza o Teorema para o caso finito. A resposta para esta

pergunta é afirmativa e é o tema desta subsecao.

Definigao 3.4.1. [25], Definition 13.5] Seja X um espago topoldgico qualquer. Di-
zemos que X é um espago de Hausdorff se, para quaisquer x,y € X, existirem

abertos U, e U, contendo x e y, respectivamente, tais que U, N U, = 0.

Lema 3.4.2. Dado um anel R, o conjunto End(R) com a topologia finita € de
Hausdorff.

Demonstracao. Se ¢, € End(R) sao tais que ¢ # 1, entao existe r € R tal que
@(r) # 1(r). Dessa forma, considerando o conjunto finito {r} de R, e supondo que
existe @ € ¢ + Uy (¢ + Ugyy, entao ¢(r) = or) = 9(r), o que é um absurdo.
Logo, ¢ + Uy N + Uy = 0. O
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O resultado a seguir é uma propriedade bem conhecida da literatura e pode
ser encontrada em [1, Theorem 1.19]. Aqui apresentaremos uma demonstragao

alternativa utilizando o conceito de ponto aderente.

Proposicao 3.4.3. Se X ¢ um espaco de Hausdorff, entao todo conjunto com finitos

pontos de X € fechado.

Demonstragao. Se {x} C X, como X é de Hausdorff, para todo y # x de X,
existem abertos U, e U, tais que U, (U, = 0. Logo, y ¢ U,. Ou seja, existe
um aberto de x que nao contém y. Entdao y ¢ {x}, para todo y € X tal que
y # x. Portanto, o tnico ponto de acumulagao de {x}' é o préprio z, ou ainda,
{z} é fechado. Portanto, como todo conjunto finito ¢ a uniao finita de conjuntos

unitdrios, pelo Teorema [3.1.15| temos que todo conjunto finito é fechado. O]

Finalizamos este trabalho mostrando que o Teorema recobre o Teorema
2317

Proposicao 3.4.4. Sejam A um Kg-anel, onde G é um grupoide fechado em

End(A) com a topologia finita. Entdo, temos que:

(i) Existe uma correspondéncia um-a-um entre o conjunto dos subgrupoides am-

plos, fechados e de indice finito de G e o conjunto dos subanéis [-admissiveis

de A;

(ii) (Correspondéncia para o caso finito) Se G for um grupoide finito, entdo
existe uma correspondéncia um-a-um entre o conjunto dos subgrupoides am-

plos de G e o conjunto dos subanéis B-admissiveis de A.

Demonstracao. Sejam ® e W como no Teorema [3.2.24]

Para o item (i), se H é um subgrupoide amplo, fechado e de indice finito em G,

entao pela Proposicio [3.2.12 temos que ®(H) = AP é B-admissivel.
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Reciprocamente, se B é um subanel S-admissivel de A, entao é, em particular,
um Kg-anel e portanto podemos aplicar ¥. Assim, ¥(B) = Hp, que é amplo e
fechado. Como B é um anel S-admissivel, o conjunto {3, o 1,-1|5} ¢ finito, entao

o Lema nos diz que (G : Hp) é finito. Assim, pelo Teorema [3.2.24] temos que

esta correspondéncia é bijetiva.

Para o item (ii), pelo Lema 0 espago End(A) com a topologia finita é de
Hausdorff, e por G ser finito todos seus subgrupoides amplos possuem indice finito.
Também por ser finito, a Proposi¢ao [3.4.3| nos diz que G é fechado, assim como seus
subgrupoides amplos. Portanto todo subgrupoide amplo é também fechado e de

indice finito. Agora o resultado segue pelo item (i). ]
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