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Resumo

M. Takeuchi [26] e S. Majid [19] definiram par combinado de algebras de Hopf
e, com isso, construiram algebras de Hopf, sob certas condicoes adicionais. Com o
intuito de gerar algebras de Hopf envolvendo agoes e coagoes parciais, neste trabalho
definimos pares combinados parciais tanto sob o ponto de vista de Takeuchi quanto

do ponto de vista de Majid.

Por meio desse estudo, construimos algebras de Hopf oriundas desses pares com-
binados parciais, também considerando hipéteses adicionais. Exibimos uma carac-
terizagao desses pares combinados parciais, bem como exemplos e propriedades. E,
por fim, demonstramos um teorema que relaciona essas algebras, nesse contexto

parcial.



Abstract

M. Takeuchi [26] and S. Majid [19] defined matched pair of Hopf algebras and
constructed Hopf algebras under certain additional conditions. In order to generate
Hopf algebras involving partial actions and partial coactions, partial matched pairs
are introduced both from the point of view of Takeuchi and from the point of view

of Majid.

Throughout this study, we construct Hopf algebras arising from these partial
matched pairs also considering additional assumptions. We display a characteri-
zation of these partial pairs, as well as examples and properties. And finally, we

proved a theorem that relates these algebras, in this partial context.
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Introducao

Acgao parcial de grupos é um conceito particularmente novo que foi introduzido
na teoria de dlgebras de operadores. Mais precisamente, surgiu com R. Exel [I7] no
estudo de C*-algebras geradas por isometrias parciais em um espaco de Hilbert. Em
[15], R. Exel e M. Dokuchaev definiram agdes parciais de grupos em um contexto
puramente algébrico e, apds isso, este conceito foi estendido para o contexto de

algebras de Hopf, em [9].

A partir desse momento, diversas pesquisas tém sido desenvolvidas nessa area
e acoes parciais tornaram-se um tema de grande interesse. Vérios avancos estao
ocorrendo nesse estudo, como, por exemplo, as teorias de Galois e de Morita e
representacoes parciais. Para o leitor que tiver interesse nesses assuntos, as seguintes

referéncias sao indicadas: [16], [9], [1], [4] e [2].

Neste trabalho construimos algebras de Hopf a partir de pares combinados par-
ciais, que envolvem acoes e coagoes parciais, com o intuito, entre outros, de enfatizar
a relevancia desse assunto. Existem diversas ferramentas para gerar exemplos de
algebras de Hopf, em particular, a construgao de (bi)produtos, a qual serd apresen-

tada e estudada nesta tese.

A nogao de par combinado de dlgebras de Hopf (H, L) foi introduzida por W.

M. Singer [23] no caso graduado e quando L é comutativo e H cocomutativo o par



combinado foi chamado abeliano. Singer definiu uma estrutura de uma &lgebra de
Hopf em L® H envolvendo o conceito de cociclo. J& em [26], M. Takeuchi considerou
apenas os casos nao graduados e denotou por L#H a algebra de Hopf associada ao

cociclo trivial, e a essa algebra foi dado o nome de produto bismash de L por H.

Além disso, S. Majid [19] também apresentou resultados que geraram estruturas
de algebras de Hopf. Ele descreveu uma vasta classe de algebras de Hopf nao
comutativas e nao cocomutativas, chamadas de biprodutos cruzado de algebras de
Hopf (H, L). Da mesma forma que M. Takeuchi, S. Majid definiu par combinado
(H, L) e construiu uma dlgebra de Hopf a partir dele, supondo uma certa condigao de
compatibilidade entre L e H. Tal condi¢ao substituiu a condi¢ao de comutatividade
e cocomutatividade exigida por M. Takeuchi e generalizou o par combinado definido

pelo mesmo.

Como outras aplicac¢oes desses (bi)produtos podemos citar o problema de fato-
rizagao de bidlgebras. Em [7], os autores estabeleceram uma teoria caracterizando
produto cruzado de bialgebras em termos de injecoes e projecoes. Em particular,
todos os (bi)produtos conhecidos podem ser descritos por essa teoria. Além disso,
ela fornece novas familias de produtos de bidlgebras. Os autores também trabalha-
ram com a definicao geral de categorias monoidais trancadas, que permitiu aplicar
alguns resultados desse artigo a categoria trancada de bimédulos de Hopf sobre uma
algebra de Hopf. O biproduto cruzado de Majid pode ser visto como uma torcao de
um determinado produto tensorial de bidlgebras nessa categoria. Isso assemelha-
se ao caso do duplo de Drinfeld que pode ser construido como uma torcao de um

produto cruzado especifico.

Neste trabalho estudamos os pares combinados desenvolvidos por M. Takeuchi
e por S. Majid nos casos parciais e buscamos condicoes para construir algebras de

Hopf a partir desses pares e, também, para que exista uma correspondéncia entre



elas. Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 1 tratamos dos

pré-requisitos minimamente necessarios para o entendimento do texto.

No capitulo 2 expomos o que ocorre no caso em que temos estruturas de modulos
algebras parciais e comodulos coalgebras parciais. Para isso definimos par combi-
nado parcial (H, L) de dlgebras de Hopf e analisamos sob quais condigoes é possivel
gerar uma algebra de Hopf envolvendo o produto smash usual, como ocorre no caso

em que a agao e a coacao sao globais.

Um detalhe importante a mencionar é que foi possivel trocar as hipdteses de
comutativo e cocomutativo por uma condicao mais fraca, a qual estamos chamando
de condicao de compatibilidade. E essa condicao ¢ satisfeita quando L é comutativo

e H é cocomutativo.

Depois de construir tal algebra de Hopf, nds mostramos que existe outra maneira
de construi-la e, também, expomos a construcao do dual dessa algebra de Hopf, bem

como exemplos e propriedades.

A ideia principal do capitulo 3 é considerar estruturas de modulos coalgebras
parciais a fim de generalizar o biproduto cruzado de algebras de Hopf, definido por
S. Majid [19]. Novamente, sdo dadas condigoes para gerar algebras de Hopf. Além
disso, como o Duplo de Drinfeld é um caso particular de um biproduto cruzado
de algebras de Hopf, também definimos o Duplo de Drinfeld parcial. Por fim,
apresentamos uma relagao do produto bismash parcial com o biproduto cruzado de

algebras de Hopf parcial.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados ja conhecidos que
sao tteis no desenvolvimento do trabalho. Na primeira secao, descrevemos o con-
ceito de dlgebras de Hopf, juntamente com alguns exemplos e propriedades. Na
segunda se¢ao, exibimos os conceitos de acoes e coacoes parciais de algebras de
Hopf sobre algebras e codlgebras, estruturas com as quais trabalhamos no texto.

Algumas referéncias serao dadas nos momentos em que se fagcam necessarias.

1.1 Definicoes basicas

Nesta secao relembramos algumas propriedades classicas de algebras de Hopf
que serao utilizadas nos capitulos seguintes. Como boas referéncias para a teoria

de élgebras de Hopf, sugerimos [22] e [20].

Em todo o trabalho, k é considerado um corpo, toda (co)algebra é considerada



sobre k e o simbolo ® significa ®j.

Definigao 1.1.1. Uma k-dlgebra (ou simplesmente dlgebra) é uma tripla (A, m, u),
na qual A é k-espago vetorial e m : A ® A — A (multiplicacao) e u : k — A

(unidade) s@o aplicagoes k-lineares que satisfazem as seguintes condigoes:

(1) mO(m(XJZ'dA):mo@dA@m);

(ii) mo (idy ® u) = ¢ = mo (u® idy), sendo ¢ o isomorfismo canodnico entre

ARk e A.

Do item (i7), temos que u(ly) = 14 unidade bilateral de A. Também chamare-

mos de algebra nos casos em que essa unidade for unilateral.

O conceito de coalgebra é o dual do conceito de uma algebra.

Definigao 1.1.2. Uma k-codlgebra (ou simplesmente codlgebra) é uma tripla (C, A, ¢)
na qual C' é um k-espago vetorial e A : C — C' ® C (comultiplicagao) e ¢ : C' — k

(counidade) sao aplicagoes k-lineares que satisfazem as seguintes condigoes:

(i) (A®ide)o A= (ide @ A)o A,

(i) (ide®e)oA = ¢ = (e®idc)oA, sendo ¢ o isomorfismo canénico ¢ — c¢® 1.

Adotaremos em todo o texto a notacao de Sweedler para A, isto é,

A(h) = hy ® hy

(com somatério subentendido), para todo h € H. Com essa notagao, as condigdes

() e (i1) acima referentes a A e a € escrevem-se:

(i) (c1)1®(c1)2®@ca =101 ® (2)1 ® (€2)2 = €1 ® €2 @ c3,

(il) crec(er) = ¢ = ec(er)ea,



para todo ¢ € C.

Na sequéncia definimos uma biadlgebra. Basicamente, vamos considerar um
espaco vetorial H equipado simultaneamente com uma estrutura de algebra e uma

estrutura de codlgebra, ambas compativeis entre si.

Definicao 1.1.3. Um k-espaco vetorial H é dito uma bidlgebra se existem aplicacoes
k-lineares m : H @ H - Hu :'k - HA: H—> H® Hee: H— k tais
que (H,m,u) é uma algebra, (H,A, &) é uma coélgebra e vale uma das seguintes

condigoes (equivalentes):
(1) A e € sao homomorfismos de élgebras;

(7) m e u sdo homomorfismos de codlgebras.

Definigao 1.1.4. Sejam H e H' duas bidlgebras. Uma aplicacao f : H — H' é
dita um homomorfismo de bidlgebras se f é simultaneamente um homomorfismo de

algebras e de coalgebras, ou seja, se valem os seguintes itens:

(i) fompg=mmo(f® [);
(i) Agrof=(f®f)oAn;
(111) EH/OfISH.

Nosso proximo objetivo serd apresentar o conceito de dlgebra de Hopf. Sejam A
uma algebra e C' uma codlgebra. O espago vetorial Homy(C, A) tem uma estrutura

de algebra, com multiplicacao dada pelo produto convolugao:

frg=mo(f®g)oA,

para todo f,g € Homy(C, A). A unidade dessa &lgebra é a aplicacdo u o £ (veja
[14]). Em particular, quando A = C' = H é uma biélgebra, podemos pensar em

uma aplicacao S € Homy(H, H) que seja inversa da aplicagao identidade idy, com



respeito ao produto convolucao. Quando ela existe, chamamos S de antipoda de

H.

Definicao 1.1.5. Uma dlgebra de Hopf é uma bidlgebra H que possui antipoda.

Com a notagao de Sweedler,
Sxidg =uoe=1idy*S

significa
S(hi)hy = e(h)1g = h1S(hy),
para todo h € H.

Abaixo, listaremos alguns exemplos de algebras de Hopf que serao utilizados ao

longo deste trabalho:

Exemplo 1.1.6. Algebm de grupo. Sejam G um grupo e kG o k-espago vetorial
com base {g}sec. Entao, kG é uma algebra de Hopf com as seguintes estruturas:

para todo h, g € G,

m(g ® h) = gh u(ly) = 1g
Alg)=g®g e(g) = 1k
S(g)=yg7"

Exemplo 1.1.7. O dual de uma dlgebra de grupo. Seja G um grupo finito, o dual
da élgebra de grupo é denotado por (kG)* cuja base dual é formada pelos elementos
pg, com g € G, tal que p,(h) = 6,5, para todo h € H. Com as estruturas abaixo,
(kG)* é uma élgebra de Hopf: dados h,g € G,

m(pg ® pr) = g.1nPy u(ly) = > py = Lke)-
geG
Apg) = 2_ Pgn—1 @ i e(pg) = 01,9
heG
S(pg) = pgfl.



Exemplo 1.1.8. Algebra de Sweedler (H,). Assumimos que car(k) # 2. Seja H,
uma k-algebra gerada por c e x, satisfazendo as relacoes ¢2 = 1, 22 = 0 e ¢ = —cu.
Ouseja, Hy=k <c,z:c>—1=0,2%2=0,zc+cx = 0 >. A estrutura de coalgebra

e a antipoda sao dadas por:

Alc)=c®c Alr)=c@zr+r®1
gle)=1 e(z) =0
S(c)=ct S(z) = —cux.

Com estas condigoes, H, é uma algebra de Hopf.

Generalizando o exemplo descrito acima, temos a seguinte algebra de Hopf:

Exemplo 1.1.9. Algebra de Taft (T'q). Sejam n > 2 um ndmero inteiro nao
divisivel pela caracteristica do corpo k e q uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Consideramos a k-algebra definida pelos geradores ¢ e x, com as relacoes:
c"=1,2"=0exc=qcx.

Ouseja, Tg=k < x,c: 2" =0,c"—1=0,xc—qgcx =0 >. Esta algebra possui

estrutura de coalgebra dada por

Alc)=c®c Alz)=czr+zr®1

ele) =1 e(z) =0.

E antipoda definida por:

Com estas estruturas, 7; ¢ uma algebra de Hopf.



Analogamente aos conceitos dados acima podemos definir um homomorfismo de

algebras de Hopf, como segue:

Definicao 1.1.10. Sejam H e H’' duas &lgebras de Hopf. Uma aplicacao f :
H — H' é dita um homomorfismo de dlgebras de Hopf se é um homomorfismo

de bialgebras, isto é, se ¢ um homomorfismo de dlgebras e de coalgebras.

E, nesse caso, podemos mostrar que um homomorfismo de algebras de Hopf

preserva antipodas, ou seja, Sy o f = f o Sy.
Agora, apresentaremos algumas propriedades das algebras de Hopf, muito utili-

zadas ao longo deste trabalho.

Proposicao 1.1.11. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao, para
todo g,h € H,

(1) S(hg) = S(9)S(h);
(i) S(ly) = 1p;

(13i) A(S(h)) = S(ha) @ S(h1);

As propriedades (i) e (47) significam que S é um anti-homomorfismo de algebras,
e as propriedades (iii) e (iv), que S é um anti-homomorfismo de codlgebras.
Definicao 1.1.12. Sejam H uma algebra de Hopf e 7 : H@ H — H ® H o
isomorfismo tal que 7(h ® k) = k ® h, para todo h,k € H.

(1) Dizemos que H é comutativa se m o1 = m;

’

(73) Dizemos que H e cocomutativa se A =10 A.

Lema 1.1.13. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:



(i) S% =idy;
(i7) hoS(hy) = e(h)1ly, para todo h € H;
(i7i) S(ha)hy = e(h)1y, para todo h € H.
Corolario 1.1.14. Se H é comutativa ou cocomutativa entdo S* = idy.

Proposicao 1.1.15. Se H ¢ uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com antipoda
S, entao H* € uma dlgebra de Hopf com antipoda S*, dada por S*(f) = foS.

Observacao 1.1.16. H é cocomutativa se e somente se H* é comutativa.

Observagao 1.1.17. Seja H = (H, m,u, A, ¢, S) uma dlgebra de Hopf com antipoda
bijetiva. Entao, a partir de H podemos construir novos exemplos de algebras de

Hopf:
1. H? = (H,m, u,A,e,S7') é uma 4lgebra de Hopf, com m® = m o 7, onde
7 é a aplicagdo de H ® H em si mesmo tal que 7(h ® g) = g ® h;

2. HP = (H,m,u, AP e, S7) é também uma algebra de Hopf, com AP =

ToA;

3. (HoP)P = (H,m u, AP ¢, S) é também uma &dlgebra de Hopf. Neste caso,

nao é necessario que S seja bijetiva.

No que segue, veremos alguns topicos principais sobre a definicao de integrais

para uma bialgebra.

Definicao 1.1.18. Uma aplicacao 7' € H* é chamada uma integral a esquerda de
Hse f«T = f(1x)T, para toda f € H*. E um elemento ¢t € H é chamada uma

integral a esquerda em H se ht = e(h)t, para todo h € H.

10



Analogamente, definimos integrais a direita. Denotaremos o espaco das integrais

a esquerda e a direita, respectivamente, por

/H ={he H: zh=¢c(x)h,Vr € H} e (1.1)

H
/ ={h € H: hx=¢e(x)h,Vx € H}. (1.2)
E importante salientar que esses espacos sao ideais de H.

Exemplo 1.1.19. Seja H a &algebra de grupo definida no Exemplo [I.1.6] com G

finito, e consideremos t = Zg. Entao t € le ete frH.
geG

Exemplo 1.1.20. Seja H = (kG)* a dlgebra definida no Exemplo [1.1.7, com base

{py : g € G}, sendo p,(h) = d,,. Se t = py, entao ¢ € le ete frH.

Exemplo 1.1.21. Sejam H = T, a élgebra de Taft definida no Exemplo [[.1.9

Entao temos:
H
t = (I+g+..+g" Ha"t E/ e
!
H
t = (q”_ll +¢" 29+ ... + 1g”_l)x”_1 € / )

Observacao 1.1.22. Note que se n = 2 e ¢ = —1 nds obtemos que H ¢é a algebra

de Sweedler, geralmente denotada por Hy. Assim, para H, temos
t:(1+g)x€le4 et:(l—g)foTH“.

O proéximo resultado caracteriza integrais a esquerda de H*.

Lema 1.1.23. [14] Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Entdo, ¢ € le

se e somente se para todo h € H,

(M) 1u = hig(ha).

11



Para encerrar essa parte, enunciamos alguns teoremas bastante utilizados quando

tratamos de integrais.

Teorema 1.1.24. (Larson - Sweedler, 1969) Seja H uma dlgebra de Hopf de di-

mensao finita. Entao:

(i) dim(f") = dim([") = 1;

(i7) A antipoda S € bijetiva e S(le) = fH

r

Uma algebra A é dita semissimples se todos os A-médulos nao nulos sao semi-
simples, ou seja, se eles sdo somas diretas de médulos simples(os tinicos submédulos

sdo os triviais).

Teorema 1.1.25. (Larson e Radford, 1988) Seja k um corpo algebricamente fe-
chado de caracteristica zero. Seja H uma Kk-dlgebra de Hopf de dimensao finita. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) H é semisimples;
(1) H* € semisimples;
(i17) S% = idy.
Teorema 1.1.26. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Entao, H é

uma dlgebra de Hopf semisimples se e somente se £(t) # 0 com kt = le

No capitulo seguinte, exibimos alguns exemplos que envolvem o conceito de

codlgebras pontuadas, cuja definigdo segue abaixo. Para mais detalhes, veja [20].
Uma codlgebra C é dita simples se as unicas subcodalgebras de C' sao 0 e C.

Seja C' uma coalgebra qualquer. Entao, toda subcodlgebra simples de C' tem

dimensao finita.

Definicao 1.1.27. Seja C' uma coalgebra.

12



(i) O coradical Cy de C' é a soma de todas as subcodlgebras simples de C.

(ii) C é pontuada se toda subcodlgebra simples tem dimensao um.

Necessariamente, uma subcodlgebra de dimensao um é da forma kg, para g €

G(C) ={ce C;Ac) = c® cl.

Assim, C' é pontuada se e somente se Cy = kG(C).

Teorema 1.1.28. [14] Seja C' uma codlgebra. C* € semisimples se e somente se

C:CO.

1.2 (Co)agoes parciais em (co)algebras

Nesta se¢ao apresentamos um pouco da teoria de (co)ages parciais de algebras
de Hopf em (co)algebras. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [6],

[, [3], [I1] e [12]. Ao longo da secao, H representa uma algebra de Hopf.

Definigao 1.2.1. [4] Uma algebra A com unidade é um H-mddulo dlgebra parcial

a esquerda se existe uma aplicacao k-linear

—~ HA — A

h®a — h—a
tal que para h,g € H e a,b € A,
(i) 1y = a=gq;
(ii)) h — ab= (hy — a)(hy — b);

(iii) o — (g = a) = (hr = 1a)(h2g — a).

13



E possivel mostrar que os itens (i), (i) e (i) acima sdo equivalentes aos itens
(i) 1y = a=gq;
(i)~ — (alg = b)) = (b — a)(hag — ).

Se além dos itens acima, tivermos a hip6tese adicional de que h — (¢ — a) =

(h1g — a)(he — 14), dizemos que a acao é simétrica. De forma andloga, define-se

modulo dlgebra parcial a direita.

Se A é um H-moédulo dlgebra parcial a esquerda, entao também dizemos que

temos uma agao parcial da algebra de Hopf H em A.

Uma algebra A é um H-mdédulo élgebra (global) a esquerda se existe uma
aplicagdo > : H ® A — A k-linear satisfazendo os itens (i) e (i7) da defini¢ao

acima e, também, h> (k> a) = hk > a, para todo h,k € H e a € A.

Todo médulo algebra global é parcial. E, além disso, um mdédulo dlgebra parcial

é global se e somente se h — 14 = ey (h)1a.

Exemplo 1.2.2. [2] Considere uma agao parcial & de um grupo G em uma algebra
com unidade A. Suponha que cada D, seja também uma algebra com unidade, ou
seja, Dy ¢ da forma D, = 1,A. Entao, existe uma acao parcial da algebra de grupo

kG em A definida nos elementos da base por
g—a=ag(al,1)

e estendida linearmente para todos os elementos de kG.

Dada uma acao parcial de uma &dlgebra de Hopf H em uma algebra A, nés

podemos definir um produto em A ® H, dado por
(a®@h)(b® g) = a(hi = b) @ hag,

para a,b € A e h,g € H. Denotaremos essa estrutura por A#H.
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Proposicao 1.2.3. [4] Seja A um H-mddulo dlgebra parcial a esquerda. A#H é

uma dlgebra associativa com unidade a esquerda 14#1y.

E possivel mostrar que (a#th)(1a#1) = a(hy — 14)#hs. Portanto, quando A

é um H-moédulo algebra a esquerda, 1,# 1y é uma unidade a esquerda e a direita.

Exemplo 1.2.4. [11] Sejam H uma &lgebra de Hopf e A uma algebra. Temos que

—~ H®A — A

h®@a —— h—=a=M\h)a

é uma agao parcial a esquerda de H sobre a algebra A se e somente se a aplicacao

k-linear A : H — k satisfaz as seguintes condigoes:

(1) A(1g) = Li;

(ii) A(R)A(1) = A(h1)A(h2l).
Analogamente,

+ AQH — A
a®@h — alh)Ja=a+h
é uma acao parcial de H sobre A a direita se e somente se o : H — k é uma

aplicagao k-linear que satisfaz a(ly) = 1k e a(h)a(l) = a(hly)a(ls).

Segue a definicao de comddulo coalgebra parcial, a qual foi introduzida por
Batista e Vercruysse em [6]. Também exibiremos alguns exemplos, juntamente com

algumas propriedades interessantes.

Definicao 1.2.5. Uma codlgebra C' é um H-comddulo codlgebra parcial a direita

com estrutura

p:C — C®H
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c — dAod
tal que para ¢ € C,

0

(i) (ide ® em)p(c) = ¢, ou seja, Peg(ct) = ¢

(i) (Ac ®idg)p(c) = a1® ® " ® c1lept;
(iii) (p®idy)p(c) = 1 ® 1ty @ crlsec(c?) el
Se além das condigoes acima, tivermos que
(p®idy)p(c) = e’ ®crty ® 621280(010)011

dizemos que a coacao é simétrica.
Analogamente, podemos definir comoédulo coalgebra parcial a esquerda.

Uma coalgebra C' é um H-comddulo codlgebra a direita se existe uma aplicagao
k-linear p: C' — C' ® H com p(c) = ¥ ® ¢! tal que os itens (i) e (ii) da definigao

acima sao satisfeitos e, também, (p ® idg)p(c) = P @ ¢!y @ cls.

Todo comédulo codlgebra global é parcial. E um comédulo coalgebra parcial C'

é global se e somente se ec(c?)c' = ec(c)1y, para todo ¢ € C.

Exemplo 1.2.6. [6] Um exemplo imediato de um H-comdédulo codlgebra parcial

a esquerda é C' = %

sendo D um H-comoédulo codlgebra a esquerda com coacao
§: D — H® D dada por §(d) = d ' @ d° e I um coideal a direita de D tal que C

é uma codlgebra. A coacdo parcial de H em C é dada por 5(d) = dy™ ' ® Ec(d_l)d_go.

Exemplo 1.2.7. [12] Sejam H uma algebra de Hopf, C' uma coalgebrae p : C —
C' ® H uma aplicagao k-linear tal que p(c) = ¢ ® h, para algum h € H. Entao, C é
um H-coméddulo codlgebra parcial a direita se e somente se as seguintes condicoes

ocorrems:
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(i) en(h) = 1y

(i) h®h=Ay(h)(1®h).

Analogamente, se § : C' — H®C' é uma aplicagao k-linear tal que 5(c) = w®c,
para algum w € H, entao C' é um H-comdédulo codlgebra parcial a esquerda via 3

se e somente se

(i) en(w) = 1i;

(i) w@w = (w lg)Ay(w).

Note que nestes casos h e w sao idempotentes em H.

Proposicao 1.2.8. Seja H uma dlgebra de Hopf e C um H-comddulo codlgebra
parcial a direita. Entao, o espago H @ C' € uma codlgebra com a comultiplica¢do
dada por

Ah®c) = (h1 ® ) @ (hoer' @ ¢3)

e counidade

€(h X C) = &TH(h)éc(C).
Demonstragcao. Note que para h € H e ¢ € C,

(id@ A)A(h®@c) = (id® A)(h @ c1° ® haey' ® ¢3)
= (h®c”) @ Alhoer' @ )
= (M ®ca?) @ (he's ® ") @ (haer'scs' @ c3)
= (M ®ca?) @ (hae's @ec(e®)e’s) @ (hser'seo @ c3)
= (M ®a”)® (hea'y ®ec(c?)es’) @ (haer'sea'cs' @ ¢y)

= (hl & 6100) & (hgclol & CQO) & (h3011021 ® Cg)
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sendo que a quinta e a sexta igualdade seguem da Definicao [1.2.5. Por outro lado,

(A@id)Ah®c) = (A®id)(h @’ @ hyer' @ )
= Al ®c°) @ (heer' @ )
= (hl & 61010) & (hgcloll &® 0102) &® (hBCll & C2>

= (h®a") ® (ha™ @ ") @ (hser*e' @ c3)

Portanto, A é coassociativa. Agora, nés mostraremos que € é counidade a direita.

(id@e)Ah®c) = (id®e)(h ®c,° @ hoey' @ )
= (hh ®c"e(hocr! @ ¢)
= (h ®cen(hociVec(ca)
= (M ®@cVen(he)en(cit)ec(co)
= hieg(hy) ® 1% m (e ec(cs)
= h®cec(e)

= h®c

]

Veja que (e®id)A(h®c) = hec(c1?)ei! ®@cy. Assim, quando C é um H-comdédulo

codlgebra a direita, € é counidade a direita e a esquerda.

Inspirados pela acao parcial de grupos, Caenepeel e Janssen desenvolveram a
nogao de médulo algebra parcial generalizando a defini¢ao global. Ja que um maédulo
codlgebra pode ser visto como uma dualizagao de mdédulo dlgebra ([22]), entao
podemos nos perguntar se existe alguma estrutura parcial que é o dual de moédulo
algebra parcial estendendo o conceito de modulo codlgebra. De fato, isso existe

e foi introduzido na literatura por Batista e Vercruysse em [6]. No que segue,
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além de definirmos médulo coalgebra parcial também exibiremos alguns exemplos

e propriedades.

Definigao 1.2.9. [6] Uma codlgebra C' é um H-mddulo codlgebra parcial a esquerda

se existe uma aplicacao k-linear

h®ec — h—ec

tal que para h,g € H e ce C,

(i) A(h—c)=hy —c1 @ hy — c3;
(i) 1y —c=g¢
(ili) h— (9 — ¢) = (hg1 — c1)ec(g2 — ¢2).
Se ainda ocorrer h — (9 — ¢) = ec(g1 — ¢1)(hga — ¢2), dizemos que a agao ¢é
simétrica.
Analogamente, podemos definir médulo codlgebra parcial a direita.

Uma coalgebra C' ¢ um H-mddulo coalgebra a esquerda se existe uma aplicagao
>: H®C — C tal que os itens (i) e (i) acima sdo satisfeitos e h>(g>c) = hg>ec,

para todo h,g € Hece C.

Todo modulo coalgebra global é parcial e um mddulo codlgebra parcial é global

se e somente se e¢(h>c) = ey (h)ec(c), para todo h € H e c € C.

Exemplo 1.2.10. [I2] Sejam H uma algebra de Hopf, C' uma codlgebra e uma
aplicacao k-linear A : H — C'. Temos que C' é um H-moddulo coalgebra parcial a

direita via
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c®h — ¢~ h=\h)c
se e somente se as seguintes condigoes ocorrem:

(1) A(1g) = Li;

(i) AR)AK) = M)A (hsok).

Analogamente, se o : H — C' é uma aplicacao k-linear entao C' é um H-médulo

coalgebra parcial a esquerda via

h®@c — h—c=a(h)c
se e somente se as seguintes condicoes ocorrem:

(i) a(lg) = 1k

(ii) a(h)a(k) = a(hki)a(ks).

Esse exemplo proporciona uma maneira de produzir estruturas de modulo codlgebras

parciais sobre uma coalgebra C'.

Definicao 1.2.11. [3] Uma &lgebra A é um H-comddulo dlgebra parcial a direita

com estrutura

p:A — A®H

a +— a0®a1

tal que para a € A,

(i) p(ab) = p(a)p(b);

(i) (ida ®ey)p(a) = a, ou seja, a’ey(a') = q;
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(i) (p®@idm)p(a) = (p(1a) ® 1g)(ida ® Ap)p(a).

A coagao é simétrica se também (p @ idg)p(a) = (ida @ Ag)p(a)(p(la) @ 1g).
Analogamente, podemos definir comédulo algebra parcial a esquerda.

Uma dalgebra A é um H-comddulo algebra a direita se existe uma aplicagao
p:A— A® H com p(a) = a’ ® a' tal que os itens (i) e (i4) acima sdo satisfeitos

e (p®idy)p(a) = (ida ® idg)p(a), para todo a € A.

Todo comédulo algebra global é parcial e um comodulo algebra parcial é global

se e somente se p(ly) =14 ® 1y.

Exemplo 1.2.12. [12] Sejam H uma &lgebra de Hopf, A uma &lgebrae p: A —
A ® H uma aplicagao k-linear tal que p(a) = a ® h, para algum h € H. Entao, A
¢ um H-comddulo algebra parcial a direita se e somente se as seguintes condicoes

ocorrem:

(i) ex(h) = 1

(ii)) h@h=(h®1g)Au(h).

Analogamente, se § : A — H® A é uma aplicagao k-linear tal que 5(a) = w®a,
para algum w € H, A é um H-comddulo algebra parcial a esquerda via 3 se e

somente se
(i) en(w) = Ly
(il)) w@w=Ag(w)(1®w).

Note que nesses casos, os elementos h e w sao idempotentes.

Para finalizar este capitulo, vamos fornecer a ideia da demonstracao de um

teorema que relaciona todas as defini¢oes expostas até o momento.
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Teorema 1.2.13. [1{)] Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e C' uma

codlgebra. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) C é um H-comddulo codlgebra parcial a esquerda;
(i) C* é um H-comddulo dlgebra parcial a direita;
(iii) C € um H*-mddulo codlgebra parcial a direita;
(iv) C* é um H*-mddulo dlgebra parcial a esquerda.
Demonstracao. A ideia é mostrar as seguintes implicagoes: (ii) <= (iv), (i) <=
(idi) e (iii) <= (iv).
(11) = (iv) Suponha que C* é um H-comdédulo édlgebra parcial a direita via

p:C* — C* ® H, denotada por p(¢) = ¢' ® ¢!, para todo ¢ € C*.

Entao, C* é um H*-modulo algebra parcial a esquerda via
—~ HeC" — C*
f®@dp — [f—0¢:C —Kk
c— f(¢")¢"(c)
(1v) = (i) Suponha C* é um H*-mddulo algebra parcial a esquerda via
-~ H"®C" — C*
f®@p — [f—0¢
Entao, C* é um H-comodulo dlgebra parcial a direita via

p:C* — C"®QH

¢ — > b= gh
i=1

sendo {h;}!' , uma base de H e {h;"}, a correspondente base dual de H*.
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(i) = (i7i) Suponha que C' é um H-comddulo codlgebra parcial & esquerda via
a:C — HC
c — cted
Entao, C' é um H*- médulo codlgebra parcial a direita via
c®f — cv f=f(cH
(791) = (i) Suponha que C' é um H*-mddulo codlgebra parcial a direita via

cRXf — c~— f

Entao, C' é um H-comddulo codlgebra parcial a esquerda via

a:C — HxC

c —— Zn:hl(X)thl*

i=1

(731) = (iv) Suponha que C' é um H*-mddulo codlgebra parcial a direita via
cRf — e f
Entao, C* é um H*-modulo dlgebra parcial a esquerda via

—~ H'C" — C*
fRp — f—0¢:C—k

¢r— o(c— f)
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(iv) = (i4i) Suponha que C* é um H*-mddulo élgebra parcial a esquerda via
—~HC — C*
f@g — f—=0
Entao, C' é um H*-mdédulo coalgebra parcial a direita via

cRXf — c— f
tal que para todo ¢ € C*,

(f = @)(c) = dlc~— f) (1.3)
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