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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é obter um Teorema do Envelope que permita
mecanismos nao diferenciaveis, preferéncias arbitrarias e que possa ser aplicado em mode-
los com multiplos agentes. Nos alcancamos isto ao expandir a andalise de Milgrom e Segal
(2002), generalizando seus resultados para espagos de tipos multidimensionais. Dessa
forma, continuamos permitindo que a regra de escolha (mecanismo) seja descontinua.
Para obter nosso resultado, é necessario o uso do Teorema do Maximo de Berge e, con-
sequentemente, devemos impor compacidade no conjunto de escolha. Inicialmente esta
hipotese pode parecer forte, porém argumentamos que em aplica¢oes ¢ muito improvavel
termos um conjunto de escolha aberto ou, principalmente, nao limitado. Nés também
identificamos condigoes para que a funcao valor seja absoutamente continua e mostramos
que sua representacao integral também é valida para espagos de tipos multidimension-
ais. Inicialmente propomos uma generalizacao direta do resultado de Milgrom e Segal
(2002), utilizando a hipdtese de continuidade absoluta da fungao de utilidade do agente.
Entretanto, esta exigéncia nao possui muito significado economico e é considerada pouco
elegante por parte da literatura. Neste sentido, incorporamos uma hipétese adicional de
diferenciabilidade da utilidade em todo o dominio que gera a mesma representacao integral
e possui uma maior interpretacao economica. Nossos resultados sao, em geral, aplicados
a modelos com multiplos agentes, em especial Economia do Setor Publico (provisao de

bens publicos e taxac¢ao étima) e teoria dos leiloes.

Palavras-chave: Desenho de mecanismo; Teorema do Envelope; Mecanismos descontinuos.

Classificacao JEL: C60; C72; D86.



Abstract

The main objective of this dissertation is to obtain an Envelope Theorem that allows
non-differentiable mechanisms, arbitrary preferences, and that can be applied to models
with multiple agents. We achieve that by expanding the analysis of Milgrom and Segal
(2002) and generalizing their results to multidimensional type spaces. Thus, we continue
allowing that the choice rule (mechanism) is discontinuous. For our result, it is necessary
to use the Berge’s Maximum Theorem and therefore we must impose compactness in the
choice set. Initially this assumption may seem strong, but we argue that in applications
there is an open or unbounded choice set is very unlikely. We also identify conditions
for the value function is absolutely continuous and show that its integral representation
is also valid for multidimensional type spaces. Firstly we propose a direct generalization
of the Milgrom and Segal (2002)’s result, using the assumption of absolute continuity
of the agent’s utility function. However, this requirement does not have much economic
interpretation and it is considered not very elegant in the literature. In this sense, we
incorporate an additional assumption of differentiability of the utility in all range that
generates the same integral representation and it possesses a greater economic interpre-
tation. Our results are generally applied to models with multiple agents, in particular

Public Economics (public goods supply and optimal taxation) and auction theory.

Keywords: Mechanism design; Envelope Theorem; Discontinuous mechanisms.

JEL classification: C60; C72; D86.
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1 Introducao

E de conhecimento comum que Teoremas do Envelope possuem muitas aplicagoes em
Economia. Em particular, seu uso para problemas de otimizacao concava na teoria da
demanda é bem conhecido. Este permite analisar os efeitos de mudangas nos pregos, na
renda e na tecnologia no bem-estar dos consumidores e no lucro das firmas. Conforme
a Economia da Informacao tem se desenvolvido, outra aplicacao deste teorema tem se
tornado importante. Desde Mirrlees (1971), o Teorema do Envelope tem sido utilizado
na teoria de desenho de mecanismos, quando a hipdtese do conjunto dos espacos de tipos
continuo é assumida. Resultados como o Teorema da Equivaléncia de Receitas para leiloes
e o teorema de ineficiencia de Myerson-Satterthwaite sao exemplos das suas aplicagoes.
Contudo, para o teorema em sua forma tradicional ser aplicavel é necessario que o conjunto
de escolhas tenha uma estrutura convexa e topoldgica.

Em fungao desta limitagao, modelos tradicionais de desenho de mecanismo frequente-
mente assumem que as regras de escolha sao continuamente diferenciaveis ou que o con-
junto de escolha possui uma estrutura padrao. De fato, os trabalho seminais nesta area
introduziram® esta hipétese como uma simplificacao técnica e estudos posteriores, in-
cluindo os mais recentes?, tem seguido esta linha. Esta simplificacdo tem possibilitado
o grande desenvolvimento de aplicagbes em uma vasta variedade de areas (Economia do
Setor Publico, discriminagao de pregos, Economia do Trabalho, entre outras). Entretanto,
alguns exemplos em diferentes campos da Economia tem mostrado que esta hipotese pode
nao ser satisfatéria. Laffont e Tirole (1993) e Myerson (1991), por exemplo, apresentam
mecanismos 6timos descontinuos em Economia da Regulagao e comércio bilateral, respec-
tivamente.

Esta limitacao foi parcialmente superada por Milgrom e Segal (2002). Em seu estudo,
o Teorema do Envelope é generalizado para conjuntos de escolha arbitrarios, ou seja, seus
resultados sao validos mesmo para mecanismos descontinuos. Toda analise deste trabalho,
porém, é feita para espacgos de tipos unidimensionais, correspondendo a ambientes com
um tunico agente. Este resultado pode ser 1til em algumas aplicagbes (comércio bilateral
e regulacdo sdo exemplos), mas nao é suficiente para cobrir toda a teoria de desenho
de mecanismos. No caso de descontinuidade nos classicos modelos de provisao de bens
publicos e discriminacao de precos, por exemplo, esta estrutura nao é valida. Embora
Milgrom e Segal (2002) indiquem alguns passos para a generalizagao do seu teorema, esta
nao segue diretamente das suas conclusoes.

Assim como Milgrom e Segal (2002), outros trabalhos mais recentes vem buscando

superar esta limitacao ao substituir a exigéncia de diferenciabilidade do mecanismo por

LAlém de Mirrlees, veja principalmente Laffont e Maskin (1980) e Guesnerie e Laffont (1984).
2Veja Willians (1999), por exemplo.
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hipdteses sobre a funcao de utilidade do agente ou sobre o seu conjunto de tipos. Esta
literatura é representada especialmente por Krishna e Maenner (2001) e Chung e Olszewski
(2007), os quais obtém resultados para ambientes multi-agente, mas mantém a utilidade
dos agentes restrita a classe das lineares. Como nesta literatura a principal preocupacao
¢é obter o Principio da Equivaléncia das Receitas sem diferenciabilidade, seus resultados
se aplicam apenas a modelos de leiloes.

O principal objetivo desta dissertagao é unir estas duas vertentes da literatura e obter
um Teorema do Envelope que permita mecanismos nao diferenciaveis, preferéncias ar-
bitrarias e possa ser aplicado em modelos com miultiplos agentes. Nés alcangamos isto ao
expandir a andlise de Milgrom e Segal (2002), generalizando seus resultados para espagos
de tipos multidimensionais. Dessa forma, continuamos permitindo que a regra de escolha
(mecanismo) seja descontinua. Para obter nosso resultado, é necessario o uso do Teorema
do Méaximo de Berge e, consequentemente, devemos impor compacidade no conjunto de
escolha. Inicialmente esta hipotese pode parecer forte, porém argumentamos que em
aplicagoes é muito improvavel termos um conjunto de escolha aberto ou, principalmente,
nao limitado.

No6s também identificamos condicoes para que a funcao valor seja absolutamente
continua e mostramos que sua representacao integral também é valida para espacos de
tipos multidimensionais. Inicialmente propomos uma generalizacao direta do resultado
de Milgrom e Segal (2002), utilizando a hipdtese de continuidade absoluta da fungao de
utilidade do agente. Entretanto, esta exigéncia nao possui muito significado economico e
¢é considerada pouco elegante por parte da literatura. Neste sentido, incorporamos uma
hipétese adicional de diferenciabilidade da utilidade em todo o dominio que gera a mesma
representacao integral e possui uma maior interpretacao economica. Nossos resultados
sao, em geral, aplicados a modelos com miiltiplos agentes, em especial Economia do Setor
Piblico (provisao de bens publicos e taxac¢ao 6tima) e teoria dos leiloes.

Além desta curta introducao, o presente trabalho se divide em trés principais capitulos
e uma conclusao. O primeiro capitulo apresenta a teoria de desenho de mecanismos em
grande generalidade, com suas principais defini¢oes e resultados. Especial atengao é dada
ao Principio da Revelagao e ao Teorema da Equivaléncia de Receitas de leiloes. Um modelo
completo resolvido de Economia do Trabalho fecha o capitulo. No segundo comecamos dis-
cutindo as implicacoes da falta de diferenciabilidade no mecanismo, em particular no que
diz respeito a impossibilidade de usar o Teorema do Envelope no problema de otimizacao.
A seguir, veremos as tentativas de superacgao desta limitacao que a literatura tem ofere-
cido, notadamente os trabalhos de Krishna e Maenner (2001), Chung e Olszewski (2007)
e Milgrom e Segal (2002). Nossos principais resultados, a generaliza¢ao do Teorema do
Envelope, unindo os dois segmentos da literatura, e a representacao integral da funcao
valor, ambos para ambientes com multiplos agentes, estao no capitulo 4. Ainda neste

capitulo, apresentamos uma hipdtese mais elegante e intuitiva para um dos principais
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teoremas de Milgrom e Segal (2002), dando mais sentido economico ao seu resultado. A
conclusao destaca as principais contribuicoes do trabalho e indica potenciais aplicagoes a

trabalhos futuros.
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2 A Teoria do Desenho de Mecanismos

De uma maneira geral, a teoria do desenho de mecanismo se preocupa em resolver
problemas envolvendo assimetria de informacao. A caracteristica comum a todas as suas
aplicagoes é a presenca de um “principal”, que gostaria de condicionar suas acoes baseado
em alguma informacao. Esta, porém, é de conhecimento privado dos “agentes”®. O
problema aparece, pois, sempre que uma parte é mais informada do que outra em alguma
transacao, ela poderd obter beneficios que distanciam o resultado do 6timo (obtido sob
informagcao simétrica). Uma possibilidade de superacao desta dificuldade é o principal
simplesmente pedir para os agentes revelarem a informacao desejada. Isto, contudo, nao
garante que estes falarao a verdade, a menos que recebam incentivos para tal. Dado
que o incentivo é custoso (na maioria dos casos trata-se de transferéncias monetérias),
o principal defronta-se com um trade-off que, com frequéncia, resulta em uma alocacao
subdtima.

E possivel dividirmos as aplicagoes da teoria do desenho de mecanismo em modelos
com um tnico agente e em modelos multi-agente*. Como exemplo de aplicacao de modelos
com apenas um agente podemos pensar na regulagao de um monopélio natural. O governo
tem informacao incompleta sobre a estrutura de custos da firma regulada. Sua tarefa é
desenhar um esquema de incentivos que determine as transferéncias recebidas pela firma
regulada como fungao dos seus custos ou de seu preco (ou ambos). J4 modelos de oferta
de bens publicos sao exemplos classicos de aplicacoes multi-agente. Nestes, a assimetria
de informacao estd no desconhecimento do governo da valoragao dada pelos consumidores
ao bem. Dessa forma, o governo deve determinar a provisao de tal bem e as transferéncias
a serem feitas como func¢ao da disponibilidade a pagar reportada.

Na linguagem da teoria dos jogos, modelos de desenho de mecanismo sao jogos de
informacao incompleta, jogados em trés passos, onde a informagao privada é o tipo do
jogador (nos exemplos anteriores, o custo da firma e a disponibilidade a pagar dos con-
sumidores). O primeiro a jogar é o principal, desenhando o mecanismo (ou o contrato ou
o esquema de incentivos) a adotar. A definigdo de mecanismo serd dada mais a frente,
mas para o entendimento do argumento, assuma que o principal determine alocagoes de
bens (monetédrios ou nao) de acordo com o tipo do agente. Os agentes que rejeitarem
a proposta do principal receberao uma utilidade de reserva exogenamente determinada.

Aqueles que aceitarem, por outro lado, no terceiro estagio jogarao o jogo especificado pelo

3K importante distinguirmos o termo “agente”utilizado em Economia da Informacao, e em desenho
de mecanismo em particular, do usual agente econéomico. Enquanto o iltimo diz respeito a qualquer
participante de uma transacao economica, tal como firmas, consumidores e governo, o primeiro se refere
aquele individuo que possui informagao privada e, frequentemente, é designado a alguma tarefa pelo
principal.

40s modelos com um tnico agente também se aplicam a situacdes com um continuum de agentes
infinitesimais, cada um dos quais interagindo com o principal, mas ndo com os demais agentes. De fato,
sempre que apresentarmos uma aplicagdo com um tUnico agente neste trabalho poderemos interpretéa-la
como possuindo este continuum.
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mecanismo.

Se pensarmos o principal como um individuo preocupado em implementar uma deter-
minada escolha social, seu problema passa a ser encontrar mecanismos que cumpram esta
tarefa. Neste sentido, é possivel considerar a implementacao em equilibrio em estratégia
dominante e em equilibrio de Nash bayesiano. A escolha do conceito de equilibrio a ser
empregado, como veremos a frente, impoe diferentes caracteristicas e limitagoes ao prob-
lema. O importante a notar é que mesmo quando é impossivel a implementacao através de
um conceito mais forte, tal como estratégia dominante, ainda existe a possibilidade de us-
armos um equilibrio menos restritivo. De fato, a maior parte de nossa analise subsequente
se dard sob equilibrio de Nash bayesiano.

Este capitulo apresenta os principais conceitos e resultados da teoria do desenho de
mecanismo. Nosso objetivo aqui nao é ser exaustivo, mas, ao contrario, apenas introduzir a
teoria e obter o ferramental necessario para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes.
Para tal, comecamos voltando nossas atencoes para as definicoes basicas e para um dos
seus principais resultados, o Principio da Revelacao. A seguir, comentamos brevemente as
limitacoes impostas pela escolha do conceito de equilibrio. O caso especial de utilidades
lineares e quase-lineares também sera visto, com especial atencao a um resultado decor-
rente do seu uso, o Teorema da Equivaléncia de Receitas. Até este ponto assumiremos
que os agentes sao obrigados a participar do mecanismo, ou seja, nao consideraremos a
restricao de participacao®. A resolucdo completa de um modelo de economia do trabalho,

ja com a inclusao da restricao de participagao, fecha o capitulo.

2.1 Principais Definicoes e Resultados

Nossa abordagem aqui é baseada na teoria da implementacao. Esta se diferencia
da abordagem tradicional de teoria dos jogos, que formula modelos que capturam uma
situacao e investiga o conjunto de resultados que sao consistentes com algum conceito
de equilibrio. A teoria da implementacao, ao contrario, assume que existe um “plane-
jador”que define as regras de interacao, e os individuos, diante dessas, acatam-nas inte-
gralmente. O planejador pode desenhar a estrutura do jogo mas nao pode controlar as
preferéncias ou agoes dos individuos. Dessa forma, ele comecara com a descricao de um

resultado e procurard por um jogo (mecanismo) que o implemente®.

5A inclusao de tal restricio reduz o conjunto de funcoes de escolha 6tima que podem ser implemen-
tadas com sucesso. O Teorema de Myerson-Satterthwaite é um exemplo desta redugao. Este considera
um ambiente de comércio bilateral, com vendedores e compradores avessos ao risco e com os tipos inde-
pendentemente distribuidos. Seu resultado é de que sempre que existir possibilidade de ganho comercial,
porém incerto, nao existe funcao de escolha social eficiente ex post que seja tanto compativel em incentivos
em equilibrio bayesiano (veja estas definigdes na préxima segao) e que atenda a restrigdo de participacao.
Para o teorema completo e sua prova, veja Myerson e Satterthwaite (1983).

6Para mais detalhes em teoria da implementacio, veja, especialmente, Osborne e Rubinstein (1994) e
Serrano (2004). Este approach é particularmente adequado a problemas de Economia do Setor Publico.
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Assuma uma economia com [ agentes, i = 1,...,I, que podem ser caracterizados
por um parametro 6;, por hipétese de conhecimento privado, ou seja, apenas o proprio
individuo o conhece e tal que 0; € ©;. Dessa forma, 0 = (0y,...,0;) € ©1 x ... x O;. O
conjunto ©; é assumido ser de conhecimento comum, bem como a funcao de densidade de
probabilidade de 6 = (04, ...,0;), ¢(-), as utilidades individuais do tipo Bernoulli u;(z, 6;)
e o conjunto de possiveis escolhas coletivas X, tal que z € X. Noés também adotamos
a notacao padrao de teoria dos jogos e escrevemos 0_; = (01,...,0;_1,0;41,...,07) e 0 =

(0:,0_;).

Definicao 1 Uma funcao de escolha social € uma funcao f: ©1 x ... x Oy — X que, para
cada possivel perfil de tipos dos agentes 6 = (01, ...,0;), relaciona uma escolha coletiva
f(by,....0r) € X.

Note que uma funcao de escolha social escolhe um resultado final para cada conjunto
de tipos dos agentes. Pense, por exemplo, na provisao de um bem publico, tal como uma
ponte. De acordo com as disponibilidades a pagar dos moradores que usufruirao da ponte,
ou seja, os seus tipos, a fungao de escolha 6tima elenca uma quantidade do bem. Se os
individuos sao outros, os tipos também mudarao e a funcao agora elencara outro resultado.
E importante destacar que a funcao de escolha social relaciona um resultado para cada
perfil verdadeiro de tipos. Os dois préximos conceitos introduzem a possibilidade de

comportamento estratégico do agente.

Defini¢ao 2 Um mecanismo I' = (Si,...,S1,9(:)) € uma cole¢cio de I conjuntos de es-

tratégias (S1,. Sr) e uma fungdo resultado g : Sy x ... x S — X.

Definicao 3 Uma estratégia para o agente © no jogo de informacao incompleta criado

pelo mecanismo I € uma funcgao s : ©; — S;.

Incluir a possibilidade de comportamente estratégico é equivalente, neste contexto,
a permitir que os agentes mintam o seu tipo. Perceba, inicialmente, que estratégia é
definida como uma funcao relacionando um valor de S; para cada um dos tipos ;. Dessa
forma, cada agente escolhe qual valor reportar como seu tipo. Veja que um mecanismo
inclui, além dos conjuntos de estratégias, uma funcao resultado. Esta é andloga a funcao
de escolha social, contudo, agora, o dominio nao é mais o cartesiano de tipos ©1 X ... X Oy
e sim o cartesiano do conjunto de estratégias S; X ... x Sy. Aqui fica claro a possibilidade
de mentira por parte dos agentes, ja que a funcao resultado dependera da estratégia
reportada por cada um. A definicao a seguir liga os conceitos de funcao de escolha social

e funcao resultado.

Contudo, se desconsiderarmos a sugestiva nomenclatura, ele pode incorporar também aplicagoes a outras
dreas. Outras maneiras de introduzir a teoria do desenho de mecanismos podem ser encontradas em
Myerson (1991), Fudenberg e Tirole (1993), Laffont e Martimort (2002) e Salanié (2005).
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Definicao 4 Um mecanismo I' = (S, ..., S1, g(+)) implementa a fun¢ao de escolha social
f() se existe um perfil de estratégias de equilibrio (si(-), ..., s3(+)) no jogo induzido por T’

e g(si(01),...,s7(0r)) = f(01,....01).

O conceito de implementagao possui duas exigéncias. A primeira delas, é a existéncia
de um perfil de estratégias de equilibrio no jogo induzido por I'. Note, novamente, que toda
nossa abordagem pode ser vista dentro do arcabouco da teoria dos jogos, notadamente
por permitirmos comportamento estratégico e por assumirmos a existéncia de equilibrio.
Contudo, o tipo de equilibrio nao ¢é especificado. Como veremos mais a frente, é possivel
trabalharmos com equilibrio em estratégia dominante e equilibrio de Nash bayesiano.
Por enquanto, entranto, deixemos esta nocao livre. Ja a segunda exigéncia é a de imple-
mentacao em si, ou seja, de que quando os jogadores usarem suas estratégias de equilibrio,
a funcao resultado iguale a escolha social.

E importante observarmos que a forma funcional da funcao s : ©; — S; foi deixada livre
até agora. Isso implica na possibilidade de existéncia de um enorme nimero de perfis de
estratégias de equilibrio (s7(6y), ..., s7(0r)) capazes de implementar uma fungao de escolha
social dada. Visto de outra maneira, existe uma vasta gama de funcoes de escolha social
implementaveis. Com essa grande variedade de opgoes, o trabalho de implementagao
pode ser complicado. Entretanto, nem toda implementacao é desejavel para o principal,
conforme a defini¢ao 6 deixa claro. Antes, na defini¢cao 5, apresentamos uma forma simples

para a fungao s(-) que serd util mais a frente.
Definicao 5 Um mecanismo de revelacao direta € aquele em que S; = 0;, Vi =1, ..., 1.

Relembre o exemplo da provisao do bem publico. L&, a funcao resultado relacionava
uma quantidade do bem a cada perfil de estratégias (disposi¢oes a pagar pelo bem) por
parte dos agentes, mas a forma da funcao estratégia s : ©; — S; nao era especificada.
O que um mecanismo de revelacao direta faz ¢é especificar esta funcao. No exemplo, ¢é
equivalente a pedir para os agentes informarem de forma direta qual é a sua disponibilidade
a pagar pelo bem. A possibilidade da mentira, porém, continua existindo. Os agentes
ainda podem se comportar de forma estratégica e reportar seu tipo da maneira que lhes for
mais benéfico. O incentivo a falar a verdade somente é dado com a inclusao da restrigao

de compatibilidade de incentivos no problema.

Definicao 6 Uma fungdo de escolha social f(-) € verdadeiramente implementdvel (ou
compativel em incentivos) se o mecanismo que a implementa é de revelagio direta e a
implementa de maneira que si(61) = 01,...,57(0r) = 01, ou seja, dizer a verdade é um

equilibrio do jogo de informacao incompleta.

Com a definicao acima, passamos a estudar os mecanismos nos quais dizer a verdade

¢é equilibrio. Intuitivamente, é de se imaginar que sao esses os mecanimos de interesse
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em qualquer aplicacao, afinal o principal nunca estara interessado em implementar uma
escolha social baseado em informacoes que nao sao verdadeiras. Ainda, olhando por
outro lado, nosso interesse pode recair sobre aquelas fungoes de escolha social que podem
ser verdadeiramente implementadas. Como visto acima, encontrar esses mecanismos ou
funcoes pode ser uma tarefa complicada, pois a forma funcional da estratégia pode ser
muito variada.

Para vermos como podemos reduzir o nimero de mecanismos candidatos a imple-
mentacao, separaremos nossa analise entre os dois conceitos de equilibrio ja citados, quais

sejam, estratégia dominante e Nash bayesiano.

2.1.1 Implementacao em Estratégia Dominante

O conceito de estratégia dominante nos diz que um jogador sempre adotara tal es-
tratégia, independente das estratégias dos demais jogadores. Em nosso contexto de in-

formacao incompleta, sua definicao formal é dada abaixo.

Definicao 7 A estratégia s : ©; — S; € uma estratégia fracamente dominante para o
agente i no mecanismo I' = (S1,...,51,9(+)) se, para todo 0; € ©; e todas as possiveis

estratégias para os agentes j # i, s_i(+) = [s1(+), ..r, Si—1(*), Six1(*)s -y S7(+)], vale
Ep_[ui(g(s:(6:), s-:(0-)), 0:)|0:] = Ep_,[ui(g(8:(6:), 5-4(6-:)), 0:)|6:] (1)
para todo S; € S;.

A proposicao abaixo nos mostra que esta definicao mais geral pode ser vista como a
usual, de que o jogador sempre obterd maior utilidade escolhendo a estratégia dominante

si(+), independente das estratégias dos outros jogadores s_;(-).

Proposicao 8 A desigualdade (1), quando vdlida para todo s_;(-) e 0;, € equivalente a

condicao de que, para todo 0; € O,

ui(g(si(0:),5-4),0:) > ui(g(3i,5-4),0:) (2)
para todo S; € S; e todo s_; € S_;.

Prova. A condigao (2) segue direto de (1) simplesmente por definir s_;(6_;) = s_; para
todo 6_; € ©_;. Para ver que (2) implica (1), considere o caso onde s_; é um conjunto

finito. Entao, para qualquer s;,

Ey_ [ui(g(si(0:),5-4(0-)),6)10:) = > Pr(s_i(0-5) = s_)uilg(si,5-4),6:).  (3)

S_i€S_;
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Logo, (2) implica (1). m
Agora que ja definimos estratégia dominante, voltemos nossa atencao para a sua
definicao de equilibrio. A seguir, podemos especializar a definicao 4 para a nocao de

equilibrio sob tal estratégia.

Definicao 9 O perfil de estratégias s*(-) = (s7(-), ..., s7(+)) € um equilibrio em estratégia

dominante do mecanismo I' = (S1, ..., S1,9(+)) se, para todo i e para todo 0; € ©;,

ui(g(s7(6),5-:),6:) > ui(g(s;,5-3),6;) (4)
para todo s; €.S5; etodos_; €S_;.

Defini¢ao 10 O mecanismo I' = (54, ..., S1,g(+)) implementa a fungdo de escolha social
f() em estratégia dominante se existe um equilibrio em estratégia dominante de I', s*(-) =
(s7(+), ..., s5(+)), tal que g(s*(0)) = f(0) para todo O € O.

Como visto anteriormente, nem todas as fungoes de escolha social sao implementaveis
de maneira desejada pelo principal. Aquelas implementagoes nas quais os agentes nao
reportam seus verdadeiros tipos podem nao ser consideradas. Assim, introduziremos um

conceito que apresenta os mecanismos nos quais falar a verdade é equilibrio.

Defini¢ao 11 A func¢ao de escolha social f(-) € verdadeiramente implementdvel (ou com-
pativel em incentivos) em estratégia dominante se sf(0;) = 6; para todo 0; € ©; e
1 = 1,....,1 é um equilibrio em estratégia dominante do mecanismo de revelagao direta
['=(04,...,0yq, f(+)). Isto é se para todo i e todo 0; € O,

A~

w; (f(0:,0-:),0;) > u;(f(6;,0-,),0:) (5)
para todo 01 € 0, etodob_; € ©_,.

Mesmo interessados somente naquelas funcoes de escolha social verdadeiramente im-
plementaveis, ainda podemos ter muitos mecanismos que cumprem esta tarefa. Como
nao especificamos a forma funcional de s;(-), de fato teremos intimeras estratégias que
implementem f(-). Felizmente, a proposicao a seguir nos diz que, se estamos interessados
em tais implementagoes, basta focarmos a atengao nos mecanismos de revelacao direta,

0s quais sao muito mais simples.

Proposicao 12 (Principio da Revelagao para Estratégias Dominantes) Se uma fungdo
de escolha social f(-) pode ser implementada em estratégia dominante através de algum
mecanismo I' = (S, ..., S1,9(+)), entdo ela também pode ser implementada através de um

mecanismo de revelacao direta onde o agente revele seu verdadeiro tipo.
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Prova. Seja I' = (S51,...,57,9(-)) o mecanismo que implementa f(-) e seja s*(-) =
(si(-),...,s5(-)) a sua estratégia de equilibrio em estratégia dominante, tal que f(-) =
g o s*(-). Agora, considere o mecanismo de revelagdo direta I'' = (01, ...,0;, f(+)). Se
neste mecanismo falar a verdade nao é um equilibrio, entao o agente ¢ preferira anunciar

algum tipo 0; ao invés do seu verdadeiro tipo ;. Entao nés temos para todo i e todo
91’ S ®i7
para todo 0, € O;etodof_; €O,

Mas, pela defini¢ao de f(-), isto implica que, para todo i e todo 0; € ©;,

wi(g(s5(0:), 5-:),05) < wilg(s7(6:),5-4), 0) (7)

para todo 6, € ©; e todo 6_, € O_,.

Consequentemente, s*(-) = (si(+),...,s7(-)) nado pode ser um equilibrio em um jogo
gerado pelo mecanismo I' = (51, ...,57,g(+)), dado que o agente do tipo 6; prefere re-
portar s*(f;) ao invés de s7(6;). Dessa forma, o mecanismo de revelacio direta I' =
(©1,...,07, f(+)) deve ser verdadeiro (o agente deve falar a verdade) e, por construgao, ele
implementa a fungao de escolha social f(-). m

A prova por contradigao feita acima é baseada em Salanié (2005), porém existem
diversas outras formulacoes e provas desta proposicao. Sua primeira versao em estratégia
dominante foi formulada por Gibbard (1973). Este mostra, sob certas condigoes, que
mecanismos em estratégia dominantes deveriam ser ditatoriais, ou seja, eles deveriam
corresponder a escolha 6tima de um tnico agente. Como um corolario, é mostrado que
qualquer mecanismo de votagao (revelagao direta) para os quais a verdade é uma estratégia
dominante, também deve ser ditatorial. Muitos outros trabalhos extenderam o Principio
para equilibrio de Nash bayesiano”, como veremos & frente. Myerson (1979, 1982, 1986),
em particular, desenvolve o principio com maior generalidade e é pioneiro em seu uso em
aplicagoes.

A idéia por tras do Principio da Revelacao pode ser vista de uma maneira bastante
intuitiva. Imagine que incluissemos no jogo inicial um mediador, alguém que receberia
como informacao o tipo reportado pelo agente i, digamos 6;, e entao decidiria a estratégia

*

s¥(0;), para cada i. Se sf(6;) é a escolha 6tima do agente i, claramente para cada 6; € ©;
no mecanismo inicial I'; o agente decidira falar a verdade. Outra maneira 1til de perceber
o Principio é fornecida por Laffont e Martimort (2002) em um ambiente de preferéncias
quase-lineares. Os autores utilizam uma figura para ilustrar a prova de que a funcgao
composta g o s*(-) iguala f(-).

O conceito de implementacao em estratégia dominante é de interesse porque um

"Dasgupta, Hammond e Maskin (1979), Holmstrom (1977), Myerson (1979) e Rosenthal (1978) sao
exemplos.
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mecanismo I' = (S, ..., 57, ¢(+)) que implementa f(-) em estratégia dominante o faz de
uma maneira forte e robusta®. Contudo, alguns importantes resultados evidenciam os
limites da implementacao sob este conceito de equilibrio. O principal deles é o Teorema
de Gibbard-Satterthwaite. De uma maneira geral, este afirma que quando o conjunto de
escolha social é finito e contém ao menos trés elementos e as preferéncias podem assumir
qualquer forma funcional, a fungao de escolha social é verdadeiramente implementavel
se e somente se ¢ ditatorial?. Dessa forma, duas possibilidades sao abertas no sentido
de superar esta limitacao: limitar a forma que as preferéncias podem assumir ou relaxar
o conceito de equilibrio para um menos exigente. Na proxima subsecao trataremos da
segunda opgao, analisando implementacao bayesiana, e na se¢ao subsequente voltaremos

as atencgoes a algumas aplicagoes em ambientes com preferéncias especificas.

2.3.2 Implementacao Bayesiana

Comecemos por apresentar o conceito de equilibrio de Nash bayesiano e por especializar

a definicao 4 para o seu contexto.

Definicao 13 O perfil de estratégias s*(-) = (si(),....s3(-)) € um equilibrio de Nash

bayesiano do mecanismo I' = (51, ...,.S1,9(+)) se, para todo i e todo 6; € O,
Ep_,[ui(g(s7(0:), s2:(0-:)), 0:)|0:] > Ep_,[ui(g(8s, s~;(6-:)), 0:)6:] (8)
para todo S; € S;.

Definicao 14 O mecanismo I' = (S, ..., S1,g(-)) implementa a fungdo de escolha social

f(-) em um equilibrio de Nash bayesiano se existe um equilibrio de Nash bayesiano de T,

s (1) = (s7(4), ey 87(4)), tal que g(s*(0)) = f(0) para todo 6 € ©.

Perceba que as defini¢oes sao analogas aquelas feitas no contexto de equilibrio em
estratégia dominante, com a devida adequacao a nocao de equilibrio. Como veremos
abaixo, o conceito de funcao de escolha social verdadeiramente implementavel também

segue este padrao.

Defini¢ao 15 A func¢ao de escolha social f(-) € verdadeiramente implementdvel (ou com-

pativel em incentivos) em equilibrio de Nash bayesiano se si(0;) = 0; para todo 0; € ©;

8Mas-colell, Whinston e Green (1995) elencam algumas razoes para justificar a forga deste conceito de
implementagao. Os agentes, por exemplo, podem mesmo ter crencas incorretas ou contraditérias sobre
a distribuigao de (01, ...,07) que a implementagdo se mantém. Além disso, se lembrarmos o conceito
usual de estratégia dominante, vemos que o jogador nem mesmo precisa se preocupar com as jogadas dos
demais.

9Para a versdao completa do teorema e sua prova, veja Mas-colell, Whinston e Green (1995).
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ei=1,....1 € um equilibrio de Nash bayesiano do mecanismo de revelacdo direta I' =
(©1,...,07, f(+)). Isto €, se para todo i =1,.... 1 e todo 0; € O,

Ey_ Jui(f(6:,0-),0:)|6:] > Ey_,[ui(f(6:,6_5),0;)|6] (9)
para todo 6; € O,.

O Principio da Revelacao também possui uma versao aplicada ao contexto de equilibrio
de Nash bayesiano. Seu resultado é o mesmo daquele sob estratégia dominantes, qual seja,

o de restringir a andlise a fungoes de escolha social verdadeiramente implementaveis.

Proposicao 16 (Principio da Revelag¢io para Equilibrio de Nash Bayesiano) Se uma
fungao de escolha social f(-) pode ser implementada em equilibrio de Nash bayesiano
através de algum mecanismo I' = (S, ..., S1,4(+)), entdo ela também pode ser implemen-
tada através de um mecanismo de revelacao direta onde o agente revele seu verdadeiro

tipo.

Prova. Seja I' = (S51,...,57,9(-)) o mecanismo que implementa f(-) e seja s*(-) =
(s7(+),...,s7(-)) a sua estratégia de equilibrio (Nash bayesiano), tal que f(-) = g o s*(-).
Considere agora um novo espaco de estratégias ©; para cada agente i, tal que cada agente
anuncia 0; (que pode diferir do verdadeiro valor ;). Seja 6 = (61, ...,0;) e definamos a
nova funcio resultado f : © — X por f(f) = g(s*(9)), onde s*(f) = (s7(6y), ..., s3(0;)).
Note que estamos escolhendo um mecanismo de revelacao direta. E imediato que falar a
verdade, {0; = 6;}, é um equilibrio de Nah bayesiano do novo jogo, dado que {s'} ¢ um
equilibrio de Nash bayesiano do jogo original. Para percebermos isso, veja que, para todo
i e todo 6; € ©,,

Ey_ Jui(f(0:,0-:),0:)[0:] = Ep_ [ui(g(s;(6h),5;(0-:)),0:)|0:] (10)
= Ss.lelg'Eg_i[ui(g(sT(Gl),...,57;,...,s?(@l)),ﬁi)lﬁi] (11)
> sup Ey_[ui(f(01, .., 0, ... 01), 6,)|63], (12)

0;€0;

onde a primeira igualdade resulta da definicdo de mecanismo de revelacio direta I =
(01,...,05, f(+)), a segunda igualdade é a condi¢ao de equilibrio de Nash bayesiano do
mecanismo original I' = (54,...,57,9(:)) e a desigualdade final expressa o fato de que
no mecanismo de revelacao direta é como se o agente i escolhesse o tipo f; a anunciar
em um subconjunto de estratégias {sf(éi)}éiegi de S; (o agente tem, no maximo, tantas
possibilidades de desvio quantas ja possuia no jogo original). m

Claramente poderiamos usar o mesmo argumento da prova do Principio em estratégia
dominante para a demonstracao acima. Contudo, ao optarmos por este procedimento

alternativo estamos apresentando maneiras diferentes de enxergarmos a construgao da
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proposicao. A intuicao por tras deste resultado é a mesma daquela da proposicao 12,
ja que a unica diferenca entre eles é a presencga da utilidade esperada, que caracteriza o
equilibrio de Nash bayesiano.

Como ja foi comentado anteriormente, a nocao de equilibrio em implementacao bayesiana
é estritamente mais fraca do que em implementacao em estratégia dominante. De fato,
dado que qualquer equilibrio em estratégia dominante é um equilibrio de Nash bayesiano,
entao qualquer funcao de escolha social implementavel em estratégia dominante também o
é em equilibrio de Nash bayesiano. Perceba que enquanto a implementacao em estratégia
dominante exige que dizer a verdade seja a melhor estratégia do agente ¢ para cada 0_;
possivel, em implementacao bayesiana falar a verdade precisa somente dar ao agente ¢ seu
mais alto payoff ponderado sobre todos os possiveis tipos 0, que poderiam aparecer para
os outros agentes.

O fato de a implementagao bayesiana ser um conceito menos exigente indica que
existirda um nimero maior de fungoes de escolha social implementédveis sob esta nocao de
equilibrio do que sob estratégia dominante. Na pratica, em aplicacoes, isto fica evidente,
pois o niumero de trabalhos que tratam de implementacao bayesiana é consideravelmente
maior do que aqueles que a estudam em estratégia dominante. Na préxima se¢ao noés
veremos alguma destas aplicagoes em ambos os contextos. Contudo, restringiremos a
analise a preferéncias lineares e quase-lineares. Enquanto isto facilita a implementacao em
estratégia dominante (lembre do teorema de Gibbard-Satterthwaite), em implementagao
bayesiana permite obter importantes resultados tedricos e praticos, como o Teorema de

Equivaléncia de Receitas.

2.2 Alguns Resultados em Ambientes com Preferéncias Lineares e Quase-

Lineares

Comecemos por estudar os famosos mecanismos de Groves-Clarke!?, os quais sao uti-
lizados em implementagao em estratégia dominante. Consideremos. inicialmente, uma
alternativa social como um vetor = = (k,ty,...,t;), onde k é um elemento do conjunto
finito K e o qual chamaremos de escolha de projeto, e t; € R, que representa uma trans-
feréncia monetdaria para o agente i. O ambiente quase-linear é expresso na funcao de
utilidade do agente 1,

onde m; é a dotagao monetéaria do agente 7. E assumido que os I agentes nao possuem

qualquer tipo de fonte de financimento externa. O conjunto de alternativas portanto é

X ={x=(kt1,...,t;) : k€ K, t; € R para todo i e Zti < 0}. (14)

10Veja Groves (1973), Clarke (1971) e Mas-colell, Whinston e Green (1995).
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A estrutura acima é particularmente adequada a aplicacoes em Economia do Setor
Ptblico, com a provisao de bens piblicos como principal exemplo. E importante, para
obtermos os resultados subsequentes que introduzamos o conceito de eficiéncia ex post.
Este conceito nos diz que uma funcao de escolha social é eficiente ex post se seleciona,
para todo perfil 6 = (6, ...,6;), uma alternativa f(0) € X que é Pareto 6tima, dadas as

preferéncias.

Definicao 17 A funcdo de escolha social f : ©1 X ... x O — X ¢ eficiente ex post se
para nenhum perfil 6 = (64, ...,0;) existe um v € X tal que u;(x,0;) > w;i(f(8),6;) para
todo i, e u;(x,0;) > w;(f(9),0;) para algum i.

Voltando ao ambiente quase-linear, temos a fun¢ao de escolha social como f(:) =
(k(-),t1(-), ..., t7(+)), onde, para todo 6 € O, k() € K e > t;(0) < 0. Entao, se f(-) é

eficiente ez post, para todo 0 € O, k(f) deve satisfazer

Zvi(k(e),e,») > Zvi(k’ei) (15)

para todo k € K.
Nosso primeiro resultado, nesse contexto, diz respeito a fungoes de escolha social que

sao verdadeiramente implementéveis e eficientes ex post'!.

Proposicao 18 Seja k*(-) uma funcgao satisfazendo (15). A funcgdo de escolha social
f) = (k*(),t1(-)y ..y t1(+)) € verdadeiramente implementdvel em estratégia dominantes

se, para todo v =1, ..., 1,

t:(0) = [Z%(k*w)?aj) + hi(6_), (16)

JF#i

onde h;(-) € uma funcao arbitrdria de 0_;.

Prova. Suponha que falar a verdade nao seja uma estratégia dominante para o agente 7.
Entao existe 6;, éz € 0; tal que

Substituindo ti(éi,é_i) e t;(0;,0_;) por suas expressoes equivalentes em (16), temos

que
I I

D 0k (6:,6-5),05) > > v;(k*(0),6;). (18)

i=1 i=1

HEste resultado é devido a Groves (1973). Sua prova inicial nio é muito construtiva, por isso adotamos
a versao alternativa dos livros-texto.
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O que contradiz o fato de que k*(-) satisfaz (15). Logo, f(-) deve ser verdadeiramente
implementavel em estratégia dominante. m

Mecanismos de revelagao direta que satisfazem (15) e (16) s@o conhecidos como mecan-
ismos de Groves'?. Groves (1973) interessou-se em estudar como dar incentivos a membros
de uma organizacao de forma que estes constituissem um time. O problema ao qual se
debrucou foi, entao, qual a transferéncia o head da organizagao deve dar para cada uma
de suas subunidades. Considerando-se a estrutura formal acima, a idéia por tras do seu
argumento é que, dado os tipos reportados #_; dos agentes j # i, a transferéncia do
agente ¢ depende do seu tipo anunciado somente através do efeito desse anincio sobre
k*(0). Outra maneira intuitiva de entender o mecanismo de Groves é notando que a mu-
danca na transferéncia do agente i reflete exatamente a externalidade que ele impoe nos
outros agentes. Assim, o agente i acaba internalizando esta externalidade e antncia seu
verdadeiro tipo, o que leva k a um nivel que maximiza Y, v;(k, 6;)'3.

Como esta estrutura que estamos apresentando é muito aplicada a modelos de Econo-
mia do Setor Publico, além da eficiéncia precisamos dedicar certa atengao ao orcamento.
Em outras palavras, principalmente quanto trabalharmos com alguma aplicagao em que
existe governo, é importante que »_.¢;(#) = 0 para todo 6 € ©. E possivel também ver
esta condicao como uma exigéncia de nao desperdicio de recursos. Ao incluirmos esta pre-
ocupacao de orcamento equilibrado, contudo, nao seremos mais capazes de obter fungoes
de escolha social implementaveis em estratégia dominante que também sejam eficiente ex
post. Este resultado é devido a Green e Laffont (1979)' 15,

Dados todos estes resultados de impossibilidade sob estratégia dominante, os quais
valem mesmo quando as preferéncias sao restringidas a fungoes de utilidade quase-lineares,
devemos voltar a implementacao bayesiana, que nos permite maior flexibilidade. Aqui,
para obtermos importantes resultados, assumiremos utilidades lineares, tal que sua forma

sera

Adicionalmente, normalizemos 7; = 0 para todo i, e assumamos #; € ©; = [0,,0;] C R

120s mecanismos de Groves-Clarke sdo um caso particular dos mecanismos de Groves. Clarke (1971)
descobriu, independentemente, um mecanismos no qual h;(0_;) = — > v;(k*;(0_;),0;), onde, para todo
J#i

0_; € ©_;, k* ,(0_;) satistaz Y v;(k*,(0-,),0;) > > v;(k,0;), para todo k € K.
J#i J#i

13 A importancia dos mecanismos de Groves é também evidenciada por Green e Laffont (1979) e Laffont
e Maskin (1980). Sob certas condigoes, em especial a permissao de que v;(+) assuma qualquer forma, estes
autores demonstram que estes mecanismos [satisfazendo (16)] sdo os tnicos capazes de conjuntamente
satisfazer (15) e ser verdadeiramente implementaveis. Para uma prova deste resultado, veja o teorema
3.1 de Laffont e Maskin (1980).

14Para uma completa apresentacao, veja, por exemplo, o teorema 4.1 e os corolarios 4.1 e 4.2 de Laffont
e Maskin (1980). Em termos gerais, quando v;(+,6;) é livre para assumir qualquer forma funcional, este
resultado de impossibilidade é valido.

15Um caso em que esta limitacio é superada ocorre quando as preferéncias de um agente em particular
(“agente 07) sdo conhecidas. Para mais detallhes sobre esta excecdo veja Laffont e Maskin (1980) e
Mas-Colell, Whinston e Green (1995).
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com 6, # 0; e que os tipos dos agentes sdo estatisticamente independentes. A funcéo
distribuicao de 6; é dada por ®;(-) e a densidade por ¢;(-), atendendo a ¢;(#;) > 0 para
todo 0; € [6;,0;].

O resultado que apresentaremos agora nos dé condigoes necessarias e suficientes para
uma fungao de escolha social f(-) = (k(:),t1(-),...,t;(+)) ser compativel em incentivos em
equilibrio bayesiano. De fato, em um ambiente com preferéncias lineares, a proposicao
abaixo fornece um facil meio de checar se f(-) é implementavel. A fim de facilitar a
notacao, assumamos que a transferéncia esperada do agente i, dado que o antncio do seu
tipo é é, e dado que os agentes j # i revelem seu tipo verdadeiramente, seja expressa por
1:(0;) = Ey_[t:(6;,0_;)]. Da mesma forma, seja 7;(6;) = Ey_ [v;(k(6;,0_;))]. Dado a sua
lineariedade, é possivel representar a utilidade esperada do agente 7 quando ele reporta 0,

(e seu verdadeiro tipo é ;) e os demais agentes falam a verdade como

Bo_[u;(f(6:,0;),0:)10:] = 0:5:(6;) + 1:(6;). (20)
De maneira analoga, definamos, para cada 1,

como a func¢ao que da a utilidade esperada do agente i quando todos os agentes reportam

a verdade, inclusive o proprio i.

Proposicao 19 A func¢do de escolha social f(-) = (k(-),t1(),...,t1(-)) € compativel em
incentivo em equilibrio bayesiano se e somente se, para todo 1 =1, ..., 1,

(i) v;(-) € nao decrescente; e

(ii) U;(0;) = U;(8,) + f:j v;(s)ds, para todo 6;.

Prova. Necessidade. Se f(-) é compativel em incentivos em equilibrio bayesiano, entao

para todo 6; > 0;, temos

Ui(6;) > Qz@z(éz) + Ez<éz) = Uz(éz) + (0; — éz)Uz(éz) (22)
Ui(6;) > 0;0:(0;) + E:(6:) = Us(6:) + (6; — 6,)5,(6;). (23)

Logo, R
By > L) =00 5 5oy (24)

b — 6,

A expressao (24) implica que 7;(-) deve ser nao decrescente, pois 0; > 0. Além disso,

se fizermos 0; — 6; em (24), entao, para todo 6;, deve valer

’ /

U; (Qz) = Fi(ei)' (25)
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Integrando obtemos

0;
UL(6;) = Ux(8,) + / 5i(s)ds, para todo 6. (26)
0

i

Suficiéncia. Considere, sem perda de generalidade, quaisquer 6; e éz tais que QAZ < ;.

Se (i) e (ii) valem, entao

U6,) — Ui(6) = /éim(s)ds (27)

> / N i(6.)ds (28)

Portanto,

Ui(0;) > Ui(0;) + (6; — 0,)5:(8;) = 0,5,(6;) + %:(6y). (30)
Da mesma maneira, podemos obter

Us(0;) > Ui (6;) + (6; — 0,)5:(0;) = 0,5:(6;) + 1:(6;). (31)

Estas duas tltimas expressoes implicam que f(-) é compativel em incentivos em
equilibrio bayesiano. m

Este resultado foi inicialmente encontrado por Myerson (1981) e é especifico para o
caso de utilidades lineares. No capitulo seguinte forneceremos condic¢oes sob as quais a rep-
resentagao integral (ii) da proposi¢ao 19 vale para qualquer forma funcional. Obteremos
isto sem fazer qualquer exigéncia sobre os mecanismos, ou seja, nao impomos diferencia-
bilidade nem continuidade sobre (-) e ¢(-), por exemplo. Como veremos, Milgrom e Segal
(2002) sao pioneiros em obter esse resultado para ambientes com um tnico agente e nds
o generalizamos para aplicagoes multi-agente.

Uma implicacao da proposicao acima pode ser encontrada na teoria dos leiloes. Para
perceber isso, especifiquemos um modelo com o agente 0 sendo o vendedor de um ob-
jeto indivisivel, do qual ele nao deriva qualquer valor, e com os agente 1, ..., I sendo os
potenciais compradores. Seja, também, y;(#) a probabilidade do comprador i adquirir o
objeto quando o vetor de tipos (valoracao dada ao bem) anunciados é 6 = (6, ...,0;). A
variavel ¢;(f) continua sendo a tranferéncia monetdaria feita pelo agente i. Entao, dado
que as preferéncias sao lineares, a utilidade esperada de i é dada por 0;y;(6) + t;(0).

Se fizermos k = (y1,..,yr), K = {(y1,..,yr) : y; € [0,1] para todo i = 1,....,1 e
> ¥i < 1} e vi(k) = y;, entdo podemos aplicar a proposicao 19. Entao, escrevemos
7:(0;) = 5,(6;), onde 7,(0;) = Ey_[y;(6;,6;)] é a probabilidade de i obter o bem condicional

a0 seu anuncio ser 6; e aos demais agente j # i anunciarem seus verdadeiros tipos. Da
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mesma forma, podemos escrever U;(0;) = 6,7,(6;) +1:(0;). Ao fazermos isto podemos obter
6

o Teorema da Equivaléncia de Receitas, enunciado abaixo!®.
Proposicao 20 (Teorema da Equivaléncia de Receitas) Considere um leilao com I agentes
neutros ao risco, no qual a valoracao do comprador i pertence ao intervalo [Qi,gi] com
0, # 0; e sua funcdo de densidade é dada por ¢(-) > 0, e no qual os tipos dos compradores
sao estatisticamente independentes. Suponha que, para todo comprador i, um dado par
de equilibrios de Nash bayesiano de dois diferentes procedimentos de leilao € tal que (i)
para cada possivel realizagio de 0 = (04, ...,01), o comprador i tem uma idéntica proba-
bilidade de adquirir o bem nos dois leiloes; e (ii) o comprador i tem o mesmo nivel de
utilidade esperada nos dois leiloes quando sua valoragao dada ao objeto estd ao nivel mais
baizo possivel. Entdo os equilibrios dos dois leiloes geram a mesma receita esperada ao

vendedor.

Prova. Podemos estabelecer o resultado acima mostrando que se duas fungoes de escolha
social compativeis em incentivo em equilibrio de Nash bayesiano em dois diferentes leiloes
possuem as mesmas fungoes (y1(0), ..., y7(f)) e os mesmos valores (Uy(6), ..., U;(0)), entdo
estes geram a mesma receita esperada para o vendedor. Isto é possivel pois sabemos pelo
Principio da Revelagao que a funcao de escolha social implementada por um equilibrio de
qualquer leilao deve ser compativel em incentivo em equilibrio de Nash bayesiano.

Como a receita esperada é dada por Y1, E[—t;(#)], em um mecanismo compativel

em incentivo em equilibrio bayesiano, para um ¢ qualquer, ela pode ser expressa como
E[-t(0)] = EGi[_%i(‘gi)] (32)

0;
_ /0 5,(6:)6; — Us(6:)] 1(6:)d6; (33)

i

- / i [yxe@-)@ —Ui(9,) - / ims)ds] 61016, (34)

Y 43

- [ / (m(ez-)ei - / @-(s)czs) 01(0:)db:

onde usamos a proposicao 19.

Ao integrarmos por partes (usando o teorema fundamental do calculo?) obtemos

/: (/90 @i(s)ds> ¢i(6:)db; = (/: yi(ez»)d@) - (/: yi(Qi)QD(GZ»)d@i> (36)

23 7 23 23

_ /ei@i(é’i)(l — &(0;))d0. (37)

<4

16Milgrom (1987) e McAfee e McMillan (1987) apresentam o teorema em grande riqueza de detalhes.



27

Substituindo (37) em (35),

By [-1:(0;)] = /a.i@(ei) <9z‘ - %{;Z()el)) ¢:i(0:)do; | — Ui(8;) (38)
- i [
~UL(0,). - (39)

Entao, somando para todo 7, temos que a receita total esperada do vendedor é

I I

ZE[—ti(é’)] = [/j/j [z;yi(el,...,ef) (9—%@@)] (jﬁl@(ej)) d@;...d&ll

i=1 7

YU (40)

Note que a expressao (40) depende apenas das fungoes (y;(6), ..., yr(0)) e dos valores
de (U1(0),...,U;(9)), implicando que quaisquer duas fungoes de escolha social compativeis
em incentivo em equilibrio bayesiano geram a mesma receita esperada para o vendedor.
[ |

Devido a vasta gama de aplicacoes da teoria dos leiloes, o Teorema da Equivaléncia
de Receitas é de fundamental importancia no atual avanco da Economia. Como um
exemplo de sua aplicagao, pense em dois tipos de leiloes fechados. No primeiro deles, cada
comprador da um lance fechado e, a seguir, o vendedor abre todos e aquele comprador com
maior lance leva o bem pagando ao vendedor um valor igual ao seu lance. No segundo,
os lances acontecem da mesma forma. A diferenca esta no fato de o comprador de maior
lance levar o bem pagando o valor igual ao segundo maior lance!”. Através do Teorema da
Equivaléncia de Receitas é possivel mostrar que, quando as valoragoes dos compradores
sao independentemente disrtibuidas em [0, 1], a receita esperada do vendedor nestes dois
leiloes é a mesma.

Os resultados obtidos até aqui consideraram que os agentes sao obrigados a participar
do mecanismo. Em nenhum momento foi permitido a eles a escolha de aceitar ou nao o
jogo. Embora essa estrutura apresente importantes resultados, como os que vimos acima,
ela limita muito a abrangeéncia de aplicacoes. Nossa proxima secao inclui a chamada
restricao de participacao em um simples modelo de Economia do Trabalho. Estaremos,
ao incluir esta restrigao, dando incentivos ao agente para participar do mecanismo (aceitar

o contrato).

1"Myerson (1981) e Krishna (2002) tratam a teoria dos leildes de maneira completa.
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2.3 Um Simples Modelo de Economia do Trabalho

Nesta secao apresentaremos um modelo béasico de agente-principal, ou seja, um mod-
elo de desenho de mecanismo em que existe apenas um agente. Como destacamos no
final da ultima secao, nds incluiremos no problema a restricao de participacao, a fim de
dar mais abrangéncia a sua aplicacao. Além disso, embora consideremos uma aplicacao
a Economia do Trabalho, a estrutura apresentada pode ser usada em varias outras areas

da Economia'®.

Nossa andlise aqui segue Laffont e Martimort (2002) e Salanié (2005).
Trabalharemos com distribuicoes de probabilidade continuas, para o caso discreto é re-

comendado as obras supracitadas.

2.3.2 O Modelo

Considere uma firma (o principal) que deseja delegar para um dos seus trabalhadores
(o agente) a tarefa de produzir ¢ unidades de um determinado bem. O principal aufere a
utilidade S(g) com a producao de ¢ unidades, onde S'(-) > 0, S”(-) < 0 e S(0) = 0. Dessa
forma, o valor marginal do bem para o principal é positivo e estritamente decrescente com
o numero de bens produzidos.

O custo de producao do trabalhador nao é observado pelo principal, mas é de conhec-
imento comum o seu custo fixo F', bem como o fato de que seu custo marginal 6 pertence
ao intervalo © = [, 0] e que a distribuicao de 6 é ®(#), com funcao de densidade ¢(#) > 0,
para todo 6 € ©. Observe que o custo marginal 6 pode ser considerado uma mediade de
eficiéncia do trabalhador. Assim, 6 representa a maior eficiéncia possivel enquanto 6 a

maior ineficiéncia. O custo total de produgao do trabalhador, portanto, é dado por
C(q,0) =0q+ F. (41)

A variavel utilizada pelo principal para incentivar o agente é a transferéncia monetaria
t, que no nosso contexto pode ser considerada como o salario do trabalhador. As varidveis
a considerar no problema sao, entao, a quantidade produzida g e a transferéncia t. Seja

A o conjunto de alocacgoes factiveis, formalmente temos
A={(gt):qER,,tER}. (42)

Por hipétese, ambas as varidveis sao observaveis e verificaveis por uma terceira parte

externa, tal como um érgao de justica. Imagine algum tribunal da justica do trabalho,

18Veja, por exemplo, Mirrlees (1971) em taxacdo 6tima, Baron e Myerson (1982) em Economia da
Regulacao, Maskin e Riley (1984) em precificagdo nao-linear em monopélios e Mussa e Rosen (1978) em
discriminagao de pregos. Green e Kahn (1983) oferecem um mais sofisticado modelo de Economia do
Trabalho.
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por exemplo. Este érgao pode ser incluido no contrato com a finalidade de penalizar
desvios da quantidades e transferéncias contratadas, tanto por parte do principal como
do agente.

Quanto ao timing do jogo, assumiremos que segue os trés passos citados na introducao
deste capitulo: o principal desenha e oferece o contrato; o agente, a seguir, aceita ou recusa

a oferta e; por fim, o contrato é executado.

2.3.2 Solugao Sob Informacgao Simétrica

Primeiramente, assumiremos que a firma conhece o nivel de eficiéncia do trabalhador.
O resultado encontrado sob esta hipdtese nos servird, a frente, como parametro de com-
paragao e, por isso, é chamado de first-best. Dessa forma, o problema do principal é
maximizar o seu bem-estar sujeito apenas a restricao de participacao, a qual deve dar

incentivos ao trabalhador decidir aceitar o contrato. Formalmente, o principal resolve

(Jnax S(q(0)) —#(0) (43)
sujeito a
t(0) —0q(0) — F > U, (44)

onde U é a utilidade de reserva do trabalhador. Em geral, podemos considerar U como a
utilidade obtida em um emprego alternativo.

A resolucao do problema acima pode ser obtida usando o método de Kuhn-Tucker.
No entanto, a proposicao abaixo nos diz que podemos simplificar a otimizacao para um

problema com restrigao de igualdade.

Proposicao 21 No contrato étimo sob informacgao simétrica, a restricao de participagao

(44) € satisfeita com igualdade, ou seja, t(0) — 0q(0) — F = U.

Prova. Suponha, ao contrério, que o contrato 6timo oferecido gere uma utilidade maior

do que a de reserva para o agente, tal que
t(0) — 0q(0) — F > U. (45)

Entao, existe € > 0 pequeno o bastante, tal que se a firma optar por uma transferéncia
t(0) = t(0) — ¢, entdo

t(0) — 0q(0) — F > t(0) — 0q(0) — F > U. (46)
Além disso, como #(0) < t(6),

~

S(q(0)) —(0) > S(q(6)) — 1(6), (47)
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mas isso implica que o principal nao esta atingindo sua utilidade méaxima, o que contradiz
o fato do contrato ser 6timo. Logo, t(8) —0q(0) — F =U. m

Com a restricao de participacao sendo satisfeita com igualdade, basta isolarmos uma
das variaveis de escolha e substitui-la na funcao objetivo do principal para resolvermos
o problema. O contrato 6timo sob informacao simétrica, juntamente com um resultado

sobre sua eficiéncia, é resumido na proposicao a seguir.

Proposigao 22 O contrato 6timo sob informacao simétrica é dado por ¢"?(0) = (S)~(6)
et(@) = U +6(S) 1) + F. Além disso, seja W = S(q(8)) — 0q(0) — F o bem-estar
total da sociedade (soma das utilidades do principal e do agente). Entao, W (-) atinge seu

mazximo no contrato otimo.

Prova. O resultado é imediato da substituicao da restricao de participacao na funcao
objetivo e da sua maximizagao com respeito a ¢(-). Seja V(-) a utilidade do principal,

entao

V(a(®)) = S(a(6) — (U +0q(0) + F) (48)
Vi) = S(q(9) —6=0 (49)
S'(a(9)) = 6 (50)
¢"P(0) = (5)7), (51)

onde a existéncia da funcao inversa de S'(-) é assegurada pelas hipéteses feitas sobre S(-).
Para obtermos t75(-), basta substituirmos ¢"?(6) na restricao de participagao.

Note também que para todo §(-) # ¢"B(-),

S(@"?(0)) — (U +0¢""(0) + F) —(U+04(0) + F) (52)
S(@"P(0)) —04"%(0) = F > S(q(9)) — 0q(0) — F, (53)

Vv
1
—
=)
—
>
S—
SN—

o que implica que ¢"5() maximiza W(-). =
Como S”(-) < 0, perceba que ¢"'P(-) é descrescente em #. Em outras palavras, quanto
mais eficiente for o trabalhador (6 mais baixo), maior serd a sua produgao do bem. Como

consequéncia, o bem-estar social sera mais elevado conforme o agente seja mais eficiente.

2.3.3 Solugao Sob Informacao Assimétrica

Antes de discutirmos as implicagoes da informacao assimétrica no modelo, observemos
que o Principio da Revelagao pode ser aplicado em nossa estrutura, de tal forma que pode-
mos restringir nossa andlise aos mecanismos (contratos) de revelagao direta {(q(0),t(6))},

que sao compativeis em incentivo. Isso significa que para contornar a possibilidade do
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trabalhador mentir o seu verdadeiro custo marginal 6, o que ele faria com a finalidade de
obter maior utilidade, precisamos adicionar a restricao de compatibilidade de incentivos.

Dessa forma, se {(q(6),t(6))} é compativel em incentivos, entao
t(0) — 6q(0) > t(6) — 0q(9) (54)

para qualquer (0,6) € ©2.
Em particular, (54) implica

t(0) — 0q(0) > t(0) — 0q(d), (55)
t0) — bq(6) > t(6) — bq(0) (56)

para todos os pares (6,0) € ©2.
Somando (55) e (56) obtemos

A~ ~

(0 —0)(q(0) —q(0)) > 0. (57)

Portanto, a restricao de compatibilidade de incentivos exige que a quantidade pro-
duzida ¢(-) seja nao crescente. Observe que este resultado corresponde ao item (i) da
proposi¢ao 19, Isto implica que ¢(+) ¢é diferencidvel quase-sempre e, logo, () também ¢é
diferenciavel quase-sempre e ambas possuem os mesmos pontos de descontinuidade. Ape-
sar de termos de considerar a classe mais geral das fungoes diferenciaveis quase-sempre,
aqui, a titulo de simplificacao, assumiremos que ambas sao diferencidveis®.

Como ¢(+) e t(+) sao assumidas diferencidveis, entao a condigao de primeira ordem para

a escolha 6tima 6 do agente do tipo 6 é
£(6) — 0¢(0) = 0. (58)
Para a verdade ser a escolha étima, para todo 6, entao
() — 04¢(0) = 0, (59)

e (59) deve valer para todo 6 € O, pois # nao é conhecido pelo principal.
E também necessdrio que o contrato otimo satisfaca a condicao de segunda ordem
local,
£(0)lg—g — 0(0)|g—g < 0 (60)

t(0) — 0G(9) < 0. (61)

190 fato de aqui ¢(-) ser ndo-crescente, ao contrario de nao-decrescente, deve-se a troca do sinal de
0q(-) na utilidade do agente.
20Nos préximos capitulos relaxaremos esta hipdtese, permitindo a existéncia mecanismos descontinuos.
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Mas ao diferenciarmos (59) e substitui-la em (61), esta pode ser escrita como
4(0) < 0. (62)

As condigoes (59) e (62) cosntituem a restri¢do de compatibilidade de incentivos local,
a qual garante que o agente nao mentird localmente. Em geral é necessario checarmos se
o mesmo resultado vale globalmente. Contudo, a proxima proposicao afirma que sempre
que a condicao de Spence-Mirrlees?! valer, (59) também implica em restri¢ao de incentivos

global.

Proposicao 23 Assuma a validade da condi¢ao de Spence-Mirrlees. Entao a restrigcao de

compatibilidade de incentivos local implica a global. Especificamente, no nosso exemplo,
t(6) — 0g(6) > t(6) — 0g(9) (63)

¢ satisfeita para qualquer (6, é) € 02

Prova. Para a demonstragao no caso genérico, veja Salanié (2005). No exemplo, clara-

mente a condi¢ao de Spence-Mirrlees é valida, pois % (g%?ﬁ) = —1. Entao, integrando
(59) temos
A 0
HO) — 1(0) — / sqls)ds (64)
0
0
= 00(6) ~ 60(0) ~ [ als)as (65)
ou ,
(0) — 0q(6) = +(6) — 0q(6) + (0 — B)q(d) — | q(s)ds. (66)

Como sabemos que ¢(-) é nio crescente, entao (6 — )q(f) > f? q(s)ds ou (8 —0)q(6) —
f; q(s)ds > 0. Logo,
10) — 09(6) > 1(6) — 0q(d). (67)

como queriamos demonstrar. m

De posse deste resultado, podemos escrever a infinidade de restrigoes de compatibili-
dade de incentivos (54) como uma equagao diferencial e uma restri¢do de monotonicidade.
Em outras palavras, a analise local de incentivos é suficiente. Mecanismos verdadeira-

mente implementaveis sdo caracterizados, entao, por (59) e (62).

2L A condicdo de Spence-Mirrlees, ou single crossing property, estabelece que a taxa marginal de sub-

stituigdo entre a quantidade ¢ e a transferéncia t possa ser ordenada monotonicamente. Seja U(q,t,0) a

utilidade do trabalhador, entao a condigao implica que a% (g%g‘t]) > (0 ou % (g%gg) < 0 para qualquer

(t,q,0) € A x ©. Para mais detalhes, veja Fudenberg e Tirole (1993), Laffont e Martimort (2002) e
Salanié (2005).
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Seja U(0) = t(0)—0q(0) a utilidade do trabalhador (estamos normalizando F' = 0, pois
o custo fixo ndo interfere no resultado), podemos utilizar essa nova variavel, substituindo a
transferéncia t(). Portanto, a condigao de primeira ordem da restri¢ao de compatibilidade

de incentivos é agora escrita como
U(6) = —q(6), (68)

pois U(0) = £(6) — 0G(6) — q(#) e o Teorema do Envelope implica que #(8) — 0¢(#) = 0.

Estamos aptos a montar o problema de otimizacao do principal. Este terd a seguinte

forma:
6
[ (S(at6) — 0a(6) ~ U(0) o(0)a (69
sujeito a
00) = a0 (10
i) < 0 (M
U > o, (72)

onde normalizamos a utilidade de reserva U = 0.

Como U(+) é decrescente, dado por (70), a restrigdo de participacdo (72) transforma-se
em U(f) > 0. Em outras palavras, a restricio de compatibilidade de incentivos implica
que a restricao de participacao precisa ser atendida somente quando o trabalhador é o
mais ineficiente possivel. Também é possivel usar o mesmo argumento da proposicao 21,

sob informagcao simétrica, para mostrar que U(f) = 0.

Se resolvermos a equacgao diferencial (70),
7 7
/ U(s)ds = — / q
0 0
0

(s)ds (73)
U@) - U6 = / a(s)ds, (74)

e substituindo U(f) = 0,
0
U(9) = / o(s)ds. (75)
6

Perceba que aqui temos o item (ii) da proposigao 19.

Se, por enquanto, ignorarmos a restrigao (71), o problema do principal torna-se

/9 <s<q<e>> ~6q(0) / q<s>ds> 6(0)db, (76)
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onde substituimos (75) em (69). Ao integrarmos por partes temos

’ o(6)
S(q(0)) — | 0+ q(0) | ¢(0)de. (77)
0 ¢(0)
Maximizando a expressao acima obtemos o contrato sob informagcao assimétrica, o

qual chamaremos de second-best. A proposicao abaixo resume os principais resultados

desta subsecao.

Proposicao 24 Sob informacao assimétrica temos:
@) a°2(0) = (577 (0+5);
(ii) USB(0) = [ ¢5B(s)ds; e
(iii) 98 (0) = USB(0) + 0458 (0).

Além disso, se < <%> > 0%, entdo ¢°B(-) é ndo crescente, atendendo a restricdo

do \ 3(0)
(71).

Prova. Seja G = fg [S(q(@)) — (9 + %) q(@)] #(0)do, entao fazendo % =0

o(0) (s’<q<e>>—e—%§ _ (78)
S (a(0)) = 9+%> (79)
0 = ) (04 5 ). (50)

Substituindo (80) em (75), temos (ii) e substituindo (i) e (ii) na utilidade do trabal-
hador, temos (iii).

Para ver que ¢°7(6) é decrescente, lembre que S”(-) < 0 e que a inversa de uma funcio
decrescente também serd decrescente. m

O corolario a seguir liga os resultados obtidos sobre informacao simétrica e assimétrica.

Corolario 25 Sob informagao assimétrica, o trabalhador sempre obterd utilidade posi-
tiva, exceto quando seu tipo for o mais ineficiente possivel, 6. Além disso, sempre existird
uma distor¢io economica (quantidade produzida abaizo do étimo, ¢¥B(-)), exceto quando

o trabalhador for o mais eficiente possivel, 6.

Prova. Claramente, por ¢°P(6) ser decrescente, sempre teremos U2 () = f; B (s)ds >

0, exceto quando 6 = @, pois entdo

USB() = /9 ¢°P(s)ds = 0. (81)

22Esta condicao é conhecida como monotone hazard rate property.
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Para vermos que ¢"2(0) > ¢°2(0) V0 # 6, note que (S')~'(-) é decrescente. Entéo,

SBigy _ (d'\-1 @(0) N=1(p\ _ FB
0 = (577 (04 500) < (57700 = 4"10), (52)

pois % > 0.

No caso de § = 0, entao ®(0) = 0 e ¢°B(0) = ¢"2(6). m

Como era de se esperar, a presenca de informacao no modelo criou ineficiéncia na
economia. O principal aceita pagar uma quantia maior do que em informacao simétrica
quando o tipo do trabalhador é o mais eficiente em troca da revelagdo do seu tipo (in-
formagao privada). Neste caso, portanto, o trabalhador eficiente recebera mais e produzira
0 mesmo que em first best. J4 no caso em que é muito ineficiente, ele obtera utilidade igual
a zero e produzira menos do que em informacao simétrica. Em resumo, a necessidade de
impor a restricao de compatibilidade de incentivos acaba por gerar distor¢oes economicas.

Para finalizar, veja que o problema de otimizacao do principal (69) pode ser resolvido
pelas técnicas usuais de controle 6timo, usando o Principio do Maximo de Pontryagin.
Ao optar por um método alternativo, demos preferéncia ao uso de alguns argumentos
economicos na resolucao. Relembre que, devido a forma funcional das utilidades, consid-
eramos ¢(+) e t(+) diferencidveis e, isto, embora nao explicitado, é uma hip6tese fundamen-
tal tanto na teoria do controle 6timo quanto na técnica que adotamos (usamos o Teorema
do Envelope). O préximo capitulo tratard das implicagoes da nao diferenciabilidade do
mecanismo na aplicacao destes dois métodos. Além disto, forneceremos resultados que

superam as limitagoes impostas pela auséncia desta desejavel caracteristica.
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3 Mecanismos nao Diferenciaveis e Descontinuos

A maioria das aplicagoes da teoria de desenho de mecanismos adota a hipdtese de
que o0 mecanismo € continuamente diferenciavel ou, no caso menos restritivo, continua-
mente diferenciavel por partes. Como visto no final do capitulo 1, diferenciabilidade é
uma propriedade desejavel porque permite a aplicagao das técnicas de controle 6timo e,
principalmente, o uso do Teorema do Envelope na resolucao do problema de otimizacao
do principal. Contudo, com a difusao de aplicacoes da teoria, mecanismos descontinuos?
apareceram como 6timos em Economia da Regulacao e comércio bilateral, por exemplo®?.
Assim, a estrutura matematica para resolver estes problemas necessitou de adaptacoes.
A literatura avangou neste sentido, entretanto nenhum trabalho é genérico o suficiente
para cobrir conjuntamente modelos com preferéncias arbitrarias e a presenca de mais de
um agente.

Este capitulo comega apresentando as limitagoes impostas pela falta de diferenciabil-
idade do mecanismo. Estas implicagoes atingem os dois métodos de resolucao, controle
6timo e Teorema do Envelope. Nesta secao 2.1, discutiremos principalmente os problemas
enfrentados por este segundo método frente a falta de diferenciabilidade. A secao 2.2, a
seguir, fornece tentativas de superar a dificuldade imposta pela nao diferenciabilidade.
Comecamos com uma revisao da literatura e veremos que esta é insuficiente para cobrir
todas as aplicagoes da teoria. Isto deve-se ao fato de existirem trabalhos que se preocupam
apenas com a nao diferenciabilidade aplicada ao Teorema da Equivaléncia de Receitas e,
portanto, a ambientes com preferéncias lineares, e outros que consideram somente mod-
elos com um tunico agente. Logo, existe uma lacuna na literatura de algum resultado
que una preferéncias arbitrarias e ambientes multi-agente. Esta lacuna é preenchida no
capitulo 3, onde nds generalizamos os resultados de Milgrom e Segal (2002) para modelos
com mais de um agente. Para tal, nés precisamos reintroduzir a compacidade do conjunto

de escolha, porém nods argumentamos que esta nao é uma hipétese forte em aplicacoes.

3.1 Implicacoes Impostas pela nao Diferenciabilidade

Para vermos os problemas causados pela nao diferenciabilidade em modelos de desenho
de mecanismo, vamos assumir que ug(-) seja a funcao de utilidade do principal e u;(-) a
utilidade do agente, com 7 = 1,...,I. Assim como no capitulo anterior, assumimos que o
tipo do agente é dado por 6; e, logo, 8 = (01, ...,0;) € ©1x...x0O;. A titulo de simplicidade,

consideraremos um ambiente padrao, com uma funcao de escolha 6tima bidimensional

23Embora tecnicamente a discussio mais adequada seja a de mecanismos ndo-diferencidveis, na
préatica é mais comum observarmos descontinuidades. Como mecanismos descontinuos também sdo nao-
diferenciaveis, nas aplicacoes trataremos principalmente destes.

2Veja Laffont e Tirole (1993) e Myerson (1991), respectivamente.
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z;i(+) = (¢;(+), t:(+)), com z; € X, mas nosso argumento pode ser facilmente generalizado
para algum ¢;(-) multidimensional®®. Além disso, seja S; o espaco de estratégias para
cada agente i, tal que S = S X ... X Sy e seja s = (s1,...,57) € S 0 vetor de estratégias
dos agentes. Dessa forma, temos ug(q(s),t(s),0) e u;(q(s),t(s),d), para cada i, e a fungao
s: 0 — S da a oportunidade dos agentes se comportarem estrategicamente.

A estrutura acima é muito geral e pode modelar uma variedade de problemas econémicos
(discriminacao de pregos, regulacdo, taxagao 6tima). Perceba que a aplicacao apresentada
no final do primeiro capitulo é um caso particular do modelo acima, onde I = 1, ou seja,
apenas um agente. Adicionalmente, esta estrutura é muito 1til ao modelar leiloes. Neste
caso, q(-) seria a probabilidade do comprador obter o bem e ¢(-) seria a fungao de paga-
mento. Note que nao assumimos qualquer forma funcional para as utilidades e deixamos
O, X e S serem arbitrarios. Portanto, nosso modelo geral é formado por um principal
e I agentes, i = 1,...,I. O principal deseja maximizar sua utilidade (esperada, no caso
de equilibrio bayesiano) ao escolher o par de fungées (¢;(-),%;(+)), para cada i. Contudo,
0; é de conhecimento privado do agente, de maneira que o principal somente observa s;.
Também ¢é assumido que a distribuicao de probabilidade dos tipos é conhecida. Entao, é
necessario dar incentivos para os agentes revelarem seu tipo.

Se aplicarmos o Principio da Revelacao trabalharemos diretamente com ¢(0) e t(0) e
este mecanismo, para implementar uma funcao de escolha social verdadeiramente, deve

satisfazer a seguinte restricao de compatibilidade de incentivos:

~

Uz(Q(9)7 t<0)7 9) > UZ(Q(é)7 t(@), 0)7 (83)

para todo i e todo (6, é) € 02, onde 0 é o verdadeiro tipo do agente. Assim, as funcoes

valor do problema sao as utilidades indiretas

~ A~

para todo i.
Assumindo implementacao em equilibrio de Nash bayesiano, o principal maximiza sua

utilidade sujeito a restricao de participagao e de compatibilidade de incentivos:

max Eou, 9),t(0),6 .
{@: ()t (b=, 1 ouo(q(0),(6),0) (85)

sujeito a

ui(q(0),1(0),0) > u, (86)

25Como, em geral, t;(#) representa a transferéncia do agente, nio faz sentido imaginar que seja multi-
dimensional. Por esta razao, assumimos que sempre que z;(#) for multidimensional, deve-se a ¢;(6).
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para todo i e todo 6, e
Uz(‘](€>7 t<0)7 9) > UZ(Q(€)7 t(é)v 0)7 (87)

para todo i e todo (6, 60) € ©2.
E importante assumir algumas hipéteses padrao no problema acima para garantir a
existéncia e a unicidade da solugao. Primeiro, assumimos que a utilidade de reserva u é

independente do tipo do agente e, por simplicidade, a normalizamos u = 0. Além disso, a

ou;
> 00;

esta hipotese nao é satisfeita no exemplo de Economia do Trabalho da secao 1.3. La, por

utilidade é crescente no proprio tipo do agente, isto é > 0, para todo 7. Observe que
0 representar eficiéncia (quanto menor 6, maior a eficiéncia), tinhamos % < 0. Por fim,
3
assumamos a validade da condi¢ao de Spence-Mirrlees.
Assim como o principal, o agente também é um maximizador de utilidade e, logo,

escolhera o tipo reportado 0 que lhe d4 o maior valor de u;(+). Podemos mostrar®® que as

condicoes de primeira e segunda ordem do problema de maximizacao do agente, g‘é? =0e
3
R

552 = 0, respectivamente, geram um sistema de equacoes diferenciais que substituem (86)
@

e (87) no problema acima. Ainda, o operador de valor esperado na func¢ao objetivo (85)

indica que esta estd na forma de integral, a qual é ponderada pelas funcoes de densidade
dos tipos dos agentes. Dessa forma, (85) e as equagoes diferenciais que substituem (86) e
(87) formam um problema de otimizac¢ao dinamica padrao.

Nesta formulacao, o modelo pode ser resolvido pelas técnicas usuais de controle étimo,
através do Principio do Méaximo de Pontryagin. Contudo, as hipdteses deste método
exigem que ao menos a variavel de controle seja continuamente diferencidvel por partes.
A possibilidade de “pulos’na varidvel de estado é permitida?’. Porém, mesmo com essa
possibilidade, como em um modelo de desenho de mecanismos ambas variaveis (controle
e estado) fazem parte do mecanismo, entdo é necessiario que este seja continuamente
diferenciavel por partes para a aplicagdo do método. Em nossa estrutura, por exemplo,
caso x(-) = (¢(-),t(-)) ndo tenha essa propriedade, ndo teremos a opg¢ao de usar controle
6timo tradicional na resolugao da otimizacao do principal.

A impossibilidade do uso do Principio do Maximo é a primeira limitacao imposta pela
nao diferenciabilidade da funcao de escolha 6tima na teoria de desenho de mecanismos.
Embora este impedimento seja crucial na aplicagao desta técnica, nés nao a trataremos
aqui. De fato, a literatura tem mostrado ser muito dificil superar tal limitacao?®. Este é
um dos motivos de nosso foco recair apenas sobre outro método de resolucao do problema
do principal. A segunda razao é de que toda a literatura aplicada de desenho de mecan-
29

ismo~’ vem utilizando tal abordagem alternativa, desde o pioneiro trabalho de Mirrlees

26Veja capitulo 1 e Laffont e Maskin (1980).

2TPara um completo tratamento do Principio do Méximo, veja Kamien e Schwartz (1981). Em partic-
ular, no que diz respeito aos “pulos”na variavel de estado, veja a sua secao 18.

28Veja Clarke (1990) para um tratamento do Principio do Méximo com fungdes ndo suaves.

29Veja, por exemplo, Mussa e Rosen (1978), Willians (1999) e os demais trabalhos citados no primeiro
capitulo.
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(1971).

Este outro procedimento de resolugao do problema do principal foi exatamente aquele
utilizado no modelo de Economia do Trabalho no final do capitulo anterior. L4, relembre,
nosso passo inicial foi definir a fun¢do valor do agente (utilidade indireta). A seguir,
usamos o Teorema do Envelope para obter a derivada da funcao valor em relacao ao tipo
do agente. O terceiro passo foi escrever a fungao valor na sua forma integral, integrando
sua derivada. De posse desta representacao integral, conseguimos substitui-la na fungao
objetivo e, dessa forma, reduzir o nimero de varidaveis de escolha do principal. A intuicao
por tras do método, em suma, é a de simplificar o problema inicial usando o Teorema do
Envelope e a representacao integral da funcao valor3’,

Dessa maneira, devemos investigar quais sao as implicagoes da nao diferenciabilidade
do mecanismo na aplicagao tanto do Teorema do Envelope quanto da representacao in-
tegral. Comecemos avaliando as consequéncias sobre o Teorema. Para tal, introduzimos

uma versao particular sua, aplicada a nossa estrutura.

Teorema 26 (Teorema do Envelope) Suponha que a fungdo de utilidade do agente i,
wi(qi(+),ti(+), u; : X x © — R, para i = 1,...,1, seja conltinuamente diferencidvel e
que X e © sejam compactos. Suponha também que a fungdo de escolha dtima xz;(0) =
(gi(0),1t:(0)) seja continuamente diferencidvel. Se sua fun¢do de utilidade indireta € dada
por V; = max; ui(g;(0),t:(0),0) = ui(q:(0), t:(0), ), entio
dV;  Ou;
o~ 06

(88)
para todo i.

Prova. Primeiramente, dadas as hipdteses de compacidade e diferenciabilidade, devemos
notar que a existéncia de um maximo em wu;(+), ¢;(+) e ¢;(-) é garantida pelo Teorema do

Méximo. Além disso, usando a regra da cadeia na definicao da fungao valor temos

do — Oq db ot df

90’

(0) + (89)
para todo i.

Agora, como o agente ¢ um maximizador, ele otimizard u;(-) de forma que g—gf%(@) -
%—?;%(9) = 0. Note que o ponto de 6timo ¢ fornecido pela restricao de compatibilidade
de incentivos. Logo, o resultado (88) segue diretamente de (89). m

Esta prova é trivial é bem conhecida, mas pode ser instrutiva no nosso caso. Primeiro,
é possivel observar a importancia da hipétese da compacidade do conjunto de escolha X e

do espago de tipos ©. No caso de X (ou ©) nao ser limitado, por exemplo, a utilidade pode

30Para detalhes técnicos da transformacdo do problema original no simplificado, veja Fudenberg e Tirole
(1993), em especial seus teoremas 8.2 e 8.3.
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nao possuir um maximo e o teorema torna-se sem sentido. A violacao da diferenciabilidade

da funcao de utilidade também é problematica. Quando as derivadas parciais gZ?, 687;?
81!,1'

59 hao existem, o Teorema nao ¢ valido. Portanto, embora noés estejamos permitindo

que a utilidade do agente assuma qualquer forma funcional no nosso problema genérico,
ela ainda precisa possuir certas caracteristicas usuais.
O segundo ponto a notar na prova do Teorema é que uma condi¢ao necessaria para

o resultado ser vélido é a de que g—’;%(@) + %%(0) = 0. Nés daremos mais atengao

a esta parte da prova e, portanto, a diferenciabilidade de ¢(-) e ¢(-), pois nosso interesse
¢ estudar mecanismos arbitrarios, tais como aqueles descontinuos. Adicionalmente, na

proxima sec¢ao argumentamos que a violacao da compacidade de X nao faz sentido em

aplicacoes. Entao, ao relaxarmos a hipdtese de diferenciabilidade, d‘i—f) e % podem nao

existir, o que faria com que a expressao (89) nao valesse. Dessa forma, diferenciabilidade
da escolha Otima é essencial para a aplicagao do Teorema do Envelope e sua auséncia faz
com que o segundo passo da abordagem de Mirrlees (1971) nao funcione.
Se assumirmos ser possivel aplicar o Teorema do Envelope, o terceiro passo do método
proposto por Mirrlees (1971) consiste em escrever V;(-) na sua representacao integral e,
aVv; _ Ou;

apos isto, substitui-la na fungao objetivo. Como temos %7 = <2, dado pelo Teorema, sob

algumas condicoes é possivel integrar esta expressao e obter

Vo) -v+ [ O (4(5), 1(s), 8)ds, (90)

para todo i.

As condig¢oes que permitem expressar a funcao valor como uma integral, entretanto,
av; _ Ou,
o — 96 -
em geral obtida pela monotonicidade da funcao de escolha étima, nao ¢é suficiente para

exigem mais do que apenas Mesmo a existéncia da derivada quase sempre,
(90). Logo, nés devemos impor alguma restrigaio no problema a fim de permitir sua
representacao integral®'. Isto é feito na préxima secao.

Para resumir os problemas provocados pela nao diferenciabilidade em problemas de
desenho de mecanismos, devemos destacar a impossibilidade de usar o Teorema do En-
velope com suas hipdteses tradicionais. Como as técnicas de controle 6timo também
nao funcionam sob tal condicao, esta abordagem alternativa ganha importancia e torna-
se necessario encontrar meios de superar esta limitacao. Por fim, além da nao difer-
enciabilidade, nds temos que dedicar atencao a representacao integral da funcao valor.
Para expressa-la na forma integral, é exigido que ela possua algumas propriedades, como

mostraremos na préxima segao.

31Veja Royden (1968).
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3.2 Tentativas de Superacao da Falta de Diferenciabilidade

3.2.1 Revisao da Literatura

A necessidade de superagao dos problemas impostos pela auséncia de diferenciabilidade
em modelos de desenho de mecanismos, quando da aplicacao do Teorema do Envelope,
incentivou desenvolvimentos na literatura. Os trabalhos que procuram contornar esta
limitacao podem ser divididos em duas categorias. A primeira delas tem desenvolvido
formas gerais do Principio da Equivaléncia de Payoffs, da qual o Teorema da Equivaléncia
de Receitas é um caso particular. Esta vertente tem obtidos avangos no sentido de permitir
modelos com mais de um agente, mas restringe as preferéncias as formas quase-lineares. A
segunda categoria ¢ mais genérica no que diz respeito a forma da funcao de utilidade dos
agentes e a gama de aplicagoes (ndo foca apenas o Teorema da Equivaléncia de Receitas).
Contudo, esta ultima nao abrange modelos multi-agente.

Os trabalhos que generalizam a equivaléncia de payoffs tem como um dos seus princi-
pais representantes Krishna e Maenner (2001). Neste estudo, os autores fornecem um par
de condigoes tal que se uma delas é atendida, entao a representagao integral da fungao valor
é valida para qualquer mecanismo, incluindo aqueles nao diferenciaveis. Para obtermos
seu resultado, assuma®? que a utilidade do agente ¢ dada por u;(x, 0;)— s, ¢ = 1, ..., I, onde
x é uma regra de alocacao do agente, 6; é o seu tipo e pu; é uma transferéncia monetaria
feita por 7. Assumimos também que os tipos 6; sao independentemente distribuidos de
acordo com uma medida de probabilidade com suporte em ©;.

Dessa forma, um mecanismos de revelagao direta é um par (x, ), onde x : © — X
¢ uma regra de alocacdo e p : © — R! é uma regra de pagamento. Assim, dadas as
estratégias s € O, x(s) ¢ a alternativa escolhida e p;(s) é a transferéncia feita por i. Além
disso, dado o mecanismo, o payoff esperado pelo agente ¢ que reporta s;, quando seu tipo

é 0; e todos os demais agentes falam a verdade, é

onde
Ui(si, 0;) = Ep_,[ui(x(si,0-),0)] (92)

¢ a utilidade esperada do agente i, dado que reporta s; e seu tipo é 6;, e

mi(si) = Eg_,[pi(si, 0-)] (93)

32Seguiremos a notacdo dos préprios autores, com a excecdo da troca do tipo do agente i para ;.
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é o pagamento esperado de i quando reporta s;.

O mecanismo (x, pt) é compativel em incentivo se para todo i e 0;

Vi(0;)

Ui(0;,0;) — m;(6;) (94)
= sup {Ui(si,0;) —my(s;)}. (95)
O Principio da Equivaléncia de Payoffs nos diz que V; é determinada somente pela
regra de alocacao somada a uma constante. Se V; é continuamente diferencidvel, entao
o Teorema do Envelope se aplica e VV;(6;) depende somente da regra de alocagao. Para
o caso multidimensional, a sua versao do Teorema Fundamental do Calculo implica que
V; também dependerd apenas da regra de alocacao e da constante aditiva e, assim, a
equivaléncia de payoff se mantém. Entretanto, a operacao do supremo que define V; nao
preserva, em geral, suavidade. A idéia de Krishna e Maenner (2001) é impor condigoes na
fungao de utilidade u;(x, #) e no mecanismo (x, ¢) tal que V; seja uma fungao lipschitziana
regular. Entao, resultados de diferenciabilidade generalizados para fun¢oes nao suaves sao
aplicados para obter a equivaléncia de payoffs.
Antes de analisarmos as condigoes sob as quais o Principio serd valido, precisamos de

um conjunto de defini¢oes.

Definicao 27 Suponha que F : C' — R seja uma funcao convexa onde C C R™, um vetor

x* € R™ € um subgradiente de F' em x € C' se para todo y € C,
Fly) > F(z) + 2" (y — z). (96)

Defini¢ao 28 Seja o conjunto dos subgradientes de F' em x denotado por OF(x), entdo

o subdiferencial de F' é o conjunto dos mapas OF : x — OF(x).

Definicao 29 Uma funcao f : C — R™ € uma selecao de OF se para todo x € C,
f(z) € OF (z) e escreve-se f € OF.

Definigao 30 A derivada lateral direcional de F' em x com relagdao ao vetor y € R™ é

definida como

. Flz+)My) - F(x)
F(z;y) =lim S : (97)
Definicao 31 Uma funcgao ¢ : S — R € lipschitziana relativa a S se existe um L tal que

para todo a,y € S, |o(y) — ()| < L |ly — 2.

Definicao 32 Seja F': C' — R lipschitziana relativa a C. A derivada direcional general-

1zada de F' em x na direcao y € R™ ¢ definida por

F%(z;y) = limsup Pzt ) = F(Z)

z—xT A
Al0

(98)
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Definicao 33 z* € R" € um subgradiente generalizado de F' em x € C se para todo
y € R",
z'y < FOasy), (99)

e seu conjunto também € denotado por OF (x).

Definicao 34 Uma fungao F : C' — R ¢ dita ser reqular em x se para todo y a derivada
direcional F'(x;y) existe e F'(x;y) = FO(x;y); F € dita ser reqular se é reqular para todo
x e (.

Considere agora as hipoteses abaixo e a proposicao subsequente. Perceba que a
hipdtese 35, em especial, é atendida em quase todos os problemas de desenho de mecan-

ismo tradicionais.

Hipétese 35 Para cada i, o conjunto de tipos ©; é convexo e w;(x,-,0_;) é um fun¢ao

convexa.

Hipdtese 36 O mecanismo (x, p) € lipschitziano reqular e, para cada i, u; € lipschitziana

reqular e monotonicamente crescente em todos os seus argumentos.

Proposicao 37 (Equivaléncia de Payoffs) Suponha que ou a hipdtese 35 ou a hipdtese 36
¢ satisfeita. Se o mecanismo (x, ) € compativel em incentivos, entio a fun¢do de payoff
esperado V; € determinada apenas por x e uma constante aditiva. Para todo s;, 0; € ©;,

e qualquer trajetoria ligando s; a 6; em ©;,
Vi(0:) = Vi(si) + /Qida; (100)
onde Q;(0;) é um subgradiente generalizado de U;(60;,-) em 0;.

A prova da proposicao usa o teorema abaixo. Este mostra que toda funcao convexa
(logo, toda funcao lipschitziana regular) é a integral de qualquer selegao do seu subdifer-

encial (generalizado) ao longo de qualquer trajetéria suave no seu dominio.

Teorema 38 Se F': C' — R € uma fungao convexa (lipschitziana regular) definida em um
conjunto aberto (conexo) C C R™ e se f € qualquer sele¢do mensurdvel do seu subgradiente

(generalizado) OF, entdo para qualquer trajetdria suave « ligando a a b em C,

/fda = F(b) — F(a). (101)

33De maneira andloga, o subdiferencial generalizado também é dado pelo conjunto dos mapas OF :
x — OF (z).
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Prova. (Prova da Proposicao 37) Hipdtese 35: Dado que a integral de uma familia
de funcgoes convexas ¢é convexa, o fato que wu; é convexa em 6; implica que a funcao
U;(6;,-) : ©; — R é também convexa. Para cada 6;, seja P(6;,-) € 0U;(6;,-) uma sele¢ao

mensuravel de um subdiferencial de U;(6;, ). Entao, para todo r;, s; e 6;,
Uz(eu Si) Z Uz<017 TZ‘) + PZ(QZ, Ti)(Si — Ti). (102)

A fungao payoff esperado V; também é convexa (de (95) ela é o supremo de uma

familia de fungoes convexas) e para todo s; € 0;,

Vi(si) > Ui(6;,s;) —m;(6;) (103)

onde a primeira desigualdade segue da compatibilidade de incentivos e a segunda de
definir 7; = 6; em (102). Assim, mostramos que para cada 6;, Q;(6;) = P;(6;,0;) é um
subgradiente de V; no ponto 6;, isto é, Q; € V.

Observe que, por defini¢ao, P; e, portanto, ();, dependem somente de U; e, logo, apenas
da regra de alocacao y e nao da regra de pagamento p. Teorema 38 implica imediatamente
que V; é determinada por ); e, assim, por Y, e por uma contante aditiva.

Hipdtese 36: Aqui, é suficiente garantir que a funcao U;(6;,-) : ©; — R é também
lipschitziana regular. Isto segue de dois fatos. Primeiro, a composicao f = g o h de
duas funcoes g e h lipschitzianas regulares é também lipschitziana regular, dado que g é
monotonicamente crescente tal que todo p € dg é nao negativo. Segundo, a integral de
uma familia de funcoes lipschitzianas regulares também ¢é lipschitziana regular®*.

Para cada s; e 0;, seja P;(0;, s;) o subgradiente generalizado da fungao U;(6;,-) : ©;, — R

no ponto s;. Entdo para todo y € R¥,
Pi(0i, s:)y < Ui,<9i75i; 0,y). (106)

A funcao valor esperado V; é também lipschitziana regular e

Vi(0i + Ay) — Vi(6:)

V(0) = tim . (107)
T [Ui(0;, 05 + Ny) — m;(0;)] — [U;(0;,0;) — m;(0;)] (108)
210 A
~ lim Ui(6;,60; + \y) — U;(6;,6;) (109)
210 A

34Todos os resultados utilizados nesta prova podem ser encontrados em Clarke (1990).
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onde a desigualdade resulta da compatibilidade de incentivos.

Agora, usando (106) quando s; = 6; nés obtemos de (110) que para todo ,

Pi(0:,0:)y < U;(6;,0:0,y) (111)
< V/(6:y). (112)

Dessa forma, mostramos que para cada 0;, Q;(6;) = Pi(6;,0;) é um subgradiente gen-
eralizado de V; no ponto 6;, isto é, Q; € V.

Como antes, P; e, logo, );, dependem apenas de U; e, portanto, apenas da regra de
alocacao y, e nao da regra de pagamento p. Ao aplicarmos o Teorema 38 novamente,
quando generalizado a funcgoes lipschitzianas regulares, obtemos que V; é determinada por
(Q2;, ou seja, apenas por Y mais uma constante. m

Note que a preocupagao de Krishna e Maenner (2001) recai sobre os dois passos do
método proposto por Mirrlees (1971). Inicialmente, ao adotar técnicas de otimizagao nao
suave, eles resolvem a questao envolvendo a aplicagao do Teorema do Envelope imedi-
atamente. De fato, ao utilizar subgradientes no lugar de gradientes®® a igualdade entre
VVi(0;) e VU;(6;) passa a ser uma desigualdade e esta versao do Teorema torna-se menos
restritiva que a tradicional. A seguir, os autores usam as mesmas técnicas para atin-
gir seu principal objetivo, o Principio da Equivaléncia de Payoffs. Para tal, note que a
representagao integral sob condigdes mais fracas (Teorema 38) é também utilizada.

A técnica utilizada por estes autores para permitir a auséncia de diferenciabilidade
é semelhante a de todos os outros trabalhos na literatura. Como se deseja deixar o
mecanismo arbitrario, elimina-se a exigéncia de este ser diferenciavel, mas adiciona-se
hipéteses as outras fungoes ou conjuntos do problema. Em Krishna e Maenner (2001),
em particular, a hipétese 35 nao faz exigéncia alguma sobre o mecanismo, porém adiciona
convexidade a utilidade e ao conjunto de tipos. Como comentado acima, convexidade
da utilidade é uma hipdtese frequentemente atendida em aplicacoes®®. Da mesma forma,
o conjunto de tipos dificilmente deixa de ser um cartesiano de intervalos da reta, logo,
convexo.

Chung e Olszewski (2007) também tratam o Principio da Equivaléncia de Payoffs
com hipoteses mais fracas do que o restante da literatura, permitindo a auséncia de
diferenciabilidade no mecanismo®’. Embora todos os seus resultados sejam obtidos para
um unico agente, os autores destacam que a generalizacao para modelos multi-agente é
imediata, desde que a hipdtese de que os tipos s@o nao correlacionados seja assumida. A
intencao do seu estudo é impor algumas condigoes suficientes no espago de tipos a fim de

que a equivaléncia de receitas seja valida quando o conjunto de escolha social consiste de

350 uso de gradientes, ou subgradientes, ao invés de derivadas caracteriza o ambeinte multi-agente
considerado.

36Veja os muitos trabalhos aplicados citados no capitulo 1.

3TUm trabalho na mesma linha é o de Ely (2001).
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distribuicoes de probabilidade sobre um conjunto finito.

Comecemos por definir a estrutura sobre a qual Chung e Olszewski (2007) trabalham.
Novamente, assumimos © como o espaco de tipos e X como o conjunto de alternativas
sociais. Denotamos, ainda, AX como o conjunto de todas as distribuicoes de probabili-
dade sobre o conjunto X com suporte finito. Seja F' um subconjunto arbitrario de AX.
Como de costume, a utilidade do agente toma a forma quase-linear u(6, z) —t, onde 6 é o
tipo do agente, x é a alternativa social implementada e t é uma transferéncia monetaria
feita pelo agente. Como o agente é um maximizador de utilidade, denotamos por u(6, )
o valor esperado da fungao u(f,z) quando a alternativa social é implementada com a
distribuigao de probabilidade ¢ € AX. A tripla (O, F,u) define o problema de desenho
de mecanismo.

Uma funcdo de escolha social (FES), nessa estrutura, é um mapa f : © — F e uma
regra de transferéncia é um mapa t : © — R3. Logo, um mecanismo é um par (f,t),
onde f é uma FES e t uma regra de transferéncia, como temos visto. Da mesma forma,

o mecanismo é compativel em incentivos se para qualquer tipos 0,60 € ©,

u(f, £(8)) —4(8) = u(8, £(6)) —t(9). (113)

Dizemos que uma FES é compativel em incentivo se existe uma regra de transferéncia ¢
tal que o mecanismo (f,t) seja compativel em incentivos.

Uma FES compativel em incentivos satisfaz o Principio da Equivaléncia de Receitas
se para qualquer dois mecanismos compativeis em incentivos (f,t) e (f,t) existe uma

constante tal que para todo 0 € O,
t(0)=1t(0)+c. (114)

Ainda com relacao a estrutura, os autores definem uma topologia no espaco de tipos.
Assumamos que néo exista 6 e 0 tal que u(f,x) = u(é, x) para todo z € X. E possivel
fazer esta hipotese sem perda de generalidade, bem como assumir que, para todo espago
de tipos O, existe um subespaco © C © tal que para todo 6 € © existe exatamente
um 0 € O tal que u(f,x) = u(é, x) para todo x € X. Também é possivel verificar que
para todos os espacos O e O, cada FES compativel em incentivos f : ® — F' satisfaz o
Pirincipio da Equivaléncia de Receitas se e somente se cada FES compativel incentivos
f: © — F também o satisfizer.

Consideremos a norma-sup para o espago ©, ou seja, a distancia de qualquer par
6,6 € © ¢ dada por

dist(6,0) = sup |u(0, z) — u(6, z)| . (115)

rzeX

Aqui, podemos facilmente verificar que © equipado com a distancia (115) é um espago

38Perceba que é possivel ' = X, caso que exclui a aleatoriedade.
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métrico. Em outras palavras, nds primeiros identificamos tipos com fungoes de valores
reais f € RX que associam valores as alternativas sociais e, entdo, equipamos o espaco
R¥ com a norma-sup. Acrescentaremos as definicoes abaixo para chegarmos ao principal
resultado de Chung e Olszewski (2007).

Definigao 39 (i) Um espago métrico © € gridwise connected® entre os pontos 0 e 0 se
Ve>0,30=0,...0,=0,Yi=1,..n, dist(0;,0;_1) < e.

(ii) Se, ainda, existe uma constante M, independente de €, tal que
> dist(6;,6;_1) < M, (116)
i=1

entao o conjunto © € boundedly gridwise connected entre os pontos 0 e 0.

Definigao 40 Um espago métrico © € gridwise connected (respectivamente, boundedly
gridwise connected) se é gridwise connected (respectivamente, boundedly gridwise con-

nected) entre quaisquer pontos 9,@ € 010,

Teorema 41 Suponha que F' = AX para um conjunto finito X. Se o espago de tipos
© ¢ boundedly gridwise connected, entdo toda FES compativel em incentivos f : © — F

satisfaz o Principio da Equivaléncia de Receitas.

A prova deste teorema utiliza a seguinte notacao. Para qualquer par de vetores x,y €
R¥X, nés denotamos por z o y o seu produto interno. Para uma FES f: © — AX, cada
f(0) é um vetor de probabilidades associadas a todas as alternativas e, portanto, é um
elemento de R¥; também, toda u(f,-) é um elemento de R¥. Pode-se, entao, considerar

o produto dos vetores f(6) e u(6,-).
Lema 42 (i) Para toda FES compativel em incentivos f e qualquer tipos 6’,9 €0,
u(B,-) o [f(0) = F(0)] = t(8) — t(0) = u(B,-) o [£(6) — F(6)]. (117)

(ii) Suponha que 0 = 0, ...,0, = 0. Sejam (f,t') e (f,t") mecanismos compativeis em

incentivos tais que t (0) =t (0). Entdo,

<Y ;) — uli1, )] o [£(6:) = f(6in)]. (118)

=1

39Manteremos algumas definicdes no inglés original, devido a falta de traducdio adequada no protugués.
40Conforme Chung e Olszewski (2007), conexidade implica gridwise connectedness e, se o espaco métrico
é compacto, os dois conceitos sao equivalentes.
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Prova. (i) Pela compatibilidade de incentivos,

~ ~

u(0,-) o f(0) —t(0) = u(f,-) o f(0) —1(6) (119)

w(,) o f(0) —t(0) > u(d,-) o f(8) — t(6). (120)

Rearranjando, obtém-se (117).

(ii) De (i) sabemos que

/

[£'(6:) — " (6:)] — [t (Bi—1) — £ (0;-1))]

’ 1" ‘

— |l @) = £ )~ 1 (0) =1 (6:1)] (121)
< u(0i,0) o [f(05) = f(Oi—1)] — u(Biz1,-) o [f(0:) — f(0i1)] (122)
— (w8, ) —ulBi1, )] o [f(6:) — F(Bi)]. (123)
Logo,
() =00 < [IC0n) = (0] = [ Onr) = ¢ (0 0)]
[ Ony) =t (00)] = [ (Os) — t”(em)]\ T
{100 = ¢ 001 = 1 0) — " 0] + |1 (80) — ¢ (60)]]

n

< D [u(8s) = ul@i-)] o [f(6:) = f(Bi-1)] +

=1

¢ (60) — £ (60)]|(124)

Isto gera (118) ao fazermos 0 = 0y ¢ 0 = 0,,. m
Prova. (Prova do Teorema 41) Suponha que (f,t) e (f,t') sdo compativeis em
incentivos. Escolha um par de pontos 6,6 € ©. Nés devemos mostrar que ¢ (6) = t"(6)
implica ¢ (§) = t"(0), ou seja, se duas regras de transferéncia coincidem em um ponto,
entao elas coincidem em todos os pontos. Logo, quaisquer duas regras de transferéncias ¢
e t' diferem por uma constante, porque se (f,t) é compativel em incentivos, entao (f, t”)

também ¢é, para todo t”, dado por
£'(0) = t(0) + [t (6) — t(0)] (125)

V0 € O, para um 0 € O fixo. Assim, ¢ (0) = ¢'(f) e, entdo, t'(f) = t(0) + ¢, onde
¢ = [t'(9) — t(0)], para todo 0 € ©.

A prova aplica a seguinte idéia: por hipotese, existe uma sequéncia de pontos 0 =
0o, ...,0, = 0 com a propriedade que cada 6; estd a uma distancia € do seu predecessor. Se
o numero de pontos nesta sequéncia fosse limitado por um niimero independente de ¢, o

Teorema 41 seguiria imediatamente de (118); de fato, cada coordenada do termo [ 6; —6;_]
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pode ser feita tdo pequena quanto desejamos e cada coordenada do termo [f(6;) — f(6;—1)]
¢ limitada por 1. Entretanto, o nimero de pontos na sequéncia 6 = 6y, ..., 0, = 6 nao é
limitado por um nimero independente de €. Portanto, escolhemos uma subsequéncia da
sequéncia # = 0y, ...,0, = 0 a qual o nimero de pontos é limitado por um nimero que
depende somente do nimero de alternativas em X. Ao escolher essa sequéncia, acabamos
por perder a propriedade que cada 6; estd a uma distancia € de #;_;. Contudo, podemos
tomar nossa subsequéncia de maneira que sempre que 6; nao estd a uma distancia € de

0;_1, f(6;) é tao proximo de f(6;_1) quanto desejamos.

Em outras palavras, tome qualquer nimero k = 1,2, .... N6s devemos mostrar que
/ ~ " ~ M 1
’t @) — ¢ ()] < ]j (126)

e, assim, conforme k se torna arbitrariamente grande,

’ "

£O)=t"(0) =t () =t"(0). (127)

Para mostrar (126), escolhemos 6 = 6y, ...,0, = 6 € O satisfazendo a definicao 39
(i) para € = iy, onde m denota o nimero de elementos de X. Represente o simplex

AX C [0,1]™ como a uniao de k™ cubos P; tal que quaisquer dois vetores de probabilidade

p,q € P; diferem no méximo por ; em cada cordenada, isto é, se p = (p',...,p™) e

q=(q",...,q™), entdo |p’ — ¢’| < ¢ para todo j =1,...,m

OEAST - GFIRST GEAST consistindo dos ele-

FIRST
6)0

Agora escolhemos uma sequéncia G157

mentos da sequéncia 6y, ..., 6, como definido a seguir. Escolha = 0, e entao tome

qualquer Py tal que f(OFTRST) € Pyy; seja 0545T o dltimo elemento de 6, ..., 0, com a
propriedade que f(0545T) € Py. A seguir, tome como §FE5T o sucessor de 05457 na

sequéncia 6y, ..., 0, e escolha qualquer Pj; tal que f(OF1FST)

LAST
81

€ P;;; como no primeiro
passo, seja o tltimo elemento de 6, ..., #,, com a propriedade que f(#FA5T) € Py.
Continue desta forma até 951757 9LAST tal que 05457 = 0, seja definido.

Se t'(f) = t"(#), entao, pelo Lema 42,

N
j{: GLAST . u(gfIRSTp_” O[f(&fAST) __f(efIRST)H

=0

+ZHU(@“RST ) = ulOFFT ) o LFOFTT) = F(OE47)]|(128)
=1

t'(0) -

Por construgao, f(0745T) e f(6]"7#5T) diferem no maximo por 1 em cada coordenada,



QLAST e QFIRST
k) i

(QZFIRST, )] [f(@LAST)

NE

|[u(0lLAST7 ) —u

—~
I

NE

g (074, ) =y (077 )]

1

~

03J

o
NE

N
I
—

[; (6, ) = u; (65, )]

1

J

E
17

dzst(@z, 91‘_1)

=1

SE
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FOE)

sao elementos consecutivos da sequéncia 6y, ...,

(129)

(130)

(131)
(132)

0,,, a distancia

entre os dois nao excede €. Por construcao, N nao excede o nimero de conjuntos F;.

entao
<
<
<
<
Dado que 0;
Portanto,
<
<
Logo,
[

(QLAST, )] [f(eF]RST)

NE

o757, ) -

=1

Z |uj QFIRST N uj(gLAST’ )|

1 =1
m

3

Mz

l

=~

=

(9) —t"(9)

<

My
k

| =

f@

LA

(133)

(134)
(135)

(136)

Chung e Olszewski (2007) preferem impor hipéteses sobre o conjunto de tipos e deixar o

mecanismo livre de qualquer restricao. Aqui, apresentamos apenas um dos seus resultados

(o principal), mas os demais utilizam o mesmo argumento da conexidade do espago de

tipos. E importante notar que seu resultado é valido sob a hipétese adicional de que o

conjunto de alternativas sociais X consiste de distribuicoes de probabilidades sobre um

conjunto finito.

Milgrom e Segal (2002) sdo mais genéricos que Krishna e Maenner (2001) e Chung e

Olszewski (2007) no que diz respeito a forma funcional da utilidade dos agentes e, conse-

quentemente, as aplicagoes da teoria de desenho de mecanismos. No entanto, seus resul-

tados sao validos apenas em ambientes com um tnico agente. Consideremos a seguinte

estrutura. Seja X o conjunto de escolha e seja # o parametro relevante, tal que 6 € [0, 1].
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Adicionalmente, deixe f : X x [0,1] — R denotar a fun¢ao objetivo parametrizada, V'

a fungao valor e X* a correspondéncia de escolha 6tima (func¢do avaliada no conjunto),

entao
V(0) = sg}gf(:v, 0) (137)
X)) ={reX: f(z,0) =V(0)} (138)

Perceba que é possivel ver f(-,60) como u(-;6) nas definigdes anteriores.

O primeiro resultado que apresentaremos ¢ uma generalizagao do Teorema do Envelope
para regras de escolha arbitrarias. Note, a frente, que em nenhum momento da demon-
stracdo sera necessario impor diferenciabilidade sobre x(-). Contudo, perceba também

que o Teorema ¢ valido para 6 unidimensional.

Teorema 43 Tome 0 € [0,1] e x* € X*(0), e suponha que fo(x*,0) existe. Se @ >0 eV
¢ diferencidvel pela esquerda em 0, entdo V' (6—) < fo(z*,0). Se® <1 eV € diferencidvel
pela direita em 0, entio V' (0+) > fo(x*,0). Se § € [0,1] e V € diferencidvel em 6, entio
V'(0) = fo(a",0).

Prova. Primeiro assuma que 0 < 6 < 6y, tal que V(0) > f(x,0), Vo € X e V() =
f(x*(0p),00), Yz*(0y) € X*(6p). Entao

V(0) = V(6o) = f(z,0) — f(z"(6o),00), Vo € X. (139)
Em particular, (139) vale para @ = x*(6), implicando
V(0) = V(6o) = f(z"(6b),0) — f(z"(6o), bo). (140)

Dividindo ambos os lados por 6 — #y, para 6 < 6, obtém-se

V(0) — V(o) _ f(z"(6o),0) — f(2"(6o),00)
0 — 0, = 0 — 0, (141)
e fazendo 0 — 6,
V'(60—) < fi(a*(60), 00)- (142)
Assuma agora #y < # < 1. Entao vale
V(0) = V(bo) _ f(a"(bo),0) — f(z"(bo),bh)
0 — 0, Z 0 — 0, (143)

e fazendo 0 — 07,
V' (Bo+) > fi(a*(00), 00)- (144)
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Por fim, note que se V' () existe, entao

fola™(00),00) < V' (60) < fa(z*(60), 6p), (145)

implicando V’(@o) = fo(z*(6y),00). m

Conforme Milgrom e Segal (2002) explicitam, o Teorema 43 ¢é 1util quando V(-) é
bem comportada, tal como diferenciavel, direcionalmente diferencidvel ou absolutamente
continua. O seu segundo teorema fornece condigoes para a fungao valor ter essas pro-
priedades. De fato, sao impostas hip6teses sobre f(z,-) de tal maneira que V() seja
absolutamente continua. Dessa forma, ela é diferenciavel quase-sempre e podemos es-
crevé-la como uma integral. Antes do resultado, porém, considere o lema abaixo, que sera

utilizado na prova do teorema.

Lema 44 Assuma as hipdteses do Teorema 43, entao para qualquer 01 > 65 e 01,05 €
[0,1],
[V (01) — V(62)] < sup|f(z,01) — f(x,02)]. (146)

zeX

Prova. Utilizando a definigao de V'(-),

V(01) — V(6-) f(x(01),01) — f(2(62),02) < f(x(01),01) — f(x(01),02) (147)

< f(x(el)a 01) - f(x<01)a 92) (148)
< Sg}g’f@,el) — f(z,02)]. (149)

Da mesma maneira,

V(02) = V(61)

f(x(02),02) — f(x(01),01) < f(2(02),02) — f(x(02),01) (150)

< SU)I; |f(l’, 92) - f(l’, 81)| : (152)
Como |f(z,01) — f(x,02)| = |f(z,02) — f(x,61)], 0 mesmo deve valer se aplicarmos

o supremo de ambos os lados, sup,cx |f(z,61) — f(z,62)| = sup,ex | f(x,02) — f(x,601)].
Entao,
[V(61) = V(62)] < sup|f(z,6h) — f(z,02)]. (153)

zeX
|

Teorema 45 Suponha que f(z,-) seja absolutamente continua para todo x € X. Suponha
também que exista uma fungao integrdvel b : [0,1] — Ry tal que |fo(x(0),0)| < b(0) para
todo x € X e quase todo 6 € [0,1]. Entao V(-) é absolutamente continua. Suponha, além
disso, que f(x,-) € diferencidvel para todo x € X, e que X* # @ quase em todo [0, 1].
Entao para qualquer selegio x*(6) € X*(6),
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V() =V(0)+ /fg(a:*(s), s)ds. (154)

V") - V(E)| < sup|fr.6') - flr.0) (155)
-
< sup /fe(x,S)dS (156)
e
'
< sup/|f9(x, s)|ds (157)
reX
J

pois f(x,-) é absolutamente continua. Usando a existéncia da fungao b,

1

vwd—vwﬁg&m/bgm& (158)

zeX
0/

Tomando o supremo acima, podemos aplicar o somatério e obter

n n 0”
S vl -ven| <Y [ b (159)
i=1 =1 o'

o que implica que V(+) é absolutamente continua.
Para a demonstracao da segunda parte do teorema, note que V/(-) existe, pois V() é

absolutamente continua. Entao integrando chega-se a
0
V() = V(0) + / V'(s)ds, (160)
0
mas do Teorema 43 sabemos que V' (0) = fo(z*(6),6). Logo,

V() = V(0) + / Fo(@*(s), 5)ds. (161)

como queria-se demonstrar. m
O trabalho de Milgrom e Segal (2002) consegue obter resultados com auséncia de

diferenciabilidade para os dois passos da abordagem de Mirrlees (1971). Tanto o Teorema
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do Envelope quanto a representacao integral sao obtidas para mecanismos arbitrarios.
Perceba que aqui as hipdteses sao colocadas na funcao objetivo f(z,-), deixando o mecan-
ismo z livre (o conjunto de tipos é assumido ser o intervalo [0,1]). Como ja comentado
acima, contudo, seus teoremas sao validos para € unidimensional. Krishna e Maenner
(2001) e Chung e Olszewski (2007) obtém resultados para modelos multi-agente, mas
acabam nao permitindo qualquer forma funcional para a utilidade do agente. Para su-
perar tal lacuna, no préximo capitulo nds generalizamos os resultados de Milgrom e Segal
(2002) para o caso de mais de um agente, permitindo, assim, a presenga de utilidades

arbitrarias, com relagao a sua forma funcional, em modelos multi-agente.
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4 Teoremas do Envelope Generalizados para Espacos de Tipo Multidimen-

sionais

Neste capitulo generalizaremos o Teorema do Envelope para obter um resultado que
possa ser aplicado em modelos com miltiplos agentes. Além disso, permitiremos que
as preferéncias possuam qualquer forma funcional e, principalmente, que os mecanismos
possam ser descontinuos ou nao diferenciaveis. Para obter esta generalizacao adicionamos
a hipdtese de compacidade do conjunto de escolha, porém argumentamos que esta nao é
uma exigéncia muito forte, porque dificilmente é violada em aplicacoes. Como veremos a
frente, a uniao destas trés desejaveis propriedades, nao diferenciabilidade, preferéncias ar-
bitrarias e aplicabilidade a ambientes multi-agente, faz com que nosso resultado preencha
uma importante lacuna na literatura.

Adicionalmente, identificamos condigbes para que a funcao valor seja absolutamente
continua e mostramos que sua representacao integral também ¢é valida para espacos de
tipos multidimensionais na auséncia de diferenciabilidade. Neste sentido, nosso primeiro
resultado é uma generalizagao direta de Milgrom e Segal (2002). Contudo, este teorema
exige que a fungao de utilidade do agente (f(-;0)) seja absolutamente continua. Como
argumentaremos a frente, esta hipdtese possui pouco significado econdémico, quando pen-
sada em termos de aplica¢oes. Além disso, Chung e Olszewski (2007), em sua aplicagao ao
Principio da Equivaléncia de Receitas, a consideram pouco elegante. Por estes motivos,
impomos uma restrigao adicional a utilidade do agente e obtemos o mesmo resultado da
generalizacao anterior. Nossa restricao possui interpretagao economica e é pouco provavel

de ser violada em aplicacgoes.

4.1 Teorema do Envelope Generalizado

Nosso primeiro resultado diz respeito a diferenciabilidade da funcao valor e a forma
de sua derivada. O resultado abaixo generaliza o Teorema 1 de Milgrom e Segal (2002)
(Teorema 43 acima). Entretanto, nds o estabelecemos somente considerando diferencia-

bilidade, nao focando em derivadas laterais.

Teorema 46 Suponha que f : X x © C R x Rl — R seja uma funcao continua, com
X sendo um subconjunto compacto de um espago de Banach (S4||-]]) e © = x1_,[0,1], e
suponha também que Vof : X x © C R® x R — R! seja seu gradiente continuo. Entdo
a fung¢ao valor

V(0) = f(z7(0),0) = sup [(x,0), (162)

zeX

V.0 CR! = R, € diferencidvel e VoV (0) = Vo f(2*(0),0), onde 2*(0) € arg max(6).
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Prova. Dado que X é compacto, entao a correspondéncia g : © — R", 0 —— ¢(0) = X
¢ valor-compacta e hemicontinua e o Teorema do Maximo de Berge se aplica. Por-
tanto, V(0) = sup,cy f(z,6) é continua em 6 € © e argmax(f) = {z € X|f(x,0) =
V(6)} é hemicontinua superior e valor-compacto. Usando a hemicontinuidade superior
de argmax(f), temos que para todo conjunto aberto W C R" tal que arg max(6y) C W,
existe uma vizinhanga aberta U de 6 tal que se 6 € U, entao o arg max(f) C W.

Agora, usamos a continuidade de Vyf(z,6). Para dado € > 0, existe ¢ tal que
|z —xo|| <delld—6| <= |Vof(x,0) — Vof(zo,0)| <e. Para cada x € arg max(f)
considere a bola aberta Bs(z*(0)) e seja W = |J Bs(2*(0)). Isto implica que existe al-
gum § tal que |0 — 6] < 0 = argmax(f) C W. Logo, se z*(f) € argmax(f) entdo
existe x*(0y) € argmax(fy) tal que ||z*(0) — x*(0y)|| < . Dessa forma, se |0 — 6y|] <
min(J,d'), entdo para todo z*(f) € argmax(f) existe 2*(fy) € argmax(fy) de maneira
que [|Vof(2z7(0),0) = Vof(z* (o), b0)l <e.

Além disso, observe que

V(0) = V() = [f(z7(0),0)— f(z"(6o),bh) (163)
< f(a"(0).0) — f(z7(),0) (164)
< Vuf(z*(6),0)(0 — o) (165)
V(0) = V(0o) — Vo f(z"(60),060)(0 — bo)
< (Vof(z*(8),0) — Vof(z*(6o),60)) (0 — bp), (166)

para algum @ entre 6 e , onde na terceira desigualdade usamos o Teorema do Valor
Médio.

Da mesma maneira,

VO = V() = " (60),0) ~ J(@ (60). ) (167)
> Vof (" (60),0)(6 — o) (168)

V(0) = V(6o) — Vo f(2"(60),00)(0 — o)
> (Vaf (" (60).0) = Vof (=" (60),60)) (0= b0),  (169)

para algum 9 entre 0 e o.
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Podemos combinar (166) e (169) tal que

[V (0) — V(60) — Vo (z(00),00)(0 — 0)| < | (VoS (z*(0),0) — Vo f(z"(60),00)) (6 — 00)]

+ | (Vos @ (60),0) = Vo (2" (60),60) ) (0~ 60)] (170)
< || Vo f(2*(0),0) — Vo f (z*(6), 00)]] 110 — bol|
+ | Vot @ (60),8) = Vo @ (60).00) | 16 - 6ol (am)
16— ol S T e
+ || Vo s @ (60),9) = Vas(a* 60).60)| (172

Entao para [|§ — 6y]| < 0,

[V (0) — V() — Vo f(x*(6h),00)(0 — o)
16— Eol

< 2. (173)

Isto implica que V' é diferencidvel e VoV (0) = Vo f(2*(6),0). =

O primeiro ponto a notar no teorema acima ¢ o de que nossas hipoteses sao mais
fortes do que as de Milgrom e Segal (2002). De fato, compacidade de X e continuidade
de Vyf(z,0) ndo sdo necessérias para a obtengao dos resultados para espagos de tipos
unidimensionais*! Portanto, perdemos em generalidade quando expandimos os resultados
para ambientes multi-agente, no sentido de nao permitir uma estrutura arbitraria para o
conjunto de escolha X. Observe também que o teorema nao impoe qualquer hipétese sobre
a regra de escolha z(+), o deixando ser nao diferencidvel ou descontinuo. Entretanto, existe
um numero maior de hip6teses sobre f(-) do que nos modelos de desenho de mecanismo
tradicionais, no que diz respeito a certas regularidades.

Pode parecer forte impor a hipdtese da compacidade de X, porém sua necessidade é
justificada pelo uso do Teorema do Maximo de Berge. Adicionalmente, é dificil imagi-
nar em aplicacoes algum conjunto de escolha nao limitado ou aberto. Em modelos de
leiloes, por exemplo, o conjunto de escolha contém todas as func¢oes de probabilidade e de
pagamento. Assim, no caso de nao ser limitado, nao existem nimeros reais K; e Ky tais
que K7 < z;(+) < Ky, para todo i. Dessa forma, o valor assumido pela regra de escolha
z;(+) pode crescer indefinidamente. Em nosso exemplo, isto significa que o valor pago
pelos compradores ao vendedor poderia ser infinito (a fungao de probabilidade é sempre
limitada entre 0 e 1). Isto implicaria que a utilidade do vendedor também cresceria para
o infinito, algo extremamente irreal. Em todas outras aplicacoes, uma situacao como

esta, de fato, nao faria sentido, pois, em geral, a Economia tem a caracteristica de suas

1Da mesma maneira, X C (€,]]-]|), onde (2,]|-]|) é um espaco de Banach, nio é necessério quando o
tipo do agente é um escalar. Contudo, a inclusao da norma nao é uma hipdtese restritiva e, por nao
possuir significado economico relevante, nao a trataremos em detalhe.
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variaveis serem limitadas a intervalos®Z.

A hipétese da continuidade de Vi f(x, ) é necessaria para | Vo f(z,6) — Vo f(zo,00)| <
e. Um ponto importante aqui é que o gradiente deve ser continuo tanto em x(-) quanto em
6, porque precisamos que conforme x — zg e 0 — 6y, entdo Vyf(x,0) — Vof(x(6y),00).
Novamente, perceba que todas as hipdteses sao impostas em f(-), deixando o mecanismo
livre para assumir qualquer estrutura. Esta é uma grande vantagem relacionada a outros
estudos, como Carter (2001), por exemplo. Este autor, para generalizar os resultados
de Milgrom e Segal (2002), exige continuidade de x(-). Portanto, seus teoremas nao
se aplicam a mecanismos nao diferencidveis e descontinuos e sao quase os mesmos do
Teorema do Envelope tradicional. Por fim, embora tenhamos assumido © = x/_,[0, 1],

pode-se notar que a generalizagio para © = x!_ [a,b], a, b € R, é direta.

4.2 Alguns Resultados sobre a Representagao Integral da Funcao Valor

Como no caso unidimensional, o teorema acima somente é 1til no caso de V'(+) ser bem
comportada. Nosso proximo teorema obtem condigoes para tal, e mostra que a funcao
valor pode ser representada por uma integral. E importante destacar que novamente
utilizamos, por simplificacio, © = x!_,[0, 1], mas a generalizagao para um cartesiano de
intervalos qualquer da reta continua sendo direta. O lema abaixo, uma generalizacao do

Lema 44, sera utilizado na prova.

Lema 47 Assuma as hipoteses do Teorema 46, entao para qualquer 61 > 65 e 01,605 €
@ = szl[O, ]-];
[V(01) = V(02)] < sup|f(z,61) — f(z,02)]. (174)

zeX

Prova. Veja a demonstracao do Lema 44, considerando #; e 5 como vetores. m

Teorema 48 Suponha que f(x,0) é absolutamente continua para todo x € X. Suponha
Of (@ b1,00) |
96

também que existe uma funcao integrdavel b: © = x1_,(0,1) — R, tal que ‘
b(64,...,0r) para todo x € X, todo i = 1,....,1 e quase todo (6,...,0;) € O. FEntdio

V' € absolutamente continua. Suponha, adicionalmente, que f(x,-) é diferencidvel para

todo x € X e que X*(01,...,01) # & quase-sempre em ©. Enlao para qualquer sele¢ao
x*(91, e (9[) € X*<(91, . 9[),

0;
V(el,eQ,...,el):v<o7..,0)+2/ %(x,s)ds. (175)
0 7

42N&o damos énfase ao fato de estarmos excluindo conjunto de escolhas abertos devido a dificuldade
de imaginar suas implicagoes praticas.
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Prova. Tomando 6! = (6, ...6;, o 0r) e 6% = (04, ...6;-, ...,0r), pelo Lema 47 sabemos que

" /

‘V(el,...ej,...,e,)—V(el,...ej,...,el))
< mgyﬂxﬁh”ﬂ;””m)—f@;&,m@,”w&ﬂ (176)
S
0!
< sup // %(x,s)ds (177)
T€ Hj J
0!
< su);z/, %(m,s) ds (178)
ze 9]- J
0]
< / b(s)ds (179)
9/

Isto implica que V' é absolutamente continua. Portanto, g% existe quase-sempre e pode-

mos escrever

%oV

V(el,...tj,...,0]>:V(el,...,o,...,61>—|— ; 8_6
J

(z,s)ds, (180)

onde 0 estd na j — ésima componente do vetor # do lado direito da equagao. E possivel

fazer o mesmo para cada componenete ¢;. Para ver isso, suponha que j = I. Assim,

temos
0 174
V(0y,..,0r) = V(0i,...,00-1,0) + —(z, s)ds (181)
o 00r
S ov oV
= V(by,...,01-2,0,0 — d — ds (182
( 1.y YVI-2,Y, )+/0 891_1(1‘75) 5+ 0 ael(xvs) S ( )
(183)
L%
= V(by,....,01) _V(o,..70)+i2/0 a—ei(ac,s)ds. (184)
Se f(x,0) é diferenciavel em 6, g—gi(x, s)ds é dado pelo Teorema 46 sempre que existir,
entao
1 0; 8f
V(6y,6s,...,0;) =V(0,..,0) + ZZ/O a—el(x, s)ds. (185)
n

Neste segundo teorema nao precisamos fazer mais hipétese do que aquelas ja feitas
por Milgrom e Segal (2002) em seu Teorema 2. Seguindo o padrao do Teorema 46,
impomos estrutura somente em f(-) e continuamos permitindo que z(-) seja arbitrario.
Além da continuidade absoluta de V(+), o teorema também mostra que o segundo passo

da abordagem de Mirrlees (1971) para resolucao de problemas de desenho de mecanismo,
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a representacao integral, é valida em modelos com mais de um agente.

A necessidade de impor continuidade absoluta®® é destaca por Milgrom e Segal (2002)
ao comentar o fato de que a funcao valor ser diferencidavel quase-sempre nao implica que
ela iguale a integral de sua derivada. Uma possibilidade que nao é excluida, neste caso,
é a de a funcao valor ser descontinua. Em geral, a diferenciabilidade quase-sempre é
obtida em aplicagoes usando a monotonicidade da regra de escolha e a representacao
integral usa formas funcionais especificas para ser obtida. Myerson (1981), por exemplo,
usa uma estrutura de preferéncias lineares. Logo, é evidente a importancia dos resultados
obtidas nesta subsegdo, ja que obtemos a diferenciabilidade quase-sempre de V(-) e sua
representacao integral permitindo uma forma genérica para a funcao utilidade.

Além da falta de elegancia, argumentada por Chung e Olszewski (2007) e citada no
inicio deste capitulo, a hipdtese de que f(-;6) é absolutamente continua nao possui muito
significado economico. Em qualquer aplicacao em desenho de mecanismos que pensarmos,
f(+;0) representa a utilidade do agente. Entao, pela definigdo de continuidade absoluta,
essa hipdtese nao diz nada diretamente sobre o problema. O que se pode concluir da
inclusao da continuidade absoluta decorre de alguns outros resultados. Por exemplo,
como toda funcao absolutamente continua é de variagao limitada, podemos concluir que
a utilidade também o é. Esta conclusao possui interpretacao econéomica, dado que nao
faz sentido que um agente possua uma utilidade com variagao infinita.

Outra conclusao da introducao da hipdtese de continuidade absoluta da funcao de

utilidade do agente é a de que a sua derivada existe quase-sempre. Ora, intutivamente,

daf
' 4>

pensamos em alguma aplicagao, qualquer que seja o valor de 6 escolhido pelo agente deve

a utilidade marginal do tipo do agente deve existir em todo o dominio. Quando

gerar uma variagao local na sua utilidade. A possibilidade de nao existir uma variagao
para determinado tipo existe, mas é pouco provavel em aplicagoes. Logo, a imposicao da
hipétese de existéncia da derivada em todo o dominio parece ser razoavel. Isto é o que

faremos abaixo, mas antes precisaremos de alguns resultados auxiliares.

Lema 49 Seja f : X — [0,400] uma fun¢ao mensurdvel, entdo eriste uma sequéncia

(pn) de fungoes simples, tal que p,(x) T f(x).

Prova. Comecamos por definir os seguintes conjuntos:

B = {reX|f@)21) (156)
B = {reXIf@)2 5+ @) (157)

(188)
B - {xeX\f(x)2%+ > xEjm)}, (159)

43Veja também sua justificativa do uso do limite integravel b(6y, ..., 7).
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para k > 2 e onde xg,(-) ¢ a funcao caracteristica do conjunto Ej;. Note que por E; ser
mensuravel, Fy também o é, pois podemos escrever f(z) — xpg, (z) > 1. Fazendo o mesmo

raciocinio, obtemos que Ej é mensuravel para todo k.
k
Definamos agora a funcao ¢x(z) = > %XE](I) Claramente, @k (-) é monétona nao-
i=1

k k+1
decrescente, pois gr(r) = > %XE]. () < ppya(z) = > %XE](x) Necessitamos mostrar
j=1 j=1

que @x(7) < f(2).
Suponhamos por absurdo que ¢g(x) > f(z). Dessa forma, existe ko e ' tais que

! !/ !/ kO ’ ’
0 < f(z) < iy (), implicando @y, (x) = > %XEJ-@) > 0. Logo, x € E; para algum
i=1

1 <j <k Sejak = max,/cp J. Se k' =1, entdo f(z') > 1 = ppg,(z'). Da mesma

forma, se k > 2 teremos que x € E,/, tal que

1 g L | , ,
f(ﬂJ)ZvaZ;XEj(x):Z;XEj(fB)Zwk'(ﬂf) (190)
j=1 j=1

/

Portanto, temos que f(z') > ¢, (z') e k' < ko, pois por hipétese f(z') < @p,(2).

Usando as definigoes,

0 < @) = pwle) = 1) = X @) (191)
fo E ,

DI CICED DEIES (192)

=Y L) (193)

ko ’ " / ’
Mas o fato de 0 < >° %XEJ- (') implica que existe um k& > k tal que © € E,», o
j=k"+1
que contraria nossa hipétese inicial de que k' era o maximo. Assim, pi(z) < f(z).
Resta demonstrar que ¢, (z) T f(z). No caso de f(z) = 400, x € E; para todo j, tal
que @p(r) =143+ ...+ + — oo quando n — oo. Quando f(z) < 400, nao pode existir
N tal que x € E;, para todo j > N, pois caso contrario ¢;(z) = % + ﬁ + ...+ % — 00.

Logo, existe k,, tal que z ¢ E; para j > k,,. Dessa forma,

f@) < > s (@) (194)
= 0 f(0) — ph (0) < 1 (195

= Pha (@) = fl2). (196)
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Como ¢, (x) é mondétona, entao temos ¢, (z) T f(z).
O teorema abaixo é uma versao modificada do resultado conhecido como Teorema de

Vitali-Carathéodory e sera utilizado na demostracao do teorema subsequente.

Teorema 50 Seja f : X — [—o00,+00] mensurdvel, entao para todo € > 0 existe u e v,

tais que u < f <wv e

/(f —u)dp < e (197)

X

/(v — fldp <e, (198)

X

onde u € semicontinua superior e v semicontinua inferior.

Prova. Comecemos para f(z) > 0. Usando o lema anterior, podemos escrever f(z) =
P %XEJ- (). Como os conjuntos E; sao mensuraveis, para todo ¢ > 0, existe um U;
aberto tal que E; C U; e u(U;\E;) <

podemos definir

onde i ¢ a medida de Lebesgue. Dessa maneira,

e verificar que f(z) =3 7", %XEJ.(Z') < Ej; %XUj (x) =v(z) =0,
Como cada U; é aberto, entao %XUJ- (x) e v(z) sdo semicontinuas inferiores, pois uma

a7

(199)

QIH

série de semicontinuas inferiores também é semicontinua inferior.

Nos resta obter (197). Temos que
=1
J=nin = 3 uwam) (200
% =1
Passemos a (198). Para cada E;, também, existe K, fechado tal que K; C Ej e

1(E;\Kj) < 5;. Fazendo o mesmo raciocinio anterior,

Z 1 Z 1 f(x) (202)

&

(201)

§|,_‘
w|m

ks
Ku

e integrando

/ (f - Z ﬁxmx)) dp = Z %M(Ej\Kj) <e. (203)
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Note que é possivel escolhermos um N < oo tal que

/ (f -2 ixK <x>) dp <e. (204)

Definindo N
u(z) =Y =xx, (@), (205)
j=1

.|

temos que u(z) é semicontinua superior, pois K é fechado. Entao,

/ (f —wdp <e. (206)

X

Para o caso geral, com —oo < f(x) < 400, separemos f em sua parte positiva e
negativa, f = f* — f~. Como as duas partes sao nao-negativas, devem existir ut <
ffT<vtewu < f~ <o, onde as funcoes u’s sdo semicontinuas superiores e as v’s
semicontinuas inferiores. Ao trocarmos o sinal das func¢oes com superescrito representando
a parte negativa, temos —v~ < —f~ < —u~, onde —u~ é semicontinua inferior e —v~ é

semicontinua superior. Logo,
t=u"—v < f<ovt—u =9. (207)
Além disso,

/ Fowdp = [ ((FF =) — (" — ) di (208)

/
= Jur =+ [ (209)
2e

< ) (210)
/ (6— Py = / (" =)= (/7 = f7)) du (211)
— /(w —f+)du+/(f_ —u)dp (212)
< ;(5 ) (213)
|

Agora enunciamos e demostramos o resultado que garante a representacao integral

(161) utilizando a existéncia da derivada em todo dominio de f.
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Teorema 51 Seja f : [a,b] — R wma funcio derivdvel em todo o dominio e seja f €
LY([a, b)), entdo

[ 0= 50) - sla) (214)
e f € absolutamente continua.

Prova. Do Teorema (50) sabemos que, dado € > 0, existe uma funcdo semicontinua
inferior v tal que f < v. Escolhendo adequadamente uma constante ¢ > 0, existe
g = v + ¢ semicontinua inferior tal que f* < g e ff g(t)dt < f; f)dt +e.

Para todo n > 0 definamos

Fy(x) = / g(t)dt — f(z) + f(a) + nlx — a), (215)

coma <z <b.
Seja x € [a,b). Como f'(x) < g(x) e g(-) é semicontinua inferior, entdo existe (x, x+9)

tal que t € (z, 2 + &) implica que f (z) < g(t) e

e (216)
pois f(-) é derivavel em x.
Adicionalmente temos que
Fy(t) — Fy(x) = /g(S)dS — (f(t) = f(x)) +n(t —x) (217)
> (@)t =) = (f (x) +n)(t = z) +n(t - ) (218)
— 0. (219)

Como F(a) =0 e F,(-) é continua, podemos definir * = sup ,ep - Se * < b, entao
Fy(z)=0
pelo célculo acima temos F, (t) > 0 para t € (z,b]. Dessa forma, F,(b) > 0. Usando a

definigao (215) temos

b
Fy(b) = / g(t)dt — F(B) + f(a) + (b —a) >0 (220)
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e fazendo n — 0"

b

/ ot > f(b) - f(a) (221)

/ FOdt+= > fb) - fla), (222)
Fazendo ¢ — 0,
b
/ f (0t > f(b) — fa). (223)

Ao repetirmos o processo para —f , obteremos
/ FWdt > (—f0) — (—f(a) (224)

b
/ Fd < fb) - fla). (225)

Além disso, pelo Teorema de Lebesgue, se f existe quase-sempre e é integravel e
b
[ f(t)dt = f(b) — f(a), entdo f ¢é absolutamente continua. m

Note que toda a demonstracao foi feita para o caso unidimensional, contudo a gen-

eralizacao é imediata se exigirmos a existéncia de gg_ em todo dominio (neste caso,
K2

© = x!_[a,b]) e que g—gi € L'([a,b]) para todo i = 1,..,I. Com estas hipdteses,
obteriamos que V' (61, ..., 07) é absolutamente continua e, dessa forma, parte do processo de
demonstracao do Teorema 48 seria a mesma, finalizando com a expressao (175). Portanto,
nossos resultados nao sao diferentes daqueles de Milgrom e Segal (2002), generalizados no
Teorema 48. A grande diferenca esta nas hipéteses adotadas em cada caso.

Perceba também que ao incluirmos a hipdtese de direnciabilidade em todo o dominio,
nao estamos preocupados em generalizar a estrutura de f, pois continuidade absoluta é
menos exigente (possuir derivada quase-sempre) do que a hipétese que utilizamos, ex-
istencia da derivada “sempre”. Ao contrario, nosso objetivo é fornecer uma condi¢ao
mais intuitiva e com maior interpretacao econémica. De fato, g—(fi existir para todo 6;
nao significa nada além de o agente obter uma variacao na sua utilidade quando mudar
localmente seu tipo reportado, qualquer que seja este tipo. Além disso, ao exigirmos que
f" € L'([a, b]), ndo estamos impondo hipéteses adicionais aquelas ja feitas por Milgrom e
Segal (2002), quando usam a funcao integravel b(#) como limitante superior da derivada.

Para finalizar, é importante destacar que os resultados obtidos aqui sao mais gerais dos

que o de Krishna e Maenner (2001) e Chung e Olszewski (2007), pois ndo assumimos uma
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forma especifica para a utilidade, enquanto estes trabalhos utilizam preferéncia lineares
ou quase-lineares. Embora exijamos algumas propriedades técnicas sobre f(-), sua forma
funcional é livre para se adaptar a qualquer aplicacao. Dado a grande difusao da teoria de
desenho de mecanismos, se caracteriza como uma vantagem obter resultados que podem
ser usados em modelos em diferentes areas da Economia. Em especial, nossos resultados
sao adequados a Economia do Setor Publico, tais como modelos de provisao de bens

publicos e taxacao 6tima, e teoria dos leiloes.
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5 Conclusao

A hipdtese de que a funcao de escolha étima é continuamente diferenciavel tem limi-
tado as aplicagoes da teoria do Desenho de Mecanismos, fazendo com que algumas areas
da Economia ainda nao possam ser modeladas através deste arcaboucgo. A imposicao de
tal hip6tese decorre da necessidade do uso das técnicas de otimizagao dinamica (controle
6timo e, principalmente, Teorema do Envelope) na resolucao do problema do principal. A
tradicao de trabalhos que utilizam esta estrutura formal em suas aplicagoes é vasta, com
destaque para Mirrlees (1971), Laffont e Maskin (1980) e, mais recentemente, Willians
(1999). Contudo, Myerson (1991) e Laffont e Tirole (1993) demonstraram que diferencia-
bilidade sobre o mecanismo pode ser uma hipdtese forte demais em algumas aplicagoes.
Estes autores apresentam mecanismos descontinuos em comércio bilateral e Economia da
Regulacao, respectivamente.

Trabalhos mais recentes vem buscando superar esta limitacao ao substituir a exigéncia
de diferenciabilidade do mecanismo por hipoteses sobre a funcao de utilidade do agente
ou sobre o seu conjunto de tipos. Neste sentido é possivel dividir esta literatura em duas
vertentes. A primeira delas, representada especialmente por Krishna e Maenner (2001) e
Chung e Olszewski (2007) obtém resultados para ambientes multi-agente, mas a utilidade
dos agentes ¢ restrita a classe das lineares. Nesta literatura, a principal preocupacao é
obter o Pricipio da Equivaléncia das Receitas sem diferenciabilidade. A segunda vertente
tem como exponte Milgrom e Segal (2002). Estes autores, ao contrario dos anteriores,
permitem que a funcao de utilidade assuma qualquer forma, mas estao restritos ao caso
em que o espaco de tipos dos agentes é unidimensional.

O que objetivamos na presente dissertacao é preencher uma das lacunas desta liter-
atura: unir estas duas vertente fornecendo um resultado que nao exija diferenciabilidade
do mecanismo e que ainda permita que as utilidades sejam arbitrarias em ambientes multi-
agente. Para alcancar tal meta, nés optamos por generalizar o Teorema do Envelope de
Milgrom e Segal (2002) para espagos de tipos multidimensionais. Esta generalizacao se
torna possivel na medida em que podemos utilizar o Teorema do Maximo de Berge no
problema de otimizagao. Para seu uso, entretanto, é necesséaria a introducao da hipdtese
de compacidade no conjunto de escolha. Contudo, argumentamos que esta hipétese nao
parece ser muito forte, dado que em aplicacoes ela invariavelmente é satisfeita.

Além da generalizacao, identificamos condicbes sob as quais a funcao valor do agente
é absolutamente continua e mostramos que sua representacao integral é véalida também
em modelos com multiplos agentes. Inicialmente propomos uma generalizagao direta do
resultado de Milgrom e Segal (2002), utilizando a hipdtese de continuidade absoluta da
funcao de utilidade do agente. Entretanto, esta exigéncia nao possui muito significado
economico e é considerada pouco elegante por parte da literatura. Neste sentido, incorpo-

ramos uma hipétese adicional de diferenciabilidade da utilidade em todo o dominio que
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gera a mesma representacao integral e possui uma maior interpretagao economica.

Ao obter resultados que permitam que o mecanismo seja nao diferenciavel, ou mesmo
descontinuo, a gama de possiveis aplicagoes da teoria aumenta. Modelos de Economia
do Setor Publico (taxacdo 6tima e oferta de bens publcios, por exemplo) sao de especial
aplicagao, pois em geral apresentam mais de um agente e suas utilidades podem nao ser
lineares. Outra dessas possibilidades esta ligada a politica monetaria brasileira. Desde
o inicio do sistema de metas de inflacao, o Banco Central possui o Sistema de Expecta-
tivas de Mercado. No caso especifico da inflagao, varias instituicoes, financeiras ou nao,
reportam suas expectativas de inflagao futura (para os préximos 12 meses, por exemplo)
regularmente. Dado que uma das variaveis utilizadas pelo Copom para decidir a taxa Selic
é a expectativa de inflagao futura, é de fundamental importancia saber se tais instituigoes
estao de fato reportando suas verdadeiras expectativas. Uma possibilidade real é a de
que essas instituigdes possuam titulos (dividas) indexadas a Selic e, dessa forma, superes-
timem (subestimem) suas expectativas de inflacao reportadas. Isto geraria um beneficio
privado para estas instituigoes, dado que o Copom reage a altas (baixas) expectativas de
inflagdo com aumentos (redugoes) na taxa Selic.

A aplicagao acima é um classico problema de agente-principal, dado que o Banco
Central (principal) delega uma tarefa as instituigoes (agentes) e nao consegue verificar se
estes estao a cumprindo de maneira desejavel. A questao é como dar incentivos aos agentes
de forma que eles revelem sua informacgao privada, ou seja, suas verdadeiras expectativas.
Ao utilizar o seu Top Five, a classificacao das 5 melhores instui¢coes em termos de previsao,
por exemplo, o Banco Central pode dar esse incentivo. Se uma instituicao faz parte do Top
Five, sua credibilidade enquanto previsor aumenta e, em consequéncia, sua capacidade
de afetar as decisoes do Copom. A dificuldade com este mecanismo estd no fato de
ele ser discreto, dado que é um ranking. Em outras palavras, ao classificar determinada
instituicao como a melhor previsora e assim por diante, cria-se a dificuldade de, em vista de
modelar essa situacao, nao se poder utilizar o ferramental matematico classico de Desenho
de Mecanismo. Contudo, através das contribuigoes desta dissertacao este problema passa
a ser tratavel, pois permitimos muitos agentes (instituigoes) no modelo e damos liberdade

na forma funcional da sua utilidade.
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