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RESUMO

Nessa tese sao abordados problemas dentro da Teoria Extremal de Gra-
fos. Mais especificamente problemas de coloracoes de arestas, propostos inicialmente
por Erdos e Rothschild. O primeiro problema considerado aqui envolve a familia de
padroes P} que ndo contém o padrao arco-fris Kf¥. Para todo k > 3, apresentamos
resultados em direcao a obtencao de cotas inferiores e superiores para o parametro
ro(Ps), que é o valor onde o grafo de Turan deixa de ser o grafo extremal. Ainda em
relagao a familia P}, apresentamos uma construgao para uma cota superior w(P;) em
relacdo ao parametro ro(P;), onde, para todo r > w(P}), o grafo de Turan Tj_1(n)

nao ¢ mais o grafo (r, P;)-extremal.

Outra contribuicao do nosso trabalho é para k = 3, e considerando o
padrao K§2) da familia P}, determinamos que o parametro To(K?Ez)) vale 26. Mais
especificamente, provamos que o grafo de Turén T3(n) é o unico grafo extremal, para
o padrao K. §2)7 onde 2 < r < 26. A principal contribuicao dessa tese é a incorporacao
de um componente indutivo na prova desse resultado, o que nos permite explorar
melhor as restri¢oes locais e estender o resultado de [24] para todos os valores de r

para os quais foi conjecturado.

Por tultimo, aplicamos a estrutura de demonstracao desenvolvida na
solugao do problema do paragrafo acima, obtemos progresso no melhoramento da
cota inferior de ro(P;). Conseguimos encontrar uma cota inferior u4(P;) que me-
lhora a cota inferior dada pelo primeiro resultado desse trabalho, mostrando assim
que essa técnica tem potencial para ser empregada para melhorar resultados ja exis-

tentes.
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1 INTRODUCAO

Na Combinatéria, muitas vezes estamos interessados em procurar, den-
tre todos os grafos com alguma estrutura pré-determinada, aqueles que sao maximais
ou minimais com respeito a algum parametro. Nosso intuito foi abordar problemas
de otimizacao especificos na area de Teoria Extremal de Grafos. Mais especifica-
mente, trabalhamos com problemas de coloracoes de arestas de grafos motivados por

questoes propostas por Erdos e Rothschild.

Um dos trabalhos pioneiros em Teoria Extremal de Grafos foi o de en-
contrar um grafo GG, com n vértices, que possua o maior numero de arestas e seja
livre de F', ou seja, que nao contenha uma cépia de F' como subgrafo. Denotamos
por ex(n, F') o nimero maximo de arestas em um grafo livre de F' (ou F-livre) com
n vértices. Os grafos F-livres que atingem o numero méximo ex(n, F') de arestas
sao chamados F-extremais. Mantel resolveu este problema para o triangulo F' = K3
em [34], em que constatou que o grafo Kj-extremal ¢ um grafo bipartido completo

balanceado.

Turdn provou em [43] uma generalizagao do Teorema de Mantel para
grafos completos arbitrarios, onde afirma que o grafo Kj-extremal é um grafo (k—1)-
partido completo balanceado com n vértices. Os grafos Kj-extremais sao chamados
de grafos de Turédn, sendo o grafo denotado por Tj_;(n) e seu nimero de arestas por

tr—1(n). Ou seja, ex(n, Ky) = tx_1(n), para todo n, k > 2.

Teorema 1.1 (Teorema de Turén). Sejam n e k inteiros positivos, temos que todo

grafo Ky-extremal é isomorfo a Ty_1(n).



Posteriormente, Erdds e Stone provaram, em [13], um resultado nesta
linha, para grafos I arbitrarios. O nimero cromatico x(F) de um grafo F' é o menor
numero inteiro positivo k tal que o grafo F' é k-partido. Em outras palavras, o
numero cromatico x(F') é o menor nimero de cores tal que existe uma atribuicao de
cores aos vértices de F' de tal forma que quaisquer dois vértices adjacentes recebam

cores diferentes.

Teorema 1.2 (Teorema de Erdds-Stone). Para todo grafo F, vale a sequinte pro-
priedade. Para todo € > 0 eziste ng = ng(e, F') tal que para todo n > ng, vale

que
n2

(- T =eens (o= 3

Podemos concluir do teorema acima que, para y(F) > 3, o nimero de
arestas do grafo extremal para I’ tem de ser muito proximo do niimero de arestas de
Ty(r)-1(n). Assim, podemos observar que, para qualquer grafo que nao é bipartido,

o resultado assintético

. ex(n, F)  x(F)—2
B (B I S

é conhecido. Se o grafo F' é bipartido, isto é, x(F') = 2, podemos afirmar apenas que
o grafo F-extremal é esparso, pois a desigualdade acima implica ex(n, F) = o(n?)
fazendo com que nao possamos ter informagoes precisas sobre a ordem de grandeza
de ex(n, F'). Sendo assim, o problema de Turdn para grafos bipartidos é ainda
amplamente estudado, constituindo um importante campo de pesquisa na area, como

podemos ver n trabalho de Fiiredi e Simonovits [16] e nas suas referéncias.

Assim, podemos entender os problemas extremais do tipo de Turan como

problemas que buscam determinar qual é o grafo de n vértices que possui o maior



numero de arestas, evitando um grafo especifico (ou, mais geralmente, uma familia
de grafos) como subgrafo. Podemos também estender o problema de Turdn para
particoes, perguntando de quantas maneiras podemos particionar as arestas de um
grafo G de modo que nao haja cépia do grafo proibido F' formada por arestas de
uma mesma classe. Nesse caso, G pode ter cépias de F, desde que a cépia tenha

arestas em classes diferentes.

Utilizando outra terminologia, podemos pensar em coloragoes, onde o
problema de perguntar de quantas maneiras podemos particionar as aresta de G
evitando F' é a mesma coisa que de quantas maneiras podemos colorir as arestas de
G com um certo nimero de cores, de tal forma que nao tenha cépia monocromatica de
F. Ou seja, se adicionarmos cores as arestas, a funcao a ser maximizada passa a ser
o numero de coloragoes de arestas do grafo G de forma que nao tenhamos o subgrafo
proibido F' colorido de uma certa maneira. Com essa definicao, um grafo F-livre
G = (V, E) admite ! coloracdes, j4 que nenhuma delas poderd conter uma cépia
proibida, onde r é o nimero de cores usado na coloragao de GG. Por isso, os grafos F-
extremais sao os grafos F-livres que maximizam o niimero de coloragoes dentre todos
os grafos F-livres. Podemos notar também que, se aumentarmos o niimero de arestas
de um grafo, obtemos mais elementos para colorir, mas ao fazermos isto, podemos
gerar copias do grafo proibido, fazendo com que tenhamos mais restri¢oes nas formas
em que as arestas podem ser coloridas. Logo, nao estamos mais interessados em
procurar por um grafo G que seja F-extremal, isto é, que apenas maximize o niimero
de arestas, pois talvez esse mesmo grafo G nao seja o grafo que maximize o nimero
de coloragoes evitando o subgrafo F'. Nos referimos a estes problemas extremais
envolvendo coloracoes de arestas como Problemas de Erdés—Rothschild. Uma outra

questao que surge naturalmente é sobre a dependéncia no niimero de cores envolvidas,



ou seja, se a propriedade seria mantida se permitissemos o uso de r cores, ao invés
de duas cores. Como veremos a seguir, a introducao desse novo parametro eleva

consideravelmente a dificuldade do problema.

Vamos tratar nessa tese de problemas que sao variantes do Problema de
Erdds-Rothschild, buscando encontrar estruturas que maximizam certas r-coloragoes,
para alguns padroes especificos do subgrafo a ser evitado. Mostraremos também que

a quantidade de cores afeta essa extremalidade.

1.1 Organizacao do Trabalho

Na préxima secao desse capitulo, Secao 1.2, vamos introduzir a notagao
para uma melhor apresentacao dessas ideias. Na Secao 1.3, vamos abordar os resul-
tados ja existentes relacionados a coloragoes de grafos, fazendo assim uma revisao
bibliografica envolvendo o problema de Erdés-Rothschild. J4 na Secao 1.4, apre-
sentaremos nossas contribuicoes para alguns problemas relacionados a coloracao de

arestas para grafos Kj-extremais com padroes especificos.

No Capitulo 2, traremos defini¢oes e resultados bésicos de Teoria de
Grafos, dos quais faremos uso nos capitulos seguintes. No Capitulo 3, vamos apre-
sentar resultados especificos da Teoria Extremal de Grafos, os quais foram adap-
tados para nosso contexto. No Capitulo 4 apresentaremos a demonstracao do re-
sultado que se refere a grafos Kj-extremais com uma certa familias de padroes, o
Teorema 1.11. No Capitulo 5 apresentaremos a prova para uma conjectura pro-
posta, o Teorema 1.13, que trata de grafos K3-extremais para um padrao especifico.

Analogamente ao capitulo anterior, no Capitulo 6, apresentaremos uma melhora em



um parametro especifico, para grafos Kj-extremais, o Teorema 1.16. Por ultimo,
no Capitulo 7, faremos uma sintese dos problemas futuros que possam vir a ser

considerados, derivados desse trabalho.

1.2 Definicoes

Uma r-coloracao de arestas de um grafo rotulado G é uma funcgao
f: E(G) — [r] que associa uma cor de [r] = {1,...,r} a cada aresta de G. Nesta

Tese nos referimos as r-coloragoes de arestas simplesmente como r-coloracoes.

Sejam r > 1 um determinado ntimero de cores e um grafo F', definimos
um r-padrao P de F' como uma particao do seu conjunto de arestas em no maximo
r classes. Se F denota uma cépia do grafo ' em que as arestas estao coloridas, o
padrao P dado pela coloracao em Fé simplesmente o padrao induzido pelas classes

de cores.

Um isomorfismo entre dois grafos aresta-coloridos GGy e G5 é dado por
uma bijegao f de V(G;) em V(G3) e por uma bijecao g entre os conjuntos de cores
das arestas de G e de G tais que {u,v} € E(G1) tem a cor a, se, e somente se,
{f(u), f(v)} € E(Gs) tem a cor g(a). Duas coloragoes de aresta de um grafo F
tém o mesmo padrao se existe um isomorfismo entre os grafos coloridos por elas no

sentido da frase anterior. Vejamos um exemplo.



Figura 1.1 Os grafos aresta-coloridos G e G2

Na Figura 1.1 temos dois grafos aresta-coloridos G; e Gs, onde cada
um tem uma coloracao diferente. Precisamos verificar duas coisas para que G; e Gy
tenham o mesmo padrao. Se existe uma bijegao f de V(G1) em V(Gs), e se a bijegao
g das cores das arestas de (G; para as cores das arestas (G5 é preservada por f e uma

bijecao g.

Seja f : V(Gy) — V(Gq) dada por f(1) = a,f(2) = d,f(3) = be
f(4) = c. Seja g a bijecao das cores das arestas de G nas cores das arestas de Gy
dada por g(vermelho) = roxo, g(verde) = amarelo e g(azul) = preto. E fécil ver que

o par (f,g) é um isomorfismo entre Gy e Ga.

O padrao de Kj; em que todas as arestas tém a mesma cor é dito o
padrao monocromdtico de Kj, e denotamos por KM. O padrao de K} em que todas

as arestas tém cores distintas é dito o padrdo arco-iris e a denotado por K}



’

E interessante notar que, se dispusermos de 3 cores, a Unica forma de
termos um K é quando utilizamos as trés cores, uma em cada aresta do triangulo
K3, e ainda, podemos ter trés coloracoes distintas que representam o padrao mono-
cromatico K}, cada uma associada a uma das 3 cores. Além dos padrdes mono-
cromatico e arco-iris, o triangulo K3 admite apenas mais um padrao, denotado por
Kg(,z), que ¢ o padrao de coloragao do triangulo com duas arestas de uma mesma cor,

e a outra aresta com cor diferente.

Dizemos que uma coloracao de arestas de G contém um padrao P de
um grafo F', se G contém uma cépia de F' na qual a particao do conjunto de arestas
induzida pela coloragao tem padrao P, como mostra a Figura 1.2 abaixo, onde o grafo
completo K¢ = {vy, v9,v3,v4,v5,06} é colorido com trés cores, e contém o padrao P

de Ky, com K4 = {v1,vy,v3,04} e P o padrao monocromético de F.

v
N/
V3 o/ ® Ug

NN 7

Vg Us

Figura 1.2 Coloragao de Kg que contém o padrao monocromatico P de Kjy.

Ainda, dizemos que uma coloracao de arestas de um grafo G é P-livre,

se nao contém copias de F' coloridas de acordo com o padrao P. Definimos C, p(G)

~J



como o conjunto de todas as r-coloragoes P-livres de um grafo GG, e seja
() = max{|Cyop(G)| : [V(G)| = n}.

Entre todos os grafos com n vértices, um grafo que maximiza o nimero de r-
coloragbes P-livres é dito (r, P)-extremal. Assim, um problema do tipo Erd&s-

Rothschild ¢ determinar a funcao ¢, p(n) e os grafos (r, P)-extremais.

Como comentamos anteriormente, os grafos F-extremais sao candidatos
naturais para maximizar o nimero de r-coloragoes P-livres, pois qualquer r-coloragao
das arestas de um grafo F-livre é trivialmente P-livre para qualquer padrao P de
F, o que leva ao ntimero (™) de tais coloracoes. Nao é ébvio qual grafo G vence
a “disputa” para maximizarmos o numero de r-coloragoes. Por um lado, a adigao
de arestas permite que tenhamos mais elementos para colorir. Por outro, aumenta
o numero de cépias de Ky, o que cria novas restrigoes na maneira de colorir. O que

x(n,Kx)

é 6bvio da discussao anterior é que r° é uma cota inferior para o numero de

r-coloracoes.

Seja P uma familia arbitraria nao-vazia cujos elementos sao os grafos F'
com o padrao P. Dizemos que uma r-coloragao de um grafo G é P-livre se esta for
P-livre, para todo grafo F' com padrao P. Da mesma forma, temos C, p(G) como o

conjunto de todas as r-coloragoes P-livres de um grafo G. Escrevemos
crp(n) = max {|Crp(G)| : [V(G)| =n},

e dizemos que um grafo G com n vértices é (r, P)-extremal se |C,p(G)| = ¢, p(n).
Determinar ¢, p(n) e os grafos (r, P)-extremais ¢ uma generalizagdo do Problema de

Erdds-Rothschild.



Um exemplo interessante de familia de padroes, que serd também es-
tudada no decorrer desse trabalho, é a familia P, que contém todos os padroes de
K, exceto o padrao arco-iris. Dizemos que uma familia de padroes desse tipo é uma

familia de padroes de K}, pois todos os seus elementos sao padroes do mesmo grafo.

Vamos agora enunciar a ultima definicao dessa secao, que trata da es-
tabilidade de cores, uma importante propriedade que contribuiu para o desenvolvi-

mento da area.

Defini¢ao 1.3. Seja F' um grafo com niamero cromdtico x(F) = k > 3 e seja P
uma familia de padréoes de F. Dizemos que a familia P satisfaz a Propriedade de
FEstabilidade de Cores para uwm inteiro positivo r se, para cada 6 > 0, existe ng com
a sequinte propriedade. Sen > ng e G € um grafo com n vértices tal que |c, p(G)| >
rXE) Centio existe uma partigao V(G) = Vi U---U Vi tal que 51 e(V;) < on?,

onde e(V;) denota o nimero de arestas de G com ambas as extremidades em V;.

Como veremos mais adiante, estd propriedade sera fundamental para
auxiliar a demonstracao de alguns dos nossos resultados, uma vez que, ela nos fornece
uma importante propriedade estrutural, garantindo uma certa “regularidade” para

o grafo que cumpre suas hipdteses.

Neste trabalho estamos particularmente interessados em determinar ¢, p(n)
para determinadas familias P e caracterizar os grafos com n vértices que admitem o
maior nimero de r-coloragoes P-livres para todo n € N. Como podera ser verificado
nos préoximos capitulos, além de depender da familia P propriamente dita, a solucao

vai depender especificamente do niimero de cores disponiveis r.



1.3 Revisao Bibliografica

Nessa secao vamos apresentar alguns resultados que contribuiram para
o desenvolvimento do problema de Erdos-Rothschild. Cabe ressaltar que nao vamos
fazer uma apresentagdo em ordem puramente cronolégica, mas vamos agrupar os

avancos em cada instancia especifica do problema.

Como ja mencionado anteriormente, os primeiros a tratarem de proble-
mas extremais do tipo Turan, pensando em coloracoes de arestas, foram Erdés e
Rothschild, que conjecturaram em [14] que o maior niimero de 2-coloragoes sem con-
ter KM para n suficientemente grande, seria obtido com o grafo de Turédn Ty_1(n),
isto é

Co KM (n) = otr—1(n)

Além disso, se G tem n vértices, eles conjecturaram que ¢, g (G) = ¢y g (n) se, e

somente se, G é isomorfo a Tj_1(n).

Anos depois dos primeiros questionamentos, Yuster [44] avancou nessa
questao, provando a conjectura para r = 2 cores e o padrao K2, ao mostrar o valor

n2
exato de ¢y gpr(n) = 2L ] para todo n > 6.

Um trabalho que contribuiu de maneira muito importante para o desen-
volvimento desta érea é devido a Alon, Balogh, Keevash e Sudakov [1], que enunci-
aram em seu artigo a solu¢ao do problema de Erdés e Rothschild para r € {2,3} e

qualquer k£ > 3, para n suficientemente grande.

Teorema 1.4 (Alon et al). Sejam k > 2 um inteiro e r € {2,3}. Entao eziste ny(k)

tal que todo grafo G de ordem n > no(k) satisfaz c, xm(G) < rte-1M - Além disso,

10



o unico grafo de n > ng(k) vértices em que Cr,K}y(G) = r=1") ¢ o grafo de Turdn

Tk_l(n).

Vale aqui fazermos uma breve mencao a estratégia de prova utilizada em
[1], uma vez que essa mesma estratégia mostrou-se adaptével para resolver diversos
outros problemas na area. A prova do teorema se divide em duas partes. A primeira
parte consiste em um resultado de estabilidade para coloragoes, isto é, estabelece
que, se um grafo G' tem um nimero de r-coloragoes pelo menos tao grande quanto o
do grafo de Turdn, entao G deve ser “quase” (k — 1)-partido, no sentido do Teorema
1.5 abaixo. Na segunda parte, obtém-se o resultado exato, isto é, o Teorema 1.4, a
partir da estabilidade. Em outras palavras, mostra-se que, dentre todos os grafos
quase (k —1)-partidos, o grafo de Turdn Tj_;(n) maximiza o nimero de r-coloragdes
KM-livres. Tal estrutura de demonstragao mostrou ser de grande relevancia, ji que
foi adaptada a diversas situagoes e problemas correlatos [3, 4, 27, 28]. Um trabalho

que usou uma adaptacao da estabilidade para outras estruturas 6timas foi devido a

[37).

Utilizando a definicao de estabilidade de cores da Secao 1.2, podemos
enunciar o Teorema 1.5, resultado de estabilidade, o qual garante que qualquer

possivel contra-exemplo deve ser quase (k — 1)-partido.
Teorema 1.5. Ser € {2,3} e k € inteiro positivo, entao K} satisfaz a Propriedade

de Estabilidade de Cores.

Um fato interessante a ser notado é que mesmo tendo uma prova cabal
da validade do resultado do Teorema 1.4, quando olhamos para o nimero minimo

de vértices ny que esse método de demonstragao exige, podemos notar que ele é um
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nimero extremamente grande. Enquanto a prova da parte exata requer um ng que

dependa exponencialmente de k, a prova de estabilidade usa o Lema de Regularidade

de Szemerédi [42], que produz um ng(k) que é um tipo de torre de 2, com altura
2

dependendo de k, ou seja, da forma 92" , veja [22].

Sendo assim, um questionamento interessante, abordado por Han e
Jiménez [23], é qual o menor valor de n para que o resultado seja valido. Os mesmo
autores mostraram que, para um ng = no(k) = exp(Ck?), onde C' é uma constante
absoluta, o resultado ¢ mantido. Vale destacar que o resultado obtido em [23] é
essencialmente o melhor possivel, no sentido de que ny deve ser no minimo exponen-
cial em k. A demonstracao aplica o Método dos Contéineres, que foi desenvolvido
independentemente por Balogh, Morris e Samotij [5] e Saxton e Thomason [40].
Este método fornece uma caracterizacao estrutural dos conjuntos independentes em
hipergrafos uniformes que satisfazem certas condigoes naturais, mostrando que em
tais hipergrafos cada conjunto independente esta totalmente contido em uma familia
de conjuntos relativamente pequeno, os ditos contéineres. Em outras palavras, o
método fornece uma familia relativamente pequena de contéineres para os conjuntos
independentes, cada um contendo poucas arestas. Nas aplicacoes desse método, o
hipergrafo é definido de maneira conveniente para que os conjuntos independentes es-
tejam relacionados ao objeto que se quer estudar. Em certas aplicagoes, esse método

substitui a aplicagao de resultados classicos, como o Lema de Regularidade.

Por outro lado, se o parametro r for alterado para valores maiores, o
Teorema 1.4 deixa de valer e outras configuracoes extremais podem ser obtidas.
Um trabalho nesse sentido é o de Pikhurko e Yilma [37], que determinaram, para
k € {3,4}, o grafo (r, KM)-extremal com r = 4 cores. Eles mostraram que existe n

tal que para todo n > ng, o valor extremal ¢, KM (n) é alcangado unicamente com o
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grafo de Turan Ty (n). Também mostraram que existe n; tal que para todo n > ny, al-
cangamos ¢y g (n) unicamente com Ty(n). Note que ambos sao grafos multipartidos
completos balanceados, mas nao evitam a formacao de K3 e Ky, respectivamente, ex-
plicitando assim a dificuldade do problema de maximizacao de coloracoes de arestas,
uma vez que grafos que contém a estrutura proibida podem admitir mais coloragoes

do que grafos que maximizam o niimero de arestas sem conter essa estrutura proibida.

Em 2019, outro grupo de pesquisadores obtiveram avancos na questao
de considerar o parametro r de cores para problemas desse tipo. Botler, Corsten,
Dankovics, Frankl, Han, Jiménez e Skokan [11] provaram, para r € {5, 6}, resultados
para grafos (r, KM)-extremais. Para r = 6, eles mostraram que Tg(n) é o tnico grafo
(6, KM)-extremal para n > ng e, para r = 5, provaram um resultado aproximado
mostrando uma cota superior para cs KM (n) < 6°/4+(n*) " Vale observar que, para
r = 5, este problema admite varias configuragoes nao isomorfas que atingem o valor
extremal em sentido assintético e, os grafos extremais exatos, nao sao conhecidos.
Para r = 7, Pikhurko e Staden [38] conseguiram avangar provando que o grafo de

Turdn Tg(n) é o tnico grafo (7, K37)-extremal.

Um resultado geral sobre grafos (r, KM)-extremais ¢ devido a Pikhurko,
Staden e Yilma [39], os quais provaram que sempre existe um grafo multipartido
completo que é K}M-extremal. O enunciado original deste resultado [39, Teorema 2],
é para uma outra generalizacao do Problema de Erdds-Rothschild, mas que foi adap-

tado ao contexto desta tese, como segue.

Teorema 1.6. Para quaisquer n,r e k inteiros positivos, existe pelo menos um grafo

(r, K})-extremal de ordem n que é multipartido completo.
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Note que nesse resultado, os autores nao conseguiram identificar quem
é esse grafo extremal, no sentido de determinar quantas classes ele possui, e se essas

classes sao balanceadas. Além disso, nao se sabe se ele é unico.

O padrao monocromético também foi estudado para grafos que nao sao
completos. Em Alon et al [1], os autores observaram que era possivel modificar o
argumento para aplicar a situacao geral de encontrar o ntimero de coloragoes H-
livres, onde H é qualquer grafo aresta-critico. Um grafo H, com numero cromatico
X(H) = k + 1, é dito aresta-critico se houver alguma aresta e de H para a qual
X(H —¢) = k. Um exemplo de grafo desse tipo, também encontrado em [1], é o de
ciclos impares Cy,_1, para n € N, que tem como nimero cromético x(Cy,_1) = 3.
Se retirarmos uma arestas e € E(Csy,_ 1), passa a ser um caminho, que tem como

nimero cromatico x(Cay,—1 —e€) = 2.

Os primeiros a estudar esse problema na versao monocromatica para
grafos bipartidos foram Hoppen, Kohayakawa e Lefmann [29]. Os autores trataram
de coloracoes que proibiam um emparelhamento de s arestas. Além disso, esses
autores trataram de algumas familias de drvores, tais como caminhos e estrelas [30].
Estes sao grafos que tem o ntimero de Turdn linear, ou seja, satisfazem ex(n, F') =
O(n), o que faz com que a solugdo do problema utilize outro tipo de estratégia. Em
um trabalho de 2020, Colucci, Gy6ri e Methuku [12] melhoraram os resultados de

Hoppen, Kohayakawa e Lefmann para estrelas monocromaticas.

Em 2006, Balogh [3] foi o primeiro a tratar de padroes nao-monocrométicos.
Um de seus resultados implica que, para r = 2 cores e qualquer padrao P de K,
denotado por K7, que usa essas as duas cores, o grafo (2, KI)-extremal ¢ o grafo

de Turdn Ty_1(n), para n > ng. No entanto, ele também observou que para r = 3
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cores, e colorindo o grafo completo K, com duas cores, o niimero de coloracoes é pelo
menos 3(2(2> — 1), que é mais do que o nimero de coloragoes K{*-livres do grafo de
Turdn T»(n). Isso mostra que o comportamento da solugao é diferente para padroes

distintos de um mesmo grafo.

Lefmann, Hoppen e Odermann, veja [27], contribuiram com um resul-
tado geral para o padrdao arco-iris K e caracterizaram grafos (r, K)-extremais.

Mais especificamente,

Teorema 1.7 (Hoppen, Lefmann e Odermann). Sejam inteiros k > 2 e r > (g) R

Eziste ng tal que o nimero de coloragoes K[ -livres em todo grafo de ordem n > ng

n,Ky)

¢ no mdximo r°x O grafo de Turdn Ty_1(n) € o tinico grafo com esse nimero

de coloracoes, a menos de isomorfismo.

Observe que o Teorema 1.7 exige uma grande quantidade r de cores

disponiveis para garantir a extremalidade de Tj_1(n).

Ainda, os mesmo autores provaram, agora em [28], resultados especificos
para k = 3, melhorando a dependéncia nos parametros r e ng. Para r-coloracoes
KIlivres, mostraram que, para todo r > 5, existe ng tal que, se n > ng, o grafo
Ty(n) é o (r, KF)-extremal. J& se tivermos r > 10, todo n > 5 ¢é suficiente para
provar que Th(n) é o grafo extremal. Hoppen, Lefmann e Nolibos [31] abordaram
uma generalizacao desse problema, que no caso especifico de r-coloragoes Kjy-livres,
melhora significativamente a cota inferior do parametro r para grafos K *-extremais

do Teorema 1.7.

Balogh e Li [4] mostraram um resultado assintético para o nimero de

coloragoes do grafo completo K, evitando o padrao K. Coloragoes de arestas de
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grafos completos K,,, onde procura-se evitar triangulos arco-iris, sao chamadas de
coloragoes de Gallai, o leitor pode encontrar mais informagoes em [6, 17, 18, 20, 21].
Isso foi utilizado para identificar os grafos (r, Kit)-extremais, provando que, o grafo
completo K, é o grafo (3, K1t)-livres, enquanto parar > 4, o grafo bipartido completo
balanceado Ty(n) é o grafo (r, Ki)-extremal. Para mais resultados relacionados,
veja [9, 10, 27]. Assim, dada a liberdade na escolha de padroes, alguns trabalhos

consideraram, por exemplo, a estrela arco-iris [26].

Outro trabalho que seguiu nessa linha, isto é, estudando padroes nao
monocromaticos de forma explicita, foi apresentado por Hoppen e Lefmann em [24],
considerando o padrao K§2), isto é, o padrao de coloracao do triangulo com duas

arestas de uma mesma cor, e a outra aresta com cor diferente.

Teorema 1.8 (Hoppen e Lefmann). Se 2 < r < 12, entdo existe ng tal que, para

todo n > ng e todo grafo G com n vértices, temos

0, 0 (G)] < 7K, (1)

KD

Além disso, a igualdade vale em (1.1) para n > ng se e somente se G € isomorfo ao

grafo de Turdn Ty(n).

Os mesmos autores conjecturaram que o resultado é mantido para r < 26

cores. Na proxima secao entraremos em mais detalhes dessa conjectura.

Figura 1.3 Padroes K. éw , Kf e K?EZ), respectivamente.
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Ainda pensando em padroes de forma geral, Benevides, Hoppen e Sam-

paio [10] provaram um resultado mais estrutural, no sentido do Teorema 1.6.

Teorema 1.9 (Benevides, Hoppen e Sampaio). Seja Py um padrao qualquer de K.
Para cada niumero natural n, existe um grafo multipartido completo de ordem n que

é (r, P)-extremal.

Recentemente, Nolibos [35] mostrou uma versao ainda mais geral do
Teorema 1.9, agora para o caso de familias de padroes de Kj. O autor mostrou uma

propriedade estrutural para familias P, de padroes, como mostra o teorema abaixo.

Teorema 1.10 (Nolibos). Sejam r > 2 e k > 3 inteiros, e seja P uma familia de
padroes cujos elementos sao padroes do grafo completo K. Para qualquer nimero
inteiro positivo n, existe um grafo multipartido completo com n vértices que € (r,P)-
extremal. Além disso, se existe um grafo G com n vértices que € (r, P)-extremal e G
nao € o grafo multipartido completo, entao existem pelo menos dois grafos multipar-

tidos completos com n vértices, nao isomorfos, que sao (r, P)-extremais.

Assim, o Teorema 1.10 nos fornece candidatos a serem grafos extremais

nao mais apenas para padroes de grafos completos, mas agora para familias.

Uma caracteristica do problema de Erdés-Rothschild é que a natureza da
solucao para familias P, de padroes de um grafo completo pode mudar dependendo
se K pertence a familia ou ndo. De fato, basta compararmos o Teorema 1.7, em que
K ,f pertence a familia Py e, os Teoremas 1.4 e 1.8, para os quais K ,f nao pertence
a familia. No Teorema 1.7 o grafo de Turédn T;_;(n) é quem maximiza o nimero de

coloragoes a partir de um r suficientemente grande, e nos Teoremas 1.4 e 1.8, o grafo
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de Turdn Tj_1(n) é quem maximiza o numero de coloragoes para r até um certo

valor.

Vamos denotar por Pj uma familia de padroes de K}, que contém K[ e
por P;, uma familia que contém padroes de K}, que nido contém o padrao K R isto
é, a familia P, corresponde a colorir o grafo de modo que, se o grafo contém uma
copia de K, esta copia s6 pode ser colorida de forma que K} seja arco-iris. Vamos
também definir o conjunto B(P), associado a familia P de padroes do grafo completo
K}, como o conjunto de todos os valores de r tais que existe ny onde, para n > ny,

o grafo de Turdn Tj_1(n) é o unico grafo (r, P)-extremal.

Para a familia Py, o conjunto B(Py) dos valores de r em que o grafo de
Turdn Tj,_1(n) é o unico grafo (r, Py)-extremal, é nao vazio, pois é uma consequéncia
do Teorema 1.7 (para mais detalhes, veja Nolibos [35]), que estabelece que para r >

(k) 8k+4

5 , que o grafo de Turdn Tj_1(n) é o unico grafo (r, Py)-extremal, para n grande.

Em geral, estamos interessados em determinar o parametro r1(Py) = min{B(Py)},
ou seja, o valor minimo 71 (Px) em que ocorre a transi¢ao entre Tj_1(n) ser o unico
grafo (7, Py)-extremal, e T;_1(n) ndo ser mais o grafo (r, Py)-extremal, para r <
r1(Px). Note que, exceto para algumas familias Py, esse parametro ri(Pj) nao é
conhecido explicitamente, entao buscam-se cotas superiores para esse parametro.
Para as familias em que o resultados é conhecidos até o momento, o conjunto B(Py)
¢ um intervalo de nimeros naturais, ou seja, o grafo de Turdan Ty_;(n) é extremal

para todo r > ry.

1 par milia Py, 1 ¢ ra qualquer familia que na ntém
Ja para a familia Py, isto é, para qualquer familia que nao contém o
padrao Kf, o conjunto B(P}) é limitado superiormente, como uma consequéncia

do Teorema 1.11, que apresentaremos na préxima se¢do (para mais detalhes, veja
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também Nolibos [35]). Assim, temos que, para a familia Py, valores grandes de r

nio pertencem a B(Py).

Nesta tese, vamos considerar a familia P; como sendo a familia de todos
os padroes de K}, exceto o padrao K. Um dos principais objetivos do nosso estudo
foi o de buscar determinar o parametro ro(P;) = max{B(P;)}, isto é, o maior valor
ro(P5) tal que, para r < ro(Py), o grafo Ti_1(n) é o tinico grafo (r, P;)-extremal. Da
mesma forma que para o conjunto B(Py), para as familias em que os resultados sao
conhecidos até o momento, o conjunto B(P;) é um intervalo de nimeros naturais,

ou seja, para r > 1o(Py), o grafo Tj_1(n) ndo é mais o grafo (r, P;)-extremal.

Veremos nos préximos capitulos que determinar o parametro ro(Py)
explicitamente é um problema dificil, assim, muitas vezes buscamos encontrar cotas
inferiores para o parametro ro(P;). Vale notar também que, podemos buscar por
cotas superiores para o parametro ro(Py), onde, para todo r > w(ry), o grafo de

Turdn Ty_1(n) nao seja o grafo (r, Py)-extremal.

Uma implicagao do resultado obtido em [24] é que, para o padrao K. 3(,2),
que pertence a familia P, os autores conjecturaram o valor do parametro (K. §2)) =
26, e provaram uma cota inferior p(K §2)) = 12. Veja a figura abaixo, que mostra as

cotas obtidas, conforme a terminologia definida acima.
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Tr(n) é T5(n) nao é

K ?EQ)-extremal K ?EQ)-extremal
~ A ~ A ~
| | | . > 7
<
! 2 n(K) =12 ro(K5Y) = 26 =T
- ~ /
2
B(K”)

Figura 1.4 Cota inferior ,u(KéQ)) do parametro TO(KPEQ)).

1.4 Nossos Resultados

Assim como nos ltimos resultados apresentados na Segao 1.3, vamos
considerar aqui essencialmente a familia de padroes P} que nao contém o padrao
arco-iris K. Para todo k > 3, vamos apresentar resultados em diregao a obtengao
de cotas inferiores para o parametro ro(Py), e cotas superiores, também referentes
ao parametro ro(P;). J& para o caso especifico k = 3, e considerando o padrao K §2),

conseguimos apresentar um valor exato do parametro ry = 26.

Observemos agora que, uma cota inferior trivial é p; (k) = (g) —1, isto é,
se dispormos de no maximo (g) — 1 cores, o grafo completo tera (];) arestas, fazendo
assim com que, para colorir todas as arestas dese grafo, duas arestas teriam a mesma
cor, ou seja, nunca formando uma cépia arco-iris. Ja o Teorema 1.11 garante uma
cota inferior po(k) nao trivial com relagdo ao parametro r9(P;). Uma observacao
que é interessante de ser feita, mas que serd melhor compreendida no Capitulo 4, é

que a demonstragao do Teorema 1.11 define implicitamente uma cota inferior pg(k)
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melhor que uy(k), para o qual o resultado segue vélido, mas esse limitante pg(k) é

mais dificil de definir explicitamente.

Ainda em relacao a familia P}, apresentamos uma construgao para uma
cota superior w(k) em relagao ao parametro ro(Py ), onde, para todo r > w(k), o grafo
de Turdn Tj_;(n) nao é mais o grafo (r, P;)-extremal. Para um melhor entendimento

das cotas do parametro ro(P;}), veja a figura abaixo.

Ti-1(n) é Ti—1(n) nao é
Pj-extremal Pj-extremal
Ve A N7 A N
" 1
>
| | | | - |
Lo (k) pe(k)  ps(k)  ro(Pr),  w(k)
V*
B(Py)

Figura 1.5 Cotas inferiores e superiores referentes ao parametro ro(Py).

Vale ainda destacar, antes de fazermos o enunciado formal do préximo
resultado que, de uma forma geral, os resultados obtidos nos Capitulos 3 e 4 sao frutos
de um trabalho em conjunto, no periodo em que estive no doutorado sanduiche na
Alemanha, com os professores Josefran Bastos, Hanno Lefmann e do entao aluno
de mestrado Andy Oertel. Parte dos resultados fazem parte de sua dissertacao de

mestrado [36]. Vamos agora ao enunciado formal do Teorema 1.11.

Teorema 1.11. Para qualquer inteiro fixo k > 3 e seja a familia P}, de todos os

padroes de Ky, exceto K, a funcio ps(k), definida abairo, é uma cota inferior para
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o parametro o(Py).

k-1

2 2 . .
( K ) se k € impar

(1.2)

se k € par.

A prova do Teorema 1.11 consiste em uma abordagem de estabilidade,
na qual primeiro mostramos que todos os grafos que admitem um grande ntimero de
coloragoes vidveis devem ser estruturalmente semelhantes ao grafo de Turdn Ty_1(n),

ou seja, mostramos a propriedade de estabilidade de cores para a familia P;.

Para provar o Teorema 1.11, também chamado de resultado exato, va-
mos utilizar um resultado que ird auxiliar na prova, o Teorema 1.12. Para inteiros
positivos r e k, dizemos que uma familia de padroes Py de K}, é r-saturada se, para
qualquer padrao P’ da estrela K ;_1, com (k — 1) arestas, existe um padrao P € Py
e um vértice v € V(K}) tal que o padrao induzido por P nas arestas incidentes
com v é isomorfo a P’. Em outras palavras, qualquer padrao da estrela K ;1 deve

aparecer como um subgrafo de um padrao de Py .

A Figura 1.6 mostra que as arestas dentre v e os k — 1 vértices sao
coloridas arbitrariamente, as arestas dentro da classe de k — 1 vértices podem ser

coloridas de tal forma que o K}, resultante seja K -livre.
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k — 1 vértices

Figura 1.6 Familia de padroes r-saturada.

Agora, podemos enunciar o proximo resultado.

Teorema 1.12. Para inteiros fitos k > 3 e r > 2, seja Py uma familia de padroes
de K}, que é r-saturada. Se P} satisfaz a propriedade de estabilidade de cores para
r, entdo existe um inteiro ng > 0 tal que o sequinte acontece para cada n > ng. Se

n,Ky)

G € um grafo com n vértices, entdao cnplf(G) < e Além disso, o unico grafo

com n vértices para o qual o nimero de r-coloragoes (r,Py)-livres ¢ igual a rex(n.Ki)

¢ o grafo de Turdn Typ_1(n).

A prova desse resultado sera discutida no Capitulo 3. Combinado com
a propriedade de estabilidade de cores e o Teorema 1.10, o Teorema 1.12 implica
o Teorema 1.11. De uma perspectiva mais geral, podemos dizer que a estrutura
de prova por tras do Teorema 1.11, que é um importante resultado desse trabalho,

combina a estratégia geral de [1] e [27] com programacao linear.

Seguindo, a principal contribuicao desse trabalho é para k = 3, e consi-

derando o padrao Kéz) da familia P3, determinamos que o parametro ro(K:gQ)) vale
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26. Mais especificamente, provamos a conjectura proposta no trabalho de Hoppen e
Lefmann [24], o Teorema 1.8, isto é, que o grafo de Turdn 75(n) é o inico grafo extre-
mal, para o padrao K §2), para 2 < r < 26. Vale aqui destacar que, provando o valor
exato do parametro ry para o padrao K. §2), e notando que a familia P; = { K. ?(,2), KM},
isso implica que Ty(n) serd o unico grafo extremal também para a familia Pj. Por
outro lado, para r = 27, ja se sabe que Ty(n) ndo é um grafo (27, K§2))—extremal,

para n arbitrariamente grande, como veremos a seguir.

Considere as seguintes coloragoes de Ty(n) com conjunto de vértices
particionado V3 U Vo U V3 U V), com particao balanceada. Seja C7 U Cy U C3 uma
particao do conjunto de cores tal que arestas entre V; e V5, e entre V3 e V) sao
coloridas com cores de C; arestas entre Vi e V3, e entre V5 e V} coloridas com
cores de (Cy; arestas entre V; e Vj, e entre V5 e V3 coloridas com cores de C3. Os
conjuntos C,Cy e C3 representam uma particao disjunta do conjunto de cores tais
que |Cy| = |Cs| = |C3] = 9. Por construcao, todos os triangulos em Ty (n) tém padrao
arco iris e isso produz coloragoes em 0277 K (Ty(n)). Supondo, por simplicidade, que
n é divisivel por 4, o nimero de coloragoes produzidas por essa forma de colorir Ty (n)
é, pelo menos

n 2

9% = 27% = 27 %),

M

Como ainda ¢é possivel colorir Ty(n) de outras formas, evitando Kéz), podemos con-
cluir que

K
627,K§2><n) > 27K,

fazendo com que, para r = 27, o grafo de Turdn T5(n) nao seja mais K§2)—extremal.
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A Figura 1.7 abaixo, ilustra uma coloragao de um grafo 4-partido, uti-
lizando 6 cores, que é P;-livre. Note que nessa figura, existe a formacao de K3, mas

na coloracao apresentada na figura, ela nao contém o padrao proibido.

Vi Vs

Vs Vi

Figura 1.7 Grafo 4-partido (6, P3)-livre.

Passamos agora ao enunciado formal de nosso resultado.

Teorema 1.13. Se 2 < r < 26, entao existe ng tal que, para todo n > ng e todo

grafo G com n vértices, temos
€, e ()] < P, (13)

Além disso, a igualdade vale em (1.3) para n > ng se e somente se G € isomorfo ao

grafo de Turdn Ty(n).

Antes de falarmos sobre a prova do Teorema 1.13, vamos enunciar um
corolario que deixa claro a validade do resultado também para a familia P, como

discutido anteriormente.

Corolario 1.14. Se 2 < r < 26, entdo existe ng tal que, para todo n > ng e todo

grafo G' com n vértices, temos
|Crps (G)] < rtmFD), (1.4)
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Além disso, a igualdade vale em (1.4) para n > ng se e somente se G € isomorfo ao

grafo de Turdn Ts(n).

Vejamos mais claramente, na Figura 1.8, as cotas para o parametro

ro(P3) que ilustram o Coroldrio 1.14.

Ty(n) é Ty(n) nao é
P3-extremal P3-extremal
L 1
>
' | | | - <
! 2 4 12 26 =T
pi(3)  pa(3)  ps(3) ro(P3)
. ~ g
B(Ps)

Figura 1.8 Cotas referentes ao parametro rg.

Note que £1(3) = 2 é o limitante trivial, us(3) = 4 é o limitante for-
necido pelo Teorema 1.11, u3(3) = 12 é o limitante fornecido pela demonstracao do
Teorema 1.11, como veremos melhor no Capitulo 4, e ry = 26 é o valor do parametro

fornecido pelo Teorema 1.13, que também serd discutido no Capitulo 5.

A prova do Teorema 1.13 é estruturalmente similar a prova do Teo-

rema 1.11, ou seja, ¢é suficiente provar o seguinte resultado de estabilidade.

Teorema 1.15. Seja 2 < r < 26. Para qualquer § > 0, existe ng tal que o sequinte

acontece para todo n > ny. Se o grafo G = (V, E), com n vértices, € tal que

C e (G)| = rmFs), (1.5)

KD
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entdo eziste uma particio V.= W, UW; de seu conjunto de vértices tal que eq(W1)+

eq(Wy) < on?.

A ideia da prova do Teorema 1.15 é, apos a aplicacao do Lema de Re-
gularidade de Szemerédi, mostrar que existe um grafo reduzido multicolorido H que
maximiza o numero de r-coloragoes K§2)—livres de G, onde este grafo H é bem de-
terminado. Em algumas aplicagoes anteriores deste método, como no caso do Te-
orema 1.11, os limites gerais fornecidos pela programacao linear nao eram fortes
o suficiente para estender a conclusao do Teorema 1.15 para determinar o valor do
parametro ry. Neste trabalho incorporamos um componente indutivo na prova, o que
nos permite explorar melhor as restri¢oes locais e estender o resultado de [24] para
todos os valores de r para os quais foi conjecturado, o qual é a principal contribuicao

dessa tese.

Por 1ltimo, e de modo similar ao resultado anterior, tivemos progresso
no melhoramento da cota inferior de ro(P;j). Conseguimos encontrar uma cota
inferior py(k) que melhora a cota inferior us(k) fornecida pela demonstragao do
Teorema 1.11. Mais especificamente estendemos a validade de us(k) = 91 para
pa(k) = 135. Vale aqui ressaltar, que diferentemente do Teorema 1.13, ndo conse-
guimos determinar o valor do parametro ro(Pj). Assim, nosso resultado é enunciado

abaixo.

Teorema 1.16. Se 2 < r < 135, entao existe ng tal que, para todo n > ng e cada

grafo G de n-vértices, temos que

|C7’7(K477;Z) (G) | < reX(n,Kzl) .
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A prova desse resultado, apresentada no Capitulo 6, segue, com as de-
vidas adaptacgoes, a estrutura e a técnica utilizada na prova do Teorema 1.13, mos-
trando assim que nossa contribuicao, acrescentando o argumento indutivo na prova,

pode ser adaptada a mais contextos que no caso especifico de padroes de triangulos.

Assim como nas provas dos Teoremas 1.13 e 1.11, é suficiente provar o

seguinte resultado de estabilidade para provar o Teorema 1.17.

Teorema 1.17. Seja 2 < r < 135. Para qualquer § > 0, existe ng tal que o sequinte

acontece para todo n > ng. Se G = (V, E) é um grafo de n vértices tal que
’CTv(KAL,P)(G)’ > rex(”vfﬁ)’

entao existe uma particao V.= W1, U Wy U W35 do seu conjunto de vértices tal que

ec(Wh) + eq(Wa) + eq(Ws) < on’.
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2 NOTACAO E DEFINICOES BASICAS

Vamos aqui trazer algumas definicoes e resultados basicos da Teoria de

Grafos, como forma de unificar a notacao e nao causar confusao ao longo do texto.

Seja G = (V, E) um grafo. O nimero de vértices |V(G)| é a ordem de
G, e escrevemos e(G) = |FE(G)| para o nimero de arestas de G. Para subconjuntos

de vértices A, B C V escrevemos
e(A, B) = |{(a,b): a € Abe B, {a,b} € E(G)}]

para o numero de arestas onde uma extremidade estd em A e a outra extremidade
estd em B, note que quando A e B sao disjuntos, e(A, B) é o numero de arestas
com uma extremidade em A e a outra em B, e e(A) = e(A, A)/2 para o nimero de
arestas com ambas extremidades em A. Para A e B nao-vazios, seja

e(A, B)
[AllB|

d(A, B) =
a densidade de arestas de entre A e B.

Uma importante ferramenta que usamos é o Lema da Regularidade de
Szemerédi [42]. Para e > 0, um par {A, B}, onde A, B C V, é chamado e-regular se,
para cada X C A eY C B satisfazendo | X| > ¢|A| e |Y| > ¢|B|, temos que

d(X,Y) — d(A, B)| < ¢

Uma particao balanceada do conjunto V' é uma particao dos elementos de V em
classes mutuamente disjuntas Vi, ..., V;, tais que ||V;|—|V}|| < 1 para todo i, j € [m].

Uma partigao balanceada Vi3 U --- UV, do conjunto de vértices V' de G é chamada
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e-regular se no maximo 5(’;) desses pares {V;, V;} nao sao e-regulares. Né6s usaremos
a seguinte versao do Lema da Regularidade para grafos com arestas coloridas, que

pode ser encontrada em [32, Teorema 1.18].

Lema 2.1. Para todo € > 0 e todo inteiro positivo r, existe M = M(e,r) tal que o
sequinte acontece. Se as arestas de um grafo G, de ordem n > M sao r-coloridas,
, entdo hd uma parti¢io do conjunto de vértice V(G) = Vi U--- UV, com 1/e <
m < M, a qual € e-reqular simultaneamente com respeito aos grafos G; = (V, E;)

para todo i € [r], onde E; € o conjunto de arestas de cor i.

Uma partigao Vi U---UV,, de V(G) como a do Lema 2.1 é chamada de

uma particao multicolorida e-reqular.

Para n > 0, definimos um grafo multicolorido reduzido H(n) associado
a esta particdo, onde o conjunto de vértices é [m] e e = ij é uma aresta de H(n) se
{V;,V;} é um par regular em G para toda cor ¢ € [r] e a densidade de arestas do
par {V;,V;} é pelo menos 7 para alguma cor ¢ € [r]. Para cada aresta e € E(H(n)),
¢ atribuida a lista L, contendo todas as cores para as quais a densidade de arestas
¢ pelo menos 7, de modo que |L.| > 1 para toda e € E(H(n)). Dizemos que um
grafo reduzido multicolorido H contém um grafo colorido F se H contém uma copia
do grafo subjacente (ndo colorido) de F para a qual a cor de cada aresta de F
estd contida na lista da aresta correspondente em H. Com relagao a essa definigao,
podemos obter o seguinte resultado de imersao, cuja prova segue de argumentos como

na prova de [32, Teorema 2.1].

Lema 2.2. Para cada n > 0 e quaisquer inteiros positivos k e r, existem ¢ =
g(r,n, k) > 0 e um inteiro positivo ny(r,n, k) com a segquinte propriedade. Supo-

nha que G € um grafo r-colorido de ordem n > ng com uma particao multicolorida
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e-reqular V.=V, U--- UV, que define um grafo reduzido multicolorido H = H(n).
Seja F um grafo fizo de ordem k com padrdo de cores P. Se H contém (F, P), entdo

o grafo G contém (F, P). O

Para a prova do Teorema 1.12, vamos usar um resultado de imersao que

nao necessita da regularidade.

Proposigcao 2.3. Sejam r > 0 e k > 2 inteiros positivos e seja [/(\k uma copia -
colorida do grafo completo Ky com conjunto de vértices {vq,...,vx} tal que cada
aresta v;v; tém cor a;; € [r]. Seja w: [k] — (0,1], com w(i) < 1/(i — 1) para
todo 1 < i < k, uma fungdo ndo-crescente e fire 5 > w(i)/w(i — 1) para todo
1 <1< k. Seja G um grafo colorido cujo conjunto de vértices contém conjuntos
mutuamente disjuntos W1y, ..., Wy com a sequinte propriedade. Se para cada par
{i,j} C [k] e todos os subconjuntos X; C W, onde | X;| > w(k)|W;|, e X; C W;,
onde | X;| > w(k)|W;|, hd pelo menos B|X;||.X;| arestas de cor o ; entre X; e X; em

G, entao G contém uma copia de Kj com um vértice em cada conjunto W;.

Para ilustrarmos as ferramentas utilizadas em nosso trabalho, e conside-
rando que a adaptacao desse resultado é um pouco mais técnica para nosso contexto,
optamos por trazer a sua demonstracao.

Prova. Fixe um inteiro r > 0. A prova é por inducao em k. Para k = 2 o resultado
¢é trivial. Fixe k£ > 3 e sejam Kj, G, w e  como no enunciado da proposicao.

Lembre-se que K}, tém conjunto de vértices {vy,...,v;} e cada aresta v;v; tem cores

«; ; € [r]. Por inducao, suponha que o resultado é valido para k — 1.

Para cada i € [k — 1], seja W, ** C W}, o conjunto maximal de vértices

7 . (67 o .
de Wy tal que cada vértice de W, ** tem menos que [|W;| vizinhos de cor a; ) em
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(e QG .
|W;|. Temos menos que 3|W;||W,"*| arestas de cores «; ; entre W; e W, "*. Assim, a

< w(k)|[Wk|. Como w(k) < 1/(k— 1), temos que

k—1 k—1
U W];lzk S Z |W];11k

=1 =1

definicio de G implica que W

Portanto, existe um vértice zx € W que tem pelo menos §|W;| vizinhos de cor a;

em W; para cada i € [k — 1].

Seja o conjunto W/ = N(xp) N W,;. Queremos mostrar que podemos

aplicar inducio em G’ = @[Ui:ll W!] e o grafo r-colorido Kj_; = [/(2[{1)1, oy Uk—1}]
para obter vértices x1,...,T,_1, com x; € W;, tais que @[ml, ..., Tg] é uma cépia 7-
colorida de l/(\k Primeiro, pela defini¢ao, w e [ satisfazem as condi¢oes da proposi¢ao
para k — 1. Por outro lado, para qualquer X; C W/ fixo, com | X;| > w(k — 1)|W/|,
temos que
[ Xi| = w(k = 1)W;| = w(k = 1)BIWi| = w(k)|Wil.

Assim, pela nossa escolha de G , todos os pares de conjuntos X; C W/, com | X;| >
w(k=1)|Wj|, e X; € Wi, com |Xj| > w(k—1)|Wj| tém pelo menos (| .X;|| X;| arestas
de cor a; ; entre eles. Assim, o resultado é valido para k£ — 1, portanto, por inducao,

o resultado segue para k, isto é, G contém uma coépia de K com um vértice em cada

conjunto W;. ]

Outra ferramenta béasica em nosso trabalho é um resultado de estabili-

dade para grafos devido a Fiiredi [15, Theorem 2].

Teorema 2.4. Seja G = (V,E) um grafo Ky-livre com m vértices. Se |E| =
ex(m, Kx) — t, entdao existe uma particio V=V, U---UVi_1 com Zi:ll e(V;) <t.

Também usamos o seguinte lema de Alon e Yuster [2, Lema 2.3] (veja

também [27, Lema 4.7]).
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Lema 2.5. Sejam k,m > 3 inteiros e fize um inteiro 0 < t < ((7) — ex(m, Ky)) /(2k—
2). Seja G um grafo (k—1)-partido com m vértices, particio V(G) = U, U---UU;_4
e com pelo menos ex(m, Ky) —t arestas. Se adicionarmos pelo menos (2k — 1)t novas
arestas em G, entao o grafo resultante terd uma copia de Kj com eratamente uma
nova aresta. Além disso, essa aresta tem ambas as suas extremidades em U;, para

algum i € [k — 1].

Também usaremos o seguinte fato sobre os tamanhos das classes em um

grafo (k — 1)-partido com muitas arestas.

Proposicao 2.6. [27, Proposi¢ao 2.7] Seja G = (V, E) um grafo (k—1)-partido com
m vértices e com particao V=V, U---UVi_1. Se, para algum t > (k —1)?, o grafo
G contém pelo menos ex(m, Ky) — t arestas, entdo para cada i € [k — 1] temos que

Vil =m/(k = 1)] < V2t.

Vamos apresentar agora a funcao entropia, que tem um papel importante
em diversas demonstragoes, para mais detalhes, veja [33]. Essa funcao é definida

como H: [0,1] — [0, 1], onde
H(z) = —xlogyx — (1 — x)logy(1 — )

com H(0) = H(1) = 0. Sera conveniente usar as seguintes desigualdade, que s@o

vélidas para todo 0 < o < 1etodo0 <z <1/8:

( " ) < gH(@n (2.1)

an
e sera utilizado em estimativas para o niimero de coloragoes. A seguinte cota superior

para H(x) com z < i também ¢ bem conhecida:
H(z) < —2zlog, z. (2.2)
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Para concluir o capitulo, enunciamos um resultado de Teoria de Grafos

que sera utilizado em alguns momentos do texto.
Teorema 2.7. Todo grafo G contém um subgrafo s-partido com mais de w

arestas de G.
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3 RESULTADO EXATO A PARTIR DA
ESTABILIDADE

Vamos, nesse capitulo, demonstrar o Teorema 1.12, cuja prova combina

a estratégia geral de [1] e [27]. Para isso, recordamos o seu enunciado.

Teorema 1.12. Para inteiros fitos k > 3 er > 2, seja Py uma familia de padroes
de Ky que é r-saturada. Se Py satisfaz a propriedade de estabilidade de cores para r
(veja Definigcdo 1.3), entdo existe um inteiro ng > 0 tal que o sequinte acontece para
cadan > ng. Se G € um grafo com n vértices, entio c,ps(G) < rex(nKe) - Além disso,
0 tnico grafo com n vértices para o qual o mimero de r-coloragoes (r, Py )-livres é

X(TL,Kk)

igual a r° ¢ o grafo de Turdn Ty_1(n).

O Teorema 1.12 contribuird para a prova do resultado exato, o Teo-
rema 1.11. A prova do Teorema 1.11 é feita em duas partes. A primeira é a prova
da estabilidade de cores, que sera vista no Capitulo 4, e que de fato é a parte mais
trabalhosa, garantindo que um grafo que tem pelo menos |C,p:(n)| > rex(nKy) g
estruturalmente proximo do grafo de Turdn T;_1(n). A segunda parte da prova do
Teorema 1.11 consiste em, supondo a validade da estabilidade de cores, garantir que
o numero total de coloragdes do nosso grafo extremal é maximizado pelo grafo de

Turén Ty_1(n). Isso é precisamente o enunciado do Teorema 1.12.

Para aplicarmos o Teorema 1.12 na demonstracao do Teorema 1.11,
precisamos verificar que a familia P} é r-saturada. Considere entao a familia de
padroes P}, é bastante simples mostrar que essa familia de padroes é r-saturada,
para cada k > 3 e r > 2. Para qualquer r coloragao da estrela K _1, com (k — 1)

arestas, é possivel construir uma r coloracao de Kj, que nao tenha o padrao arco
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iris, adicionando as arestas ausentes a estrela K;;_; e, colorindo essas arestas com

a cor de uma aresta e € E(Kj j_1).

3.1 Prova do Teorema 1.12

Prova. Parak >3 er > 2 seja Py uma familia de padroes de K que é (r, k — 1)-
vértice-saturada que satisfaz a propriedade de estabilidade de cores para r. Seja
no dado pela propriedade de estabilidade de cores para § = 1/(52**1r4*2). Caso

necessério, redefiniremos ng tal que ng > max{(k — 1)2/v/4,3/6}.

Pelo Teorema 1.10, existe um grafo completo G de ordem n que € s-
partido, com n > ny, tal que ¢, ps(G) = ¢, ps(n) > rx(mKk) - Pelo Teorema de Turdn
(Teorema 1.1), G é isomorfo a Ty,_1(n) ou s > k. Por contradi¢ao, suponha que s > k
e denote por V(G) =V, U---UV, a s-particdo do conjunto de vértices de G. Seja
V(G) = V4U- - -UVj_; uma parti¢do do conjunto de vértices de G tal que Zf;ll e(V;) é
minimo. Isso implica que, se v € V; e j € [k—1], temos que |N(v)NV;| > |N(v)NVi],
caso contrdrio poderfamos redefinir a particao transferindo v para V; reduzindo o
nimero de arestas internas. Além disso, pela propriedade de estabilidade de cores,
temos Zf’;l e(V;) < én?. Em outras palavras, o subgrafo G’ de G obtido deletando
as arestas internas é (k — 1)-partido com partigdo V; U ... U Vj_q, e contém pelo
menos |E(G) — dn? > |ex(n, K;)| — dn? arestas. Assim, pela Proposicao 2.6, para

todo i € [k — 1] temos que
Vil > n/(k — 1) — V26n.

Afirmacgao 3.1. Existe um vértice v, que assumimos estar em Vi, reordenando as

classes se mecessdrio, tal que |[N(v) N V;| > n/(2k) para todo i € [k — 1].

36



Demonstra¢ao. Como G nao é (k — 1)-partido, existe uma aresta uv com ambas as
extremidades em uma das classes da particao, digamos que a classe seja V;. Isso
significa que u e v estao em classes diferentes com respeito a particao V{ U---U V..
Como G é multipartido completo, para cada vértice z € V(G) \ {u,v}, x deve ser

adjacente a u ou v. Em particular, assumindo, sem perda de generalidade, que

|IN(v) NVi| > |N(u) N V4|, temos

Vi
Nw)Nnv| > > — i
IN(w) NV > = _2(k: 0 \fn_%
dado que § < 52k+1lr4kk2 < 4k2(k g . A afirmagao segue porque |N(v)NV;| > |N(v)N

Vi| para todo i > 1.

Usando a Afirmacao 3.1, podemos fixar um vértice v, digamos v € Vi,

que é adjacente a pelo menos n/(2k) vértices em cada V;, com i € [k — 1].

Vamos analisar a estrutura de uma r-coloracao fixa G de G que seja

Pp-livre. Para i € [k — 1], defina W; = N(v) N'V; e note que |W;| > n/(2rk).

Pelo Principio da Casa dos Pombos, existem cores aq,...,ax_1 € [r],
nio necessariamente distintas, e subconjuntos W7, ..., W 1", com WS C W, tais

>n/(2rk).

que todas as arestas entre v e W/ tém cor a; e |W/™

Pela defini¢do de Py, existe um padrao P tal que (K}, P) € Py e um
vértice © € V(Kj) tal que o padrao das arestas incidentes em z é isomorfo ao
padrao induzido pelas cores a,...,a;_1. Como G é (K}, P)-livre, vamos aplicar a
Proposigao 2.3 com 8 = 1/5r% e w(i) = 1/(5r?)" para cada i € [k] para fixar uma
cor h € [r] e um par (X;, X;) que satisfaz X; C W/, onde |X;| > w(k — 1)|W/"

)
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e X; C WY, onde |X;| > w(k — 1)|Ws
entre |X;| e | Xj].

e hd menos de 5|X;||X;| arestas de cor h

Usaremos isso para limitar o tamanho de C, ps (G). Note que existem r
escolhas para a cor h e no méximo 22" escolhas para os conjuntos X; e X;. Uma vez
que fixamos a cor h e os conjuntos X; e X; temos no maximo

X 2.1
( -] > (r — 1)|Xi|\Xj\ (S) QHBIIXIIXL L (g — 1)Kl

Bl XX
| X (1 X5

< (e (r-1)
maneiras de colorir as arestas entre X; e X;. Pela escolha da partigao, temos no
méximo ex(n, K;) 4+ 0n? — | X;|| X;| outras arestas em G, que podem ser coloridas em

ex(n,Kj)+on?—

no maximo r IXIX1 maneiras diferentes, ou seja,

|C7'77)]§ (G)| S 7,,22% . (5T2>2‘Xi“Xj‘/(5T2) . (7’ — 1>|X’LHXJ‘ . Tex(n’Kk)+5n27|Xi||Xj|

1\ | Xill1X;1/(5r2)
< <25T4 (Ir B ) ) . rex(n,Kk)—i-QénQ‘
o r

_ 5r2 —7\5
92514 . (T 1) <omt. e o 2re) 1
T T T

Além disso,

Finalmente, lembrando que § = =7z ¢ usando o limite inferior em [W| e |X;],

n? n?

2 4T2]€2(57’2)2k72 > 52k71r2(2k71)]{2’

1XG]1X5] > wik — 1) W || wes
Concluimos que
’CTPS<G)’ < ’I“ex(ka)"‘%nQ—\XiHXj\/(572)
ks

< rex(n,Kk)+26n2—n2/(52kr4kk2)
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K
< rex(n k)’

o que contradiz a maximalidade de G. Isso mostra que todo grafo s-partido que
é (r,Py)-extremal é isomorfo a Tj_1(n). Pelo Teorema 1.10, todo grafo (r, Py)-

extremal de ordem n é isomorfo a Ty_1(n).
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4 ESTABILIDADE DE CORES PARA
GRAFOS P;-EXTREMAIS

Neste capitulo, vamos mostrar a estabilidade de cores para grafos Pj-

livres, ou seja, vamos mostrar que se um grafo G' de ordem n satisfaz ¢, p:(G) >

rex(n,Kk)

, entao esse grafo deve ter uma estrutura muito préxima a do grafo de Turan
Ti—1(n). Também apresentaremos uma construgdo para uma cota superior w(k)
referente ao parametro ro(P;), onde, para r > w(k), o grafo de Turan T;_;(n) néo
¢ o grafo (r, Py)-extremal. Ao longo do capitulo vamos nos referir a ro = 7o(P;),

sempre que for explicito a dependéncia do parametro com a familia.

A principal contribuicao desse capitulo, no emprego dessas técnicas para
provar a estabilidade de cores para grafos Pj-livres, estd em encontrar uma cota
inferior py(k), em relagdo ao parametro ro(P;). A Propriedade de Estabilidade de
Cores sera demonstrada na proxima secao e, juntamente com o Teorema 1.12, provado
no capitulo anterior, isso implicara na prova do Teorema 1.11, o qual enunciaremos

novamente aqui.

Teorema 1.11. Para qualquer inteiro fizro k > 3 e seja a familia P} de todos os
padroes de Ky, exceto KE, a funcio pa(k), definida abaizo, é uma cota inferior para
o parametro ro(Py).
k—1
2 2
(k—7> se k € impar
(1.1)

se k € par.

Nossa abordagem consiste em empregar a estratégia geral de [1] e [27]

que combinam o Lema da Regularidade de Szemerédi com programacao linear. Essa
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estratégia nos fornece um intervalo para o nimero de cores r para o qual vale a
propriedade de estabilidade de cores para a familia de padroes P};. Lembrando que
faremos a prova considerando uma cota inferior (k) maior que po(k), que sua forma
explicita é dificil de ser escrita para o caso geral, uma vez que sua obtencao depende

da solucao de um problema de programacao linear.

Vamos agora enunciar a estabilidade de cores que sera provada na préxima

secao.

Lema 4.1. O seguinte acontece para todos os inteiros 2 < r < us(k). Para cada

§ > 0 eziste ng tal que se G = (V, E) é um grafo de ordem n > ng com c,p:(G) >

x(n,Kx)

re , entao existe uma particao V=V, U--- U Vi_1 do conjunto de vértices tal

quezl 16( 7)< on?.

Antes de seguirmos para a prova desse lema, que sera feita na Secao 4.1,
vamos dar uma ideia geral de como ela sera feita. Inicialmente, para a prova do
Lema 4.1, fixamos uma coloracao do grafo G e entao aplicamos o Lema da Regu-
laridade de Szemerédi, na sua versao multicolorida (Lema 2.1), para obtermos um
grafo reduzido multicolorido. Em um segundo momento, fazemos uma contagem do
nimero de coloracoes do grafo G que estao associadas a cada partigoes multicolorida
dada pelo Lema 2.1. Em seguida consideramos um programa linear cujas variaveis
estao associadas as listas de cores das arestas do grafo reduzido multicolorido onde

essas restrigoes facam com que a solucao do programa linear forneca uma cota ttil.
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4.1 Prova do Lema 4.1

Sejam k > 3 e § > 0. Vamos definir

e (8)

Considere p3(k) > 2041, com ps(k) sendo a cota inferior do parametro
ro. O parametro us(k) serd definido explicitamente quando tratarmos da solu¢ao do

problema de programacao linear, mais adiante. Fixe um inteiro r tal que 2 < r <

pis (k).

Consideremos constantes auxiliares £ > 0 en = n(£) > 0 suficientemente

pequenas, tais que:

E escolhendo 7(§) tal que
¢ 3
ro+H (rn) < ] " <C>
T min <Y;*k> 3

Sejam gy = e(r,n, k) > 0 e ng = ny(r,n, k) satisfazendo o enunciado

do Lema 2.2, e fixe 0 < ¢ < min{n/2,£9,1/no}. Fixe M = M(r,e) dado pelo

Lema 2.1. Para n > M suficientemente grande, seja G um grafo com n vértices tal

que ¢ pr (G) > rexmie),

Pelo Lema 2.1, fixe uma particao e-regular multicolorida V =V, U---U

Vin, onde 1/e < m < M. Para n > 0, definimos o grafo reduzido multicolorido
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H = H(n) associado a essa particao, isto é, o grafo cujo conjunto de vértices é [m]
tal que e = ij é uma aresta de H(n) se {V;, V;} é um par regular em G para qualquer
cor ¢ € [r] e com densidade de arestas, para pelo menos uma das cores ¢ € [r] pelo
menos 7. A cada aresta e, é atribuida a lista L. contendo todas as cores para as
quais sua densidade de aresta é pelo menos 7, de modo que |L.| > 1, para todo
e € E(H(n)). Sejam E;(H) = {e € E(H) : |L| = j} e ¢;(H) = |E;(H)| para todo

j€lr].

Vamos agora limitar superiormente o nimero de r-coloracoes de G que
tém origem na particao V(G) = V3 U --- UV, e no grafo reduzido multicolorido
H. Dada uma cor ¢ € [r], o nimero de pares e-irregulares (V;,V;) com relacao ao
subgrafo G. de G com conjunto de arestas dado por todas as arestas de cor ¢ é no
maximo 5(75‘) Isto nos da no maximo

m n\2 _re TN
- (=) < =-n2<L.p? 4.2
r5(2)<m>—2”—4” (4.2)

arestas entre pares e-irregulares com relacao a alguma das r cores. Pela definicao de

uma parti¢ao e-regular e pelo fato de que m > 1/e, existem no maximo

[\

n\2 n n
=) = = <en2<dp? 4.3
m (m) m_gn_Q " ( )

arestas de G cujas extremidades estao em uma mesma classe V; da particao para

algum i € [m]. Finalmente, o nimero de arestas com alguma cor ¢ conectando um

par (V;, V;) tal que a densidade do par em G, é menor que 7 é limitado superiormente

ren(5) (B) <5 (14)

Combinando as desigualdades (4.2) - (4.4) e utilizando que € < 1/2, concluimos que

por

existem no maximo rnn? arestas destes trés tipos em G.
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Assim, essas arestas podem ser escolhidas no grafo G de no maximo

2 . s . 2
(TZnQ) modos e podem ser coloridas de no maximo """ formas.

TL2 2 2 2
( > LT < . QH (4.5)

rnn?
A desigualdade acima é devida as propriedades da funcao de entropia, isto é, a

equagao (2.1) do Capitulo 2.

As arestas restantes de G sao aquelas que ligam vértices dos pares (V;, V;)
que sao e-regulares em relacao a todas as cores. Além disso, a cor atribuida a elas
tem densidade pelo menos 1 com respeito a esse par. Portanto, o nimero de r-
coloragdes de G que tém origem na particao V(G) = V1 U- - -UV,, e no grafo reduzido

multicolorido #H(n) é limitado superiormente por
m)’

T (
prm®  oH(rmn? (H ]'ej(H)> ) (4.6)
j=1

Existem no maximo M™ particoes com m < M classes e, para cada uma dessas

2rM2/2

particoes, existem no maximo escolhas para o grafo reduzido multicolorido

com conjunto de vértices [m].

Assim, usando (4.6), e somando-o para todas as partigdes e todos os
grafos reduzidos multicoloridos correspondentes H, o numero de r coloragoes P;-

livres de GG é limitado superiormente por

) r [V (H)
M". 2H(7’17)n2 . 2% L armm? -e;(H) )
2 max H] 9 (4.7)
7=1
- r [V(H)
n 3 2 2
2t QiHGn? | rm? e '
2' gpmonne (Hw (18)
Jj=1

o r V(#H)I
< plrnkH)n® jei (M) , 4.9
2 (1 (49)
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Note que, na segunda desigualdade, supusemos que n ¢é suficientemente grande e que

o termo j = 1 nao afeta o produto em (4.9).

Para continuar a prova, vamos definir como § = S(G) o conjunto de
todos os subgrafos dos grafos reduzidos multicoloridos Pj-livres de G tais que todas

as arestas estejam associadas a listas de tamanho pelo menos dois.

Dado H € S, vamos definir
cM)= T ILl VOO (4.10)
e€E(H)

Desejamos encontrar maxyes ¢(H) para limitar (4.9).

O passo principal em nossa prova ¢ a préxima afirmacao, que basica-
mente diz que existe um grafo reduzido multicolorido H que tem uma quantidade de
arestas muito préxima do grafo de Turdan T;_1(n), e que essas arestas tém listas de

cores “grandes”.

Afirmacao 4.2. Existe um grafo reduzido multicolorido H tal que

ey (H) + -+ e.(H) > ex(m, Ki) — Em?. (4.11)

Antes de abordar a prova desta afirmacao, que sera feita na Secao 4.1.1,
vamos provar que, se a Afirmacao 4.2 valer, a propriedade de estabilidade de cores
sera valida para a familia P}, isto é, existird uma partigao do conjunto de vértices
V =ViU---UV,_; tal que poucas arestas estarao contidas inteiramente dentro de

alguma dessas classes, ou seja, Sr— | e(V;) < dn?.

Seja H um grafo reduzido multicolorido com m vértices que satisfaz (4.11).

Aplicando o Teorema 2.4 ao grafo reduzido multicolorido H, obtemos uma partigao
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V(H') de H com conjunto de vértices V(H') = Uy U---U U1 e Sl e(U;) < EmP.
O subgrafo (k — 1)-partido H obtido da partigdo V(H') removendo todas as arestas

com ambas as extremidades na mesma classe satisfaz

e(H) > (ex(m, Ki) — Em?) — Em® = ex(m, Ky) — 26m?.

Aqui vamos fazer uma primeira exigéncia para . Assim, escolhendo &

de forma que

1
< _—
¢ 2(2k — 1)?
garantimos que

er(H)+ -+ 6(7”/5_1(7{) < (4k — 2)fm2,

pois, caso contrario, o Lema 2.5 pode ser aplicado, e o grafo obtido pela adicao
das arestas Ey(H)U--- U Ewﬂ,l(?{) em 7 conteria uma copia de K, tal que no
maximo uma dessas arestas estaria em Ey(H)U---UEp n-1(H). Sejam fo, ..., foq
todas as outras arestas que estariam em Ep ¢ (H) U --- U E,(H). Vamos denotar
por fi,..., fey1 as arestas dessa cépia e assumir que |Ly, |, ..., |Ly| > [r/¢]. Temos
entao

|Lf1|+---+|LfH1|21+{ﬂ A>r+1>r.

Portanto, alguma cor apareceria em listas distintas. Assim, H conteria (K, P) para
algum P € P}. Pelo Lema 2.2, o mesmo acontece para qualquer coloracao G que

gera o grafo reduzido multipartido H, uma contradicao.

Concluimos que o nimero de arestas de H com ambas as extremidades
na mesma classe U; é no maximo 4k{m?. Seja W; = Ujep,V; para i € [k —1]. Entao,

impomos mais uma exigéncia para &, que também satisfaz a anterior, e requeremos
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a primeira condicao para 7. Escolhendo 7 e £ tais que

<i e§<i
=9 Sk’

isso implica que

a2
eeW1) + - +ec(Wi—1) < rgn? + (E) (eny(Uy) + -+ + en(Uk—1))
2
< rm?+ (£> AkEm?
m
- rén? N 4kén’m?
2r 8km?
on?  on? 9
= g Ty T

como requerido, o que prova o Lema 4.1 assumindo a validade da Afirmacao 4.2.

4.1.1 Prova da Afirmagao 4.2

No restante dessa se¢ao, vamos provar a Afirmagao 4.2 por contradicao.

Para isso consideramos um programa linear cujas variaveis estao associadas as valores

Suponha por contradi¢do que qualquer coloragao (r, P;)-livre de G e
qualquer particao regular multicolorida associada a esta coloracao induz um grafo

reduzido multicolorido H tal que

erry (M) + -+ + e (H) < ex(m, Ki) — Em®. (4.12)

Primeiramente, suponha que 2 < r < 2/, e seja H um grafo reduzido
multicolorido (r, P;)-livre. Lembre-se de que estamos assumindo que nenhuma aresta

de H tem lista de tamanho menor que dois. Como [r/f] < 2 e ¢(H)™™” pode ser
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estimado usando apenas a desigualdade (4.12), entao por (4.9), (4.12) e, para n

grande, que

P HEmIN? | ex(nKi)—€n? o pex(mKy) (4.13)

o que é uma contradigao com a hipdtese do Teorema 1.15, pela qual G tem pelo

x(n, Ky

menos r° ) coloracdes (r, P;)-livres. Isso significa que a Afirmacao 4.2 é valida

para todo r < 2/.

Suponha agora que r = 2¢ 4+ 1. Para este valore de r, nossa suposicao

em (4.12) nos diz que
es(H) + - +e.(H) < ex(m, K},) — Em?. (4.14)
O fato de r < 2(’;) = 2( + 2 também implica que
e2(H) + -+ + er(H) < ex(m, Ki),

como H nao contém uma cépia de Kj. De fato, se houvesse tal cépia com arestas

€1, ..., €011, teriamos que

‘L€1‘+"'+‘L€e+1‘ > 2(64_1) > T,

o que nos daria novamente duas listas com intersecao nao vazia, uma

contradigao. Assim, temos

C(H) 2€X(m,Kk)—(eg(H)+"'+er(H)) . reg(?-{,)—l—~~~+er(7-l)

IN

< Qex(m,Kk) . <i 2£m2 . Tex(m,Kk)fng.

ea(H)+-ter (H) (4.14)
3) <

Por isso, (4.9) é limitado superiormente por
(20 + 1)((2€+1)W+H((2€+1)n))n2 . 98n” (20 + 1)eX(n,Kk)—§n2 < (20 + 1)6)((”7}(1@)’ (4.15)
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0 que é novamente uma contradicao.

Agora, vamos provar o caso mais complexo. Suponha que r > 2/ + 1.

Em vez de diretamente considerar (4.12), obteremos uma contradigao de
eraoi1(H) + - +e(H) <epy(H) + - +e(H) <ex(m,Ki) —Em®,  (4.16)
que vale porque r — 20 + 1 > [r/{].

Dado um conjunto S C [r]| de £ elementos e um inteiro j € [r — 2{], seja
E;(S,int>1;H) o conjunto de todas as arestas ¢’ € E;(H) que satisfazem |L.NS| > 1,
e seja e;(S,int>1; H) = |E;(S, int>1; H)|. A préxima proposi¢do vai nos auxiliar na

prova.

Proposicao 4.3. Dado um grafo reduzido multicolorido H que € Pj;-livre, o sequinte

é vdlido.

(a) Para cada conjunto S C [r] de { elementos, o subgrafo H' do grafo
reduzido multicolorido H com conjunto de arestas

r—20

U Ej(S, ’intzl; H) U LTJ Ep<H),

j=2 p=r—20+1

é Ky-livre.

(b) Eziste um conjunto S C [r] de { elementos tal que

r—20 r—20 (r) o (r—j)
U E;(S,int>1; H)| > Z % | E;(H)).

Prova. Fixe um conjunto S C [r] de ¢ elementos. Primeiramente, a parte (a)

serd provada. Afirmamos que o conjunto de arestas E' = U;;gz E;(S,ints1; H) U
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Up—r_or11 Ep(H) é Kj-livre. Por contradicao, suponha que existe uma cdpia de
K} com arestas fi,..., f(z;) em E’. No méximo ¢ dessas arestas estao contidas em
U;;;e E;(S,int>1;H), caso contrério, adicionando os tamanhos de Ly NS, ..., Ly, N
S, obtemos pelo menos ¢ + 1, de modo que pelo menos duas das listas devem conter

a mesma cor, o que produz um Kj; sem a coloragao arco-iris, uma contradicao.

Portanto, pelo menos uma das arestas estd contida em (J;_. o, Fp(H). A soma

k

2) nesta copia é pelo menos

dos tamanhos das listas das arestas (
204+ (r—204+1)=r+1>r

Portanto, pelo menos uma cor aparece em pelo menos duas listas, o que produz um

K}, sem a coloragao arco-iris, uma contradigao, provando a parte (a).

Para a parte (b), afirmamos que
r—2¢ r—2¢ r r _]
> S msaean=3Y () - (7)) w00
56([21) j=2 j=2
Com efeito, para j € {2,...,r — 2(}, cada aresta e € E;(H) ¢é contada no lado

esquerdo para todos os conjuntos S € ([2}) tais que |[S Ne|l > 1, o que equivale a
(;) — (sz) vezes.
Fazendo a média, como existem (2) subconjuntos distintos de ¢ elemen-

tos em [r], existe um conjunto S C [r] de ¢ elementos tal que

r—20 r—2¢0 r—20 (r (=]
U Ej(S, Z?’Ltzl,H) = Z ‘E](S, Z?”Ltzl,H” > Z M . €j(%)
=2 j=2 j=2 (4)

Isso significa que a Proposigao 4.3 leva a seguinte desigualdade:

0 - () :
Sl (H)+ Y (M) < ex(m, Kj). (4.17)

Jj=2 (2) p=r—20+1
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Em seguida, fixe s € {1,...,k — 1}. Para qualquer inteiro positivo g,

definimos

(g) —ex(k, Kgi1)

Seja ¢*(r, k, s) o maior valor de ¢ tal que t(k,s,q) +1 > g para todo 2 < ¢ < ¢'.

t(k,s,q) = V — ex(k, Kyi1) 'qJ .

Pela defini¢ao de t(k, s, q), temos que t(k, s,q) < W, portanto

+1=

r—ex(k, Ko1) g () —ex(h, Kon) - (a+1) _r+(5) — ex(k, Kyp)
TS el O-ethhon) () exh Ko
r+ (5) —ex(h, Kopa) (5) _ V+ (5) — ex(k, K1)
(5) (5) — ox(h, Kopr) — () |

k
onde a ultima desigualdade decorre do fato de % > 1 para todo s < k—1.
2 9 S

Assim, temos que

q(r,k,s) >
(5)

Proposicao 4.4. Sejam k,r > 3 inteiros. Paras € {1,...,k—1}eq e {2,...,q*(r, k,s)},

) > r+ (g) — ex(k,KS+1)J |

considere um grafo reduzido multicolorido H que é Py -livre. Seja Hy , o subgrafo de

H com conjunto de arestas Uz(k’s’q) E;(H) e five um subgrafo B, s-partido de H,,.

=q

(a) O subgrafo H, do grafo reduzido multicolorido H com conjunto de ares-

tas

EB, U |J E®H)
é Ky-livre.

(b) Além disso, existe um subgrafo s-partido B , tal que

s—1
S
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Prova. Primeiramente, a parte (a) serd provada. Para uma contradigao, suponha
que existe uma cépia Ky em H com arestas fi,..., for1 € E(B;,q)LJLJ;;:t(,QS,q)+l E,(H).
Dado que B, é s-partido, pelo menos (’;) — ex(k, Ks,1) dessas arestas estdao em
Up=t(k.s.g)41 £p(H). Portanto, ao menos (5) — ex(k, Ky41) dessas arestas tém lista
de tamanho pelo menos t(k,s,q) + 1 e as outras ex(k, K1) arestas tém lista de

tamanho pelo menos ¢q. Somando os tamanhos das listas Ly,,..., Ly, e usando a

condicao ¢ < t(k, s, q) + 1 temos pelo menos

exth Kavn) 0+ ((§) = exth o)) - e, 4 1)

ot 10 () o) (]

s () ) G

N

=r.

Como existem apenas r cores e, a soma ¢ maior que r, pelo menos uma cor aparece em
pelo menos duas listas, o que produz um K sem coloragao arco-iris, uma contradicao.

Isso prova a parte (a).

Parte (b) segue, utilizando o Teorema 2.7, que nos diz que qualquer
grafo G = (V| FE) com pelo menos uma aresta contém um subgrafo s-partido com

mais de (s — 1)|E(G)|/s arestas. O

Para r > 2(’;), se{l,....;.k—1} eq € {2,...,4°(r,k,s)}, a Pro-

posicao 4.4 leva a desigualdade

t(k,s,q) T
—1
TN )+ Y ep(H) < ex(m, Ky). (4.18)
5 J=q p=t(k,s,q)+1
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Encontrar o maximo de ¢(H) em (4.9) é equivalente a maximizar
eoln2+e3ln3d+---+e.Inr,

que é uma funcgao objetivo em relacao as variaveis es,...,e, > 0. Juntamente com
as restri¢oes lineares de (4.17) e (4.18), obtemos um programa linear. Note que

t(k,k—1,2) =r —2¢. Dado H, seja
C(H) = (ex(m, Ki) — epapp1(H) — - — e,(H)) /m?,
assim ((H) > £ por (4.16). Isso leva ao programa linear

max xoIn2+ -4z, o ln (r —20) (4.19)

s.t. i@_(fyej)-xjgl

1 t(k,s,q) r—20
~ij+ Z z, <1, s=1,....k=1,¢=2,...,¢(r,k,s) e
5 Jj=q p=t(k,s,q)+1
T2y .oy Tpr_yp 2 0,

onde z; desempenha o papel de e;(H)/(C(H)m?).

Para a prova da préxima afirmacao, serd necessario o seguinte teorema,
conhecido como Teorema Fundamental da Programacao Linear, mais detalhes podem

ser encontrados em [19].
Teorema 4.5. Para um problema de programagdo linear (PL), apenas uma das

sequintes afirmacoes € valida:

1. (LP) € invidvel, isto é, nenhum vetor (xq,..., T, o) salisfaz as res-

tricoes do problema.;
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2. (LP) € ilimitado;

3. (LP) tem uma solugao dtima.

Passamos agora a afirmagao.

Afirmagao 4.6. O problema de programacao linear (4.19) tem uma solugdo étima

u(r, k).

Para a prova dessa afirmacao, podemos proceder mostrando que as duas
primeiras afirmagoes do Teorema 4.5 nao sao satisfeitas, logo o (PL) (4.19) terd uma

solugao 6tima wu(r, k).

Prova. Considere a solucao nula X = (x9,...,2, o), onde z; = 0 para todo
i € {2,---,r —20}. A primeira condi¢do diz que é invidvel, assim, tomando a
solucdo nula, temos que X satisfaz todas as condicoes do programa linear e portanto

nao é inviavel.

Agora note que, para cada i € {2,--- ,r — 2/}, as constantes que multi-
plicam os z; sdo limitadas por (1), logo podemos tomar seu maximo (ou minimo, se
menor que 1) como limitante para todas, e como temos no maximo r — 2¢ elementos,

vamos ter uma soma limitada de elementos limitados, que sera algo limitado.

Portanto, aplicando o Teorema 4.5, temos que a Uinica afirmagao possivel

é que o (PL) (4.19) terd uma solugao 6tima u(r, k). O
Seja YV = (k) Agora estamos prontos para definir a cota inferior

ps(k) =min{r € N: 7 > 20+ 1 e "0 tH%) > 4 1} (4.20)
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Note que a segunda restricao, isto é, e*"+1%) > p 4 1 é exatamente a solucdo do
programa linear. A defini¢do da cota inferior pg(k) requer que o conjunto {r €
N:7 > 20+ 1ee* % > r 4 1} seja ndo vazio para cada k. Isso pode ser pro-
vado diretamente, mostrando que, para r suficientemente grande, a solucao tal que
/o)) = k/(k —1) e x; = 0 para todos os outros valores de ¢ é vidvel e tem valor

objetivo maior que Inr.

Assim, lembrando que sua solugao 6tima é denotada por u(r, k), temos
que Y5 = e"k) < ¢ para todo 20+ 1 < r < rg(k). Com as restrigdes acima, para
qualquer grafo reduzido multicolorido H, temos

r—2¢ r

c(H) = H je ] . ( H jej(H)>

j=2 j=r—20+1

r—2¢
_ Hjej(m . pex(m,Kg) —C(H)m?
j=2

r—2¢
< H jej(H) . per—2e1(H)+ter(H)
7j=2

< Y SO0 pex(m K =CHmE e Em® pex(m Ky —gm?. (4.21)
como Y <re((H)>¢

Finalmente, por (4.9), (4.21) e aqui fazendo mais uma escolha para n(¢),

ou seja tomando 7 tal que

3
3
rn+H(rn) < 1 r <Z)
r min (YT*k) 3

temos que

3
rntH ) [T 4.22
r (YM) , (4.22)
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e, para n suficientemente grande, temos

Y\ &
St HGm)? | (_k) sl "2 extn ), (4.23)
T

n,Kj

Isso implica que G tem menos de r**(™%%) coloracoes Pi-livres, uma contradicao as

hipdteses do Lema 4.1. Isso conclui a prova da afirmacao 4.2.

4.2 Cota para B(P;).

Nesta segdo vamos mostrar os valores explicitos de us(k) e verificar
que os valores definidos em (1.2) sdo cotas inferiores uo(k) para o parametro o,

concluindo assim a prova do Lema 4.1, ou seja,

k—1
<L> 2 se k é im
2(k—1 ) par,
pa(k) > § \HEY (1.2)
(%)2, se k é par .

Mas antes, vale notar que a cota inferior us(k), apesar de nao ser trivial, fornece
cotas distantes das que acreditamos ser as melhores possiveis. Para ver isso, pode-
mos observar que, na demonstragao do Lema 4.1, conseguimos encontrar, através de
uma andalise mais detalhada na solu¢do do programa linear, um cota inferior psz(k)
que melhora py(k) em relagdo ao parametro rg. Note que essa nova cota inferior
ps(k) ainda é uma cota inferior para o parametro ry, como pode ser observado pelo

Teorema 1.13, onde p3(k) = 12 e o parametro ry = 26.

Como a obtencao da cota inferior ps(k) esta interligada a resolugao do
programa linear, para alguns valores de k, podemos conseguir valores explicitos de
ps(k), utilizando um software para solugao de programas lineares. Infelizmente, esta
tarefa é muito exigente em termos computacionais, e nés apenas computamos esses

valores explicitamente para valores pequenos de k.
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Para k € {3,...,9}, os valores estao explicitados na Tabela 4.1, devido
a [36]. Para k =8 e k=9, os valores de p3(k) na Tabela 4.1 foram obtidos usando
menos restrigdes, portanto, esses valores sao cotas inferiores para us(k) que podem

ser obtidos a partir do programa linear (4.19).

k 3| 4 5 6 7 8 9
ps(k) | 12 | 91 | 617 | 4694 | 48164 | 292397 | 3198545

Tabela 4.1 ps(k) para 3 < k < 9.

Observamos que, para k = 8, o valor us(k) foi obtido usando apenas as restrigoes
paraq=2,...,390e s =1,...,k — 1. Jd para k = 9, o valor de u3(k), o valor foi
obtido usando apenas as restricoes para ¢ = 2,...,35e s=1,...,k — 1. Para mais
detalhes sobre os programas lineares e como obter suas solugoes, veja [36], o qual faz

todas as construcoes das restrigoes e aplicacoes.
A seguinte proposicao serd util.

Proposicao 4.7. Dados inteiros r > 2(’2“) e2<s<k/2, vale o sequinte:

s <

t(k,s,2) = {

Prova. O termo t(k,s,2) é ndo decrescente, em funcao de s, para r > 2(’;) Visto

que ex(k, Koy1) < (s — 1) - k*/(2s), inferimos que
r— (S_l)k‘2
s < [Tt |
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Note que

(s=1) 1.2
r— k% Adsr (s —1)
2s 2
levando ao resultado desejado. [

Agora vamos provar a validade de (1.2). Descrevemos o argumento em
detalhes para k par, um argumento semelhante se aplica a k impar. Para este fim, fixe
um k > 4 par. Lembrando que r( é definido como o maior valor r tal que o valor 6timo

Y, ;. do programa linear (4.19) satisfaz Y, , < r para todo 2(’2“) =204+2<r <y

Fixe r > 2(’;) Para um limitante superior de Y, s, expandimos a regiao
viavel considerando apenas as restricoes de nao negatividade e a segunda desigual-

dade em (4.19) para s = k/2 E ¢ = 2. Isso produz o LP

max Zoln2+ -+, g ln(r —20) (4.24)
o 1Uk/22) r—2¢
s.t. o Z x; + Z T, <1
=2 p=t(k,k/2,2)+1
Loy ooy Tr—2¢ Z 07

Pela Proposicao 4.7,

(v52) = [F]

Se |2r/k] < r —2¢, o 6timo para (4.24) é limitado superiormente pelo valor étimo

Yy, de

max ok - 0 [2r/k] + xp o0 - In (r — 20)
k—2

.t.
i 2

“Tlor/k) T 20 < 1

T|2r/k)s Tr—2¢ = 0.
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E claro que Y7, <r se
que vale para

Por outro lado, se r — 2¢ < |2r/k], Y}, é limitado superiormente por

k k 2r
. —o) < . =
- In(r 2@_1{:—2 hl(k)’

a mesma conclusao vale.

Para k impar, repetimos este argumento usando a restricao para s =

(k—1)/2 e ¢ = 2. Célculos andlogos levam a

k-1

O\7
re (%—2) ’

como desejado.

4.3 Cota superior w(k) do parametro 7.

Vamos apresentar nessa se¢ao uma construcao para obtermos limitan-
tes w(k), onde w(k) tem a propriedade de que para todo r > w(k) o grafo Tj_1(n)
nao é mais o grafo (r, P;)-extremal. Também justificamos que w(k) estd bem de-
finido mostrando que outros grafos admitem mais coloragdes (r, Py )-livres, se r for

suficientemente grande.

Em relacdo a cota superiores w(k) de rg, seja k > 3 um inteiro fixo.
Conforme mencionado na introducao, se P} for qualquer familia de padroes de Ky,

que nao contenha K%, a seguinte quantidade w(k) esta bem definida: o maior inteiro
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positivo w(k) tal que, para todo r > w(k), existe ng tal que o grafo de Turan Ty_;(n)
nao é mais o grafo com n vértices que é (r, P;)-extremal para n > ng. Para justificar

a existéncia de tal w(k), vamos descrever sua construgao de [27, Remark 4.2].

Assumindo que r é divisivel por (g) e divida o conjunto [r] de cores
em pares de conjuntos disjuntos C1, ..., C(;;) de mesmo tamanho. Associando cada
conjunto C; de cores com uma aresta de Kj. Considere o grafo G com n vértices
dado pelo blow-up do conjunto de vértices de K} em classes Vi, ..., Vi de tamanho
n/k cada, onde novamente assumimos que k divide n para evitar tecnicalidades.
Observamos as coloragoes de G de modo que as arestas entre V; e V; sejam coloridas
arbitrariamente com cores do conjunto associado a aresta ij de Kj, de modo que

todas as copias de K em G sao arco-iris. Isto mostra que

k—1_2

WTZ
e (G) > (%) > Ay 7 > ek (4.25)
()
_1\2
para r > (’;) (k=1 , o grafo de Turdn Tj_1(n) nao é (r, P;)-extremal. Embora isso

seja suficiente para encontrar um limite superior para ro(Pj ), notamos que, mesmo
nos casos em que as restricoes de divisibilidade nao sao validas, podemos novamente
concluir que G = Ty (n) tem mais (r, P})-coloracoes que Ty_1(n), para r e n suficien-

temente grandes, observando que, escrevendo ¢ + 1 = (];), temos

k=1p2_ ((n2 —
(G) N r 2k (n?) - r—/ %n2_0(n2) - z(kk_—zl)ng > ex(n,Kp)
Cr,p]: (S) = 7 n 1 T =T .

De maneira mais geral, sejam s > k > 4 inteiros e suponha que r é
divisivel por (;) Divida o conjunto [r| de cores em pares de conjuntos disjuntos
Cy, .. .,C’<s) de igual tamanho. Associando cada conjunto C) de cores com uma

2

aresta de K. Considere o grafo G' com n vértices dado pelo blow-up do conjunto de
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vértices de K, das classes Vi,..., V; de tamanho n/s cada, onde estamos assumindo
que s divide n. Observamos as coloragoes de G' de modo que as arestas entre V; e V;
sejam coloridas arbitrariamente com as cores do conjunto associado a aresta 7j de

K, de modo que todas as copias de K em G sao arco-iris. Isso mostra que
s—1,_2

2s n
crpp (G) > (6) > 2™ > (kL) (4.26)

2

para

(s—1)(k—1)

r o> @) T ),

entdo, novamente o grafo de Turdn T (n) ndo é (r, P; )-extremal. A fungao h(s) tém
um tnico minimo local sy € R*, onde sg &~ kIn k. portanto, o conjunto s = [kInk],

(§]
(k—1)([kInk]—1)

(|’k In k;") ’— Thin k| —k+1
T =
2

12
Como visto acima, o grafo de Turdn Ty (n) vence Tj_1(n) para r > (g) U7 Mas

(k—1)([kInk]—1)

(fm;lm) [ | < R (g) (k-1)?

(k—1)([k1nk]—1)

para k > 4, isto é, w(k) < (W;k]) Freha | < [klnk]?. Isso sugere que
o grafo de Turdn Tj(n) nunca é extremal para a familia P} e n suficientemente
grande. Devemos mencionar que existem 7 coloragoes Pj-livres de Ti(n) que nao
sao contadas em (4.25), mas acreditamos que elas sé afetam o limite inferior por um

termo multiplicativo constante.

Para k > 3, podemos encontrar w(k) tal que: existe w(k) onde para
cada 7 > w(k) e algum s > (k — 1), ¢, p:(Ts(n)) é maior que ¢, ps(Ti—1(n)). Assim,

o nimero w(k) é o menor r (necessariamente maior que o parametro ry) tal que
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Ty—1(n) ndo é Pj-extremal. A préxima tabela, também devido a [36], nos fornece

cotas de w(k) para alguns valores de k.

k 3 4 ) 6 7 8

w(k) | 27 | 759375 | ~ 8.3038 - 109 | &~ 1.4071 - 10" | ~ 3.5567 - 10'® | ~ 1.3087 - 10?3

s 4 6 10 15 19 24

Tabela 4.2 w(k) para 3 < k <09.

De fato, para nossa familia P}, pode ser dito mais com um argumento
semelhante. Sabemos pelo Teorema 1.10 que, para qualquer n fixado, r e k, existe um
grafo multipartido completo G' com n vértices que ¢ (r, Py )-extremal. Assumindo que

G é completo e s partido. Por outro lado, para r e k fixos, nao podemos ter (;) >,

S

2) cores disponiveis.

dado que G contém K, como subgrafo, mas ha menos de (

Por outro lado, para k e s > k—1 fixos. Seja G um grafo com n vértices
s partido, onde n suficientemente grande. Com os argumentos que levam a (4.25),

temos claramente

2(:‘-1)”
r s—1,
cr,P,:<Ts+1<n>>>< T ) > 5" > 6 (G)
2

(*2)

s+1)52.

parar>(2

Isso mostra que, para qualquer k fixo, a estrutura dos grafos (r, P;)-
extremais muda infinitamente a medida que r aumenta. Isso sugere que determinar

rafos com n vértices (r, P} )-extremais para r > ry é um problema dificil.
» Ik
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5 ESTABILIDADE DE CORES PARA
GRAFOS P;-EXTREMAIS

O objetivo desse capitulo é provar a estabilidade de cores para grafos
P;-livres, ou seja, vamos mostrar que, para um grafo G de n vértices o qual possui
crp;(G) > rex(mK3) entdo esse grafo deve ter uma estrutura muito préxima a do grafo
de Turdn Ty(n). Vale notar que, como mencionado na introdu¢ao, vamos provar esse
resultado para o padrao Kég), implicando assim na validade do resultado para a
familia P;. Portanto, para o restante do capitulo vamos fazer as construgoes dos

resultados para o padrao K. §2), valendo também o resultado para a familia P;.

Para isso, vamos inicialmente empregar a estratégia do capitulo ante-
rior, que consiste em empregar a estratégia geral de [1] e [27] que utilizam o Lema
da Regularidade de Szemerédi e Programacao Linear. Uma das questoes que difi-
cultavam mostrar a validade da propriedade de estabilidade de cores para o padrao
K?EQ) para todo r até o parametro de transicao ry, é que, como essa dependéncia de
r estd associado as cotas fornecidas pela programacao linear, nao conseguimos mais
ter avancos nessa técnica. Lembrando que o parametro rg é o valor maximo tal que,

para todo r < rq o grafo Ty(n) é o unico grafo (r, K§2))—extremal.

Uma das nossas principais contribuicoes desse trabalho foi remodelar
essa técnica, identificando os pontos do argumento que restringiam o incremento das
cotas inferiores p(k) do parametro rg, para a validade da estabilidade de cores. Ao
acrescentar um argumento indutivo, explorando melhor as restricoes locais e assim
provar a validade da propriedade de estabilidade de cores para todo r até o parametro

de transicao ry.
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A principal contribuicao desse capitulo, no emprego dessa nova técnica,
estd em provar que o grafo Ty(n) é o tnico grafo (r, K§2))—extremal, para todo r <
26 = ry, isto é, mostrar a validade do resultado até o parametro de transicao, onde
que para r > 26, Ty(n) nao é o grafo (r, K§2))—extremal. O que confirma a conjectura
de [24], como j& visto no Capitulo 1, que para r = 27 ja sabemos que o grafo Ty(n)

possui mais coloragoes (27, K§2))—livres.

5.1 Propriedade de Estabilidade De Cores para Grafos

K. éQ)—livres

Estamos interessados agora em provar que o grafo de Turdn Th(n) é o
. 2 . . .
unico grafo (r, K é ))—extremal, para isso, vamos mostrar a propriedade da estabilidade
~ 2 . .
de cores para o padrao K. é ), a qual nos fornecera o parametro rqg = 26, uma vez que

para ro + 1 = 27 ja é conhecido que o grafo Ty(n) produz mais coloragoes que Ty(n).

Vamos enunciar novamente o Teorema 1.15, principal resultado desse

capitulo.

Teorema 1.15. Seja 2 < r < 26. Para 6 > 0 fixo, existe ng tal que o sequinte

ocorre, para todo n > ng. Se G = (V| E) é um grafo de ordem n tal que

(G) > ,r,ex(n,K;g) 7

CT’,K§2>

entao existe uma particao V.= W1 U Wy do conjuntos de vértices tal que eq(W7) +

eq(Wy) < dn’.

A prova é, estruturalmente, similar a prova do Lema 4.1 do capitulo

anterior, onde também aplicamos o Lema da Regularidade de Szemerédi. A principal
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diferenca entre as provas das estabilidades de cores do capitulo anterior para a que
serd feita aqui, esta justamente na prova de uma afirmacao que sera feita, similar a
Afirmacao 5.1, uma vez que a prova da afirmagao do capitulo anterior é feita através
de argumentos de programacao linear, para a prova da afirmacao que sera feita aqui,
vamos usar um argumento indutivo, no qual fica mais claro o processo de explorar
algumas restricoes mais locais, mas que sao essenciais para conseguirmos encontrar

o limitante parametro rq.

5.1.1 Prova do Teorema 1.15

Antes de iniciarmos a prova do Teorema 1.15, vale ressaltar que, como
fizemos uma aplicacao detalhada do Lema de Regularidade de Szemerédi no capitulo
anterior e, como a aplicacao aqui sera semelhante, omitiremos maiores detalhes.
Outro detalhe importante a ser mencionado, é que faremos a prova para 8 < r < 26,

pois a prova para 2 < r < 8 é um caso especifico do Teorema 1.11, para k = 3.

Sejam r € {8,...,26} fixo e 6 > 0. Consideremos as constantes auxilia-

res £ > 0 e n > 0 suficientemente pequenas, tais que:

i, £>104-H((7"—{—1)77)+(1O4+1)-(r—i—l)-n e 77<£.

§ < 22 2r

Sejam ¢ = &(r,n,3) > 0 e ng = ne(r,n,3) tai que satisfacam as su-
posigoes do Lema 2.2, e suponha, sem perda de generalidade, que 0 < € < min{n/2,1/ng}.
Fixe M = M(r,e) dado pelo Lema 2.1.

Dado um grafo G com n vértices tal que n > ng, seja C = C(G) o
conjunto de todas as r-coloracoes K. ?EQ)—livres de G. Pelo Lema 2.1 e a discussao que

se segue, cada coloracao ® € C esta associada a uma particao multicolorida e-regular
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V=ViU---UV,, onde 1/e < m < M. Essa partigdo, por sua vez, esta associada
a um grafo reduzido multicolorido H = H(n). Nossa escolha de parametros implica
que H deve ser K§2)—livre, caso contrario, a coloracao de GG que leva a ele conteria

uma copia de K?EQ) pelo Lema 2.2.

Novamente, usando a mesma argumentacao da prova do Lema 4.1, isto
/ . . ’, ~ 2) q.
é, aplicando o Lema 2.1, podemos concluir que, o nimero de coloracoes K. § ) livre de

G é no maximo
2

r e:(H)
M" . 2T‘M2/2 X 2H((7'+1)7])n2 . T(r—i—l)an . mﬁx <Hj|VJ(H)2) . (51)

j=1

Nosso objetivo é encontrar um limite superior para (5.1). O termo
j = 1 no produto (5.1) nao afeta o resultado. Entao, definimos & = S(G) para ser
o conjunto de todos os subgrafos reduzidos multicoloridos H de G tais que todas as
arestas estejam associadas a listas de tamanho pelo menos dois. Note que H € S é
K. §2)—livre se, e somente se, todas as listas associadas as arestas de um triangulo sao

mutuamente disjuntas. Dado H € S, seja
1
cH) =[] IL|Voor. (5.2)
e€E(H)
Queremos encontrar maxyes ¢(H) para limitar (5.1).
O passo principal em nossa prova serd a proxima afirmacgao, pela qual
existe um grafo reduzido multicolorido H que tem uma quantidade de arestas muito

préxima do grafo de Turdn T5(n), e essas arestas tém suas listas de cores “grandes”.

A seguir faremos algumas defini¢oes importantes para a sequéncia da prova.
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No restante da prova, dado um inteiro r, consideramos as fungoes

|52 se8<r<13

ro = ro(r)= (5-3)
|[r —2yr]  seld <r <26

ry = r(r)=ro+ 1. (5.4)

Visto que, dependendo do valor de r considerado, a definicao de ry e r; é alterada,
faremos, sempre que necessario, uma analise desses diferentes casos no restante da
demonstracao. As préximas duas afirmagoes sao cruciais para o decorrer da prova,

para ajudar em suas provas, observe a seguinte tabela que contém os valores de ry.

ro|r ro|r ro|r ro| ro|r ro|r ro|r
8 | 4 11| 6 1417 171 9 20 | 12 23 | 14 26 | 16
915 121 6 151 8 18 | 10 21 | 12 24 | 15
10| 5 13| 7 16 | 9 19 ] 11 22 | 13 25 | 16

Tabela 5.1 Valores de 1 para 8 < r < 26.

Utilizando a Tabela 5.1, podemos constatar os seguintes dois fatos:

A(r) = [(r=r)/2] - [(r —r)/2] <, (5.5)

2.1 > (5.6)

Assim como a Afirmacao 4.2 é o passo principal da prova do Lema 4.1,
a proxima afirmacao, que cumpre um papel muito parecido ao da Afirmacao 4.2, é

também o passo principal da prova do Teorema 1.15.

67



Afirmacao 5.1. Existe um grafo reduzido multicolorido H tal que

er (H) + -+ e (H) > ex(m, K3) — Em?>. (5.7)

Antes de abordar a prova da Afirmacao 5.1, mostramos que ela implica

o resultado desejado.

Seja ‘H um grafo reduzido multicolorido com m vértices tal que e, (H)+
e (H) > ex(m, K3) — &m2. Seja H' o subgrafo de H com conjunto de arestas
E, (H)U---UE,(H), cujas listas tém tamanho j. Afirmamos que H' é K3-livre. De

fato, se H' contivesse um triangulo com arestas ep, s, €3, entao

. . . ~ . ~ ~ . 2
o que implica que duas das listas tém intersecao nao vazia, levando a um K é ) em G

pelo Lema 2.2.
Pelo Teorema 2.4, existe uma partigao U; U Uy = [m] com
ew (Ur) + ey (Uz) < &m?,

onde ez (U;) é o niimero de arestas de H' com ambas as extremidades em U;. O
subgrafo bipartido H obtido de H’ removendo todas as arestas com ambas as extre-

midades na mesma classe satisfaz

e(H) > (ex(m, K3) — &m?) — &m? = ex(m, K3) — 26m>.

Afirmamos que, mesmo se adicionarmos arestas de listas de tamanho 1
em H, preservando sua propriedade de ser K§2)—livre, vamos ter que e;(H) + -+ +

ery(H) < 10&€m?. Caso contrario, tomando ¢ < 1072, e aplicando o Lema 2.5, para
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= 3, o grafo obtido adicionando as arestas de EyU---UE, a H conteria um K. 3 tal
que exatamente uma das arestas, digamos fi, esteja em algum conjunto U;. Sejam
f2, f3 as outras arestas da copia de K3, que se encontram em £, U---U E,. Por
construcao, temos

|Lpy |+ |Lp| 4+ [Lgy| > 1+ 2 >,

o que repete a contradi¢ao anterior.

Por isso o numero de arestas de H com ambas as extremidades no mesmo
conjunto U; é no méximo 11&ém?2. Seja W; = Uy, V; para i € {1,2}. Entdo, tomando

J

)
< — < —
§ e n<g

44

temos
ea(Wh) + ea(Wa) < rin? + (n/m)? - (en(Uh) + en(Us)) < on,

como requerido. Isso prova Teorema 1.15.

5.1.2 Prova da Afirmagao 5.1

Passamos agora para a prova da Afirmagao 5.1.

Dado um grafo reduzido H, seja E,(H) o conjunto de todas as arestas
cujas listas de cores tém tamanhos entre r; e r. Nos nos referimos a elas como as
arestas azuis de H. Seja E4(H) o conjunto de todas as arestas cujas listas de cores
tenham tamanhos entre 2 e rq, as arestas verdes de H. O ingrediente principal na

prova da Afirmacao 5.1 é o seguinte lema auxiliar.

Lema 5.2. Seja r um inteiro tal que 2 < r < 26 e seja H um grafo reduzido

multicolorido K§2)-livre para o qual todas as arestas sao verdes. Entao, para todo
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1
OD<a< T000 7

Antes de provar este lema, mostraremos que ele implica a validade da
Afirmacao 5.1. Para este fim, suponha por contradicao que qualquer coloracao de G,
evitando K?, leva a um grafo reduzido multicolorido 7, onde |V (#)| = m, para o

qual

er(H) + -+ e (H) < ex(m, K3) — Em?. (5.8)

Seja Ho = H. Se Ho contém uma aresta azul, fixe uma aresta e; = {u, v}
com |Le, | > ry. Seja w é um vértice V' \ {u,v}. Se no maximo um dos pares {u,w}
e {v,w} é uma aresta de Hy, a lista de cores nesta aresta nao pode produzir um
K§2) envolvendo e;. Se w ¢ um vizinho comum de u e v, a soma dos tamanhos de
Liuz € Liyzy ¢ no maximo r — |L.,| < r — 7y, caso contrario, obtemos uma cépia
de K§2). Assim, o produto dos tamanhos das listas de Ly, .y e Ly, .3 € no maximo
A(r)y = [(r—mr1)/2] - [(r —71)/2] < r pela equagao (5.5). Dizemos que um vértice
w é do tipo 1 se houver uma unica aresta conectando-o a {u,v}, e essa aresta for
azul. Caso contrario, diz-se que ele é do tipo 2. Se w é uma aresta do tipo 2, entao
ou a lista da aresta que a conecta a u ou v tem lista de tamanho no méximo rq (caso
w seja adjacente a no maximo um vértice entre u e v), ou o produto dos tamanhos
das listas é no maximo A(r) (caso w seja adjacente a u e v). Isso significa que o
produto dos tamanhos das listas das arestas conectando um vértice tipo 2 a {u, v} é

no maximo B(r) = max{ry, A(r)} < r. Sabemos que B(r) < r — 1. Note que

B(r) S7“—1
T T

<r° (5.9)
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é valido se eV < p@

, 0 que é equivalente a awlnr — 1/r < 0. A derivada de
f(r) =alnr —1/r é positiva, o que significa que (5.9) é satisfeito para todo r < 26

se «ln26 — 1/26 < 0, que é valido para todo o < 0.0118.

Sejam nq(e1) e na(e1) o nimero de vértices do tipo 1 e 2 em relagao a ey,
respectivamente. Agora remova os vértices u e v e todas as arestas incidentes de H,,
e seja Hy o grafo multicolorido restante com (m — 2) vértices. Se H; contém uma
aresta azul eg, repetimos este argumento para H; e para os grafos subsequentes até
chegarmos a um grafo Hy, com (m — 2k;) vértices que ndo contém qualquer aresta
azul, ou seja, tal que toda aresta de Hy, seja verde. Por construcao, temos

k1

ki + Z(nl(ei) +mg(e) =Y (m—2i+1) =kym — k. (5.10)

i=1

; ’ ~ 2) 4. , .
Concluimos que o ntimero de coloragoes K 3() )_livres de 4 é no méximo

Tk1+m(€1)+~~+m(ekl) . (B(r))n2(61)+'”+n2(ekl) . C(/Hkl)(m_zkl)g

na(e1)++na(er, )
_ <B(T)) ! pkim—k} 'C(Hkl)(m_Zkl)Q-

r

Como todas as restas do grafo Hy, sao verdes e usando o limite superior
dado pelo Lema 5.2, obtemos
na(e1)++nz2(ex,)
(H)™ < <B(T)) N Lol
T
na(er)+-+na(er, )
= <B T)) C Lt malm—2k)?, (5.11)

r

Relembre que, por (5.8), estamos assumindo que o nimero de arestas azuis de H é
no maximo ex(m, K3) —&m?. Vamos considerar dois cendrios. Primeiro suponha que

kim — k% < ex(m, K3) — &m?, entao ky < m/2 — /Em. Neste caso, todos os vértices
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na construgao acima podem ter o tipo 1, e (5.11) é no maximo

2 2
m 2 m* 1 2
ra —agm® r 4 o1ém .

No segundo cenério, suponha que k; = m/2 — \/ém + q, para ¢ > 0 e
q < +/Em, entao, por (5.10) e nossa restricio no nimero de arestas azuis, ou seja,

ki + 251:1 ni(e;) < ex(m, K3) — Em?, temos que

k‘l kl
Z 7L2(€j> = klm — k% — <I€1 + Z nl(ej))
j=1 j=1
> q(2v/Em —q).
A equagao (5.11) é no maximo

a(2vE&m—q)
(B(T)) T ma(2vEm=20° (5.12)

,
Se ¢ < 3v/ém/4, a equagao (5.12) é no méximo

m? afm

2
L P e e

for av > 107°.

Se ¢ > 3v/ém/4, a equagao (5.12) é no méximo

15&m
16 m2 (5.9) 2
(—B<r)) cr4 rTiuﬁgnhLQ’

IN

para 2 <r < 26

15 15
16 — 16
(B(T)) < (?" 1> T < et

T T

Combinando os casos acima e usando o limite superior (4.9), concluimos

que o numero de coloragoes KéQ)—livres do grafo GG satisfaz
2
Crs(@] 5 A e () -
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n>1
ex(n,K3
< e ),

como & > (10*+1) - (r+1)-n+10*- H((r +1)n), o que contradiz a hipdtese de que

IC @ (G)| > r™"55) ¢ prova a Afirmagao 5.1.
i3

Para concluir a prova da Afirmagao 5.1 (e assim provar o Teorema 1.15),

ainda precisamos provar o Lema 5.2.

5.1.3 Prova do Lema 5.2

Fixe um inteiro r tal que 8 < r < 26, e seja ‘H um grafo reduzido
multicolorido K?EQ)—livre para o qual todas as arestas sao verdes. Lembre-se de que

estamos assumindo que nenhuma aresta de H tem listas de tamanho menor que dois.

A prova do Lema 5.2 serd por inducao, e dividiremos o conjunto S de
grafos reduzidos multicoloridos K§2)—Iivres para os quais todas as arestas sao verdes
em duas classes. Uma dessas classes, chamada S, contém todos os grafos reduzidos
multicoloridos H € S que sao Ky -livres tais que nao ha cépia de K3 cujas trés arestas

tenham listas de cores de tamanho pelo menos quatro.

Lema 5.3. Dado H € S de ordem m, o sequinte é vdlido para 8 < r < 26 e

1 .

=

—Q

c(H)<r

Demonstracao. Seja H € 8 com m vértices. Se m = 1, nao ha nada para provar.

Sem=2e8 <r <13, temos que

c(H) <rg <
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n26—In12 _ In2r—In(r—1
para a < 0.3014 < B2 < 2 Tlnr;(r ),

Para r > 14, temos que

2
C(H>§T0§T_2\/F_T(1_W> §7‘€_2/ﬁ§7”1_a

2 2
para a < 0.1203 < NPT < NGTTS

Em seguida, assuma m > 3 e r > 9. Pela definicao de &7, o conjunto

E,U---UE,, nao induz uma cépia de K3. Assim, pelo Teorema de Turan, temos

1

|l + - 4 | By | < ex(m, Ky) < om”

Novamente, pela defini¢ao de Sy, o conjunto Fy U ---U E,, nao contém

uma cépia de Ky, levando a

|Eo| + -+ + | By | < ex(m, Ky) < —m?.

1
3

Seja x; = |E;|/m? parai € {2,...,r0}, por (5.2), temos que

assim, o logaritmo In ¢(H) é limitado superiormente pela solu¢ao do programa

ro
max E z;lny
=2

70 T0

A solucdo deste programa linear fornece a solucao otima z,, = 1/4, 3 = 1/12 ¢

x; = 0 para os demais valores de j. Para 9 <r < 13, temos

1
r—1\14
< .31
_(2) 3
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Tg-B%S(r—Q\/;)Z-?)Tl?ST%_O‘
1 1
2\ 2 \1
= 7’“-(1——) -31123266‘-(1——) .31 < 1. (5.14)

A equacao (5.13) e (5.14) é valida para 0 < o < 0.0101. Observe que, para r = 8,
temos que rp = 3 e assim F, U F3 nao contém uma cépia de Ky, e apenas esta
restrigdo basta para que a solu¢do 6tima do programa linear seja 3 = 1/3, x5 = 0,

e portanto 33 < 1.44 < 1.68 < 81. Isso leva a c(H) < ri/i=e, O

Para completar a prova da Afirmacao 5.1, vamos considerar agora os
grafos reduzidos que nao foram considerados no Lema 5.3. Em nossos argumentos,

usamos o seguinte problema de otimizacao para inteiros positivos p > 2 e L:

max Ha:j (5.15)
j=1

st. c¢xy,..., e, € N={1,2,...}
Tyt +TeSp

c< L.

Definicao 5.4. Dados inteiros positivos k > 2 er > 2, sejam

(1) cx(r) o mdzimo do problema de otimizacao (5.15) comp =1 - |k/2] e
kY .
L=(y);

(ii) c;(r) o mdzimo do problema de otimizagdo (5.15) comp =1 e L =k.
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Usaremos os trés lemas a seguir.

Lema 5.5. Seja k > 3 e considere H um grafo reduzido multicolorido K§2)-livre tal
que |L¢| > 2 para todo e € E(H). Assuma que A C V(H) € tal que H[A] € isomorfo
a Ky. Para um vértice v € V(H) seja E'(v) = {{v,2} € E(H): x € A}. Para
qualquer v € V(H) \ A, vale o sequinte

H |Le| < (1) <@(r) = max{(?)ﬂ 1j € {1,...,k}} . (5.16)

e€E'(v)

Prova. Para cada aresta e € E'(v), seja z. = |L.|. Por A induzir uma clique e H
ser K§2)—livre, as listas associadas as arestas entre v e A sao mutuamente disjuntas,
de modo que ZeeE,(v) ze < 1. Seja j < k o numero de arestas entre v e A. Estd

claro que
J
H |L.| < max Ha,;:1SjSk,al,...,aj>0,a1—|—--~+ajST = ci(r).
e€E'(v) i=1

O resultado segue pois, para a; + - - -+ a; < r, temos

J r 7
}}“‘(3)'

Lema 5.6. Sejam r e k > 3 inteiros positivos. Para j > 1, considere uma particao
do conjunto de arestas E(Ky) = Ey U ---UE; do grafo completo Ky, e fize inteiros

1<sy,...,8; <r tais que
k J

Entao, para qualquer atribuicdo de listas de cores em [r] as arestas de K} tal que,
para cada i, todas as arestas e € E; tenham lista de tamanho pelo menos s;, existe

um copia de K3 para a qual duas das listas tém interse¢cao nao vazia.
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Prova. Suponha uma atribuicao da lista de cores como no enunciado tal que, para
todas as copias de K3 em K}, as listas associadas a quaisquer duas de suas arestas
sejam disjuntas. Isso significa que, para cada cor «, as arestas cujas listas contém
a formam um emparelhamento em K. Como um emparelhamento maximo em K}
tem tamanho |k/2], devemos ter
k J
r bJ > > |Le =) |Elsi,
e€E(K}) i=1

contradizendo nossa suposicao sobre 7 e k.

Lema 5.7. Sejam r > 2 e k > 3 inteiros. Seja H grafo reduzido multicolorido K§2)—
livre cujo grafo subjacente € Ky e cujas listas de cores das arestas estao contidas em

[r] e tém tamanho pelo menos dois. Entao

I Ll <élr) = (é ED(’“) |

ecE(H)

Prova. Dado uma aresta e € E(H), seja x. = |L.|. Seja E; denotando o conjunto

de arestas de H cujas listas de cores tém tamanho i. Pelo Lema 5.6, ) . B(H) Te =

S i |By| < rlk/2], dado que H é K{P-livre.

Em particular, o vetor (z¢)ecp) ¢ uma solucao vidvel para o problema
de otimizagao (5.15) com p = r|k/2] e L = (g) Para a desigualdade, observe que

para qualquer escolha de j nimeros reais positivos tais que a; + --- +a; < r|k/2],

(2) k
1= (:[3])"

temos que

Isso conclui a prova.

Agora estamos prontos para provar o resultado desejado.

7



Lema 5.8. Fize um inteiro r tal que 8 <r < 26. Dado He S\ S e < a < Tl()o’

temos que

—

N

c(H)<r

Demonstragao. Seja r € {8,...,26}. Por contradigao, suponha que o resultado seja
falso e escolha um contra-exemplo H € S\ & com o nimero minimo de vértices.
Lembre-se que as arestas de H possuem listas de cores com tamanhos entre 2 e 7.
Seja m o ntimero de vértices de H. Primeiro mostramos que H nao é isomorfo a uma

clique K, tal que 3 < m < 6.

Para H isomorfo a K3, Lema 5.7 nos diz que ¢(H)? < é3(r) = (r/3)3.
<

261

‘ =

1
Lema 5.8 ¢ valido nesse caso pois ¢(H) < ((r/3)3)% < ri~® para rizt® to <

»

1
33, que por sua vez vale para

4In3 —1n 26

<0.02
a <0.02906 < 121026

Para H isomorfo a Ky, Lema 5.7 nos da c(H)® < ¢(r) = (r/3)S.
Portanto, precisamos ¢(H) < ((7’/3)6)% < ri~®, que vale para

3In3 —1n26

< 0.00144
@ < 000144 < —o7 50

Se H ¢ isomorfo a Kj, Lema 5.7 nos dd c¢(H)* < ¢(r) = (r/5)%.
Portanto, ¢(H) < ((7’/5)10)% = (r/5)%° < ri o se

8Inb —31n26

< 0.
a < 0.04759 < 50Tn 26

Finalmente, se H ¢é isomorfo a Kg, pelo Lema 5.7 o produto do tamanho

das listas de cores de H ¢ no maximo ég(r). Temos assim

L [T\ _ 1,
(M < (Er)® = (5)" <rive
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que vale para

15In5 —61n 26

< 0.0391
a < 0.03915 < 36106

Tendo estabelecido que H nao é isomorfo a uma clique de 3 < m < 6
vértices, seja w(H) > 3 denotando o tamanho de um clique méximo em H. Se
w(H) > 6, entao o fato de H # Kg implica que m > 6. Fixe k = 6 e escolha um
conjunto de vértices A tal que A induz uma cépia de K¢ em H. Caso contrario, seja
k = w(H) e fixe um conjunto A de vértices de tamanho k que induza uma cépia de
K}, em H. Portanto, sabemos, neste caso, que m > k. Dado um vértice v € V(H)\ A4,

seja ¢, o produto dos tamanhos das listas das arestas conectando v a A. Claramente,

cH)™ = c(HAD" | ] | cHIV(H)\ AT (5.17)

veV(H)\A

Sabemos que c¢(H[A]), c(H[V (H) \ A]) < ri~ pela minimalidade de H.
Se k = 6, temos que ¢, < ¢(r) pelo Lema 5.5. Entao (5.17) leva a

c(H)™ < P(i—)6 (EG(T))m—G.T(i—a)(m—fv‘P

B — m—6
_ < Co(r) > pli—a)m?
T3—120¢

Concluimos entao que ¢(H)™ < rG=m* pois (r) /1312 < 1 para 13 < r < 26.

Aqui, basta verificar que ¢4(r), definida em (5.16), satisfaz cg(r) < 73712%. Temos
que

r/6)® ser >15

(

(r/5)° sel1l3<r<14
(r/4)* sel0<r <12
(

r/3)> se8<r<9
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Assim G5(r) < r3712% para

2In6 — 1n 26

< 0.024
@< 00249 < — o8

Para £ < 6, a maximalidade do clique implica que qualquer vértice

veV(H)\ A tem no maximo k — 1 vizinhos em A, de modo que (5.17) torna-se

1

C(’H)mz < T(%a)kz.(szl(r))mfk.r(raxmfk)?
1 (r) mek 1 2
( - ) -pla—a)m (5.18)

2

k
Para obter nosso resultado, mostramos que c¢}_,(r) < r272** para todos os k < 6 e

8 < r <26.

Se k = 5, usamos que c(r) < ¢(r) < max{G)] 1J € {1,2,3,4}} (l<)

r3=100 para 8 < r < 26.

Aqui, basta verificar que ¢4(r), definida em (5.16), satisfaz ¢4(r) <

5
r2~10% Temos que

(r/4)t sel10<r <26
cu(r) =
(r/3)> se8<r<9

De fato, para 10 < r < 26, (i) é equivalente a r1%s < 44, que vale se

8In4 — 31n26

< 0.0201
@< 00201 < — s

Para 8 < r <9, (i) é equivalente a rloats < 33, que vale se

6ln3 —1n9

<01
a0l <=
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(i)
Se k = 4, usamos que ci(r) < c3(r) = (r/3)* < r*78* para 8 < r < 26.
De fato, (ii) é equivalente a r1™8> < 33 que vale se

3In3 —1n26

< 0.0014
a <0014 < — 55

Observamos que, para r = 27, nao existe a > 0 para o qual (ii) vale.

Se k < 4, sabemos por hipdtese H ¢ S; que H é Ky-livre, mas contém
uma copia de K3 cujas arestas tem tamanho da listas de cores de pelo menos quatro.
Fixamos um conjunto 3-vértice A C V(H) que induz uma cépia de K3 cujas arestas
tém listas de tamanho de pelo menos quatro. Se v € V(H) \ A, entdo v tem no
maximo dois vizinhos em A. Se v € V(H) \ A tem no méximo um vizinho em A,
entdo sua lista tem tamanho no maximo 7. Se v € V(H) \ A tem exatamente dois
vizinhos em A, digamos v; e vy, entao essas arestas formam um triangulo com uma
aresta na cépia de K3. Como a lista da aresta {vi,ve} tem tamanho no minimo
quatro, o produto ¢, dos tamanhos das listas associadas as duas arestas entre A e
v é no méximo (r — 4)?/4 = s*(r). Afirmamos que 1o < s*(r) para todo r > 8. De

fato,

Desenvolvendo essa desigualdade, chegamos a
0 <r®—10r + 18,

que é valido para todo r > 8. Com isso, a desigualdade (5.18) pode ser tomada como

m—k
c(H)™ < (—(T - 4)2) pla—em?,

3
4oz 0

Note que (r — 4)2 < 4 - 72752 ¢ equivalente a

2
pat6a (1 — é) < 4.
r
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Para a > 0, o lado esquerdo esta aumentando em funcao de r, entao isso vale para

5+6a 4\?
262 1—% <4

vale para o < 0,0046. Isso conclui o passo de inducao e prova o Lema 5.8.

8 < r < 26 pois
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6 ESTABILIDADE DE CORES PARA
GRAFOS P;-EXTREMAIS

O objetivo desse capitulo é provar a estabilidade de cores para grafos P;-
livres, ou seja, vamos mostrar que um grafo GG de n vértices o que satisfaz ¢, pr(G) >

ex(n,K4

r ), deve ter uma estrutura muito préxima & do grafo de Turdn T3(n), sendo

este o grafo (r, P})-extremal.

Nossa abordagem ¢é semelhante a dos Capitulos 3 e 4. Como no Capitulo 5,
acrescentamos um argumento indutivo para encontrar uma nova cota inferior ju4(4)
para o parametro 79(P}), a qual melhora a cota inferior p3(4), fornecido pela de-
monstracao do Teorema 1.11. A principal diferenca com o Capitulo 5 é que aqui nao
conseguimos encontrar o valor exato do parametro ro(P;), apenas uma conta inferior

melhor.

6.1 Propriedade de Estabilidade De Cores para Grafos

P;i-livres

A principal contribuicao desse capitulo é melhorar a cota do Capitulo 4,
de p3(4) = 91 para py(4) = 135, provando que o grafo T3(n) é o tnico grafo (r, Py)-
extremal para o intervalo 2 < r < 135 = py(4). Para demonstrar isso, vamos mostrar
a propriedade da estabilidade de cores para o padrao Pj, estabelecendo assim o limite

superior fi4(4).
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Vamos enunciar novamente o Teorema 1.17, principal resultado desse

capitulo.

Teorema 1.17. Seja 2 < r < 135. Para qualquer § > 0, existe ng tal que o sequinte

vale para qualquer n > ng. Se G = (V, E) é um grafo de n vértices tal que
’Cra(K4,P)(G)’ > rex(”vlﬁ)’

entao existe uma particao V.= W1UWoUWS5 do conjunto de vértices tal que eq(W1)+
eg(WQ) + GG(W3) S 5”2.

A prova é, estruturalmente, similar a prova do Teorema 1.15 do capitulo
anterior, onde também aplicamos o Lema da Regularidade de Szemerédi e, posteri-

ormente, provaremos uma afirmacao similar a Afirmacao 5.1.

6.1.1 Prova do Teorema 1.17

Antes de iniciarmos a prova do Teorema 1.17, vale ressaltar que, nova-
mente omitiremos alguns detalhes da aplicacao do Lema de Regularidade de Sze-
merédi. Uma observacao importante é de nos concentraremos em provar o Teo-
rema 1.17 para r € {92,...,135}, uma vez que para r € {2,...,91} a prova segue

do Teorema 1.12 para k = 4.

Sejam r € {92,...,135} fixo e & > 0. Consideremos as constantes
auxiliares £ > 0 en = n(¢) > 0 suficientemente pequenas, de modo que as definiremos

ao longo do texto.
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Fixe € = ¢(r,n,4) > 0 e ng = no(r,n,4) que satisfazem o Lema 2.2, e
suponha, sem perda de generalidade, que 0 < ¢ < min{n/2,1/n¢}. Fixe M = M (r,¢)
dado pelo Lema 2.1.

Dado um grafo G com n vértices tal que n > ny, seja C = C(G) o
conjunto de todas as r-coloracoes P;-livres de G. Pelo Lema 2.1 e a discussao que se
segue, cada coloracao ® € C estd associada a uma particao multicolorida e-regular
V=ViU---UV,, onde 1/e < m < M. Essa partigao, por sua vez, estd associada
a um grafo reduzido multicolorido H = H(n). Nossa escolha de parametros implica
que H deve ser P;-livre, caso contrario, a coloragao de G que leva a ele conteria uma

cépia de Pj pelo Lema 2.2.

Novamente, usando a mesma argumentacao da prova do Lema 4.1, isto
é, aplicando o Lema 2.1, podemos concluir que, o nimero de coloracoes Pj;-livre de

G é no maximo

2

T e;i(H) n
M™ . 9rME /2 oH((r+L)mn® | (r+1)nn® | max <Hj|vj<m2) ) (6.1)

j=1

Nosso objetivo é encontrar um limitante superior para (6.1). O termo
j = 1 no produto (6.1) nao afeta o resultado. Entao, definimos & = S(G) como o
conjunto de todos os subgrafos reduzidos multicoloridos H de G de modo que todas
as arestas estejam associadas a listas de tamanho pelo menos dois. Note que, H € S
¢ P;-livre se, e somente se, todas as listas associadas as arestas de uma cépia de Ky

sao mutuamente disjuntas. Dado H € S, seja
cH)= T IL.Ivoor. (6.2)

ecE(H)

Queremos encontrar maxyes ¢(H) para limitar (6.1).
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O passo principal em nossa prova é a proxima afirmacao que afirma que
existe um grafo reduzido multicolorido H que tem uma quantidade de arestas muito
proxima do grafo de Turdan T3(n), e essas arestas tém listas de cores “grandes”. A

seguir faremos algumas defini¢oes importantes para a sequéncia da prova.

No restante da prova, dado um inteiro r, consideramos as fungoes

ro = ro(r) = |V6r — 35), (6.3)

ry = r(r)=ro+1. (6.4)

A propriedade crucial na definicao de r; é que

A(r) = (T_T?’Tl)B <7r? (6.5)

Aplicando a defini¢ao de 71, a inequacao (6.5) pode ser vista como

r—3-(v6r—35—1) < 3r%3 (6.6)

A inequagao (6.6) pode ser interpretada como uma fungao f(r) =r—3-(y/6r — 35—
1) — 3r?3, onde f(r) < 0 para 92 < r < 135. Tomando a derivada de f(r)

9 9
V6r—35 ri/3

f(r)=— + 1.

Observe que

9 2 9 2
— — < — — <
V6r—35 ri/3 = /6-135—-35 1353

Portanto, f’(r) é positiva para r > 92, e assim, f(x) é crescente. Assim, a ine-

1.

quagao (6.6) é valida para todo 92 < r < 135 se f(135) < 0. Note que
f(135) =135 —3- (V6 - 135 — 35 — 1) — 3135%/% = —24.46 < 0.
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Outra propriedade importante de r; é que 5-r; + 1 > r. Para provar

que
5(v6r —35—1)+1>r, (6.7)
observe que (6.7) é equivalente a
r? — 142r 4+ 891 < 0, (6.8)
a qual é satisfeita para todo 92 < r < 135.

Seja H um grafo reduzido multicolorido com m vértices qualquer. Nossa

conclusao seguira a seguir.

Afirmacgao 6.1. FExiste um grafo reduzido multicolorido H tal que

er (H) + -+ e (H) > ex(m, Ky) — Em>. (6.9)

Antes de abordar a prova da Afirmacao 6.1, mostramos que ela implica

o resultado desejado.

Seja H um grafo reduzido multicolorido com m vértices tal que e, (H)+
ot e (H) > ex(m, Ky) — ém?. Seja H' o subgrafo de H com conjunto de arestas
E. . (H)U---UE.(H), onde E;(H) denota o conjunto de arestas de H cujas listas
tém tamanho j. Afirmamos que H' é Ky -livre. De fato, se H' contivesse uma cépia

de K, com arestas e, ey, €3, €4, €5, €5, €ntao
‘L61| + ’L62’ + |L€3‘ + ‘Le4| + ’L65’ + |L€6‘ > 6ry >or +1>r

implica que duas das listas tém intersecao nao vazia, levando a um P; em G pelo

Lema 2.2.
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Pelo Teorema 2.4, existe uma parti¢ao U; U Uy U Uz = [m] com
GH’(Ul) + eHl(UQ) + 6H/(U3) S €m2,

onde ey (U;) é o numero de arestas de ‘H' com ambas as extremidades em U;. Pelo
Teorema 2.2 O subgrafo tripartido H obtido de H’ removendo todas as arestas com

ambas as extremidades na mesma classe satisfaz

e(H) > (ex(m, Ky) — &m?) — &m? = ex(m, Ky) — 26m>.

Afirmamos que, mesmo que haja um numero arbitrario de arestas em
H com listas de tamanho 1 a ry (enquanto preservamos sua propriedade de ser P;-
livre), e (H) + -+ + e, (H) < 126m?. Caso contrdrio, por nossa escolha de &, o
Lema 2.5 pode ser aplicado e o grafo obtido adicionando as arestas em Ey;U---UE,,
ao grafo H conteria um K, tal que exatamente uma das arestas, digamos fi, esteja
em algum conjunto U;. Sejam fs, f3, f4, f5, fe as outras arestas da copia de Ky, que

se encontram em £, U---U E,. Por construgao, temos
|Lf1| + |Lf2‘ + ‘Lf3’ + ’Lf4| + |Lf5| + |Lf6| > 1+5r >,
levando a uma cépia de Py em G pelo Lema 2.2, uma contradigao.

Portanto, o nimero de arestas de H com ambas as extremidades no

mesmo conjunto U; é no maximo 13¢m?. Seja W; = U,y V; para i € {1,2,3}.

Ka

260 temos

Entao, tomando n < % el <
ea(Wh) + ea(Wa) + ea(Ws) < rin? + (n/m)* - (en(Uh) + en(Us) + en(Us)) < on?,

como requerido. Isso prova Teorema 1.15.
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6.1.2 Prova da Afirmagao 6.1

Passamos agora para a prova da Afirmagao 6.1. Dado um grafo reduzido
H, seja Ep(H) o conjunto de todas as arestas cujas listas de cores tém tamanhos entre
r1 e r. Chamamos essas arestas de arestas azuis de H. Seja E,(H) o conjunto de
todas as arestas cujas listas de cores tenham tamanhos entre 2 e r(, as arestas verdes

de H. O ingrediente principal na prova da Afirmagcao 6.1 é o seguinte lema auxiliar.

Lema 6.2. Seja r um inteiro tal que 2 < r < 135 e seja H um grafo reduzido
multicolorido Py -livre para o qual o conjunto de arestas azuis € livre de triangulos.

Entao, para todo 0 < o < 1079,

Antes de provar este lema, mostraremos que ele implica a validade da
Afirmacao 6.1. Para este fim, suponha por contradicao que qualquer coloracao de
G, evitando Py, leva a um grafo reduzido multicolorido #H, onde |V (H)| = m, para

o qual
ery (M) + -+ e (H) < ex(m, Ky) — Em>. (6.10)

Seja Ho = H. Se existirem vértices u,v,w € Hy tais que T} = {u,v,w} forma
uma copia de K3 onde as trés arestas tém lista de cores de tamanho pelo menos
1, isto é, |Luyl, | Luwls |Lvw| > 71, vamos proceder da seguinte forma. Seja z €
V(Ho) \ {u,v,w}. Se no maximo dois dos pares {u, z}, {v, z} e {w, z} sao arestas de
Ho, as listas de cores nestas arestas nao podem produzir um Pj envolvendo 7;. Se
z ¢ vizinho comum de u,v e w, a soma dos tamanhos de Ly, 4}, L., € Lz} € no

maximo r — (Liuw} + L{uw) + Livwy) < 7 — 371, caso contrario, obtemos uma cépia
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de P;. Assim, a soma dos tamanhos das trés listas é no maximo r — 3ry, fazendo
com que o produto dos tamanhos das listas Ly, .1, Lfy:) € Ly 2} seja no maximo
A(r) = (%)3 Dizemos que um vértice z é do tipo 1 se houver uma tnica aresta
conectando-o a T e essa aresta for azul. Se z for um vértice que tem duas arestas
conectando-o a T e essas arestas forem azuis, dizemos que esse vértice é do tipo 2.
Caso contrario, diz-se que ele é do tipo 3. Se z é uma aresta do tipo 3, entao ou
a aresta que a conecta a algum vértice de T} tem lista de tamanho no maximo r
ou z tem duas arestas que conectam-se a 77, onde pelo menos uma delas seja verde.
Assim, o produto dos tamanhos das listas de arestas é no maximo r - ry ou, no caso
de z ter trés arestas que conectam-se a 7%, o produto dos tamanhos das listas é
no maximo A(r). Isso significa que o produto dos tamanhos das listas das arestas
conectando um vértice do tipo 3 a Ty é no méximo B(r) = max{rg, r-rg, A(r)} < r?.

Isso significa que B(r) < r? — 1. Note que

< <pe (6.11)

, . _ 2
é valido se e /7

< r7® o que é equivalente a alnr? — 1/r < 0. A derivada de
f(r) = alnr? — 1/r ¢é positiva, o que significa que (6.11) ¢ satisfeita para todo

92 <7 <135 se aln135% — 1/135 < 0, que ¢ valido para o < 0.0006.

Sejam ny(711), n2(T1) e n3(T1) o nimero de vértices do tipo 1, 2 e 3,
respectivamente, com respeito a T;. Agora, remova os vértices u, v e w e todas as
arestas incidentes neles de Hy, e denote por H; o grafo multicolorido remanescente
de (m —3) vértices. Se H; contém uma cépia de um triangulo 7, onde as trés arestas
tém lista de cores de tamanho pelo menos 71, repetimos esse argumento para H; e
para grafos subsequentes até chegarmos a um grafo Hy, com (m — 3k;) vértices que

nao contém nenhuma cépia de triangulos 7} cujas trés arestas tenham listas de cores
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de tamanho pelo menos r;. Por construcgao, temos

k1

3/<:1+Zn1 )+ na(T3) +n3(T) = Y (m—3i+3) = kym —

i=1

3 3
§kf+§k1. (6.12)

Portanto,

,,,,3k1+n1(T1)+~~+n1(Tk1) ‘r2(n2(T1)+"'+n2(Tk1)) . (B(r))N3(T1)+'“+n3(Tk1)

r
)ng(T1)+~~~+n3(Tk1)

pekitn (T4 (Tiy) |22 (Th)++n2(Tk,)) | (B(T))n3(T1)+"'+”3(Tk1) . (r>2(n3(T1)+~.~+n3(Tk1))

—  phim=Ski 3k e (T4 tne (T )+ns(T1)+o+ns(Th,) <_B(T) , (6.13)

72

Defina quantidades (8 e ~ tais que

3 3
ZTLQ klm— ]{? + k’l an —’}/ klm— k%+§k1)7

de forma que

M 3. 3
S 0a(T) + ms(L) = (5 + ) (ki — S+ o),

=1

com 0 < 8+ < 1. A equagao (6.13) pode ser reescrita como

y(kim—2k24+3k;)
k1m—7k2+3k1 ,r(5+’7)(k1m—7k2+3k) (%) R (614)

(B (ke $+ 3h) (@ (6.15)

Y(kim—3k3+3k1)
r2 '

Observar que, como 0 < k; < m/3, quanto maior o valor de k;, maior esse termo.

Como o grafo Hj, nao contém triangulos azuis e usando o limite superior

dado no Lema 6.2, obtemos

p3e)m=3k)%(6.16)

Y(kim—3k3+3k1)
(H)™ < r(1+ﬁ+v><k1m—3k%+§k1).(Bg)) S
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Relembre que, por (6.10), estamos assumindo que o nimero de arestas

azuis de H é no maximo ex(m, K;) — Em?. Vamos considerar dois cenrios.

Caso 1: Primeiro suponha que kym — 3k% 4 2k < ex(m, K4) — £m?. Neste cendrio,
todos os vértices na construcao acima podem ser do tipo 1 ou 2. Portanto, tomando
ki =% —+/&m a equagio (6.16) se reduz a

m2  3¢m? 3/Em | m
m2 m2 m | m ’7(7_7_7+7)
r(1+ﬁ+7)(7—%—73¢§ +7) _ (B(;">> ¢ © .y =9akmg 17)
T

Estamos interessados em buscar um limitante superior para a equagao (6.17),
isto é

2 2
< 7AmT+m79a§mQ <rmTfa§m2'

A dltima desigualdade vale pois % < 8a&, para m suficientemente grande. Note que,

na demonstracao, m depende do parametro €, que é escolhido depois de €.

Caso 2: No segundo cenério, suponha que k; = m/3 — /&m + ¢, para g > 0 e g <
VvEm. Novamente, estamos buscando um limitante superior para a equagao (6.16).
Assim, tomando k; = m/3 — v/ém + ¢ na equacio (6.16), temos

r(1+ﬁ+v)(%2+3\/Eqm—%£m2—%q2+%—%\/€m+%q) p(5-0)BvEm=39)% |

(6.18)

(B(r) ) 7(%2+3\/§qm—%§m2—§q2+%—%\/Em+gq>
2 .

r

Vamos novamente supor dois casos.

Subcaso 1: Primeiro suponha que § + v < 1 — k, para alguma constante 0 < k.

Portanto, um limite superior para a equagao (6.18), tomando 1 + 8+~ =p, é

(B 43VEm—Sem* 3P+ 33 VEm+da) | (4-a)(3vEm-30)? O p(BE+3eem+ 3 +EevEm)+3em?+3e2m?
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2 2
< Tme+3pc§m2+%+%pc\/fm+3§m2+362§m2 < T%—aﬁmQ
— Y

a desigualdade () decorre de ¢ = c¢v/€m, com 0 < ¢ < 1. Dividindo todos os termos

por m? e reagrupando, a ultima desigualdade é vélida pois

1 (3p/€ »p 2—0p
i e S I - r 1
m< 5 —1—2 +&(a+3cp+3+3c) < 6 (6.19)

que é valido pois, como 0 < ¢ < 1, a e £ sao constantes pequenas, tomando m
grande e observando que 2 — p > 0, isto é, o lado direito é uma constante positiva,

a desigualdade segue.

Subcaso 2: Vamos agora supor que 3 + v > 1 — k, para alguma constante 0 < k.

Assim, tomando 1+ 8+ v = p, a equacao (6.18) é no maximo

2 2 2 .
p(%+3\/€mq—3%m—%+%—3@m+%) +3¢m? —6v/Egm+3¢% —9agm?+18a+/Emg—9aq?
r X

m2 3¢ 2 32 3
B 7<T+3\/qu—§§m —549 —5\/@”)
><< @) . (6.20)
T

Vamos agora dividir em dois sub-casos.

Caso A) 0 < ¢ < %: Como estamos buscando um limitante superior para a

equagao (6.20), tomamos p = 2, entdo a equagao (6.20) é no maximo

dividindo ambos os lados por m?, temo que a equacao acima é

1 «

1
m 25

que ¢é valida para m suficientemente grande.

Caso B) % < ¢ < v/Em: Aqui, novamente vamos subdividir em dois casos.
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Subcaso B1) 0 < % < ~v: Como estamos buscando um limitante superior para a

equacao (6.20), tomamos p = 2, entao a equagao (6.20) é no maximo

gm”  4€"m=
2 30 10 10 2
TmT+m+3\/§m+6a£m2 . <B(T)> < T%faémQ
72 ’

onde a desigualdade ¢é valida pois, tomando logaritmos e dividindo todos os termos
por m?, temos

o (2 24 V) o (PO (£ 0 BVE) (1

Reordenando e agrupando termos semelhantes temos

% (111(7’) +3/EIn(r) — 351\0/5 In (Bg))) +7aln(r) — %m (Bm) < %m (B%) ,

r2

portanto, para m grande suficiente, ¢ pode ser tomado suficientemente pequeno e

a < 1075, segue a desigualdade, observando que o lado direito é fixo.
2.
Caso B2) 0 <y < 3¢

Antes de entrarmos na prova desse caso de fato, vamos argumentar

2449¢

5o - De fato, pela nossa restrigao no nimero de arestas azuis

primeiro que § < 1 —

e pela definicao dos vértices de tipo 1 e 2, temos que
k1
ki + Y (m(T)) + 2 na(T})) < ex(m, Ky) — Em?. (6.21)
j=1

Observando que os termos 3k; + 251:1 n1(1;) sao positivos, temos que um limite

inferior para o lado esquerdo da equacgao 6.21 é

k1
22 o (Ty) < ex(m, Ky) — Em?.
j=1
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Por outro lado,

< 3, 3
j=1

Logo

2 (klm — ;k% + ;k‘l < ex(m, Ky) — Em?.

Assim, tomando k; = % — VEém +q > T - 17\5/02"1, com q = 661‘6;’”, temos como

limitante inferior

m?  867Em? 3, 3
28 ( — — <2 R i
B( 6 5000 )— B(klm 2k1+2k1)’

Portanto, como queremos que

(W) e

3 2500 3
PTE 2449¢
que € valido para todo 5 < 1 — 5.
Agora, temos que 1 + 3+ v <24~ — 2142%“595, como v < < % 10, temos entao

1+8+y<2— %?05 e assim, um limite superior para a equacao (6.20), tomando

L+B8+vy=p,¢

2
( = 43VEqm+ T +3473%735m )+3£m2 6+v/Eqm+3¢> —9aém?+18a/Eqgm—9aq?
r

2

% _21995) m?2 _ 867em? 198Em | | 867¢m?2 _ 2601agm 9
) (2 1250 6 5000 2 T 200 + 3500 2500 m-_oém?

)

<rs

66/Em

VAR < g < +/&m tendo o méximo atingido para

a desigualdade (%) decorre de

_ 66y/Em

2
4= oo

. Dividindo todos os termos por m? e reagrupando, a tultima desigualdade

¢é valida pois

R i 22
100 + < (6.22)

¢! 1+198\/E 8¢  10la 2199
m 25 2500 7500’
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o que é vélido, para m suficientemente grande e levando em conta que o < 107°.

Combinando estes casos, e usando o limite superior (6.1), concluimos

que o numero de coloragoes P;-livres do grafo G satisfaz

3z

2
Coeam(@) < M-I p(riim (estm i) ()

n>1
ex n7K4
< e ),

como & > 10* - (r+1)-n+10*- H((r + 1)n), o que contradiz a hipitese

de que [C,.(x, p)(G)| > r=(E4) que prova a Afirmacio 6.1.

Para concluir a prova da Afirmacao 6.1, e portanto, do Teorema 1.17,
ainda precisamos provar Lema 6.2. Para este fim, vamos fixar um inteiro r tal que
92 <r <135, e seja H um grafo multicolorido Pj-livre, para o qual todas as arestas
sao verdes. Lembrando que estamos assumindo que todas as arestas possuem pelo

menos duas cores.

6.1.3 Prova do Lema 6.2

A prova do Lema 6.2 serd por indugao, e iremos dividir o conjunto &
dos grafo reduzidos Pj-livres, onde todas as arestas ou sao verdes ou sao arestas
azuis que nao formam triangulos, em duas classes. Uma dessas classes, chamada Sy,

contém todos os H € S que sao Kj-livres.

Lema 6.3. Seja H € S; de ordem m, para todo 92 < r <135 e 0 < a < 107°, o

sequinte € vdlido:

o(H) < ri e, (6.23)



Demonstragao. Fixe H € & com m vértices. Lembre da definicao de

cH)= T IL.|voor,

ecE(H)

onde |V (H)| = m.

Se m = 1, nao ha nada para provar. Se m = 2 e 92 < r < 135, temos

que ¢(H) < ri, entdo

para todo 0 < a < %.

Param = 3 e r > 92, como ‘H nao contém triangulo azul, o produto

2

do tamanho das listas das arestas é no maximo r# - ry. Portanto, temos que ¢(H) <

(r-r-ro)s, portanto

< (r?-V6r — 35)% <rive

©|=

c(H) < (r* - rp)

a ultima desigualdade é valida pois, elevando ambos os lados da ultima inequagao

ao quadrado e tomando logaritmo, temos

In(6r — 35) < 2In(r) — 18aIn(r)

21n(92)—In(6-92—35) 21In(r)—In(6-r—35)
para a < 0.034 < 181n(92) = 18 In(r)

Vamos agora assumir que m > 4. Pela definicao de &;, as arestas ou
sao verdes ou as arestas azuis nao formam uma cépia de K3, ou seja, o conjunto
E, 41 U---U E, nao pode conter uma copia de K3. Assim, pelo Teorema de Turén,
temos

B+ 4 |By] < ex(m, K3) < —m?. (6.24)

1
4
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Considere agora r, = r,(r) como segue

(

23 se132<r <135
22 se 126 <r <131
21 se120<r <125
20 selld <r <119
c 19 se 108 <r <113
18 se 102 <r < 107

17 se 96 <r <101

16 se92<r <95

\

O conjunto E,, U---UE, nao pode conter uma cépia de Ky, pois 6-r, > r
e, portanto, qualquer cépia de K, com esta propriedade produziria uma cépia de Py

em H. Isto leva a

2
B |+ 4 |E| < ex(m, Ky) < % (6.25)
Novamente, pela definicao de &7, o conjunto Ey U --- U E,. nao pode
induzir uma cépia de Kj. Assim, pelo Teorema de Turan, temos
3m?
[Bal + -+ [Ep| < ex(m, K5) < ——. (6.26)

Se definirmos z; = |E;|/m? para j € {2,...,7}, por (6.2), temos

c(H) = H 3%, (6.27)

de modo que In ¢(H) é limitado superiormente pela solugdo étima do programa linear
max Z xjlnj
j=2
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st. Xyt + a2, <

1
xr*—i_' +xr§_7
3
] = 3
Jj=2 8
Ij>07j€{27 ,7”}

Resolver este LP fornece a solugao étima x, = 1/4, x,, = 1/12, 2,» =1/24 e 2; =0

1
para os valores restantes de j. Isso leva a ¢(H) < ri -roﬁ -ri*. Para 132 < r < 135,

temos que r, = 23 e entao

|~

c(H) < rirgiz 2t
< ri-(\6-r—35)2.23m
1 S T
= ri.(6-r—35)21 2321 <73

ja que, apds aplicar logaritmos na tltima desigualdade, e multiplicar todos os termos

por 24, ela segue pois

In(6r — 35) + In(23) < 2In(r) — 24aIn(r),

Dado que para os valores r < 132 a prova acima ¢é analoga, basta con-

siderar os valores de r* apropriados ao intervalo, sua prova serd omitida. ]

Para completar a prova da Afirmacao 6.1, vamos considerar os grafos

reduzidos que nao sao considerados no Lema 6.2.
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Em nossos argumentos, usamos o seguinte problema de otimizacao para

inteiros positivos p > 2 e L:

max Ha:j (6.28)
j=1

st. ¢xy,...,ee € N={1,2,...}
T+ -+ T <p

c< L.
Definicao. Dados inteiros positivos k > 2 e r > 2, seja

(i) cx(r) o maximo do problema de otimizagao (6.28) com p =re L = (’;),

(ii) ¢;(r) o méximo do problema de otimizagao (6.28) com p=re L = k.

Os proximos trés lemas técnicos auxiliarao na demonstracao do Lema 6.7.

Lema 6.4. Sejam k > 4, e H o grafo reduzido multipartido Pj-livre tal que |Le| > 2
para toda e € E(H), e assuma que A C V(H) € tal que H[A] é isomorfo a K.
Para um vértice v € V(H) seja E'(v) = {{v,2} € E(H): x € A}. Para qualquer

veV(H)\ A, vale o sequinte limitante superior

N\
r—2-(2
H |Le| < ci(r) < G(r) = max { 7,72, (—(2)> cjed{3,...,k} p. (6.29)
e€E'(v) J

Demonstragao. Seja A = {x1,..., 2z} e note que A induz uma clique e que H é P;-
livre. Para cada aresta e € E’'(v), seja x. = |L.|. Primeiro, considere que E’'(v) tem
apenas uma aresta, digamos e; = {x1,v}, assim x., < r. Agora, considere o caso em

que E’(v) tem duas arestas, digamos e; = {z1,v} e ea = {x2,v}, como nao temos
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restrigoes nas listas de coloragoes dessas arestas, temos que |Le,| - |Le,| < r%. Por
ultimo, vamos considerar o caso em que E’(v) tem 3 ou mais arestas. Se tomarmos
quaisquer 3 vértices de A, suponhamos {z1, x5, x3}, e adicionarmos v a este conjunto,
teremos uma cépia Ky, com V(Ky) = {1, 2, 3,0}, logo, temos que todas as listas
de cores associadas a e € E'(v) tem que ser disjuntas de todas as listas de cores
de e € E(A). Portanto, as listas de cores das arestas entre v e A sdo mutualmente
disjuntas e |Le[ > 2, 1080 > ey Te <7 —2- (g) Seja j < k o ntimero de arestas

entre v e A. Claramente temos que

J
k
H |Le|§maX{Hai:1Sjgk;,al,...,aj>0,a1—|—---—|—aj§7’—2-(2)}:ck

e€E (v) i=1

O resultado segue porque para a; +---+a; < r, isto é,

]

Lema 6.5. Sejam r e k > 4 inteiros positivos. Para j > 1, considere a parti¢ao
E(Ky) = E1U---UE; do conjunto de arestas do grafo completo Ky, e inteiros positivos

1 <sq,...,8; <1 tais que

J
r< Z |Ez|sz
i=1

Entao, para qualquer atribuicao de lista de cores em [r] as arestas de Ky, tais que,
para cada i, todas arestas e € E; tem lista de tamanho pelo menos s;, existe uma

copia de K4 para a qual duas das listas tém intersecao nao vazia.

Demonstracao. Basta observar que para qualquer K, com k > 4, quaisquer 4
vértices {u,v,w,z} € V(K}) formam um Ky, logo se duas arestas quaisquer, su-

ponhamos {u,v} e {w, 2z} tiverem uma mesma cor , isto é, &« € Ly, € & € Ly 2y,
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isso significa que a cépia de K, induzida por {u, v, w, z} conterd algum padrao proi-

bido em Pj. O

Lema 6.6. Sejam r > 2 e k > 4 inteiros. Seja ‘H grafo reduzido multicolorido P -
livre cujo grafo subjacente é Ky, e cujas listas de arestas estao contidas em [r] e tém

tamanho de pelo menos dois. Entao

k

T 12 < a0 = (U) Y

e€E(H) 2

Demonstragao. Dada uma aresta e € E(H), seja z. = |L.|. Seja E; o conjunto das

r

arestas de H cujas listas tém tamanho . Pelo Lema 6.5, >~ c g3y Te = Do 1| E| <

r, dado que H e Pj-livre.

Em particular, o vetor (z¢)ecp) ¢ uma solucao viavel para o problema

k

2). Para a desigualdade, observe que para

de otimizacao (6.28) com p =re L = (

qualquer escolha de j ndmeros reais positivos tais que a; + - -- +a; < r, temos que

k

CIRNG
a; S N .
11 <<2>>

Isso conclui a prova. O

Agora estamos prontos para provar o resultado desejado.

Lema 6.7. Fize um inteiro v tal que 92 < r < 135. DadoH € S\S1 e 0 < a < 1076,

temos que

W=

c(H) <rs™e.

Demonstragao. Seja r € {92,...,135}. Por contradigao, assuma que o resultado é

falso e escolha um contraexemplo H € S\ S; com o nimero minimo de vértices. Seja
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m o nimero de vértices de H e w(H) > 5 o tamanho de uma clique maxima em H.

Primeiro mostramos que H nao é isomorfo a uma clique Kj.

Se H ¢é isomorfo a um Kj, o Lema 6.6 nos da que ¢(H)* < ¢5(r) =
(r/10)1. Portanto, ¢(H) < ((r/10)1)z = (r/10)%/5 < r3~* se

—In135+61n10 < —Inr+61In10
15In135 - 15Inr

a<0.12 <

Como w(H) > 5, entdo o fato de que H # K5 implica que m > 5. Fixe
k = 5 e escolha um conjunto A de vértices tal que A induza uma cépia de K5 em
H. Dado um vértice v € V(H) \ A, seja ¢, o produto dos tamanhos das listas nas

arestas que conectam v a A. Claramente,

()™ = c(HAD - | [T o | - eV (H)\ AY (6.30)

veV(H)\A

Sabemos que ¢(H[A]), c(H[V(H) \ A]) < 73~ pela minimalidade de H.
Como ¢, < ¢5(r) pelo Lema 6.4. Entao (6.30) leva a

c(H)™ < G (e ()0 (3 (m=5)

_ < E5(T> e . —a)m?

Concluimos que ¢(H)™ < r=Im* pois e5(r)/rl0/3710 < 1 para 92 < r < 135.
Aqui, basta verificar que 5(r), definida em (6.29), satisfaz, ¢;(r) < r'/3-1%  QOb-

=203 Portanto a

serve que, para todo 92 < r < 135, temos que (%)4 < ( 5

desigualdade anterior é equivalente a

—20\°
25(r) = <r . ) < p10/3-100
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que ¢é valido para todo

10In 135 — 15ln(135 — 20) +15Inb < 10lnr —15Inr — 20+ 151In5
30In135 - 30Inr ’

a <0.013 <

Isso conclui o passo de inducao e prova o Lema 6.6. [
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7 CONCLUSAO

Nesta tese, estudamos problemas de coloracoes de arestas dentro da
Teoria Extremal de Grafos. Mais especificamente, procuramos por grafos que maxi-
mizem o nimero de coloracoes de arestas, quando queremos evitar um determinado
grafo completo munido com um padrao de cores, ou uma familia de padroes de cores,
os quais chamamos de problemas de coloracoes de Erdés e Rothschild. Na estratégia
de demonstracao, seguimos uma linha semelhante a de [1] e [24] utilizando o Lema
da Regularidade de Szemerédi e programacao linear, adicionando alguns argumentos

indutivos a nossa prova para a obtencao de resultados mais precisos.

Inicialmente, estudamos grafos de ordem n que maximizam o ntmero
de r-coloragoes de arestas que nao contenham uma copia de Ky, onde a familia de
padroes de K, considerada é a familia de padroes P} que nao contém o padrao
arco-iris K}'. Mais especificamente, mostramos que para todo k > 3, obtemos co-
tas inferiores para o parametro ro(Pj), e cotas superiores, também referentes ao
parametro ro(P;). Também apresentamos uma construgao para cotas superiores, em
relac@o ao parametro ro(P;), onde para todo r maior que essa cota superior, o grafo
de Turdn T_1(n) ndo é mais o grafo (r, P;)-extremal. Esses resultados foram apre-
sentados como resumo expandido no XI Latin and American Algorithms, Graphs
and Optimization Symposium [7]. Uma versao completa desse trabalho foi aceita

para publicacao pelo periddico Discrete Applied Mathematics [8].

Outra contribuigao dessa tese é um resultado para k = 3, do problema do
paragrafo acima, isto ¢, consideramos a familia de padroes P; = { K. §2), KM} do grafo

completo K33 e, determinamos que o parametro 7o(P3) vale 26. Mais especificamente,
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provamos que o grafo de Turdn T»(n) é o tnico grafo extremal, para a familia de
padroes P;, para2 < r < 26. Parar = 27, apresentamos uma construgao que garante
que o grafo To(n) ndo é mais o grafo (r, P)-extremal, pois o grafo Ty(n) possui mais
coloragoes P;-livres. Esse resultado foi apresentado no XLI Congresso Nacional
de Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC 2022) e foi publicado como
resumo expandido no Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational
and Applied Mathematics [41]. Em breve, também esperamos submeter a versao

completa & publicacao, uma vez que ela se encontra em preprint [25].

Por fim, mas de modo similar ao resultado anterior, progredimos no me-
lhoramento da cota inferior do parametro r(P;). Os resultados do Capitulo 4 foram
apresentados na secao de posteres do Latin American Congress on Industrial and Ap-
plied Mathematics (LACIAM). Pretendemos concluir esse resultado, buscando uma
cota inferior para o parametro ro(P;) ainda melhor que a j& encontrada, uma vez em
que acreditamos ser possivel encontrar algumas restricoes que tornem isso possivel.

Futuramente queremos também submeter a versao completa a publicagao.

7.1 Problemas Futuros

Devido a variedade de problemas aqui estudados, e as varias técnicas
empregadas para suas demonstracgoes, problemas derivados surgem de uma maneira
natural, ora por serem extensoes de problemas resolvidos, ora por serem problemas
identificados no processo. Vamos aqui mencionar alguns problemas que pretendemos

seguir trabalhando em busca de suas solugoes.
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Um problema que surge de forma natural como um trabalho futuro é
empregar a técnica utilizada para a demonstracao do Teorema 1.15 na obtencao de
cotas inferiores do parametro ro(P;) melhores para o Teorema 1.11, uma vez que ela
mostrou-se eficaz para provar que o grafo Ty(n) é o grafo (r, P;)-extremal estendendo
a cota inferior até o valor do parametro. Entao, um caminho que pretendemos seguir
¢ o de identificar os valores exatos dos parametros ro(P}), para k > 4, identificando
o exato valor de transi¢do, onde os grafos de Turdn Tj_i(n) sao os grafos (r, P)-

extremais.

De uma forma mais especifica que o problema considerado nos paragrafos
anteriores, poderiamos considerar a estratégia de demonstracao do Teorema 1.13 para
provar que o grafo de Turdn Ty(n) é o grafo (r, Pj)-extremal, para r > 27. Outra
questdo a ser considerada também é determinar o valor do novo parametro r,(P%),
isto é, o valor 7o(P%) para o qual o grafo de Turdn Ty(n) deixa de ser o grafo (r, Pi)-

extremal, para r > r,(P;).

Outro problema que poderia vir a ser considerado ¢ o de buscarmos
uma fungdo que indique os valores dos parametro ro(k), ndo apenas para quando
o grafo de Turan é o extremal, mas para cada grafo que é o P;-extremal, em um
determinado intervalo de r, uma vez que podemos notar que quando maior o valor
de r, os grafos extremais irao mudar, isto é, buscar pelos parametros de transicao
dos grafos Pj-extremais, para cada k > 3 fixo. De forma similar, identificar uma
funcao que nos mostre quem sao, estruturalmente, esses grafos extremais, uma vez

que até o momento nao temos uma forma de caracteriza-los.

De uma forma mais geral, ainda pensando sobre coloragoes evitando

familias P de padroes de um grafo completo K} envolve o conjunto B(P) definido
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no Capitulo 1. Lembre que o conjunto B(P), associado a familia P de padroes do
grafo completo K}, é o conjunto de todos os valores de r tais que existe ng onde,
para n > ng, o grafo de Turdn T;_;(n) é o tnico grafo (r, P)-extremal. Uma questao
que surge nesse sentido é, considerando o conjunto B(P), se esse conjunto deixaria
de ser um intervalo de nimeros naturais, uma vez que para as familias conhecidas

até o momento, isso nao ocorre.

Como um problema mais especifico, mas na mesma dire¢ao do paragrafo
anterior, seria perguntar se, para a familia Py, existiria um novo parametro r4(Py),
onde 7§ (Pf) > ro(Py), em que para r > r5(P;), o grafo de Turdn Ty_;(n) voltaria a
ser (r, Pj)-extremal, fazendo com que o conjunto B(P}) deixe de ser um intervalo de
numeros naturais. De uma forma semelhante, poderiamos fazer a mesma indagacao
para a familia Py, isto é, se existiria um novo parametro r5(Py), onde ri(Py) <
r1(Px), em que para r < rj(Py), o grafo de Turdn Tj_,(n) voltaria a ser (r, P)-

extremal.
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