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Resumo

Nesta dissertacao um modelo quantico integravel de trés pocos sujeito a uma quebra de integrabilidade
é investigado, com énfase em aplicag6es no controle de emaranhamento de estados quanticos e em interfe-
rometria. Iniciando por uma introducao histérica, uma familia de modelos de m + n pocos de potencial em
condensados de Bose-Einstein dipolares é apresentada, com um regime dindmico especial, denominado de
Regime de Tunelamento Ressonante. Neste regime, expressoes analiticas para a evolucao temporal de gran-
dezas de interesse podem ser extraidas. Tomando-o como ponto de partida, uma andlise do emaranhamento
dos estados quanticos do sistema é conduzida em termos das entropias de Von Neumann e das funcgoes de
correlacdo. Em seguida, um protocolo capaz de controlar o nivel de emaranhamento de estados quanticos
através do tempo de aplicacdo de uma quebra de integrabilidade é desenvolvido, a partir de diferentes estados
iniciais. E mostrado que este protocolo é capaz de gerar NOON states em diferentes partes do sistema. A seguir é
verificado que este protocolo pode se comportar como um interferémetro de dois feixes, com sua diferenca de
fase ¢ podendo ser estimada a partir de operadores de paridade. Nessa aplicacao, mostra-se que a incerteza A¢
se localiza préxima ao Limite de Heisenberg. Esta dissertacao é concluida realizando uma contextualizagdo
dos fendmenos estudados, apresentado algumas questdes em aberto que podem abrir caminho para futuros

trabalhos.



Abstract

In this dissertation, a quantum integrable model with three wells subject to an integrability break is investi-
gated with a focus on its applications in controlling quantum states entanglement and interferometry Beginning
with a historical introduction, a family of models of m + n potential wells in dipolar Bose-Einstein condensates
is presented, with a special dynamical regime, called Resonant Tunneling Regime. In this regime, analytical
expressions for the time evolution of quantities of interest can be extracted. Taking this as a starting point, an
analysis of the system’s quantum states entanglement is conducted in terms of the Von Neumann entropy and
correlation functions. Next, a protocol capable of controlling the quantum states’ entanglement level through
the application of an integrability break for different initial states is developed. It is shown that this protocol
is also capable of generating NOON states in different parts of the system. Additionally, it is verified that this
protocol can behave as a two-beam interferometer, with its phase difference ¢ being able to be estimated from
parity operators. In this application, it can be seen that the uncertainty A¢ is located close to the Heisenberg
Limit. This dissertation is concluded by contextualizing the studied phenomena and presenting some open

questions that may lead to future works.



Press Release

Desde o Inicio do século passado, a Fisica passou por uma explosdo de ideias inovadoras e desafiadoras em
seu eterno desafio de descrever o mundo em que vivemos. Um desses novos conceitos foi a Fisica Quéantica,
que, descrevendo a matéria a partir do ponto de vista de funcoes de onda, trouxe um novo olhar sobre as
interacOes das particulas num nivel (sub)atdmico. Com o advento de novas tecnologias, estd sendo possivel
utilizar os conceitos introduzidos por ela como um novo paradigma de computacao com a promessa de tornar
mais eficiente a resolucao de muitos problemas modernos nesse campo, através da implementacdo de portas
légicas “quanticas”. Outra drea de pesquisa que se beneficiou da Fisica Quantica foi a interferometria, pois
agora é possivel utilizar outras particulas para se investigar as propriedades de materiais além de somente
luz. Até hoje, uma das principais maneiras de se extrair informacao a respeito de um material se d4 através de
interferometria.

Outra predicao oriunda da Fisica Quantica foi um estado da matéria especial a baixas temperaturas, em que
suas particulas constituintes estariam em uma grande fun¢ao de onda coletiva, chamado de condensado de
Bose-Einstein. Esse condensado é importante, pois ele mantém propriedades quanticas, como emaranhamento,
que podem ser exploradas macroscopicamente. O Modelo de Trés Pocos Integravel é composto por trés
desses condensados que interagem entre si por tunelamento, forgcas de contato, ou interacées dipolo-dipolo.
A integrabilidade do modelo € obtida através do balanceamento dessas intera¢cdes para que o méaximo de
informacdo possa ser extraido do sistema através de expressodes analiticas. A partir dele, foi produzido um
protocolo capaz de manipular sua entropia, o que permite a criacao de estados com niveis controlados de
emaranhamento para possiveis aplicacdes nas “portas quénticas”. Sua integrabilidade também permite que esse
mesmo protocolo possa ser utilizado em analogia a um interferémetro, cujo limite de resolucdo foi explorado
para estados iniciais especiais. Estes resultados podem ser tteis na fabricagdo de novas tecnolgias quanticas.



Press Release

Since the beginning of the past century, Physics has passed through an explosion of challenging ground
breaking ideas in its eternal quest for describing the world we live in. One of these new concepts was Quantum
Physics that brought a new look over particles interactions on a (sub)atomic level by describing matter through
the wave function point of view. With the advent of new technologies, it is being possible to use the concepts
introduced by it as a new paradigm of computation with the promise of making the resolution of many modern
problems in this field more efficient, through the implementation of “quantum” logic gates. Another research
area that has benefited from Quantum Physics was interferometry, because now it is possible to employ
particles to investigate the properties of materials other than just light. Still today one of the main ways to
extract information with respect to some material is through interferometry.

Another prediction from Quantum Physics was a special state of matter at low temperatures in which its
constituents would be in one great collective wave function, called Bose-Einstein condensate. This condensate is
important because it mantain quantum properties, such as entanglement, that can be explored macroscopically.
The Integrable Three Wells Model is made up of three of such condensates that interact with one another by
tunneling, contact forces, or dipole-dipole interactions. The model’s integrability is obtained by balancing
these interactions so that the maximum amount of information can be extracted from the system through
analytic expressions. From it, a protocol capable of manipulate its entropy, which allows the creation of states
with controlled entanglement levels, has been produced, for possible applications in the “quantum gates”. Its
integrability also enables this same protocol to be used as an interferometer analog, whose resolution limit was

explored for special initial states. These results can be useful in the creation of new quantum technologies.
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Capitulo 1

Introducao

E possivel que, em determinadas condi¢des, a matéria se organize em outros estados além dos trés estados
bdsicos com que estamos mais familiarizados na vida cotidiana, com propriedades bem distintas e tinicas. Os
condensados de Bose-Einstein sdo um exemplo disso. Dado um conjunto de bésons, suas funcées de onda
simétricas permitem que, a baixas temperaturas, eles passem a ocupar cada vez mais o estado fundamental
do sistema, todos com os mesmos nimeros quanticos. Essas particulas criam uma funcao de onda coletiva
altamente correlacionada, que corresponde a um novo estado da matéria, de origem estatistica, hoje nomeado
em homenagem a seus idealizadores: Albert Einstein e Satyendra Nath Bose. Apesar de proposto em 1924 por
Einstein [1], tendo se inspirado nos trabalhos anteriores de Bose [2], sua realizacdo sé veio a ocorrer em 1995
nos experimentos de Eric Cornell, Carl Wieman e colegas com dtomos de 87Rb resfriados a 170 nK [3], utilizando
o método de resfriamento desenvolvido por Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji e William D. Phillips [4], que
viriam a receber o Prémio Nobel de Fisica em 1997. Quatro meses depois, de forma independente Wolfgang
Ketterle do MIT (Massachusetts Institute of Technology) produziu um condensado formado por 23Na [5, 6].
Esses achados culminaram no Prémio Nobel de Fisica de 2001 para Cornell, Wieman e Ketterle.

Desde sua primeira realiza¢do, um nimero muito grande de experimentos tem sido realizados com conden-
sados de Bose-Einstein. Entre estes, é importante mencionar uma série de experimentos realizados pelo grupo
do Prof. M. Oberthaler, em Heidelberg, que observou tunelamento do tipo Josephson e um regime de autoapri-
sionamento utilizando um condensado de Bose-Einstein aprisionado num potencial de dois pocos [7]. Esses
experimentos podem ser bem descritos através do modelo de Bose-Hubbard de dois sitios [8-13]. Esse modelo
ja foi utilizado na descricdo de certas caracteristicas de sistemas de 4&tomos ultrafrios em redes épticas como a
transicdo de fase de superfluido para isolante de Mott [14] e os colapsos dinamicos de ondas de matéria [15].
Uma caracteristica peculiar do modelo de Bose-Hubbard de dois sitios é a sua integrabilidade, que somente é
mantida para o caso de 1, 2 e infinitos sitios [16].

Basicamente a integrabilidade é a capacidade de se encontrar solu¢des analiticas para um determinado
sistema. Classicamente isso pode ser obtido por meio de quadraturas no formalismo de Liouville-Arnold [17-19].
Num contexto quéntico, isso pode ser obtido para determinados sistemas, incluindo o Modelo de Bose-Hubbard,
através da resolugdo do espectro de energias pelo ansatz de Bethe [20], e ja foi aplicada em diversas dreas como
Fisica da Matéria Condensada [21-23], Teoria de Campos [24, 25], Fisica Atdmica e Molecular [26-29], entre
outras. Historicamente, as primeiras propostas de modelos integraveis surgiram com Hans Bethe em 1931 com

a criacao de seu ansatz para a resolucao do modelo de Heisenberg [30]. O interesse em modelos integrdveis vem
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do fato de que nem sempre € possivel aplicar com eficiéncia teorias de campo médio ou teorias de perturbacdo
diretamente aos sistemas estudados, devido a flutuacées quanticas. No intuito de generalizar a integrabilidade
de sistemas quanticos, o ansatz de Bethe foi aperfeicoado no que hoje é chamado de Método do Espalhamento
Quantico Inverso (MEQI) [31-34] em que, dado um sistema integravel pelo Bethe ansatz, é possivel se extrair
seu espectro e quantidades conservadas.

Ao longo da historia, o Bethe ansatz ja foi utilizado por C. N. Yang em 1967 para encontrar solucdes
exatas para o problema de muitos corpos unidimensional com interacdo do tipo delta repulsiva [35, 36] e,
posteriormente, em 1978 para se solucionar o modelo de 8 vértices por R. J. Baxter [37,38], além de ter recebido
contribuicdes importantes de Faddeev e Takhtajam e dos tedricos Lieb e Wu, entre outros [39]. No contexto
do modelo de Bose-Hubbard, o seguinte modelo de dois pogos que descreve dois condensados acoplados por

tunelamento Josephson [10], foi proposto por A. Legget:
K A £
H=E(Nl—Ng)Z—T'u(Nl—Ng)—?](airag+a£a1), (1.0.1)

em que K corresponde ao termo que descreve a interagdo entre as particulas (amplitude de espalhamento de
ondas s), Ay € um potencial externo e €5 € a amplitude de tunelamento. Os termos N; denotam os operadores
ntmero de particulas no pogo j ,e os termos a; e a; sdo operadores destruicdo e criacdo de particulas no pogo
Jj respectivamente. Este modelo inspirou uma proposta de um modelo integréavel de trés pocos [20] dada pelo

seguinte Hamiltiniano:

il t

H= Qz(d;dl +a,az+azax + a;ag) + Q((l;r(l?, + agal) +uNy + a2 No + uN3, (1.0.2)

em que Q e Q, sdo amplitudes de tunelamento e u e yup denotam potenciais externos. No entanto, apesar
de integravel, o modelo (1.0.2) ainda ndo conseguia descrever interacoes entre particulas, o que é essencial
para uma discussao fisica do problema. Portanto, mais estudos foram conduzidos nessa area até que foi
encontrada uma familia de modelos integraveis de m + n pogos [40,41]. O nimero total de pogos do modelo é
descrito dessa forma porque ele possui duas classes distintas: a classe A e a classe B. Definindo as quantidades
Np= Z;Zl a}aj,NB = Z;’zl b;'.bj, A= Z;ﬁ:l ajajeB= Z;.lzl B;b; em funcao dos operadores criagao da primeira

classe a}L. e da segunda classe bj., a familia de modelos de m + n é dada pelo seguinte Hamiltoniano:

Hypp=U(Ns— Np)?+ 1t (Ns — Np) + t(A*B+BTA). (1.0.3)

Nesse modelo, U é um parametro de interacao intra e interpogos, 12 € um potencial externo e t denota o termo de
tunelamento entre pogos, sendo que a; e §; sdo constantes reais tais que Z;.": 1 |a i |2 = 27:1 | Bj |2 =1 (maiores
detalhes em [40] ). Também é importante observar que N4 + N é o ntimero total de particulas N. Os modelos
de m + n pocos integraveis vieram em resposta ao vdcuo deixado quanto a integrabilidade dos Modelos de
Bose-Hubbard de 7 sitios, como ja mencionado anteriormente.

Alguns estudos usando o Hamiltoniano (1.0.3) ja foram realizados para os casos de m + n < 5. Por exemplo,
o modelo de 2 + 1 pocos foi usado para investigar a geracdo de estados emaranhados [42], enquanto que a
producdo de NOON states e sua aplicacdo em interferometria foram investigadas usando o modelo de 2 + 2
pocos [43,44]. Em ambos 0s casos, propostas de possiveis realizacdes experimentais foram idealizadas usando
condensados de Bose-Einstein com 4tomos dipolares (como 54Dy e %2Cr) em armadilhas 6pticas.

O NOON state tem recebido bastante atengdo devido a seu potencial em metrologia quantica [45], por
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ser um estado capaz de gerar medidas de estimadores com maiores niveis de precisdo. Ele é obtido ao final
do processo de minimizacao da incerteza associada ao processo de medida [46], sendo definido na base de

Fock [47] {|n;, N — n;1)} como: _
|N,0) +e'?|0, N)

WNoon) = ———F——— (1.0.4)
V2

As caracteristicas metroldégicas que distinguem |¥ yoon) de outros estados devem-se ao seu emaranhamento,
uma propriedade de natureza puramente quantica (sem andlogo cldssico) e que matematicamente se reflete na
impossibilidade de escrever o estado do sistema como um produto de estados de suas partes. O emaranhamento
quantico produz correlagées ndo locais entre partes separadas do sistema no momento da medicdo [48] e é um
recurso chave na implementacéo de diversas tecnologias quanticas, destacando-se o algoritmo de fatoracao
rapida de grandes nimeros [49] e a transformada de Fourier quantica [50], que puderam ser implementadas
a partir do controle fino de sistemas quanticos em laboratério [51,52]. O nivel de emaranhamento de um
sistema é considerado por muitos autores como uma medida de o quao “quantico” (ou o quao “classico”
dependendo do ponto de vista) é um determinado estado quantico. Inicialmente foram desenvolvidas uma
variedade de funcdes como a entropia de Von Neumann [53, 54], funcdes de correlacao entre observaveis [55],
entre outras, que, com o tempo, vieram a conectar entrelacamento quantico com outras quantidades fisicas,
como quantidade de informacao carregada por um sistema (funcao de informacdo quéntica [53]), sua entropia
termodindmica (funcdo de informacdo de Holevo [56]) e até mesmo na descricao quantitativa dessa ideia do
quéao “quantico” é o sistema (discoérdia quantica [48]).

Até o momento, até onde sabemos, ndo foram realizados estudos sobre a producdo de NOON states e
aplicagdes em interferometria usando o caso do modelo integrével de 2 + 1 pocos. Neste trabalho, este estudo
serd conduzido através da proposta de um protocolo utilizando o modelo de 2 + 1 pogos com uma quebra
de integrabilidade, a fim de realizar o controle do nivel de emaranhamento dos estados por ele gerados. O
Modelo de Trés Pocos Integréavel (MTPI) [42] obtido como um caso particular da familia de modelos Hy, , aqui

apresentada, constitui o principal tema em andlise nesta dissertacao, e é dado pelo Hamiltoniano:
H=U(N; - N+ N3)? + (N1 — No + Ns) + Jy (@l az + a}ay) + J3(a ap + a} az), (1.0.5)

onde U denota o parametro de interacao, 1 € um potencial externo e J;, J3 denotam os termos de tunelamento.
A partir deste ponto, a ndo ser que seja explicitamente especificado, unidades naturais em que 7 = 1 serdo
adotadas.

Esta dissertacao estd estruturada em mais 4 capitulos que proporcionam um estudo abrangente do Modelo

de Trés Pocos Integravel e de suas aplicagdes com énfase no controle de emaranhamento:

¢ No Capitulo 2, o modelo é apresentado, sendo elencadas suas principais propriedades e sua dindmica
é analisada em termos dos operadores nimero de particulas em cada pocgo. As principais ferramentas
de andlise, assim como estados ilustrativos do comportamento da base escolhida para se descrever o
sistema também serdo apresentados. Um regime especial da dindmica do sistema regido por um tipo
especial de tunelamento de segunda ordem serd introduzido, denominado de regime ressonante; este

regime serd utilizado ao longo de todo o resto da dissertacdo para o estudo do modelo;

* No Capitulo 3, uma quebra de integrabilidade serd aplicada ao sistema e as mudancas em sua dindmica
serao discutidas;

¢ No Capitulo 4, é discutido como a quebra de integrabilidade pode ser aplicada para criacdo de estados de
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entropia constante e na criacdo de um operador que implementa um protocolo capaz de manipular um

NOON state coerente em outros NOON states;

* No Capitulo 5 é feita uma analogia entre o protocolo proposto e o interferometro de Mach-Zehender,
sendo conduzida uma discussao sobre os limites de incerteza que podem ser alcancados pelo sistema na

deteccdo de diferencas de fase através da andlise dos estados ilustrativos do Capitulo 2.

Esta dissertacdo finaliza com uma conclusao em que os principais pontos deste estudo sdo elencados, assim
como questdes em aberto que surgiram deste estudo. Os apéndices detalham o desenvolvimento e célculos dos
principais resultados obtidos e ajudam a formar um entendimento sobre os conceitos aqui apresentados. A
expressdo analitica para a evolucao temporal dos estados do sistema, assim como parte dos resultados obtidos
nos Capitulos 4 e 5 sdo resultados originais do autor e constituem sua contribuicao para a area.

10



Capitulo 2

O Modelo de Trés Pocos Integravel

Neste capitulo o modelo de Bose-Hubbard Integravel de trés pogos serd introduzido como um caso especial
do modelo de m+n pocos integravel discutido em [57]. Esses modelos descrevem condensados de Bose-Einstein
aprisionados em pocos de potencial que podem ser agrupados em duas classes distintas e sdo especialmente
desenhados para serem integraveis pela 6tica do Bethe ansatz e pelo MEQI. O MTPI consiste no modelo ndo

trivial mais simples nessa nova familia de sistemas recém definida.

2.1 HAMILTONIANO INTEGRAVEL

Casos em que m+n =2 [58,59], 3 [42] e 4 [60] pocos ja foram estudados na literatura e ja tém propostas de
realizacoes experimentais. Para os sistemas de 2 e 3 pocos, os modelos 1 +1 e 2 + 1 s3o os tinicos possiveis de se
obter da familia (1.0.3), enquanto que para o sistema de 4 pocos as propostas de realizacao experimental se
focaram no modelo 2 + 2. Os trabalhos anteriores nesse sistema consideraram o potencial quimico ¢ =0, como
continuarad a ser feito nesta dissertacao. Com isso, o Hamiltoniano do modelo de trés pocos pode ser definido
como:

H=UN, - N2+ N3)? + J1(al ap + ar al) + J3(a) as + az al), (2.1.1)

em que hé a correspondéncia dos pocos aqui enumerados 1 e 3 com 0s pocos da primeira classe, enquanto o
poco 2 é o pogo pertencente a segunda classe (consequentemente os operadores criagdao para cada um desses
pocos também se identificam com essas classes). Com isso, H pode ser interpretado como um sistema de trés
pocos conectados em sequéncia, com os pogos 1 e 3 nas extremidades e com tunelamento ocorrendo apenas

entre pogos adjacentes.

2.1.1 Quantidades Conservadas

Como a quantidade de particulas em cada po¢o pode variar, o Hamiltoniano (2.1.1) possui trés graus de
liberdade, consequentemente possuindo 3 quantidades conservadas. Duas delas sao fornecidas pelo ansatz de
Bethe [57] que sdo a energia total do sistema e o niimero total de particulas. A terceira quantidade é obtida a

partir da extensdo apresentada em [57] e é representada pelo operador:

Q=]§N1+]%N3—]1]3 (a{a3+a§a1). (212)

11
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Figura 2.1: Descricao esquematica do Modelo de Trés Pogos Integrével. Os pocos, aqui elencados de P1 a P3 estdo dispostos
em sequéncia com as particulas em cada um, representadas em azul, formando condensados de Bose-Einstein com uma
func¢do de onda coletiva representada em verde. As energias de interacdo dipolo-dipolo entre particulas num mesmo pogo e
o potencial de interacdo entre pocos sdo mediadas pelo parametro U no Hamiltoniano (2.1.1) e o tunelamento de particulas
entre pocos vizinhos pelos parametros Ji € J3.

A partir disso, o conjunto completo de observaveis comutantes {H, N, Q} se forma, obedecendo:

[H,N]=0, [H,Q]=0, [Q,N]=0. (2.1.3)

2.1.2 Espaco de Hilbert

Para entender o espaco de Hilbert de (1.0.3), uma base que compreenda a informa¢do do niimero de
particulas em cada pogo 2, = {‘nl,..., nnp>} deve ser pensada, sendo n, = m+ne Z?Zl nj=N. Esta é a
chamada base de Fock e seus estados sdo chamados estados de Fock [47]. Para o caso de trés pocos, os estados
da base podem ser representados através do conjunto {|N — I - k, [, k)}, com [ indicando o nimero de particulas
do poco 2 e k representado o numero de particulas no poc¢o 3. A dimensao desse espaco serd dada pelas

combinacgoes possiveis de se arranjar N particulas em 7, pogos, ou seja:

(N+n,-1) (N+2)(N+1)
Diny) = — = DE) = —————. (2.1.4)
(n, - 1) 2

A acgdo dos operadores criacao e aniquilacao sobre os estados iniciais é dada por:

aHnl,., nnp> ‘/n]+1‘n1, nj+1 nnp> (2.1.5)
aj|n1,...,nj,...,nnp>=‘/n,-|n1,...,nj—l,...,nnp>. (2.1.6)

Com isso, um estado qualquer da base ‘nl, oy nnp> pode ser expresso em termos do estado de vacuo |0, ...,0)

( I
‘”1’ iy )= \/—

como:

(2.1.7)

12
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Para o caso de 3 pocos, essa expressao se reduz a:
N-I-k 1 k
i + t
[«) " () (4])
VIN=T-K! VI V&

Expressando |72;) = |nj1,..., nj,np) € @n,,, um estado geral qualquer | (#)) pode ser escrito nesta base como:

IN=-1-k 1 k)=

10,0,0), 0<I<N,0<k=<N-I. (2.1.8)

D(np)
W)= ), ca; (D7) (2.1.9)
j=1
2.1.3 Regime Ressonante
O espectro de energia de H pode ser estudado em func¢ado do parametro n = %\' emque J = ]f + ]§ como

feito na figura 2.2. A partir deste momento, o modelo isotrépico serd estudado, em que J; = J3 = \/Li’ no entanto,
as expressoes aqui apresentadas se aplicam ao caso geral em que J; # J3. A partir desse espectro, trés regimes
podem ser identificados:

* Regime de Rabi: quando 1 <« 1. Nesse caso o modelo apresenta uma estrutura de bandas com varios
niveis de energia degenerados. A medida que n aumenta, essas degenerescéncias sio levantadas e a
largura das bandas aumenta.

* Regime de Josephson: quando 1 <« i < N2. Nesse regime, ocorre a sobreposicdo das bandas do regime
de Rabi de forma que as energias do sistema se encontram uniformemente distribuidas em determinado
intervalo de valores. Apesar disso, uma nova estrutura de bandas comeca a surgir. E nesse regime que o

espectro de energia se abre, com cada nova banda se separando cada vez mais.

* Regime de Fock: quando 1 > N2. Nesse regime hd uma nova estrutura de bandas de energia bem
definidas. As bandas de energia ja estao plenamente separadas e é neste regime onde estdo os maiores
valores de energia para H. Outra diferenca com relacdo as bandas formadas ao final do regime de
Josephson é que as energias de cada banda se encontram praticamente degeneradas em torno de um

mesmo valor, configurando bandas sem “espessura’.

Os regimes de Rabi e de Fock sdo marcados por estruturas de bandas de energia que, por sua vez, acabam
por impor correlagdes entre as energias do sistema. No entanto, as correlacoes existentes no regime de Rabi sdo
diferentes das presentes no regime de Fock, o que faz com que a regido de transi¢do no regime de Josephson
seja marcada por um processo de formacado de novas correlacées fazendo com que as energias do Hamiltoniano
ndo possuam qualquer organizagao aparente. Por causa disso, 0 MTPI se encontra mais préximo de um caos
quantico dentro desse regime [61]. A partir de certo ponto do regime de Josephson, a estrutura de bandas do
regime de Fock comega a surgir favorecendo processos de segunda ordem. Essas bandas sao compostas por
estados [N — [ -k, [, k) que compartilham o mesmo valor de [ e sua separacdo cresce linearmente com esse
parametro. Isso pode ser visto mais ao se reformular o termo nao linear nos operadores ntimero de (2.1.1) se

aproveitando da conservacdo do niimero total de particulas:
(N] — N + N3)2 = N? = 4N, (N} + N3). (2.1.10)

A expressao (2.1.10) mostra que a separacdo de duas bandas consecutivas cresce linearmente com (Ny) = [.

13
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(c) N = 20. Escala logaritmica. (d) N =10. Naregiao do regime de Rabi.
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Figura 2.2: Energias do sistema em funcao do parametro n = =j— para um sistema de 20 e 10 particulas respectivamente.
Em ambas as figuras, pode ser visto a emergéncia dos regimes que regem o comportamento do modelo. Na figura (c) estd
destacado o inicio do regime de Fock para o sistema de 20 particulas e na figura (d) esté retratada uma ampliacdo da regido
0 <7 < 1 para uma melhor visualizacdo do regime de Rabi.

Quando 1 > 1, o termo de interacdo determina a estrutura de niveis de energia e o termo de tunelamento pode
ser tratado como uma perturbacao. Isso justifica o uso de teoria de perturbacdo dependente do tempo [62] para
se obter um hamiltoniano efetivo que determina a dindmica final do sistema num regime especial da evolucdo

temporal, chamado de Regime de Tunelamento Ressonante (neste trabalho também abreviado como RTR).

2.2 HAMILTONIANO EFETIVO

A partir de teoria de perturbacdo dependente do tempo o Hamiltoniano efetivo do RTR pode ser obtido

conforme mostrado no Apéndice A e pode ser descrito em fun¢do da carga conservada Q como:

1 I+1 l
T4U\N-21-1 N-=21+1)

He=-1Q; A4 (2.2.1)

Esse Hamiltoniano descreve transferéncias de particulas entre os pogos 1 e 3 devido a processos de segunda

ordem, conservando o ntimero inicial de particulas no pogo 2. A teoria de perturbagdo dependente do tempo

também mostra que as bandas formadas ao final do regime de Josephson estdo divididas de acordo com os

14
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valores da energia intra e interpogos 4UI(N — I). Ainda assim, o RTR s6 atua em estados que tém o mesmo valor

de I, sendo que o motivo para tal restricao também pode ser explorado mais detalhadamente no Apéndice A.

2.3 DINAMICA QUANTICA

Nesta sec¢do, formulas analiticas para a evolucdo temporal do sistema serdo apresentadas. Suas derivacoes
seguem do Hamiltoniano efetivo H, que reproduz as mesmas dindmicas de H no RTR. Para a conferéncia de
sua validade, a dindmica obtida com essas expressoes foram confrontadas com a evolucao temporal obtida
através da diagonalizagdo exata do Hamiltoniano H. Esse método € baseado nos autovalores E; e autoestados
|E ;) de energia de H e consiste em escrever um estado inicial qualquer |¥y) como uma combinacao linear
desses autoestados:

[Poy =) c;|E;), 2.3.1)
J

em que ¢j = (Ej|¥o). Como a aplica¢do de uma fungao qualquer f(H) nos estados |E;) serd tal que f(H)|E;) =

f(E j) |E i), aaplicagdo do operador evolugao temporal % (t) = e~ "’ para se obter |¥(¢)) resultard em:

(1) =Y cie EiT|E;). (2.3.2)
j

Devido a sua facil implementacao, esse método auxilia na validacao das expressoes analiticas mostradas
nesta dissertagdo, que por sua vez ajudam a entender relacdes mais importantes sobre o funcionamento do
sistema. Sendo | (1)) e |¥(¢)) os estados do sistema obtidos através de H e de H, respectivamente, uma
expressao analitica para “i’(t)) ja foi obtida em [42] através da representa¢do de Jordan-Schwinger do grupo
SU(2) e ainda outro método analitico de foi desenvolvido no Apéndice A. Para o caso integravel, na notagdo
desenvolvida por [42], o estado |‘i’(t)> =% (t)IN-1-k,l, k) é dado por:

. iw;(N-nt N=1
P()y=e" z Y bulk,,t)IN-I—n,ln). (2.3.3)
n=0
Nessa expressdo, w; =21;J1J3 e
cN-! - bin2j W) \N-I-k-n+2j Wy k2]
bu(k,1,t) = ?jesg(:k,l)(_l) cos(;) sen(?) nej Cj, (2.3.4)
em que
n! . . . .
C;:m, Sutk,)={jelx: j=n—-p, pely_i—k}, Ik={jeN: j<k}; (2.3.5)

cuja evolucdo temporal estd mostrada na Figura 2.3.

O termo 1;]; /3 em w; pode ser agrupado em uma s6 constante de tunelamento efetivo /.. A partir disso,
a dinamica de um observavel correspondente a um operador hermiteano O pode ser estudada ao se fazer
(0) = (¥ (1)|0|¥ (). Nasituagao em que O corresponde ao nimero de particulas em dado pogo de potencial,
a dinamica do sistema no RTR mantém o ntimero de 4tomos no subsistema 1,3 constante, (N7) + (N3) = N — [.

Os resultados analiticos para <Nj> estdo expostos em (2.3.6) e (2.3.7) e mostrados na Figura 2.3, e também ja
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foram obtidos por [42] através de andlise semiclassica.

1
(N7) :E[N—l+(N—l—2k)cos(wlt)]; (2.3.6)
1
(N3) = E[N—l—(N—l—Zk)cos(a)lt)]. 2.3.7)
T e S
. o
R\\ s L} l
15 . ¢ /
. 2 i
/: \.\. Nl ° ) .
2 10 1 "
~ ? 0\ N3 ,‘/ .
[ ‘\ /
5 i s R: "'l ®
o i\ /' * \
o o
. LN
0 ‘ ‘\. } ./ ‘ ‘ ° 00 e \‘\ \
0 200 400 600 800 0 200 400
t t

(a) (b)

Figura 2.3: Evoluc¢do temporal do sistema para 20 particulas no RTR para uma configuracao inicial no estado |20,0,0) com
1 =40. A evolugdo temporal dos valores esperados de nimero de particulas nos pocos 1 e 3 foi mostrada na figura (a). Os
pontos vermelhos e verdes sao os valores obtidos através de (2.3.6) e (2.3.7) respectivamente. Na figura (b) foi mostrada a
evolucao temporal do médulo dos parametros Cij» € comportando conforme representados em (2.3.4). Essa figura possui
21 linhas e, até a metade do intervalo de tempo mostrado, 21 maximos locais, sendo um para cada linha. O primeiro maximo
da esquerda para a direita corresponde ao estado |20,0,0), e os outros seguem em ordem decrescente de ny, para o estado
|n1,0,20 — ny), até o estado |0,0,20). As linhas tracejadas pretas indicam os instante ¢ = % et= % e alinha tracejada azul o

instante t = % O tempo nessas figuras estd em unidades de J reciprocas e os resultados em (a) e (b) foram obtidos através
da diagonalizagdo exata de (2.1.1).

A evolucgao temporal do sistema apresenta notdvel ordem no RTR, diferentemente do que acontece fora dele
quando o parametro U é pequeno, como pode ser visto na Figura 2.4. Uma consequéncia dessa ordem é que os
estados |IN—-1—-k,l,k) e|k,l, N—1— k) sdo equiprovaveis para cada k =0,..., N — I nos instantes t = (n + %) T
et= (n+ %) T,emque T = i—’; Outro fen6meno deste regime é, dado um estado inicial |[N-1-k,[, k), a

emergéncia do estado |k, [, N — [ - k) com probabilidade 1 em 7= (n+ %) T.

2.4 ENTROPIA E FUNGOES DE CORRELACAO

O préximo passo para a compreensao da dindmica do sistema é buscar uma medida de seu emaranhamento.
Para isso a entropia de Von Neumann [42] e as fung¢des de correlacao foram utilizadas. Com essas fungdes, as

informacodes sobre a quantidade de emaranhamento no estado quantico do sistema podem ser apuradas.

2.4.1 Entropia de Von Neumann

Para se chegar na entropia de Von Neumann, primeiro é necessdrio apresentar a matriz de densidade. Dado

um estado |\ (?)), a matriz de densidade p() é o operador f(¢) = [V (1))(W(#)|. Sobre essa matriz, serd aplicada
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Figura 2.4: Evolu¢do temporal do sistema para 20 particulas fora do RTR para uma configuracao inicial no estado 20,0, 0)
com 7 = 1. A evolucdo temporal dos valores esperados de ntimero de particulas em cada poco foi mostrada na figura (a). Na
figura (b) foi mostrada a evolucao temporal do médulo dos parametros Ch- O tempo nessas figuras estd em unidades de J
reciprocas e os resultados em (a) e (b) foram obtidos através da diagonalizagdo exata de (2.1.1).

uma operacao chamada traco parcial sobre o espaco de estados de um subsistema para obter uma matriz
densidade do subsistema remanescente. Seja um espago de Hilbert V= AQ B e um estado |¥) =Y 4@ \ai, b; >

Entdo o traco parcial da matriz de densidade de |'¥) poderd ser dado através da seguinte regra [53]:
trp(laz, bj)ay, byl) = lai){ay|te(1b;) by, (2.4.1)

em que o subindice do traco indica qual subespaco esta sendo excluido.
Essa operacao é uma generalizacdo do traco de uma matriz [53] e a matriz p 4 = trg(p) resultante desse
processo é chamada de matriz de densidade reduzida. A partir das matrizes de densidade reduzidas, a entropia

de Von Neumann pode ser definida como (2.4.2) e é apresentada na Figura 2.5:

Sj=-tr(pjln(p;)), (2.4.2)

em que, para o caso do modelo de trés pogos integravel, as matrizes de densidade reduzidas sao:

p1(8) = trs (tr2 (0(1))) para o espago do pogo 1; (2.4.3)
p2(1) = trs (tr; (0(1))) para o espago do pogo 2; (2.4.4)
p3(1) =tz (tr; (0(1))) para o espago do pogo 3. (2.4.5)

Dessa forma, a entropia de Von Neumann estd diretamente relacionada com a quantidade de emaranha-
mento entre o subsistema j e o subsistema remanescente. Na Figura 2.5a, quadro de baixo, é apresentada a
evolucdo temporal de S; e S3, para o estado inicial |20,0,0). Observa-se que S, = 0 pois o estado do pogo 2
permanece constante no RTR, enquanto S; = S3 # 0 indicando que apenas o estado do subsistema de pocos 1 e
3 possui emaranhamento. S;, Sz e S3 também podem ser desenvolvidas em termos dos coeficientes cj . Para
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um estado |¥) = Zﬁlo Zfi:]k cixIN—-1-k,1, k), as entropias de Von Neumann sao dadas por:

N k k
Si=-Y YlekglPin| Y |Ck—l,l|2); (2.4.6)
k=01=0 =0
N N-k N-k
So==Y Y leriPIn| Y leril?]; 2.4.7)
k=0 [=0 1=0
N N-k N-k
S3==3 3 leplPIn| Y lepil|. (2.4.8)
k=0 1=0 =0

2.4.2 Funcoes de Correlacao

Para gerar outras assinaturas que permitam sinalizar a presenca de emaranhamento no sistema, também

foram avaliadas as funcdes de correlagao dos observaveis N; dadas por:

Cij = (Nij){Nj)—(N;Nj). (2.4.9)

|C ij | se relaciona com o nivel de emaranhamento do sistema porque se o estado é um produto do estado do
po¢o i com o estado dos pogos remanescentes, entdo (N; N;) = (N;){N;) para j # i. Ou de modo equivalente,
se (N;N;) # (N;){N;), entdo o estado ndo pode ser um produto entre os estados do po¢o i e o estado do pogo
remanescente, e portanto, possui emaranhamento. Por causa disso, os extremos da entropia de Von Neumann
e de C;; devem se encontrar nos mesmos pontos no tempo como pode ser visto na Figura 2.5. Além disso, C; é
mais simples de ser calculada do que Sj, o que a torna a ferramenta ideal para o estudo do emaranhamento
neste modelo.

20 T > 0 T N
N 1 S ! / \
Sl / H
-~ L e
=710 - X K i
~ : \\\‘ //// H
: \‘\ /,/ —2 :
0 \ \ \ ) 1
i © i
1 1
1 1
o | i
: 4\
i ¥
0" L ’ — \ R
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
t t

(a) (b)

Figura 2.5: Entropia de Von-Neumann S (#) (figura (a) no quadro de baixo) e fung@o de correlagéo Cy,3(¢) na figura (b) para
o estado inicial [¥o) = [20,0,0) e n = 40. No quadro de cima da figura (a) hd novamente (N;) para que os extremos de S; e

C;j possam ser situados na dinamica do sistema. A linha tracejada preta marca o ponto ¢ = %, com T = i—’f que é o primeiro
extremo local de S e C;;.
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2.5 CONDICOES INICIAIS

Até o momento, o ntimero total de particulas N se manteve constante durante a maior parte das secoes
deste capitulo e o estado inicial do sistema foi dado na forma | N, 0,0). Essa regularidade foi proposital visto
que o objetivo das secdes anteriores era a apresentacdo do modelo e das principais ferramentas de andlise
abordadas nesta dissertacdo. Para completar esse arcabouco teérico, é necessario desenvolver uma intuicao
sobre o comportamento dindmico da base escolhida para se conduzir o estudo do sistema.

Dada uma base ortonormal {|®;)} que defina o espago de Hilbert do sistema, a dindmica de um estado |'¥)
nesse espaco pode ser decomposta em termos da evolucao temporal desses estados da base. Isso significa
que ao se entender a dindmica desses estados, a evolucdo temporal de |¥) pode ser extraida. No caso do
Hamiltoniano (2.1.1), a base que é naturalmente utilizada é a base {|N — [ -k, [, k)} devido ao significado fisico
direto que seus estados possuem. Ao se pensar em sua estrutura e na geometria do modelo, dois casos limites
de estados iniciais podem ser enumerados como:

[¥1) =IN,0,0) € (2.5.1)

|Wy) = N—_l, I, N—_l>, N - par. (2.5.2)
2 2

Com base no que ja foi apresentado, para o estado |'¥), os valores esperados dos operadores N; sdo constantes.

Por causa disso, (IN7) = (N3) = NT_I, porém o estudo de sua evolucdo temporal ainda se faz relevante para que se

possa entender como outras grandezas como Sj, C;j e ¢j; variam através condi¢oes iniciais distintas.
AFigura 2.6a mostra a dindmica do médulo dos coeficientes ¢j; e a Figura 2.6b fornece uma comparagao

entre as grandezas S; e C;; para o sistema iniciado no estado inicial |¥2) para N = 20 particulas. Comparando

esses resultados com o que j4 foi apresentado com a condicao inicial |V, 0,0), pode ser notado que a entropia

do sistema depende do estado inicial em que ele foi preparado.

1.0
\ I | 2
08 1 l e s
{ || i S3
0 T T
T 5 1 oo /// \\\\
S .
x \\\\ ///
S 0 / ‘ ‘\ / ‘ ‘ N
0 200 400 600 800
t t

(a) (b)

Figura 2.6: Distribui¢ao do médulo dos termos Ch, (figura (a)) e de S e Cy3 (figura (b) quadro de cima e quadro de baixo
respectivamente), para o estado inicial |¥'») paran =40 e N = 20. Comparando a figura (a) com 2.3b, pode parecer que hd
aproximadamente a metade das curvas |cj ;| do que antes havia; no entanto, isso se deve ao fato da dindmica das amplitudes
dos estados I[N -1 —k, [, k) ede |k,I, N— I — k) ser amesma ao longo do tempo. Os méximos nessa figura s@o das respectivas
curvas em ordem até % quando se repetem em ordem inversa: |¥»); NT_I -1,1, NT_I + 1> e ‘NT_Z +1,1, NT_Z — 1>;... No
quadro de cima da figura (b), S e S3 estdo sobrepostas.
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O gréfico da entropia apresenta uma pequena queda em ¢ = % para o caso do estado inicial | ¥,), pois nesse
instante, |'¥(¢)) possui apenas um ntimero par de &tomos em cada um dos pogos 1 e 3 o que reduz efetivamente
o numero de coeficientes c¢;; que participam no calculo S conforme (2.4.6) a (2.4.8) consequentemente
reduzindo seu valor. Isso pode ser notado ao ao se avaliar este instante na Figura 2.6a, que possui varios termos
¢i; indo a 0. Como o valor maximo de S;j depende da quantidade de termos ¢, i participando de seu calculo,
seu valor acaba se reduzindo.

O estado |¥»), devido sua simetria, também leva um nome especial na literatura, sendo chamado de Estado
Gémeo de Fock [63]. Ele também é um dos autoestados do operador de permutagdo entre os pogos 1 e 3, Py3,
cuja acdo se d4 por:

Pi3sIN-1-k,Lk)=|k,I,N—-1-k). (2.5.3)

Como Pj3 é unitdrio, seus autovalores sao +1. Dado um estado na base de Fock, segue de Pfs =1
P13(N1 — N3) P13 = N3 — Ni. (2.5.4)

O que implica em (N;) = (N3) para autoestados de P;3. Como P;3 = ¢"? comutando com H, tem-se que a
relacdo (Ny) = (N3) = NT_I sera satisfeita se autoestados de Py3 forem utilizados no RTR.

Nos préximos capitulos, um termo de quebra de integrabilidade serd adicionado ao Hamiltoniano (2.1.1)
e seus efeitos serdo investigados. Este estudo serd titil posteriormente para a proposta de um protocolo que

realizard o controle do emaranhamento.
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Capitulo 3

A Quebra de Integrabilidade

Como visto no Capitulo 2, o Modelo de Trés Pocos Integravel vem de uma familia de modelos integraveis
através do ansatz de Bethe descritos por trés tipos interagoes: inter e intrapocos, de potencial externo e intera-
¢oes de tunelamento. As duas primeiras sao representadas por termos quadréticos e lineares nos operadores
N4 — Np em (1.0.3), modulados pelos parametros U e u respectivamente, enquanto a terceira é representada
por operadores de criacdo e destruicdo e é modulada por uma série de parametros. Este capitulo inicia o estudo
de uma perturbac¢do que pode ser introduzida ao sistema que o retire da regiao de integrabilidade e que lhe

induza novos comportamentos.

3.1 A QUEBRA DE INTEGRABILIDADE EXTERNA

Neste capitulo, seguindo os trabalhos de [64], serd estudada uma quebra da integrabilidade introduzida a

partir de uma diferenca de potencial entre os pogos 1 e 3, expressa aqui pelo operador:
H' =e(N3—Ny), (3.1.1)
em que ¢ é uma constante que mede a forca da quebra. O Hamiltoniano do sistema se torna:
H(e) = Hy+ H' = U(Ni — N+ N3)* + J1(al az + ara}) + Js(ab as + apal) + £(N3 — Ny), (3.1.2)
fazendo com que o operador Q ndo seja conservado ja que ele ndo comuta mais com o Hamiltoniano:
H,Q=2¢/1J3(a]as - ala). (3.1.3)

A Figura 3.1 mostra uma representacdo do sistema submetido a quebra de integrabilidade. Essa quebra pode
ser interpretada geometricamente como a introducdo de uma diferenca de potencial entre os minimos entre os
pocos 1 e 3 como se o sistema estivesse sendo “inclinado” em determinada direcdo. Por fim, tomando o limite

de n muito grande em (3.1.2), o RTR ainda é atingido com a alteracdo:

Ho(e) = H,+ H =-1;Q+¢&(N3 — Ny). (3.1.4)
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Figura 3.1: O efeito que a quebra de integrabilidade externa produz sobre o sistema é a alteracdo dos minimos de potencial
entre 0s pocos 1 e 3. Os pocos estdo identificados com os termos P1 a P3 e as funcdes de onda coletivas das particulas em
cada poco estdo identificadas em verde. Quando € > 0, o termo H' representa a adigdo de um potencial ao sistema que
reduz a energia associada ao po¢o 1 e aumenta a associada ao pogo 3, conforme representado na figura.

3.2 EFEITOS DA QUEBRA SOBRE O REGIME RESSONANTE

Apesar de p =0, H' introduz um potencial quimico néo integrdvel ao sistema. Seu principal efeito sobre o
sistema no RTR € a supressdo do tunelamento ressonante como pode ser percebido na figura 3.2. A conservacao
de particulas no pogo 2 ainda se mantém, de forma que H' age no sentido de impossibilitar tunelamentos entre
os pocos 1 e 3 preservando sua quantidade total de particulas. Como consequéncia desse efeito, o sistema
torna-se localizado. A quebra possui efeitos tanto sobre o periodo do sistema quanto na amplitude de (7;), que

decrescem de acordo com:

An—L —L U_i (3.2.1)
_1+Y2' Y_]1]3 2 A,l ’ L.

enquanto a frequéncia de oscilagao aumenta conforme:

20111 J3 W]
Wy = 4178 ) 3.2.2
Y vVAn vVAn ( )

A Figura 3.2 mostra o efeito da quebra sobre o sistema. Pode ser visto que a medida que € aumenta, a
amplitude das oscilacdes An é suprimida até se anular. O efeito da quebra de integrabilidade sobre a frequéncia
de (N;) /N também pode ser observado nessas figuras. Nas figuras 3.2a o periodo da dinamica do sistema foi
calculado por (3.2.2) e concordou adequadamente com os dados, o que, por si s6 mostra que o periodo das
oscilacoes estd diminuindo. As figuras 3.2b resumem essas constatacoes. No topo foi mostrada a curva An em
funcdo de € de acordo com (3.2.1), e as amplitudes obtidas para as figuras 3.2b a partir da diagonalizacdo exata
de H,. Embaixo a frequéncia w, em fungao de ¢ foi mostrada conforme (3.2.2). Os valores destacados sdo os

valores utilizados para se determinar o periodo de oscilagdo das figuras 3.2a.
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3.3 DINAMICA QUANTICA COM A QUEBRA

Apesar de € impedir uma anélise direta através do ansatz de Bethe, o fato de o RTR ainda existir para esse
sistema ainda torna possivel uma resolucdo analitica para (3.1.4) como realizada no Apéndice A. Dessa solucao,
dado um estado inicial |[N — I -k, [, k) o sistema evolui no tempo conforme:

. iw;(N-nt N=1
[W()=e 2 hnk,,t)IN-1-n,l,n). (3.3.1)
n=0
Com
N-1 _ . _
h(k, 1, 1) = ’ICV_I . y f(t)]g(t)kﬂz—Z]f*(I)N—l—k—n+jcjl_ccrll\f_—jl—k’ (3.3.2)
n  jeSq(k,D
em que:
LWyl LWyt Lyt Lyt
) e s +pre s el el T 3.3.3
1) = , )=——75—; 3.
f 21 g 21 ( )

sendo as constantes a = /%y ef=,/ F+y’ com I = +/1+7y2. Novamente, a partir de (¥ (1)| N;|¥(2)), expres-
soes analiticas para (N;) podem ser determinadas com a quebra de integrabilidade e reproduzem o que ja foi

1.0 7——= — 10.0 T
NS ~ 75
0.5 Pl < D
/ \\\ N / AN ;‘ 5.0 \
0.0 +— — - = S
1.0 — — < 2.5
5 S . 0.0
2 0.5 - —
0.0 - — ~ 2.0
1.0 — ————— .
—
x 1.5 7
0.5 - s )
1.0 "
0.0 e — —— T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
tT ex1073
(a) De cima para baixo: € = 0.001, € =0.003 e £ = 0.01. T= 2nlwy (b)

Figura 3.2: Acao da quebra sobre o sistema suprime o tunelamento de particulas entre os pogos 1 e 3. Nas figuras
(a), os valores esperados das amplitudes normalizadas (N1)/N e (N3)/N foram representados nas linhas azul e verde
respectivamente para diferentes valores de €. O estado inicial adotado para essas figuras foi o estado |20, 0,0) correspondendo
al=k=0eaevolugdo temporal do sistema foi obtida pela diagonalizacdo exata de H com o pardmetro 1 = 40. No quadro
de cima da figura (b) foi registrada a amplitude An (linha azul) de acordo com (3.2.1) e no quadro de baixo a frequéncia wy
(linha azul) em funcéo de ¢ de acordo com (3.2.2). Os valores destacados nessas figuras (quadrados amarelos) correspondem
aos valores obtidos por diagonalizacao exata dos quadros da figura (a).
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obtido por andlise semicldssica em [64]:

1 —cos(wy 1)
<N1>=k+(N—l—2k)[I—An(T)]; (3.3.4)
1 —cos(wy 1)
(N3) = k+(N—l—2k)An(—). (3.3.5)

No limite em que € — 0, tem-se que An — 1l e wy — Wy, fazendo com que (3.3.4) e (3.3.5) se tornem (2.3.6) e

(2.3.7) respectivamente.

1.0 T—— —— L0 =
0.8 - T— 0.8 7

— 0.6 —. 067

& < S

g = )

0.2 0.2 / \/ — N\ \
/ \ \\
0.0 - 0.0 L ‘ ‘ S
0 0 50 100 150
t t
(@) [¥1) = 20,0,0) (b) ¥2) =110,0,10)

Figura 3.3: Acdo da quebra de integrabilidade externa € = 0.02 sobre os estados iniciais |¥1) e |¥2) para 20 particulas no
RTR com 7 = 40 durante um periodo T = i—” Alinha azul nas duas figuras representa o termo Ic;,jl associado ao estado

inicial da dindmica. Na figura (a), fica clara a localizag¢do induzida pela quebra de integrabilidade, visto que o termo 00,0 j&
é dominante sobre os demais durante todo o tempo transcorrido. No entanto, ao se analisar a figura (b), pode ser percebido
que o efeito de localizacao do estado inicial ainda ndo ocorreu completamente para |¥»), mostrando que certos estados
iniciais sdo mais resistentes aos efeitos de €.

A Figura 3.3 mostra um quadro comparativo da a¢cdo da quebra de integrabilidade externa sobre o sistema
com 20 particulas para os estados |¥1) e |¥2). O valor € = 0,02 foi escolhido para que esse processo ndo tenha
ainda ocorrido completamente afim de que uma melhor compreensio do fendmeno possa ser desenvolvida. A
medida que ¢ cresce, 0 médulo |Cﬁj| associado ao estado inicial da dindmica oscila cada vez menos até que
se tornar praticamente constante |cj ’ (1)| = 1. Entretanto a escolha de estado inicial influencia na velocidade
com que essa convergéncia ocorre. Na Figura 3.3a, a localiza¢do do estado inicial estd quase finalizada pois
min{|c0,0,0l} = 0,8, ja na Figura 3.3b, ndo se pode dizer que a localizagdo do estado inicial tenha comegado, pois
ainda hd momentos em que |cj0,0,10] € até mesmo 0. Esse efeito de localiza¢do induzido por € nao sé se reflete

nos observaveis (N;) como ja visto nesta se¢do, mas também nas grandezas apresentadas no Capitulo 2.

3.4 EFEITOS DA QUEBRA SOBRE ENTROPIA E CORRELACAO

O efeito de localizagao dos termos |cj; | se espalha além do valor esperado do niimero de particulas. Como
C;;j dependem diretamente dos operadores N;, € natural se esperar que uma dinamica localizada em (N;) se
traduza em localizacdo em C;;. O efeito de ¢ sobre as entropias S; pode ser visto ao se analisar as expressoes

(2.4.6) a (2.4.8), que ndo depende das fases de cj;. Isso faz com que a localizacdo induzida pela quebra de

24



Capitulo 3. A Quebra de Integrabilidade

integrabilidade se traduza diretamente sobre essas quantidades, como pode ser visto nas figuras 3.4.

1.0 T //// 2 | | |

0.8 7 . G 1) | | x
—_ 06 ‘
s S -

0.4 Y ] v ~

2 - \,
0.2 -
0.0 — T — 0 \ \ ‘ \ \
0 20 40 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r 3

(@) (b)

Figura 3.4: Acdo da quebra de integrabilidade € = 0,06 para a dindmica do estado inicial |10, 0, 10) no RTR com um parametro
1 = 40. Na figura (a) foi mostrado a evolucéo temporal dos termos Chj» mostrando que |c10,0,10/ j4 se encontra em processo
de localizacdo. A figura (b) mostra as consequéncias desse processo sobre as quantidades S; e Cj 3 associadas a essa
dinamica. As linhas azuis mostram a evolucdo temporal dessas quantidades sem que ¢ esteja presente enquanto as linhas
amarelas correspondem a dindmica com ¢ = 0,06. Em ambos os casos pode ser constatada uma redu¢do de amplitude. O

. . ~ A e z_ wpt . . ~ Wyl
tempo nesta figura foi normalizado de acordo com a duragédo de cada dindmica (7 = # para as linhas azuis e £ = % para
as linhas amarelas).

Ao longo dos préximos capitulos, o efeito de localizagdo induzido pela quebra de integrabilidade sera
explorado junto com a evolucao temporal natural do sistema para a geracdo de um protocolo dindmico. Esse
protocolo serd aplicado em trés contextos e permitird um controle sobre o nivel de emaranhamento do sistema.
Para a melhor visualizagdo dos efeitos de € sobre o sistema, valores “moderados” dessa quantidade foram
empregados neste capitulo, mas ao longo dos préximos, a quebra de integrabilidade externa serd definida
em valor elevado o suficiente de forma que a localizacdo de estados ird se impor durante toda a dindmica do
modelo para todos os estados iniciais da base {|{N - -k, [, k)}.
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Capitulo 4

Controle de Emaranhamento

Até este momento, o modelo de trés pocos integravel foi extensivamente estudado e uma quebra de
integrabilidade foi aplicada sobre ele. O foco desse estudo foi o Regime de Tunelamento Ressonante por
apresentar uma estrutura de bandas que permite uma andélise completa do sistema. Neste capitulo sera visto
como os conceitos desenvolvidos até aqui podem levar a aplicacoes nas dreas de controle de emaranhamento e
transporte de estados quanticos. No préximo capitulo, serd visto como o protocolo aqui desenvolvido pode ser

visto como um interferdmetro, levando ainda a outra aplicacao para o Modelo de Tunelamento Ressonante.

4.1 PROTOCOLO DE EMARANHAMENTO

O ponto de partida para a anélise do sistema é a definicdo do seguinte conjunto de operadores evolugdo

temporal sobre o sistema:
W) =22(61,0,02) Vo), P61, ¢,02) = U (tg,) % (1) (1p,), (4.1.1)

em que % (t) = e" ' e % (1) = e 1! Dessa forma, 2 define um protocolo a ser aplicado sobre um estado
inicial do sistema cujo estado final |'¥ ) serd objeto da andlise de possiveis aplicagGes. Este protocolo pode ser
analisado através da jd antes mencionada representagdo de Jordan-Schwinger do grupo SU(2) para se descrever
o Hamiltoniano do sistema. Ela consiste na criacao de operadores de spin a partir dos operadores criagdo e
destruicao:

1o t Lot t 1
Sy = 5(a1a3+a3a1); Sy:—E(a1a3_a3al); Sz= E(NI—NE})- (4.1.2)

Esses operadores ndao devem ser confundidos com com o spin real do sistema, devendo ser vistos como uma
ferramenta de auxilio na manipulacao tedrica do RTR. Assim, o Hamiltoniano do sistema para o caso simétrico

Si=]= \/Lé pode ser expresso como (a menos do termo w;(Ny + N3) = w; (N - D) I):
H.(e) = w;Syx +2¢€S;. (4.1.3)

Ao se definir € = 0, H,(0) realiza uma rotagdo do sistema em torno do eixo x num angulo 6;. Quando ¢ é muito

grande, w, > w; 0 que faz com que o sistema consiga efetuar muitas rotagdes em torno do eixo z sem que

26



Capitulo 4. Controle de Emaranhamento

uma significativa rotagdo no eixo x seja induzida. Nesse contexto o Hamiltoniano pode ser tratado de forma
aproximada como H(g) = 2eS; e o Angulo de rotacdo em torno do eixo z neste caso sera dado por ¢. Visto
que as frequéncias de rotacao nesses casos sao w; e 2¢, os angulos de rotacdo correspondem diretamente aos
tempos de aplicacao do protocolo como:

szwltgj; gb=2€t¢. (4.1.4)

Essas constatacdes levam a seguinte forma final para um protocolo & definido a partir da utilizacao do
Hamiltoniano efetivo aos operadores evolucao temporal em &. Assim como |¥) = 22|¥), a aplicacdo de Pa

W) gerard o estado:
|qlf> = @(01)4))92)'\1]0% @(01,(,[),92) = e_igzsxe_i(/)SZe_iHle. (415)

A partir de 2, expressoes analiticas podem ser obtidas para se entender o comportamento do sistema sob
a aplicacdo de &2. Essas expressdes serdao comparadas com os resultados da aplicacao direta de & através
da diagonalizacao exata de H(g), que serdo exibidos ao longo das préximas secoes e conduzirdo os estudos
desenvolvidos neste capitulo.

4.2 APLICACAO SOBRE ESTADOS INICIAIS

Nesta se¢do serdo estudados os efeitos que protocolo produz sobre o emaranhamento do estado quéntico
do sistema para dois estados iniciais: o estado de Fock |¥;) definido em (2.5.1) e o estado Gémeo de Fock
|¥,) definido em (2.5.2). Como discutido na secao 2.4.2, os estados dos pocos 1 e 3 se encontram altamente
correlacionados no instante ¢ = % e portanto, na primeira etapa do protocolo, foi tomado 6, = 7. O controle do
nivel de emaranhamento de [¥ ¢) serd entdo determinado pela duragdo da subsequente aplicagdo da quebra de
integrabilidade na segunda etapa do protocolo.

A Figura 4.1 mostra um quadro comparativo da aplicacao da quebra de integrabilidade para diferentes
valores de ¢ para o estado inicial | N, 0, 0). Nela pode ser percebida a criacdo de um estado de entropia constante
para o caso ¢ = 7, assim como € constatado uma reflexao qualitativa entre o comportamento da entropia de
Von Neumann e a fun¢do de correlacdo dos pocos 1 e 3. J4 a Figura 4.2a mostra esse mesmo quadro para o
estado gémeo de Fock |10,0,10), enquanto a Figura 4.2b varia o valor de € mantendo ¢ fixo em % As Figuras 4.1,
4.2a e 4.2b também mostram como a amplitude de S; varia no tempo. Nesses quadros comparativos também
pode ser visto como um aumento na amplitude de C;3 segue do aumento da amplitude da entropia de Von
Neumann. A partir dessas observacdes, um critério claro de geracdo de estados de entropia constante pode ser
elaborado: ¢ = 7 e um valor de ¢ suficientemente grande.

Esse comportamento das entropias de Von Neumann pode ser explicado ao se desenvolver as expressoes
(2.4.6) e (2.4.8). Dado um estado genérico dentro de uma banda do RTR:

N-1

I¥y= ) ckIN—-I-k1 k). (4.2.1)
k=0
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20 ] \\\ B )
Z 10 ) / / )
) \ | / N
0 - \ I
0 500 0 500 0 500
2 . N\ ',/ - . - - . /
2} /
04 : : [ T
0 500 0 500 0 500
0 B N\
] \ // \\\ / g \\ \\
& \ . \. / \ — \
I N N4 NP \
T T T
0 500 0 500 0 500
11
= 10
9 T
230 240 250 230 240 250 230 240 250
t

Figura 4.1: Quadro comparativo da aplicacao da quebra de integrabilidade para diferentes valores de ¢ para o estado inicial
[¥1) =120,0,0). Para a evolucdo temporal do sistema foi utilizado 7 = 40 e durante a aplicagdo da quebra de integrabilidade,
o0 que corresponde aos instantes em cinza nos graficos, € = 1. Das colunas da esquerda para as da direita: ¢ = %, % e % Das
linhas de cima para as de baixo: valores esperados (N7) e (IN3); entropias de Von Neumann para os pocos 1 e 3; fun¢do de
correlacdo Cy3 e ampliacdo do grafico de (N;) na regido onde a quebra de integrabilidade € aplicada. Exceto para Ci3, as
linhas azuis s@o os resultados referentes ao poco 1 e as linhas amarelas sdo os resultados para o po¢o 3.

A aplicacdo dessas equacdes resulta em:

N
S1== el In(lck—1l%); (4.2.2)
k=1
N-1
S3=- Z Icklzln(lcklz). (4.2.3)
k=0

que dependem somente dos mé6dulos dos termos c. As Figuras 4.2¢ e 4.2d mostram as amplitudes |c4; | durante
a aplicagdo da quebra de integrabilidade para a geracdo dos estados de entropia constante. Ao analisé-las, o
que pode ser percebido é que ap6s a aplicagdo da quebra € sob essas condigdes, elas ficam constantes, o que
junto com (4.2.2) e (4.2.3), completam a explicacao para esse fendmeno. As expressoes (4.2.2) e (4.2.3) também
conseguem explicar por que S; = S3, visto que uma soma de 0 a N — [ sobre as amplitudes |ci| cobre os mesmos
indices que uma somade [ a N de |ci_;|.
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(c) (d)

Figura 4.2: Quadros comparativos de entropia de Von Neumann e funcdes de correlagao para o estado [10,0,10) e como
vem sendo feito nesta dissertacdo, 7 = 40. Primeiramente o sistema evoluiu no RTR durante um quarto de periodo (6 = n/2),
depois foi aplicada a quebra de integrabilidade e na sequéncia é mostrada a dindmica do sistema durante os trés quartos
de periodo remanescentes. Na figura (a), € se manteve constante e os valores de ¢ variaram e na figura (b), ¢ se manteve
constante e ¢ variou. Esta figura ilustra o fato de que tanto € grande o bastante quanto ¢ = % sdo condicoes necessdrias
para o estado de entropia constante. As figuras (c) e (d) mostram a evolucdo temporal do médulo dos termos Ci durante a

aplicacdo do protocoloparae=1e¢ = % para os estados iniciais |20,0,0) (c) e |10,0,10) (d).
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4.3 ESTADO INCIAL NOON state COERENTE

Nesta se¢do serd estudada a acdo do protocolo para o caso do estado inicial dado por:

+a3

1 1
|ICN)=—|I0, N 0)+—( |0)

- N . s
7% 0+ = 0, N,0) + c]. 1j,0,N p]. 4.3.1)

\/2_

=

A motivacdo do seu estudo segue diretamente do estado fundamental do modelo, que apresenta a mesma forma
do estado dado em (4.3.1) para um ntimero pequeno de bésons (N = 10) no RTR com U < 0. Essa expressao
pode ser entendida observando que o Hamiltoniano possui uma estrutura com duas classes como visto no
Capitulo 2, o que permite reduzi-lo a um Hamiltoniano de dois modos dado por:

H=UNi3 - No)? - J(al,ar + a}ar3); 4.3.2)
através da identificacdo dos operadores Nij3 = N1+ N3 e aj3 = % Por outro lado, j4 é conhecido na literatura

que o Hamiltoniano de dois modos acima admite um NOON state como estado fundamental [65] no regime de
interacgdo forte para U < 0, e portanto, o modelo de trés pocos também admite o estado fundamental dado por
(4.3.1).

4.3.1 Controle Dinamico Através do Protocolo

As Figuras 4.3 mostram a entropia e o médulo das funcoes de correlacdo para esse estado sob a acao do
protocolo 2 (n/2,¢$,n/2). Como |CN) é autoestado de Pj3, a dindmica dos operadores N; e N3 ja é conhecida.
Esses resultados foram comparados com as expressoes analiticas obtidas para essas quantidades obtidas a
partir do protocolo 22. Diferentemente de um estado que possui um valor de ! bem definido, nio se pode
dizer a primeira vista que |C N) possua uma frequéncia caracteristica porém, pela estrutura do modelo no RTR,
wo = wp, 0 que pode ser verificado em (2.2.1), pois os estados com [ =0 e |0, N, 0) estdo na mesma banda de
energia. Por causa disso, frequéncia wy foi utilizada para a defini¢ao dos parametros 7y, e 1 de 2.

A presenca de |0, N,0) em |CN) introduz emaranhamento entre o poco 2 e o subsistema de pogos 1 e 3, e
portanto influencia o comportamento das fun¢ées de correlagado e das entropias de Von Neumann associadas ao
sistema. A relagdao S; = S3 que se manteve presente nos estados iniciais |¥;) e |'¥2) nao ocorre mais. Novamente,
as expressoes analiticas para S; e S3 ajudam a compreender esse comportamento. Aplicando 2 a |CN), o

seguinte estado é alcancado:

e A 1 1 I AN (([) 71) T)N
P|—=,p,—||ICN)y=—=1]0,N,0)+ — [cos|=——|a, —sen| = — — 0)|, 4.3.3
(3r93)icm=— i >\/ﬁ( (24)1 S - ldl] 10 (433)
que possui termos ¢;; com a seguinte estrutura:
cko,1  00,kON,iI
CN-I-kLk=—7 +—F—. (4.3.4)
V2 V2
Aplicando esses termos nas expressoes (2.4.6) a (2.4.8) faz com que as entropias S; fiquem:
2 2 N 2 2
col“+1 col“+1 c c
slz—(' o )ln(| o —Zﬂln(ﬁ); (4.3.5)
2 2 = 2 2
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Figura 4.3: Médulo das fungdes de correlacdo (figura (a)) C13 (linha verde), Cy2 (linha ptrpura) e Cp3 (linha azul) e entropias
de Von Neumann (figura (b)) S; (linha ptrpura), S» (linha verde) e S3 (linha azul), em func¢ao de ¢ calculadas a partir do
operador £ (n/2,¢,n/2) aplicado ao estado |CN), paran =40 e € = 1. Os pontos exibidos nas figura (a) sdo os médulos das
funcdes de correlagao obtidos através das expressoes analiticas (4.3.8) e os pontos exibidos na figura (b) sdo os resultados
obtidos através das expressdes analiticas (4.3.5) e (4.3.7) com os termos ¢} dados por (4.3.3).

S» =In(2); (4.3.6)
N-1 2 2 241 2
5= 3 L ln(|ck| )_(|cN| + )m('CN' - ); @i
= 2 2 2 2

ndo mais necessariamente sendo idénticas. Um conjunto de termos ¢ = ¢—_j ainda seria capaz de fazer com
que S; = S3, no entanto, o estado final dado por (4.3.3) ndo obedece tal condi¢ao, o que explica o comportamento
de S; mostrado nas Figuras 4.3 com os dados obtidos a partir de 2. O estado (4.3.3) também permite que
expressoes analiticas para as funcdes de correlacdo sejam obtidas:
Gl = Y2 o 1cnl= (‘b ”)2 o= ("’ ”)2 (4.3.8)
=g coslg)s =—cos| o~ =—sen|-—-—|; 3.
1 16 2Ty 2 4 21Ty 2 4
que também estd de acordo com o que estd exposto com 0os dados obtidos do operador £2.
H4 dois valores especiais de ¢ a serem levados em conta em (4.3.3). Quando ¢ = %, cos (% - %) =1le

sen(% - %) =0equando ¢ = 37”, cos (% - %) =0esen (% - %) =1, o que leva aos estados:

L
V2

Os estados (4.3.9) constituem NOON states filtrados de |CN) através do protocolo. Sua presenga pode ser

- (n 3nw N
(10,N,0) + (-1)"V|0,0,N)). (4.3.9)

- (7T 7T TT 1
P(333) 1N = ZWON0 +INOO) P 5,7,5)|CN>=

22

evidenciada através da Figura 4.3b em que quando ¢ = %, S1=5=In(2) e S3=0e quando ¢ = 37”, S3=8, =
In(2) e S; = 0. Para ratificar essas conclusdes, a Figura 4.4 foi gerada com os coeficientes co n,0, Cn,0,0 € Co,0,8 €M
funcao de ¢.

Neste Capitulo foi definido um protocolo que consiste na aplicacao sucessiva de operadores evolucao tem-
poral criados a partir dos Hamiltonianos do RTR vistos nos Capitulos 2 e 3. A partir de uma escolha inteligente
de estados iniciais e tempos de dindmica apropriados, fen6menos relevantes puderam ser observados no

sistema. O préximo Capitulo ird tratar da utilizacdo do protocolo como um interferdometro e da investigacao da
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1.0

lea; |

¢

Figura 4.4: Médulo dos termos Cp; parao estado inicial |CN). Representados na figura estao os termos cp 20,0 (linha azul),

€20,0,0 (linha verde) e ¢ 0,20 (linha amarela). Os angulos ¢ = % ep= 37” estdo assinalados com linhas tracejadas pretas e
revelam que, nesses pontos, o sistema sob a a¢ao do protocolo £ estd se comportando conforme os resultados obtidos por
2P expressos em (4.3.9).

sensibilidade do parametro ¢ para diferentes estados iniciais e observaveis de detec¢cdo. Enquanto aqui ¢ é

tratada apenas como um parametro, no Capitulo 5, esse dngulo serd estimado a partir do sistema.
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Capitulo 5

Interferometria

Neste Capitulo sera visto como o MTPI pode ser utilizado para a estimativa da diferenca de fase ¢ vista
no Capitulo 4. Para isso seré feita a analogia do protocolo descrito pelo operador £ com um interferémetro,
assim como um operador especial para se estimar ¢ serd definido. Uma discussdo sobre o nivel de precisdo
nas estimativas de ¢ também serd conduzida. Com isso, estados iniciais podem ser definidos para o estudo do

desempenho do sistema. Este estudo abre um novo leque de dreas onde o MTPI pode ser aplicado.

5.1 ANALOGIA COM INTERFEROMETRO OPTICO

Os angulos 6 e ¢ podem ser ajustados de forma a permitir que o protocolo visto no Capitulo anterior realize
operacoes andlogas a um interferdmetro de Mach-Zehnder [66], como representado na Figura 5.1. Como pode
ser visto no Apéndice B, a acdo das laminas semiespelhadas e da amostra que induz uma diferenca de fase sobre
os fétons emitidos pode ser tratada quanticamente através de operadores de rotagdo em dire¢des ortogonais. A
presenca de duas fontes e dois detectores nesse arranjo permite a representacao do interferémetro utilizando
operadores criacdo e destrui¢do, tal como realizado com o Modelo de Trés pocos Integravel. A partir disso, o
operador 2 (e consequentemente 2?) pode ser adaptado para tratar a evolucio temporal do RTR como um
interferometro.

A correspondéncia entre o sistema de trés pocos integravel e um interferémetro de Mach-Zehnder 50:50
pode ser obtida ao se definir 0 = 7, conforme visto no Apéndice B. Com a identificacao de H, com os geradores
da algebra SU(2), fica claro como ele pode reproduzir as opera¢des unitdrias de um divisor de feixe ou de
diferenca de fase no contexto quéntico. As rotagdes do sistema em torno do eixo x nos angulos 6; em 2 quando
€ =0 atuam como os operadores M; na se¢do B.1. Quando a quebra de integrabilidade estd ativada, a rotacdo
em torno do eixo z permite a sua identificagdo com o operador de diferenca de fase Ps em B.1, visto que S é
um operador diagonal na base {|N — I -k, [, k)}. O angulo de rotagcao em torno do eixo z constitui a diferenca de
fase a ser detectada. No interferdmetro 50:50, para que os feixes sejam divididos com intensidades iguais, o

angulo 6 deve ser de 90°, levando a seguinte forma final para o operador a ser aplicado ao estado inicial:

Pmz =9’(g,¢,g), (5.1.1)

que, ndo por coincidéncia, é o mesmo operador usado no protocolo discutido no Capitulo 4. Uma vez definido
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Figura 5.1: Representacdo esquematica do interferometro de Mach-Zender. Duas fontes F1 e F2 emitem feixes de luz
coerente que se encontram no divisor de feixes DF1. Durante o caminho ao segundo divisor DF2, os feixes sdo refletidos
pelos espelhos E1 e E2, sendo que um deles interfere com uma amostra A ganhando uma diferenca de fase ¢. Depois de
serem recombinados em DF2, os feixes seguem para os detectores D1 e D2. Depois de passar por DF1, os f6tons em cada
feixe sdo estados emaranhados da luz emitida tanto por F1 quanto por F2. A simetria do aparelho permite sua representacao
com operadores unitarios como feito no RTR nesta dissertacao.

como o operador & realiza operacdes andlogas a um interferémetro de Mach-Zhender, agora é possivel iniciar
o estudo de seus efeitos sobre diferentes estados iniciais. Na base {|{N — [ -k, [, k)} os subconjuntos {|N — [, ,0)}
ou {|0,l, N — I)} podem ser destacados como correspondendo a andlogos de estados de luz que podem ser
realizados ao se utilizar apenas uma das fontes do interferémetro. Os estados |¥;) pertencem a um destes
subconjuntos, enquanto os estados Gémeos de Fock ja representam andlogos de estados de luz gerados por
ambas as fontes do interferometro com intensidades iguais. Para que o estudo do modelo aplicado como um
interferdmetro possa continuar, ainda se faz necessdrio definir um procedimento para a extra¢ao da informacao

da diferenca de fase através da dindmica aqui apresentada, o que seré feito nas secdes a seguir.

5.2 RESOLUCAO

Em metrologia, a qualidade de uma observacao O relacionada a um observavel & obtida através da realizacao
de algum experimento, é definida através de dois conceitos: exatiddo que mede o quanto o resultado do processo
de medicao estd préximo do resultado real idealizado para a experiéncia; e precisdo que mede o quanto as
medic¢oes de O estdo concentradas em torno do resultado central fornecido pela realiza¢do do experimento.
Dado um conjunto de medicdes O, a precisdo ou incerteza de uma medi¢ao é obtida através do desvio padrao
dessas observacoes, AO = 4/ <02> — (0)2. Num contexto classico, seriam feitas varias medicdes de €@ obtendo-se
resultados o; que seriam utilizados para o célculo de AO, enquanto num contexto quantico AO seria obtido
através dos valores esperados do operador O e de O? utilizando o estado |¥(#)). Quando duas medicoes de @
estdo mais préximas que a medida de suas incertezas ndo é mais possivel diferencii-las, portanto essa incerteza
da medida também é chamada de resolucao do aparato experimental.

Quando a grandeza g que se quer medir nao é obtida diretamente a partir do experimento, mas sim a partir
de uma funcao do observével @, com sua incerteza AO, pode ser dito que essa grandeza é uma funcao do
resultado da observacdo de @, g = g(0). A incerteza com relagdo a essa observacdo é propagada para a grandeza
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g de acordo com a resolucao analitica para a lei de propagacdo de incertezas [67]:

Ag(o)

= 2 2 =
Ag(0)=1\/AO?(0,8(0))" = AO B.g)]

(56.2.1)
Essa expressao deve ser utilizada para se relacionar uma incerteza a diferenca de fase ¢ no protocolo (4.1.5) [68]
pois, como ela esta relacionada ao tempo, ndo haverd operador hermiteano capaz de representd-la, forcando seu
tratamento como um parametro cldssico [62]. A grande consequéncia disso é que a incerteza encontrada nao
serd um resultado tnico, dependendo de configuracdes do aparato experimental e dos operadores utilizados

para extrai-la.

5.3 LIMITE DE RESOLUCAO

Nesta secdo serd discutido qual é o limite maximo de resolucdo que se espera que o operador &) atinja.
Essa expectativa depende do nivel de emaranhamento dos estados iniciais utilizados e normalmente se discute
dois limites. O Limite Quéantico Padrao (LQP) é o limite minimo que A¢ consegue atingir se o estado inicial
utilizado em 22,1, for um estado cléssico e escala conforme [63]:

x
=

J& o Limite de Heisenberg (LH) é o limite minimo que pode ser atingido para estados com algum grau de

Adrop = (5.3.1)

emaranhamento. De acordo com ele, A¢ escala conforme [63]:

1
A= . (5.3.2)

Diferentemente do LQP, em que se pode provar que este limite é a melhor incerteza que se pode esperar de
qualquer protocolo para um estado como |¥;), o LH é um limite adotado por prética ou convencao e sua
justificativa é mais heuristica do que formal. Uma discussao que serve de inspiragdo para esse limite estd no
Apéndice B.

O LQP e o LH, definidos em termos de como A¢ escala com N, servem como critérios gerais de classificacao
de sensibilidade do interferometro. Uma estimativa minima para esse parametro que é especifica para o sistema
em questao e independente do estimador associado ao parametro ¢ pode ser obtida a partir da Funcao de
Informacao de Fisher Quantica [54, 63, 69], Fo{p}, em que p é a matriz de densidade do sistema. Para o caso de
um estado puro, p = [V () (V¥ ()| e Fq fica:

Folp(@)} =4{(0,¥10,9) - [0 W1 [} (5.3.3)

A incerteza minima que A¢ pode atingir por essa funcao é:
1
VE @)

Uma discussao mais aprofundada sobre este resultado pode ser encontrada no Apéndice B. Se Apr, <Adrp, €

Adr, = (5.3.4)

possivel que o sistema atinja o que € normalmente chamado de super-resolucdo e uma possibilidade de fazer

com que isso seja possivel seria através de uma ndo linearidade no Hamiltoniano associado a diferenca de fase
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no protocolo. Essa constatagdo fica mais clara ao se analisar o valor méximo que A¢r, pode atingir na se¢ao

B.2 em que arelagdo (5.3.3) é utilizada sobre o protocolo (4.1.5), resultando em:

1

A, = N_T (5.3.5)

Com isso, pode ser dito que o protocolo (4.1.5) é capaz de reproduzir um interferémetro com resolucdo tao boa
quanto o LH, porém, para isso, a definicdo de um conjunto de estados iniciais e de observaveis especiais se faz

necessaria.

5.4 OPERADOR DE PARIDADE

O processo de se medir a diferenca de fase num interferémetro passa por criar uma transformacao que
possa ser parametrizada por essa fase, que é o proprio processo de interferéncia conduzido pelo aparato
(no caso deste trabalho, por 22);). Para o protocolo definido a partir do operador (5.1.1), um estado inicial
|¥o) e um observavel & podem ser convenientemente escolhidos para se estimar a diferenca de fase. Para
estados correspondendo a uma tinica fonte ativa no interferdmetro, operadores com equivalentes classicos
claros como diferenca entre nimeros de fé6tons entre os detectores ou de momento angular ja fornecem
informacoes a respeito de ¢ dentro do Limite Quantico Padrado, porém, para estados que possuem algum nivel
de emaranhamento, outros operadores se fazem necessarios.

Como a resolucdo de ¢ depende da escolha de estado inicial utilizada, ndo hd um operador ideal a ser
escolhido para todos os casos. Ao invés disso, hd propostas de observaveis que possuem maior efetividade para
certos casos de |¥() ou que possuam uma sensibilidade local. Por exemplo, para NOON states, ha um operador
2 n proposto por Dowling e outros [70,71] capaz de gerar estimativas de ¢ proximas ao Limite de Heisenberg,
no entanto, até este momento, ainda nao foram encontrados meios de implementa-lo experimentalmente.
Seguindo os trabalhos de [63], o0 operador de paridade, dado por:

H] = eian = (—I)N]’ (5.4.1)

foi escolhido para ser o estimador da diferenca de fase ¢» do protocolo por ele poder ser obtido diretamente a
partir das medig6es realizadas sobre o sistema sem requerer qualquer processamento adicional. Dado o estado
['¥ £(¢p)) gerado ao final de (4.1.5), pode ser dito que a incerteza A¢ pode ser dada rearranjando os termos de
(5.2.1) tomando O = ¢ e g(0) = (I1;) (¢):

AIl;

Ap=—" .
= gty

(5.4.2)

Esta expressdo dara a incerteza na medicao de ¢ obtida através do operador de paridade que, por sua vez, pode
ser comparada com o Limite Quéntico Padrdo ou com o Limite de Heisenberg.

O operador de paridade a ser visto nas préximas secoes sera o operador I1;, visto que no RTR, os subespacos
referente a N, e {N7, N3} sdo separados e N; + N3 = (N — [)I é uma constante. Deve ser lembrado que, pela

simetria do sistema, os resultados aqui elencados para I1; podem facilmente ser adaptados para I13.

36



Capitulo 5. Interferometria

5.5 ESTADOS INICIAIS

Agora que o operador &), e a forma como a estimativa de ¢ serd extraida do modelo foram introduzidos,
seu estudo para diferentes condicoes iniciais pode comecar. Os estados iniciais a serem utilizados serao
|¥) definido por (2.5.1) e o estado |¥,) definido por (2.5.2) também chamado de estado Gémeo de Fock.
Estes estados foram escolhidos por representarem condicoes limitrofes da dindmica do sistema para a base

{IN—-1-k,1, k)}, conforme visto no Capitulo 2.

5.5.1 Estado |¥;)=|N,0,0)

Este é um bom estado para se comparar o desempenho do operador de paridade para se obter A¢ em
funcao de ¢, com um operador que possua uma interpretacdo cldssica, como, neste caso N; — N3. Aqui fica
evidenciado o principio de que um estado como |¥) ndo é capaz de romper com o LQP. Aplicando o protocolo
(4.1.5) ao estado |¥1), o estado final resultante é:

We)= g"o\/?ﬁ(sen(%))]\[—k (cos (%))k |IN—k,0,k). (5.5.1)

A subsequente aplicagdo do operador I1; a partir desse estado resulta no seguinte valor esperado:
N N-k k N
(M)y=) C,ZCV (—sen2 (9)) (cos2 (9)) = (0032 (f) —sen? (9)) = (cos((b))N. (5.5.2)
= 2 2 2 2

ComoTIl?=1 a aplicacdo de (5.4.2) resulta em:

2N
1—(cos(p)
A¢ = lim ( ) . (5.5.3)
9—¢ N |(cos(¢))N~1sen(¢)|
Esta relacdo possui minimos em ¢ = nm, porém ao se avaliar A¢ nesses limites:
A¢p(nm) ! (5.5.4)
nm) = —. 5.
VN

Ainda ndo rompendo com o LQP. Como pode ser visto nas Figuras 5.2, esse comportamento é consistente
independentemente do valor de N empregado. Utilizando o operador N7 — N3 como mencionado acima, é

possivel se obter o LQP para todos os valores de ¢, sem ultrapassé-lo. Nesse caso:

2 242
(N —N3)=N 1—2(cos(§)) ] e {((Nj—N3)%)=N? [1—2(cos(§) + N (sen(®)’. (5.5.5)
Calculando A¢ a partir desses resultados resulta em:
212 2 212
\/NZ[I—Z(COS(([J/Z)) ] + N (sen(¢)) —N2[1—2(cos((p/2)) ] 1
A¢ = li Ap=—, 5.5.6
¢ o= Nisen(¢p)| = A VN 650

ratificando que este estado nao consegue operar em superresolucao.
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Figura 5.2: Paridade e incerteza no angulo medido para um estado inicial |20,0,0) em func¢ao de ¢. Figura (a), quadro de
cima: valor esperado de I1; (linha azul) e (l'[%> =1, (linha amarela). Figura (a), quadro de baixo: incerteza A¢ em func¢ao
de ¢ estimada a partir da incerteza na paridade AIT; obtida através (5.5.3). Em ambos os quadros, as linhas sélidas sdo
os resultados obtidos por 2277 com € = 1 e = 40 e os pontos vermelhos resultam das expressoes analiticas para essas
quantidades desenvolvidas ao longo deste capitulo com 2, . A linha tracejada verde indica o limite de incerteza em ¢
obtido pelo Limite de Heisenberg A¢ > % enquanto a linha tracejada amarela mostra o Limite Quantico Padrao A¢ > L.

VN
Alinha tracejada preta indica o ponto ¢ = nx, n € Z. Figura (b): A¢ (¢ = 7 +6), para § = 0.0567 para o estado inicial | N, 0,0)

para 10, 12, 14, 16, 18 e 20 particulas (pontos vermelhos). Linha azul mostra o limite de Heisenberg enquanto a linha amarela
mostra o limite quantico padrao.

5.5.2 Estado Gémeo de Fock

Escolhendo um estado inicial gémeo de Fock |[, N — 21, ), a aplicacdo do protocolo (4.1.5) gera o seguinte

estado:
- 1 1 q21-2k
el 35wy = (<)l Y el*-20 %mk,N—ZZ,Zl—Zk). (5.5.7)
k=0

i . . . ~
Neste caso, e' 25| ¥ 12 pode ser considerado como um estado I‘P}) operando numa picture de interacdao em
n

que um operador O estard submetido a transformacéo de calibre O’ = /25« Oe 2% A determinacdo de
() = () = (W1 W) resulta em:

l
() = % Y cos((2¢p—m)(1 - 2k) C2F C21 2K = Py(cos(2¢p — 1)), (5.5.8)
k=0

que sdo os polindmios de Legendre de cos(2¢ — m). Utilizando esse resultado, a incerteza em ¢ fica:

ATl \/(I) =<2

= Sl ap= T L Ap=lim V1-P(cos2g —m))?
100 (T11)| |04 <1 | p—¢ |0yPi(cosp—m)|

A¢ (5.5.9)
A Figura 5.3 mostra o resultado de A¢ estimada a partir do operador de paridade conforme (5.5.9), assim como
os resultados da medic¢ao de (I1;) e sua incerteza que vao de acordo com (5.5.9) e (5.5.8). O limite minimo de
A¢ obtido por Fp{p} também foi marcado correspondendo a linha verde na Figura 5.3a de baixo, enquanto a
linha amarela corresponde ao LQP. Esta Figura mostra que A¢ pode ser estimada dentro do LH e préximo a sua

Fo{p} localmente nos intervalos centrados nos pontos ¢ = %, n e Z. Como esse limite é menor que o LQP, o
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Figura 5.3: Paridade e incerteza em ¢ para um estado inicial gémeo de Fock |[¥¢) =[10,0,10) em funcao de ¢. Figura (a),
quadro de cima: Valor esperado de I1; (linha azul) e (H%} =1, (linha amarela). Figura (a), quadro de baixo: incerteza A¢ em
funcgdo de ¢ estimada a partir da incerteza na paridade AIT; obtida através (5.5.9). Em ambos os quadros, a linha azul mostra
os resultados obtidos através da aplicacdo de &), com ¢ = 1 e = 40, enquanto os pontos vermelhos sdo os resultados
conseguidos pela utilizacao dos polindmios de Legendre. No quadro de baixo, a linha tracejada verde indica o limite de
incerteza em ¢ obtido por A¢ > L # enquanto a linha tracejada amarela mostra o limite A¢ > \/LN Alinha tracejada preta

indica o ponto ¢ = &F, n € Z. Figura (b): A¢ (o= Z+ 6), para § = 0.01 para um estado inicial gémeo de Fock para 10, 12, 14,
16, 18 e 20 particulas (pontos vermelhos). Linha azul mostra o LH enquanto a linha amarela mostra o LQP.

interferdmetro estd operando em superresolugao nesses intervalos.

Este capitulo, junto com o Capitulo 4, concluem o estudo tedérico sobre as funcionalidades do protocolo
definido em (4.1.1). No Capitulo 4, verificamos que o protocolo tem um papel importante para realizar o controle
do emaranhamento através do tempo de aplicacao da quebra de integrabilidade, permitindo gerar estados
altamente emaranhados. Neste capitulo, para valores particulares dos parametros ; = /2, as propriedades
interferométricas do protocolo foram exploradas, em que a sensibilidade do parametro de fase ¢ pode chegar
localmente préximo ao LH através da escolha adequada de estados iniciais e observéveis de detecc¢do. O préximo
capitulo elenca as conclusoes extraidas deste estudo, assim como futuras linhas de pesquisa a serem exploradas
nos préximos trabalhos nesta drea e o Apéndice C trata da robustez do sistema em relacdo a pequenos desvios

da condicgao de integrabilidade, que é inerente a realizacdo experimental do MTPI em laboratério.
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Conclusoes

Nesta dissertacdo as funcionalidades de um protocolo usando o MTPI foram investigadas. O controle neste
modelo foirealizado através de uma quebra de integrabilidade implementada através da aplicacdo de um campo
externo. O estudo foi realizado no RTR caracterizado pela conservacdo de 4&tomos no subsistema de pocos 1 e
3, cuja dinamica de sua populacgdo oscila harmonicamente com periodo bem definido. Esse comportamento
permitiu a descri¢do do sistema através de um Hamiltoniano efetivo, a partir do qual quantidades como
entropia e funcoes de correlacao foram obtidas analiticamente para quantificar o nivel de emaranhamento
presente no sistema.

Essa realizacao se mostrou crucial para o desenvolvimento do protocolo de entropia constante no Capitulo
4, que por sua vez também permitiu realizar uma manipulacao relevante de NOON states. No Capitulo 5 essa
representacdo permitiu sua analogia com um interferémetro abrindo todo um novo leque de aplica¢des para
o modelo. Nesse capitulo também foi discutida a eficiéncia dos estados da base {|N — [ — k, [, k)}, através dos
estados |¥1) e |¥»), na estimativa de diferencas de fase ¢ nesse interferometro através de medicdes do operador
de paridade. Para isso, foram definidos conceitos importantes nessa drea, como o LQP, o LH e a Funcdo de
Informagao de Fisher Quantica, e foi visto que o sistema consegue estimar diferencas de fase préximas ao LH
em determinados intervalos de ¢, dada a escolha apropriada de estado inicial para a dindmica.

Os resultados obtidos neste estudo e aqui elencados ndo constituem uma descricao completa e final de
todas as propriedades e do potencial do Modelo de Trés Pocos Integravel. Ao longo do processo de andlise do
modelo, abordagens e ideias foram utilizadas que abriam caminho a novas perguntas e linhas de exploracao
que valem a pena ser mencionadas, como feito a seguir.

Os primeiros pontos inexplorados no Modelo de Trés Pogos Integrével surgem ja no inicio de sua descricao
no Capitulo 2. A banda que corresponde a [ = % + 1, no regime de Fock ndo possui RTR e a evolucado temporal
de seus estados mantém as caracteristicas cadticas do regime de Josephson. Isso ocorre porque os termos que
permitem tunelamento de segunda ordem de duas particulas simultaneamente ndo sao nulos no processo de
obtenc¢do do Hamiltoniano efetivo do sistema. No entanto, se o nimero de particulas do sistema for pequeno
o bastante, a dimensionalidade reduzida do espaco de Hilbert do modelo acaba por impor um certo nivel de
ordem, como pode ser o caso para N = 2 particulas.

Outra drea em aberto é uma segunda regiao, fora do RTR, que também admite um regime especial de
dinamica do sistema. Quando U = 0, O Hamiltoniano do sistema é descrito apenas em funcao dos termos

de tunelamento, o que permite sua diagonaliza¢do utilizando o mesmo procedimento exposto no Apéndice
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Capitulo 6. Conclusoes

A na diagonalizacao do Hamiltoniano efetivo exposto a quebra de integrabilidade sem que nem mesmo seja
invocada a Teoria de Perturbagdo Dependente do Tempo. Esse outro regime poderia ser usado nos Capitulos 4
e 5 para o desenvolvimento de outros protocolos que enriqueceriam a andlise do emaranhamento do sistema.

Durante o curso dessa dissertacao, foi dado destaque a trés principais estados: os estados |N,0,0) e |I, N —
21, 1) por representarem casos limitrofes da dindmica dos estados da base do sistema e o NOON state coerente
devido a aplicagdo a ele associada. No Apéndice B, outro estado foi encontrado na base de autoestados do
operador S, na representacdo de Jordan-Schwinger do SU(2) que minimizava a Funcdo de Informacéo de
Fisher Quéantica, que poderia ser estudado mais a fundo.

Ainda no tocante a Fp{p}, a relacdo entre o limite de resolugédo obtido por esta quantidade e o Limite de
Heisenberg precisa ser explorada mais a fundo. A¢p, € o tnico limite de resolucao que depende diretamente
do Hamiltoniano do sistema e nao sé do estado inicial empregado. Uma anadlise de (5.3.3) revela que ndo
linearidades no Hamiltoniano associado a quebra de integrabilidade seriam capazes de levar a resolucdes que
poderiam superar o LH. No entanto, nesses casos, a manutencéo das propriedades algébricas do sistema seria
um desafio.

No tocante a realizacdo experimental do modelo, a forma que o Modelo de Trés Pogos Integravel vem
sendo implementado é através da concentragdo de condensados de Bose-Einstein no foco de um arranjo de
lasers gaussianos, o que estd apresentando desafios aos pesquisadores na manutencao do alinhamento e do
foco desse arranjo. No Modelo de Quatro Pogos, outro arranjo em rede foi proposto com base na simetria do
modelo. No momento estao sendo realizadas tentativas de reproducao de tal feito para o modelo de Trés Pocos
e num momento posterior essa realizacdo em rede talvez possa ser generalizada para toda a familia de m + n
Hamiltonianos. Essas sdo algumas das questdes ainda ndo completamente exploradas neste modelo e que

poderao ser abordadas em futuros trabalhos.
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Apéndice A

Expressoes Analiticas do Regime de

Tunelamento Ressonante

A.1 OBTENDO H, DA TEORIA DE PERTURBACAO DEPENDENTE DO TEMPO

No contexto de teoria de perturbacao dependente do tempo, o Hamiltoniano do sistema pode ser dividido
numa parte constante no tempo mais uma perturbacdo dependente do tempo: H = Hy + V(¢). Um ansatz para

se resolver a equacdo de Schrodinger neste caso consiste em considerar estados |\ (1)) tais que:

(1) =Y an()eEnny; (A.1.1)
n

(Ho+ V() -i0) ) an(De Erliny =0= Y a,(e” BV (niny = i), (an(t)e” Enlin), (A.1.2)

em que Hy|n) = E,|n). Projetando (A.1.2) a esquerda por um autoestado (f/|, os coeficientes d;a, () podem ser

isolados em equacoes acopladas:
dcap(t)=—i) an(e"ErE IV (1)n). (A.1.3)
n

Este procedimento, até este momento, resolve o sistema de forma exata. A aproximacdo comeca ao se considerar
que, em ordem 0, nao hd influéncia de V' (f) sobre o Hamiltoniano, de modo que, se o sistema for iniciado num
autoestado |7), ele permanecerd em |7). Isso é o mesmo que considerar ai?) () =i, em (A.1.3), resultando na

correcdo em primeira ordem para os coeficientes a, (t):
o ,
a(fl)(t) = —if M ErEDC (F v () iydr . (A.1.4)
0
Devido a isso se pode constatar que |af(t) \2 é a probabilidade de transi¢do do estado |i) ao estado | f), com os
coeficientes af(f) em si sendo chamados de amplitudes de transi¢do. A corre¢do em ordem 2 serd a solucdo de

(A.1.3) aplicando-se a solucdo de ordem 1 como condicao inicial e assim por diante, a saber:

t t, : ! : "
aj?)(t):—zfofo e Er=Ent gl En=ED" 21y (¢ ny |V (¢") iy d " d . (A.1.5)
n
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Os coeficientes ay(t) serdo o resultado das somas de todas as correcoes

o0
an( =Y a"™ (), (A.1.6)
m=0
e suas aproximacoes até certa ordem M podem ser definidas como a essa soma truncada no seu M-ésimo

termo:

M
aMm =Y al"o. (A.1.7)

m=0
Aplicando esse formalismo ao Hamiltoniano com o termo de interacdo reescrito em (2.1.10) do Capitulo 2,
seus autoestados sdo |/) de forma que Hy|l) = —4UI(N — I). Na notacao aqui desenvolvida, a ndo ser que seja
dito o contrdrio, o indice / também indexa o subespaco composto pelo indice k, sendo um indice coletivo. Este
Hamiltoniano é totalmente degenerado em k e também é degenerado em [, visto que |/) tem a mesma energia

que |[N —I). O potencial V é constante no tempo, de forma que aEZ] (#) pode ser simplificado para:

t , t et ;o "
a?](t) — 5f,i _ l<f|V|l>f el(Ef—Ei)[ dt/_Z<f|V|n><n|V|l>f f el(Ef—En)t el(En—Ei)[ dt”dt/. (A].S)
0 n 0 JO

A degenerescéncia nas energias de Hj significa que se o estado inicial for iniciado de forma a pertencer ao
subespaco V; U Vi_;, ele tenderd a permanecer nesse subespaco. Com isso, dado um estado inicial |/) os
coeficientes ar(1) devem ser estudados também para estados finais |I). Isso faz com que o segundo termo
de (A.1.8) seja nulo pois a acdo de V sobre um estado com um valor de |/) definido muda o seu valor para os
estados resultantes. Resta agora a andlise do terceiro termo dessa equagdo. Comec¢ando pela integral, tem-se
que Ef = E; = Ey e Ep, # E; pois estados com n = [ sdo levados em outros estados ortogonais ao subespago. Com
essas consideracoes:
GEE)_] g

t t . ’os RV it
f f QI Er—En)t’ Qi(En—Et" gyt qor _ - — - , (A.1.9)
0 Jo E,-E (En—Ep E,—-E;

visto que quando n — co = U — oo, fazendo os termos de ordem 9 (AE) serem dominantes.
O préximo passo agora, é entender o que € o operador % Pensando que V|n){(n|V = V|n) VinnT,

tem-se, para um estado de determinado valor de k:
— T t T T o — — o _
Vin) = []1 (a1a2+a2a1)+]3(a3a2+a2a3)]IN n k,n,k)-]l(\/(N n-k+nN-n-k+1,n-1,k +...

- \/(N—n—k)(n+1)|N—n—k—1,n+l,k))+]3(\/(k+1)n|N—n—k,n—1,k+1> b

o \/k(n+1)|N—n—k,n+l,k—l)). (A.1.10)
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Portanto V|n)(n|V possui 16 termos que sdo:

BEn(N-n—k+DIN-n-k+1,n-1,k)N-n-k+1,n-1,k|=J5 (N2 + D N;;  (A.l.11a)

]1]3n\/(N—n—k+l)(k+ DIN-n-k+1L,n-1,kXN-n—-k,n—-1,k+1|=J1J3(No+ 1) a{ag; (A.1.11b)

JsnyV(N-n—k+1)(k+DIN-n-kn-1,k+1(N-n—k+1,n-1,kl=JiJs(N2+ Dala; (Al.11c)
Pnk+DIN-n—-kn-1,k+1(N-n-kn—1,k+1=J5(No+)N3; (A.1.11d)
Bn+D(IN-n-k)IN-n-k-1,n+1,k{N-n-k-1,n+1,kl=J°No (N; +D);  (A.l.1le)

JiJs(n+ DVEWN-n—KIN-n-k-1,n+1L,k{N-n-kn+1,k-1= 1 sNaala;;  (A1.11)
JiJs(n+ DV (N-n-kkIN-n-kn+1L,k-1(N-n-k-1,n+1,kl= 1 sNaalas;  (Alllg)
FEn+DkIN-n—-kn+1,k—1(N-n-kn+1,k-1/=J5N, (N3+1); (A.1.11h)

2 2 1\2 2 .
BV DIN=n=R(N=n-k+DIN=n-k+1L,n-1kN-n-k-1Ln+1k=J(a) a& A1}

JsVnm+Dk(N-n-k+DIN-n-k+1,n-Lk{N-n-kn+1,k-1|=Jiza2alal; (A.111j)

2
BVt DIN=n=B(N=-n-k+ DIN-n-k-1Ln+1Lk(N-n-k+1,n-1Lk =/} (a}) a}; 1110

JisVnn+ DIN-n-k+DIN-n-k-1,n+1,k(N-n—kn—-1,k+1| =]1]3(a§)2a1a3; (A.1.111)

IsVam+D(N-n-k(k+DIN-n—kn-1Lk+1)(N-n-k-1,n+1,kl= 1 zasalal; (A1.11m)

2
BV Dk(k+DIN=-n-kn-1k+I(N-n-kn+1,k-11=J3(al) a} a111n)

2
TV nm+ Dk(N—n—k+ DIN-n—k,n+1,k—1(N-n—-k+1,n—1,k| =]1]3(a§) aza;;  (A.1.110)

2
BvVnm+Dk(k+DIN-n—kn+1,k-1(N-n-k,n—1,k+1]| =]§(a§) a. (Al.llp)

As equacoes (A.1.11a) a (A.1.11d) gerardo termos nao nulos quando projetdos sobre os estados inicial e final
se n—1 = [. Nesse caso, eles estardo associados a energia E,_; = —4U(n—1)(N — n+1). Analogamente, as
equacoOes (A.1.11e) a (A.1.11h) gerardo termos ndo nulos se n+1 = [, sendo associados a energia E,+ =
—-4U(n+1)(N — n—1). Os demais termos serdo nulos pois ndo consevam o valor de / entre os estados inicial e
final. Com essas considerag¢des, a amplitude de transicdo em segunda ordem fica, j4 fazendo a equivaléncia
entrenel:

J2(Na+ DNy + J1J3 (N2 + D) al as + J1J3 (N2 + 1) aay + J2 (N2 + 1) Ny .
4Ul+1D)(N-1-1)-4ULN-1])

a;z](t): (fl{I—it[

N J2No (Ny + 1) + I J3Noal ay + J1J3N2al ag + J2Na (N3 + 1)
4U(1-1D(IN-1+1)-4ULN-1])

}|i), (A.1.12)

Simplificando esta expressdo considerando que ela é vilida apenas para estados iniciais e finais em que

No|i) = 1|i), tem-se:

_la+n(-Q+ANI-211) 1(PNI-?1+)71-Q) || .

[2] — _ — .

ap ()= m{l i AUN—21-1) AUN-21+1) 1o (A.1.13)
a?l(t)=<f|{1—it[—A,Q+a,]21]}|i>, (A.1.14)
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em que
/1—1( v )e' (A.1.15)
mau\N—21-1 N-21+1) " o
1 [U+DIN=D) I(N—I+1
Q)= — drhiv-) HN-I+D| (A.1.16)
4U | N-21-1  N-21+1

Fazendo-se a correspondéncia entre a amplitude de transi¢cdo e o operador evolugéo temporal a () =¢ flU(t,0)]i) =

(fle”™1|{), (A.1.14) pode ser entendida como a expansdo em primeira ordem do hamiltoniano efetivo:
Hly=-1Q+a;J*1. (A.1.17)

Que é equivalente a Hyy a menos de uma constante de fase dinadmica.

A.2 DIAGONALIZANDO H, COM A QUEBRA

Definindo J; = Jsen(0) e J3 = Jcos(0), uma representacao alternativa do Hamiltoniano (2.1.1) é:
H=U(N; - N>+ Ng)2 +] [sen(@)(aiaz +ay ag) + cos(@)(a;ag + agag) , (A.2.1)

em que 0 é um angulo que mede a assimetria entre o tunelamento dos pogos 1 e 2 em relacdo aos pogos 2 e 3.
Com isso, o Hamiltoniano H, néo integravel visto na equacéo (3.1.4) da secao 3.1 pode ser reescrito da seguinte

maneira:

+

w _ _ _
He=—|e+ —l) agag, + (E—wlr)aial +wiaza; +wla1ra3, (A.2.2)
T

— w = ~ . P A . .
emque w; = 71 €S, ceTsaoas fungoes trigonometricas seno, Cosseno e tangente para o angulo de assimetria 6.

Esta equacao evidencia o fato de que todos os operadores que compdem H, sdo produtos entre os operadores

a’{ ou ag com a; ou as. Com isso, H, pode ser escrito da forma H, = AYMA, conforme feito a seguir:

_ [} o
(£+T) w]

W] E—wT

H, = |d}, af] “ (A.2.3)

ay

M por sua vez pode ser diagonalizada e escrita em termos da matriz formada por seus autovalores e autoestados:

E 0
M=vt|"* v, v=[1E) |E_>], (A.2.4)
0 E_
em que: 3
P i AR (A2.5)
-2 ) -1+
e, definindoI'=+/1+7y* = (An)_%, os autoestados de M sio:
1 L 1 L
|Eyy=—=| VI |, |E_) = — = 1 (A.2.6)
v2r \/F+’)/ v2ar —‘/]."_')/
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e V pode ser dada por:

“ b ] , (A2.7)
a —

em que @ = /r—}ry ef=, /FL_Y. Com isso, H, pode ser escrito em sua forma diagonal como:

a al

B —p!

a P

(X_l —,6_1

Hy= — |}, a]] “ (A.2.8)

2 a;

[—%(%thlr 0

0 _%(%JFT)—EIF

Os vetores 4/ % ATVie,/ % V A podem ser interpretados como novos vetores de operadores criacao e destruicao

de estados BT = [bT, bJ{] eB= respectivamente. Com isso, H, pode ser reescrito como:

1

w1 w; (1
He:_[_l(_+r)+wg bl{b1+ ——l(—+1)+55 b;bgz...
2 \7 2 \7
wy (1 _ wy (1 _
=—|—|=+T|+twe| Np1+ |—— | = +T |+ we | Np3, (A.2.9)
2 \7 2 \7

em que w; = % Nesta expressao a relacdo w, = w;I foi utilizada.

Dessa forma a relacdo entre os operadores b; e a; € dada por:

by = \/ 5 (@as + Bay) d3=\/2a)7’£(%b3+ﬁb1) (A2.10)
blz\/z%g(éag—%al)’ a1=\/2w71€(éb3—ab1)
Com essas relagoes, a evolucao temporal de um estado quantico qualquer pode ser calculada. Seja {|N — [ —

k,1,k):} abase de autoestados de H,. Um estado |N — [ -k, [, k) pode ser construido a partir do vacuo conforme

(2.1.8). Com isso, um estado |W) arbitrario pode ser escrito como uma combinacao linear desses estados:

Nl n N-l-n + l Nl + n + N-Il-n
[4)" (@) " (4) (4])" ()
|\I’o>=n§0cn \/g’n_' m \/Zﬁ |0>=r§0cn \/% mm,l,m, A2.11)

em que |0) =0,0,0) é o estado de vacuo. Agora (A.2.10) pode ser aplicada para converter esse estado para a
basede H,, {{IN—1—k, I, k)¢}.

N-I
2

1 w N-I 1 n 1 N-l-n
|w0>=ﬁ(2—w’6) Zocn\/c,f)’"(ﬁb§+ﬁb{) (Ebg—ab{) 10,1,0). (A2.12)
. n=

Aplicando o teorema binomial, os operadores bI e bg estdo em condic¢oes de serem aplicados a |0, ,0).

N=l nr_ +\J )
1 (Ul 3 N-1 n b3 n—j
cN-1 =3 bl "
| 0) (N—l)'(zws) nzocn n ;)(ﬁ (IB 1) 7
N-I-n bT J' N—l-n—i' ]
Dy (—3) (~abl)” " N 10, ,00e; (A.2.13)
j/:0 a
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=

AR v N g (1Y Ny
I‘I’o>=( ) cn\/C = =] (~@ I
2w¢ n=0 " " jgo j'=0 ,B a
CncN l-n
———— IN=I-(+j)Lj+]"e. (A.2.14)

G

Aplicando o operador evolugéo temporal a [ W), obtém-se [ ¥ (1)):

N N-1 N-l-n j ) i 3
I (1)) :( l ) ’ cn\/CYEY (_) g (l) (cayN-ln=i
2we £ :

N -
J'

,/CN]

sendo p = % ( +7). As exponenciais complexas podem ser rearranjadas como:

Ln- n ! —lwe J —iwet J' .
N-1 g \ _ o N-l-n-j’
Do L () () e

crey-tn

Ve

Neste ponto, a aplicacdo do teorema binomial pode ser desfeita levando a uma expressao parecida com o ponto

—l{ @e+w;p)IN=1-(j+ ) +@e—w;p) (j+)} ¢ IN l—(]+]) l]+] Ye, (A.2.15)

P (1) :ei@ﬁ'wm)(N—l)t( Wy )
2w¢

IN=I=G+j0Lj+ " (A.2.16)

de partida:

N-I N-Il-n
2

N—- —Lwt —iwet
Z \/ch( 5 b*+/3b*) (ea b;—ab{) 0,1,0)¢. (A.2.17)

Aplicando novamente (A.2.10), a evolucdo temporal pode ser escrita na base {|{N -1 -k, [, k)}:

ei@e‘leP)(N—l)t ( w; )

V()= ———
¥ () T

2w¢

~ el @B (N=D1 () \N=IN-I —— [ emiwet aT n
|‘I’(t)>=—( ) cn\/CN-H | ——(aal + Bal) +
VIN-D! 20, ngb e p epae| g b
. N-I-n
—iw,t al af
¢ (aa§+ﬁa{)—a(—3——1) 10,,0). (A.2.18)
a p
A partir do uso das seguintes propriedades de « e f:
2
af=1, a?+ 2= (A.2.19)
w;
a expressdo acima torna-se:
iwl(N—l)t(l+T) N-1
- e 1 T " N-I-n
IP(0) = — e Y cay/Ch- l(a*f(t)+a1g(t)) (a§g(t)+a1rf (t)) 10, 1,0, (A.2.20)
— b n=0
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em que:
aze—i%“+ﬁzei% o i i
f0= o e §0=— 5 (A.2.21)
Aplicando novamente o teorema binomial e os operadores ag e aI, tem-se:
. iogN-Dt . Nzl n N-l-n | oN-I . . . i
Ty=e 1 Gy Y Y | Ao fwigw T gw! N
n=0 j=0 j'=0 j+j
CICTTMIN = 1=+ 0,1 j + . (A.2.22)
Usando a identidade (citar):
k N-I-k N-I
Y X fp+ip-ipp=)Y Y f@q-2j,q-j., (A.2.23)
j=0 p=0 q=0 jeS4(k,})
a expressao final para a evolugdo temporal do sistema pode ser obtida:
~ ioy-i g N=l  N=l | oN-I ) i o
Fy=e  GY Y ([ A=Y f@igmt i N
n=0 g=0 \| Cq " jeS,n0)
L CICYTMIN=1-q,1,9). (A.2.24)
Escrevendo-a de forma mais familiar, tem-se:
. ioy(N-Dt 1 N=ZIN=I
P(e)y=e 7 (%7 cnhg(n,L,OIN=1-q,1,q), (A.2.25)
q=0 n=0
com:
CN-1 , . .
hgin, L= | 2= Y f@lgwymaprNtraticrel i, (A.2.26)
q j€Sq(n,D)

No limite y — 0; a,  — 1; f(1), f* (1) — cos(“’T’t) eg(t)— —isen(%ﬂ). Isso faz com que h;(n, 1, 1) — by(n, 1, 1)

conforme definida por (2.3.4).

48



Apéndice B

Entendendo o Sistema como Um

Interferometro

B.1 FUNCIONAMENTO DE UM INTERFEROMETRO

Interferometros sdo aparelhos que dividem feixes de luz em diferentes caminhos. Essa divisao é feita através
de laminas semiespelhadas que permitem tanto a transmissao quanto a reflexao do feixe. Em um ou mais
desses caminhos uma diferenca de fase ¢ é introduzida através da introducdo de um material com propriedades
Opticas diferentes das do meio de propagacao do feixe ou através da modificacdo da geometria do aparato
experimental de forma a alongar a distancia total percorrida por um dos feixes. Esses diversos caminhos sdo
recombinados por outra lamina semiespelhada e a intensidade do feixe resultante é medida por um detector
para a visualizacao de franjas de interferéncia. A partir dessas franjas, ¢ pode ser estimada. Ao longo da histéria,
varias foram as realizacoes de interferometros com as mais diversas configuragdes, como o interferometro de
Michelson [72] ou o interferdmetro de Mach-Zehnder [66].

No interferometro de Mach-Zehnder, até dois feixes incidentes podem ser divididos em dois caminhos
diferentes por uma lamina semiespelhada como foi descrito na Figura 5.1. A diferenca de fase ¢ é introduzida
em um desses caminhos, que sdo entdo recombinados por outra lamina semiespelhada. Os feixes resultantes
seguem entdo para detectores para a medi¢ao das franjas de inteferéncia. Esse é um bom interferémetro para
se realizar um paralelo com o MTPI, pois durante todas as etapas de divisdo e recombinacdo, a quantidade de
feixes é preservada, o que permite a descri¢ao da acao do interferémetro através de operadores unitérios. Seja
|n1, ny) o estado quantico que descreve a quantidade de fotons gerados pela primeira fonte e pela segunda.

Esse estado pode ser descrito pela acao de operadores criacao e aniquilacao pela equacao (2.1.7):
T ni T ny
(al)” (e}
\Y4 I’l1! v n2!

As laminas semiespelhadas podem ser descritas por operadores unitdrios M; atuando sobre esses operadores

|nlyn2>= |0)O>- (B.l.l)

49



Apéndice B. Entendendo o Sistema como Um Interferémetro

aj. gerando novos operadores B;f.

B al B! ri t][al
=5t =17 I (B.1.2)
B, a, B, tji 1illa;

em que r; e t; sdo os coeficientes de reflexdo e transmissdo da lamina para os f6tons da primeira fonte e r]’. e

t} sdo os respectivos coeficientes para a segunda fonte. Devido a conservacdo de energia, uma fase pode ser

acrescentada neste processo, mas, escolhendo apropriadamente os valores de r e t, ela pode ser compensada.

Depois de passar pela primeira lamina, o feixe passa pelo aparato que implementa a diferenca de fase, descrita

pelo operador unitdrio sobre B;f:

e 0
0 1

P = (B.1.3)

Com isso, os operadores criacao e aniquilacdo ao final da atuagdo do interferdmetro sdo descritos através da

seguinte transformacao:
:
1
+
a,

(B.1.4)

at
n ] = M,PsM,;
oy

Esse formalismo é idéntico ao utilizado até agora para se tratar o modelo integravel apresentado nesta
dissertacao, tanto é que uma demonstragdo que utiliza o mesmo principio aqui utilizado se encontra no

Apéndice A. Isso mostra uma possibilidade de se tratar o RTR como um interferémetro.

B.1.1 Resolucdo Através do Limite de Cramér-Rao Quéntico

Observaveis sdo representados por operadores hermiteanos. Infelizmente nao hd operadores hermiteanos
que representem a fase acumulada por um estado quantico durante a acdo de um interferdmetro. Portanto,
sé resta a estimativa de ¢ através da medicdo de outro observavel @, que esta associado a um operador O, tal
que (O) = f(¢). Sendo assim ¢ = f~1((O)) e o erro A¢ pode ser determinado através do erro AO pela resolucio

analitica da lei de propagacao de incertezas:

AO

=—) (B.1.5)
[6,(0)

Ad
sendo a derivada parcial avaliada no valor ¢ estimado a partir de (O) e AO o desvio padrdo de O calculado da
forma usual AO = 1/(0?) — (0)?. Quanto menor for A¢, maior serd a resolugao do interferometro. Por isso, os
limites minimos que esta quantidade pode atingir precisam ser discutidos.

O limite minimo de A¢ segue uma relacao chamada limite de Cramér-Rao quantico (qLCR). Essa relacdo
diz qual é o valor minimo que a varidncia de um observével pode atingir. Diferentemente do principio da
incerteza de Heisenberg, essa relacdo ndo necessita de um segundo observavel para ser calculada, dependendo
apenas de parametros internos do sistema. Sejam p(¢) a matriz de densidade do sistema, dependente de ¢ e
{E (€)} o conjunto dos operadores positivos de medida definida [63]. Esse conjunto é formado por operadores
hermiteanos nio negativos que satisfazem Y, E(¢) = I. A partir desses operadores, é possivel definir um
mapeamento ®(¢) no espaco de parametros aonde a estimativa de ¢ acontece. ® serd a funcdo que servird de

estimador para ¢. Se () (¢p) = ¢ para todos os valores de ¢, entao o estimador é considerado ndo tendencioso. A
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partir de p e E(e), a probabilidade condicional de se obter o valor € dado um valor de ¢ pode ser definida como:
P(elp) = (E@Ep(¢)), (B.1.6)
e o limite de Cramér-Rao cléssico (LCR) pode ser definido como:

2 (Op(®@lp=go)”

AD(P = , B.1.7
(A2 =po))" = —F (B.L.7)
sendo F(¢) a funcdo de funcdo de informacao de Fisher
3y Pel)”
F(¢) = (dgIn(P(elp)))* = F(@p) = ZM, (B.1.8)

c Pl

em que a soma se estende por todos os valores de €.
Para se obter o qLCR, F(¢) deve ser maximizada sobre todos os conjuntos {E (e)}, levando a funcao de

informacao de Fisher quantica Fq {p(¢)}. Essa fungdo também pode ser representada como:

Folp@)) =t (p(@)13), (B.1.9)
em que Ly € o operador derivada logaritmica simétrica [54, 63, 69] que € definido como solug¢do da equacdo:

B pLy+ Lyp

0
PP D)

(B.1.10)

Aplicando esta definicdo para uma matriz de densidade que corresponda a um valor definido de ¢, p =
W () (Y (), Fo resulta em:
Folp(@)} =4{(0,¥10,¥) - [0 1%} (B.1.11)

Com isso, o qLCR se torna:
2
2 (0p(Pp=go)
" Folp@=¢o)}

Como Fg é uma maximizacdo de F, A®;;cr < A® g, ou seja, qLCR permite que o interferdmetro atinja

(AD (¢ = ¢)) (B.1.12)

uma resolu¢do maior do que o LCR permite. Outro ponto a ser notado é que Fp ndo depende do mapeamento
@ utilizado, mas sim somente de pardmetros internos da dindmica do sistema e do estado inicial utilizado. Se
o sistema puder ser dividido em N subsistemas, ou seja, p(¢) = ®£¥=1 on () de tal forma que a estimativa de
¢ possa ocorrer independentemente em cada subsistema, entdo, F(¢) = Z],Y:O F,(¢p) = NF1(¢p) e, da mesma
forma, Folp(P)} = X Fonlp(®)} = NEg1{p(¢)}. Isso ocorre porque, nesse caso, P(el¢p) =[5, P,(€l¢). Isso
conecta a quantidade de medicoes realizadas sobre o sistema com o niimero de subespacos que o mesmo
possui [63]. Se esse nimero for equivalente a uma grandeza fisica, como o nimero total de f6tons emitidos pelo
interferdmetro, ou o nimero total de particulas no caso do modelo integravel apresentado nesta dissertagao, os
seguintes limites podem ser definidos.

¢ Limite Quantico Padrao (LQP): quando A® escala de acordo com \/LN Este € o limite minimo que A®
pode atingir quando a estimativa da fase se der por estados de luz cldssica, que seriam estados da base de
Fock que equivalem a apenas uma fonte de luz. Com esses estados, pode ser provado que sua resolucao

maxima obedece a este limite [63]. Interferdmetros operando com esse limite sdo considerados como
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tendo um nivel normal de resolucdo.

¢ Limite de Heisenberg (LH): quando A® escala de acordo com % Esse limite s6 pode ser atingido por
estados que sejam equivalentes a emissdo de luz por mais de uma fonte no interferémetro, como os vistos
no exemplo na se¢do 5.5.2. Sua defini¢do segue de um argumento heuristico a partir de NOON states. Ao
se pensar na relacdo de incerteza (também heuristicamente) ANA¢ = 1, num NOON state, AN = N, o que
levaria a este limite de resolucao [73]. Interferdmetros operando dentro desse limite mas melhor que
o LQP sdo considerados como tendo superresolucdo. Como o limite minimo é definido por Fo{p($)},
também € possivel a exiténcia de arranjos que permitam a extrapolacdo do LH levando a resolucoes ainda

melhores.

B.2 ENCONTRANDO A INCERTEZA MINIMA PARA O SISTEMA

Primeiramente, o resultado para a funcao de informacao de Fisher quantica para o sistema precisa ser
demonstrado. Ele vem da aplicacédo de (B.1.12) ao estado definido pelo protocolo (4.1.5). Para computa-lo,

primeiro é necessdrio saber o que é |a¢,\if>, em que a propria equacao (4.1.5) pode ser utilizada:

109F) = 0 (€715 S 145: 155w ) (B.2.1)
10p%) = —i (e—"%sxsze""/’sw‘i%sx) IWo); (B.2.2)
105%) = —i (e"'%SXe—i‘/’Sz e“'%SXe"%stze—i%Sx) IWo). (B.2.3)

Usando a Identidade, obtida a partir da expansado de Baker-Hausdorf [63]:
e'2%:5,e7i2%x = 5, (B.2.4)

tem-se:
0¥y = —i (71 ESx eI S: 715505, | ). (B.2.5)

Calculando agora as quantidades (357105¥) e [(05 V| P)|*:

(0p @105 Ty = (Wol [1 (S8 55155 )| [ =i (e T3Sve S 715555, || [wy); (B.2.6)
0105y = (P|S2|P) = <S§> ; B.2.7)

@ PID) = ol [i(5ye/85rei¥5: e85 | (o778 5xm10: o135 |\1/0>|2; (B.2.8)
10 PIP) 2 = |i(PISy 1P| = (S))°. (B.2.9)

Portanto Fg{p} = 4AS§, com os valores esperados calculados sobre o estado inicial do protocolo em decorréncia
de (B.2.7) e (B.2.9) aplicadas em (B.1.12).

Com isso, o limite de resolucédo do sistema serd dado pela maximizac¢ao da seguinte funcao:

ASE=(82)-(5))". (B.2.10)
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Utilizando a base {S?, Sy}, o estado |y) que gera essa maximizagdo pode ser dado pela combinagéo linear:

(] S
lwy=3 ) cyjlsh . (B.2.11)
§'=0,3,1,.. /=%
Como s = NT_Z no RTR, ¢y; =6 ycje:
S
lwy=) cjls, j). (B.2.12)
j==s
Aplicando esse estado sobre ASi:
2_ v 2. 2_[% ak
AS, = 'Zj el —(_Z Jleil ) . (B.2.13)
Jj=-s Jj=-s

Seja kj = |c; |2. ASi deve ser maximizada em relacdo as varidveis k; levando em conta a condi¢do de normaliza-
¢ao Z‘;:_ skj =1, 0que pode ser feito com um multiplicador de Lagrange. Seja Z:

N N 2 S
£=3. jzkj_( > jkj) +/1(1— > k,-), (B.2.14)
j==s Jj==s j=-s

a Lagrangiana da funcéo a ser maximizada. Maximizar £ em relagdo a k; serd o mesmo que maximizar ASf,

levando em conta a condi¢do de normalizagdo. Derivando & em relagéo a k;:

N
aij:jz—Zj( > j’kj,)—a. (B.2.15)

ji==s

Fazendo 0y; £ =0 equivale a:

S s -2__A
0=j2—2j( > j’kj/)—/1=> ) j’k,-/=]2—j. j#0, kj#0. (B.2.16)
j'==s j'==s

O lado esquerdo da tltima equagéo de (B.2.16) € (S, ) e € uma constante. O lado direito varia com relagao ao

valor de j, o que implica em duas possibilidades. Ou kj =6/, 0 que implicaria em:
ASS = j - j* =0, (B.2.17)

ou existem dois valores j e j' tais que:

2j 2j'

2 12 s
oA A:,A(l 1):.1 ]
2j 2j'

, g
]_] . ./ A’ .o
= :>/1( — )=J—J >-——=-1=>1=-jj. (B.2.18)
2 JJj’ Ji'

Também pela condi¢@o de normalizagdo, tem-se kj» =1 —k;, com isso, (B.2.16) fica:

o - .
jki+j =k = % =>ki(-j)= % = kj =k =3 (B.2.19)

Para se encontrar quais desses extremos locais é o “maior” extremo local, AS?, pode ser reescrita com base
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no que ja foi encontrado até este ponto:

.2 12 . 2 2 .12 .2 .12 ..y -2 .12 Y]
A52=]—+]——(l+]—) sasz=d gL 1 I a2 T 1) (B.2.20)
Yy o2 2 ) Y2 2 4 4 2 Y4 4 2
j 7Y
ASZ=[£-2] . B.2.21
2 (2 2) (B.2.21)

Quanto maior for j— j’, maior seré o valor de AS?, (um procedimento de extremizagdo para j e j' como realizado
anteriormente somente encontraria um minimo local em j — j' = 0). Como o maior valor que j pode assumir é

s e o menor valor que j’ pode assumir é —s, entdo fica claro que o maior valor que AS% pode assumir é:

max{As3} = 5%, (B.2.22)

que corresponde ao estado: ) .
=" (|s, s)+el?ls, —s>). (B.2.23)
Como ja mencionado anteriormente, s = NT_I, no RTR o que implica em max{ASf,} = %, o que leva o limite

de resolucdo do sistema de acordo com a Funcao de Informacao de Fisher quantica a ser:

A = ! . (B.2.24)

2 1
Ag= N-1

=2 —(N—l)2 =
4 4
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Robustez

Desvios no comportamento do sistema através da adi¢cao de novos potenciais sdo uma extensao comum
a sistemas integraveis e podem ocorrer para o estudo de diversas propriedades, como realizado em [74-76].
Como esses potenciais desviam o Hamiltiniano do sistema a que eles foram adicionados de sua condicao
inicial integravel, eles sdo normalmente chamados de quebras de integrabilidade. Neste Apéndice, a questdo da
robustez do sistema serd abordada através de uma segunda quebra de integrabilidade. Um sistema pode ser
dito robusto quando ele consegue preservar sua dindmica mesmo quando uma perturbagao, que em teoria
pode altera-la substancialmente, atua sobre ele. Um dos motivos que justifica este tipo de estudo é a presenca
de margens de erro que limitam a precisdo com que os aparatos experimentais que sustentam o sistema podem
operar. O sistema estudado nesta dissertacao é realizado através do alinhamento de lasers sobre um condensado
de Bose-Einstein dipolar. Portanto, é possivel que haja alguma margem de erro ou dificuldade de foco nesses
aparelhos que possibilite a inclusao de alguma perturbacao. Como isso pode influenciar a capacidade de se

realizar o sistema em laboratério, este estudo se torna imprescindivel.

C.1 A QUEBRA DE INTEGRABILIDADE DE INTERACAO

No caso deste estudo, a quebra de integrabilidade de interagdo ameaca a obten¢do do RTR e é dada por:
Hy =N N3. (C.1.1)

O termo ¢ visto nos Capitulos 3 a 5 podia ser interpretado como a adi¢cao manual e controlédvel de um comporta-
mento ao sistema. No entanto, este termo apresenta uma perturbacdo no sistema pois, como visto no Capitulo
2, as interacdes inter e intrapocos associadas ao termo N; N3 podem ser compensadas com uma fase dindmica
aplicada ao sistema como visto em (2.1.10). Com Hg, esse tipo de compensacdo ndo existe mais, causando
efeitos nao lineares potencialmente imprevisiveis. No entanto, se o sistema for robusto, ele apresentard uma
resisténcia ou uma tolerancia a este tipo de perturbacao, o que aqui serd considerado como uma defini¢do para

robustez.

55



Apéndice C. Robustez

C.2 FIDELIDADE

Uma forma de se estudar robustez é através de uma fun¢do & chamada fidelidade. A fidelidade é a projecao

de dois estados através do produto interno de um com o outro. Nos estudos de robustez, um desses estados é

um estado de controle |®(#)) enquanto o outro é o estado a ser estudado | ¥ (¢#)). Dessa forma & (¢) pode ser
definida como:

F (1) = (@)W (2)). (C.2.1)

Uma importante conclusdo que pode ser auferida ao se estudar % (¢), principalmente F(t) = |Z(£)|> é a
informacdo do quao bem o estado |¥(#)) pode ser representado por |®(#)), visto que o resultado F(f) =1
somente pode ser atingido se |V (1)) = |®(¢#)). F(t) também pode ser interpretada como a probabilidade de
transicao do estado [¥(t)) para o estado |®(1)).

Ao longo das préximas sec¢oes, serdo estudados alguns casos de como esta perturbacgdo introduzida em
(C.1.1) pode atuar no sistema. Primeiramente de forma estética e a seguir de forma dindmica, como uma funcao

periddica.

C.3 A PERTURBACAO ESTATICA

No caso de uma perturbacao estdatica, o termo (C.1.1) é adicionado ao Hamiltoniano tal como ele estd. Dado

um estado inicial |N - I - k, [, k), a evoluga@o temporal do sistema pode ser comparada através da fidelidade:
F()=(N=1-kLkI¥@®), (C3.1)
e o Hamiltoniano se torna:
H=UN, - N2+ N3)2 + Jy (@l ap + a1 al) + J3(a) as + azal) + e (N3 — N1) + EN N3 (C.3.2)

Neste caso, assim como nos proximos a serem apresentados, hd uma sobreposicao dos efeitos da quebra de
integrabilidade € com a perturbacéo ¢. F(#) tal como estd apresentada vai permitir determinar se € é capaz de
tornar o sistema mais robusto, ao comparar F(¢f) para um sistema com e sem quebra integrabilidade. No RTR, o
tunelamento ressonante € modulado pela constante efetiva de tunelamento J, = A1;J; J3. ¢ estar proximo a esse
valor significaria uma competicdo da perturba¢do com o RTR podendo potencialmente comprometé-lo e, por
isso, os préximos resultados serdo obtidos considerando-se esse limite.

Como é possivel ver na Figura C.1, a presenca de € é capaz de tornar o modelo mais robusto. Usando
a primeira figura do quadro como uma base de comparacgdo, o comportamento periédico de picos em F(¢)
necessita de valores maiores de ¢ para comecar a esvanecer quando hd uma quebra de integrabilidade presente
do que quando a mesma esta ausente. O principal efeito de ¢ é a localizacdo dos estados, suprimindo o
tunelamento ressonante de particulas como visto no Capitulo 3. Visto que w; = 2/, 0 aumento de robustez
com a quebra de integrabilidade externa pode ser explicado ao se considerar analogamente:

_Je

=27, = . C3.3
Wy ]y Y An ( )

Com isso, a presenca da quebra de integrabilidade externa aumenta o valor da constante de tunelamento efetivo,

o que faz com que sejam necessarios valores maiores de ¢ para que a dinadmica do sistema seja efetivamente
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Figura C.1: Médulo quadrado da fidelidade F(¢) do sistema definido por (C.3.2) para diferentes valores de ¢ obtida através
de diagonalizacdo exata. De cima para baixo: ¢/J = 0; 0,00012; 0,0004 e 0,004. Linhas sélidas nos gréficos representam
resultados obtidos para €/ ] = 0 e linhas tracejadas representam resultados obtidos para €/J = 0,02. Em todas as figuras, o
sistema se encontrava no RTR com 7 = 40, o que corresponde a /. = 0,00329 e J = 0,00599.

perturbada.

C.4 O PULSO ALTERNANTE

Neste caso, a quebra de integrabilidade de interacdo foi introduzida com uma dependéncia temporal
periddica. Esse estudo faz parte de uma base para andlise de dependéncias temporais mais sofisticadas como
pulsos de amplitude aleatéria cuja probabilidade de ocorréncia estd vinculada a uma distribui¢do gaussiana.

Desta forma, o termo de perturbacao serd dependente do tempo de acordo com:

ENINs, |nT,(n+3)T), nez

, C.4.1
—ENINs, [(n+3) T,(n+1T), nez (€40

H‘:(t)={

dado um periodo de oscilacdo T e uma frequéncia w = 27” Este pulso foi construido de tal forma que a sua

média temporal ./ seja:

N; V- A
613:0.
2

1 7T EN; N
Jl:?f Hg(t)dt=g+3— ENp N3 — (C4.2)
0
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Figura C.2: Médulo quadrado da fidelidade F(#) do sistema definido por (C.3.2) na forma do pulso alternante com dois
valores distintos de frequéncia (figuras (a) e (b)) para diferentes valores de ¢ obtida através de diagonalizacdo exata. De
cima para baixo: ¢/J = 0; 0,00012; 0,0004 e 0,004. Linhas s6lidas nos gréficos representam resultados obtidos parae/J=0e
linhas tracejadas representam resultados obtidos para €/J = 0,02. Em todas as figuras, o sistema se encontrava no RTR com
71 =40 e estado inicial |20,0,0). Nessa configuragao, /e = 0,00329 e Jy = 0,00599. A presenca de uma oscila¢ao como descrita
por (C.4.1) melhorou drasticamente a robustez do sistema até mesmo quando a quebra de integrabilidade € nao estava
presente.

Felizmente, apesar da dependéncia temporal, a diagonalizacao exata do Hamiltoniano ainda pode ser utilizada,
considerando-se que um instante ¢ arbitrario pode ser divididoem t =8t+ MT, M €N, §t < T. Dessa forma o
operador evolucao temporal pode ser expresso como:

. . . M T
%(t):e*’H+5t(ele‘%ef’H*§) ,0<6t< E; (C.4.3)
. . . . M
U(1) = e~ 1H-0t gmiHi 5 (e‘lH‘%e‘lmg) , g <8t<T, (C.4.4)

sendo Hy = H+{N; N3 com H dado por (3.1.2).

Resultados da evolugado temporal do sistema foram apresentados na figura C.2 para w = 2,5wy e 10,5w,.
Como pode ser visto, a presenca de oscilacdes torna o sistema mais robusto até mesmo na auséncia da quebra
de integrabilidade externa e para perturbagdes fortes da ordem de J, ou J,. Também pode ser notado que,

quanto maior a frequéncia de oscilacao, o sistema pode fazer frente a perturbacdes maiores.
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