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Resumo

A equacgao de Landau-Vlasov unidimensional que descreve gases bosonicos diluidos frios
no regime de campo médio sem colisao sob forte confinamento transversal é analisada
usando métodos tradicionais da fisica de plasma. Solugoes estacionérias independentes
do tempo sao encontradas usando uma abordagem semelhante aos modos de plasma nao
linear de Bernstein-Greene-Kruskal. Ondas estacionarias lineares semelhantes aos modos
normais de plasma de Case-van Kampen também estao disponiveis. As novas solugoes
bosbnicas nao tém propriedades de decaimento ou de crescimento, no mesmo sentido que

as solugoes analogas de plasma.



Abstract

The one-dimensional Landau-Vlasov equation describing cold dilute bosonic gases in
the mean field collisionless regime under strong transverse confinement is analyzed using
traditional methods of plasma physics. Time-independent, stationary solutions are found
using a similar approach as for the Bernstein-Greene-Kruskal nonlinear plasma modes.
Linear stationary waves similar to the Case-van Kampen plasma normal modes are also
shown to be available. The new bosonic solutions have no decaying or growth properties,

in the same sense as the analog plasma solutions.
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Capitulo 1

Introducao

Quando o tempo médio de colisao em gases diluidos frios feitos de d&tomos de bdsons
é muito maior do que a escala de tempo caracteristica da dinamica relevante, é possivel
ter um modelo baseado na equacao de Landau-Vlasov [1]. A equagdo de Landau-Vlasov
¢ obtida a partir da equacdo de Boltzmann-Vlasov |1-4]| negligenciando o operador de
colisao. A dindmica dos sistemas de bosons frios, por exemplo no cruzamento de regimes
sem colisdo para regimes de colisdo é necessaria a equagdo de Boltzmann-Vlasov [5)].
Equagoes hidrodindmicas [6] sao ferramentas tuteis no caso colisional, por exemplo para
condensados de Bose-Einstein ou o gas de Fermi superfluido no cruzamento Bardeen-
Cooper-Schrieffer (BCS) - Condensado de Bose Einstein (BEC)

Sob um confinamento transversal muito forte, um géas de bésons esta em uma configura-
¢ao quase unidimensional (1D). A realizac¢do experimental de sistemas quase-1D & possivel
com atomos ultrafrios aprisionados em potenciais épticos com energias de confinamento
transversal harmonicas muito maiores do que a energia térmica ou potencial quimico [7].
O regime sem colisao ¢ aprimorado na configuracao quase 1D. De fato, em colisoes elés-
ticas binarias 1D, as particulas trocam suas energias completamente, portanto, nao ha
efeitos sensiveis dessas colisoes entre particulas idénticas. Consequentemente, nenhuma
termalizagao é possivel, como verificado em atomos de bosons frios aprisionados em redes
Opticas 1D [8]. Para estes sistemas de bosons diluidos 1D, a equagdo de Landau-Vlasov
¢é aplicavel, desde que o gas nao contenha um quase-condensado e que nao esteja no re-
gime de Tonks-Girardeau (TG) [9], onde as particulas do gas de bosons sao altamente

interagentes, com propriedades fermionicas [10]. O gas de TG pode ser obtido experi-



mentalmente através de um processo de diluicao do gas de bosons 1D. A transicao entre
um BEC para um gas de TG se caracteriza pelo parametro I' = €;,;/€gin, onde €,y € €xin
sao, respectivamente, a energia média de interacao e energia cinética calculadas através de
uma teoria de campo médio |9]. Neste trabalho foi criado um gas de TG 1D para I = 5.5.
O regime de forte acoplamento foi acessado através da combinacao de duas armadilhas
de luz independentes. Ao alterar as intensidades das armadilhas, nés variamos I' e com
isso tornamos os atomos um BEC ou um gés de TG.

Recentemente [11], a estabilidade linear de solugbes da equagao de Landau-Vlasov 1D
foi investigada por meio de métodos bem conhecidos da fisica de plasma, nomeadamente
a abordagem da transformada de Landau ou Laplace. Neste método, a evolugao temporal
das perturbagoes em torno da funcao de distribuicao de equilibrio é tratada como um
problema de valor inicial. A taxa de amortecimento linear de Landau (ou taxa de cresci-
mento, para equilibrios instaveis) é, portanto, determinada através da analise adequada no
plano complexo (contorno de Landau). A semelhanca entre a equacao de Landau-Vlasov
e o sistema de Vlasov-Poisson que descreve plasmas eletrostaticos sem colisao fornece um
cenario estimulante para a aplicacao de técnicas de plasma em uma area aparentemente
nao correlacionada, como no estudo de gases de bdsons frios.

Neste contexto, o presente trabalho é dedicado a discussao de solugoes independentes
do tempo e solugoes de ondas estacionarias para a equagao de Landau-Vlasov 1D. Em
plasmas, solucoes estacionarias para o sistema de Vlasov-Poisson podem ser derivadas a
partir do teorema de Jeans, segundo o qual a funcao de distribuicao de particulas que
satisfaz a equagao de Vlasov deve ser uma funcao das constantes de movimento. No
caso independente do tempo, a energia da particula é uma constante de movimento ou
invariante, conforme tratado no trabalho original [12] de Bernstein, Greene e Kruskal
(BGK). Por construgao, esses chamados modos de BGK sao oscilagoes de plasma nao
lineares exatas que nao apresentam amortecimento ou crescimento. A abordagem de
BGK, onde a energia é a variavel dinamica central, pode ser adaptada para a derivacao
de estruturas de buracos no espago de fase [13,|14] e, em uma extensao mais limitada,
para plasmas quanticos [15].

Apesar da visdo mais popular em termos de interpretagao do elétron surfando [16],

uma interpretagao alternativa e mais rigorosa do amortecimento de Landau é em termos



da superposigdo de mistura de fase dos modos de Case-van Kampen [17]. Introduzido
por van Kampen [18] e demonstrado por Case 19| para formar um conjunto ortogonal
completo para o sistema linearizado de Vlasov-Poisson, a onda estacionaria ou modos de
Case-van Kampen foram discutidos em uma variedade de contextos. Por exemplo, em
plasmas com fundo i6nico variando lentamente no tempo [20], em plasmas multidimen-
sionais nao uniformes |21, para ondas nao lineares |22|, sistemas de Fermi estendidos,
plasmas eletromagnéticos [23], plasma colisional [24] e plasmas quanticos [25]. Conforme
discutido no capitulo [7, os modos de Case-van Kampen também estao disponiveis para
um gas de bosons ultrafrio descrito pela equacao de Landau-Vlasov.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma. No capitulo [1] é destinado a intro-
dugd@o. No capitulo [2], destina-se ao contexto e metodologia. No capitulo [3] ¢ derivada a
equacao de transporte de Boltzmann. No capitulo |4 é abordado os modos de Bernstein-
Greene-Kruskal (BGK) e de Case-van Kampen para o sistema fisico de plasmas. Ja no
capitulo 5| ¢ apresentado a equacgao de Boltzmann-Vlasov 3D, a redugao para a equagao
de Landau-Vlasov 3D (aqui desprezado o operador de colisao) e derivada a equagao de
Landau-Vlasov 1D, seguindo os passos de |11]. No capitulo @ considera os modos de BGK
e o capitulo [7] os modos de Case-van Kampen para a equacao de Landau-Vlasov 1D. O

capitulo [9] esté reservado para as conclusoes e consideragoes finais.



Capitulo 2

Contexto e metodologia

2.1 Historico e estado da arte

O conteudo desta secao foi extraido de [11]. A degenerescéncia de Bose [26] e Fermi [27]
foram alcancadas alguns anos atras em experimentos com dtomos de metal alcalino ultra
frios, baseados em resfriamento a laser e aprisionamento magneto-6ptico. Esses experi-
mentos abriram caminho para a investigacao e manipulagao de novos estados da matéria
atomica, como o condensado de Bose-Einstein [6] e o gas superfluido de Fermi no cru-
zamento BCS-BEC. Ferramentas teoéricas simples, mas confiaveis para o estudo desses
sistemas no regime colisional sdo as equagoes hidrodinamicas |6]. No entanto, para repro-
duzir corretamente as propriedades dinamicas dos gases atomicos no regime sem colisao
de campo médio [24], ou no cruzamento do regime sem colisdo para o regime colisional,
¢ necessaria a equacao de Boltzmann-Vlasov [1,3,/4]. De fato, acredita-se que a equagao
de Boltzmann-Vlasov seja a equagao correta para investigar a cinética de um gas quan-
tico genérico feito de atomos fora do condensado. Para gases atomicos diluidos e frios,
o potencial de campo médio da equagao de Boltzmann-Vlasov [1},3,/4] é proporcional ao
comprimento de espalhamento da onda s da interacao interatomica e a densidade local
do gas [4] . No regime sem colisdo de campo médio, onde o tempo de interagao entre
os atomos é muito maior do que o periodo caracteristico do fenémeno analisado, pode-se
seguramente negligenciar a integral colisional da equacao de Boltzmann-Vlasov obtendo
a equacao de Landau-Vlasov, também chamada de Equacao de Hartree-Vlasov [1]. O

regime sem colisao é fortemente aprimorado para um gas bosénico em uma configuragao



quase unidimensional (1D). Um sistema 3D é dito quase 1D quando a energia axial de
uma Unica particula é muito menor do que a energia do confinamento transversal. Siste-
mas quase 1D sao hoje rotineiramente projetados com atomos ultra frios em potenciais
Opticos, com energias de confinamento transversal harménico muito maiores do que a
temperatura do gas ou potencial quimico [7]. Notavelmente, em um sistema estritamente
1D de particulas idénticas, nenhuma termaliza¢do pode ocorrer [24]; tal comportamento
foi observado com &tomos bosoénicos frios presos em uma rede optica 1D [§]. De fato,
as particulas trocam completamente sua energia em colisoes elasticas binarias 1D, entao,
se elas sao indistinguiveis, nenhum resultado sensato é produzido por tais colisdes. Para
gases bosonicos 1D, a equagao de Vlasov sem colisao pode ser usada com seguranca sob a
condicdo \yp < d < I, onde \gg = (h/\/27mkpT) é o comprimento de onda de de Bro-
glie com T a temperatura absoluta, d = 1/p é a distancia média entre as particulas com p
a densidade local 1D, e l. = h/\/m g p ¢ o comprimento de correlacdo com g p o potencial
de campo médio 1D e g uma constante de interacao efetiva 1D do potencial interatéomico,
m a massa das particulas, h a constante de Planck reduzida e kg a constante de Boltz-
mann. E bem sabido que em um sistema bosonico 1D, a condensacio de Bose-Einstein é
proibida, mas a quase-condensagao é possivel |1,/6]; essas desigualdades garantem que o
gas bosodnico 1D nédo contém um quase-condensado (a descri¢ao cléassica é aplicavel) e que

nao adquire as propriedades fermionicas caracteristicas do gas de Tonks-Girardeau [24].

2.2 Metodologia

Inicialmente deriva-se a equacao de transporte de Boltzmann. Apds, é apresentada a
equagao de Boltzmann-Vlasov 3D. Em seguida se reduz a equacao anterior para a equagao
de Landau-Vlasov 3D, desprezando o operador de colisao. Por fim se reduz o problema
para a equagao de Landau-Vlasov 1D.

Em posse desta tltima equagao é estudado os modos de Bernstein-Greene-Kruskal e os

modos de Case-Van Kampen.



Capitulo 3

A equacao de transporte de Boltzmann

O conteiado deste capitulo foi extraido de [28]. O naumero médio de particulas por
estado quéntico para dtomos em um determinado estado interno é dado pela funcao de
distribui¢do semiclassica F'(r,p,t). Como o nimero de estados quanticos no elemento de
espago de fase dpdr ¢ dpdr/(27 A)3, o nimero médio de atomos no elemento do espago
de fase dpdr é F(r,p,t)dpdr/(27 h)3.

O espago de fase é hexadimensional e definido pelas variaveis ¢, = (r,p), onde p =
1,...,6. As derivadas temporais éu = (&, p) fornecem a “velocidade” generalizada e, conse-
quentemente, o “fluxo” na direcao §, ¢ F éu- A taxa de mudanca no ntimero de particulas
em uma determinada regiao do espago de fase é igual ao fluxo liquido de particulas para

dentro através da fronteira desta regiao, ou

OF a . OF o€
> >

— + — (&, F)=—+1-VF+p- Vo, F+ F =0. (3.1)
ot e o¢, ot e ¢,
Quando r e p satisfazem as equacoes de Hamilton
0H 0H
F—— p=-—-—— 3.2
onde H = H(r,p,t) ¢ o Hamiltoniano para uma tunica particula, segue-se
or;  Op;
=0 3.3

onde 7; e pj, como fungdes no espaco de fase vém das equacoes de Hamilton (3.2) e,
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portanto

8§ B
Z afz_

e a Eq.(3.1)) assume a forma

OF
S T VE 4DV, F =0, (3.4)

Uma vez que a derivada temporal seguindo o movimento de uma particula é dada por
dF/dt = OF /0t+1-VF+p-V, F, a Eq. expressa o fato que a funcao de distribuicao
permanece constante para um ponto seguindo a trajetoria de uma particula no espago de
fase.

Em geral, havera contribuigoes adicionais para 0F /0t devido ao fato de que os dtomos
nao fluem livremente e que o estado interno de um atomo pode mudar. Estes efeitos
podem ser descritos por um termo fonte (0F/0t)onte na equacdo de transporte, e a

equagao resultante para F' é

OF . OF
W—i—rVF—i—p-VpF—(at)fmte (3.5)

que ¢ a equagao de transporte de Boltzmann. No presente contexto, o termo fonte descreve

os efeitos das colisoes elasticas entre os atomos.
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Capitulo 4

O sistema de Vlasov-Poisson para

plasmas

O contetdo deste capitulo foi extraido de [29] e de [30]. O sistema de unidades utilizado
neste capitulo ¢ o CGS (centimetro-grama-segundo).

Possivelmente a mais importante equagao em fisica de plasmas ¢ a equagao de Vlasov.
Esta equagao descreve a evolugao da funcao distribui¢do fs(x,v,?) num espago de fase
de seis dimensoes. A funcao de distribui¢do fs(x,v,t) pode ser pensada como o nimero
médio do conjunto de particulas pontuais por unidade de espaco de fase hexa dimensional.
Também pode ser pensado como o ntmero de particulas para qualquer tempo ¢, numa
pequena regiao do espaco de fase hexa dimensional. A equacao de Vlasov torna-se exata
no limite que o nimero de particulas num cubo de Debye torna-se infinito.

A equagao de Vlasov surge naturalmente da equagao de Klimontovich ou da hierarquia
BBGKY |[31] quando os efeitos de colisao sao ignorados. Por esta razao, a equagao de
Vlasov também é chamada de equacao de Boltzmann sem colisao.

Antes de derivarmos a equacao de Vlasov, vamos derivar a equacao de Klimontovich
para plasmas. Suponha um gas com uma Unica espécie de particula, esta espécie de
particula tém a orbita X;(t) no espago de configuragao tridimensional x. No espago de
configuragao v, a particula tem a érbita V(t). Ja a densidade de uma particula no espago

de fase é

N(x,v,t) =0[x —Xy(t)] 0 [v— Vi(t)], (4.1)
onded [x — Xy =0 (x— X1) 0 (y — Y1) d (2 — Z1). O mesmo raciocinio segue para d [v — V(¢)].

12



Para um sistema que contém duas espécies de particulas, elétrons e fons, e cada espécie

tém N, particulas, entao a densidade N, da espécie s é

(x,v,t) 25 X — d[v—V,()], (4.2)

e a densidade total N é
N(x,v,t) ZN (x,v,1). (4.3)

A posicao X; da particula 7 satisfaz a equacao:
X;(t) = Vi(t), (4.4)

onde o ponto significa a derivada temporal. Ja a velocidade V;(t) da particula i satisfaz

a equacao de forga de Lorentz:
my Vi) = g, B™ [Xi(t), 1] + %Vi(t) x B™ [X,(t),1] (4.5)

onde E™ é o campo elétrico e B™ é o campo magnético. O sobrescrito m significa que os
campos elétrico e magnético sao campos microscopicos auto consistentemente produzidos
pelas proprias particulas pontuais. Ja ¢, é a carga da particula da espécie s e ¢ é a
velocidade da luz. Uma equacao exata para a evolucao de um plasma é obtida fazendo a

derivada temporal da densidade N;. Portanto, fazendo a derivada temporal de (4.2))

aNS(aX{ vit) EO:X VL [x — X, (1)] 8 [V — Vi(1)]
Noizl (4.6)

onde usamos que

0 0
%f(a—b) b (a —b)
d df .
ﬁf [g(t)]:@g

13



Utilizando (4.4) e (4.5)), a equagao (4.6)) torna-se:

M Z Vit — X;()] 8 [v = V,(t)]

(4.7)

—;(%Em[xxt),] VX B (0.1

Vo [x—X;(t)] 6 [v— V(1)

Uma importante propriedade da fungao delta de Dirac é
ad(a—0b)=0bd(a—Db)

com isso podemos trocar V;(t) por v e X;(t) por x e utilizando a equagao (4.2)), obtemos

a equagao de Klimontovich:

0 Ny(x, v, t)

5 VN4 (E ~xB ) .V N, = 0. (4.8)

Ignorando os efeitos de colisao desde o inicio, nds derivamos a equagao de Vlasov como
segue.

Considere fs(x,v,t) como uma densidade de probabilidade associado com um conjunto
de sistemas. A densidade de probabilidade pode ser pensada como um fluido num espaco
de fase hexa dimensional. Uma vez que as particulas nao sao criadas nem destruidas, este

fluido deve satisfazer uma equacgao de continuidade da forma:

dx dv
v+ Ve (G| n) v (§

onde d/dt|,pie refere-se a orbita do elemento de fluido na posi¢do (x,v) no espago de

fs) 0 (1.9)
orbita

fase. Mas o fluido representa a densidade de probabilidade das particulas; entao a 6rbita
do elemento de fluido deve ser a mesma que a 6rbita de uma particula da espécie s na

posigao x com velocidade v. Com esta identificagao, nés temos imediatamente

dx

- = 4.1
> = (4.10)

orbita

14



dv

N =4 [E(x, t) + % x B(x, t)} (4.11)

Mg

orbita
onde por causa os efeitos de colisao estao sendo ignorados os campos E e B sao campos
médios suaves, que satisfazem as equagoes de Maxwell. Aqui g, e m sao a carga e a massa

da espécie de particulas do tipo s, ¢ é a velocidade da luz. A Equagao (4.9) torna-se

Ofs(x, v, 1) + Vi - (Vfs) + %Vv : [<E+% x B) fs] —0. (4.12)

S

Com a identidade vetorial V - (ab) = bV - a+ a - Vb, encontramos

OS5V, ) + V- Vi + 2= (E+ 2 x B) - Vof, =0, (1.13)

S

que é a equacao de Vlasov.

4.1 Os modos de Bernstein-Greene-Kruskal para plas-
mas

Os modos de BGK formam uma importante classe de ondas néo lineares [12]. Em
plasmas nao interagentes, essas ondas nao lineares sao ondas eletrostaticas.
Por simplicidade consideramos a situagao independente do tempo com variacao espacial

somente no eixo z. Entao para cada espécie, a equacao de Vlasov é

s d
(v L — :Tsd_fa“) foz,0) =0 (4.14)

onde v = v,, ¢ é o potencial eletrostatico. O potencial deve ser determinado de forma

auto consistente através da equagao de Poisson

%Z‘lﬂe{/j@ dvﬁ(azv)—/m dvfi(:v,v)] (4.15)

o¢] —00

Aqui f, é a funcao de distribuicao para os elétrons e f; a funcao de distribuicao para os

ions.
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A solucao para a equacgao (4.14) é a funcao de distribuicao de equilibrio

fs=1Ts {zﬁ + QQTM} (4.16)
Inserindo em , obtemos:
2 00
% =47e /OO dU(fe [UQ — 26¢(m)/me] — f; [02 + Qegzﬁ(x)/mz}). (4.17)

Aqui consideramos a carga dos elétrons ¢, como sendo —e e a carga dos ions g; como
sendo e, m, é a massa dos elétrons e m; a massa dos ions. f, é a funcao de distribuicao
para os elétrons e f; a de distribuigao para os fons. Esta equagao deve ser resolvida para
¢(z) sujeita a condi¢ao de contorno apropriada. Por exemplo, podemos desejar olhar
para solugoes tipo onda, ou para solugoes tipo soliton localizado. Significa que existe um
grande nimero de solucoes para a equacao integro-diferencial .

Vamos inicialmente cosiderar, em , um caso bastante simples, onde cada espécie
é um feixe de particulas frio, cada particula da espécie s tem a mesma velocidade para

uma dada posicao. Entao escolhemos
folx,v) = ngve 0[v* — 2e ¢(x)/m, — v? (4.18)

com v, a velocidade de referéncia dos elétrons, onde nos recaimos na relacao

Sfw) = O —w) (4.19)

i |4f
dy

Y=Y

onde y; s@o os zeros da fungao f. Entdo a equagao (4.18)) torna-se

folz,v) = 7”;0;:@ (5@ — )+ 0(v + ﬁe)) (4.20)
onde
U = [v,? - %w} 1/2. (4.21)

16



Similarmente para fons,

filz,0) = 7;””” (5@ — )+ 0(v + v)> (4.22)
onde
b = {vf - %ﬂ)} 1/2. (4.23)

Aqui, v; e v, sdo constantes arbitrarias que nos escolhemos serem grandes o suficiente tal
que e sempre resultam em valores positivos e reais para v, e ;. Nos temos
escolhido a constante de normalizacao ng a mesma para ions e elétrons; devemos verificar
no final dos calculos que isto nos d4 um plasma neutro.

Agora olhamos para solugoes espacialmente periddicas para . Integrando f. e f;

sobre todo espaco de velocidades, nés encontramos

ne(z) = ng le (4.24)
e
Ui
ni(z) =ng — (4.25)
Uy
tal que (4.17)) torna-se
d?*¢ Ve  U;
@:47'('71,06 f}_e_’lNJ_Z (426)

ou

&g :47rn06{<1+ Qeqb(x))_l/z - (1 - 2e¢(920)>_1/2]. (4.27)

dz? M V2 m; v;
Notamos uma circunstancia afortunada que a equacgao (4.27)) é da forma de uma equagao
pseudopotencial; que é na forma

d?¢ 0

@~ 5 V() (4.28)

Cco1m

1/2 1/2
V(¢)=—4wno{mev§(1+26¢) +miv§(1—26¢2> } (4.29)

me v2 m;v;

2

2 =myv? =T, sendo T em unidades de

Como um exemplo especifico, escolhemos m, v

17



energia. Entao

V(p) = —47m0TK1 + 2;¢>1/2 + (1 - 2;¢>I/Q}, (4.30)

que é um poco de potencial, correspondente a um movimento oscilatério conhecido tam-
bém como potencial de Sagdeev. Equagoes da forma sao chamadas de equagoes
pseudopotenciais por causa de sua semelhanca com a lei de Newton para o movimento
mi = —dV(x)/dx.

Com o objetivo de fazer um grafico da equagao , consideramos as seguintes quan-
tidades adimensionais, V = V/(47wngT) e ¢ = e¢/T. A equagdo (4.30), na sua forma

adimensional, resulta em
V(g)=—(1+¢)"* - (1-¢)" (4.31)

O grafico da equagao (4.31]) é mostrado na figura

-14
-1.5

-1.6 4

IS 7.

L

==

-1.8 4
-1.9 1

—2.0 4

-100 -075 -050 —025 000 025 050 075 100

¢

Figura 4.1: Grafico do potencial adimensional da equagao (4.31)).
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4.2 Os modos de Case-van Kampen para plasmas

Partindo do sistema de Vlasov-Poisson

Afe
ot

+v-Vf+ %W) - Vyfe =0, (4.32)

V3¢ = 4w e( / fod®v — no), (4.33)

linearizamos com f, = fy + f e tomando ¢ de ordem 1, sendo ny uma densidade idnica

imovel e homogénea. Segue a equagao de Vlasov linearizada

0
o vV EV6- Vg =0 (4.34)

onde fy é a funcao distribuicao de ordem zero, f uma perturbacgao de fy, ¢ é o potencial
eletrostatico, -e e m sao a carga e a massa do elétron, respectivamente.

A segunda e terceira equacao do sistema sao, respectivamente,

Vi = 47re/ fd*v (4.35)

/ dv fo(v) = no, (4.36)

Estas trés equacoes formam o sistema de Vlasov-Poisson linearizado.
Supondo que a perturbagao inicial, f(x,v,0) é conhecida. O sistema é expandido em

série de Fourier da seguinte forma [32]

Fvt) =Y fulv,t) ™ (4.37)

k

Sx,t) = > on(t) ™™ (4.38)

k

Inserindo (4.38) e (4.37) em (4.34) e (4.35)) e, sem perda de generalidade, orientando o

sistema de forma que o eixo z coincida com o sentido de propagacao de k, obtemos, para
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cada componente,

0 fr . ., € dfo .
5 +zk:vsz+zkm¢kavz—0, (4.39)
€
—k‘2 Qbk = 47T€/fk d3V. (440)

Eliminando ¢, mutuamente entre as duas equagoes, obtemos

O W2 B,
¢ Tk S ’k—oavz

/fk(k,v’,t)d3v’ = 0. (4.41)

onde w, = y/4mnge?/m é a frequéncia de plasma. Fazendo outra transformada, agora
no tempo

fe(k,v,t) = fo(k,v,w)e "9t (4.42)

sendo w uma constante real arbitraria. Inserindo (4.42)) em obtemos

2
_E . Wp 3f0/ / 3 !
<vz k:) fo = ERwS folk, v, w)d®v (4.43)

Como k aponta na dire¢ao de z, podemos fazer f,(k,u,w) = [ [ f,(k,v,w)dv,dv, (aqui

definimos u = v,) e escrever f,(k,u,w) como f,(u) por brevidade. Integrando em v, e

em vy, a equagao (4.43)) resulta em

(u - —) fo(u) = —nc(u /fw (4.44)

ne(u) = k2n M / fo(v) dv, dvy (4.45)

/fw(u) du=1, (4.46)

onde

Escolhendo a normalizagao

a equagao (4.44) se reduz a
w
(0= %) futw) = netw (4.47)

Supomos que as solugoes de (4.47) sejam f,(u), em que v = w/k é a velocidade de fase.
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A equacao resulta em
(u = v)fu(u) = —ne(u), (4.48)
que também pode ser escrita como
(=) fula) = —nefw) [ £, (4.49)

Juntamente com a equagao (4.48)), é interessante estudar as solugoes da equagao adjunta

(u— I/)fl,(u) = — /nc(u’)ﬁ,(u')du' (4.50)

/nc(u’)ﬁ,(u')du' =1 (4.51)
temos
(u—v)f,(u) =—1. (4.52)

Case [19] classificou as solugoes (4.48) e (4.52)) para v € R e v € C, respectivamente,
nos casos 1 e 2. O caso 1 é dividido em 3 subcasos. Nao iremos aqui adentrar nesses casos

visto que nosso foco nao é o sistema de plasmas e sim o gas de bosons.
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Capitulo 5

Equacao de Landau-Vlasov e sua

reducao dimensional

O contetdo deste capitulo foi retirado de [11]. Na auséncia de condensagao de Bose-
Einstein, gases frios e diluidos feitos de atomos de metal alcalino de bésons de massa m
sdo bem descritos pela equacao de Boltzmann-Vlasov [1}H4], considerando que a for¢a F
num dado ponto do sistema é F = m1 = —VU onde U = Ugy + Uyt € a energia potencial

do sistema, U,s € o potencial de campo médio devido a interagao interatdmica e

OF
(E) = ICOI[F]>
fonte

onde I, [F] é a integral de colisdo e descreve processos dissipativos. A Eq. (3.5]) resulta
em
0 P N Ve (U + Uni) - V| F = L[] (5.1)
ot m r r ext mf P — 4col . .
A equagao (|.1)) ¢ valida no limite semiclassico, ou seja, quando a energia térmica ¢ grande

em comparagao com a separacao entre os autovalores de energia do potencial [33]. Aqui,

Uee(r) = V(2) + W (r1) (5.2)
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¢ o potencial de confinamento externo, devido a um potencial genérico V() na diregao

axial x e a um potencial harmonico

2
mwi

Wi(ry)= 5 (v* + 2°) (5.3)

com frequéncia w, na dire¢do transversal r, = (y, 2).
Une(r,t) = yn(r,t) (5.4)

novamente é o potencial de campo médio devido & interagao interatomica. Para bosons

Unt(r,t) = 2gn(r,t) [4,33], onde g ¢é a constante de acoplamento [28]. Entao

8h?
- 77; as, (5.5)

f)/

onde a, € o comprimento de espalhamento de ondas s da interagao entre atomos de bosons
diluidos [6]. As nao linearidades no lado esquerdo da equacao (b.1]) surgem da densidade
local 3D n(r,t), que é obtida a partir da distribui¢ao do espago de fase F(r,p,t) como

n(r,t) = /d3p F(r,p,t). (5.6)

Uma integracao espacial adicional d4 o nimero total de atomos N:

N = /d3rn(r,t). (5.7)

O potencial de campo médio Uy¢(r,t), que é linear em ag, afeta a parte de fluxo da
equagao cinética de Boltzmann, enquanto a integral de colisdo I.,[F], que é quadratica
no comprimento de espalhamento a,, descreve processos dissipativos [24]. A integral
colisional pode ser tratada dentro de uma formulacao geral ou, mais simplesmente, dentro

da aproximagcado do tempo de relaxacao [24}34]

TlF] = L [F(r.p,) ~ Fu(r,p)] (5.5)
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onde 7 ¢é o tempo de relaxagao relacionado ao tempo médio entre as colisoes, para 7 — 0o
entramos no regime sem colisdo e Feq(r,p) ¢ a distribui¢do de equilibrio global. Por
defini¢ao, no regime sem colisao de campo médio a integral colisional pode ser desprezada:
neste caso, o fendbmeno sob investigacao tem um tempo caracteristico muito menor do que
o tempo de relaxagao [1]. Devemos trabalhar neste regime sem colisdo e a equagao de

Boltzmann-Vlasov 3D (5.1 se torna a chamada equagao de Landau-Vlasov 3D [35]:

%+%vr—vr (V(z) + W (ry) +yn(r,t) - Vp| F=0 (5.9)

Uma simplificagao adicional é alcangada assumindo que a amostra atdémica esta sob um
confinamento transversal muito forte devido a uma grande frequéncia w,; do potencial
harménico de confinamento [7]. De forma consistente, supomos que a energia transversal
do confinamento é muito maior do que a energia cinética axial média dos dtomos. Ou
seja,

(r*)

h —_—. 1
wL>> m (5 O)

Desse modo, o sistema 3D é restringido a ocupar o estado fundamental transversal,
que é descrito por uma densidade de probabilidade gaussiana de largura espacial a; =

Vh/ (mw,), tornando-se praticamente unidimensional (quase 1D) [36]. Definimos

F(I‘,p,t) :f(ﬁ,p,t)fj_ (rJ_pr) (511>

onde f(x,p,t) é a fungao de distribuigao axial dependente do tempo e f| (r ,p;) =

f1 (y, z,py, p-) € a fungdo de distribuicao transversal, definida como

1 P LW (r)
fi(r,pL) = wexp <——2 T (5.12)
2
e tal que
1 24 22
ny (I‘L) = /dZPJ_fJ_ (I'J_apJ_> = —5 €Xp (_y 2 ) . (5-13>

As integrais sao calculadas de menos para mais infinito, exceto se explicitamente decla-
rado. Inserindo a equagao (5.11)) na equagao (5.9)) e levando em consideragao as equagoes

(5.12) e (5.13), apos a integragao sobre y, py, 2, p, ficamos com a equacao Landau-Vlasov
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1D
(5 + 25— VD) + gt ) £ =0 (514

m ox

onde

plz,t) = /dpf(x,p, t) (5.15)

é a densidade local axial e

4h’ay
g:v/fnnmnf— v (5.16)

- 2 2
2ral  ma?

¢ uma constante de interacao efetiva do potencial interatéomico 1D, em que h é a constante
de Planck reduzida, m é a massa atomica, a; ¢ o comprimento de espalhamento de ondas
s da interacao entre atomos e a, ¢ a largura transversal caracteristica ocupada pelo gas
de bosons diluido. Observe também que f(x,p,t) é normalizada para o namero total de

atomos N, a saber

N = [ e dps(epot), (5.17)

onde N é o namero total de bésons. Em alguns casos, usaremos o potencial externo
harmonico

1
V(z) = §mw2x2 (5.18)

embora esta escolha nao seja decisiva para o tratamento seguinte.
Em resumo, a equagao ([5.16) é totalmente confiavel para um gas de bdsons 1D de

atomos frios sob duas condigoes:
47th? p?
(p?)

garantir que o gas de Bose 1D nao esteja no regime de quase condensado, e

<1 (5.19)

mg  4as
th = s <1 (5.20)

o que implica que o gas bosons 1D nao esta no regime de Tonks-Girardeau (neste regime as
particulas que formam o gés sdo altamente interagentes). Lembramos que uma derivagao
mais geral da equagao cinética 1D, valida para um gas de bosons caracterizado por um

quase-condensado e um componente térmico é fornecida em [35].

Uma observagao sobre a possibilidade de cumprir as condigoes ((5.10)), (5.19)), (5.20))
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em experimentos como aqueles relatados em [6}7] esta em ordem. Pode-se considerar um
gas axialmente uniforme de dtomos de metal alcalino com densidade linear p = N/L. Os
ntimeros experimentais tipicos sao N ~ 10% a,/a; ~ 107 L/a, ~ 10*, de modo que a
equagao (19) é satisfeita com 4a,/ (pa?) ~ 1072 Com esses valores experimentais, temos

27 N2 (cu/L)2 ~ 1072. Assim, as condi¢oes pares ‘} e 1) que podem ser reescritas

como
{r?)

e (1) 521
L hw | ’
sao satisfeitas com a escolha
(p*) /(2m) ~ 10" hw, (5.22)

uma solicitagao razoavel em configuragoes experimentais. Para os parametros importantes

N e ag/ay as equagoes (5.10), (5.19) e (5.20) definem os intervalos 10 < N < 5-10% e

107 < as/ay <5-1072
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Capitulo 6

Modos de Bernstein-Greene-Kruskal

para boésons

O contetdo deste capitulo foi extraido de |37]. No caso estacionario onde 9/0t = 0 em

todos os lugares, a solucao geral para a Eq. (5.14) é

f=[(H), (6.1)

onde f é uma fungao arbitraria da funcao de energia

H = > + U(x) (6.2)

2m

com o potencial total

Uz) =V(z)+gpx). (6.3)

Isso vale para o potencial externo arbitrario, desde que seja independente do tempo. O
mesmo raciocinio se aplica a solu¢ao BGK para o sistema estacionario de Vlasov-Poisson,
com algumas diferengas. A fungao de energia no problema de plasma contém o potencial
eletrostatico, enquanto no problema de bésons H depende da prépria funcao de distribui-
¢ao de particulas, através do potencial de interagao g p onde p é um funcional de f, viz.
Eq. . Além disso, nao ha nada semelhante & equagao de Poisson para ser resolvida
de forma autoconsistente, mas apenas a condi¢ao de normalizacao . Nesse contexto,

portanto, nao é exagero considerar a equagao estacionéria de Vlasov-Landau muito mais
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simples do que o sistema estacionario de Vlasov-Poisson. No entanto, aplicagoes concretas

requerem uma andalise detalhada, como mostrado nos préximos exemplos.

6.1 Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

A forma funcional de f(H) é totalmente livre, o que estda de acordo com a suposi¢ao
de nao colisao, de modo que nenhum equilibrio particular (por exemplo, a distribui¢ao de
Bose-Einstein) é preferido. Como explicado, a solugao de equilibrio da Eq. é uma
forma arbitraria dependendo apenas de H. Nao se trata necessariamente de uma funcao
de equilibrio para um gas de natureza especifica. Por exemplo, para um gas de bdsons a
solucao de equilibrio é uma funcao de Bose-Einstein, para um gés férmions a distribui¢ao
de equilibrio é uma fungao de Fermi-Dirac etc. Trata-se aqui no problema matemaético
de resolver a Eq. para a solugao de equilibrio (9/9t = 0), independentemente da
natureza estatistica do géas.

Suponha que haja uma distribuicao Maxwell-Boltzmann

F(H) = 2 exp(— B H) (6.4)

5

onde 8 tem o papel de temperatura inversa em unidades de energia, A é uma constante de

normalizagao a ser determinada e 1/4/27 é um fator numeérico incluido por conveniéncia.

Das Eqs. (5.15) e (6.2)-(6.4), temos:

A 00 2
pla.t) = 2= e V(o) —gp(o)] [ dpexp [—ﬁ%} | (6.5)
Utilizando:
> Bp*]  [2mm
/_Oodpexp {—%] = 5 (6.6)
obtemos a densidade do niimero de particulas 1D
m\ 12
o) =4 () e [5(via) +a0)] (6.7)

A densidade local axial aparece em ambos os lados da Eq. (6.7). No entanto, neste

exemplo, a equacao determinante pode ser facilmente desemaranhada. Multiplicando
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ambos os lados da equagao (6.7)) por exp [3 g p(x)], obtemos

exp 8.9 ()] ple) = A \/% exp [~ BV (@) (6.8)

Agora multiplicando ambos os lados da equacgao por (3 g resulta em:

(Bgp(x)) exp[Bgp(z)] =gA/Bmexp[-BV(z)], (6.9)

que tém o formato da equacao de Lambert

yel =z, (6.10)
y=pBgp(x) (6.11)
z=gA+/Bmexp|[-5V(z)]. (6.12)
Entao
Bgp(x) =W (g Av/Bmexp[-BV(2)]). (6.13)
Finalmente
plx) = ﬁig w (g AN/ Bm exp(—ﬁ V(:L‘))) , (6.14)

onde a fungao Lambert W ou “funcdo produto log” é definida [38] como a solugao de
W (s)exp[W(s)] = s, no dominio s > —1/e. A funcao de Lambert pode ser expandida

Ccomo segue:
n

W(z) = ZWﬂ (6.15)

n=1

> (_1)n—1 n—2

Abaixo grafico da fungao de Lambert, Fig. [6.1]

Por construcao, a solucao é analiticamente exata. O potencial total exato também
esté inteiramente disponivel. Para simplificar, uma interacao repulsiva (¢ > 0) é assumida,
de forma que p(z) na Eq. ¢ automaticamente uma quantidade real positivo definida.

A udltima etapa diz respeito a determinacao da constante de normalizacao A. Por

exemplo, para o potencial harménico na Eq. (5.18]), é conveniente introduzir as variaveis
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Figura 6.1: Grafico da fungao de Lambert W (x)
reescalonadas
o . Npfg - A

em termos do comprimento caracteristico L = 1/(v/Bmw). A condi¢ao de normalizagao

BT produz
_ _ - z2
g-/de{gA exp( 2)] , (6.17)

que nao pode ser resolvido analiticamente para A. No entanto, dada a constante de
acoplamento reescalonada g, pode-se facilmente obter A numericamente, como mostrado
na Fig. [6.2] Deve-se notar que g tem valores muito pequenos nos experimentos de
hoje [11,139], o que permite aproximar W(s) ~ s para um argumento genérico s < 1

na Eq. , resultando em A = 1/4/27 = 0.40 nesta aproximacdo. Por exem-
plo, com N = 100,9 =

= 5 x 107"kgm3s™2,m = 9 x 107?"kg (4tomo de Li) como
na Ref. [11] junto com os valores tipicos w 700rad/s, 8 = 10871 [40] um tem

L =0.15mm, g = 3.32x 107", As condi¢oes de validade (5.19)) e ([5.20)) sao atendidas com

seguranga para estes parametros. E interessante reescrever a condigao de validade (}5.19)
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Figura 6.2: Solucao numérica da Eq. (6.17) para 0 < g < 1, onde g e A sdo dados na Eq.
(6.16).

usando as aproximacoes § < 1 e A ~ 1/v/27 tal que A ~ Nfw/v/2r. Da Eq. (6.7) temos
a estimativa p ~ Nwy/Bm/(27).1 Junto com < p? > /(2m) ~ 1/3, temos que Eq. (5.19)

torna-se

1

que tem um significado termodindmico evidente, ou seja, significa que a energia térmica é
muito maior que a energia dos quanta de oscilagao. Sob a mesma aproximacao, a fungao
de Lambert na Eq. pode ser substituida com seguranga por W (s) ~ s para que a
densidade numérica assuma a forma Maxweliana

m\ /2
p(r) = Nw (ﬂz—ﬁ) exp(—BV(z)). (6.19)

Para resumir e sem qualquer aproximagao dentro do modelo de Landau-Vlasov, para
a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann ([6.4]) tem-se a densidade de nimero exata (6.14)),
sujeito a N = [ dx p(x) que determina a constante de normalizagao A dado um potencial

externo arbitrario V' (z).
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6.2 Distribuicao degenerada semelhante a de Fermi-
Dirac

Um segundo exemplo é fornecido por uma distribui¢ao tipo Fermi-Dirac completamente
degenerada

F(H) = AO(Er — H), (6.20)

onde © ¢é a fungao degrau, A é uma constante de normaliza¢ao e Er > 0 é um parametro
de energia que seria a energia de Fermi se fosse um gas de Fermi, usando a nomenclatura
tradicional [41]. Além disso, seré assumido Fr > U(z), caso contrario algumas quanti-
dades passariam a ter valor complexo no que segue. Porém, no contexto de um gés de
bosons, Er é apenas uma medida do alcance ou amplitude da energia, exatamente como
no “water bag model” [41]. Por construgao, a Eq. mostra uma soluc¢ao estacionaria

exata da equacao de Landau-Vlasov. Fazendo a integragao no espago de momento

plx) = /dpA@(EF — H), (6.21)

que resulta em

p(z) = /dpA@(EF —p?2m — U(2) (6.22)

Usando a propriedade da funcao degrau, © = 1 para Ep — p*/2m — U(x) > 0. Isso nos
da os seguintes valores: p < v2m(Er — U(z)) e p > —V2m(Er — U(x)). Fazendo a

integracao de (6.21)) com esses limites de integragao, resulta em:
p(z) =2AV2m (Ep — U(z))? © (BEr — U(z)). (6.23)
Elevando ao quadrado a equagao acima e utilizando U(x) = V(x) + g p(x), obtemos

p(2)* = 8mA*(Er — V(z) — g p(x)) O(Er — V(2)). (6.24)
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Fazendo uma manipulagao algébrica simples em (6.24)), obtemos a seguinte equagao de

segundo grau para p(z):
p(x)* + (8mA2 gp(z) —8mA*(Ep — V(x))) O(Er —V(z)) =0. (6.25)

A solugao sempre nao negativa de (6.25)) é

p(x) = 4m A? ©(Er —V(x)), (6.26)

V@)

—g+ (gz+

assumindo g > 0 (interag@o repulsiva). O potencial total exato também esta imedi-
atamente disponivel, para potencial externo arbitrario.

A ultima etapa é a determinacao da constante de normalizacao A, uma vez escolhido um
potencial externo especifico. Para o potencial harmonico , é conveniente introduzir
o reescalonamento

N _
ga A= )
Er L Nw

p= N/L’ (6.27)

_ T _
xr= — =
LY

em termos do comprimento caracteristico L = y/Ep/m /w. A densidade de ntimero 1D

adimensional torna-se

p=4A?

—g+ (92 - ﬁ(l - "%2))1/2] ) <1 - %2> , (6.28)

e a condigao de normaliza¢do [ dx p(x) = N produz

1 V2
— = dr
4 A2 /_\/g

A integral na Eq. (6.29)) pode ser feita analiticamente, mas em termos de fungoes trans-

g+ (g2 + 5(1 - ?)) 1/2] . (6.29)

cendentais que é melhor nao mostrar. Para valores especificos de g, pode-se determinar
numericamente A e, portanto, a normalizacio necessaria, conforme ilustrado na Fig. [6.3]
No limite de § muito pequeno, temos A = 1/(27) = 0.16. A densidade de ntimero 1D sem
dimenséao é mostrada na Fig. [6.4]

Da mesma forma que no caso Maxweliano, é possivel reescrever a condicao de validade
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(5.19) usando as aproximacgoes g < 1 e A ~ 1/(27). Da Eq. (6.23) tem-se a estimativa
p~2A+2m Er. Juntamente com < p? > /(2m) ~ Ep resulta

Er> Nhuw, (6.30)

com um significado termodindmico evidente (a energia térmica é muito maior que a energia

dos quanta de oscilagiio).
a

0.24: :
022"
0.20 o
0.18" :

0.16: °

0.14

B

L | L L L | L L L | L L L | L L L | L J g

02 04 06 08 1.0

Figura 6.3: Solugao numérica da Eq. (6.29) para 0 < g <1, onde g e A sdao dados na Eq.
6.27).

-

-15 -1.0 =05 0.5 1.0 15

Figura 6.4: Densidade de niimero 1D da Eq. (6.28)), para g = 1072, A = 1/(27).
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Para resumir e sem qualquer aproximagao dentro do modelo de Landau-Vlasov, para
a distribuigdo completamente degenerada do tipo Fermi-Dirac (6.20]) tem-se a densidade
numérica exata (6.26)), sujeita a N = f dx p(z) que determina a constante de normalizagao

A dado um potencial externo arbitrario V' (z).
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Capitulo 7

Modos de Case-van Kampen para

b6sons

O contetudo deste capitulo foi extraido de [37]. Os modos de Case-van Kampen sao os
modos normais em um plasma [18,/19]. Para a equagao de Landau-Vlasov, os modos de
Case-van Kampen podem ser derivados a partir da suposicao V' = 0. Experimentalmente,
uma configuracao 1D de atomos ultra frios livres de confinamento externo pode ser pro-
duzida por meio de uma geometria de anel 1D com grande raio [8] ou considerando duas
barreiras altas nas bordas de um arranjo axial reto [42]. Em ambos os casos, as condi¢oes

periddicas espaciais podem ser assumidas. A equacao Landau-Vlasov 1D se reduz a

§+m8x

(5 + Lar o [ar2LE20 2 s o, ()

Para prosseguir, definimos

f(x7p7t) :fo(p)+5f($,p,t), (72>

onde fo(p) é a distribui¢do de equilibrio sujeita a

/dp fo(p) =no (7.3)

onde ny é a densidade numérica de equilibrio 1D e §f(z,p,t) é uma perturbacao de
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primeira ordem. Substituindo ([7.2)) em (|7.1), a equagao linearizada resultante é:

00f(w,pt)  p 08f(xpt) _ Ofl@) /dpfw _0 (7.4)

ot m ox dp ox

Devido as condigoes de contorno periddicas, é significativo para a transformada de

Fourier de acordo com

5f(x,p,t) :Z fk(pat>€ikxa (7'5)

onde k é um multiplo de um ntimero de onda fundamental. Substituindo a Eq. (7.5) em

(7.4), resulta:

Z etk (afk&(f’ J + Zsbk fr(p,t) —igk 8]8‘"0]()]7) /dp/ fk(plat)) =0. (7.6)
p

Finalmente a equacao acima simplifica para:

Complementarmente a abordagem de Landau onde a equacao linearizada de Landau-
Vlasov é tomada como um problema de valor inicial analisado pelos métodos de transfor-

mada de Laplace, a abordagem de Case-Van Kampen assume

v ) = fp)e™t v=1, (7.8)

onde w ¢ uma constante arbitraria e real e v é a velocidade de fase. Inserindo a Eq. ((7.8)

na Eq. (7.7) d& o problema de autovalor

=) Ll = gm0 [y ). (7.9)

Seguindo [18}19], é conveniente assumir a normaliza¢do

/dp fu(p) = cte. =ny, (7.10)
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de modo que a equagao integral ((7.9) simplifica para

0
(p—mv) f.(p) = gmng Jg(p). (7.11)
P
No sentido de teoria das distribuigoes, a solugdo para a Eq. (7.11]) é
0 1
fy(p):gmn0p< Jgj(ap)p—mu) +Av)d(p—mv), (7.12)

onde p denota o simbolo do valor principal de Cauchy, A(v) é uma fun¢ao a ser determi-
nada e § é a delta de Dirac. Como pode ser facilmente verificado, a solugao (sem valor
principal e com A(r) = 0) nao pode ser tornada compativel com a normalizagao ([7.10)).

Na verdade, para cumprir a normalizagao ¢ necessario

0 1
/\(y):no—gmnop/dp J;O](?p)p_my, (7.13)
onde a integral é considerada no sentido de valor principal. O resultado final é
dfo(p) 1
v - .14
R = gmmo (B0 LY (7.14)

Ofp) 1
+ (no—gmnop/dp @}E]/j)p’—ml/) o(p—mv).

Como aparente, esses modos de Case-Van Kampen nao sao amortecidos (sdo ondas esta-
cionarias) e tém um carater singular, também sao designados como modos normais, e nao
a resposta ao problema de valor inicial por transformada de Laplace, como na abordagem
de Landau. Seguindo Case, por meio da introdugao de solugoes adjuntas adequadas é pos-
sivel demonstrar que a Eq. fornece um conjunto completo, no sentido de que todas
as solugoes para a equacao linearizada de Landau-Vlasov podem ser expressas como uma
combinacao linear desses modos. Mais precisamente, para simplificar, discutimos apenas
a classe la entre as quatro classes de autofungoes na terminologia de Case, conforme de-
talhado no artigo original [19] e no livro-texto |31]. Para demonstrar a completude do
conjunto completo de autofuncoes de Case-Van Kampen torna-se necessério introduzir
uma equagao auxiliar (ou adjunta) com um conjunto diferente de autofungoes ortogonais

aquelas do conjunto original, exceto quando os autovalores coincidem. A anéalise completa
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nao ¢ trivial, mas inteiramente semelhante ao caso de Vlasov-Poisson, mostrado em [31]
por exemplo.

Apesar do carater singular dos modos de Case-Van Kampen, eles podem ser usados
para calcular quantidades fisicas bem comportadas. Por exemplo, podemos considerar a

perturbacgao da densidade numérica 1D

on(z,t) = /dp dw c¢(w) df(z,p,t), (7.15)

onde ¢(w) é uma fungao peso arbitraria. Devido a linearidade da equagao de Vlasov, é
possivel superpor varios modos proprias com frequéncias distintas, no sentido expresso na
Eq. . Restringindo-se a k-ésima componente de Fourier, aplicando as Egs. e
, temos

mw

on(z,t) = no/dp /dw c(w)d <p — T> lho—iwt (7.16)

que resulta na funcao bem comportada

on(z,t) = %k/dpc (w = %) ek @50 (7.17)

depois de usar a propriedade §(p — mw/k) = (k/m)d(w — kp/m). Nesse caso, o primeiro
e o ultimo termos da Eq. (7.14)) cancela na integracao (o mesmo ocorre para plasmas de

Vlasov-Poisson [29,[31]). Como uma ilustragao simples, a fun¢ao de peso gaussiana

dng (w— w0)2>
c(w)=————exp| ——5— 7.18
( ) V2 Q o P ( 202 ( )
substituindo na Eq. (7.17)

5”0

(1) = _:dwEXp (—% +ik (a: _ %)) (7.19)

produz a perturbacao de densidade

Q%
on(z,t) = ong exp <z (kx —wot) — 5 ) : (7.20)

Este é um exemplo do fato bem conhecido de que embora os modos proprios de Case-Van

Kampen isolados sejam ondas estacionarias, eles podem produzir objetos macroscopicos
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amortecidos, levando em consideracao a mistura de fases. De forma consistente, o limite

monocromatico 2 — 0 ndo é amortecido.
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Abstract: The one-dimensional Landau-Vlasov equation describing ultracold dilute bosonic gases
in the mean-field collisionless regime under strong transverse confinement is analyzed using tra-
ditional methods of plasma physics. Time-independent, stationary solutions are found using a
similar approach as for the Bernstein-Greene-Kruskal nonlinear plasma modes. Linear stationary
waves similar to the Case-Van Kampen plasma normal modes are also shown to be available. The
new bosonic solutions have no decaying or growth properties, in the same sense as the analog
plasma solutions. The results are applied for real ultracold bosonic gases accessible in contemporary
laboratory experiments.
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PACS: 05.30.]p; 52.35.5b; 67.85.-d

1. Introduction

When the average collision time in ultracold dilute gases made of bosonic atoms is
much larger than the relevant dynamics characteristic time scale, it is possible to have a
model based on the Landau-Vlasov equation [1]. The Landau-Vlasov equation is obtained
from the Boltzmann-Vlasov equation [1-4] neglecting the collision operator. The dynamics
of ultracold bosonic systems, e.g., in the crossover from collisionless to collisional regimes
needs the Boltzmann-Vlasov equation [5]. Hydrodynamic equations [6,7] are useful tools
in the collisional case, for instance, for Bose-Einstein condensates [6] or the superfluid
Fermi gas in the BCS-BEC crossover [8].

Under a very strong transverse confinement, a bosonic gas is in a quasi one-dimen-
sional (1D) configuration. Experimental achievement of quasi-1D systems is realized
in ultracold atoms trapped in optical potentials with harmonic transverse confinement
energies much larger than the temperature or chemical potential [9]. The collisionless
regime is enhanced in the quasi-1D configuration. Indeed, in 1D binary elastic collisions,
particles exchange their energies completely, thus there is no sensible effects from these
collisions between identical particles. Consequently, no thermalization is possible, as
verified in ultracold bosonic atoms trapped in 1D optical lattices [10,11]. For these dilute
1D bosonic systems, the Landau-Vlasov equation is applicable, provided the gas does not
contain a quasi-condensate and that it is not in the Tonks-Girardeau regime, with fermionic
properties [10,12]. We are following the terminology of ultracold atoms community [12]
(and references therein) when referring to the Landau-Vlasov equation. Namely, it is
collisionless so that it has no “Landau collision operator”, as would be implied in the
context of plasma physics.

Atoms 2022, 10, 28. https:/ /doi.org/10.3390/atoms10010028 https:/ /www.mdpi.com/journal/atoms
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Recently [12], the linear stability of solutions of the 1D Landau—-Vlasov equation was
investigated by means of well-known methods from plasma physics, namely, the Landau
or Laplace transform approach. In this method, the time-evolution of perturbations around
the equilibrium distribution function is treated as an initial-value problem. The linear
Landau damping rate (or growth rate, for unstable equilibria) is therefore determined upon
the adequate analysis in the complex plane (Landau contour). The similarity between the
Landau-Vlasov equation and the Vlasov—Poisson system describing collisionless electro-
static plasmas provides a stimulating scenario for the application of plasma techniques in a
seemingly uncorrelated area such as in the study of ultracold bosonic gases.

In this context, the present work is dedicated to the discussion of time-independent
solutions and stationary wave solutions for the 1D Landau-Vlasov equation. In plasmas,
stationary solutions for the Vlasov—Poisson system can be derived starting from Jeans’s
theorem according to which the particle distribution function satisfying Vlasov’s equation
should be a function of the constants of motion. In the time-independent case, the particle
energy is such a constant of motion or invariant, as treated in the original work [13]
by Bernstein, Greene, and Kruskal (BGK). By construction, these so-called BGK modes
are exact nonlinear plasma oscillations which do not present damping or growth. The
BGK approach where the energy is the central dynamical variable can be adapted for the
derivation of phase-space hole structures [14-17] and, to a more limited extent, to quantum
plasmas [18].

In spite of the more popular view in terms of the surfing electron interpretation [19],
an alternative, more rigorous interpretation of Landau damping is in terms of the phase
mixing superposition of Case—Van Kampen modes [20]. Introduced by Van Kampen [21]
and demonstrated by Case [22] to form a complete orthogonal set for the linearized Vlasov—
Poisson system, the stationary wave or Case—Van Kampen modes have been discussed in
a variety of contexts. For instance, in plasmas with an ionic background slowly varying
in time [23]; in multidimensional non-uniform plasmas [24]; for nonlinear waves [25];
extended Fermi systems [26]; and electromagnetic [27], collisional [28], and quantum [29]
plasmas. As discussed in Section 3, the Case—Van Kampen modes are also available for an
ultracold boson gas described by the Landau-Vlasov equation.

This work is organized as follows. In Section 2, we revisit the 1D Landau—Vlasov
equation, which was derived and discussed in detail in [12]. Section 3 considers BGK
modes and Section 4 the Case-Van Kampen modes for the 1D Landau-Vlasov equation.
Section 5 is reserved to the conclusions and final remarks.

2. The One-Dimensional Landau-Vlasov Equation

The one-dimensional (1D) Landau-Vlasov equation is given [12] by

) s ad
§+%£—a(V(ngp(x,t))@]f:O/ M

where f = f(x, p,t) is the 1D probability distribution function, V(x) is the external confine-
ment potential,

p=plxt)= /dpf(x, pt) )
is the axial local density and
41%a
= mazs 3)
1

is the renormalized 1D interaction strength, in which 7 is the reduced Planck constant, m is
the atomic mass, 4; is the s-wave scattering length of the interaction between atoms, and
a, is the characteristic transverse width occupied by the dilute bosonic gas. The integrals
are taken from minus to plus infinity except if explicitly stated. The normalization

N = /dxdpf(x,p,t) 4)
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is adopted, where N is the total number of bosons. In some cases we will use the harmonic
external potential

V(x) = %mwzxz ()

although this choice is not decisive for the following treatment.
The validity conditions of the 1D Landau—Vlasov equation are

<p?>
h , 6
wp > — (6)
where fiw) is the energy associated with the transverse confinement,
4202
T <, 7)
<p*>
and mg
—= < 1. (8)
th

Equations (6)—(8) are resp. Equations (10), (18) and (19) in [12], assuring a quasi-1D
configuration where the ultracold dilute bosonic gas is neither in a quasi-condensate or
Tonks-Girardeau regime.

3. Bernstein—-Greene—Kruskal Modes

In the stationary case where d/9dt = 0 everywhere, the general solution to Equation (1) is

f=f(H), ©)
where f is an arbitrary function of the energy function

2

-
H= o + U(x) (10)
with the total potential
U(x) = V(x) +gp(x). (11)

This holds for arbitrary external potential, as long as it is time-independent. The
same reasoning applies to the BGK solution for the stationary Vlasov-Poisson system, with
some differences. The energy function in the plasma problem contains the electrostatic
potential, while in the bosons problem H depends on the particle distribution function
itself, through the interaction potential g p where p is a functional of f, viz. Equation (2).
Moreover, there is nothing similar to Poisson’s equation to be self-consistently solved, but
only the normalization condition (4). In this context, therefore, it is not an exaggeration to
consider the stationary Vlasov—Landau equation to be much simpler than the stationary
Vlasov—Poisson system. Nevertheless, concrete applications require a detailed analysis, as
shown in the next examples.

3.1. Maxwell-Boltzmann Distribution

The functional form of f(H) is entirely free, which is in accordance with the collision-
less assumption so that no particular equilibrium (e.g., the Bose-Einstein distribution) is
preferred. Suppose there is a Maxwell-Boltzmann distribution

f(H) = V% exp(—p H) (12)

where B has the role of inverse temperature in energy units, A is a normalization constant
to be determined and 1/+/27 is a numerical factor included for convenience.
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From Equations (2) and (10)-(12), the 1D particle number density is

o= 4(2) " exp[8(vi +000)]. 13)

The axial local density appears in both sides of Equation (13). Nevertheless, in this
example the determining equation can be easily disentangled according to

o(x) = éw(gA\/W exp(—pV(¥))), (14)
where the Lambert W function or product log function is defined [30] as the solution of
W(s) exp[W(s)] = s, in the domain s > —1/e. By construction, the solution is analytically
exact. The exact total potential (11) is also entirely available. For simplicity, a repulsive
interaction (g > 0) is assumed, so that p(x) in Equation (14) is automatically a real, positive
definite quantity.

The last step concerns the determination of the normalization constant A. For instance,
for the harmonic potential in Equation (5), it is convenient to introduce the rescaled variables

x NBg A

xX=-, &= L’ A:W’ (15)

L 7
in terms of the characteristic length L = 1/ (/B m w). The normalization condition (4) yields

g:/de{g‘A exp(—f)}, (16)

which cannot be analytically solved for A. Nevertheless, given the rescaled coupling con-
stant § one can readily numerically obtain A, as shown in Figure 1. It should be remarked
that § has very small values in today’s experiments [12,31], which allows to approximate
W(s) ~ s for a generic argument s < 1 in Equation (16), yielding A=1/v21 =040in
this approximation. For instance, with N = 100, g = 5 x 1041 kg mis 2, m=9x%x10"% kg
(Li atom) as in [12] together with typical values w = 700 rad/s, = 10?8 J~! [32,33] one
has L =0.15mm, g = 3.32 x 10~7. The validity conditions (7) and (8) are safely meet for
these parameters. Moreover, from Equation (6) one would need an energy of transverse
confinement fiw | with w,; > 10° rad/s.

i
0.50° o
0.45 o

0.40;

0.35;

g

Figure 1. Numerical solution of Equation (16) for 0 < § < 1, where the interaction strength § and the
normalization constant A are given in Equation (15).
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It is interesting to rewrite the validity condition (7) using the approximations g < 1
and A ~ 1/+/2m so that A ~ NBw/v2r. From Equation (13), one has the estimate
p ~ Nwy/pm/(2r). Together with < p? > /(2m) ~ 1/, one has that Equation (7) becomes

1

B >Nhw, (17)
which has an evident thermodynamic meaning. Under the same approximation, the
Lambert function in Equation (14) can be safely replaced by W(s) ~ s so that the number
density assumes the Maxwellian form

1/2
o(x) =Nw (’i—:) exp(—BV(x)). (18)

To summarize and without any approximation within the Landau—Vlasov model, for
the Maxwell-Boltzmann distribution (12) one has the exact number density (14), subject to
N = [ dx p(x) which determines the normalization constant A given an arbitrary external
potential V(x).

3.2. Water Bag Distribution

In a non-equilibrium situation we are free to have any function of the total energy as
a suitable particle distribution function. A second example is provided by a completely
degenerate Fermi-Dirac-like distribution

f(H) = A®(Er — H), (19)

where © is the step function, A is a normalization constant, and Er > 0 is a energy parameter
which would be the Fermi energy in a Fermi gas. Moreover, we assume Er > U(x); otherwise,
some quantities become complex valued in the following. However, in the context of a
bosonic gas, Er is just a measure of the energy spread, precisely as in the water bag model
for plasmas [34]. By construction, Equation (19) shows an exact stationary solution of the
Landau-Vlasov equation.

Integration in momentum space implicitly gives the 1D number density

p(x) =2 AV2m (Ep — U(x))"/2. (20)

Note for real p one has Er > U(x) and hence automatically Er > V(x), supposing
g > 0 (repulsive interaction). The always non-negative solution of Equation (20) is

p(x) = 4m A?

1/2
-g+ <g2 + ﬁ(EF - V(x)) } : (21)

The exact total potential (11) is also immediately available, for arbitrary external potential.
The last step is the determination of the normalization constant A, once a specific
external potential is chosen. For the harmonic potential (5), it is convenient to introduce

the rescaling
. x _ Ng - EA _ p
=1 8T gD AT Ne PTNT
in terms of the characteristic length L = +/Er/m /w. The dimensionless 1D number
density becomes

(22)

g =4A?

] , 1 212
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and the normalization condition [ dx p(x) = N yields

1_:/\/;1192

T S b
i gH\&+o20-3)) | (24)

where Er > V(x) yields #2 < 2 in dimensionless variables. The integral in Equation (24)
can be analytically done, but in terms of transcendental functions which are not useful
to show here. For specific values of ¢, one can numerically determine A and hence the
necessary normalization, as depicted in Figure 2. In the limit of very small ¢ one has
A =1/(2n) = 0.16. The resulting dimensionless 1D number density is shown in Figure 3.

Similarly to the Maxwellian case, it is possible to rewrite the validity condition (7)
using the approximations § < 1and A ~ 1/(27). From Equation (20) one has the estimate
p ~ 2 A+/2mEf. Together with < p> > /(2m) ~ Er yields

Er> Nhw, (25)

with an evident thermodynamic meaning,.
y|

0.24. :
022!
0.20" .
0.18" o

0.16r °

0.14

g

02 04 06 08 1.0

Figure 2. Numerical solution of Equation (24) for 0 < § < 1, where the interaction strength § and the

normalization constant A are given in Equation (22).

p

Figure 3. Dimensionless 1D number density g from Equation (23), for interaction strength § = 1072
and normalization constant A = 1/(27).

46



Atoms 2022, 10, 28

70f 10

To summarize and without any approximation within the Landau—Vlasov model,
for the water bag, completely degenerate Fermi-Dirac-like distribution (19) one has the
exact number density (21), subject to N = [ dx p(x) which determines the normalization
constant A given an arbitrary external potential V(x). For the sake of introducing the next
section, notice the correspondence between the Van Kampen mode decomposition and the
water bag distribution which is shown to be granted in the limit of an infinite number of
bags [35].

4. Case-Van Kampen Modes

The Case—Van Kampen modes are the normal modes in a plasma [21,22]. For the
Landau-Vlasov equation, Case—Van Kampen modes can be derived starting from the
assumption V = 0. Experimentally, a 1D configuration of ultracold atoms free of external
confinement can be produced by means of a 1D ring geometry with large radius [11] or
considering two high barriers at the edges of a straight axial arrangement [36]. In both cases,
spatial periodic conditions can be assumed. The 1D Landau-Vlasov equation reduces to

d . p / x,p',t) 9 —
(&-F**_g/d Tap)f(xfp/t)_o' (26)

mox

To proceed, we set
f(xp.t) = folp) +6f(x, p. 1), 27)
where fy(p) is the equilibrium distribution subject to

[ v folp) = no 8)

where g is the equilibrium 1D number density and éf(x, p, t) is a first-order perturbation.
Due to the periodic boundary conditions, it is meaningful to Fourier transform according to

Sf(x,p,t) ka(Pt ekx, (29)

where k is a multiple of a fundamental wavenumber. Linearizing the Landau—Vlasov
Equation (26) the result is

Ui(pt) | ik
%Jr%fk(n) igk 2oP) /dpf (30)

Complementary to the Landau approach where the linearized Landau-Vlasov equa-
tion is taken as an initial value problem analyzed by Laplace transform methods, the
Case-Van Kampen approach assumes

w

felp, ) = fulp)e!, v=", (31)

where w is a real, arbitrary constant and v is the phase speed. Inserting from Equation (31)
into Equation (30) gives the eigenvalue problem

(=m0 fp) = g B [yt o). @

Following [21,22], it is convenient to assume the normalization

/ dp fu(p) = cte. = nyp, (33)

So that the integral Equation (32) simplifies to
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(p = m0) fp) = gmna 25 (34)

In a distributional sense, the solution for Equation (34) is

Ifolp) 1

fv(P):gm%@( EEa—

) +AW)é(p—mv), (35)

where p denotes the Cauchy principal value symbol, A(v) is a function to be determined
and where ¢ is the Dirac delta.

As can be readily verified, the naive solution (without principal value and with
A(v) = 0) can not be made compatible with the normalization (33). Indeed, to comply with
the normalization one needs

Aw) = ng — gmng @/dpafgp) ! (36)

p—mv’

where the integral is taken in the principal value sense. The final result is

fulp) = gmnop<afg;)p 1mv)+ (37)
+ (no—gmnop/dp afo}(j?) o 1mv) S(p—mv).

As apparent, these Case-Van Kampen modes are not damped (they are stationary
waves) and have a singular character. Following Case, by means of the introduction of
adequate adjoint solutions, it is possible to demonstrate that the Equation (37) provides a
complete set, in the sense that all solutions to the linearized Landau—-Vlasov equation can be
expressible as a linear combination of these modes. More precisely, for simplicity we have
discussed only the class 1a among the four classes of eigenfunctions in Case’s terminology,
as detailed in the original article [22] and textbooks [37]. To demonstrate the completeness of
the full set of Case—Van Kampen eigenfunctions makes necessary to introduce an auxiliary
(or adjoint) equation with a different set of eigenfunctions, orthogonal to those in the
original set, except when the eigenvalues coincide. The complete analysis is not trivial but
entirely similar to the Vlasov—-Poisson case, shown in [22,37], for instance.

Note that in spite of the singular character of the Case-Van Kampen modes, they can
be used to compute well behaved physical quantities. For instance, we can consider the 1D
number density perturbation

on(x,t) = /dpdwc(w)éf(x, p,t), (38)

where ¢(w) is an arbitrary weight function. Allowing a superposition law taking into
account a frequency spread is valid in the context of the linearized Landau-Vlasov equation.
Restricting to the k—th Fourier component, applying Equations (31) and (37), we have the
well behaved function

Sn(x,t) = ”Ok/d c(a}*—)ek("_%), (39)

after using the property é(p —mw/k) = (k/m)é(w — k p/m). In this case, the first and
last terms of Equation (37) cancel upon integration (the same occurs for Vlasov—Poisson
plasmas [37]).

As a simple illustration, the Gaussian weight function

_ dng (w — wp)?
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produces from integration of Equation (39) the density perturbation

0+
on(x,t) = dngy exp (i (kx —wpt) — T) . (41)
This is an example of the well known fact that although the isolated Case—Van Kampen
eigenmodes are stationary waves, they can produce damped macroscopic objects, taking
into account phase mixing. Consistently, the monochromatic limit (3 — 0 is not damped.

5. Conclusions

In the context of mean-field collisionless theory for 1D ultracold dilute Bose gases, non-
decaying nor growing in time structures have been analyzed. For this purpose, traditional
methods from plasma theory have been adapted to the Landau-Vlasov equation. Nonlinear
stationary solutions have been derived in analogy with the BGK modes of the Vlasov—Poisson
system in plasmas. Specific kinetic equilibria have been worked out in detail, together with
the associated validity conditions in real ultracold bosonic gases. Linear, normal modes have
been also derived, in analogy with the plasma Case—Van Kampen stationary wave modes.
These results are a necessary complementary development to the analysis of Landau damping
and instabilities for the 1D Landau-Vlasov equation [12]. The stability of the BGK modes for
the Landau-Vlasov equation is an important point to be addressed in future works.
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Capitulo 9

Conclusao

Neste trabalho, iniciamos fazendo uma breve introducao sobre a equagao de transporte
de Boltzmann. Depois, descrevemos os modos BGK e os modos de Case-van Kampen
para o sistema de Vlasov-Poisson para plasmas. A partir da equagao de transporte de
Boltzmann, obtemos a equacao de Boltzmann-Vlasov, que descreve sistemas de gases
quanticos com colisao entre as particulas. Finalmente, obtemos a equacao de Landau-
Vlasov, que, diferente das equacoes anteriores, nao possui o termo que representa as
colisoes entre os atomos. Aplicamos esta equagao no sistema fisico unidimensional.

No contexto da teoria de campo médio sem colisao para gases de boésons diluidos
unidimensionais, estruturas que nao decaem nem crescem no tempo foram analisadas.
Para tanto, métodos tradicionais da teoria de plasmas foram adaptados a equacao de
Landau-Vlasov. Solucoes estacionarias nao lineares foram derivadas em analogia com os
modos BGK do sistema de Vlasov-Poisson em plasmas. Equilibrios cinéticos especificos
foram estudados em detalhes, juntamente com as condigoes de validade associadas. Os
modos lineares normais também foram derivados, em analogia com os modos de onda
estacionaria de plasmas de Case-Van Kampen. Estes resultados sao um desenvolvimento
complementar necessario para a anélise do amortecimento de Landau e de instabilidades
para a equagao de Landau-Vlasov 1D. A estabilidade dos modos BGK para a equagao de
Landau-Vlasov é um ponto importante a ser abordado em trabalhos futuros.

Os modos BGK para boésons foram obtidos. Foi proposto uma solugao tipo Maxwell-
Boltzmann para a densidade de particulas. Foi obtido uma densidade independente do

tempo. Na aproximacdo § < 1 e A ~ 1/v/27 obtemos 1/8 > Nhw. Também foi

o1



proposto uma solugao do tipo Fermi-Dirac para a funcao distribuicao. Como no caso
anterior, também foi obtido uma fung¢ao densidade independente do tempo como resposta
ao problemas. Dentro das aproximacoes § < 1 e A a2 1/2m, obtemos E; > Nhw.
Também foram obtidos os modos de Case-van Kampen para o sistema de bdésons onde
o principal resultado foi a obtencao da perturbacao de densidade que é amortecida no

tempo. O limite monocromético {2 — 0 nao é amortecido.

52



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]
3]

4]

[5]

[6]

17l

18]

19]

[10]

LANDAU, L. and LIFSHITZ, L. Course in theoretical physics (Statistical Phy-
sics—Part 2 vol. 9). New York: Pergamon, 1959.

PINES, D. and NOZIERES, P. Normal Fermi liquids. New York: Benjamin, 1966.

KADANOFF L. P.P.; BAYM G. Quantum statistical mechanics. New York: Benja-
min, 1962.

ZAREMBA E.; NIKUNI T.; GRIFFIN A. Dynamics of trapped Bose gases at finite
temperatures. Journal of Low Temperature Physics, v. 116, p. 277-345, 1999.

CAPUZZI P.;VIGNOLO P.; F FEDERICI F.; TOSI M. P. Sound wave propagation
in strongly elongated fermion clouds at finite collisionality. Journal of Physics B:

Atomic, Molecular and Optical Physics, v. 39, p. S25-S35, 2006.

DALFOVO F.; STEFANO G.; PITAEVSKII L. P.; STRINGARI S. Theory of Bose-
Finstein condensation in trapped gases. Reviews of Modern Physics, v. 71, p. 463-512,
1999.

LANGEN T. Non-equilibrium dynamics of one-dimensional Bose gases. New York:
Springer, 2015.

KINOSHITA T.; WENGER T.; WEISS D. A quantum Newton's cradle. Nature, v.
440, p. 900-903, 2006.

KINOSHITA T.; WENGER T.; WEISS D. Observation of a one-dimensional Tonks-
Girardeau gas. Science, v. 305, p. 1125-1128, 2004.

GUERY-ODELIN D.Mean-field effects in a trapped gas. Physical Review A, v. 66, p.
033613 (4 paginas), 2002.

23



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

21]

22]

23]

BALDOVIN F.; CAPPELLARO A.; ORLANDINI E.; SALASNICH L. Nonequi-
librium statistical mechanics in one-dimensional Bose gases. Journal of Statistical

Mechanics: Theory and Experiment, p. 063303 (18 paginas), 2016.

BERNSTEIN I. B.; GREENE J. M.; KRUSKAL M. D. Ezact nonlinear plasma
oscillations. Physical Review, v. 108, p. 546-550, 1957.

SCHAMEL H. Particle trapping: A key requisite of structure formation and stability
of Vlasov—Poisson plasmas. Physics of Plasmas, v. 22, p. 042301 (9 paginas), 2015.

HUTCHINSON 1. H. FElectron holes in phase space: What they are and why they
matter. Physics of Plasmas, v. 24, p. 055601 (13 péginas), 2017.

HAAS F. Bernstein-Greene-Kruskal approach for the quantum Vlasov equation, Eu-
rophysics Letters, v. 132, p. 20006 (17 paginas), 2020.

DAWSON J. On Landau damping, Physics of Fluids, v. 4, p. 869-874, 1961.

MOUHOT C.; VILLANI C. On Landau damping, Acta Mathematica, v. 207, p.
29-201, 2011.

KAMPEN N. G. On the theory of stationary waves in plasmas, Physica, v. 21, p.
949-963, 1955.

CASE K. Plasma oscillations, Ann. Phys, v.7, p. 349-364, 1959.

BATEMAN G. Damping of electron plasma oscillations in a uniform electric field,
Physics of Fluids, v. 15, p. 2295-2298, 1972.

TRACY E. R.; BRIZARD A. J.; KAUFMAN A. N. Generalized Case—van Kampen
modes in a multidimensional non-uniform plasma with application to gyroresonance

heating, Journal of Plasma Physics, v. 55, p. 449-486, 1996.

BEST R. W. B. Nonlinear plasma oscillations in terms of Van Kampen modes, Phy-
sica (Utrecht), v. 64, p. 387-402, 1973.

IGNATOV A. M. Electromagnetic Van Kampen waves, Plasma Physics Reports, v.
43, p. 29-36, 2017.

o4



[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

32]

[33]

[34]

[35]

TIMOFEEV A. V. Effect of collisions on Van Kampen waves, Plasma Physics Re-
ports, v. 43, p. 594-597, 2017.

STEFFEN W.; KULL H.-J. Relaxation of plasma waves in Fermi-degenerate quantum
plasmas, Physical Review E, v. 93, p. 033207 (14 paginas) 2016.

ANDERSON, M. H., ENSHER, J. R., MATTHEWS, M. R., WIEMAN, C. E., and
CORNELL, E. A. Observation of Bose-FEinstein condensation in a dilute atomic va-
por, Science, Vol. 269, p. 198-201, 1995.

DEMARCO, B. and JIN, D. S. Onset of Fermi degeneracy in a trapped atomic gas,
Science, Vol. 285, p. 1703-1706, 1999.

PETHICK C. J.; SMITH H. Bose-FEinstein condensation in dilute gases. Springer,
2011.

NICHOLSON, D. R. Introduction to plasma theory, New York: Wiley, 1983.

BEARZOTI, P. N. Modos de Case-van Kampen em plasmas qudnticos descritos pelo
sistema de Wigner-Poisson. Dissertagao. Universidade Federal do Rio Grande do Sul,

p. 51. 2021.

MONTGOMERY, D. C. and TIDMAN, D. A. Plasma kinetic theory, New York:
McGraww-Hill, 1964.

LANDAU, L. D. On the vibration of the electronic plasma, Journal of Physics (URSS),
Vol. 10, p. 25-34, 1965.

PEDRI, P.; GUERY-ODELIN, D. and STRINGARI, S. Dynamics of a classical gas
including dissipative and mean-field effects, Physical Review A, v. 68, p. 043608 (4
péaginas), 2003.

HUANG, K. Statistical mechanics. New York: Wiley, 1984.

ARAHATA, E. and NIKUNI, T. Dynamical simulation of sound propagation in a
highly elongated trapped Bose gas at finite temperatures, Journal of Low Temperature

Physics, v. 171, p. 369-375, 2013

25



[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

SALASNICH, L. and TOIGO Shell effects in the first sound velocity of an ultracold
Fermi gas, Journal of Low Temperature Physics, v. 150, p. 643-648, 2008

HAAS, F. and VIDMAR, R. Bernstein—Greene—Kruskal and Case—Van Kampen Mo-
des for the Landau—Vlasov Equation, Atoms, v. 10, p. 28, 2022.

CORLESS, R. M.; GONNET, G. H.; HARE, D. E. G.; JEFFREY, D. J. and KNUTH,
D. E. On the Lambert W function, Advances in Computational Mathematics, v. 5,
p. 329-359, 1996.

VILLE, J.L.; SAINT-JALM, R.; LE CERF, E.; AIDELSBURGER, M.; NAS-
CIMBENE, S.; DALIBARD, J. and BEUGNON, J. Sound propagation in a uniform
superfluid two-dimensional Bose gas, Physical Review Letters, v. 121, p. 145301 (5
paginas), 2018.

ARNOLD, A. S. and MANSON, P. J. Atomic density and temperature distributions
i magneto-optical traps, Journal of the Optical Society of America B, v. 17, p.

497-506, 2000.

BERTRAND, P. and FEIX, M. R. Non Linear electron plasma oscillation: the “water
bag model”, Phys. Lett., v. 28, p. 68-69, 1968.

STRECKER, K. E.; PARTRIDGE, G. B.; TRUSCOTT, A. G. and HULET, R. G.
Formation and propagation of matter-wave soliton trains, Nature, v. 417, p. 150-153,

2002.

o6



	Introdução
	Contexto e metodologia
	Histórico e estado da arte
	Metodologia

	A equação de transporte de Boltzmann
	O sistema de Vlasov-Poisson para plasmas
	Os modos de Bernstein-Greene-Kruskal para plasmas
	Os modos de Case-van Kampen para plasmas

	Equação de Landau-Vlasov e sua redução dimensional
	Modos de Bernstein-Greene-Kruskal para bósons
	Distribuição de Maxwell-Boltzmann
	Distribuição degenerada semelhante a de Fermi-Dirac

	Modos de Case-van Kampen para bósons
	Artigo publicado
	Conclusão
	Referências

