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Resumo

Este trabalho tem como objetivo resolver a equagao de transporte de néutrons
com espalhamento anisotrépico e com fontes pulsadas, que ocorrem, por exemplo, em
reatores reprodutores rapidos. Inicialmente, sao desenvolvidos métodos de resolucao
para casos isotropicos e anisotropicos, com grau de anisotropia L = 1, utilizando
técnicas de transformada de Laplace na variavel temporal e Fourier na variavel es-
pacial. Analisamos o espaco transformado através de aproximagoes por frequéncias
espaciais B,, em uma placa homogénea. As solugoes foram obtidas via aproximagcao
pelo método de esféricos harmonicos (Py_1), que utiliza uma aproximacao para o
termo integral da equacao do transporte por quadratura de Gauss-Legendre de or-
dem M. Foram obtidas simulacoes numéricas considerando diferentes parametros
de transporte, e os resultados estao de acordo com dados encontrados na literatura.
Em seguida, apés uma breve anélise do referencial assintotico do problema, apresen-
tamos o modelo B;. Usamos este método para representar solugoes semi-analiticas
para problemas anisotrépicos considerando diferentes graus de anisotropia. Resulta-
dos numéricos, aplicados em uma regiao de dominio limitado, sao apresentados para
problemas com fontes de néutrons pulsados. Na presente discussao, interpretamos
as simulagoes considerando diferentes parametros de transporte e percebemos que o

método utilizado apresentou resultados fisicamente consistentes.
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Abstract

This work has an objective to solve the neutron transport equation with ani-
sotropic scattering and with pulsed sources which occur, for example, in fast breeder
reactors. Initially, resolution methods are developed for isotropic and anisotropic
cases, with degree of anisotropy L = 1, using Laplace transform techniques in the
temporal variable and Fourier transform in the spatial variable. We analyze the trans-
formed space through spatial frequency approximations B,, in a homogeneous slab.
The solutions were obtained via approximation by the harmonic spherical method
(Pyr—1), which uses an approximation for the integral term of the Gauss-Legendre
quadrature transport equation of M-order. Numerical simulations were obtained
considering different transport parameters, and the results are in agreement with
data found in the literature. Then, after a brief analysis of the asymptotic reference
frame of the problem, we present the B; model. We use this method to repre-
sent semi-analytical solutions to anisotropic problems considering different degrees
of anisotropy. Numerical results, applied to a limited domain region, are presented
for problems with pulsed neutron sources. In the present discussion, we interpre-
ted the simulations considering different transport parameters and realized that the

method used presented physically consistent results.
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Capitulo 1

Introducao

Nas tultimas décadas, varios modelos e métodos para obter a solucao da
equagao de transporte de néutrons foram desenvolvidos [I}, 2, B, 4, 5 6, [7, 8]. Ex-
perimentos com fontes de néutrons pulsadas despertam o interesse de pesquisadores,
pois permitem avaliar as caracteristicas de sistemas orientados por fontes através
de dados obtidos nesses experimentos [9]. Levando em considera¢do que em dis-
positivos de multiplicagao de néutrons, sistemas acionados por um acelerador sao
caracterizados por uma fonte de néutrons de alta energia, é importante analisar o
desempenho dos fenémenos de espalhamento anisotrépico [10, [I1]. Nesse sentido,
a presente abordagem ¢é dedicada ao estudo da solucao da equagao de transporte
de néutrons com dispersao anisotrépica utilizando uma fonte de néutrons pulsadas.
Neste tipo de problema, a andlise da solucao encontrada é importante, pois permite
avaliar os efeitos fisicos do problema. Podemos citar alguns trabalhos desenvolvidos
ao longo dos anos, como a solugao da equacao do transporte de néutrons isotrépica
em geometria plana e de difusdo de néutrons [12, 3], abordagens para problemas
multigrupos de energia [14, [15] e problemas de dependéncia temporal [16] [17], entre
outros [18|, 19].

No presente trabalho, apresentamos inicialmente, uma revisao do modelo
geral da equacao de transporte de néutrons com dispersao anisotrépica, conside-
rando um grupo de energia, em uma placa de dominio limitado. Através de uma

aproximacao do termo que representa a secao transversal de colisao por uma série



truncada em polinomios de Legendre, seguida de transformagoes de Laplace, na
variavel temporal, e Fourier, na variavel espacial, o modelo de aproximagao B [12] é
derivado. O caso By apresentado por Dulla et al. [12] representa a solugao isotrépica
da equacao de transporte de néutrons.

O objetivo do nosso trabalho é apresentar a solucao anisotrépica para o fluxo
escalar de néutrons seguindo uma abordagem semelhante a apresentada por Dulla et
al. [12]. Nesse sentido, apds resolver o sistema gerado até certo grau de anisotropia,
iniciamos o minucioso processo de inversao. Apds a aplicacao da transformada inversa
de Fourier, representando o termo fonte por uma série envolvendo as autofungoes de
Helmholtz, que sao geradas devido a uma superposicao de ondas espaciais obtemos o
processo de inversao de Laplace, através da integral de Mellin-Fourier e a aplicacao
do Teorema dos Residuos através da analise do espaco assintético, também usando o
método de esféricos harmonicos aproximado de ordem M ou Py [5]. Este processo
pode ser comparado com uma técnica de inversao numérica obtida por Ganapol et
al. [20] e resulta na solugao completa do problema. Utilizamos a notacao Py
para denominar o método de esféricos harmonicos aproximado de ordem M, que é
equivalente ao método de ordenadas discretas Sy;, de mesma ordem.

Apresentamos as solugoes de casos com graus de anisotropia L € {1,2,3,4}.
Analisamos o comportamento do fluxo escalar de néutrons dos casos Bq, Bs, Bs e
B, através de um método semi-analitico onde, no processo de inversao de Laplace,
a integracao numérica € resolvida analiticamente e via aproximagao pelo método de
esféricos harmonicos para obter os residuos.

Simulacoes numéricas sao muito importantes na determinacao do desempe-
nho de reatores com fontes pulsadas, por exemplo, reatores do tipo reprodutores
[21], que veremos na segao sobre reatores nucleares abaixo. Os estudos sdo guiados
ao desenvolvimento de cédigos precisos para compilar os parametros nucleares ne-
cessarios para este fim, realizando testes numéricos sobre a adequacao das mesmas
e, finalmente, utilizando essas simulagoes para avaliar o desempenho desse reator.

Antes de abordarmos sobre a metodologia empregada nesse trabalho, apre-
sentamos uma breve histéria sobre reatores nucleares, que sao objetos de aplicacao

em nossa pesquisa, e a deducao da equacao do transporte de néutrons.



1.1 Reatores Nucleares: Uma Breve Abordagem

O surgimento da ciéncia nuclear ocorreu entre o final do século XIX e o
inicio do século XX e vem sendo construido até os dias atuais. Os primeiros reatores
nucleares foram desenvolvidos com o intuito de produzir armas nucleares para a
Segunda Guerra Mundial através do Projeto Manhattan [22], desenvolvido por vérios
cientistas com destaque para Enrico Fermi, cientista responsavel pelo projeto. Apds
o fim da guerra, surge a ideia de se trabalhar com reatores para a produgao de
eletricidade. Em 1951, foi desenvolvido, projetado e operado o reator experimental
EBR-1 [23], primeiro reator nuclear responsavel pela produgao de energia. Entre 1960
e 1975 a energia nuclear foi bastante comercializada. Porém, entre 1975 e o inicio
do século XXI, houve um periodo de estagnacao, apds varios acidentes ocorridos,
com destaque para o desastre de Chernobil em 1986 [24]. Atualmente, devido a alta
demanda de energia elétrica, varios paises retomaram os estudos e projetos nesse
ramo de pesquisa. Paises como a China, Russia, fndia, Estados Unidos e Coréia do
Sul compreendem a maior parte dos reatores em operagao no mundo [25].

Entre os principais beneficios da utilizacao de reatores nucleares para a

produgao de energia elétrica, podemos citar [26]:

e a sustentabilidade - produzir eletricidade sem causar danos ao meio ambiente,

de forma a diminuir o efeito estufa;
e a quantidade de poténcia produzida - um reator de fissao libera muita energia;
e ¢ a seguranca energética - uma boa fonte de energia base.

De modo geral, a energia nuclear é capaz de fornecer uma boa carga de base,
isto é, pode produzir e conservar a energia em um nivel muito alto, o tempo todo.

Os principais tipos de reatores nucleares existentes, e que funcionam como
meios geradores de energia, sdo os reatores de agua leve LWR (Light Water Reactor)
[27]. Esses reatores estao divididos em duas subcategorias: reatores de dgua fervente
BWR (Boiling Water Reactor) e reatores de dgua pressurizada PWR (Pressurized

Water Reactor). Os reatores BWR e PWR possuem mecanismos de funcionamento



similares, onde o ntcleo é composto por materiais fisseis, isto é, dispostos a sofrer
fissao com um néutron térmico. As reagOes entre esses materiais liberam energia
que é transferida para o material refrigerante e gera calor que aquece a dgua e cria
vapor. O vapor produzido gira uma turbina que gera eletricidade. Nos reatores do
tipo BWR, existe uma chance maior de ocorrer vazamento de material radioativo
no meio ambiente devido a existéncia de uma bomba refrigerante, responsavel por
resfriar a dgua ou recondensa-la, geralmente é um tubo de refrigeragao ligado a um
lago ou oceano. Essa é uma das desvantagens desse tipo de reator.

Nos reatores do tipo PWR, o processo é semelhante, porém, neste caso, a
agua esta pressurizada. Quando aumenta a pressao, aumenta o ponto de ebulicao
da dgua e isso faz com que o reator funcione em temperaturas mais altas do que um
reator BWR, o que gera mais eficiéncia energética. Outra vantagem que podemos
destacar nesse tipo de reator, ¢ uma menor chance de ocorrer vazamento de material
radioativo, pois existem dois circuitos que operam separadamente com o combustivel
nuclear, sendo mais isolado do ambiente.

Existem também, reatores de dgua pesada HWR (Heavy Water Reactor),
cujo mecanismo de funcionamento é semelhante ao PWR porém, neste caso, usa-se
agua pesada ou D50 ao invés de HyO. O éxido de Deutério possui uma segao trans-
versal de absor¢ao muito menor do que a dgua leve. Isso significa que os néutrons que
estao dentro do reator tem uma chance maior de atingir um produto de fissao e um
pedago de material fissionavel e sofrer fissao. Mas também, existe uma possibilidade
maior de que a agua ao redor absorva o néutron. Outra desvantagem desse reator é
o custo-beneficio, uma vez que, o éxido de Deutério é um material muito caro.

Novos tipos de reatores estao em desenvolvimento com o objetivo de torna-los
mais limpos, eficientes, seguros e econémicos, por exemplo, reatores reprodutores [21]
28], cujos mecanismos sao idénticos aos reatores de dgua leve mas que, diferentemente
dos LWR, utilizam dois materiais extras dentro do ntcleo. Por exemplo, o Tério
(Th9%32) que absorve um néutron e, apés uma decadéncia Beta, se transforma em

. 233 - . 233 ;
Protactinio (Pag;”) que, por outra decadéncia Beta, se torna Uranio (Ugy”) que é



fissel. Representamos abaixo essa transformacao:
Thif® +ng —= Thi® —= Pagd®+ 5~ — UF*+ 5" (11

De uma forma geral, esses tipos de reatores geram o préprio combustivel
nuclear. Nao seria necessario adicionar tantos materiais fisseis como faria em um
reator de agua leve normal. Como exemplos desse tipo de reator podemos citar:
reatores ADS (Accelerattor-Driven Systems) [29], FR (Fast Reactors) [29] e MSR
(Molten Salt Reactor) [30, [31].

Como aplicacao para esses tipos de reatores, que podem utilizar o conceito de
fonte de néutrons pulsadas, o objetivo principal do nosso estudo é obter uma solucao
semi-analitica da equacao do transporte com espalhamento anisotrépico através do
método assintotico espacial. Para fazer isso, vamos utilizar a formulacao Bj, apre-
sentada por Dulla et al. [I12]. A seguir, apresentamos a teoria geral da equagao do

transporte de neutrons.

1.2 Equacao do Transporte: Teoria Geral

A equacao do transporte de néutrons é uma versao linearizada da equagao
desenvolvida por Ludwig Boltzmann no estudo da teoria cinética dos gases. Em
sua forma integro-diferencial, esta equacao descreve a distribuicao espacial, tempo-
ral, direcional e energética de particulas em um meio material. Podemos aplica-la
na resolucao de problemas referentes ao transporte de néutrons, elétrons, fétons,
entre outros [32]. A importancia de pesquisas sobre a equagao do transporte esté
relacionada ao grande ntumero de aplicacoes que podemos encontrar em diversas
areas como: aplicagoes em nanotecnologia, relacionada a micro-fluidos [33] e micro-
maquinas [34) [35]; fisica de reatores nucleares [36, 37, [15]; medicina nuclear e protecao
radiolégica [38], entre outros.

No inicio do século XX surge o método de esféricos harmonicos (Py—1) [6]
utilizado para aproximar a dependéncia angular do nicleo do termo integral. Anos

mais tarde, é desenvolvido o método de ordenadas discretas (Sys) [2] que consiste



em aproximar o termo integral por quadratura de Gauss-Legendre de ordem M
para obter solucoes associadas a equagao do transporte de néutrons. Em 1960 é
desenvolvido o método de Case [I] que é uma referéncia na teoria do transporte por
ser uma solucao analitica, para alguns casos especificos.

A deducao da equagao do transporte em sua forma integro-diferencial pode
ser feita a partir de um movimento de particulas realizadas no espaco de fase do
problema [32]. O objetivo principal é rastrear uma populagdo de néutrons em al-
guma, posicao 7, com energia E, viajando numa diregao Q) em funcao do tempo t.
A equacao geral pode ser determinada através de um balanco entre ganhos e perdas
de néutrons dentro do sistema. Entre os ganhos de néutrons podemos citar, por
exemplo, processos de fissao, reacoes do tipo (n,in), dispersao interna, fotofissao
e a contribuicao de uma fonte externa, entre outros. Ja os processos de perda de
néutrons podem ocorrer devido a fugas, captura, espalhamento para fora do sistema,
entre outros. A dimensao desses processos utiliza o conceito de secao de choque
macroscopica que ¢ a probabilidade de interagao de néutrons por unidade de com-
primento na sua trajetoria e o inverso da secao de choque macroscépica é chamado
de livre caminho médio [mpf]. As se¢oes de choque macroscépicas sao representadas
pela sigla o e dependem da energia E, sendo que, em meios heterogéneos também
dependem da posi¢ao 7. Definimos a se¢do de choque macroscépica total o(7, E)
como a soma entre a se¢gdo de choque macroscépica de absorcao o,(7, E) e a segao

de choque macroscépica de espalhamento o4(7, E'). Neste caso,

o(7, E) = 0,(7, E) + 04(7, E), (1.2)

0o(7,E) = 04(7, E) + 0, (7, E), (1.3)

0s(7, E) = 0,(T, E) + o (7, E), (1.4)
onde:

e 04(7, ) = Secao de choque macroscépica de fissao,

e 0,(7, E) = Secao de choque macroscépica de captura radioativa,
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e 0,(7, E) = Secao de choque macroscépica de espalhamento eléstico,
e 0,/(7, E) = Secao de choque macroscopica de espalhamento ineldstico.

A secao de choque macroscépica total também pode ser representada pela
soma das segbes de choque diferenciais o, (7, O - QE — E), onde o subscrito x

representa o tipo de interagao néutron-nicleo. Ou seja,

o7, ENf(F 0 = QB = B) =Y 0,(i, BN fo(F, Y — O, E' — E), (1.5)

onde f (7, — Q, E' — E)dQdFE representa a probabilidade de que um néutron de
energia E’', com diregao €Y, ao sofrer uma reacao com o nicleo, emita um ou mais

néutrons no intervalo de energia dE ao redor de E. Dessa forma, temos que
/ [fm(f, Q' — O, B — E)dQdE = 1. (1.6)
EJG

Para representar a equacao do transporte de néutrons, definimos, inicial-
mente, o nimero de néutrons N'(7, O, F, t)dVdeE presente em um volume dV, na
posicao 7, no instante ¢, dentro de todas as direcoes dQ) em torno de O e que possuem
energia F no intervalo elementar dE.

Considerando a dependéncia temporal da equacao do transporte, represen-
tamos a taxa de variacao de neutrons em dV como a taxa de producao de néutrons

menos a taxa de perda de néutrons em dV', onde a taxa de variacao é dada por

[%N’(ﬁ Q,E, t)} dVdQdE. (1.7)

A taxa de producao de néutrons é representada por

{ / / o(7, B f(7, Q) — Q,F' — E)W'N'(7, ﬁ’,E’,t)dﬁ’dE’JrS(F,Q,E,t)} dVddE,
(1.8)
onde v' e S representam, respectivamente, a velocidade escalar de propagacao de

néutrons e a fonte externa.



A taxa de perda de néutrons é expressa por:
[U(F, EWN'(7,Q, E,t) + vQVN'(7, 0, E, t)] dVdSdE, (1.9)

onde V ¢ o coeficiente obtido através do Teorema da divergéncia [39].

Considerando que o fluxo angular de néutrons é dado por
/ o(7,Q, B, t)dV = / oN'(7,Q, E, t)dV, (1.10)
1% 1%

reescrevemos a equacao do balanco como
1 0
v ot
// (7, B f(F, Y = Q, E'— E)o(7, Q, E, )dVdE' +S(7,Q, E, t). (1.11)
E/ /

7,Q, B, t) + VQ(7,Q, B t) + o(F, E)o(F, O, B, t) =

A equagao é a forma mais geral da equacgao do transporte de néutrons
desenvolvida por Boltzmann. Nesse trabalho, inicialmente, vamos resolver a equacao
do transporte de néutrons em geometria plana unidimensional, monoenergética, de-
pendente do tempo e para um meio homogéneo. Em seguida, resolvemos a equagao do
transporte de néutrons com espalhamento anisotrépico e fontes pulsadas via método
da andlise do espago assintético. Sendo assim, dividimos nosso trabalho da seguinte
forma: no Capitulo 2 apresentamos a teoria geral sobre o Método Assintético Espa-
cial (SAM - Space Asymptotic Method) casos isotrépico e anisotrépico. No Capitulo
3 apresentamos a descricao e os resultados para o método de esféricos harmonicos
Py aplicado na equacao do transporte de néutrons com dispersao isotrépica e
anisotropica. No Capitulo 4 descrevemos o modelo de aproximacgao B, aplicado a
equacao do transporte de néutrons com espalhamento anisotrépico. No Capitulo
5 apresentamos os resultados para os casos By, By, B3 e By, que representam as
solugoes semi-analiticas da equacao do transporte de néutrons considerando graus
de anisotropia que variam de L = 1 até L = 4. No Capitulo 6 apresentamos nossas
conclusoes e propostas de trabalhos futuros, juntamente com uma secao de apéndices.

Por fim, apresentamos as referéncias bibliograficas utilizadas nesse trabalho.



Capitulo 2
Método Assintotico Espacial

Ao longo dos anos, diversas abordagens para a obtencao de solucoes analiticas
para o problema de transporte de néutrons com dependéncia temporal tem sido pro-
postas como, por exemplo, Ganapol [16]. Uma delas, é a abordagem da equacao
de transporte espacialmente assintética, adotada em Weinberg e Wigner [6]. Esse
tipo de abordagem pode fornecer, nao somente, solugoes 1teis sobre os fenomenos
de transporte, bem como, solucoes precisas para o problema considerado. O mo-
delo é deduzido pelo estudo da equacao do transporte considerando um dominio da
frequéncia apdés uma transformacao de Fourier no espago. Para produzir uma re-
presentacao da solucao do problema de transporte dependente do tempo, ¢é utilizada
uma superposi¢cao de ondas espaciais através de uma série envolvendo as autofuncgoes
de Helmholtz nos limites de fuga do sistema fisico e constituindo, assim, um con-
junto completo. Para o estudo dos transientes iniciados por um pulso localizado,
que veremos a seguir, serd observado que a solucao ¢ exata para a parte inicial da
evolucao.

Na segao seguinte, desconsideramos a contribuicao de néutrons atrasados.
Quando analisamos os transientes de curto prazo em experimentos pulsados, o papel
das emissoes de néutrons atrasados é irrelevante [12]. A seguir, apresentamos a teoria

assintotica espacial para o caso isotropico.



2.1 Teoria Geral: Caso Isotrépico

Consideremos a equagao do transporte de néutrons em geometria plana
unidimensional, monoenergética, dependente do tempo e para um meio homogéneo
[12):

19¢

L0 )+ 12 )+ oot ) = T [ ot + S0, 21)
’Uat ZU,,U, Iual' .ZU,,M, g Ia,ua - 2 . 1],[,6, /’L 2 ZL', ) .

onde,
’ ‘2 . : H HI.
e 1 é a variavel espacial pertencente ao intervalo [—5, 5],
e H ¢é o tamanho da placa;

e v é a velocidade de néutrons;

o(z, p,t) é o fluxo angular de néutrons no ponto x, na dire¢ao de p e ao longo

do tempo t;

e 1 é a varidvel direcional: p = cos(©) onde © é o angulo polar, ou seja, pu €
[_17 1]a

e 0 ¢é a secao de choque macroscépica total;

e ¢ é o0 nimero médio de néutrons secundarios por colisao;

S(z,t) é uma fonte externa.

Para este problema, consideramos que as condigoes para o fluxo sao dadas
por,

H
0] (;,,u,t) =0 com pu<0, (2.2)

H
gb(—;,,u,t) =0 com pu>0. (2.3)
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Aplicando a técnica da transformada de Laplace a partir da variavel ¢ em s,
na equagao ([2.1)), escrevemos

15{%(%%0} + ML{%(x,u,t)}ﬂwﬂcb(%u,t)}

(%
co 1

= = 1£{¢(a:,//,t)}dl/+%L{S(ﬂfat)}a (2.4)

e obtemos,

1

_ o _ — 1
(o1 5) g 9) + 0bla ) = 5 [ Bl i+ 35(as), (25)

onde
—+o0

L {gb(l‘? 22 t); t— S} = ; Qﬁ(l‘, K, t)e_Stdt = E(L 22 S)' (26)

Aplicando a técnica da transformada de Fourier, das frequéncias espaciais

B em (2.5), temos

25 (39} + 08 { S} o7 (Bl )

co

- G TEed ) TSy, @)

onde

?{@(x,u, s);x — B} = /+0° %(x,,u, s)e'Brdr = —iB®(B, u, s), (2.8)

ox o Ox
F{o(z,p,5);0 — B} = ¢'(a, p, s)e'Pdx = ®(B, 1/, 5). (2.9)

Como observagao, cabe salientar que: lign 5(:5, i, s) = 0 pois os valores do
T—_ 00

fluxo nos extremos da placa sao nulos.
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Assim, reescrevemos ([2.7]), como

1

1
BB, p1.5)~iBuB(B 1 5) +00(Bupis) = 5 [ @Bl s)du'+ 5 S(B.s). (210)

s
v -1

Reagrupando os termos que contém ®(B, p, s), temos

co

1
S 1
2(B.p,5) [(o+2) ~iBu] = 7/ (B, )y + 5S(Bs). (211)
v -1

Nesse momento, uma expansao da variavel angular p levaria a versao as-
sintética do método de esféricos harmonicos. No entanto, seria necessario um trun-
camento na série de funcoes e, portanto, uma aproximacao na ordem de anisotropia
da solucao desconhecida. Portanto, é preferivel seguir uma abordagem exata alter-

nativa.

Dividindo a equagao por [(0 + %) — z'Bp,}, obtemos

e 1 ®(BW,s) , 1 S(B,s)
(B, p,5) = 2 /_1 [(0+2) —iBy] d 2 [(o+2) —iBu] (2.12)

Integrando com relacao a variavel angular u, obtemos para o fluxo angular

transformado duas vezes

1 co 1 d/,l/ /1
OB, u,8)dy = = , (B, 1, s)dyd
| e = 5 e L e
1 ! dp
~S(B, . 2.13
* 3509 [ o = 21

Escrevendo ®(B, s) = fil O (B, p, 8)du, que denota o fluxo escalar de néutrons
transformado, isto é, os fluxos angulares em todas as dire¢oes discretas possiveis, te-

1mos

o e . 1 dyu 1 . 1 dyu
(B,s) = SO(B, )/_1 (CEBETT +58(B. )/_1 CERET (2.14)
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Isolando o fluxo total transformado, obtemos

d(B, s)

Lo g [ dp
= S(B, >/¥[@f+g)—¢3uy (2.15)

co /1 du
1-= .
2 . o+ 2 —iBil

Vamos utilizar a seguinte notacao para facilitar nos calculos futuros

1 dp
&Mgﬁy_2[4K0+ﬁ_%BM, (2.16)

onde Agy representa o termo integral que possui no seu nucleo a multiplicacao de

dois polinomios de Legendre de ordem zero. Dessa forma, reescrevemos ([2.15)) como

O(B,s) [l —coAp(B,s)] = Aew(B,s)S(B,s), (2.17)

e assim, obtemos

—_ B AO()(B, S)
(B s) = 1 — coAg(B,s)

Em ([2.18)) o termo Ag(B, s), tem como solucao

1/t du 1 B
Ago(B, s) = 5/1 o+ 2) —iBy] = Earctan <0+ %) . (2.19)

S(B, s). (2.18)

De fato, fazendo uma mudanca de variaveis, denotando u = [(a + f) —1iB u]

e du = —iBdu, temos

1/t d
AO[)(B,S) = —/ H
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L (0 +2) +iB
= n
2B | (0 +%) —iB
- B
1 L o+
= 3.3 In n ( ;”>
i i .
L (e+3)
Como ,
1 In [2—2| = arctan (2)
2 i+z] ’
temos que

1 B
Apo(B, s) = Earctan <a+ §) . g

v
Assumindo que a representacao de fonte de néutrons pulsados pode ser es-
crita como uma expansao das séries de autofuncoes de Helmholtz, normalizada es-

pacialmente, escrevemos
S(B,s) = i su(s ] 21 15(B = B+ 6(B + By)] (2.20)
) ot H 2 )

onde B, sao os autovalores do problema de valor inicial envolvendo as autofuncoes

de Helmholtz e sao representados por

(2n — D)7

B, =
H

(2.21)

Para o caso de fontes pulsadas, consideramos a fonte projetada no espago

das autofuncoes de Helmholtz de ordem n, dada por
S(x,t) =Y Su(,t) =D 8u(w)sn(t). (2.22)
n=1 n=1

Em (2.22), temos que 8, (z) é solucao do problema de valor de contorno

(2.23)



cuja solucao é

onde \/% ¢ uma constante normalizada.

Substituindo (2.20) em (2.18]) obtemos

®(B,s) = : _i(:;i’(z’ 3 ;sn(s)\/%% [6(B — By,) +0(B+ B,)].

Assumindo que

> e o 31005 = B a5+ 5

n=1

temos

®(B,s) = Z : _i?;f:(’;i, 3 sn(s)\/%% [0(B — By) +6(B+ B,)] .

n=1

Aplicando a transformada inversa de Fourier em ([2.27)), temos

— > AOO Bn, S 2
o(z,s) = Z = caz(éloo(Bi, S)sn(s)\/;cos(an),

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

onde ' {®(B,s)} = ¢(z,s) e F ' {L[6(B — B,) + (B + B,)]|} = cos(B,z). Aqui,

F~1 representa o operador da transformada inversa de Fourier.
De fato,

+oo A '
FHOB - B ) = [ 0B B = o

o0
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+o00
FHOB+ B @) = [ a8+ B = e
Dessa forma, obtemos

F{6(B - B,)} (z) + F{é(B+ B,)} (z)
2

3"1{1 §(B — B,)+ §(B + Bn)]}(:v) =

[e"Pn + e Pnt] = cos(Bnz). O

DN | —

A transformada inversa de Laplace pode ser realizada pela aplicacao do
Teorema dos Residuos e obviamente incluird contribuigoes dos residuos nos polos,
quando presentes, e da linha interna ao longo dos cortes. A solucao completa pode
ser geralmente escrita a partir da transformada inversa de Laplace através da integral

de Mellin-Fourier e da aplicagao do Teorema da Convolugao [40]

> t 1 Cn+100 AOQ(B S) / 2
1) = dar' | — no s(t—t)d . ' . Bn
o =S [ T O Ve

i (2.29)

onde * representa a convolucao de funcoes.
De fato, aplicando a técnica da transformada inversa de Laplace através da
integral de Mellin-Fourier em ([2.28)), temos

¢z, t) = L7 {o(x,5);s =t}
1 cn+ioo_

- o(x,s)eds

271 J o iso

1 Cntico [ o© Aoo(Bo, ) \/7
R uL J— B tsd
271 J o iso {;1—001400(3”’8)871(8) Hcos( W X) p€°ds
Cn+ZOO AOO 8) .
N °d B,x). (2.
\/ {Z QWZ/zool—CJAOO(B S)Sn(s)e s p cos(Bpx). (2.30)

Considerando as fungoes F(t') = s,(t') e G(t —t') = %es(t*t/), e
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aplicando o Teorema da Convolucgao, reescrevemos ([2.30) da seguinte forma

2 > ¢ 1 en+100 Aoo(B S) /
Oz, 1) =4/ — . i s(t=t') q () dt B,z).0]
e =\ F A o T iy ] st feos(5,)

Uma observagao muito importante feita na passagem de ([2.28|) para (2.29)

é que devemos tomar um cuidado especial pois a funcao que esta sendo integrada, a

qual chamaremos de H(s), dada por

H(s) = ZF(Bn,s)sn(s)\/%cos(an), (2.31)

onde
AOO<Bna S)

I Bm = )
(Br, 5) 1 — coAp(By, s)

(2.32)

¢ um termo que possui singularidades. Para resolvermos a integral inversa de Laplace,
vamos utilizar o Teorema dos Residuos [41]. Devemos calcular a integral realizando

o célculo ao longo da curva

Im

—c, +1B,

q Bn

B,

=G| Pr Pt Re
LBn

[
—c, — 1B,

Figura 2.1: Semicirculo de raio B, no plano complexo.
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A integral inversa de Laplace deve ser calculada ao longo da curva (Cg,),
onde todas as singularidades {p1, pa, ..., px } presentes dentro do semicirculo complexo
C de raio B,, sao reais e negativas. Com o aumento do raio do semicirculo em questao,
fazendo n — oo, temos que B, — oo e assim, cobrimos todas as singularidades py,
desde que |¢,| > py, Vk.

Supondo que cada singularidade pode ser representada por

Pk = —Cn + Rie = —c, + Ry[cos (0) + isen ()], com 6 < ‘g : (2.33)

onde Rj, representa o residuo para cada valor de k. Como, neste caso, temos apenas

singularidades reais, temos que ¢ = 0, Vk. Assim

Pk = —Cn + Ry[cos (0) +isen (0)] = —¢, + Ry. (2.34)

AOO(B7L75)

Dessa forma, pelo Teorema dos Residuos, para I'(B,, s) = Tcodog (B )’

€S-

crevemos
/ [(B,,s)e’ds +/ [(B,,s)e* " ds = 2mi Z Resy—p, [I'(Bn,s)], (2.35)
CBn LBn 7

ou seja,
/ [(B,,s)e*t")ds = 2ri Z Resy—p, [I'(Bn, s)] — / (B, s)e*t)ds, (2.36)
LBn 7 CBn

neste caso, Lp, representa o comprimento entre (—c, —iB,) e (—¢, +iB,) e Cp, é
a curva que contorna esses pontos.

Supomos que para todos os pontos sobre Cp, existe uma constante positiva
Mg, tal que Mg, — 0 quando B,, — oo e onde |I'(B,,s)| < Mg,. Dessa forma,

podemos representar parametricamente a integral ao longo da curva Cg, usando que
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s = —c, + Re® e teremos que

/ ['(B,,s)etds = /2 T(B,, —cp + Re®)een TR0 Reif g
Cpy, -

IMENCIE

= / F(Bn,—cn+Rew)ec"(t/_t)eRew(t_tl)iRede

[SIE]

< ecn(t/ft)MB R/2 eRew(tft’)ieiQde’

s
3
ou ainda que

/2 eRew (t—t’)ieiﬁdg

us
2

/ [(B,,s)e’ds| < e@Mg R
Ca,

us

< 60”(t/_t)MBnR/2 R (=160 g9,
3
Note que
’eRew(tft’) _|Z-ez'9’ < et il ‘619’
< eReie(tft’)
< eRcos 0)(t—t")
assim, temos
/ / % i ’ .
/ [(B,,s)e=ds| < el _t)MBnR/ R =i g (2.37)
Ch,, =
< e DML R / T eReosO)—t) gy (2.38)
3

Agora, realizando uma mudanga de varidvel, fazendo (¢ = 6 —7), temos que

19



[cos () = —sen (¢)] e assim, concluimos que

0
< ecn(t’t)MBnR/ efRsen(w)(t*t’)dw_ (2.39)

/ [(B,,s)e’tds
Cn

n

Como em [, 0] temos que e~ 5 (W(E=t) < o=Rv(t=t) "geone que

0 ) 0 , eRﬂ'(t—t/) -1
/ e Rsen (W)(t=t) gy S/ e BVt gy = W (2.40)

—Tr —Tr

Finalmente, temos que

0
< NN, R / e o0y (2.41)

—T

/ ['(B,,s)e")ds
Cay,

Rr(t—t') _ q
< en-Op Rl 9.42
= ° B TR — 1) (242)

. () y »
-~ [T} By - ( . )

Por hipétese, supomos que Mp, — 0 quando B,, — oo, implicando em

lim ['(B,,s)etds = 0. (2.44)
Bn—)OO CBn

Assim, ao fazermos B,, — 0o, teremos que

/ (B, s)e™ds = 211 " Res,—,, [[(By, s)], (2.45)
Lg, ;
—cn+1Bnp ( )
. s(t—t’ _ .
B}}Lnoo o I'(By, s)e ds = 2mi Z Resy—p, [I'(Bn, s)], (2.46)
n n ]
—cn+i00 ,
/ (B, s)e"™"ds = 211 " Resy—y, [[(B, )] (2.47)

J

Sendo assim, devemos calcular cuidadosamente as singularidades de I'(B,,, )
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que dependem do termo integral Agy(B,,s). Portanto, devemos analisar este termo,

definindo para quais valores de n teremos tais singularidades.

2.2 Inversao de Laplace

Nessa secao, estudamos o calculo da transformada inversa de Laplace da
integral que aparece na equagao (2.28) que, a principio, requer identificar singulari-

dades existentes no nucleo dado pela func¢ao complexa:

Ago(B
F(Bn,S)_ 00( nas)

= . 2.48
1-— COAO()(Bn, S) ( )

O termo Agy na equagao (2.48) envolve uma funcao multivariada, a fungao
arco tangente. Para isto, é necessério introduzir um corte no plano complexo, repre-

sentando um espectro continuo. Pelo que vimos anteriormente, temos que

(+77) 2
arctan = —1In
o+ 2 21

v

(0 + %) +iB,
(0 + %) —iB,

(2.49)

Y

a regularizacao pode ser obtida a partir de um corte ao longo dos valores negativos
do argumento da func¢ao logaritmica, comegando de zero. Isso leva a um corte entre
os pontos —o — 1B, e —0 +185,,.

A equacgdo caracteristica para a determinagao dos polos (singularidades) é

escrita zerando o denominador da funcao I'(B,, s), ou seja

B,
1 —coAp(Bp,s)=0 = 1-— 9 arctan ( s) =0. (2.50)
Bn g >
Dessa forma, temos
B, B,
arctan < S) = —, (2.51)
o+ co
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e definindo 7, = 22 e g = (£ + 1)_1, temos

Tn

arctan (7,q) = —. (2.52)
c
Com efeito,

arctan = —
o+ co
< B,ov > B,
arctan (| ——— | = —
o(ov + s) co
B, /s -1 B,
arctan | — <— + 1) = —
o \ov co
Tn,

arctan (1,q) = —. O
c

A equagao (2.52) gera apenas uma singularidade se ™ < |7|. Como con-

sequéncia, nenhum polo esta associado a harmonicos para os quais B, > "%, ou seja,

quando ™= > |Z| e, para cada sistema fisico, um valor limitador 7y, para a ordem
de harmonicos espaciais para os quais o comportamento dependente do tempo é de-

terminado apenas pela construcao continua do espectro. Para obtermos o valor do

iy

5- Nesse caso, temos

Num, Precisamos verificar os valores para os quais ™ =

Tn T N B, w
c 2 co 2
o 2n—-1)7m «
cHo 2
& 4dn—2=c(Ho)
c¢(Ho)+2
<~ n—=———.

4

Dessa forma, para todo n < ng,,, temos singularidades presentes no sistema.

o - [252) s

Neste caso, definimos

onde [z] representa o nimero inteiro maior ou igual a x.
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Observamos que, quando ¢ e 0 H diminuem, ny;,, decresce. Ainda, para
valores suficientemente pequenos dessas quantidades, ou seja, coH < 2, todos os
harmonicos espaciais podem ser privados pelos polos correspondentes. Esses siste-
mas sao caracterizados por fortes caracteristicas de transporte e a propagacao por
néutrons nao colididos ou colididos em baixa ordem. A seguir, apresentamos modelos
que aproximam a equagao caracteristica I'(B,,, s) para o cdlculo das singularidades.

Em particular, daremos énfase ao modelo Py;_; de esféricos harmonicos.

2.3 Modelos Aproximados para ['(B,, s)

Nessa se¢ao, vamos utilizar outro tipo de aproximagao para o termo integral
Ago(By, s) como, por exemplo, uma férmula de integragao discreta.
Consideremos, novamente, a equagao do transporte de néutrons unidimen-

sional, dependente do tempo e em geometria plana, para um meio homogeéneo:

199

0
L0 ) + 2 () + 0, 1) / O, 1 D)+ S 1). (254

Se o esquema de Gauss-Legendre de ordem M de segunda ordem for utili-
zado, o modelo padrao de ordenadas discretas Sy, equivalente a geometria do plano,
adotado para o modelo Py,_; de esféricos harmonicos é obtido. Nesse caso, introdu-
zimos conjuntos simétricos de peso w,, e dire¢ao ,,, € escrevemos a aproximacao de

Ago(By, s) como:

Q

1! du 1 & W,
oy e B DO e e

- , . (2.55)

Usando a aproximacao (2.55) em ([2.50)), os polos podem ser localizados nos
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pontos determinados pelas solugoes das equagoes dadas abaixo,

1-— CO'AO()(Bn, S) =0 (256)
co (! du
~1-Y —0 2.57
2 | To+2) = iBu] (250
%
=1-co i — 0. (2.58)
oot (o +3) = iBupin]

Nesses casos, os 2M polos serao sempre determinados no plano complexo,
aproximando-se completamente os polos isolados e do espectro continuo devido aos
cortes de ramificacao provenientes da estrutura da transformada de Laplace na
equacao (|2.28]).

O caso mais simples corresponde ao modelo P;, assumindo M = 2, com

P = —lo = \/ig e w1 = we = 1. Neste caso, usando a aproximacao ([2.58) na equacao

[B50), temos

1-%’2 ] —0,

m=1 [(U + %) - iBan]

co w1 )
1—— 0.
T T2 ) =B (0+2) - B
Parawlzwzzleul:—,ugz\/ig,obtemos
1_% 51 iB 51 iB =0
e )% TG
co | 2(0+§)
& 11— — ‘ =0
GRS
o Lo (o+d) . (2.59)

Dessa forma, obtemos a seguinte equacao do segundo grau para a deter-
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minagao dos polos:

2 B2
<0‘ + f) —co (a + f) +—"=0. (2.60)
v v 3

Da equacao (2.60) é possivel concluir que sdo admitidos polos reais por

autofungoes que satisfazem a seguinte condicao,

B, < §co. (2.61)

Com efeito:

3) B co £ (00)2—%

2 Y

5\ 2 s B?
<U+—> —ca<a+—>—|——:O = <U+—
v v 3 v

os polos serao reais quando o discriminante ¢ maior ou igual a zero, ou seja, quando

4B? 4B? 2B,
(co)? — 3"20 = (co)’> "2 = co>

3 V3

Caso contrario, teremos singularidades complexas, ou seja, quando

B, > ?ca. (2.62)

3
B, < %ca. L]

O estudo das singularidades requer muito cuidado, pois, na inversao de La-
place da equagao carcateristica I'(B,,, s), os residuos referentes a essas singularidades
sao fundamentais para obtermos a solucao do problema. Veremos que, para o caso
anisotropico, também existem equacoes caracteristicas para a determinacao de sin-
gularidades pertencentes ao problema. A seguir, fazemos estudo detalhado sobre
a equagao do transporte anisotrépico e a formulacao geral do método assintético

espacial.
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2.4 Espalhamento Anisotréopico e Formulacao Ge-
ral de B,

Nessa secao, apresentamos a formulagao geral do método assintético espacial
aplicada a equacao do transporte com dispersao anisotrépica, que serda objeto do
nosso estudo.

Para representar o modelo geral de B, a suposi¢ao de isotropia é removida
do termo integral de colisao, ou seja, a secao de choque o agora depende da direcao p,
e, dessa forma, a equagao de transporte anisotropica em sua forma integro-diferencial

¢ escrita como [42]

1

(@opot) o0, it) = [ oy yole sl ) + 3 (.0),
(2.63)

19¢ L)
Uat(rc 1, )+Ma

neste caso, 0. contém as caracteristicas anisotropicas referentes ao modelo.
Aproximando a se¢ao transversal de colisao através de uma série truncada

em polinomios de Legendre de ordem L, temos

22”10,3 VB, (2.64)

e consideramos que

1

1 1 L 9
| atwprsteptnan = [ 432 1ala<ma<u'>}¢<x,uct>dw

= zL: %TH {/_I o Py () Pi(p') o (a, u@t)du’}

1

=S 2 ani{ [ Aot oue | o

Aplicando as transformadas de Laplace, na variavel temporal t, e Fourier,

26



na variavel espacial z, da equacgao ([2.63)), obtemos

1
— — — — 1
SQJ(B, w,s) — iBu®(B, i, s) + o ®(B, p, s) = / oe(p, W )O(B, i, s)du' + QS(B, s).
—1
(2.66)

Utilizando ([2.65]) em ([2.66) temos

(B, 1, s) [(o— + S) B ] Z Lo P )TU(B, ) + %S(B,s), (2.67)
onde, )
B(B.s) = [ RGBS (2.68)

introduzindo os momentos de Legendre ®; do fluxo angular de néutrons.
Nessa fase, é preferivel evitar uma expansao do fluxo, sendo assim, proce-
demos conforme o caso isotrépico, dividindo 1) pelo termo [(a + %) —1iB u]. Ao

fazer isso, obtemos

L2+ 1 [ o/®y(B, s)P(p) 1 S(B,s)
(B, u, — 2.69
e e T s =
Multiplicando ambos os lados da equagao (2.69)) por Py (), temos
"2+ 1 [0®(B,s)P(0)P(p) | 1 S(B,s)Ps()
(I)(B Hos ; { [(0 + ) — iB,u} 2 [(U + %) — iB,u} - (270)

Integrando sobre a variavel angular u, obtemos

1 Y& (24 1\ a®i(B, s)Pi(p) Pelp)
/_1(1)(B,M;5)Pk(ﬂ)dﬂ = /_1{Z< 2 ) [(0+2) —iBy] }du

=0

V1 S(Bs)Pi(p)
/_1 {5 (o+2) —iBy] }du. (2.71)
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Assim, obtemos a seguinte expressao:

®,(B,s) = ;0151(375)%;1/_1 [(UP:L(/;))Pi(Z)QM} dp

onde,
1

Bu(B, s) = / Pe(y)®(B. 1, s)dp. (2.73)

1

Observamos que, uma vez definimos a ordem de anisotropia L, apenas os
L + 1 primeiros momentos desconhecidos do fluxo estao contidos nas L 4 1 primeiras
equagoes, portanto o sistema pode ser resolvido independentemente. Posteriormente,
todos os outros momentos do fluxo podem ser avaliados simplesmente combinando
os L + 1 primeiros momentos ja determinados, de acordo com a equacao .
Este procedimento é conhecido como a aproximacao B ou Método By. Nesse caso,
referimos a palavra aproximacao como o truncamento da expansao para a secao
transversal da colisao e nao da expansao para o fluxo. De fato, nenhuma hipétese
sobre o grau de anisotropia do fluxo é feita.

As integrais que aparecem na equagao que envolvem os polinomios de

Legendre de ordem [ e k, que sao simétricos, e dados por,

Alk<B7 S) = Akl(Ba 5) = %/1 [(O_P_lﬁ/?)Pi%;)g'u] dp, (2'74)

podem ser facilmente expressas analiticamente a partir de Ay, fornecida pela equacao

(2.16)) e utilizando a férmula de recorréncia:

5 +2
(k+ 1A (B,s) = i — i%(% + 1) Ai(B,s) — kAy_1(B,s),  (2.75)

onde dy;, é a funcao delta de Kronecker.
De fato podemos utilizar esta espressao. Para isso, vamos utilizar, inicial-

mente, a férmula de recorréncia de Bonnet das identidades dos polinomios de Legen-
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dre, dadas por
(k + 1) Prsr(p) = (2k + 1)pPi(p) — kPe1 ().

Multiplicando ambos os lados de ([2.76]) por P(u), temos

(k + 1) Py(p) Pesa (1) = (2k + 1) pBi(p) Pi(p) — kB (1) P ().

. . . 1
Dividindo ([2.77]) por (o2 )its] de ambos os lados, temos

(k + 1) P(p) Pega () (2k + DpBy(p) Pe(pe) kB (1) Pi—1 (1)
+3) -

2[(o )

Integrando (2.78) com relacao a varidvel p € [—1, 1], temos

iBp] B 2[(0+2) —iBy] H 2[(c+2) —iBu|

k+1/1 Py(p) Prpr (w)dpe 2k+1/1 Py () Pe () dps
2 Ja (o +3) —iBul 2 Jallo+3)—iBul
E/l Py(p) P (1) dps
2 [(0+3) —iBu)

logo, temos que:

(k+ 1) A (B,s) = 21 / 1 [uPzw)Pk(u)du

2 (a+%) —iBM}

Para obtermos a igualdade, devemos mostrar que,

2k+1/1 pB(p) Pe(p)dp - oue Z(

2 1 [(g+§) —’iB/J,] "B ;5) (2k+1)Al’k(B,S)_
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Com efeito,

2k+1) (1 pP(p)Pi(p)dp
2 ST+ 2) - iBy]
(2k:+1) 1 [ [=iBuP(u)Pe(p) + (o + )Pl
{__ I [(O'—F —zBu du}
2k:+1 1 = (e+2)nA
iB )| ->—zBu ”
2k + —(2k+1) [( +2) — iBp] Pi(u) Pe(p }
{/ [(o+3) —iBy] o
(2k +1) Y P(p)P(p)
2B {<”+ )/1 [(0+2) —iBy] d“}
)

Py(p1) Pe(pt)
[(o+3) —iBuy]

S

uYs

Py(p) Pe(p)dp — (0 +

du}.

Como p € [—1,1], pela propriedade da ortogonalidade dos polinémios de

Legendre, temos que

1
2
B(u)P, dyuy=———9 2.82
[ Rl Pl = 5 2.82)
onde d;, representa a delta de Kronecker.
Utilizando essa informacao, obtemos
(2k +1) /1 PP () Pe(p)dp (2k+1){ 2 }
2 ). [(o+2)—iBy] 2iB | 2k+1 "
(2k + 1) s /1 Py(p) Pi()
— d
T B (o v) e+ —iBa |
1 (0+2) 2k +1)
= —Z.—B(Slk-i- B 5 A p(B, s)
. ys
= S (UB ) (2 + DA(B,s). O (2.83)
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Portanto a equacao ¢ valida, para valores quaisquer de k e [. Cabe
ressaltar que a aproximacao By refere-se a aproximacao com espalhamento isotrépico,
visto anteriormente.

A representacao da solugao no dominio geométrico, dependente do tempo,
pode ser feita da mesma forma que obtemos no caso isotrépico. Ilustramos o caso

By, como exemplo. O sistema a ser resolvido é o seguinte,

ao(B, S) = Uvoo(B, 8)60(3, S) + 301A10(B, 8)61(3, S) + Aoo(B, S)S(B, S),
61<B, 8) = 0'0141()(3, S)E()(B, S) + 301A11(B, 8)61<B, 8) + A10<B, S)S(B, S).
(2.84)
A equacdo que representa o fluxo total ® = @, é obtida isolando o primeiro
momento ®; da segunda equacao do sistema ([2.84)),

O'()Al()(B, S) - Al()(B, S)

D1(B,s) = Dy(B
1( 78) 1—30'11411(3,8) 0( ’8)—'_1—30'11411(3,3)

S(B,s), (2.85)

e substituindo na primeira equagao do sistema dado em ([2.84]), e isolando o termo

®(B, s). Dessa forma, obtemos

301A2,(B,s
[1 3171114011(38 +A00 B S):|

®y(B,s) = S(B,s). (2.86)

g100A%,(B,s
L= o0 An(B,s) — S5

Para a obtencao das singularidades, é feito um corte de ramificacao no plano
complexo na mesma posicao do caso de espalhamento isotrépico. A localizacao dos
polos para obter a solucao completa no tempo é uma tarefa bastante labosora, visto
que, neste caso a equagao caracteristica para a determinacao dos polos é maior em
relacao ao caso isotropico. Sendo assim, devemos tomar bastante cuidado ao realizar
o cédlculo dos residuos. Pretendemos, utilizar a teoria vista até entao, e buscar a
solugao exata para a equacao do transporte anisotropica. Para fazer isso, vamos
utilizar as equacoes dadas por e para encontrar a solugao do fluxo

escalar de néutrons. Vamos utilizar também, as seguintes expressoes para os termos
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Aoo(Bn, s), A10(Bn, s) € A11(Bn, s):

v

1 [t du 1 B,
A (By,5) = 3 /_1 o+ 3) —iBui] B arctan (0 - s) : (2.87)

1 [t d 2i B
A1o(Bp, s) = —/ Hep , -2 [Bn — (0 + f) arctan ( "S>
2/, [(U + %) — ZBn,u] B2 v o+ 2

1 prdp )
An(BmS) - _/_1 [(04_%) —iBn,LL} B BT%,

(
Bn arctan( an
(o+3) oty
(

|\
2.88)
])

2.89

As equagoes (2.87)), (2.88) e (2.89) sdo as solugdes analiticas dos termos

integrais que aparecem nos sistemas e podem ser utilizadas para descobrir os valores
de qualquer integral do tipo Aj (B, s) através da relagao de recorrécia .

No préximo capitulo, apresentamos um pouco mais sobre o método de
esféricos harmonicos Py,_1, utilizado nas aproximacoes dos termos integrais que apa-
recem nas equacoes caracteristicas referentes a cada um dos problemas, sendo eles

isotrépicos ou anisotropicos.
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Capitulo 3

Modelo de Aproximacao por

Esféricos Harmonicos

Neste capitulo, descrevemos o método de aproximacao P; aplicado aos casos
isotropico e anisotrépico com grau de anisotropia L = 1. Apresentamos a solucao
considerando uma aproximacao do termo integral por quadratura gaussiana de ordem
M = 2, ou seja, inserimos um conjunto simétrico de pesos e raizes para aproximar
os termos integrais que aparecem nas fungoes A(B,,s) e Ai(B,,s), os nicleos que
contém as sigularidades referentes aos problemas isotrépico e anisotrdpico, respec-
tivamente. Em seguida, calculamos os residuos referentes a equagao caracteristica
em ambos os casos e o fluxo escalar considerando uma fonte pulsada de néutrons.
Apresentamos resultados, para alguns casos, considerando diferentes parametros nu-

cleares.

3.1 Método P, Aplicado ao Caso Isotrépico

Nessa secao, apresentamos a formulagao do método de esféricos harmonicos
considerando uma aproximacao do termo integral por quadratura gaussiana de ordem
M = 2, representando, assim, o método P;. Seguindo os mesmos passos apresentados

na segao (2.1), apds aplicagao das técnicas das transformadas, de Laplace no tempo
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e Fourier no espaco, na equacao do transporte de néutrons isotrdpica, obtemos e

expressao (2.18), que pode ser reescrita como

Aoo(B, S)

®(B,s) =
( ’S) 1-— CUAO()(B,S)

S(B,s)=A(B,s)S(B,s), (3.1)

onde a equacgao caracteristica para a obtencao das singularidades é obtida a partir

do nucleo

AO()(B S)

A(B,s) = 1 —coAp(B,s)

(3.2)

Representando a fonte de néutrons pulsados como uma expansao das séries

de autofungoes de Helmholtz, normalizada espacialmente, escrevemos (3.2) como,

B(B,s) = AB,)sa(s)Y \/%% 6(B — B,)+ (B + B,)]
— S AB. s)sn(s)\/%% 6(B—B,) +5(B+By).  (33)

Aplicando a transformada inversa de Fourier em (3.3)), temos
- /2
= Z A(By, s)sn($) i cos(Byx). (3.4)
n=1

Como 8,(z) = /% cos(B,x) é um conjunto ortonormal de fungoes, que

dependem da varidvel n, o somatério da equagao (3.4)) constitui uma série de Fourier

generalizada, cujos termos representados por s,(s) sao definidos por,

50(0) = [ /_ @ (3.5)

5 (s) = /_ Z f@)@ cos (Byz)dz, (3.6)

pois, 8,(x) é um conjunto ortonormal, e dessa forma, o denominador de (3.5) é

ou seja,
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unitario. Assim,

sn(s) = /2 f(x)\/%cos (Bnx)dz
_ \/% /_ Z F(x) cos (Bur)da
_ 2\/% /0 ¥ @) cos (Bua)de. (3.7)

Supondo um pulso inicial constante, dado por f(z) = 1, no intervalo [0, zq] €
[—%, %], reescrevemos } da seguinte forma:

on(s) = 2\/% /0 " cos (Buz)da. (3.9)

Integrando com relagao a x, obtemos

s(s) = 2 %Bi [sen (Bya)]° . (3.9)

Substituindo B, = @ em 1) e aplicando os limites de integragao,

obtemos,
2 H (2n — 1)z
n = /=
5n(8) \/H(2n—1)ﬁsen[ H }
2

(2n— )7 H
= % sen (By,x). (3.10)

Substituindo (3.10]) em (3.4)), temos:

o(x,8) = ZA(Bn, 3)< sen (B,xo) cos(B,x). (3.11)

2n — D)7
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Aplicando a transformada inversa de Laplace em (3.11)), temos

oz,t) = L7 {5(5‘?7 5)} =L {Z A(By, s)w%l)w sen (B,xo) cos(an>}
— ; o (Bno) cos(Bpx) L™ {A(By, s)}. (3.12)

Utilizamos a aproximagao P, para calcular as singularidades de A(B,,, s) para

cada valor de n, ou seja, vamos utilizar a quadratura gaussiana de ordem M = 2 para

fazer a aproximacao do termo integral da equacao ([2.16). Considerando p; = \/Lg,

o = —\/ig, w; =1 e wy =1, escrevemos Ay (B, s) como:
1t d
AOO(Bn; 8) = —/ 5 a ;
2 ) To+3) i

1 2 Win
B 52 (U—i—%)—iBnum

m=1
3(oc+2
] G-} (3.13)
3(c+2)" + B2
Assim, a func¢ao A(B,, s) é dada por,
+ s
A(By, s) = (0+3) . (3.14)

s\ 2 S 7
(c+2) —co(o+2)+58

As singularidades de A(B,,, s) vém da equagao caracteristica dada por

2 B2
<a+f) —ca<a+f)+—”:0. (3.15)
v v 3
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Note que em (3.12)), temos

LHA(By,5)} = L7 {1 _i?ﬁlin(g, s)}

—o+iBy,
_ ! li / Ao (B, 5) eslds

T 271 Buose o_ip, 1—coAw(Bn,,s)
1 —o+iBp o+ S
= — lim / 5 ( ) 5 elds
2w 5% Lo, (o 43 e (o4 3) + 5
1 —o+1Bn
~ — lim oo +s) g, (3.16)
271 Bu—oo |, g (5 —51)(s — s2)
onde s; e s9 sa0 as raizes de (3.15)) e sao dadas por:
[ o + (co)? — % ]
$1 =10 -0, (3.17)
2
[ o — (co)? — 4Bi ]
—" : S (3.18)

Na secao (3.2), fazemos uma breve discussao sobre singularidades reais e
complexas, a partir dos termos que compoem s; e sy dadas nas equacoes e
, respectivamente. Observe que a equacao é uma integral que envolve
uma funcao racional. Para resolvé-la, utilizamos a decomposi¢ao em fragoes par-
ciais, seguida do Teorema dos Residuos devido a presenca de singularidades. Pela
decomposicao em fracoes parciais, temos:

v(vo + s) A B

(s = s1)(s — s2) T s— s - 5 — 89 = v(vo +5) = A(s = s2) + B(s = 51). (3.19)

Se s = 51 em (3.19) temos,

v(vo + s1)

S1 — S2

A= (3.20)
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Se s = s em (3.19) temos,

v(vo + s2)

S2 — 51

B= (3.21)

Logo, reescrevemos a equacgao (3.16]), como

1 —o+1Bn
L {A(By,5)} = — lim vvo + 5)
21 Buooo | 4 g, (s = s1)(s — 52)

1 ot A B
= — lim ( + )e‘“ds

279 Bp—oo S—S81 S— 89

estds

—o—iBy

—o+1Bn
1 - / [( v(vo + s1) N v(vo + s2) ot s

— 1
270 Bo—oo |, g s—s51)(s1—82)  (s—59)(s2— s1)

2
1, .
= %ngg [A(B,, s)]

i=1

= :Rl + \[RQ, (322)

onde R; e Ry sao os residuos provenientes da integral dada por,

eds. (3.23)

lim

—otiBa v(vo + s1) v(vo + s2)
Bn—o0

—o—iBn L(8—81)(51—82) (5 —52)(s2 — 1)

Devemos notar que, se s; e S sao singularidades reais, podemos calcular R,

e Ry da seguinte forma,

. st s1t
R, — lim (s —s)v(vo + s1)e”  v(vo + s1)e ’ (3.24)
S—S1 (8 — 81)(51 — 82) (51 - 52)
. st sat
R, — lim (s — s2)v(vo + s9)e _ v(vo + sy)e ‘ (3.25)
S—S9 (S — 82)(82 — 81) (52 - 31)

Portanto, reescrevemos a equagao (3.22)), como

v(vo + s1)estt v(vo + s9)e?

(51 = 52) (52 — 51) (3.26)

LHA(B,,s)} =
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Substituindo (3.26) em (3.12)), temos:

s1t sat

v(vo + s1)e v(vo + sy)e
(s1— 52) (s2 = 51)
(3.27)

Vale ressaltar que, se s; e sy sao singularidades reais, devemos analisar se

o(x,t) = Z ﬁ sen (B,xq) cos(B,x)

n=1

elas se encontram entre —o e —o + B,,. Caso contrario, se s; e sy sao singularidades

complexas, devemos analisar se elas estao presentes no semicirculo de raio B,,.
Note que, quando (co)? + % > 0, temos que s; e Sp sao reais. Caso

contrério, quando (co)? + % < 0, s1 e sy sao complexas. No caso em que $; e $o

sao raizes complexas, temos que:

s1=b+d,yi e Sy=0b—dyi, (3.28)

4B2
ondeb:v(%—a) ed, =—v {%} 7.

Neste caso, teremos que

v(vo +s1)e™t wvlvo + (b+ d,i)]ebrdnit oluo + (b+ d,i)]ebdnidt

R, = = —
! (s1 — 2) (b + dyni) — (b — dyi) 2d,i
v[veettdnit 1 (b + d,q)ebrdni)t]
_ 3.29
2d,,1 ’ ( )
e7
R — v(vo + sp)et  wlvo + (b— dpi)]ev=dni)t ~ vvo + (b— di)]eb=dnilt
2 (s2—s1)  (b—dpi)— (b+dpi) —2d,yi
v[—voel= Dt _ (h — d,5)elb=dnD]
= . 3.30
2d,,1 ( )
Logo,
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Ry + Ry [Uge(b+dni)t +(b+ dni)e(b+dni)t:| . |:_,Uo.e(bdni)t —(b— dni)e(bdni)t:|

v 2d,1 2d,1

B voe®tTdt 4 (b4 d,1)etdndt — ygelb=dndt _ (h — d,4)elb=dni)t

B 2d,,i

B voelt Tednit _ p—dnit bebt [ ednit _ p—dnit d, iebt [ednit 4 g=dnit

bt b bt
— U(;e sen (dnt) + di sen (d,t) + € cos (d,t)
bt d t

= (vo+ b)%(n) + e’ cos (d,t). (3.31)

Note que, como b = v (% — a) = %% —vo, temos

+ — —vo

Ry + R bt d,t
Ri + Ry (m veo )Mﬂbtw(dnw

v 2 dn
bt d,t
_ veoe 2s;n( n ) + e cos (dnt), (3.32)

e portanto,
veo sen (d,t)

Ri 4 Ry = ve”
1+ Ko ve{ o,

+ cos (dnt)} : (3.33)

Assim, se as singularidades sao complexas, temos

L 4uelt veo sen (d,t)

oz, t) = Z @n—Tr sen (B,xg) cos(B,r) {T + cos (dnt)] . (3.34)

n=1
que representa a solucao para o fluxo escalar de néutrons quando temos singularidades
complexas. A seguir, apresentamos resultados para o caso isotropico considerando a
aproximacao pelo método P;.

3.2 Resultados para o Método P, Isotrépico

Nesta secao, sao apresentados, inicialmente, os valores para as singularida-

des referentes ao problema isotrépico considerando diferentes parametros como, por
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exemplo, a variacao do parametro ¢ que representa o ntimero médio de néutrons
secudarios por colisao e diferentes tamanhos de placa H. Apds, sao apresentados
resultados para o fluxo escalar de néutrons considerando diferentes parametros.
Devemos levar em consideracao, que as singularidades s; e s provenientes da
equagao ([3.15) podem ser reais ou complexas. Teremos singularidades reais, quando
o nimero de harmonicas n satisfaz,
4B2

(co)? — 3" >0, (3.35)

ou seja, quando
V3c(Ho) 1
< |——24+—]. .
n < [ ym + 5 (3.36)

Vamos denotar por n,,,, 0 valor que satisfaz a equagao (3.36)), isto é, o valor

de n para os quais teremos apenas singularidades reais. Escrevemos,

V3c(Ho) 1
Nmar = T 5 y (337)
onde |y| representa o nimero inteiro menor ou igual a y.
Sendo assim, conseguimos perceber que, quando % = %, existira apenas

uma singularidade real no sistema e as demais serao complexas. Vemos também, que
quanto maior o valor de ¢(Ho), maior é o nimero de singularidades reais referentes
ao problema.

Nas tabelas e abaixo, apresentamos os valores para as singula-
ridades da funcao A(B,, s) considerando, inicialmente, uma placa de tamanho fixo
H = 50 e variando o niimero médio de néutrons secundarios por colisao c¢. Vamos
considerar a secao transversal total ¢ = 1 e a velocidade v = 1. Note, também, que
as distancias sao medidas em |[mpf], ou seja, unidades de trajetos livres médios e o
tempo é medido em termos do tempo livre médio [mft], isto ¢, o tempo tomado para
cobrir uma distancia de um [mpf]. Para simular os resultados, implementamos um

codigo em Python 3.7-32bit e executados em um computador Intel(R), Core(TM),
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i3-5005U, CPU 2.0GHz, 64bits, 4 GB de memoéria RAM e Windows(10). Apresen-
tamos todos os resultados dessa secao considerando 4 algarismos significativos e o
nimero de harmonicas N = 3000, referentes ao truncamento da série dada em
para o fluxo escalar de neutrons.

Tabela 3.1: Valores dos polos s; associados as 15 primeiras autofungoes para diferentes
valores do niimero de secundérios por colisao c e para a espessura fixa H = 50.

—0.85+0.44715 —-0.7540.3999; —0.65+0.31615 —0.55+0.14115
—0.85+4+0.52315 —0.75+0.48335 —0.65+ 0.41665 —0.55+ 0.30597
—0.8540.59825 —0.7540.56375 —0.65+ 0.50775 —0.55+ 0.4217y
10 —0.85+0.67277 —0.75+0.64237 —0.65+ 0.59385 —0.55 + 0.5221j
11 —0.85+0.74697 —0.75+0.71965 —0.65+ 0.67665 —0.55+ 0.6147;
12 —-0.85+0.82087 —0.75+40.79605 —0.65+0.75747 —0.55+ 0.70265
13 —0.85+0.89445 —0.75+0.87185 —0.65+ 0.83665 —0.55+ 0.78747
14 —0.85+0.96797 —0.75+0.94707 —0.65+0.91485 —0.55+ 0.87007
15 —0.85+1.04135 —0.75+1.021957 —0.65+0.992157 —0.55+ 0.95097

n c=0.3 c=0.5 c=0.7 c=0.9
1 - _ _ _
2 _ _ _ _
3 —0.8540.10207 - - -
4  —0.85+0.20495 —0.75-+0.0445j - -
5 —0.85+40.28305 —0.75+ 0.21005 —0.5238 -
6 —0.85+4+0.36987 —0.75+0.31107 —0.65+ 0.19167 —0.3420
7

8

9

Na Tabela (3.1) vemos que, quando ¢ é préximo de um existem algumas
singularidades reais, ao passo que, quando ¢ é mais proximo de zero, temos apenas
singularidades complexas. Além disso, devemos notar que para as singularidades
complexas, a parte real se mantém igual para cada valor de n pois, s6 depende das
variaveis ¢, o e v. De fato, a parte real das singularidades complexas é calculada
através de v [% — 0]. Percebemos que o ntimero de autofuncgoes utilizadas foi de
n = 15 e para ¢ = 0.3 e ¢ = 0.5 as singularidades reais desaparecem, isto é, para
cada valor do esférico harmonico, nenhuma singularidade real s; esta presente no
semicirculo de raio B,. Ja nos casos em que ¢ = 0.7 e ¢ = 0.9, existe apenas uma

singularidade real e esta ocorre quando n = n,,.,. Ainda, cabe ressaltar que o valor
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do N, varia conforme aumentamos o valor de ¢. No caso em que ¢ = 0.5, por
exemplo, Ny, = 3 e quando ¢ = 0.9, n,,., = 6. Este valor de n,,,, esta associado
ao numero de singularidades reais existentes, e é dado por (3.37).

Tabela 3.2: Valores dos polos so associados as 15 primeiras autofungoes para diferentes
valores do niimero de secundérios por colisao c e para a espessura fixa H = 50.

n c=0.3 c=0.5 c=0.7 c=0.9
1 —0.9955 —0.9973 —0.9981 —0.9985
2 —0.9532 —0.9751 —0.9826 —0.9866
3  —0.85—0.10204 —0.9220 —0.9493 —0.9618
4 —0.85—0.20495 —0.75—0.0445j —0.8909 —0.9215
5 —0.85—0.28305 —0.75—0.2100j —0.7761 —0.8597
6 —0.85—0.3698; —0.75—0.31105 —0.65—0.19167 —0.7580
7 —0.85—-0.44715 —-0.75—-0.39995 —0.65—0.31615 —0.55—0.1411y
8§ —0.85—-0.52315 —0.75—0.48335 —0.65—0.41665 —0.55— 0.30595
9 —0.85—-0.59825 —0.75—0.5637;7 —0.65—0.50777 —0.55—0.42174

10 —0.85—-0.67277 —0.75 —0.64235 —0.65—0.59385 —0.55 —0.5221j
11 —0.85—-0.74695 —0.75 —0.71965 —0.65—0.67665 —0.55—0.6147j
12 —0.85—-0.82085 —0.75 —0.79605 —0.65—0.75745 —0.55 — 0.70267
13 —0.85—-0.8944; —0.75—-0.87185 —0.65—0.83665 —0.55— 0.7874j
14 —0.85—-0.96795 —0.75—-0.94705 —0.65—0.91485 —0.55— 0.8700j
15 —-0.85—-1.04135 —-0.75—-1.02195 —0.65—-0.99215 —0.55— 0.9509;

Na Tabela (3.2) percebemos uma pequena diferenca em relagao a Tabela
. Nesse caso, as singularidades, tanto reais, quanto complexas, existem para
todo valor de n. Verificamos que, quando ¢ tende para um, o ntimero de singulari-
dades reais aumenta, ao passo que, quando ¢ tende para zero, esse niimero diminui.
Notemos também, que todas singularidades estao presentes no semicirculo de raio
B,,, o que implica que devemos efetuar o calculo dos residuos para todos os valores
de s e, nesse caso, ha contribuicao de todos polos no fluxo escalar de néutrons.

Nas tabelas e , apresentamos os valores para as singularidades s;
e sp da funcao A(B,,s) considerando, inicialmente, um valor fixo para o nimero
médio de néutrons secundarios por colisao ¢ = 0.9 e variando a espessura da placa

H. Vamos considerar que a secao transversal total o e a velocidade v sao unitérias.
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Tabela 3.3: Valores dos polos s; associados as 15 primeiras autofuncoes para placas de
diferentes tamanhos e assumindo ¢ = 0.9 fixo.

—0.55 4+ 587765 —0.55 4 2.31465 —0.55+ 0.64445 —0.55+0.1411y
—0.55 4+ 6.78687 —0.55 4 2.68325 —0.5540.78745 —0.55+ 0.30595
—0.55 4769555 —0.5543.05045 —0.5540.92415 —0.55+ 0.42175
10 —0.55+8.60387 —0.55+ 3.41677 —0.55+1.05695 —0.55+ 0.5221j
11 —0.55+9.51185 —0.55+3.78235 —0.55+ 1.18725 —0.55+ 0.61475
12 —0.55 +10.41965 —0.55+4.14745 —0.55+1.31587 —0.55+ 0.70267
13 —0.55+11.32735 —0.55+4.51215 —0.554 1.44307 —0.55+ 0.7874j
14 —0.55+12.23495 —0.55+4.87655 —0.55+1.56925 —0.55+ 0.87007
15 —0.55+13.14237 —0.55+5.24077 —0.55+1.69465 —0.55 + 0.9509;

n H=4 H =10 H =30 H =50
1 —0.55 + 0.0558y - - -
2 —0.55 +1.28387 —0.55 + 0.3059y - -
3 —0.55 +2.22215 —0.55 4 0.7874y - -
4 —0.55 + 3.14215 —0.55 4+ 1.1872y —0.3971 -
) —0.55 +4.05625 —0.55+1.56925 —0.55 + 0.30597 -
6 —0.55 +4.96765 —0.55+1.94387 —0.55+ 0.48977 —0.3420
7

8

9

Pelos resultados da Tabela (3.3)), verificamos que para alguns valores de H,
nao existem singularidades reais. Isso decorre do fato de que tais valores para s, estao
fora do semicirculo de raio B,. Para espessuras pequenas da placa, temos apenas
singularidades complexas e, conforme aumentamos o valor de H, existe apenas uma
singularidade real referente a n = n,,,,. Ressaltamos também, que a parte real de
todas as sigularidades complexas nao varia, pois seu valor nao depende de H. Ja
a parte imagindria cresce conforme o aumento do harmonico espacial, pois, como

vimos anteriormente, seu valor é dado por,

quando o discriminante é negativo.
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Tabela 3.4: Valores dos polos ss associados as 15 primeiras autofuncées para placas de
diferentes tamanhos e assumindo ¢ = 0.9 fixo.

n H=4 H =10 H =30 H =50
1 —0.55 — 0.05587 —0.9618 —0.9959 —0.9985
2 —0.55 —1.28387 —0.55 — 0.3059y —0.9618 —0.9866
3 —0.55 —2.22215 —0.55 —0.7874j —0.8833 —0.9618
4 —0.55 — 3.142135 —0.55 — 1.1872j —0.7029 —0.9215
) —0.55 —4.05625 —0.55 —1.56925 —0.55 — 0.3059; —0.8597
6 —0.55 —4.96765 —0.55 —1.94387 —0.55 — 0.4897j —0.7580
7 —0.55 — 5.87765 —0.55 —2.31465 —0.55 —0.64445 —0.55— 0.1411y
8 —0.55 —6.78687 —0.55 —2.68325 —0.55 —0.78745 —0.55 — 0.30597
9 —0.55 = 7.69555 —0.55 —3.05045 —0.55—0.92415 —0.55 — 0.4217y

10 —0.55 —8.60385 —0.55 —3.41677 —0.55—1.05697 —0.55 —0.52215
11 —0.55—-9.51185 —0.55 —3.78235 —0.55 —1.18725 —0.55—0.6147j
12 —0.55 —10.41965 —0.55 —4.14745 —0.55—1.3158;5 —0.55 —0.70267
13 —0.55 —11.32735 —0.55 —4.5121j —0.55 —1.44305 —0.55—0.7874j
14 —0.55 —12.23495 —0.55 —4.87655 —0.55—1.56925 —0.55— 0.87007
15 —0.55 —13.14235 —0.55 —5.24077 —0.55 —1.69465 —0.55 — 0.9509j

A Tabela (3.4) acima, apresenta os resultados para as singularidades s, asso-
ciados as 15 primeiras autofungoes para placas de diferentes tamanhos e ¢ = 09. fixo.
Através dos resultados, percebemos que existem singularidades reais e complexas
para todos os valores de n. Verificamos também, que com o aumento da espessura
H ocorre um crescimento no nimero de singularidades reais presentes no semicirculo
de raio B,,.

Os resultados das Figuras a seguir sao comparados com os obtidos por Dulla
et al. [12], cujo modelo Py pode ser visto pela curva representada por triangulos.
Apresentamos os resultados para o fluxo escalar de néutrons do caso isotrépico obtido
pelo método P;. Consideramos uma placa de espessura H = 4, a secao transversal
total ¢ = 1, a velocidade de néutrons v = 1, o nimero médio de néutrons secundarios
por colisao ¢ = 0.9 e um pulso inicial localizado no ponto xyg = 0.1. Vamos apresentar
os resultados para diferentes valores do tempo, considerando N = 3000 harmonicas

referentes ao truncamento da série para o fluxo escalar de néutrons.
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Figura 3.1: Fluxo do caso isotrépico em uma placa de espessura H = 4, para ¢ = 0.9 e
no tempo t = 0.3 mft.
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Figura 3.2: Fluxo do caso isotropico em uma placa de espessura H = 4, para ¢ = 0.9 e
no tempo t = 0.5 mft.
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Figura 3.3: Fluxo do caso isotrépico em uma placa de espessura H = 4, para ¢ = 0.9 e
no tempo ¢t = 0.8 mft.
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Figura 3.4: Fluxo do caso isotrépico em uma placa de espessura H = 4, para ¢ = 0.9 e
no tempo ¢t = 1.6 mft.

Pelos resultados obtidos nas Figuras (3.1)), (3.2)), (3.3) e (3.4) vemos que o
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comportamento obtido para o fluxo com pulso em xy = 0.1 foi similar ao apresentado
por Dulla et al. [12]. Observamos que, conforme aumentamos o valor de ¢, existe um
decaimento do fluxo na parte inicial e, apés o pulso localizado, o fluxo de néutrons
decai para zero. Além disso, conseguimos perceber que o fluxo também diminui no
espaco ao longo do tempo.

Vejamos uma outra situagao, considerando o problema isotrépico numa placa
de espessura H = 10 para ¢ = 0.9, 0 = 1 e v = 1. Vamos considerar que o pulso

esteja localizado em zy = 0.1. Temos os seguintes resultados para valores de tempo

diferentes:
0.5 1 — t=0.3 mft
\ — t=0.8 mft
— t=1.6 mft
0.4 A \ — t=2.5mft
0.3 1
=
s \
0.2 1
0.1 1
[
:—'-4
||
0.0
T T T T T T
4] 1 2 3 4 5

x[mpf]

Figura 3.5: Fluxo do caso isotrépico em uma placa de espessura H = 10 para ¢ = 0.9
com evolugao temporal.

Novamente percebemos que, com o aumento de ¢, ocorre um decaimento do
fluxo inicial e sua evolucao ao longo do tempo é bem visivel quando comparamos as
curvas presentes na Figura . Também é visivel o decaimento do fluxo no espaco.

Na secao seguinte, apresentamos o método P, anisotropico com grau de
anisotropia L = 1. Em sequéncia, observaremos que os resultados obtidos para este

caso sao semelhantes ao caso isotrépico.

48



3.3 Meétodo P, Aplicado ao Caso Anisotrépico com
L=1

Nessa secao apresentamos a solucao, por meio do método de esféricos harmonicos
de ordem M = 2, para a equacao do transporte de néutrons com espalhamento ani-
sotrépico considerando grau de anisotropia L = 1. Na secao (2.4) mostramos que
a solucao do sistema linear, representado na equagao , ¢é dada pela equacao

(2.86)). Essa solucao, para o fluxo duplamente transformado, é reescrita como:
®(B,s) = Ai(B,s)S(B, s), (3.38)
onde,

30'114%0 + AOO — 30100A00A11
1 — 301411 — 00Ago + 30100400 A1 — 3010043,

A(B,s) = (3.39)

¢ o nucleo que contém a equacao caracteristica referente ao problema. Ressaltamos
que, para facilitar os célculos, omitimos os termos (B, s) de todos termos integrais
que aparecem na equacao .

Utilizamos o método P; para calcular as singularidades de A(B,,s) para
cada valor de n, ou seja, vamos utilizar a quadratura gaussiana de ordem M = 2 para
fazer a aproximacao dos termos integrais que aparecem no sistema. Considerando

[ = \%7 Lo = —\/Lg, w; =1 e wy =1, os termos que vamos utilizar sao dados por:

1 /! d 1< . 3(c+2
AOO - _/ |:( su ; ~ Z w - = (0 v) s (340)

(0+2) —iBum 3(0+2)°+B?

1 [ 1 ¢ mwm iB
Aro = —/ el 5 Z = . (341)

2 llo+3)-iBu) 275 (0 +3) —iBum  3(0+32)" + B2
1 2 2 2 s
Y TS S 2
1 [(a+—) zBu} 2 &~ (0—1—;) 1B, 3(0+ ) + B2
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Dessa forma, utilizando (3.40), (3.41)) e (3.42), reescrevemos A1 (B,,, s) como,

Al(Bny S) =

3(0+2)" — 30100 (0 +2)" + (0 +2) B2~ 0132 (3.43)
+

|:(O'+§)2 BT%—(O'O—FUl) (0 +2) —i—alao} |:(O' ]
Podemos reescrever (3.43)) da seguinte forma,

3(0+3)" —3mou(0+2)"+ (0 +2) B —0uB?
£ =505 — 2] %5 — su)(s — 51)]
o' [3(0+32)" = 30100 (0 +2)" + (0 + 5) B2 — 0 B2
(s —s1)(s — s2)(s — s3)(s — s4)

onde s, So, S3 € 4 sao as raizes do denominador de A;(B,, s) e sao dadas por:

Al(Bm 8) =

, (3.44)

(0'1+0'0)+ (0’1—0’0)2—ﬁ
s$1=v \/2 o, (3.45)
_(0 + 09) (o1 — 09) 453 |
Sg =1 S \/ 5 S L o, (3.46)
B,
S3 =10 |:—0' + Zﬁ] , (3.47)

S4=10 {—0 - z%} . (3.48)

Utilizando a aproximagao do termo fonte S(B,s) como uma expansao das
séries de autofuncgoes de Helmholtz, normalizada espacialmente, assim como no caso
isotrépico, obtemos, apds as transformadas inversas de Fourier e Laplace em (3.38)

a seguinte expressao para o fluxo escalar de néutrons,

o)=Y ﬁ sen (Byo) cos(Baz) L~ {A1(Bu, )} . (3.49)

n=1
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Dessa forma, os residuos do problema anisotrépico com L = 1 surgem ao

aplicarmos a técnica da transformada inversa de Laplace em A;(B,,s). Ou seja,

LA (B, 8)} = £7F

vt [3 (o + %)3 — 30100 (0 + 5)2 + (o+2) B2 - alBEL]

(s —s1)(s — s2)(s — s3)(s — s4)

1 —o+1iBn
= — lim / Al (Bna S)BStdS

271 Br—oo o—iBn
] 4
= %2mzf}3i[/\1(3nw§)]

=1

- Z Ri[A1(By, s)]

= R+ Ry + R3+ Ry, (3.50)

onde Ry, Ry, R3 e Ry representam os residuos referentes as singularidades sy, so, s3 €

s4, respectivamente. Os residuos R; com 1 < i < 4 sao dados por:

Ry

Ry

st

- (s —s1) [3 (o + %)3 — 30100 (0 + 5)2 + (o +2) B2 - alBﬁ]
shﬁrg (8 — 81)(8 — SQ)(S — Sg)(S - 84)
vt [3 (o + %)3 — 30100 (0 + ‘%)2 +(oc+2)B2 - aleL]

(51— 52)(s51 — 83)(s51 — 54)

et (3.51)

' vi(s — s3) [3 (o + %)3 — 30100 (0 + 5)2 + (oc+2)B2 - alBg]
shjglg (s —s1)(s — s2)(s — s3)(s — s4) ‘
vt [3 (o + %2)3 — 30100 (0 + %2)2 + (o +%2)B2 - alBg]

(82— 51)(s2 — 53)(s2 — 54)

st

et (3.52)
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- (s — s3) [3 (o + %)3 — 30100 (0 + %)2 + (o +2) B2 - olBrﬂ
:R3 - sllglg, (8 — 81)(5 — SQ)(S — 83)(5 — 84)
vt [3 (o + %3)3 — 30100 (0 + %3)2 + (o+2)B2 - aleL]

— E TP T — et (3.53)

st

v (s — s4) [3 (o + %)3 — 30100 (0 + 5)2 + (0 +2) B2 - alBﬂ

fR = 1 st
4 sgg; (s —s1)(s — s2)(s — s3)(s — s4) €
vt [3 (o + ‘%)3 — 30100 (0 + ‘%)2 + (o + %) B2 - 0132] 34t 8.5
= e, .

(84— 81)(54 — 52)(84 — 83)

Portanto, a solucao para o fluxo escalar de néutrons anisotrépico, com grau

de anisotropia L = 1, é dada por,

o) =3 ﬁ sen (Byo) cos(Bot) [Ry + Ry + Rs + Ra],  (3.55)

n=1

onde Ry, Ra, R3 e Ry sdo dados, respectivamente, pelas equagoes (3.51)), (3.52)), (3.53)
e (3.54). A seguir, apresentamos os resultados para as singularidades existentes em

problemas considerando diferentes parametros numéricos e o fluxo escalar de néutrons

obtido pelo método P;.

3.4 Resultados para o Método P, Anisotrépico com
L=1

Nesta secao, apresentamos, inicialmente, os valores para as singularidades
referentes ao problema anisotrépico considerando diferentes parametros como, por
exemplo, a variacao de o1 e g, e diferentes espessuras da placa. Posteriormente,
sao apresentados resultados para o fluxo escalar de néutrons considerando diferentes
dados numéricos.

No caso anisotropico, para L = 1, devemos considerar todas as singulari-
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dades da equagao caracteristica do nicleo A{(B,,s) dado pela equagao (3.43)). Tais

singularidades, surgem quando o denominador de (3.43]) é nulo, ou seja, quando

52 s B? s\2 DB?
(a+—> —(00+01)(0+—>+0100+—” (0+—) + =" =0. (3.56)
v v 3 v 3
Podemos observar que (3.56) é uma equacao de quarto grau em s. Sendo
assim, existem quatro singularidades diferentes para cada valor de n, dadas pelas
equagoes (3.45)), (3.46)), (3.47) e (3.48)). Analisamos cada fator separadamente. Para

o primeiro fator, temos:

2 B?
(0—1—%) — (00 4 01) (04-%)4‘0100‘1‘?71:07 (3.57)

de onde resultam as singularidades dadas nas equacoes (3.45)) e (3.46]). Essas sin-
gularidades podem ser reais ou complexas. Observe que, quando o discriminante é
maior ou igual a zero temos, apenas, singularidades reais, isto é,

4B2

(O’l - 0'0>2 - Sn > 0, (358)

ou seja, quando

3H (oq — 1
n < VaH(o1 —00) 1| (3.59)
4 2
Caso contrario, se
\/§H(0'1 - 0'0) 1
> = 3.60
" [ 4 + 21’ ( )
teremos apenas singularidades complexas.
Para o segundo fator, temos que,
s\2 B?
— — =0 3.61
<J + v) + 3 ’ ( )

resulta apenas em singularidades complexas, dadas pelas equagoes (3.47)) e (3.48)).
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De fato, s3 e s, sempre serdo complexas, pois B, # 0. Essas raizes estao locali-
zadas sempre na linha horizontal, acima ou abaixo de —o, do semicirculo de raio
B,,. Observamos também que, como no denominador da parte imaginaria existe um
fator v/3 que divide B,, s3 e s4 estdo sempre presentes no semicirculo e, portanto,
devemos efetuar o calculo dos residuos para todas essas singularidades. Isso garante
a existéncia de Rz e Ry, para valores quaisquer dos parametros v, o e n.

Para simular os resultados abaixo, implementamos um cédigo em Python
3.7-32bit e executados em um computador Intel(R), Core(TM), i3-5005U, CPU
2.0GHz, 64bits, 4 GB de memdéria RAM e Windows(10). Todos os resultados abaixo
apresentam 4 algarismos significativos e o niimero de harmonicas N = 3000, referen-
tes ao truncamento da série dada em para o fluxo escalar de néutrons.

Nas Tabelas abaixo, apresentamos os valores para as singularidades da fungao
Ay (B, s) para o caso anisotrépico com L = 1. Consideremos os seguintes parametros:
a secao transversal total o = 1, g = 0.9, 01 = 0.30¢ e a velocidade v = 1. Vamos
apresentar os resultados para diferentes espessuras de placas: H € {4,10,50,100}.
Apresentamos também, em cada problema, o raio do semicirculo B, para o n em
questao. Observamos que, no artigo apresentado por Dulla et al [12], os tnicos va-
lores de referéncia que temos para o problema anisotrépico sao os valores de H,c e

g1.
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Tabela 3.5: Valores dos polos da fun¢ao A1 (B, s) associados as 15 primeiras autofungoes
para uma placa de tamanho H = 4 fixo com g9 = 0.9 e o1 = 0.309.

51 59 53 54 B,

n

1 -0.415+0.32625  -0.415-0.32625  -1+0.45345  -1-0.45345  0.7854
2 -0.415+1.32345  -0.415-1.32345  -14+1.36035 -1-1.360357  2.3562
3 -0.415+2.24537  -0.415-2.24535  -1+2.26725  -1-2.26725  3.9270
4 -0.415+3.15855  -0.415-3.15855  -1+3.17415 -1-3.17415  5.4978
5
6
7
8

-0.415+4.06895  -0.415-4.06897  -1+4.081057  -1-4.08105  7.0686
-0.415+4.97805  -0.415-4.97805  -1+4.9879;5  -1-4.98797  8.6394
-0.415+5.88647  -0.415-5.88647  -1+45.89485  -1-5.8948; 10.2102
-0.415+6.79445  -0.415-6.79445  -1+6.8017;  -1-6.80177 11.7810
9 -0.415+7.70225  -0.415-7.70225  -147.70865  -1-7.70865 13.3518
10 -0.415+8.6098;  -0.415-8.609857  -1+8.61555 -1-8.6155; 14.9226
11 -0.41549.51725  -0.415-9.51725  -1+9.52245  -1-9.52245 16.4934
12 -0.415+10.42465 -0.415-10.42465 -1410.42935 -1-10.42935 18.0642
13 -0.415+11.33195 -0.415-11.3319;7 -1+11.3362;5 -1-11.33625 19.6349
14 -0.415+12.23915 -0.415-12.23915 -1+12.24315 -1-12.24315 21.2057
15 -0.415+13.14635 -0.415-13.14637 -1+13.15005 -1-13.15005 22.7765

Pelos dados da Tabela (3.5)), vemos que para este problema existem apenas
singularidades complexas e que para cada autofuncao, existem quatro polos. Ob-
servamos que a parte imaginaria de cada singularidade cresce conforme o aumento
de B, porém, todas estao presentes dentro do semicirculo de raio B,,. Ressaltamos
também, que as singularidades dada por s3 e s4 estao posicionadas na linha de corte

do plano complexo, acima ou abaixo de —o.
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Tabela 3.6: Valores dos polos da fungao A1 (B, s) associados as 15 primeiras autofungoes
para uma placa de tamanho H = 10 fixo com oy = 0.9 e o1 = 0.30y.

51 S9 53 S4 B,

- - -140.18145 -1-0.18145 0.3142
-0.415+ 0.44377 -0.415- 0.4437;5 -1+0.54415 -1-0.54415 0.9425
-0.415+ 0.8504;5 -0.415- 0.85045 -1+0.90695 -1-0.90695 1.5708
-0.415+ 1.22995 -0.415- 1.2299;5 -141.26975 -1-1.26977 2.1991
-0.415+ 1.60177 -0.415- 1.60175 -1+1.63245 -1-1.63245 2.8274
-0.415+ 1.97025 -0.415- 1.97025 -1+1.99525 -1-1.99525 3.4557
-0.415+ 2.33685 -0.415- 2.3368; -1+42.35795 -1-2.35795 4.0841
-0.415+ 2.70245 -0.415- 2.70245 -1+2.72075 -1-2.72075 4.7124
-0.415+ 3.06735 -0.415- 3.06735 -143.08355 -1-3.08355 5.3407
10 -0.415+ 3.4318;7 -0.415- 3.43187 -1+3.4462; -1-3.44625 5.9690
11 -0.415+ 3.79595 -0.415- 3.7959; -1+43.80905 -1-3.80905 6.5973
12 -0.415+ 4.1598;5 -0.415- 4.1598; -1+4.17175 -1-4.17175 7.2257
13 -0.415+ 4.52355 -0.415- 4.52355 -1+44.53455 -1-4.53455 7.8540
14 -0.415+ 4.88715 -0.415- 4.88715 -1+44.89735 -1-4.89735 8.4823
15 -0.415+ 5.25065 -0.415- 5.25067 -1+5.26005 -1-5.26005 9.1106

© 00~ U W S

Na Tabela (3.6, verificamos que s; e sy nao existem para n = 1. Para os
demais valores de n, todas as outras singularidades estao presentes. Percebemos que
a parte imaginaria das singularidades complexas, para este caso, ¢ menor que para
H = 4. TIsso se deve ao fato de que B,, diminui quando aumentamos o tamanho da

placa H.
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Tabela 3.7: Valores dos polos da fun¢ao A1 (B, s) associados as 15 primeiras autofungoes
para uma placa de tamanho H = 50 fixo com oy = 0.9 e o1 = 0.30y.

S1 So S3 S4 B,

n

1 -1+0.0363j -1-0.0363j 0.0628
2 - - -1+40.1088; -1-0.1088j 0.1885
3 - - -140.1814j -1-0.18145 0.3142
4 _ 0.6014 -1+0.2539; -1-0.2539; 0.4398
5

6

7

8

~0.415+ 0.0858 -0.415- 0.0858] -14+0.3265] -1-0.3265] 0.5655
-0.415+ 0.24495 -0.415- 0.24495 -140.39905 -1-0.39905 0.6911
0.415+ 0.3509] -0.415- 0.3509] -140.4716 -1-0.47165 0.8168
0.415+ 0.4437] -0.415- 0.4437j -140.54415 -1-0.54417 0.9425

9 -0.415+ 0.53025 -0.415- 0.5302j -14+0.6167j -1-0.6167; 1.0681

10 -0.415+ 0.61315 -0.415- 0.61315 -1+0.6892 -1-0.6892; 1.1938

11 -0.415+ 0.6936 -0.415- 0.6936j -1+0.7618j -1-0.7618j 1.3195

12 -0.415+ 0.7726f -0.415- 0.7726 -1+0.8343; -1-0.8343;] 1.4451

13 -0.415+ 0.8504; -0.415- 0.8504; -1+0.9069; -1-0.9069; 1.5708

14 -0.415+ 0.9274) -0.415- 0.92745 -1+0.97945 -1-0.9794; 1.6965

15 -0.415+ 1.0037j -0.415- 1.0037j -1+1.0520 -1-1.0520; 1.8221

Na Tabela vemos que algumas singuaridades reais dadas por s; e sy
quando n < n,,.; Nao estao presentes no semicirculo de raio B,. Existe somente
uma singularidade real para n = 4, dada por —0.6014. As demais singularidades
sao complexas. Vale ressaltar que, para os resultados do fluxo, consideramos apenas
os residuos das singularidades existentes no interior do semicirculo B,,. Destacamos
que, na aproximacao pelo método de esféricos harmonicos, também sao admitidas

singularidades complexas.
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Tabela 3.8: Valores dos polos da funcao A1(By, s) associados as 15 primeiras autofuncoes
para uma placa de tamanho H = 100 fixo com o9 = 0.9 e o1 = 0.30y.

51 S9 53 S4 B,

“140.01815 -1-0.01815 0.0314
; - -140.05447 -1-0.05445 0.0942
“140.0907f -1-0.0907j 0.1571
140.12695 -1-0.12695 0.2199
140.1632  -1-0.16325  0.2827

; - -140.19955 -1-0.1995; 0.3456

; 0.6237 -140.2358] -1-0.2358] 0.4084

_ 05738 14027215 -1-0.2721j 0.4712

_ 04794 -1+0.3083] -1-0.3083j 0.5341
10 -0.415+ 0.1398j -0.415- 0.1398j -1+0.3446; -1-0.34465 0.5969
11 -0.4154 0.2141] -0.415- 0.21415 -1+0.38097 -1-0.38095 0.6597
12 -0.415+ 0.27355 -0.415- 0.2735; -1+0.4172j -1-0.4172j 0.7226
13 -0.415+ 0.3262j -0.415- 0.3262 -14+0.4534] -1-0.45345 0.7854
14 -0.415+ 0.37505 -0.415- 0.37505 -1+0.4807j -1-0.4897; 0.8482
15 -0.415+ 0.4213j -0.415- 042135 -14+0.5260 -1-0.52605 0.9111

© 00O U W S
1
1

Observamos na Tabela (3.8) a existéncia de trés singularidades reais refe-
rentes a sy para n € {7,8,9}. Os valores de s; paran < 9 e sy para n < 6 nao
estao contidos no semicirculo e, dessa forma, nao existem residuos referentes a estes
valores. Como observamos anteriormente, a parte imaginaria dos polos, neste caso,
¢ menor em relacao ao caso anterior, pois depende do valor de B,. Isso fica mais
evidente para s3 e s4 que sao dados pela fracao %, ou se€ja, (2\7}%)” Quanto maior
o valor de H, menor é o raio do semicirculo e, por consequéncia, menor é a parte
imaginaria dessas singularidades.

Na Tabela , apresentamos os valores para as singularidades da funcao
A1 (B, s) considerando os seguintes parametros: a segdo transversal total o = 1,
o9 = 0.8, 01 = 0.250( e a velocidade v = 1. Nesse problema, fizemos uma pequena
alteracao no valor de o( para verificar possiveis mudancas na solucao final para o
fluxo escalar. Vamos apresentar os resultados para uma placa de tamanho H = 10 e

os valores de B,,.
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Tabela 3.9: Valores dos polos da fun¢ao A1 (B, s) associados as 15 primeiras autofungoes
para uma placa de tamanho H = 10 fixo com oy = 0.8 e o1 = 0.250y.

S1 S2 53 Sq B,

: 0.7389  -140.1814] -1-0.18145 0.3142
0.5+0.45407 -0.5-0.45407 -1+0.5441j -1-0.5441j 0.9425
-0.5+0.8558; -0.5-0.8558; -1+0.9069; -1-0.9069j 1.5708
0.5+1.2337j -0.5-1.2337j -1+1.2697j -1-1.2697j 2.1991
0.5+1.6046] -0.5-1.60467 -1+1.6324j -1-1.6324j 2.8274
0.5+1.9725] -0.5-1.9725j -141.9952j -1-1.9952j 3.4557
-0.5+2.3388j -0.5-2.3388j -14+2.3579j -1-2.3579; 4.0841
0.5+2.70415 -0.5-2.7041j -142.7207j -1-2.7207; 4.7124
-0.5+3.0688) -0.5-3.0688;] -1+3.0835j -1-3.0835; 5.3407
10 -0.5+3.4331j -0.5-3.4331j -1+3.4462j -1-3.4462j 5.9690
11 -0.5+3.7971j -0.5-3.7971j -1+3.8090j -1-3.8090; 6.5973
12 -0.5+4.1609j -0.5-4.1609j -144.1717j -1-4.1717j 7.2257
13 -0.544.5246j -0.5-4.5246; -1+4.5345] -1-4.5345;] 7.8540
14 -0.5+4.8881j -0.5-4.8881j -1+4.8973j -1-4.8973; 8.4823
15 -0.5+5.2515 -0.5-5.2515j -14+5.2600j -1-5.26005 9.1106

© 00 IO U WS

Na Tabela (3.9) para o caso em que oy = 0.8 e 07 = 0.250¢, verificamos a
existéncia de uma sigularidade real em n = 1 para so, diferentemente do que ocorre
quando temos op = 0.9 e 07 = 0.30g. Percebemos também, que em comparacao a
tabela , a parte real das singularidades s; e sy sofre uma pequena alteracao. Isso
ocorre, pois a parte real dessas singularidades é dada por v [@ — a} :

A seguir, apresentamos os resultados para o fluxo escalar de néutrons do caso
anisotropico, com grau de anisotropia L = 1, obtido pelo método de aproximagao
P,. Primeiramente, na Figura , consideramos uma placa de espessura H = 4, a
secao transversal total ¢ = 1, a velocidade de néutrons v = 1, g9 = 0.9, o1 = 0.30¢
e um pulso inicial localizado no ponto xy = 0.1. Posteriormente, na Figura (3.7)),
modificamos os valores de o e 01, fazendo: o9 = 0.8 e 07 = 0.250(¢. Vamos apresentar
os resultados para diferentes valores do tempo. A ideia é mostrar que, com diferentes
parametros, o comportamento do fluxo escalar de néutrons se mantém, de modo que

o método empregado é consistente.
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Figura 3.6: Fluxo do caso anisotrépico com L = 1 em uma placa de espessura H = 4,
com og = 0.9 e 01 = 0.30g para diferentes valores do tempo.
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Figura 3.7: Fluxo do caso anisotrépico com L = 1 em uma placa de espessura H = 4,
com og = 0.8 e 01 = 0.250( para diferentes valores do tempo.

Em ambas as Figuras apresentadas acima, conseguimos perceber um com-
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portamento bastante semelhante do modelo P; aplicado ao caso isotrépico, exceto
por uma variacao na escala dos graficos. O fluxo de néutrons, assim como no caso
isotrépico, diminui no inicio da placa conforme aumentamos o valor de t. E, apds o
pulso de néutrons localizado, o fluxo decai para zero. Conseguimos identificar uma
pequena diferenca entre os graficos das Figuras e . Por exemplo, temos
que, para t = 1.6 mft, na Figura o valor do fluxo, apds o pulso, se aproxima de
1.00, enquanto que, na Figura este valor é um pouco superior a 0.75. Isso esta
associado as mudangas de valores que fizemos para as variaveis og e o1, que fazem
com que surjam mais singularidades, dependendo do problema.

Nas Figuras e , apresentamos os resultados para o fluxo conside-
rando uma placa de espessura H = 10. Apresentamos os resultados para diferentes

tempos e os parametros utilizados sao os mesmos das Figuras (3.6)) e (3.7).

16
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0.0 1
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Figura 3.8: Fluxo do caso anisotrépico com L = 1 em uma placa de espessura H = 10,
com o9 = 0.9 e 01 = 0.30g para diferentes valores do tempo.
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Figura 3.9: Fluxo do caso anisotrépico com L = 1 em uma placa de espessura H = 10,
com og = 0.8 e o1 = 0.250( para diferentes valores do tempo.

De forma semelhante ao caso de uma placa de espessura H = 4, percebemos
um comportamento bastante parecido para o caso em que H = 10. Conseguimos
observar que o fluxo escalar de neéutrons decai, tanto no tempo quanto no espaco,
conforme aumentamos o valor de t. Além disso, quando diminuimos os valores de oy
e o1, os valores para os fluxos diminuem com o passar do tempo.

Apresentamos os resultados para o fluxo escalar de néutrons considerando
uma placa de espessura H = 50 nas Figuras e . Sao apresentados
os resultados para diferentes valores de tempo t. Os parametros utilizados sao os
mesmos das Figuras e , exceto o valor de zy. Nesse caso, consideramos um
pulso inicial diferente, para podermos enxergar melhor o que acontece com a solugao.

Vamos considerar um pulso inicial no ponto xq = 0.5.
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Figura 3.10: Fluxo do caso anisotrépico com L = 1 em uma placa de espessura H = 50,
com og = 0.9 e o1 = 0.30¢ para diferentes valores do tempo.

3.0 1 i — t=03mft
— t=2.5mft
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0.0 +— T
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0 5 10 15 20 25
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Figura 3.11: Fluxo do caso anisotrépico com L = 1 em uma placa de espessura H = 50,
com og = 0.8 e 01 = 0.250( para diferentes valores do tempo.
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Os resultados para as Figuras (3.10]) e (3.11)) sdo andlogos aos casos ante-
riores. Percebemos uma queda no valor do fluxo quando aumentamos o tempo e,

conforme variamos os valores de og e o1. Observamos que, para placas de espessuras
maiores, os valores para os fluxos de néutrons sao mais altos em relagao a uma placa
de tamanho menor.

Os resultados que apresentamos sao conhecidos na nossa literatura. Sendo
assim, vamos partir em busca uma abordagem que visa encontrar a solugao para a
equacao do transporte de néutrons com espalhamento anisotrépico. A seguir, apre-
sentamos uma solucao semi-analitica, através do método By, considerando diferentes

graus de anisotropia.
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Capitulo 4

Método B

Neste capitulo, usamos o método By, apresentado na segao (2.4), para repre-
sentar solucoes semi-analiticas para problemas anisotropicos considerando diferentes
graus de anisotropia. Inicialmente, apresentamos uma forma geral para obter a
solugao do sistema gerado pela equagao , ou seja, a solucao para o fluxo es-
calar de néutrons duplamente transformado. Em seguida, apresentamos as solucoes
dos casos anisotrépicos com graus de anisotropia L € {1,2,3,4}. Analisamos o
comportamento do fluxo escalar de néutrons dos casos Bi, By, B3 e B, através de
um método semi-analitico onde, no processo de inversao de Laplace, a integracao
numérica é resolvida analiticamente e, no processo para a obtencao dos residuos,

utilizamos a aproximacao pelo método de esféricos harmonicos.

4.1 Solucao pelo Método B,

Nessa se¢ao, apresentamos a solugao, duplamente transformada, da equacao
do transporte de néutrons com espalhamento anisotréopico para qualquer ordem de
anisotropia L, procedente da equacao (2.72)). O objetivo é mostrar que é vélida a

seguinte propriedade:
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Proposigcao: Dado o sistema de equacgoes lineares,

Oy = 09AwP+ 301491 Py + -+ + (2L2—+1)ULAOL(I)_L + A S(B, s)
D = 00A10P + 301 A1 Dy + - F (ZLQH)ULAUL‘I)_L + A10S(B, s) (4.1)
\(I)_L = 00AL®Po+ 301 AP+ + QL—;UULALL@_L + AroS(B, s)
que, em forma matricial, é representado por A;®L = C, onde
1 —00Ag —30140 - _(2L2—+1)ULAOL
—0pA 1—30Ay --- =@ g
A, = 0.10 '1 11 | 2‘L1L | (4.2)
B _ 2L+
o0ArLo 301411 1 2 oLALL (L+1)x (L+1)
o o 4T
@L:[% o, - @L] , (4.3)
T
Oy = [ AwS(B,s) A10S(B,s) - ApS(B,s) ] . (4.4)

Vamos demonstrar que, pela regra de Cramer, a solu¢ao do sistema (4.1)),

dL = P, é dada por

B — 52 (|AL]) S(B, s)
|AL ’

(4.5)
onde |Ay| representa o determinante da matriz Ay.

Demonstracao. Provaremos que esse resultado é valido para todos os graus de aniso-
tropia L, sendo assim, provaremos caso a caso. Por simplicidade, usaremos a notagao
Ay, para representar as fungoes A (B, s).

Utilizaremos, também, o fato de que é possivel aplicar a derivada em relagao
a variavel oy em todos os passos da demonstracao. Isso de fato ocorre, pois as
integrais Ay, sdo continuas e diferencidveis no intervalo I = [—1, 1], em particular,
sao continuas e diferenciaveis em quaisquer o; € I, V 0 <[ < L. Dessa forma, existe

uma vizinhanca ao redor de cada o; tal que as funcoes 0,4, sao de classe C!' no
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intervalo I. Portanto, existe a derivada parcial em relacao a o; € I. Em particular,
existe 8%0 [0/ Ajx], para quaisquer [ e k.

Caso L = 1: Considere o sistema de equagoes lineares dado por

Dy = 09AwPo + 3014011 + AgS(B, s)

- o . (4.6)
(I)l = UoAloq)o -+ 30’11411@1 + A10S<B, S)

Em forma matricial representamos esse sistema como A;®! = (', onde

1—0pA —30,A
A = 004100 01401 7 (4.7)
—00A1  1—301An oo
_ AT
o1 — [ T, T, } , (4.8)
T
Cl = [ Aoos(B,S) Alos(B,S) :| . (49)
Vamos provar que a solucao do sistema (4.6)), ! = @, é dada por
— —5-(A])S(B, )
Pl = 9o L 4.10
4] (410
onde |A;], representa o determinante da matriz A;.
Note que, o determinante da matriz A; pode ser expresso por
1 —0pAp —301An
[Ai| =
—09Aip  1—301An
1 —301An Aoy —3014n
= -0
0 1-— 30'11411 0 AIO 1— 30’11411
A —30,A
— Dy —op| D T (4.11)
AlO 1—301A1
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onde

D, = [ 1 — 3014y } , (4.12)

Ix1
ou seja, D representa a matriz A, excluindo a primeira linha e a primeira coluna.
Multiplicando ambos os lados de (4.11]) pelo termo fonte, duplamente trans-

formado S(B, s), temos

Ay —301An

A S(B,s) = |Di|S(B,s)—0a0S(B,
|A1| S(B; s) |D1| S(B,5) = 00S(B, ) Ay 1— 3014

= |Di|S(B,s) — a0 | A, (4.13)
onde
Ai _ AOQS(B7 8) —30'1A01 7 (414)
Al(]S(B, S) 1-— 30'11411 952

que é obtida pela regra de Cramer para resolver o sistema A;®! = C.
Como o determinante da matriz D; nao depende da variavel o, e as funcoes

01 Ay, sao continuas e diferencidveis, derivando em relacao a og, obtemos

0 0 0 .
3o, Al S(B,s) = a—%(lDll)S(&s)—a—UO(oo!Al!)
= 4] = —a%)(lAﬂ)S(B,s). (4.15)

Pela regra de Cramer, sabemos que a solucio do sistema A;®! = C; é dada

por
Pl =L (4.16)
de modo que, obtemos
@_ _% (‘Al‘)S(B?S)
| A

Caso L = 2: Similarmente ao caso L = 1, consideremos o sistema de

(4.17)
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equagoes lineares dado por

o
|

00Aw®@o + 301 Ag1 @1 + 5oy Aga Py + AwS(B, s)
D, = 09A10Do + 301 411D, + Hog APy + A pS(B,s) - (4.18)
00 A20P0 + 301 421 D1 + 502 APy + Az S(B, s)

&
[

Em forma matricial representamos esse sistema como A,®2? = (5, onde

1 —00Apn —301An —509A02
AQ - —O'0A10 1-— 30’11411 —502A12 y (419)

—09As —301A491 1 —503A% 53

o . __aT
@2:[% ®, @2] , (4.20)

T
Cy = [ AwS(B,s) A10S(B,s) AsS(B,s) ] , (4.21)
Provaremos que a solucao do sistema (.18, ®2 = &, é dada por

~ 50z (142])S(B, 5)

P2 = . 4.22
4] 422)
Novamente, temos que o determinante da matriz A, é dado por
1— UOAOO —301A01 —50'21402
|As| = —00A1y 1 —=301A11  —50241
—00Az0 —301A21 1 —502A9
1 —30‘1A01 —50‘2AOQ Aoo —301A01 —502A02
- 0 1- 30’11411 —502A12 — 0y A10 1-— 30'11411 —50'2_/412
0 —30'11421 1-— 502A22 A20 —30'11421 1-— 502A22
Aoy —301An —505A02
= |D2| —oo| Aig 1—=301411  —502412 ) (423)

Ayy  —301A1 1 — 50249

69



onde
. 1-— 30'11411 —502A12

D, = (4.24)
—30'11421 1— 502A22

’

2x2
ou seja, Dy representa a matriz A, excluindo a primeira linha e a primeira coluna.

Multiplicando ambos os lados de (4.23]) por S(B, s), temos

Ay —301An —509A02
|A2| S(B»S) = |D2| 5(37 5) - UOS<Ba 3) A 1—=301A11  —boAr
Ago —3011421 1 — 502A22
= |Do| S(B,s) — o0 |43, (4.25)

onde

AO()S(B, S) —30'11401 —50'21402
Ay = | A;pS(B,s) 1—301A;1 —boaAj, : (4.26)
Agos(B, 8) —30'11421 1-— 50’21422

3x3
que ¢ obtida através da regra de Cramer.

Como o determinante da matriz Dy nao depende da variavel oy, derivando
em relagao a essa variavel, temos

0 0 ) )
D (A S(B9) = o (D) S(B.9) — o (0|43
Al = —%(IAQ\)S(B,S). (4.27)

Pela regra de Cramer, a solucao do sistema A,®2 = C, é dado por

7= L2 (4.28)

Substituindo (4.27) em (4.28]), obtemos

—  ~5; (1 42]) S(B, s)

37 = L (4.29)
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Caso geral: Devemos mostrar que, para qualquer grau de anisotropia L, a
solucdo do sistema A, ®L = € é dada pela equacao (4.5).

De forma indutiva, e analoga aos casos anteriores, temos

AOO —301A01 tee (2L+1 gy, A oL
A 1-301An - (2L+1 oL
|ALl = |Dr| — 00| . . _ ' : (4.30)
ALO —301AL e 1= (2L+1 == ALL
onde
1-— 30’1A11 —502A12 cee (2L+1 o AlL
—30149 1 —509A9 - —mTHULAQL
Dy = ' ‘ (4.31)
—301A —boyAry -0 11— (QL—;_I)ULALL IxL

Multiplicando ambos os lados de (4.30) por S(B, s) e derivando em relagao
a 0g, obtemos:

0 0 0
(AL S(Bs) = o (DL S(B,5) — o (] 4
AL = = (14 S(B.), (1.32)

onde |A}| é a matriz resultante da substitui¢do da primeira coluna da matriz Ay, pelo
vetor Cf.

Como a solucao do sistema (4.1)), pela regra de Cramer, é

I Al
L — :AZI’ (4.33)
substituindo (4.32]) em (4.33)), obtemos
—  —2(JALD)S(B,s
L — 600(||2’L>| (B.5), (4.34)
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Para finalizar a demonstracao, nos passos em que multiplicamos ambos os
lados das equagdes pelo termo fonte duplamente transformado S(B, s), precisamos
garantir que esse termo nao seja nulo. De fato, S(B,s) # 0 pois, caso contrario,

terfamos a solugao trivial ® = 0. Isso completa a demonstracao. [

Nas secoes que seguem, apresentamos as solucoes da equacao do transporte
de néutrons com espalhamento anisotrépico obtidas pelos casos By, Bo, B3 e By.

Vamos utilizar a propriedade vista acima para facilitar as resolucoes dos problemas.

4.2 Caso B;

Nessa secao apresentamos o caso By, correspondente a solucao da equacgao
de transporte de néutrons com espalhamento anisotrépico considerando o grau de
anisotropia L = 1 ou, equivalentemente, a solucao para o sistema dado na equacao
. Na segao (2.4) vimos que o sistema gerado pelo método B é representado pela
equagao . A equagao que representa o fluxo escalar, duplamente transformado,
dl = P, é obtida isolando o primeiro momento ®; da equacio e substituindo

em ®y. Ao fazer isto, obtemos a seguinte expressao

[ N[l](B, S)
dL(B,s) = ———"<5(B 4,
( 7S> @[1](.8,8)8( 7S>7 ( 35)
onde
Npy(B, s) = Ag(B, s) + 30143,(B, s) — 301 400(B, s)A11(B, s), (4.36)

D (B, s) =1 —301A11(B, s) — 0gAw (B, s) + 30109[Aoo(B, 5)A11(B, s) — Ay (B, s)],
(4.37)

representam, respectivamente, o numerador e o denominador de ®1(B, s).
Para obter a solucao completa do caso By, precisamos aplicar as transforma-
das inversas de Fourier e Laplace na equacao . Observe que, como Dpj(B,, s) é

uma fun¢ao que depende da variavel temporal transformada, usaremos o Teorema dos

72



Residuos para encontrar a solucao do fluxo escalar final. Devido a grande complexi-
dade de trabalhar apenas com a solugao analitica dos termos integrais, que aparecem
na equacao , usaremos uma abordagem modificada que permite aproximar a
solugao do fluxo através de métodos bem estabelecidos na literatura [12]. Dessa
forma, no numerador da expressao usaremos as solugoes analiticas dos termos
Aoo(Bn, s), A10(Bn,s) e A11(B,,s) dados, respectivamente, pelas equagoes ,

(2.88)) e (2.89)). Obtemos a seguinte expressao,

B,
Npy(Br,s) = 30y [ov+ s (o — 4) arctan’ ( ! ) — 12B%v%0,

ov+ S8

vB,
+ B,v[-3(00 — 8)(cv + s)o1 + Bov] arctan(av n s) . (4.38)

Para o denominador da equacao utilizaremos o método de esféricos
harmonicos ou Py;_1, que utiliza aproximacoes do termo integral por quadratura de
Gauss-Legendre de ordem M. Para o caso By, usamos o método P, para determinar
as singularidades do problema, ou seja, aproximamos os termos integrais por qua-
dratura gaussiana de ordem M = 2. Utilizando as aproximacoes dadas nas equacoes
(3.40), (3-41) e (3.42)), escrevemos ®py(B,, s) como,

Fl(Bn, S)

Dy(Bn, s) = 5 (4.39)
(e+3)+3
onde I'1(B,, s) é a equagao caracteristica do método By e, é dada por
52 5 B?
I't(By,s) = (a + ;) — (01 4 00) <a - ;) + o100 + 5 (4.40)

As singularidades do caso B; sao obtidas quando I'1(B,,, s) = 0. Neste caso,
serao as raizes da equacao do segundo grau,
2

2 B
(J—FS) — (01 + 09) (U—i—%) +0100+?n:07 (4.41)

que sd@o representadas pelas equagoes (3.45)) e (13.46]).
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Os residuos encontrados para o caso By sao dados por:

R, (n) = & - . , (4.42)

s1(n) — sa(n)

2 5 ]
(o 262)" + 2] Ny 8, syl

2
<U+ 82(71)) + BT% N [Bn,sg(n)]e‘”(”)t

Ry(n) = - P BNy . (4.43)

Utilizando as equacoes (4.42)) e (4.43]), reescrevemos a equagao (4.35)), apés

as transformadas inversas de Fourier e Laplace, como

op)(x,t) = ; L}QB;*L(;; myy sen (B,xo) cos(B,x) | [Ri(n) + Re(n)],  (4.44)

que representa a solugao para o caso anisotrépico, obtida pelo método B;. Observe
que a equagao é diferente da equacao , que representa a solucao para
0 caso anisotropico com L = 1 pelo método P;. Neste caso, os residuos encon-
trados sao diferentes para o caso By. A seguir, apresentamos o caso By, referente
a equacao do transporte de néutrons com espalhamento anisotrépico considerando

grau de anisotropia L = 2.

4.3 Caso B,

Nessa secao, apresentamos a solugao semi-analitica da equacao do transporte
de néutrons com dispersao anisotrépica para um grau de anisotropia L = 2. Utili-
zaremos a mesma ideia apresentada no caso B;. Para facilitar a notacao, a partir
de agora usaremos Ay em vez de Ap(B,s). Pela equagao o sistema a ser
resolvido é dado pela equagao , cuja solucao duplamente transformada é dada
por (4.29). Representamos essa solu¢cao como

— N (B, s)

(B, s) = WS(B, s), (4.45)
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onde

N[Q] = 150'20'1[(14111422 — A%l)AOO — A%OAQQ -+ 2A10A20A21 — AllAg[)]
+ 30’1(./4%0 - AO()AH) + 50'2(1430 - AQ()AQQ) -+ A(]o, (446)

D = 15000109[(A3; — A11A2)Ag + A%0A22 — 2A10A20A9 + AnA%o]
+ 30‘00‘1(/4001411 — A%O) + 50'00'2(14001422 — A%O) + 150’10’2(14111422 — Agl)
— b09Agy — 301411 — 09Ap + 1. (447)

Da mesma forma que representamos para o caso Bi, usaremos o método
Py, para aproximar os termos integrais da equagao . Note que, se utilizar-
mos o método P;, teremos que Ayg = Ag; = Ags = 0 (basta verificar pela formula de
recorréncia da equacao (2.75))), o que reduziria o problema ao caso B;. Assim, utili-
zamos o método P, ou seja, uma aproximacgao dos termos integrais pela quadratura
gaussiana de ordem M = 3. Usando os parametros de peso {w,,} e dire¢ao {im,}

referentes a esta ordem de aproximagao temos os seguintes termos

’ 1 2)? 4 4B2
Ap ~ Y . = Slots) +2 n : (4.48)
o 04 5) —iButm (04 2) [5 (0 +2)" + 3B

3

Homm 5iB,,
Awm ) 5 =7 _, (4.49)
YT 0 4) B 35 (0 + %) + 3B2

3 2 S

i Wi, 5(U+—)
P S D (4.50)
YU (03) —iBumn 3[5(0+2)° + 382

e utilizando a férmula de recorréncia dada na equacao (2.75)), temos

o2
3(0+2) [5(0+2)" +3B2]

AQO = (451)

v
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2iB,

3 [5 (0+2)°+ 33,3} ’ (452)

3(0+2)" +B2

/122 = 2
3(c+32) [5(a+§) +3B?,J

(4.53)

Utilizando as equagoes (4.48)), (4.49), (4.50), (4.51), (4.52)) e (4.53)), reescre-
vemos (4.47)) como

'y (B, s
Dp)(Bu:8) = 1o 2(Bn. s) =, (4.54)
2% (0 +2) + (0 +2)"]
onde I'y(Bn, s) é a equacao caracteristica de terceiro grau dada por
S$\3 s\ 2 4B2%0,
) = (o) s o+ 3 -
2(Bn, $) o+ . (co+01+09) |0+ 5 000109 5
3B? s B2o
+ (—5n + 0001 + 0902 + 0102> <U + ;) - ?’, 2; (4.55)

~ , . , . 2 2
que retorna trés raizes para cada valor de n no sistema fisico, a saber, sg )(n), sg )(n)

e s:(f) (n).
Substituindo as solugoes analiticas dos termos integrais, dados pelas equagoes
(2.87), (2.88)) e (2.89)), na equagao (4.46)) e aplicando o Teorema dos Residuos no pro-

cesso de inversao de Laplace, obtemos a seguinte solugao para o caso Bo:

Pz, t) = Z { {(271 — 14)7rv4B21 sen (B,xg) cos (B,x)

n=1

onde

3
(2) (2)
[3@% (U Lo v(")) N (0_ Lo v(n))
R (n) =

76



3B2 557 (n) IO 2) 5@ (n)t

= | o+ 2 + | o+ 2 Nig[By, 55 (n)]e®

R (n) = = - . (4.58)
2 2 2 2

s ) = sP )] [ ) - 5P )]

3
2 <@ (n @ 2
3B, <U TR MU )) - (U + 37()) Nigg[B, 557 (n)]ess” 1
R (n) = - L (459)
EXOEEUOIIELORE 0]

sdo os resfduos referentes as singularidades s'” (n), s’ (n) e sgf) (n), respectivamente.

Na secao seguinte apresentamos o caso Bs.

4.4 Caso B;

Apresentamos, nessa secao, a solucao para a equacao do transporte de
néutrons com espalhamento anisotrépico, considerando grau de anisotropia L = 3.
Seguindo as mesmas ideias mostradas anteriormente, para os casos B e By, o sistema

a ser resolvido ¢ dado por

(B
D) = 0gA10P) + 301 A11 D1 + 509 Ay Py + To3 Az B3 + A1pS(B, s
_ (B

(B

B o - - , (4.60)
Dy = 09 Ay Py + 301 A21 Py + 5o Ago Py + To3 AzoP3 + AggS
\63 = 09 A30Po + 301 A31P1 + 5oa Ago®y + Tog Az3®s + A30S(B, s
ou, equivalentemente, em forma matricial A;®3 = C5, onde
1 —00Apw —301An —509A02  —To3Ap3
—0pA 1—-30,4 —505A —Tos3 A
As _ 00110 01111 02119 03113 7 (4.61)
—0'01420 —30'11421 1 — 502A22 —70'31423
—0'0A30 —301A31 —502A32 1 — 703A33 Axd
L I
T3 = [ o, B, D, @, ] , (4.62)
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T
Cy= | AwS(B.s) AuS(B.s) AnS(B.s) AuS(B.s)| . (4.63)
A solugao do sistema (4.60)), pela regra de Cramer, é dada por

o (143))S(B, 5)

$3 — 9 N : (4.64)
nesse caso, obtemos
—_— N[g](B, S)
P3(B,s) = ———=85(B 4.65

onde N3 e D3 estao descritos na se¢ao de apéndices abaixo.

Para o numerador, dado na equacao (/6.1]), usaremos as solugoes analiticas

dos termos integrais. Utilizamos as equagoes (2.87), (2.88) e (2.89)), juntamente

com a féormula de recorréncia para determinar os outros termos integrais e
substitui-los em Nj3. Novamente, para o denominador, representado pela equacao
(6.2]), usaremos o método Py;_1. Observe que, se utilizarmos o método P,, obteremos
que Asg, A3y, A3y e Asz sao nulos e, portanto, retornamos ao caso By. Para evitar
este problema, utilizaremos o método Pj, isto é, aumentamos a ordem de quadratura
para aproximar os termos integrais do denominador de 63(3 ,5). Obtemos a seguinte

expressao

Fg(Bn, S)

Di51(Bn, s) = ,
? 105 (0 +2)" +90 (0 + 2)* + 9B}

(4.66)

onde

4 3
Ly(Bu,s) =105 (0 +2) = 10500 + 01 + 0 +03) (7 + )
v v

9082 S5\ 2
+ 105 | ogo3 + 0103 + 0903 + 0901 + 0902 + 0109 + (0 + —>

105 v
— 105 {03 (0001 + 0009 + 0109) + 000109 + 515£Z + 633203} (0 + S)
— 2732 (01 — 3;;2) (0 + S) + 932 + 27320001 + 28350003
+ 1050010203 + 35B20903, (4.67)
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representa a equacao caracteristica do método B3 que tem quatro polos s§3) (n),
sP(n), ség) (n) e s (n) que sado obtidos por aproximacdo pelo método de New-
ton—Raphson. Apds determinar as singularidades, e filtrar aquelas que estao dentro
da regiao de integracao, usamos o Teorema dos Residuos para determinar 9%53) (n),
R (n), 9%:(53) (n) e R (n), dados, respectivamente, por

O D@\, e
105 U—i-lT + 90 U—i-lT +9Bn

(3)
N[3] [Bn, 8%3) (n)]esl (n)t

R (n) = ,
50 m) = s )] |57 () = 5P ()| [ (m) = 5§ ()]
(4.68)
I D\’ 4 (3) 5§ ()t
105 {0+ 2-=) +90 (0 + =2==] + 9B, | Nig|[By, 55 (n)]e*
%, (n) = ,
s m) = 5P| |58 () = P ()| [s8m) — 5P ()]
(4.69)
O\ O\’ 4 (3) s ()t
105|\o+ == +90 |0+ == + 9B, | N [Bn,83 (n)}e3
%Y (n) = ,
s m) = sP )] [ ) = s )] [ m) = 5 ()]
(4.70)
s (n) 4 s (n) 2 A (3) 3) ()t
105 \o+ == +90 |0+ == + 9B, N[g][Bn,S4 (n)]esa ("
%Y (n) =

5P = sPm)] [0 0) = s )] [ m) = 5P ()]
(4.71)
Utilizando as equagoes (4.68)), (4.69), (4.70) e (4.71)), apds aplicacao das
transformadas inversas de Fourier e Laplace em obtemos a solucao para o

fluxo escalar do caso B3, que é dada por

n=1 i=1

Py, t) = Z { {(271 — 19)7rv6B§j sen (B,xg) cos (B, )

onde %Eg)(n) sao os residuos referentes as singularidades 353)(71) para i € {1,2,3,4}.
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4.5 Caso By

Nessa se¢ao apresentamos a solucao para a equagao do transporte de neutrons
com dispersao anisotrépica, considerando um grau de anisotropia L = 4. Procede-
mos de forma semelhante aos casos anteriormente apresentados. O sistema para o

caso L = 4 em forma matricial é A,®* = Cy, onde

[ 1- oA —301A0 —509A02 —To3Ap3 —T04A04
—00A10  1—=301An =504 —To3Aiz  —To,Au
Ay = —0 A —301A2 1 —500A2 —To3Ass —To4A2 )
—00Asg —301A31 —b09 A3y 1 —To3Asys —To4A3
—0o9Ayg —301 A4 —b5o9A49 —To3Ass 1 —TosAu |

- 5x5

(4.73)
I T

4:[@0 o, B, b by | (4.74)

T
Oy = [A005<B,5) A10S(B,s) AwS(B.s) AnS(B,s) AwS(B,s) | . (4.75)
Como vimos anteriormente, a solucao do sistema é dada por
=2 (JAS(B, s
51 _ _om [A4)S(B;5) (4.76)

| Ad]
Da equagao (4.76]), obtemos a seguinte solugdo duplamente transformada,

= N[ZL](Ba S)

Ti(B, s) = Dot 5y 5B, (4.77)

onde Niy(B,s) e D4(B, s5) sdo apresentados na segao de apéndices.

Semelhante aos casos anteriores, para o numerador de @(B,s) dado na
equacao , usaremos as solucgoes analiticas dos termos integrais obtidos junta-
mente com a férmula de recorréncia . Para o denominador representado pela
equacao , utilizaremos o método Py;_;. Observe que, se usarmos o método Ps,
obteremos Ay = Ay = Ay = Agz = Ay = 0 e, portanto, retornaremos ao caso Bs.

Sendo assim, usaremos o método P; para aproximar os termos integrais de Dy (B, s).
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Fazendo isso, obtemos

F4(Bn, S)
225(ov + 5) [T(Bn, s)]

Dpy(Bo s) = (4.78)

onde T'y(B,,s) é a equagao caracteristica do método B4, dada na equagao (/6.5))

apresentada nos apéndices e,

14 21 280 sv? 90 8453
s = (et o) oy B (a5 B

145%? 2702\ 214
+ ng (B,%Jr 70)+ ° (4.79)

) >

Como I'y(B,, s) é um polinémio de quinto grau na variavel s, aproximando
pelo método de Newton-Raphson, obtemos cinco polos 5%4) (n), 324) (n), s:(f) (n), 5514) (n)
e sgl) (n). Depois de encontrar as singularidades e filtrar aquelas que se enquadram

o~ . - , 4
na regiao de integracao, usamos o Teorema dos Residuos para encontrar 9%§ )(n),

mgl) (n), %:(34)@)7 9%1(14) (n) € %24) (n), definidos por

0y = 2 [0 0[5, ) }Nw (B, s ()]t
o - S - oo Pl Fo-u]
(4.80)

D () — £225 [0+ 0 )| [ B, o (0)] YNy B, 0 s
S 0 — s ][5 — s ][5 m) — s ][5 ) — s )]
4.81)

R (n) 225 [ + " ()] [T(B, 7 00)| PN B, o4 (o))"
3 [(4)@) s®(n )][(4)<n) Sgl)m)] s§4)(n)—s§4)(n)][s§4)() ) )]
(4.82)

R (n) 0 [UU+S4 n)][T(Bn’Sf)(n))}}N[4][Bn754)<”)] e
C [ = s[5 — s[5 ) — 0[5 ) = o)
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{225 [av + sé4) (n)] [T(Bn, 5é4) (n))} }NM} (B, sé4) (n)}es§4)(n>t

) — st )]s () — 58 ()| [s87m) = s ()| |67 ) — 57 m) |
(4.84)

Apos aplicacao da transformada inversa de Fourier, representando o termo

R (n) =

fonte conforme os casos anteriores, e transformada inversa de Laplace juntamente
com o Teorema dos Residuos, obtemos a seguinte solugao para o fluxo escalar de

néutrons do método By,

25: R (n)]} , (4.85)

=1

- 1
Py, t) = Z{L44(2n ~ 705 B sen (B,x) cos (B,x)

n=1

onde 9{54)(71) sao os residuos referentes as singularidades 31(4) (n) parai € {1,...,5}.
No Capitulo 5, apresentamos os resultados referentes as solugoes obtidas
nesse capitulo. Vamos apresentar resultados para as singularidades obtidas pelo Te-
orema dos residuos, a distribuicao dos polos na regiao de integracao e a representacao
do fluxo escalar de néutrons com dispersao anisotrépica considerando diferentes pro-

blemas.
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo vamos apresentar os resultados para os casos By, Ba, B3 e By
discutidos no capitulo anterior. Inicialmente, representaremos os valores obtidos para
as singularidades de alguns casos considerando diferentes parametros de transporte.
A seguir, mostraremos os resultados para o fluxo escalar de néutrons para diferen-
tes graus de anisotropia. Vale ressaltar que, antes de obter os resultados dos casos
anisotrépicos, estudamos o caso isotrépico apresentado por Dulla et al. [12] e com-
paramos os resultados obtidos com os dados do artigo. Para simular os resultados,
implementamos um cédigo em Python 3.10-64bit e executados em um computador
Intel(R), Core(TM), i5-1135G7, CPU 2.4GHz, 64bits, 8 GB de memoéria RAM e Win-
dows(11). Apresentamos todos os resultados dessa se¢ao considerando 4 algarismos
significativos e o nimero de harmonicas N = 300, referentes aos truncamentos das
séries representadas para os fluxos escalares de néutrons de cada caso considerado.
Vale ressaltar que nao foi preciso utilizar o mesmo ntimero de harmonicas do caso
Pyr_1 pois, os resultados que encontramos para o método B, produziram resultados
melhores que o método de esféricos harmonicos com menos termos nas séries obtidas.

Na Tabela |5.1] apresentamos os valores dos polos encontrados no caso Bj.
Consideramos a secao transversal total e a velocidade de propagacao de néutrons
unitarias, o9 = 0.9, o1 = 0.30¢ e uma placa de dimensao fixa H = 4 mfp, onde as
distancias sao representadas por unidades de caminhos livres médios (mfp) e o tempo

¢ medido em termos de tempo livre médio (mft), ou seja, o tempo necessario para
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percorrer uma unidade de distancia mfp. Podemos observar que todas as singulari-
dades encontradas, neste caso, sao complexas e pertencem ao semicirculo de raio B,
(cujo valor também esta presente na Tabela |5.1)) e, portanto, devemos determinar o

residuos para todas as singularidades obtidas em todas as autofuncoes consideradas.

Tabela 5.1: Valores dos polos do caso B; associados as primeiras 15 autofuncoes.

sgl) sgl) B,

—0.415+40.326235  —0.415—0.32625  0.7854
—0.415+1.32345 —0.415—1.32345  2.3562
—0.415 4224535  —0.415 —2.24535  3.9270
—0.415 4 3.15855  —0.415 — 3.15855  5.4978
—0.415+4.06895  —0.415 —4.0689;  7.0686
—0.4154+4.97805 —0.415—4.97805  8.6394
—0.415+ 5.88645  —0.415 — 5.88645 10.2102
—0.41546.79445  —0.415—6.79445 11.7810
—0.41547.70225  —0.415—7.70225 13.3518
10 —0.415+8.6098;  —0.415 — 8.6098; 14.9226
11 —0.415+9.51725 —0.415—9.51725 16.4934
12 —0.415410.42465 —0.415 — 10.42465 18.0642
13 —-0.415+11.33195 —0.415—11.331957 19.6349
14 —0.415+412.23915 —0.415—12.23915 21.2057
15 —0.415413.14635 —0.415— 13.14635 22.7765

© 00~ U WS

Na Tabela [5.2] apresentamos os valores para os polos do caso By associado
as primeiras 15 autofuncgoes. Consideramos os mesmos parametros da Tabela
somando o valor de g9 = 0.307. Neste modelo, temos a existéncia de polos reais e
um par de polos complexos conjugados. Vemos que todos os polos estao dentro da

regiao de integracao obtida pelo processo de inversao de Laplace.
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Tabela 5.2: Valores dos polos do caso Bsy associados as primeiras 15 autofuncoes.

552) 552) s§2) B,

—0.4218  —0.6636 + 0.45365  —0.6636 — 0.45365  0.7854
—0.5458  —0.6016 + 1.77435  —0.6016 — 1.77435  2.3562
—0.5518  —0.5986 + 3.01165  —0.5986 — 3.01165  3.9270
—0.5534  —0.5978 +4.23705  —0.5978 — 4.23705  5.4978
—0.5540  —0.5975 4 5.45855  —0.5975 — 5.45855  7.0686
—0.5544  —0.3973 +6.67837  —0.5973 — 6.67837  8.6394
—0.55645  —0.5972 4 7.89725  —0.5972 — 7.89725 10.2102
—0.5547  —0.5972 4 9.11555  —0.5972 — 9.11555 11.7810
—0.5547 —0.5971 +10.33345 —0.5971 —10.3334; 13.3518
10 —0.5548 —0.5971 4 11.55105 —0.5971 — 11.55105 14.9226
11 —0.5548 —0.5971 4 12.76855 —0.9971 — 12.7685; 16.4934
12 —0.5549 —0.5971 4+ 13.9859;5 —0.5971 — 13.9859; 18.0642
13 —0.5549 —0.5971 4 15.20315 —0.5971 —15.2031; 19.6349
14 —0.5549 —0.5971 4 16.42035 —0.5971 — 16.4203;5 21.2057
15 —0.5549 —0.5970 4 17.63745 —0.5970 — 17.63745 22.7765

© 0~ U AW~ S

Nas Tabelas e apresentamos os polos associados do caso Bs con-
siderando os mesmos parametros citados na Tabela [5.2) e o valor de o3 = 0.305.
Observamos que todas as singularidades s§3> (n), s§3) (n), sgg) (n) e s (n) contribuem
com valores para os residuos, pois estao presentes na regiao de integracao a medida

que o raio B, aumenta.
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Tabela 5.3: Valores dos polos do caso Bs associados as primeiras 15 autofuncoes.

553) Sg?’) s:(f’) sf’) B,

-0.5482 +0.14525 -0.5482 -0.14525 -0.8142 +0.54895  -0.8142-0.5489;5  0.7854
-0.7199 +1.97085 -0.6425 -0.79725  -0.6425 +0.79725  -0.7199 -1.97085  2.3562
-0.6490 +1.33335 -0.6490 -1.3333;  -0.7133 +3.34685  -0.7133 -3.3468;  3.9270
-0.6508 4+1.86805 -0.6508 -1.86805 -0.7116 +4.70945  -0.7116 -4.70945  5.4978
-0.6515 4-2.40235 -0.6515 -2.40235 -0.7109 +6.06765  -0.7109 -6.06765  7.0686
-0.6518 4+2.93655 -0.6518 -2.93655 -0.7105 +7.4238;  -0.7105 -7.42385  8.6394
-0.6520 +3.47075  -0.6520 -3.47075  -0.7103 +8.7789;  -0.7103 -8.77895  10.2102
-0.6521 +4.0048; -0.6521 -4.0048; -0.7102+10.1334;  -0.7102-10.13345 11.7810
-0.6522 4+4.5389;7  -0.6522-4.53895 -0.7101+11.48745  -0.7101-11.48745 13.3518
10 -0.7101 +12.84125 -0.6523 -5.07305  -0.6523 +5.07305 -0.7101 -12.84125 14.9226
11 -0.6523 +5.60715 -0.6523 -5.6071;5 -0.71004-14.19475  -0.7100-14.1947; 16.4934
12 -0.6524 +6.14115 -0.6524 -6.14115 -0.71004+15.54815  -0.7100-15.54815 18.0642
13 -0.6524 +6.67525 -0.6524 -6.6752j -0.7100+16.90145  -0.7100-16.9014;5 19.6349
14 -0.6524 +7.20935 -0.6524 -7.20935 -0.7099+418.25465  -0.7099-18.25465 21.2057
15 -0.7099 +19.60775 -0.6524 -7.74335 -0.6524 +7.74335 -0.7099 -19.6077;  22.7765

© 00 1O UL WS

Na Tabelal5.4|apresentamos os valores dos polos do caso B, considerando um
dominio fixo H = 2 (mfp) e o4 = 0.303. E importante observar que, a cada aumento
do grau de anisotropia L, diminuimos a probabilidade do desvio do néutron apds a
colisao com o meio material, deixando todas as se¢des de choque na proporgao do
valor de 5. Como nos casos anteriores, todas as singularidades obtidas na Tabela
estao presentes no semicirculo de raio B,, e contribuem para o calculo dos residuos.
Vale ressaltar que a utilizagao de diferentes parametros, como o tamanho da espessura
da placa H, pode resultar em residuos nulos para algumas autofuncoes, pois, em

certos casos, o polo encontrado nao esta dentro da regiao de integracao.
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Tabela 5.4: Valores dos polos do caso B, associados as primeiras 10 autofuncoes.

n 854) ) 8&4) 54(14) 3%4)

5

1 -0.6957  -0.6900 4+0.824157 -0.6900 -0.82415  -0.8208 +1.33865  -0.8208 -1.3386;
2 -0.7110  -0.7161 +2.5343; -0.7161 -2.53435  -0.7872 +4.2396;  -0.7872 -4.23967
3 -0.7120  -0.7180 +4.22745 -0.7180 -4.22745  -0.7847 +7.09865  -0.7847 -7.09867
4  -0.7123  -0.7185 4+5.91955  -0.7185 -5.91955  -0.7841 4+9.95077  -0.7841 -9.9507;
5 -0.7124  -0.7187 +7.61155 -0.7187 -7.61155  -0.7838+12.8010;  -0.7838-12.80107
6 -0.7125  -0.7188 +9.3033; -0.7188 -9.3033;  -0.7836+15.64925  -0.7836-15.64927
7 -0.7125 -0.7836 +18.4974; -0.7189-10.99515  -0.7189+10.9951; -0.7836 -18.4974;
8 -0.7125 -0.7189+12.6868; -0.7189-12.6868;  -0.7835+21.34525  -0.7835-21.34523
9 -0.7125  -0.71904+14.37855 -0.7190-14.37855  -0.7835+24.1928;  -0.7835-24.19287
10 -0.7125  -0.7190416.070257 -0.7190-16.07025 -0.7835 4-27.04025 -0.7835 -27.0402;

Nas Figuras 5.1}, 5.2 e[5.4] apresentamos a localizagao dos polos repre-
sentados nas Tabelas e 0.4 respectivamente. Mostramos os polos das
equagoes caracteristicas dos casos By, By, B3 e By. Para melhor visualizacao, apre-
sentamos o valor do semicirculo B, referente ao ultimo valor de n de cada tabela.
Mostramos apenas um recorte do grafico, pois os polos estao localizados em pontos

proximos no eixo imagindrio e distantes do centro do semicirculo no eixo real.

Singularidades da equagéo caracterfstica do caso 5; Disposi¢ao das singularidades da figura ao lado
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Figura 5.1: Singularidades da equagao caracteristica do caso Bj.
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Singularidades da equagao caracteristica do caso 5, Disposicao das singularidades da figura ao lado
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Figura 5.4: Singularidades da equagao caracteristica do caso By.

Como podemos perceber, a disposicao dos polos estd localizada dentro do
semicirculo e assim, todos contribuem para a solucao por meio do Teorema dos
Residuos. Além disso, na Tabela podemos perceber que os polos s§2) formam
uma sequéncia decresente de pontos no eixo real e isso fica mais evidente através
dos pontos azuis da Figura[5.2] Percebemos também, que os polos das Tabelas e
podem se alternar devido ao método utilizado para determinar as singularidades
nesses casos.

A Figura mostra a evolucao temporal do caso By apds o pulso localizado
no ponto xg = 0.5 calculado com 300 autofuncoes. Os parametros usados sao os
mesmos mostrados na Tabela [5.1] acima. Podemos observar um decaimento do fluxo

no inicio da placa conforme o valor de t aumenta e no espaco ao longo da regiao.
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Figura 5.5: Fluxo escalar de néutrons do caso B para diferentes valores de tempo.

A Figura mostra a evolugao do fluxo escalar de néutrons no caso By em
uma placa de tamanho H = 4 (mfp) apés um pulso localizado em xy = 0.5 e os demais
parametros sao retirados da Tabela [5.2] Apresentamos a evolugao para diferentes
tempos e notamos um comportamento semelhante ao caso B;. Esse comportamento
¢é esperado para esse tipo de fonte. Podemos observar que, no ponto ¢ = 0.5 mft,
o fluxo de néutrons da parte inicial é préximo ao pulso inicial e, logo apds, ocorre
o decaimento ao longo da regiao. Para os demais tempos, o fluxo preserva um
comportamento semelhante, com algumas oscilagoes presentes. Esses efeitos sao
decorrentes da anisotropia pois, a medida que o tempo passa, o fluxo escalar, que é

uma soma de vetores que representam as direcoes angulares dos néutros, pode variar.
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Figura 5.6: Fluxo escalar de néutrons do caso By para diferentes valores de tempo.

Na Figura [5.7] apresentamos o fluxo escalar de néutrons para o caso Bs. Os
parametros usados sao os seguintes: ¢ =1, v =1, 0o = 0.9, 07 = 0.30¢, 02 = 0.30;
e 03 = 0.309. Apresentamos a evolucao do fluxo em uma placa de tamanho H = 2
(mfp) apdés um pulso localizado em xy = 0.25. Notamos um aumento do fluxo
na parte inicial e verificamos um decaimento temporal e espacial conforme previsto
ao longo do tempo. Nesse caso, o pulso inicial também ¢é maior em relacao aos
casos anteriores. Fica bem visivel também, nos casos em que ¢t € {0.8,1.6,2.0}, que
o comportamento do fluxo oscila na parte intermediaria e decai na parte final do

dominio.
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Figura 5.7: Fluxo escalar de néutrons do caso Bs para diferentes valores de tempo.

Na Figura 5.8 apresentamos os resultados para o fluxo escalar de néutrons
aplicado ao caso anisotrépico com grau de anisotropia L = 4. Usamos o caso B, para
representar a evolucao do fluxo escalar ao longo do tempo. Usamos os parametros
apresentados na Tabela e mostramos a evolucao apdés um pulso dado no ponto
xo = 0.25. Como mostrado nos casos anteriores, obtemos um comportamento analogo
com decaimento temporal e espacial ao longo do dominio. Percebemos um aumento
do fluxo na parte inicial da placa, e que os efeitos da anisotropia estao mais presentes
na Figura [5.8 como, por exemplo no caso t = 1.0 mft. Isso pode ser explicado pelo
crescimento do grau de anisotropia, o que gera um aumento do nimero de segoes de
choque tranversais de colisao e, possivelmente, uma variagao do fluxo na regiao ao

longo do tempo.
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Figura 5.8: Fluxo escalar de néutrons do caso B, para diferentes valores de tempo.

Na Figura modificamos os valores dos parametros mostrados na Figura
5.5 para o caso By. Avaliamos a evolugao temporal do fluxo escalar de néutrons em
uma placa de tamanho H = 10 apds um pulso localizado em xy = 0.5. Os outros
parametros usados sao v = 1, 0 = 1, g9 = 0.8 e 07 = 0.2507. Verificamos um
comportamento semelhante ao apresentado na Figura 5.5, com decaimento temporal

e espacial do fluxo ao longo do dominio.
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Figura 5.9: Fluxo escalar de néutrons do caso B; em uma placa de tamanho H = 10
(mfp).

A Figura [5.10] apresenta os resultados para o fluxo escalar de néutrons do
caso By em uma placa de tamanho H = 8 apds um pulso localizado em xg = 0.5 com
secao transversal e velocidade unitarias. Os outros parametros usados sao oy = 0.8,
o1 = 0.250¢ e 09 = 0.307. Modificamos os valores das segoes transversais de colisao
e percebemos um decaimento temporal e espacial para o fluxo escalar de néutrons

ao longo da regiao. Comportamento semelhante ao mostrado na Figura [5.6]

94



0 4 — t=0.0mft

— t=05mft

—— t=15mft

— t=2.0mft

0.6 —— t=25mft
2 0.4
0.2
0.0

T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0
x [mfp]

Figura 5.10: Fluxo escalar de néutrons do caso Bo em uma placa de tamanho H = 8
(mfp).

Na Figura |5.11] apresentamos os resultados para o fluxo escalar de néutrons
do caso Bz, usando N = 300 autofungoes, em uma placa de tamanho H = 4 apds um
pulso localizado em xy = 0.25 com segao transversal e velocidade unitarias. Os outros
parametros usados sao oy = 0.9, o1 = 0.20q, 09 = 0.207 e 03 = 0.205. Observamos a
evolucao do fluxo escalar de néutrons ao longo da regiao e, mesmo apds modificar os
parametros, o comportamento do fluxo decai temporal e espacialmente, semelhante

ao que foi mostrado na Figura dadas suas proporcoes.
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Figura 5.11: Fluxo escalar de néutrons do caso Bg em uma placa de tamanho H = 4
(mfp).

A Figura mostra os resultados da evolugao do fluxo escalar de néutrons
do caso B, em uma placa de tamanho H = 4 apds um pulso localizado em zy =
0.25 com secao transversal e velocidade unitarias. Os outros parametros usados sao
oo = 0.7, 01 = 0.250g, 0o = 0.301, 03 = 0.209 e 04 = 0.203. Podemos observar
o decaimento temporal e espacial do fluxo escalar de néutrons ao longo da regiao.
Como podemos ver, este comportamento é semelhante ao mostrado na Figura [5.8

dada anteriormente.
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Figura 5.12: Fluxo escalar de néutrons do caso B4 em uma placa de tamanho H = 4
(mfp).

Nas Figuras [5.13], [5.14] e [5.15] apresentamos os resultados para o caso B,
comparando com os dados obtidos pelo método P, nas Figuras [3.6] e [3.10] res-
pectivamente. Os parametros utilizados foram os mesmos das Figuras e

[3.10, Observamos que os resultados encontrados pelo método By foram melhores
em comparacao aos obtidos pelo método de esféricos harmonicos de ordem M = 2.
Comparamos os resultados para os mesmos valores de tempos e percebemos um
decréscimo do fluxo escalar de néutrons pelo caso B, cuja solucao foi obtida de
forma semi-analitica, o que era esperado pois se aproxima ainda mais da solucao
analitica para os problemas considerados, e isso mostra que nossa solucao produz

resultados com melhor efetividade em relagao ao método de esféricos harmonicos.
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Figura 5.13: Caso By em relagao ao Método P; com g = 0.9 e 01 = 0.30y.
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Figura 5.14: Caso B; em relagdo ao Método P, com oy = 0.8 e 01 = 0.2509.
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Figura 5.15: Caso B; em relagao ao Método P; em uma placa de espessura H = 50.

Finalizamos os resultados considerando o caso B; para uma regiao de tama-
nho unica H = 8, com velocidade e secao de choque total unitarias, variando, apenas,
os parametros das secoes de choques transversais de colisao, ou seja, as probabili-
dades de um néutron ao colidir com um meio material gerar um ou mais néutrons
dentro do reator. Na Figura [5.16| utilizamos o9 = 0.9 e 07 = 0.3. Na Figura [5.17]
utilizamos oy = 0.7 e o1 = 0.2. Por fim, na Figura [5.18| utilizamos cq = 0.5 e 01 = 0,
o que levaria a um comportamento do caso isotrépico, visto que, se o; = 0, o sistema
gerado por teria solugao independente.

99



Plx)

$(x)

— t=0.0 mft

0.8 - — t=05mft
— t=1.0mft
— t=1.5mft
— t=2.0mft

0.6 1

/AN

0.4 4

0.2 +—F—

0.0 7

T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
x [mfp]

Figura 5.16: Caso B; considerando oy = 0.9 e 07 = 0.3.
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Figura 5.17: Caso B; considerando oy = 0.7 e 01 = 0.2.
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Figura 5.18: Caso B; considerando oy = 0.5 e o1 = 0.

Como podemos perceber, as mudangas nos valores de oy e 07 implicam em
mudancas do comportamento para o fluxo escalar de néutrons, principalmente, em
sua parte inicial. Nos casos em que temos valores nao-nulos para essas variaveis, o
pulso inicial se d4 em uma regiao préxima a 0.8 porém, quando anulamos a variavel
oy, na Figura [5.18] esse valor cai pela metade. E como dito anteriormente, isso
representaria uma evolucao do fluxo com dispersao isotropica, ou seja, o caso L = 0.
Isso justifica o fato de quando aumentamos o valor de L, ha também, uma evolucao
espacial do fluxo escalar de néutrons. Isso também ocorre para os demais casos
investigados. Outro fato a ser citado é que, quando diminuimos o valor das segoes
transversais de colisao, o fluxo decai, temporal e espacialmente, sendo visivel pelas
cores que empregamos para representar as diferentes evolugoes para o fluxo.

Na secao seguinte, apresentamos as conclusoes desse trabalho e as perspec-
tivas de futuros trabalhos que podem ser feitos sobre o nosso estudo. Apresentamos,
também, a secao de apéndices, onde constam algumas equagoes que utilizamos para

determinar os fluxos dos casos apresentados.
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Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho apresentamos uma solucao para a equacgao de transporte de
néutrons com espalhamento anisotropico através do método de aproximacao By. A
solucao para o fluxo escalar de néutrons foi obtida através de uma dupla trans-
formacao, Laplace na variavel temporal e Fourier na variavel espacial. Apds utilizar
a aproximacao para a secao transversal de colisao através de uma série truncada em
polinomios de Legendre de ordem L, o método B é derivado. Definindo o grau
de anisotropia L, resolvemos o sistema linear pelo método de Cramer e obtemos a
solucdo ®(B, s) para o fluxo duplamente transformado e, na sequéncia, aplicando as
transformadas inversas de Fourier no espago e Laplace no tempo, representando a
fonte de néutrons pulsadas como uma expansao, espacialmente normalizada, da série
de autofuncoes de Helmholtz, obtemos o fluxo escalar total de néutrons para o grau
de anisotropia em questao. Apresentamos os casos anisotropicos com L variando de
1 a 4. Em cada caso, mostramos a versao final para o fluxo escalar de néutrons, que
depende dos residuos obtidos no processo de inversao de Laplace.

Representamos, inicialmente, as posigoes geograficas para os polos encon-
trados em cada caso estudado, que estao localizados no plano complexo, ao longo
da regiao do semicirculo de raio B,,. Em seguida, apresentamos resultados para o
fluxo escalar de néutrons dos casos By, By, B3 e By. As solugoes para fontes de
pulsos localizados mostram um comportamento consistente do ponto do vista fisico,

pois, através dos resultados, percebemos um comportamento semelhante de decai-
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mento temporal e espacial mesmo apds modificar os parametros de transporte no
sistema fisico e, desta forma, podemos ver que o método funciona. Embora existam
trabalhos nesta mesma linha de pesquisa, nao foi possivel comparar resultados, pois
esses, evidenciam particularidades que nao se assemelham ao que foi desenvolvido
aqui. A Unica comparacao que mostramos foi entre o caso B e o método de esféricos
harmonicos de ordem M = 2 para o caso anisotrépico considerando um grau de ani-
sotropia L = 1. Mostramos que o método B; possui resultados melhores em relacao
ao método P; e isso mostra que nosso método é mais eficiente, se aproximando ainda
mais da solucao analitica.

Como projeto futuro, fica em aberto a busca pela solucao de problemas de
transporte de néutrons com dispersao anisotrépica considerando graus de anisotropia
superiores a L = 4. Além disso, a utilizagao de dois tipos de aproximagao para os
termos integrais durante a aplicacao do Teorema dos Residuos nao nos permite dizer
que a solucao obtida é totalmente analitica, mas sim uma solucao semi-analitica,
que produz resultados fisicamente consistentes. A ideia a seguir é utilizar o método
que empregamos neste trabalho e aplica-lo a problemas considerando maiores graus
de anisotropia. Para obter a solu¢ao duplamente transformada, podemos utilizar o
processo mostrado no inicio do Capitulo 4, onde conseguimos generalizar as solugoes
para qualquer grau de anisotropia L. A partir dessas solu¢oes devemos iniciar o
processo de inversao, tomando bastante cuidado ao aplicar a transformada inversa
de Laplace, pois as funcoes que estao sendo integradas possuem singularidades e,
nesses casos, ¢ preciso utilizar o Teorema dos Residuos para evitar possiveis erros.

De forma geral, apresentamos um importante avango da teoria geral da
equacao do transporte de néutrons aplicada em reatores nucleares por meio de repre-
sentagoes por fontes pulsadas. A técnica para resolucao consiste em utilizar trans-
formadas integrais nas variaveis tempo e espaco. Por meio dos resultados obtidos,
podemos compreender como se comporta uma populacao de néutrons dentro de um

reator e analisar os possiveis efeitos da anisotropia presentes no ntcleo.
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Apéndices

Nessa secao apresentamos alguns cdalculos, realizados no software Maple 18,
que utilizamos para determinar as solugoes para o fluxo escalar de néutrons. A seguir,
apresentamos os numeradores e os denominadores das equagoes (4.65)) e (4.77)), dados

por

Nz = 105010203 (AggA11 A2 Azs — AggA11 A5y — Ago A3y Asg — Ay Az Ass
— AgAsp A5y + AR A5 + AfgAZy — A AfgAss + A3 Afy — AnAz Ay
+ 210010903(A10A20A21 Asg — Arg Az Az Azg — A9 Az AzpAso
+ A1 Ag2AzgAsy + Ao A1 Az Asp + A1y AsgAzoAsg — Agg A1 AzoAsr)
+ 150102(— Ao A11 Azs + A A3y + Ajg Az + A11 A%y — 2410 A20Az1)
+ 210103(— Ao A11Ass + Agn A3y — 2410430431 + AfgAss + A A3))
+ 350203(—Ago A2 Ass + Ago A%y + A5 Ass — 2A20A30A32 + A Ad)
+ 301 (A A1 — AT)) +502(AgoAg — A5y)+T03(AggAsz — Ay) —Ago.  (6.1)

D3 = 10500010903(AgoA11 Az Ags — Ago A1 A3, + A3 A2 — Ago A3, Ass
— A An A3y — Afg Ao Ass + ATy Ay — An A Ass — AnApAGy + A5 A3)
+ 21000010203 (Ao A21 Az1 Azz + A19Az0 Az Azz — Ajg Az Azi Asy
— A1oA2 Azo Az + Ao A Azo Azr + A1 Ao AzgAzg — A Aai AzoAs)
+ 15000109(—Ago A11 Aoz + Ao A3, + AfgAss — 2410420421 + A1 A3))
+ 21og0103(—AgoA11 Azz + A3gAzz — 2410430431 + Ao A3, + A1 A3)
+ 35000203(— Ao A2 Ass + A A3, + AjgAss — 2A50 A0 Asz + Az AS)
+ 105010903(—A11 A Ass + A11A;2»,2 + A%1A33 — 2451 Ag1 Agy + A22A§1)
+ 30001 (Ao A1 — A3y) + 50002 (AggAge — A3y) + Toos(AgpAss — AZy)
+ 150109(A11 Age — A3)) + 210103(A11 Ass — A3)) + 350903(AseAss — A3)
— 09Agy — 301A11 — HogAgy — TozAzz + 1, (6.2)
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N[4] = 94501020304(A00A11A22A33A44 - A00A11A22A4213 - A00A11A§2A44
— AgAnAszAGy — AgnAgy Ass A + A A3 Als + Ao Ad ALy + A AR AT
— AgAnAsz ALy + AlgAnAls + AT A5 Aus — AwAnAd A + Al Az A,
— Al Az AssAsy + 2400 A11 Asp Asp Agg + 2400 A1 Azt Agp Asy + A11 A3 Al
— 2A00A21 A1 Aga Ayz — 2Ag0 A1 Azg Ag1 Ay + 2Ag0 A1 Azg Ay Ago
+ 2A00 A2 A31 Ag1 Ags — 2A00 A1 Asp Ay Agy — 2AT)Aga App Az + A A3 A%,
+ 2410420 A21 As3 Agg — 2A10A00An1 Afs — 2A10A20A51 Aga Ags + A1 A5 Al
+ 2A10A20A31 Aga Auz + 2A10 A0 Asp Ag1 Auz + 2411 Ao Azg Ago Az
— 2A10A90A33 A4 Agp — 2A10A21 Az0Azp Ass + 2A10A91 Azo Asa Agz
+ 2A10A21 Azp Ago Az — 2A10A21 Az3 Ago Az + 2A10 A2 Az0 Az1 Ay
— 2A10A20A30 A1 Agz — 2A10A20Az1 AgoAaz + 2A10 A2 Az3 Ao An
— 2A10As50A31 A%, + 2A10A30 Ao Ayt Ags + 2A10A51 Ao Aso Asa
- 21410143214401441 - A11A§0A33A44 +2A11 A2 Az Az Ayy + A§0A§1A44
— 2411 A0 A0 Asp Asz — 2A11 Ao Azp Ago Aus + 2A11 Ao Azz Aso Asa
— A1 Ap A Ay — A11 Agp Asz ALy — 2411 Ago Asp Ago Asg — 2A5)Agy Ay A
— 2A20A21 A0 Az1 Adg + 2A20 A1 Azo As1 Auz + 2A90 A1 A1 Aso Az
+ A, A3 A% — 2A50 Ay Ags Ago Ay + 2A50 Ao Ay A Ap + A3 A Auy
— 242045 AgoAsz + 2420 A51 Asp Ago Aar + A A ALy + A3 Ass Al
— 2420 A30A32 A%, — 2A5, Ago Ago Az — 2A51 A0 A Ags + Agp A3 AY
+ 2491 Ag0As1 Ago Asz + 2401 Agg Agp Agg Asr — 2An Ag1 A AT
— 242 A30A31 Ao Aa1) + 105010903(— AgoA11 Asa Ass + AggA11 A3,
+ AoA3 Az — 2A00An1 A1 Ay + Ao A A3y + AlgAn Ass — A3 A3,
— 2A10A20 A2 Ass + 2410 Az A1 Az + 2410 A21 Agg Asz + A11 A3 Ass
— 2410 A2 A30 Az — 2A11 Agg Agg Ay — A5 A3, + A1 Agp A — A3 A3,
+ 2A50A21 A0 As1) + 135010204 (— Ago A11 A2 Ass + Ao A11AZ,
+ Ag A3 Asg — 2A00 A0 A Age + Ao Az A%y — 2A10A20A21 Ay
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— AR ALy + 2410420 An A + 2A10A01 Ay Age — 2A10 A2 Aso Ay

- AgoA?u + A%0A22A44 + A11A§0A44 — 2411 A0 A Ass + A11A22A4210
+ 2450 A0 Aso Ay — A3 A%y) + 189010504 (—Ago A1 Asz Agg — A3y Al
+ Ao A11 A%y + Ago A3 Aus — 2400 Az Agy Ags — 2A10A50A31 Asa

+ AgAss A%y + A AssAu + 2A10A50Ag Ags + 2A10A51 Ago Aus

— 2A10A33A00A0 + A11A§0A44 — 2A11 Az0 A Ass + A11A33A20

— A3 AL+ 2AA30 Az Ay Ay — A3 A3 + 315090304 (AgoAza Ads

— Ao Az As3Ass + Ao A3y Ass + Ao Ass ALy + AjgAss A — A5 A%

— 2A00AsaAsp Az — 2A20 A0 Aga Aus + 2A00 Ao Az Az + Anp Az A
— 2A20A33A00 A0 + Az AjgAus — 2A25 A0 Ago Ass + 2A20 A5 Ago Aus
— A3 AL, + 2A30A30A40Age — Ay A%)) + 150109 (Agg A1 Agy — ATy Ag
— Ao A3, + 2A10A90 A0 — A11ASg) + 210103(Agg A1 Ass — A3y Ass

— A A3y + 2410430431 — A1 A3) + 270104 (Agp A Aas — ATgAw
+ 2A10A40A0 — A1 ATy — AgAd)) + 350903( AgoAzaAzz — Ao A3,
— A3y Azz + 2A00A30 Ay — Agg Asy) + 450904( Ao Asz Ass — Ago Al
— A3)Au + 2A5 A A — AnAl) (AooAszAsg — AgnAls
— A Aus + 2450 As0Ags — Az AYy) + 301 (AT — Ao Air) + 5o (A3
— AgoAn) + Tos(A3, — Ao Ass) + 9o4(AF) — A00A44) + Aoo,

+ 630304

33[4] = 9450001020304(A00A11A22A33A44 - A00A11A22A4213 + AooAglAig
— ApA11 A Au + 2A00A11 A2 Asa Ass — AgpA11As3AGy — Aoo A AssAs
+ 2A00 A1 Az1 Azp Asg — 2A00A21 Az1 Asa Az + 2A00 A1 Azz Agy Ago
— 2A00A01 A2 Ayt Ags — Ao A2 A3 Agy — AogAna Az ATy + Ao A3y AG
+ 2400 A22 Az1 Ayt Agg — 2A00 A1 Asp Ay Agg + Ago A3 A%y — A A Az Ay
+ A3 A3, Agy — 2A3 ) Azp Agp Ay + AT Azz A3y + 2A10A20 Az Asz Ay
— 2A10A20 A0 Afy — 2410 A20 A1 Asp Ass + 2A10 Az Azt Asp Ass
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+ 2A10A20A30As1 Az — 2A10A20Az3 A1 Aga — 2A10A21 Az0Az2 Ay

+ 2A10A91 Az0Asp Agz + 2A10 A1 Azg Ay Auz — 2A10A21 Az3 Ago Asa

+ 2A10A20A30A31 Ags — 2A10 A2 Az0As1 Agg — 2A10 A2 Az1 AgoAgs

+ 2A10A20A33 A0 A — 2A10A%5 AsoAnr — 2410430451 AGy + AT A Al
+ 2410431 A2 Ao Agz + 2410 A30 A2 At Agg + A11 A AG) + A1 A Al
+ 2411 Ao Azo Azp Aag — 2A11 AggAzo Aua Az — 2A11 Agg Azp Ao Az

+ 2411 A2 As3 Ago Ass — A1 A Ag Agy + 2411 Ao Ao Ao Aus

— A1 A Agg Ay + A1t A ATy — 2411 As0 Asp AsgAss — A11 A% AssAs

+ A3)AS Agy — 245 A51 Ay Ags + A5 Az ATy — 2450 A01 Ago A1 Aua

+ 2A20 A9 A0 Az1 Auz + 2A00 A1 Az1 AgoAuz — 2A20 A1 Az Ao An

+ 2420 A30A31 Ast Aga — 240 A0 A3p ATy — 2A50 A3, Ago Ao

+ 2420 A1 Asp Ao Aar + A3 AgAsy — 2451 Ago Ago Aus + A3 Az A%,

- 2A21A§0A41A42 + 2A91 Asg A1 AgoAus + 2A21 Ao Aga AgoAn

— 2401 A1 A2 AL + A AQg ALy — 2400 Ago Ag1 Ago At + A A AL)

+ 10500010203(—AggA11 A2o Azs + Agn A3y Asz — 2A00 A1 Az Ass

+ AgAn A%y 4+ A A1 A3, + AjgApnAss — ATgAS, + A AS Ass

+ A A A3y — A5 A5, — A3 A%y — 2410420 A0 Ass + 2410 A0 Asy Asy

+ 2A10A21 Az0 Az — 2410 A2 A0 Az1 — 2A11 Ao Az Asp + 2A20 A2 Azo A3y )
+ 13500010204(—AgpA11 Az Aus + AggA11 AT, + AggAss ATy + Ao A3 Au
— 2400421 A0 Ags + Al Azp Agy — 2A10A20 A1 Agg + 2A10 A0 Agy Ase

— AlgAL, + 2410451 Ay A — 2A10A00 Ago Ay — 2A11 AsgAsoAss

+ A AdgAgy + A Apg Ady — AS A3, — A3 A3 + 2450 A0 Ay Ayy)

+ 18900010304 (—AgnA11 Asz Aas + Agg A1 AZs + AfgAgsAsy — AfAls

+ Ago A3y Ass — 2A00A51 As1 Agg + Ago Az AGy + 241050 A0 Ass

— 2A10A30A31 444 + 2A10A31 Ao Az — 2A10A33 As0 A + 2A30A31 AgoAa
+ A A Ay — 2A11 AggAgoAgz + Ay Az ALy — A5 A%, — A3 AL)
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+ 31500020304(—AgnAsz Asg Ass + AggAsa Ay + AggAjyAss — AZg Al

— 2A00 A5 A Ass + A Ass A%y + A3 AssAss — 2A20As0 Ao Asa

+ 2420 A30A 12 Aus + 2420 A2 AsoAus — 2A20 Az Ao Asz + Ana Az A,

— A5y A%, + 2430 A3 Ano Aus — AS A%y + Asp AGgAsy — 2A20A30 Ao Ass)
+ 94501090304(—A11Ass Agg Ags + A1 Ags Alg + 2A31 A2 Agi Ass

+ A1 AS Ay — 2A1 A App Az + A Az A%y + A3 Ass Agg — A5 A%,

— 2491 A31 A3 Aus + 2A01 A1 Aup Auz + 2491 Az Ag1 Ayz — 2A01 Az Ay Ao
+ AggAd Ay — 2A0 Az Aqy Agz + Agp Az AY — A3 A3, — A3, AL)

+ 15000102(AgnA11 Azs — Ago A3y — A11 A3y — AlgAss + 2A10 A% As )

+ 21000103(AgA11 Ass — Ago A3 — ATy Ass + 2410450451 — A A3
+ 27000104 (A A1 Ags — AgAG — Al A + 2A10A0An — A Aj
+ 35000203(Ago A2z Ass — A00A32 A30A33 + 2A50A30A32 — A22A
+ 45000204 (Ao Ag2Aas — A00A42 A§0A44 + 2A90A40A42 — A22A
+ 63000304(AgnAssAss — AgoAls — A3 Au + 2A30As0Ass — Az Aj
+ 105010903(A11 Agp Agg — A1 A3y — A3 Ass + 2451 Ag1 Ay — Agp A7)
+ 135010204(A11 A Agy — A AZy — A3 Auy + 2451 ApAgp — ApAY)
+ 189010304 (A1 Ag3Asy — A11 Afy — A Ags + 2A51 A Ays — AgzAZ))
+ 315020304 (Ag2 Ag3Ass — Agp Aly — A5 Aus + 2A50 Ass Ays — Az Al,)
+ 30001 (— A A1 + Afy) + 50002(—Ag Azz + A3y) + 00 Ago

30)
10)
0)
0)
0)

+ Togos(— A Asz + A3y) + 90004 (—AgoAus + AZp) + 301 A1

+ 150109(— A1 Agy + A2) + 210,05(— A1 Ass + A%l) + 50999

+ 270104(— A1 Ags + A3) + 350903(— Agy Az + AZy) + To3 Ass

+ 450904 (—Ap Ags + AJy) + 630304(— Asz Aus + AL;) + 90uAs — 1. (6.4)

O polinémio de quinto grau, dado na equagao ([6.5) abaixo, representa a
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equagao caracteristica do método By,

S\° s\ 4
[y(B,,s) =—945 (0 + ;) +945(0g + 01 + 09 + 03 + 04) (0 + ;)

1050 s\3
— 945 [(UO + 01+ 09+ 03)04 + (01 + 09 + 03)00 + %Bi] <0 + ;)

5\3 S\ 2
— 945 [(0'1 + 0'3)0'2 + 0'10'3)] (O' + ;) + 945 [(0’1 + 0o + 0'3)0'0] 04 (0’ + ;)

735 2
+ 945 {[(0'1 + 0'3)0'2 + 0'10'3] o4 + {%BZ + (0'1 + 0'3)0'20'10'3:| 0'0}<0' -+ %)

2
+ [(4830) + 55505 + 56705) B2 + 945010505 + 810B204] (o + > )
(%

495 S
— 94504 { {%Bi + (01 + 03)09 + 0103} oo+ 010203} <U + 5)

— (24301 + 31505 + 56703) Baoy + (48307 + 24005 + 25203) Booy| <0 + f)
(%

16 21
_ {94500010203 + 22532 (BZ + —o0109 + —0203)1 (O’ + %)

15 16
+ {[(24301 + 25203) B: + 945010203]00 + 818, + 315820203 } 04
+ 64Btog + 240B2040109 + 80B 0, (6.5)

que retorna até cinco possiveis singularidades para cada valor de n, algumas delas

representadas na Tabela [5.4) como podemos ver anteriormente.
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