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Resumo. Neste trabalho apresentamos elementos basicos para o estudo de
operadores positivos no contexto de informacao e computacao quantica, nos con-
centrando em operadores completamente positivos que preservam traco, também
ditos canais quanticos. Estudamos semigrupos a um parametro, descrevendo a
forma precisa que os geradores associados devem assumir revisando a construgao
basica de Gorini, Kossakowski, Sudarshan e Lindblad. A seguir, as nogoes de divi-
sibilidade e divisibilidade infinitesimal sao estudadas, seguindo M. Wolf e J. Cirac.
Critérios basicos sao estudados, bem como uma analise mais detalhada do caso de
canais de 1 qubit.

Palavras-chave: informacao quantica; canais quanticos; operadores positivos;
gerador de Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad; divisibilidade.

Abstract. In this work we present basic elements for the study of positive
operators in the context of quantum information and computation, focusing on
trace-preserving completely positive operators, the so-called quantum channels.
We study 1-parameter semigroups, describing the precise form that the associated
generators must have by revising the basic construction due to Gorini, Kossa-
kowski, Sudarshan and Lindblad. Then, the notions of divisibility and infinite-
simal divisibility are studied, following M. Wolf and J. Cirac. Basic criteria are
studied, as well as a more detailed analysis of the case of 1-qubit channels.

Keywords: quantum information; quantum channels; positive operators; Gorini-
Kossakowski-Sudarshan-Lindblad generator; divisibility.
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Introducao

Denote por M, (C) as matrizes complexas de ordem n. Neste trabalho iremos
estudar os operadores que podem ser escritos na forma

T: My(C) = M,(C), T(X)=)Y VXV,

em que as matrizes V; € M, (C) satisfazem a condigao de preservacao de trago
ST
i

Tais operadores sao ditos canais quanticos, e sao objetos centrais no estudo
de computagao e informacao quantica [I, 2, 8, 11, 12, 13| 15]. O estudo de ca-
nais quanticos parte das solucoes de equagoes diferenciais associadas a evolugoes
quanticas dissipativas (ou seja, em que o sistema nao se encontra isolado do ambi-
ente externo). Aqui estamos no ambito dos sistemas quanticos abertos [3]. Este
contexto contrasta com aquele em que o sistema quantico estd isolado do ambi-
ente e a evolugao do sistema ocorre de maneira unitaria, com tal operador surgindo
a partir da equagao de Schrodinger associada. Esse seria o ambito da dinamica
quantica fechada [I1].

Para o leitor conhecedor de nocoes basicas de fisica quantica, a ideia de que
dinamicas quanticas sao descritas por operadores unitarios é familiar. Por outro
lado, talvez a nocao de canal quantico possa lhe parecer menos transparente. A
relacao entre unitariedade e operadores positivos pode ser entendida em termos
de interagoes entre o sistema principal de interesse e o ambiente externo: suponha
que temos um sistema dado por uma particula, cujo estado é p, e a mesma ¢é
colocada em uma caixa (o ambiente). Vamos assumir que o sistema particula-
caixa é representado por um produto p ® pen,. Apds uma certa evolugao unitaria
U, a particula nao interage mais com a caixa, e isto pode ser representado pelo
trago parcial sobre o sistema total, de modo a se poder extrair o estado da particula
resultante [11]:

E(p) = trens(U(p @ po)U™) = Z EypEy,
k
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onde Ej, = (ex|Uey) é um operador no espago de estados do sistema principal.
Esta tultima expressao em soma de operadores ¢ justamente um canal quantico.
[lustramos assim a aparicao destes objetos no contexto de ruidos quanticos, e esta
discussao motiva o estudo matematico que sera apresentado neste trabalho.

Neste trabalho iremos nos focar em dois temas principais:

1. Operadores completamente positivos e semigrupos a 1 parametro.

2. Divisibilidade de canais quanticos.

O primeiro tema sera abordado de tal maneira que este trabalho possa ser visto
como uma introducao ao estudo de canais quanticos. Ressaltamos que mecanica
quantica nao consiste de um pré-requisito para o leitor. Iremos nos concentrar na
parte matematica referente a operadores positivos [2] [5], transicionando gradual-
mente para a questao de explicar a forma geral de um semigrupo completamente
positivo. Quanto a este ultimo tema, este certamente tem sua motivacao em
principios da fisica, e faremos os comentarios apropriados quando necessario. A
forma do gerador de um semigrupo completamente positivo foi estudada de ma-
neira independente, e simultanea, por Gorini, Kossakowski, Sudarshan [7], e por
Lindblad [10].

Quando ao segundo tema, revisaremos o trabalho de M. Wolf e J. Cirac [16],
onde propriedades mais finas de operadores positivos serao examinadas, de modo
a esclarecer a questao: dado um canal quantico, quando este pode ser escrito
como o produto de outros dois canais? Isto sera feito a partir de uma anélise de
determinantes, a partir do qual desenvolvimentos mais técnicos serao obtidos. Des-
creveremos parte destes resultados, bem como ilustraremos a teoria com exemplos
de canais agindo em 1 qubit.



Capitulo 1

Operadores positivos: construcoes
basicas, canais quanticos e
semigrupos

1.1 Preliminares

1.1.1 Operadores positivos e completamente positivos

Iniciamos com resultados bésicos, seguindo Bhatia [2].

Seja H um espago de Hilbert de dimensao finita e seja A € L(H) (o conjunto
dos operadores em H). De maneira geral, identificamos esses operadores com as
suas respectivas matrizes em M,, = M, (C) quando existe uma base natural e ndo
ha risco de ambiguidade.

Para A € M,(C), denote por A* a matriz transposta conjugada. Usaremos
a notagao de brackets |¢)) para denotar um vetor coluna em C" e definimos
(] == (J¥))*, o transposto conjugado de |¢) [II]. Ainda, {|i)}i=1. . denota a
base canonica: |i) é o vetor cuja i-ésima entrada é igual a 1, e as demais sao nulas.

Se A é autoadjunto, ou seja, A* = A, o nimero (x, Axr) pertence a reta real.
Dizemos que um operador autoadjunto A (ou a matriz correspondente) é positivo
semidefinido, ou simplesmente positivo, denotado A > 0 se (x, Ax) > 0 para
todo x € H. Dizemos também que A é estritamente positivo se podemos
garantir que (z, Ar) > 0 para todo z. Escreveremos, para matrizes A e B, que
A > B sempre que A — B > 0. Em dimensao finita, sao equivalentes:

e A é positivo <= A é autoadjunto e todos os seus autovalores sao nao-
negativos.



e A é positivo <= existem vetores x1,...,z, € H tais que os elementos da
matriz associada a A sdo dados por A;; = (x;, x; ).

e A ¢ positivo <= A = B*B para alguma matriz B.

e A é positivo <= A = B? para alguma matriz positiva B. Neste caso, essa
matriz B é tnica; escrevemos B = A'/? e chamamo-na de raiz quadrada de
A. A é estritamente positivo se, e somente se, A2 é estritamente positivo.

Dizemos que A é contrativo, ou uma contragao, se ||A|| < 1, onde

[A]l == sup [[Az]].

fl=f|=1

Com respeito a resultados que provaremos posteriormente, lembramos as se-
guintes decomposigoes de matrizes:

e Toda matriz T tem uma decomposicao cartesiana

T=A+iB
onde A, B sao hermitianas.
T+1T" -7 _— . P
Basta fazer A = 5 B = T A decomposicao cartesiana ¢é tnica.
1
e Toda matriz hermitiana A possui uma decomposicao em parte positiva e
negativa
A=AT - A~
onde AT > O.
1
e Se A é uma contracdao, podemos escrever A = §(U + V) onde U,V séao

unitarias, ou seja, UU* = VV* = I. De fato, se A é uma contracao, os seus
valores singulares s; sao menores ou iguais a 1, logo existem nimeros 6}, tais

1 . 4
que s = 5((2"9’c + e~ ). Assim, se A = PU é a decomposicao polar de A (P
1 1
positivo, U unitario) podemos escrever A = 5(‘/ + W)U = §(VU +WU).

Agora, consideremos & € L(M;), um operador no espago de matrizes. O
operador ® ¢ dito positivo se ®(A) > 0 para todo A > 0. ¢ é dito unital se
®(1) = 1, a identidade de L(M,). Dizemos que ¢ é estritamente positivo se
®(A) > 0 para todo A > 0. Um operador positivo & é também estritamente
positivo se, e somente se, (1) > 0.

A transposicao A — AT é um exemplo de operador positivo e unital.

Se X € My, ®(A) = XAX"* define um operador positivo. Além disso, ¢ é
unital se, e somente se, X é unitaria.



Lema 1.1. Todo operador positivo ® preserva adjuncao, ou seja, ®(T*) = O(T)*.

Prova. Mostremos que A hermitiana = ®(A) hermitiana. De fato, ®(A) =
O(AT) — ®(A7) é a diferenga entre duas matrizes positivas, portanto é hermiti-
ana. Agora, uma matriz T pode ser decomposta em parte real A e imaginéria B,
portanto:

O(T)" = (B(A) +i®(B))* = (A) — i®(B) = ®(A — iB) = &(T*).
O

Teorema 1.2. (Desigualdade de Kadison) Seja ® positiva e unital (portanto es-
tritamente positiva). Para toda matriz hermitiana A, temos

O(A)? < (A7)

Prova. Pelo teorema espectral, A =) \,;P; onde \; sdo os autovalores de A,
e P; sao projegoes, com Y. P; = I. Entao A? = > \*P;,

O(A) =) NO(P), ®(A%) =) No(P), Y ®F) =1,

o) %] 5 Aoy

J

Essa soma é positiva porque cada um dos termos é positivo. Por [[2], Teo. 1.3.3],
P(A?) > B(A?). O

Teorema 1.3. (Choi) Seja ® positiva e unital. Para toda matriz normal A,
O(A)P(A") < D(A™A), P(A")P(A) < P(A™A).
Prova. A prova é semelhante a do teorema anterior. Temos
A= NP AT =3 NP, A=) AP,

[@éz‘f{fi) @<]A>1 :Z{l%2 ﬂmu@-).

Teorema 1.4. (Russo-Dye) Se ® ¢é positivo e unital, entio ||| = 1.



Prova. Mostremos primeiramente que ||®(U)|| < 1 quando U é unitario. Nesse
caso, os autovalores \; de U tém norma unitaria. Da decomposicao espectral

U =3 \;Pj temos:
LMIU)* CD(JU)} =2 [A% ﬂ ® ®(F;) 2 0.

Por [[2], Prop. 1.3.1], ||®(U)| < 1. Agora, se A é uma contragdo qualquer,

podemos escrevée-la como A = §(U + V') onde U,V sao unitdrios. Entao

[2(A)]| = %||<I>(U+V)I| < sUeW) + le(V)]) < 1.

| —

Portanto ||®] < 1. Como & ¢ unital, ||| = 1. O

Cada operador ® € L(M,) induz um operador ®,, € L(M,,(M,)) dado por
P,,(A);; = ®(A;;) para todo i < 4,5 < m (note que A;; sdo matrizes em My).
Identificando M,, (M) com M,,4, podemos também escrever ®,, = & ® 1,,. Dize-
mos que ¢ é completamente positivo se ®,,, é positivo para todo m.

A transposicio ®(A) = AT é um exemplo de operador positivo que nao é
completamente positivo, pois nesse caso ®, nao é positivo. De fato, considere a
matriz A € My(M,) com entradas E;; = |i)(j|. Entao A é positiva, mas (®(A);;) =
(E;) ndo é uma matriz positiva.

Se Vi, ..., Vi € My, o operador dado por ®(A) = 2;:1 V;* AV} é completamente
positivo. O seguinte teorema, devido a Kraus, mostra que todos os operadores
completamente positivos sao dessa forma. A demonstragao segue [2].

Teorema 1.5. (Kraus) Seja ® : M, — My uma aplicagdo linear completamente
positiva. Ezistem V; € My, 1 < j < nk, tais que

nk
O(A) =) VSAV;.
j=1

Prova. Seja E,; = |r)(s| € M, a matriz cuja entrada rs é igual a um e as
demais sao nulas. Como FE,, geram M,,, é suficiente encontrar matrizes V; tais que

valha ®(E,,) = Y"* VFE,.V;.

Podemos identificar os vetores v € C™ com matrizes V. € M, ;. Assim,
V*E,sV = x,2%, onde x, é o r-ésimo vetor-linha de V. Se pensarmos em vv* como
um elemento de M, (My), teremos vv* = [z,2%] = [V*E,V].



Agora, a matriz [FE,| = [e,ef] é um elemento positivo de M, (M,), logo [®(E, )]
¢ um elemento positivo de M, (My) = M,;. Pelo teorema espectral, existem
v; € C" tais que

nk nk
[(E,s)] = ZUJ' ; = Z[V;ETS‘/]}
j=1 j=1
o que conclui a prova. ]

Essa representacao do operador ® é chamada representacao de Kraus de ¢
e os operadores V; sao chamados operadores de Kraus. O menor nimero de
operadores de Kraus V; necessarios para escrever ®(A4) = > ; V;AV; é chamado
posto de Kraus de .

O seguinte importante teorema pode ser encontrado em [5]:

Teorema 1.6. (Choi) ® € L(My) é completamente positivo se, e somente se,
® ® 14 € positivo.

Os seguintes resultados, que podem ser encontrados em [15], dizem respeito a
um isomorfismo entre canais e estados, o qual serd muito usado para deduzir as
propriedades dos canais a partir da teoria que ja foi desenvolvida sobre estados
quanticos.

Teorema 1.7. T € L(M,) é completamente positivo se, e somente se, (T ®
d ..
La)(Jw)(w]) = 0, onde w = 2= 377, 17j)-

No contexto de mecéanica quantica, o estado 7 = (T ® 14)(|w)(w|) é chamado
estado de Jamiolkowski do canal T. A correspondéncia entre o canal T e o
estado T é biunivoca e Tr[AT(B)] = dTr[t A ® BT].

O teorema nos diz que 7' é completamente positivo se, e somente se, 7 > 0.
Além disso [15]:

o T =7"<= T(B*) =T(B)" para todo B € M,.
e O posto de 7 é igual ao posto de Kraus de T
e I'(1) =1 < Trg[r] =1/d.

e Try[r] = T*(1)"/d, por conseguinte T*(1) = 1 <= Tru[r] = 1/d.



1.1.2 Canais quanticos

Nesta secao consideramos o espaco M, das matrizes munido com o produto in-
terno de Hilbert-Schmidt (A, B) := Tr(A*B) e a norma induzida pelo mesmo,
[|All2 :== v/(A, A). Na mecanica quantica, o estado de um sistema fisico é descrito
por um operador linear nao-negativo de tragco um, chamado operador densi-
dade. Por isso, estaremos interessados em operadores lineares T' : My — My
que poderao descrever a evolucao de sistemas fisicos com observaveis discretos.
Estes operadores T' devem ser completamente positivos, isto é, T'® 1 deve ser
um operador positivo em My ® My, onde 1y é a identidade em L(My). Para
que T seja completamente positivo, é suficiente que T'® M, seja positivo. [5]
Os operadores com essas propriedades e que além disso preservam trago (ou seja,
Tr(T(A)) = Tr(A)) s@o chamados de canais quanticos, e sao justamente aqueles
que podem ser escritos na forma descrita pelo Teorema 1.5.

Como L(My) é isomorfo a My, os elementos deste espago de Hilbert M,
também podem ser representados por matrizes T' com componentes

~

Top = T[T (Fp)],

onde {F,}a=1,. 42 ¢ uma base ortonormal de My. Trés bases convenientes para
este trabalho sdo a) a base canonica {|i)(j|}ij=1..4, b) as matrizes de Gell-Mann
(matrizes diagonais ou matrizes de Pauli generalizadas para o M,,) e c¢) a seguinte
base de operadores unitarios normalizados:

QL

-1
Unvass Usian = Y €772/ 1) (r].

r

1

Vd

F, =

Il
o

Podemos associar a cada matriz A € My um vetor vec(A) € Mg obtido da
concatenacao dos vetores-linha de A. Nesse caso, a matriz T de T na base canonica
¢ também a representagdo de T segundo a identificaggo A = vec(A). Ou seja,

~

T (vec(A)) = vec(T(A)).

A norma mais natural para o estudo de operadores em L(M,) é dada por:

|1T]]:= sup [|T(A)ll2 = ||T]l
14]l2=1

Por conveniéncia, utilizaremos a seguinte notacgao:
e P C L(M,) é o conjunto dos operadores positivos;
e P C L(M,y) é o conjunto dos operadores completamente positivos;

e T C L(M,) é o conjunto dos operadores positivos e que preservam trago;

9



e Tt C L(My) é o conjunto dos operadores completamente positivos e que
preservam trago (também chamados simplesmente de canais quanticos).

No caso T' € T temos Y KK, = I. Estes operadores nao sao determinados
unicamente, porém se {Lgz} s@o outros operadores de Kraus que dao origem ao
mesmo canal T, existe uma matriz unitaria U = (u,p) tal que K, = Zﬁ uagLg

I3].

Pelo isomorfismo de Choi—Jamiotkowski, cada canal quantico T' esté associado
a um estado (operador de densidade) 7 em M, ® M, dado por 7 = (T’ ® 1,4)(w),

W = %12?,3‘:1 |4) (j7]-
Denotaremos por T* o dual de T' definido por Tr[T*(A)B] = Tr[AT(B)]. A

representacao matricial de T* é dada pela adjunta T*. O operador T preserva
trago se, e somente se, 7" é unital, ou seja, 7%(1) = 1.

1.1.3 Semigrupos continuos e forma de Lindblad

Nesta secao seguiremos [7] no estudo de semigrupos continuos completamente po-
sitivos. Esses semigrupos descrevem a evolugao markoviana de sistemas quanticos
a tempo continuo. Veremos que os geradores desses semigrupos tém uma forma
especial.

Um semigrupo A em M, é uma familia de operadores lineares limitados A,
t > 0, agindo em M, tais que

AtAs = At+57 Vs,t c R+ e AO =1.

Se t — A; é continua com respeito a norma de operador de M, entao A
é dito uniformemente continuo (ou simplesmente continuo). Esta classe de
semigrupos ¢é caracterizada pelo seguinte resultado:

Teorema 1.8. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um semigrupo A em
M, :

1. A € uniformemente continuo.

2. Ezxiste um operador limitado L : M,, — M, tal que

A, = £, para todo t € RY.

Se tais condigoes sdao satisfeitas, entdao

t—oo t

10



O operador L é dito gerador de A.

Definicao 1.9. Um semigrupo dinamico € um semigrupo continuo A :t — Ay,
t € R*, de operadores lineares Ay : M,, — M, positivos e que preservam trago.

Definicao 1.10. A* : M,, — M,, € definido por
Tr[(Ao)A] = Tr[o(A;A)], o, A € M,.

Dizemos que A é completamente positivo se o operador A, t € Rt é com-
pletamente positivo. Semigrupos dinamicos que descrevem a evolugdo de sistemas
fisicos devem ser completamente positivos [11].

Nosso objetivo nesta secao ¢ mostrar:

Teorema 1.11. [7, [10) Um operador linear L : M, — M, é o gerador de um
semigrupo dinamico completamente positivo de M, se, e somente se, ele pode ser
expresso na forma:

N2-1
Lp=—ilH.p+ 5 Y ci (F: pF] + [Fip, )

ij=1

onde H = H*, Tr(H) =0, Tr(F;) = 0 e Te(F}F}) = 6.

Equivalentemente:
NZ-1 1
Lp=—i[H pl+ > ¢ (Eij* - é{Fj*Fi,p}) :
ij=1

Esta forma especifica para L associada a um semigrupo completamente positivo
¢ dita forma de Lindblad.

Lema 1.12. t — A; € um semigrupo dinamico completamente positivo de M, se,
e somente se, t = Ay ® 1y € um semigrupo dinamico de M, & M,.

Lema 1.13. Seja I' um operador linear My — My e seja {F,}az1.. N2 um con-
Junto ortonormal completo (c.0.s) em My. Entao T' pode ser unicamente escrito

na forma
N2

TA= )" capFoAF},

a,B=1

para certos nimeros complexos cop. Além disso, se 'A* = (I'A)*, entdo cap = Cpa.

11



N2
Prova. A expressao Z F,AF, nao depende de escolha de c.o.s. Escolhendo

a=1
o c.0.s {E;;} obtemos:

N N N N N
Z EjAE; = Z E;AE;; = Z AjiEi = ZAn‘ Z E;; = Tr(A)L.
i=1 j=1

3,j=1 1,j=1 4,j=1

Agora, seja {Go} um c.o.s qualquer em M,. Entao L£(M,) é um espago de
produto interno com

([, ®) =Y Tr[(TGa)* (®Ga)].

Seja L'ap := FLAF}, entdo {I'ap} é um c.o.s em L(M,), pois:

N? N?
(Cag: D) = D Tr[(TapGr)* (DwGr)] = Y T((FaGaAF;)* (F.GAE)]
A=1 A=1
N2
= Tr | Fy (Z GjF;FMGA> Ff| = Te(FXF)Te(FFFs) = 60u0p0
A=1
A dltima afirmacao do lema segue facilmente. O

.....

L um operador linear M,, — M, tal que (LA)* = LA* ¢ Tr(LA) =0 (VA € M,).
Entdo L pode ser unicamente escrito na forma:

N2-1

LA = ~i[H A+ 5 > e ([Fi AF}] + [FA, FY))

ij=1
onde H=H*, Tr(H) =0 e ¢;; = ¢j;.

Prova. Do lema anterior, temos:

N2-1 NZ-1
1 1
N2-1
= —i[H, A+ {G, A} + ) c;; F;AF;,
ij=1

12



onde H = (1/22)(F* — F)e G = (1/2N)cnen2l + (1/2)(F* 4+ F) com F =
(1/N)Y2 52Nt ey Fy. Ainda,

N2-1
0=Tr(LA) = <2G + 3 e, FiF, > A
,j=1
implica que G = —1 ZZ =1 Cw FF;, o que conclui a demonstragao. O

Lema 1.15. Seja {F,}a—1.. N2 um c.o.s em M,, entdo

)

N
{15“|Pa =Y PS®Ey; PS=F.E,;F}; a= 1,...,N2}

ij=1
¢ uma familia completa de projecoes auto-adjuntas ortogonais em M, & M,.

Prova. Um operador P = Z” 1 B ® EZJ ¢ uma projecao auto-adjunta se
PP e lel P, P = P;;. Dois operadores P Q dessa forma sao ortogonais se

SV, Pu@y; = 0. De fato, temos Py = (FuEyF})* = FuE;Fy = Pj

Jji>

N N N
> PyP) =) F.E F.FsE,F; = F, (Z EHF;FﬁEU> F}
=1 =1 =1

= FL B F3Te(FEFs) = 0ap P
0

O ultimo elemento necessério que precisamos é o seguinte resultado, devido a
A. Kossakowski.

Teorema 1.16. ([9]) Um operador L : M, — M, ¢é o gerador de um semigrupo
dindmico positivo se, e somente se, valem as condi¢oes: Tr[P,(LPs)] > 0, r #
s=1,...,Ne Zfil Tr[P.(LPs)] =0, s=1,...,N para toda familia completa de
projecoes auto-adjuntas unidimensionais ortogonais { Py, ..., Py} em M,.

Agora podemos provar o resultado principal.

Prova do Teorema 1.11. Suponha que A; é o semigrupo gerado pelo operador
L dado na forma de Lindblad. O gerador do semigrupot — Ay @ Iy é L ® 1y.
Pelo Lema [1.12] é suficiente mostrar que L ® 1y satisfaz as condi¢oes do teorema
2.1. Como Tr(Lp) = 0 para qualquer p € M, precisamos apenas verificar que

Te{P'[(L ® 15)P?} >0

13



para todos os pares Pl, P? de projecoes auto-adjuntas ortogonais em M,, ® M,.
De fato:

Te{P'[(L® 1y)P?|} = Z Tr[PL(LP2)]

2,7=1
N2-1
:—zZTrJ_DlHP2 ZcquTrplFPﬁF;)
i,7=1 p,q=1 i,7=1

1
—§Tr(P1F*F P’ + P PAF F,)]

1yt jit q
N2-1
=) e Z Tr(PLF,PAF))
p,q=1 i,7=1
N2-1

=D Z Te(Py Py By PP L)

p,q=1 4,4,k =1

N2-1 N *
= Z > cpTr (Z PLF, P2> (Z P,;Fun> >0,
k,l=1p,q=1 1=1

onde a ultima desigualdade é devido a termos {c,,} > 0.

Agora, suponha que L : M, — M, é gerador de um semigrupo dinamico
completamente positivo em M,,. Temos Tr(LA) = 0 e (LA)* = LA* para todo
A € M,. Pelo Lema [1.14] L pode ser escrito na forma de Lindblad com H = H*,

Tr(H) = 0 e ¢;; = ¢j;. Como a matriz {¢;;} é auto-adjunta, existe um conjunto
ortonormal de matrizes de trago nulo {Gy,...,Gn2_1} tal que

Lp= - ZA G, pGy] + [Gop, G-

A - 1
Defina P? = 37 (G,E;Gy) @ By (9=1,...,N*—1)e P = ~ S By ®
E;;. Pelo Teorema [1.16]
N2-1 N

0 < NTHP(L@IN)P} = Y N Y Tr(GE,GiGEuG))

p=1 1,j=1

N2-1

Z A TH(GEG)TH(GGr) = A,
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Observagao Sejam {F,} (o = 1,...,d*) um c.o.s de matrizes em M,. Vimos
que os operadores da forma A — F, AFj; formam um c.o.s em L£(Mg). Seja T'(A) =

> casFuAF}, entio Tr[AT(B)] = Tr (A > caﬁFaBFg) =Tr (Z cagFEAFaB> ,

a,f a,B a,B

portanto T*(A) = Z capl3 AF,. Note que isso nao é o mesmo que T'(A)*, que é
a?ﬁ

igual a T'(A*) se (cap) € hermitiana. Daf a forma de Lindblad

d2—1

Lp=—i[H,pl+ ) c; (Eij — 51f Fi’P})

3,j=1

pode ser equivalentemente escrita como

Lp= —~ilH, o] + 6(p) — 5 {¢" (1), p}

onde ¢ é completamente positiva.

O seguinte resultado, apresentado em [I6], é de interesse independente e é
importante para a discussao do préximo capitulo.

Lema 1.17. (Aprozimagdo markoviana) Para todo canal T in T+ (operador com-
pletamente positivo que preserva trago) temos que =0t >0 ¢ um semigrupo
completamente positivo. Além disso, se Uy € a conjugacao unitdria tal que o su-
premo supy, Tr[TU| € atingido em U = Uy, entio (TUy — I) € gerador de um
semigrupo puramente dissipativo (ou seja, para o qual a parte hermitiana € nula).

Prova. Para mostrar que T é gerador de um semigrupo completamente posi-
tivo, vamos colocé-lo na forma de Lindblad. Seja ¢(p) := > AqpA’ com opera-
dores de Kraus A, = K, — z,1, onde {K,} sdo os operadores de Kraus de T e
(24) é um vetor unitério qualquer. Entao:

T(p) = Y (Aa + zal)p(An + zo1)"

«

= Z Agp AL+ ToAup + 2opAL + |14)%p

= ¢(p) + kp + p™ + p,

onde k := Y, ToAs. Ouseja, (T —1I)(p) = ¢(p) + kp + pr*

A condigao T*(1) = 1 (T preserva trago) implica ¢*(1) 4+ x+ £* = 0. Portanto,
a parte hermitiana de k é —¢*(1)/2. Podemos escrever kK = —¢*(1)/2—iH com H
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hermitiana, o que deixa T'— [ na forma de Lindblad e prova a primeira afirmacao
do lema.

Note que o operador k na expressao (T — I)(p) = ¢(p) + kp + pk* nao é tnico.
Para qualquer vetor (a,), temos também:

(T —1I)(p) = Z(Aa — aa1)p(Aq — aa1)" + Kap + pry,

[0}

onde Ko 1= K + Y, Gada — aa]?1/2 = Y (Ta + @a) (Ko — 201) — |aa|*1/2. Os
operadores de Kraus de ¢, tém traco zero se, e somente se, x, + a, = Tr(K,)/d.
Escolha entdo este vetor (a,) especial. Neste caso, temos que, se Y, Tr(K,) K, >
0, entdao Im(k,) = >, Im((To + @a) Ko — Gazal) é um certo multiplo de 1.
Mostremos que isso acontece quando temos T'Uy no lugar de T'. Isto concluira a
demonstracao, lembrando que H = Im(k,,).

d
1
Vamos considerar a matriz de densidade 7 = (T' ® I) (3 Z |ZZ><]]|> em
ij=1

My ® M,y
d
e os estados |¢y) = Vd(V ® 1) Z |it) em H ® H. Temos:

i=1

Te(TU,) = sup Z Tr(K,V)Tr(K,V) < fz/u‘E

= 311‘9 (v |T|ov)| < sgp ‘\/FMV | = Tr(TUyp).

ZHKWMMV)

implica

A igualdade supZTr (K,V)Tr(K,V) = sup
A%

que este supremo é atlngldo justamente quando V = V. Resta apenas mostrar
que

ZﬂmemV)

S TR V) (K, V)

pode ser feito nao-negativo. De fato,

D Tr(FV)Te(K,V) = Tr (Z(W) ® Ko (I® v>> .

a
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Capitulo 2
Divisibilidade

Neste capitulo discutiremos a nocao de divisibilidade para canais quanticos, se-
guindo [I6]. Os preliminares técnicos a seguir, referentes a determinantes, forne-
cem as construcoes basicas.

2.1 Determinantes de canais quanticos

A mais importante propriedade do determinante de operadores é a sua compati-
bilidade com a multiplicagao, ou seja, det(TU) = det(T") det(U) para quaisquer
operadores T, U. Portanto, o estudo de determinantes é fundamental para a inves-
tigacao da divisibilidade de canais quanticos, como evidencia o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Seja T : My — My um operador em X.

1. det(T') € real e contido em [—1,1].

2. |det(T)| = 1 se, e somente se, T € uma conjuga¢ao unitdria ou unitaria-
mente equivalente a transposicao.

3. SeT € uma conjugagdio unitdria, det(T) = 1; e se det(T') = —1, T € unita-
riamente equivalente a transposicao. Vale a bi-implicacao se, e somente se,
|d/2] € impar.

Prova. Seja T uma transformacao linear positiva e que preserva trago (escreve-
remos p.p.t) em M. Lembremos que T(A*) = T'(A)* [2]. Logo, os autovalores de
T aparecem aos pares conjugados e det(T) é real. E possivel mostrar que IT| < Vd
para todo T p.p.t em £(M,) [12] portanto o raio espectral lim,, o, [T™|"/™ < 1 e
det(T') € [-1,1].

Se |det(T")| = 1, todos os autovalores sao fases. Existe uma sequéncia n; tal
que T, = lim;_,o, T™ existe e todos os seus autovalores sdo iguais a 1 (teorema de
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aproximacao de Dirichlet). Veremos que isso implica T,, = 1. De fato, suponha
que h&d um bloco de ordem 2 na diagonal da decomposi¢ao de Schur da matriz

. 1
de T, que pode ser escrito como (O ei

p—1 ike
1 Y hoe
O eZp(E
n; — 00, portanto a norma de (7™)? poderia ser feita arbitrariamente grande a
nao ser que ¢ — 0, ou seja, T, = 1.

(a menos de uma fase). Entdo, na

decomposicao de (T")P temos o bloco ( “). Vimos que € — 0 quando

A inversa T7! = T, T~ = lim; oo T~ ! é também p.p.t. Isto implica que T'
leva estados puros (i.e., as projegoes de dimensao 1) em estados puros. De fato,
suponha que ¥ é um estado puro e T'(¥) = Ap;+(1—\)py. Aplicando T~ dos dois
lados, teriamos uma decomposicao convexa de ¥, o que implica p; = po. Logo,
T(¥) é puro.

Além disso, T é unital. Suponha por absurdo que T'(1) # 1. Entdo o menor

autovalor de T'(1) satisfaz Ay < 1. Se chamarmos de |A) é o autovetor corres-

)\min + 1

pondente, temos que 1 — T=Y(IN\)(\|) é positivo, mas sua imagem por T

nao é positiva, o que é absurdo.

Todo mapa p.p.t. unital é contrativo (Russo-Dye, [2]). Mas como isso é verdade
tanto para T como para T~ !, segue que ||T(A)|| = ||4]|, ou seja, T preserva o
produto interno [A4, B] = Tr(B*A). Pelo Teorema de Wigner [15], T é compativel
com um operador no espaco de Hilbert que é unitario ou antiunitario. Se T' é uma
conjugacio unitaria T(A) = UAU*, det(T) = det(U®U) = 1. Se T é anti-unitaria,
ela é unitariamente equivalente a transposicao T(A) = AT. Pode-se calcular o
determinante usando a base de Gell-Mann de M,, que consiste em d(d + 1)/2
matrizes simétricas e d(d — 1)/2 antissimétricas. Portanto, o determinante da
transposigao é —1 se, e somente se, d(d —1)/2 é impar, ou equivalentemente |d/2]
é fmpar.

g

Corolario 2.2. 1. T,T7! € T se, e somente se, T € uma conjugacio unitdria
ou unitariamente equivalente a transposicao.

2. O determinante de T' € ¥ é decrescente sob composicdo, ou seja, |det(T)| >
| det(T'T")| para todo T" € T, e vale a igualdade se, e somente se, T' € uma
conjugag¢ao unitdria, unitariamente equivalente a transposi¢ao, ou det(T) =

0.

Teorema 2.3. Todo operador em My completamente positivo com posto de Kraus
2 tem determinante ndo-negativo (lembrando que detT € real sempre que T €
positivo. )
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Prova. Sejam A e B os dois operadores da decomposicao de Kraus do operador
T e suponha que det A # 0. Usando a base {E;; = |i)(j|}, T ¢ representando pela
matriz A®@ A+ B® B. Seja A = USV a decomposicdo em valores singulares da
matriz A. Entao podemos escrever

det(T) = det(A® A+ B ® B)
=det(Ua DS (VeaV)+UU)(U*eUNBeB) (Ve V) (VeV))
=det[S®S+ U @U)(B®B)(V*eVT)
= det[(52 ® SY?)(1 ® 1)(SY? © §Y/?)
+ (Sl/2 ® 51/2)(5—1/2 & 5_1/2)(U*BV* ® UTEVT)(S—1/2 ® S—l/?)(S1/2 ® Sl/Z)]
= (det S)* det(1 + B' ® B),
onde B’ = S~Y2U*BV*S~1/2. Sejam by, os autovalores de B’, entdo:
d

d
det T = (det $)* J[ (14 bxb) = (det $)** [T 11+ bebil> TL(X+ 1551 > 0.

k=1 1<k<i<d j=1

Mostramos o que queriamos no caso det A # 0. Mas os operadores A(-)A* tais que
det A # 0 formam um conjunto denso e det(T") é continuo, logo detT" > 0 para
todos os operadores com posto de Kraus 2. O

Definicao. Um canal T ¢ dito markoviano se este for da forma T' = e, com
L um gerador de Lindblad.

Teorema 2.4. Seja T = e € T+ um canal markoviano com gerador L na forma

d2-1

Lp = —i[H,p] + Z Gij (FzPFj - E{F] Fiap})

,j=1

Entao det T = e~ 9™, Se L é puramente dissipativo entéo ||L|| < —2logdet T

Prova. Para mostrar o teorema, usaremos a base de operadores unitarios
normalizados:

U

1
1 )
Unyons Unyon = e?mirez/d| o ) (rl.

Vi g
O termo ZTI <Z Ga,ﬁp;Favag) = GopTr ((Z pf/Fam) Fg) =0,
B ¥

¥ B
lembrando que Z Py Fapy = Tr(F,)1,
gl

F, =

Il
o
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Ainda, temos
1 * Tk 1 *
-3 > T (Z Ga,gpyFﬁFam) =3 > GopTr (Z vaﬁFa,oy)
v a.pB .f v

1 . d
= Z GopdTr(F3F,) = —ETr(G),

e portanto det T = T = =T (&),

A segunda afirmagao pode ser verificada usando a base {F,} em que G é

diagonal:
ZG < F,pF; — {F;*Fv,p}).

Pode-se verificar que os operadores F,(-)F, FZF,(-) tém norma menor ou igual a
1. Pela desigualdade triangular, [|L[| <23 G, = 2Tr(G). O

Exemplo (Canal com determinante negativo [16]) Seja p’= a matriz obtida
de p € M, transpondo os cantos superior direito e inferior esquerdo. (No caso
d = 2, isso é a transposta usual.) O operador 7" em M, definido por

T,
pec+ 1Trp
T(p)=—F—
(p) 11
é completamente positivo, preserva traco e tem det 7' = —(d + 1)1*‘12.

A matriz T na base de Gell-Mann ¢ diagonal, pois existe uma matriz com
autovalor —1/(d + 1); a identidade tem autovalor 1; e todas as outras matrizes da
base tém autovalor 1/(d + 1). Isto fornece det T = —(d+1)'~% e também mostra
que T preserva traco.

Para verificar que T' é completamente positivo, basta verificar a positividade
do estado de Jamiolkowski: 7= (T ®@ 1)(w) =Y. T(E;;) ® Ei; =, Ey; ()T (Ey;)"
Pode-se verificar que o operador ) E;;( - )(Eg) tem um unico autovalor negativo
—1, que é compensado exatamente por Tr( ).

2.2 Divisibilidade de canais quanticos
Definicao 2.5. Dizemos que T' € T ¢ indivisivel se, para toda decomposicao da
forma T =TTy com T; € T, um dos operadores T; é uma conjugagdo unitdria. Se

T nao € indivisivel, dizemos que T € divisivel.
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Corolério 2.6. Suponha que |d/2| € impar. Entdo a transposicdao 0(p) := pT,

p € My € indivisivel.

Prova. Suponha que § = TT, é uma decomposicao de 6. Pelo Teorema 2.1,
det(T}) = —det(Ty) = +1 e um desses mapas é uma conjugagao unitaria. O

Corolario 2.7. O canal Ty € Tt com determinante minimo, ou seja det Ty =
infres+ det T', € indivisivel. No caso d =2, Ty(p) = (pF +1)/3.

Prova. Em qualquer dimensao, existem canais com detT" < 0 (ver o exemplo
ao final da segao anterior). Como o conjunto ¥% de canais em M, é compacto
existe um canal Tj que atinge infrcs+ det T'. Considere agora uma decomposi¢ao
Ty = TiT5. Pelo que vimos, T7 ou T3 ¢é unitario. Consequentemente, Ty é tinico a
menos de conjugacao unitaria.

Consideremos o caso d = 2. Usaremos a base {1/v/2,0;/v/2} onde o; sdo as
matrizes de Pauli. Um canal 7" assume a forma

~ 10
= 5)
nessa base, onde v € R?, A € Mz e det A = detT. De fato, (1/v/2|T|1/v/2) =

Tr[T(1)]/2 = Tr(1)/2 = 1. Ainda, (1/v2|T|oi/v/2) = Tr[T(0:)]/2 = 0. Assim,

existe uma decomposicao

((1) 001> (11) 2) ((1) 002> - G) diag{AgAQ,Ag})'

Para que O1AOy = diag{\1, Ao, A\3} seja completamente positiva, é necessario
que A esteja contido no tetraedro com vértices \jA2A3 = 1, \; = +1 ([0, [§]).

11 1 4 :
—§) que é precisamente o caso de

Dai, detT" é minimizado fazendo X = (g, 3

T(p) = (p" +1)/3.
0

Teorema 2.8. Se um canal T € T+ em My tem posto de Kraus d*, T é divisivel.

Prova. Se o canal T tem posto de Kraus méaximo, o respectivo estado de
Jamiolkowski 7 = (7' ® 1)(w) tem posto maximo e det 7 # 0. Portanto, se T} ¢é
um canal invertivel suficientemente préximo da identidade, (7,7 ® 1)(w) ainda é
positivo. Ou seja, T := T, 'T € T+, de modo que T' = 71T, é uma decomposicio.
Se tomarmos T} tal que det T} # detT e det T} # 1, teremos que nem 77 nem T
sao unitarios. O
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Teorema 2.9. Para toda concatenagdo T, =T, T, €V (ou'B*), T € T com
det Ty (1) # 0 existem Ty, T € T (resp. T+) com mesmo posto de Kraus que Ty,
Ty, tais que T' = T1T5.

Prova. Como T7(1) > 0, existe P > 0 tal que 77(1) = P2. Entdao T}(X) :=
P7IT¥(X)P~" satisfaz T#(1) = 1, de modo que T} € %. Definindo T3 (X) :=
T3(PXP) obtemos TyT; = T* (ou seja, T = TyTp). E Ty(1) = TyTr(1) =
T#(1) = 1, ou seja, Tp € T. Finalmente, T3, T5 tém o mesmo posto de Kraus

que T, T, porque diferem apenas pela concatenacao com o operador invertivel
X — PXP, que tem posto de Kraus 1. U

Corolario 2.10. Sejam T, T € ¥ relacionados porT = TATTB onde Ty, Tg € ip*
sao invertiveis e tém posto de Kraus 1. Entao T € divisivel se, e somente se, T €
divisivel.

Prova. De fato, uma decomposicao T =TT, implica T = (TATl)(TQTB) que
fornece uma decomposigdo (em operadores que preservam traco). Como a con-
catenacao com T4, T preserva o posto de Kraus, essa decomposicao nao envolve
conjugagoes unitarias. U

2.2.1 Caracterizacao das evolucoes continuas

Definicao 2.11. Vamos chamar de evolugao (continua) completamente po-
sitiva uma aplicacao continua T : [0,t] x [0,t] — T tal que:

1. T(tg,tg)T(tQ,tl) == T(tg,tl) para todo 0 S tl S tg S t3 S t,
2. lime o |T (7 +€,7) — I| =0 para todo T € [0,1).

E vamos denotar por J C Tt o conjunto de todos os canais que sao elementos de
alguma evolucdao continua completamente positiva.

Definigao 2.12. Seja T C T o conjunto de todos os canais T tais que, para
todo € > 0, existe uma quantidade finita de canais T; € T tais que |T; — I| < € e
[, 7 =T. Diremos que um canal € infinitesimalmente divisivel se ele pertence
ao fecho I. Vamos denotar por I' um conjunto andlogo ao I definido acima, mas
com a condi¢ao adicional que cada T; da fatoracao seja markoviano.

Claramente, T CTJCZT O objetivo do teorema a seguir é mostrar que
T C f/, consequentemente qualquer uma das nocoes definidas até agora pode
ser chamada infinitesimalmente divisivel. Ou seja, queremos mostrar que é
possivel aproximar cada canal T; na decomposicao T' = [[I, T; (|T — I| < ¢€) com
um canal markoviano, de forma que o produto destes fique préximo de T com
e — 0.
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Teorema 2.13. (Estrutura de canais infinitesimalmente divisiveis) Com a notagao
introduzida acima, T' =17 = J.

Prova. Primeiramente, escrevemos 1" = ILT = HZﬁUz onde T; = U
tal que (T; — I) é um gerador puramente dissipativo. A ideia agora é aproximar
T; com exp(T; — I). O erro nessa aproximagao é

HTIU

onde A; = (exp[T; — I] — T;,)U; vai a zero com O(|T; — I|?). Defina C(I) :=
l n -
Hi:1 T; Hj=l+1 (T] -+ A]) Entao

-1
- H €fi_IUZ‘ Z k’ + 1

k=0

HT+A)

-1

<y

k=0

HTAk+1 IT (@ +4)

j=k+2

onde ¢ := max; |T} — I|. Agora, é suficiente mostrar que 6°n — 0 com € — 0.
Considere Ts o canal T} correspondente a distancia maxima o. Pelo Teorema 2.4,

2 ~ 2 ~
J < — logdetexp(Ts — I) < —3 log[det Ts — O(6%)] (usando a continuidade do
determinante).

Agora, suponha que § = O(n~9) para certo 0 < ¢ < 1. Nesse caso, a desigual-
dade obtida acima fornece § = O(n~ — logdet T'//n) e recursivamente obtemos
d = O(1/n), como queriamos. Portanto, basta encontrar uma cota da forma
d = O(n™?). Essa cota ¢ fornecida por [[16], Teo. 7]:

5:mwm—ﬂ=m—wb0<1—maHW)

O
O teorema acima pode ser estendido para evolugoes continuas:

Teorema 2.14. Sejam T, T € Tt relacionados por T = TaTTg, onde Ty, T €
P sdao invertiveis com posto de Kraus 1. T € infinitesimalmente divisivel se, e
somente se, T' o €.

Prova. Suponha que T = HZTNz ¢ infinitesimalmente divisivel. Podemos es-
crever T = [], RTRZ“, onde R; € B+ sao invertiveis com posto de Kraus 1,
com Ry =Ty e Rn +1 = T'p. Precisamos mostrar que os R;’s intermedidrios po-
dem ser escolhidos de tal forma que T; := RiTiR; +11 fiquem préximos da iden-
tidade com |T; — I| # ¢ — 0. O procedimento é o mesmo da demonstracio
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anterior. Seja K; = U;P; a decomposicao polar do operador de Kraus de R;, ou
seja, Ri(X) = U;XPU;. Agora T; € T impoe R 1T R; (1) =1, o que pode ser

obtido em escolhendo Py = 1/T7(P?). Como todo operador em My é decrescente
em largura do espectro [4], temos |R;| < s (F;). Dal,

T3 = 11| < IR Ry — 1] + el | Ril[[| R4 N

cujo segundo termo ja conseguimos controlar. Para estimar o primeiro termo, ob-
servemos que |T*(P?)—P?| < €| P?| < A2, (P;)V/d. Pela continuidade da raiz qua-

drada, | P — Py < \/€d'* X oz (P;). Portanto | PP —1| < \/edY* Npar (PN (Prs1)
fornecendo uma cota para o primeiro termo contanto que escolhamos U, ; = U;.
O

2.3 Canais quanticos de um qubit

A seguinte forma normal para canais de um qubit (ou seja, agindo nas matrizes
densidade de ordem 2) foi obtida em [14].

Teorema 2.15. (Forma normal de Lorentz) Para todo canal T' € T+ de um qubit
existem Ty, T € P invertiveis com posto de Kraus 1, tais que TATTg =T € T
¢ de uma das sequintes formas:

1. Diagonal: no caso em que v =10 e T € unital.

2. Singular: no caso em que A =0 e v = (0,0,1). Esse canal tem posto de
Kraus 2 e produz apenas uma saida possivel.

3. Nio-diagonal: nos casos em que A = diag(z/v/3,2/v/3,1/3), 0 <z <1 e
v =(0,0,2/3). Esses canais tém posto de Kraus 3 se x < 1 e posto de Kraus
2sex=1.

Denote por C' os canais com posto de Kraus 2 e operadores de Kraus da forma
Ay = [0)al, Az = |0){b] + z[1)(1],

para certos vetores |a) e |b). Para estes operadores, a condigdo de preservagao de
traco fica
|a){al + [b)(b] = T — 2*[1)(1].

O lema a seguir afirma que todo canal com posto de Kraus 2 pode ser colocado
nessa forma.

Queremos mostrar:
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Teorema 2.16. Seja T um canal de um qubit com posto de Kraus 2. Fxistem con-
Jugagoes unitarias Uy, Us e um gerador de Lindblad L (que possivelmente depende
do tempo) continuo e t > 0 tal que

U,TU, = Telo Ldr
onde T € o operator de tempo (“time ordering operator” [16]).

Para isso, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.17. Para todo canal T de um qubit e posto de Kraus 2, existem con-
jugacgoes unitdrias Uy, Us tais que T = U1CUy e C' € da forma descrita acima.

Prova. Dados os operadores de Kraus K, K5 de T', podemos sempre encontrar
aq, as tais que ag Ky + as Ky tem posto um (basta calcular o determinante dessa
expressao e fazé-lo igual a zero). Assim, podemos escolher outros operadores de
Kraus para o mesmo operador T tais que K1 = |eo)(f1] € Ko = |eo)(fa| + |e1) (],
onde eg, e; sao ortonormais. Ou seja, T" é da forma C', a menos de conjugacoes
unitarias que relacionem a base canénica com a base {eg, €1 }. U

Definicao 2.18. Dado um canal do conjunto C' acima, vamos chamad-lo de: classe-
1 se (a|0) = (b|]1) = 0; classe-2 se ndo é classe-1 e tem x = 1; classe-3 em todos
08 outros casos.

Agora, podemos verificar, para cada uma dessas classes, que o operador C' é
infinitesimalmente divisivel, demonstrando o Teorema. De fato:

e Canais de classe-1: Podemos escrever |a) = (1 — 22)Y/2|1) e |b) = |0),
portanto esses canais podem ser parametrizados por x, com Cy,,, = C,,C,,,
C1 = 1. Ou seja, essa classe forma um semigrupo continuo a um parametro.
Usando transformacoes infinitesimais, encontramos: C, = e~ 18@L [(p) =

2(0)(1p[1) (0] = 1) (1] = [1){1]p.

e Canais de classe-2: Podemos escrever |a) = (1 — y?)'/2|0) e |b) = y|0).
Como antes, temos um semigrupo parametrizado por y e obtemos C, =
e~ 8L [(p) = 20.p0, — 2p.

e Canais de classe-3: Os canais desta classe sao determinados pelo tnico
vetor |¢) # |0) cuja imagem |¢) é um estado puro:

ey = coew\O) + ¢1|1),

') = ycoe|0) 4 zey[1).
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Entao, esses canais sao parametrizados por 0 < z,¢; < 1 e 0 < ¢ < 27w, o que
podemos escrever como C., , 4. Nesse caso, eles satisfazem Cye, 4 6Ce, 2.6 = Cey 2.0
Além disso, C¢, 44 — I com x — 1. Portanto, consideramos:

L017¢ = hm([ — Cq,e*iqb)/&

e—0

Assim,
LC1,¢(p) = i[p, Hq,p] + Dchp(p)a

€1, 4 —i
He g = ﬁ(e ?10) (1] — e~*|1)(0]),

e D., , ¢ um gerador de Lindblad dissipativo caracterizado por um tnico operador
de Kraus da forma A., 4 = v/2|0)(c1 (0] — co(1])/co, com ¢y = (1 — c2)1/2.

2.3.1 Exemplos

1. Suponha que T seja um canal de 1 qubit dado por operadores de Kraus com

: 0 0
matrizes da forma K; = (%1 x2>’ Ky = (‘%1 yz), com z?2+y? =1, x;,y; €
R, 7 =1,2, o que é exigido para preservacao de trago. Nesse caso, temos que
det(y2 K1 — 29 K5) = 0. Logo, podemos escolher uma nova representagao de

Kraus:

R 1 0
Ky = yo Ky — 29Ky = (1y2 — T2Y1) (0 0) = |0){al,

A 122 + 0
o= aafty il = (7 509 0) < 00+ 1)

onde |a) = z1ys — 2211]0), [b) = 7129 + y192(0). Ou seja, T pertence a
classe-2 na classificagao acima. Como (2192 — Toy1)? + (172 + 1132)? = 1,
essa familia de canais é percorrida por um tinico parametro t = x129 + Y19s.
Como vimos acima, T} = e~ 96X L(p) = 20,p0, — 2p.

2. (Bit-flip[T1]) Suponha que T tenha operadores de Kraus com matrizes da
forma K| = (g 2), K, = (2 Zé), com x?+y? = 1. Nesse caso, det(yK; +

xK3) = 0 e escolhemos uma nova representagao:

11

N CC'2 _y2
K2 = .Z'Kl - ng = (_y2 IQ ) .

S 1 1
KlzyKl‘i‘%Kz:fL’y( ):
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Agora, K; é autoadjunto e tem autovetores (1,1), (1, —1), por isso aplicamos

a mudanca de bases U = (} _11) /v/2, obtendo:

UK, U = (5”28”2 1) = |0)(B] + |1)(1],

onde |a) = 27y|0), |b) = 22 —y?|0). Como no caso anterior, UyT;U, =
e 18L [(p) = 20.p0, — 2p, onde t = 22 — y? e Up(X) = UXU.

. Suponha que T tenha operadores de Kraus com matrizes da forma K; =

0 , Ky = 0 & , com z? + 22 = 1. Nesse caso, det(1/v2K; +
0 i) T 0

1/v/2K,) = 0. Portanto, podemos escolher uma nova representagao:
~ 1 1 1 Il I‘l
Ky=—4K +—%=K,=— :
e )
~ 1 1 1 I —I
Ky=—4K ——=K,=— .
Ve e \/§<—$2 1’2)
Agora, K, tem autovetores (1, —1), (21, 25) com autovalores 0, (z1 4 x3)/v/2
Ty —XT2

respectivamente. Por isso, aplicamos a mudanca de bases U = I
2 1

ficando com:

wpr L (x4 20 71 —22)
R = (T ) =10
. L ((xy —xo)(af —23) (=21 — m) (2] — I%))
U'Ky,U = —
2 V2 < 2x129(xy — 1) 20129(21 + 22)

=

) (fal + 1) (fs],

onde |f2) e |fs3) sdo os vetores-linha destas matrizes. Para deixar o ca-
nal na forma C, basta multiplicd-lo a direita por um operador unitério
Vtal que (fslV = (1] & V*[fs) = [1) & |fs) = V]1). Ou seja, V =

i Tit T2 Ty — Obtemos:
1 — T2 X1 + To ’ )

V2

UK UV = [0)(fi]V = [0){0],
U KUV = [0) (ol V4 [1){(fs|V = (25 — a1)|0) (1] + 221221 (1].
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Temos que U;TU; é um operador de classe-3, onde Uy(X) = U*XU e

1 _
Uy(X) = UVXV*U* = 5 (} 11) X (_11 }) O tnico estado que é le-

vado em um estado puro é [1)(1| — (U*K,UV)|1)(1|(V*U*K3U).

1
. Suponha que 7" tenha operadores de Kraus com matrizes K; = N (1 1)’
1
Ky = — 10 . Nesse caso, det (\/§+\/ﬁ[(1 + \/57\/BK2) — 0. Assim,
\/3 -1 1 6 6

consideramos a nova representagao:

. VBV, \B- VB 1
K, = 6 Ky + 6 Ky = \/5271 g ;
. V3—V15 V3415 =5 18
Ky = 5 K, — 5 Ky = HZ\/E % :

O autovetor de K; com autovalor ndo-nulo é (14+/5,2). Por isso, considera-

1
mos a mudancga de bases U = — (1 +V5 2 \/—) onde o = 10 + 2\/3,

« 2 —1—4/5
ficando com:

5 ) =10l

1 C%+ﬁ)%+ﬁv
5+ V5 -1 —2

N 2
* — (3
UK U = <0

U*KyU = = [0)(f2| + [1)(f5]-

1 5 (-2 —
Como antes, consideramos o operador unitario V = +—\/_ < 2 1) de

5+v5\1 =2
forma que (f3|V = (1], obtendo:

. 5 1+4v5 /1 0
UK\ UV = —=.

' 35+¢5<O 0)’
* T %O
UKWV:Q J,

donde vé-se que T' é um canal de classe-2 com y = 2/3.
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