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SEMIGRUPOS A TEMPO CONTÍNUO,
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LUCAS KENJI MOORI

PORTO ALEGRE, NOVEMBRO DE 2022



Dissertação submetida por Lucas Kenji Moori1 como requisito parcial para a
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Resumo. Neste trabalho apresentamos elementos básicos para o estudo de
operadores positivos no contexto de informação e computação quântica, nos con-
centrando em operadores completamente positivos que preservam traço, também
ditos canais quânticos. Estudamos semigrupos a um parâmetro, descrevendo a
forma precisa que os geradores associados devem assumir revisando a construção
básica de Gorini, Kossakowski, Sudarshan e Lindblad. A seguir, as noções de divi-
sibilidade e divisibilidade infinitesimal são estudadas, seguindo M. Wolf e J. Cirac.
Critérios básicos são estudados, bem como uma análise mais detalhada do caso de
canais de 1 qubit.

Palavras-chave: informação quântica; canais quânticos; operadores positivos;
gerador de Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad; divisibilidade.

Abstract. In this work we present basic elements for the study of positive
operators in the context of quantum information and computation, focusing on
trace-preserving completely positive operators, the so-called quantum channels.
We study 1-parameter semigroups, describing the precise form that the associated
generators must have by revising the basic construction due to Gorini, Kossa-
kowski, Sudarshan and Lindblad. Then, the notions of divisibility and infinite-
simal divisibility are studied, following M. Wolf and J. Cirac. Basic criteria are
studied, as well as a more detailed analysis of the case of 1-qubit channels.

Keywords: quantum information; quantum channels; positive operators; Gorini-
Kossakowski-Sudarshan-Lindblad generator; divisibility.
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Introdução

Denote por Mn(C) as matrizes complexas de ordem n. Neste trabalho iremos
estudar os operadores que podem ser escritos na forma

T : Mn(C)→Mn(C), T (X) =
∑
i

ViXV
∗
i ,

em que as matrizes Vi ∈Mn(C) satisfazem a condição de preservação de traço∑
i

V ∗i Vi = I.

Tais operadores são ditos canais quânticos, e são objetos centrais no estudo
de computação e informação quântica [1, 2, 8, 11, 12, 13, 15]. O estudo de ca-
nais quânticos parte das soluções de equações diferenciais associadas a evoluções
quânticas dissipativas (ou seja, em que o sistema não se encontra isolado do ambi-
ente externo). Aqui estamos no âmbito dos sistemas quânticos abertos [3]. Este
contexto contrasta com aquele em que o sistema quântico está isolado do ambi-
ente e a evolução do sistema ocorre de maneira unitária, com tal operador surgindo
a partir da equação de Schrödinger associada. Esse seria o âmbito da dinâmica
quântica fechada [11].

Para o leitor conhecedor de noções básicas de f́ısica quântica, a ideia de que
dinâmicas quânticas são descritas por operadores unitários é familiar. Por outro
lado, talvez a noção de canal quântico possa lhe parecer menos transparente. A
relação entre unitariedade e operadores positivos pode ser entendida em termos
de interações entre o sistema principal de interesse e o ambiente externo: suponha
que temos um sistema dado por uma part́ıcula, cujo estado é ρ, e a mesma é
colocada em uma caixa (o ambiente). Vamos assumir que o sistema part́ıcula-
caixa é representado por um produto ρ⊗ ρenv. Após uma certa evolução unitária
U , a part́ıcula não interage mais com a caixa, e isto pode ser representado pelo
traço parcial sobre o sistema total, de modo a se poder extrair o estado da part́ıcula
resultante [11]:

E(ρ) = trenv(U(ρ⊗ ρ0)U∗) =
∑
k

EkρE
∗
k ,
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onde Ek = 〈ek|Ue0〉 é um operador no espaço de estados do sistema principal.
Esta última expressão em soma de operadores é justamente um canal quântico.
Ilustramos assim a aparição destes objetos no contexto de rúıdos quânticos, e esta
discussão motiva o estudo matemático que será apresentado neste trabalho.

Neste trabalho iremos nos focar em dois temas principais:

1. Operadores completamente positivos e semigrupos a 1 parâmetro.

2. Divisibilidade de canais quânticos.

O primeiro tema será abordado de tal maneira que este trabalho possa ser visto
como uma introdução ao estudo de canais quânticos. Ressaltamos que mecânica
quântica não consiste de um pré-requisito para o leitor. Iremos nos concentrar na
parte matemática referente a operadores positivos [2, 5], transicionando gradual-
mente para a questão de explicar a forma geral de um semigrupo completamente
positivo. Quanto a este último tema, este certamente tem sua motivação em
prinćıpios da f́ısica, e faremos os comentários apropriados quando necessário. A
forma do gerador de um semigrupo completamente positivo foi estudada de ma-
neira independente, e simultânea, por Gorini, Kossakowski, Sudarshan [7], e por
Lindblad [10].

Quando ao segundo tema, revisaremos o trabalho de M. Wolf e J. Cirac [16],
onde propriedades mais finas de operadores positivos serão examinadas, de modo
a esclarecer a questão: dado um canal quântico, quando este pode ser escrito
como o produto de outros dois canais? Isto será feito a partir de uma análise de
determinantes, a partir do qual desenvolvimentos mais técnicos serão obtidos. Des-
creveremos parte destes resultados, bem como ilustraremos a teoria com exemplos
de canais agindo em 1 qubit.
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Caṕıtulo 1

Operadores positivos: construções
básicas, canais quânticos e
semigrupos

1.1 Preliminares

1.1.1 Operadores positivos e completamente positivos

Iniciamos com resultados básicos, seguindo Bhatia [2].

Seja H um espaço de Hilbert de dimensão finita e seja A ∈ L(H) (o conjunto
dos operadores em H). De maneira geral, identificamos esses operadores com as
suas respectivas matrizes em Mn = Mn(C) quando existe uma base natural e não
há risco de ambiguidade.

Para A ∈ Mn(C), denote por A∗ a matriz transposta conjugada. Usaremos
a notação de brackets |ψ〉 para denotar um vetor coluna em Cn e definimos
〈ψ| := (|ψ〉)∗, o transposto conjugado de |ψ〉 [11]. Ainda, {|i〉}i=1,...,n denota a
base canônica: |i〉 é o vetor cuja i-ésima entrada é igual a 1, e as demais são nulas.

Se A é autoadjunto, ou seja, A∗ = A, o número 〈x,Ax〉 pertence à reta real.
Dizemos que um operador autoadjunto A (ou a matriz correspondente) é positivo
semidefinido, ou simplesmente positivo, denotado A ≥ 0 se 〈x,Ax〉 ≥ 0 para
todo x ∈ H. Dizemos também que A é estritamente positivo se podemos
garantir que 〈x,Ax〉 > 0 para todo x. Escreveremos, para matrizes A e B, que
A ≥ B sempre que A−B ≥ 0. Em dimensão finita, são equivalentes:

� A é positivo ⇐⇒ A é autoadjunto e todos os seus autovalores são não-
negativos.
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� A é positivo ⇐⇒ existem vetores x1, . . . , xn ∈ H tais que os elementos da
matriz associada a A são dados por Aij = 〈xi, xj〉.

� A é positivo ⇐⇒ A = B∗B para alguma matriz B.

� A é positivo ⇐⇒ A = B2 para alguma matriz positiva B. Neste caso, essa
matriz B é única; escrevemos B = A1/2 e chamamo-na de raiz quadrada de
A. A é estritamente positivo se, e somente se, A1/2 é estritamente positivo.

Dizemos que A é contrativo, ou uma contração, se ||A|| ≤ 1, onde

‖A‖ := sup
‖x‖=1

‖Ax‖.

Com respeito a resultados que provaremos posteriormente, lembramos as se-
guintes decomposições de matrizes:

� Toda matriz T tem uma decomposição cartesiana

T = A+ iB

onde A,B são hermitianas.

Basta fazer A =
T + T ∗

2
, B =

T − T ∗

2i
. A decomposição cartesiana é única.

� Toda matriz hermitiana A possui uma decomposição em parte positiva e
negativa

A = A+ − A−

onde A± ≥ O.

� Se A é uma contração, podemos escrever A =
1

2
(U + V ) onde U, V são

unitárias, ou seja, UU∗ = V V ∗ = I. De fato, se A é uma contração, os seus
valores singulares sk são menores ou iguais a 1, logo existem números θk tais

que sk =
1

2
(eiθk + e−iθk). Assim, se A = PU é a decomposição polar de A (P

positivo, U unitário) podemos escrever A =
1

2
(V +W )U =

1

2
(V U +WU).

Agora, consideremos Φ ∈ L(Md), um operador no espaço de matrizes. O
operador Φ é dito positivo se Φ(A) ≥ 0 para todo A ≥ 0. Φ é dito unital se
Φ(1) = 1, a identidade de L(Md). Dizemos que Φ é estritamente positivo se
Φ(A) > 0 para todo A > 0. Um operador positivo Φ é também estritamente
positivo se, e somente se, Φ(1) > 0.

A transposição A 7→ AT é um exemplo de operador positivo e unital.

Se X ∈ Md, Φ(A) = XAX∗ define um operador positivo. Além disso, Φ é
unital se, e somente se, X é unitária.
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Lema 1.1. Todo operador positivo Φ preserva adjunção, ou seja, Φ(T ∗) = Φ(T )∗.

Prova. Mostremos que A hermitiana ⇒ Φ(A) hermitiana. De fato, Φ(A) =
Φ(A+) − Φ(A−) é a diferença entre duas matrizes positivas, portanto é hermiti-
ana. Agora, uma matriz T pode ser decomposta em parte real A e imaginária B,
portanto:

Φ(T )∗ = (Φ(A) + iΦ(B))∗ = Φ(A)− iΦ(B) = Φ(A− iB) = Φ(T ∗).

�

Teorema 1.2. (Desigualdade de Kadison) Seja Φ positiva e unital (portanto es-
tritamente positiva). Para toda matriz hermitiana A, temos

Φ(A)2 ≤ Φ(A2)

Prova. Pelo teorema espectral, A =
∑
λjPj onde λj são os autovalores de Aj

e Pj são projeções, com
∑
Pj = I. Então A2 =

∑
λ2Pj,

Φ(A) =
∑

λjΦ(Pj), Φ(A2) =
∑

λ2Φ(Pj),
∑

Φ(Pj) = I,[
Φ(A2) Φ(A)
Φ(A) I

]
=
∑[

λ2j λj
λj 1

]
⊗ Φ(Pj).

Essa soma é positiva porque cada um dos termos é positivo. Por [[2], Teo. 1.3.3],
Φ(A2) ≥ Φ(A2). �

Teorema 1.3. (Choi) Seja Φ positiva e unital. Para toda matriz normal A,

Φ(A)Φ(A∗) ≤ Φ(A∗A), Φ(A∗)Φ(A) ≤ Φ(A∗A).

Prova. A prova é semelhante à do teorema anterior. Temos

A =
∑

λjPj, A
∗ =

∑
λjPj, A

∗A =
∑
|λj|2Pj,[

Φ(A∗A) Φ(A)
Φ(A∗) I

]
=
∑[

|λj|2 λj
λj 1

]
⊗ Φ(Pj).

�

Teorema 1.4. (Russo-Dye) Se Φ é positivo e unital, então ‖Φ‖ = 1.
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Prova. Mostremos primeiramente que ‖Φ(U)‖ ≤ 1 quando U é unitário. Nesse
caso, os autovalores λj de U têm norma unitária. Da decomposição espectral
U =

∑
λjPj temos:[

I Φ(U)
Φ(U)∗ I

]
=
∑[

1 λj
λj 1

]
⊗ Φ(Pj) ≥ O.

Por [[2], Prop. 1.3.1], ‖Φ(U)‖ ≤ 1. Agora, se A é uma contração qualquer,

podemos escrevê-la como A =
1

2
(U + V ) onde U, V são unitários. Então

‖Φ(A)‖ =
1

2
‖Φ(U + V )‖ ≤ 1

2
(‖Φ(U)‖+ ‖Φ(V )‖) ≤ 1.

Portanto ‖Φ‖ ≤ 1. Como Φ é unital, ‖Φ‖ = 1. �

Cada operador Φ ∈ L(Md) induz um operador Φm ∈ L(Mm(Md)) dado por
Φm(A)ij = Φ(Aij) para todo i ≤ i, j ≤ m (note que Aij são matrizes em Md).
Identificando Mm(Md) com Mmd, podemos também escrever Φm = Φ⊗ 1m. Dize-
mos que Φ é completamente positivo se Φm é positivo para todo m.

A transposição Φ(A) = AT é um exemplo de operador positivo que não é
completamente positivo, pois nesse caso Φ2 não é positivo. De fato, considere a
matriz A ∈M2(M2) com entradas Eij = |i〉〈j|. Então A é positiva, mas (Φ(A)ij) =
(ET

ij) não é uma matriz positiva.

Se V1, . . . , Vl ∈Md, o operador dado por Φ(A) =
∑l

j=1 V
∗
j AVj é completamente

positivo. O seguinte teorema, devido a Kraus, mostra que todos os operadores
completamente positivos são dessa forma. A demonstração segue [2].

Teorema 1.5. (Kraus) Seja Φ : Mn → Mk uma aplicação linear completamente
positiva. Existem Vj ∈Mn×k, 1 ≤ j ≤ nk, tais que

Φ(A) =
nk∑
j=1

V ∗j AVj.

Prova. Seja Ers = |r〉〈s| ∈ Mn a matriz cuja entrada rs é igual a um e as
demais são nulas. Como Ers geram Mn, é suficiente encontrar matrizes Vj tais que

valha Φ(Ers) =
∑nk

j=1 V
∗
j ErsVj.

Podemos identificar os vetores v ∈ Cnk com matrizes V ∈ Mn×k. Assim,
V ∗ErsV = xrx

∗
s, onde xr é o r-ésimo vetor-linha de V . Se pensarmos em vv∗ como

um elemento de Mn(Mk), teremos vv∗ = [xrx
∗
s] = [V ∗ErsV ].
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Agora, a matriz [Ers] = [ere
∗
s] é um elemento positivo de Mn(Mn), logo [Φ(Ers)]

é um elemento positivo de Mn(Mk) = Mnk. Pelo teorema espectral, existem
vj ∈ Cnk tais que

[Φ(Ers)] =
nk∑
j=1

vjv
∗
j =

nk∑
j=1

[V ∗j ErsVj]

o que conclui a prova. �

Essa representação do operador Φ é chamada representação de Kraus de Φ
e os operadores Vj são chamados operadores de Kraus. O menor número de
operadores de Kraus Vj necessários para escrever Φ(A) =

∑
j VjAV

∗
j é chamado

posto de Kraus de Φ.

O seguinte importante teorema pode ser encontrado em [5]:

Teorema 1.6. (Choi) Φ ∈ L(Md) é completamente positivo se, e somente se,
Φ⊗ 1d é positivo.

Os seguintes resultados, que podem ser encontrados em [15], dizem respeito a
um isomorfismo entre canais e estados, o qual será muito usado para deduzir as
propriedades dos canais a partir da teoria que já foi desenvolvida sobre estados
quânticos.

Teorema 1.7. T ∈ L(Md) é completamente positivo se, e somente se, (T ⊗
1d)(|ω〉〈ω|) ≥ 0, onde ω = 1√

d

∑d
j=1 |jj〉.

No contexto de mecânica quântica, o estado τ = (T ⊗ 1d)(|ω〉〈ω|) é chamado
estado de Jamiolkowski do canal T . A correspondência entre o canal T e o
estado τ é biuńıvoca e Tr[AT (B)] = dTr[τA⊗BT ].

O teorema nos diz que T é completamente positivo se, e somente se, τ ≥ 0.
Além disso [15]:

� τ = τ ∗ ⇐⇒ T (B∗) = T (B)∗ para todo B ∈Md.

� O posto de τ é igual ao posto de Kraus de T .

� T (1) = 1 ⇐⇒ TrB[τ ] = 1/d.

� TrA[τ ] = T ∗(1)T/d, por conseguinte T ∗(1) = 1 ⇐⇒ TrA[τ ] = 1/d.
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1.1.2 Canais quânticos

Nesta seção consideramos o espaço Md das matrizes munido com o produto in-
terno de Hilbert-Schmidt 〈A,B〉 := Tr(A∗B) e a norma induzida pelo mesmo,
||A||2 :=

√
〈A,A〉. Na mecânica quântica, o estado de um sistema f́ısico é descrito

por um operador linear não-negativo de traço um, chamado operador densi-
dade. Por isso, estaremos interessados em operadores lineares T : Md → Md

que poderão descrever a evolução de sistemas f́ısicos com observáveis discretos.
Estes operadores T devem ser completamente positivos, isto é, T ⊗ 1N deve ser
um operador positivo em Md ⊗MN , onde 1N é a identidade em L(MN). Para
que T seja completamente positivo, é suficiente que T ⊗ Md seja positivo. [5]
Os operadores com essas propriedades e que além disso preservam traço (ou seja,
Tr(T (A)) = Tr(A)) são chamados de canais quânticos, e são justamente aqueles
que podem ser escritos na forma descrita pelo Teorema 1.5.

Como L(Md) é isomorfo a Md2 , os elementos deste espaço de Hilbert Md

também podem ser representados por matrizes T̂ com componentes

T̂α,β = Tr[F ∗αT (Fβ)],

onde {Fα}α=1,...,d2 é uma base ortonormal de Md. Três bases convenientes para
este trabalho são a) a base canônica {|i〉〈j|}i,j=1,...,d, b) as matrizes de Gell-Mann
(matrizes diagonais ou matrizes de Pauli generalizadas para o Mn) e c) a seguinte
base de operadores unitários normalizados:

Fα =
1√
d
Uα1,α2 , Uα1,α2 =

d−1∑
r=0

e2πirα2/d|α1 + r〉〈r|.

Podemos associar a cada matriz A ∈ Md um vetor vec(A) ∈ Md2 obtido da
concatenação dos vetores-linha de A. Nesse caso, a matriz T̂ de T na base canônica
é também a representação de T segundo a identificação A = vec(A). Ou seja,
T̂ (vec(A)) = vec(T (A)).

A norma mais natural para o estudo de operadores em L(Md) é dada por:

||T || := sup
||A||2=1

||T (A)||2 = ||T̂ ||∞

Por conveniência, utilizaremos a seguinte notação:

� P ⊂ L(Md) é o conjunto dos operadores positivos;

� P+ ⊂ L(Md) é o conjunto dos operadores completamente positivos;

� T ⊂ L(Md) é o conjunto dos operadores positivos e que preservam traço;
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� T+ ⊂ L(Md) é o conjunto dos operadores completamente positivos e que
preservam traço (também chamados simplesmente de canais quânticos).

No caso T ∈ T+ temos
∑
K∗αKα = I. Estes operadores não são determinados

unicamente, porém se {Lβ} são outros operadores de Kraus que dão origem ao
mesmo canal T , existe uma matriz unitária U = (uαβ) tal que Kα =

∑
β uαβLβ

[13].

Pelo isomorfismo de Choi–Jamio lkowski, cada canal quântico T está associado
a um estado (operador de densidade) τ em Md ⊗Md dado por τ = (T ⊗ 1d)(ω),
ω = 1

d

∑d
i,j=1 |ii〉〈jj|.

Denotaremos por T ∗ o dual de T definido por Tr[T ∗(A)B] = Tr[AT (B)]. A
representação matricial de T ∗ é dada pela adjunta T̂ ∗. O operador T preserva
traço se, e somente se, T ∗ é unital, ou seja, T ∗(1) = 1.

1.1.3 Semigrupos cont́ınuos e forma de Lindblad

Nesta seção seguiremos [7] no estudo de semigrupos cont́ınuos completamente po-
sitivos. Esses semigrupos descrevem a evolução markoviana de sistemas quânticos
a tempo cont́ınuo. Veremos que os geradores desses semigrupos têm uma forma
especial.

Um semigrupo Λ em Mn é uma famı́lia de operadores lineares limitados Λt,
t ≥ 0, agindo em Mn, tais que

ΛtΛs = Λt+s, ∀s, t ∈ R+ e Λ0 = I.

Se t 7→ Λt é cont́ınua com respeito a norma de operador de Mn, então Λ
é dito uniformemente cont́ınuo (ou simplesmente cont́ınuo). Esta classe de
semigrupos é caracterizada pelo seguinte resultado:

Teorema 1.8. As seguintes afirmações são equivalentes para um semigrupo Λ em
Mn:

1. Λ é uniformemente cont́ınuo.

2. Existe um operador limitado L : Mn →Mn tal que

Λt = etL, para todo t ∈ R+.

Se tais condições são satisfeitas, então

L = lim
t→∞

1

t
(Λt − I).
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O operador L é dito gerador de Λ.

Definição 1.9. Um semigrupo dinâmico é um semigrupo cont́ınuo Λ : t→ Λt,
t ∈ R+, de operadores lineares Λt : Mn →Mn positivos e que preservam traço.

Definição 1.10. Λ∗ : Mn →Mn é definido por

Tr[(Λtσ)A] = Tr[σ(Λ∗tA)], σ, A ∈Mn.

Dizemos que Λ é completamente positivo se o operador Λ∗t , t ∈ R+ é com-
pletamente positivo. Semigrupos dinâmicos que descrevem a evolução de sistemas
f́ısicos devem ser completamente positivos [11].

Nosso objetivo nesta seção é mostrar:

Teorema 1.11. [7, 10] Um operador linear L : Mn → Mn é o gerador de um
semigrupo dinâmico completamente positivo de Mn se, e somente se, ele pode ser
expresso na forma:

Lρ = −i[H, ρ] +
1

2

N2−1∑
i,j=1

cij
(
[Fi, ρF

∗
j ] + [Fiρ, F

∗
j ]
)
,

onde H = H∗, Tr(H) = 0, Tr(Fi) = 0 e Tr(F ∗i Fj) = δi,j.

Equivalentemente:

Lρ = −i[H, ρ] +
N2−1∑
i,j=1

cij

(
FiρF

∗
j −

1

2
{F ∗j Fi, ρ}

)
.

Esta forma espećıfica para L associada a um semigrupo completamente positivo
é dita forma de Lindblad.

Lema 1.12. t→ Λt é um semigrupo dinâmico completamente positivo de Mn se,
e somente se, t→ Λt ⊗ 1N é um semigrupo dinâmico de Mn ⊗Mn.

Lema 1.13. Seja Γ um operador linear MN → MN e seja {Fα}α=1,...,N2 um con-
junto ortonormal completo (c.o.s) em MN . Então Γ pode ser unicamente escrito
na forma

ΓA =
N2∑

α,β=1

cαβFαAF
∗
β ,

para certos números complexos cαβ. Além disso, se ΓA∗ = (ΓA)∗, então cαβ = cβα.

11



Prova. A expressão
N2∑
α=1

F ∗αAFα não depende de escolha de c.o.s. Escolhendo

o c.o.s {Eij} obtemos:

N∑
i,j=1

E∗ijAEij =
N∑

i,j=1

EjiAEij =
N∑

i,j=1

AjjEii =
N∑
i=1

Aii

N∑
j=1

Ejj = Tr(A)1.

Agora, seja {Gα} um c.o.s qualquer em Mn. Então L(Mn) é um espaço de
produto interno com

〈Γ,Φ〉 :=
N2∑
α=1

Tr[(ΓGα)∗(ΦGα)].

Seja Γαβ := FαAF
∗
β , então {Γαβ} é um c.o.s em L(Mn), pois:

〈Γαβ,Γµν〉 =
N2∑
λ=1

Tr[(ΓαβGλ)
∗(ΓµνGλ)] =

N2∑
λ=1

Tr[(FαGλF
∗
β )∗(FµGλF

∗
ν )]

= Tr

[
Fβ

(
N2∑
λ=1

G∗λF
∗
αFµGλ

)
F ∗ν

]
= Tr(F ∗αFµ)Tr(F ∗νFβ) = δαµδβν

A última afirmação do lema segue facilmente. �

Lema 1.14. Seja {Fα}α=1,...,N2 um c.o.s. em Mn tal que FN2 = (1/N)1/21 e seja
L um operador linear Mn → Mn tal que (LA)∗ = LA∗ e Tr(LA) = 0 (∀A ∈ Mn).
Então L pode ser unicamente escrito na forma:

LA = −i[H,A] +
1

2

N2−1∑
i,j=1

ci,j
(
[Fi, AF

∗
j ] + [FiA,F

∗
j ]
)

onde H = H∗, Tr(H) = 0 e cij = cji.

Prova. Do lema anterior, temos:

LA =
1

N
cN2N2A+

1√
N

N2−1∑
i=1

(ciN2FiA+ cN2iAF
∗
i ) +

N2−1∑
i,j=1

cijFiAF
∗
j

= −i[H,A] + {G,A}+
N2−1∑
i,j=1

cijFiAF
∗
j ,

12



onde H = (1/2i)(F ∗ − F ) e G = (1/2N)cN2N21 + (1/2)(F ∗ + F ) com F =

(1/N)1/2
∑N2−1

i=1 ciN2Fi. Ainda,

0 = Tr(LA) = Tr

[(
2G+

N2−1∑
i,j=1

cijF
∗
j Fi

)
A

]

implica que G = −1
2

∑N2−1
i,j=1 cijF

∗
j Fi, o que conclui a demonstração. �

Lema 1.15. Seja {Fα}α=1,...,N2 um c.o.s em Mn, então{
P̂α|P̂α =

N∑
i,j=1

Pα
ij ⊗ Eij; Pα

ij = FαEijF
∗
α; α = 1, . . . , N2

}

é uma famı́lia completa de projeções auto-adjuntas ortogonais em Mn ⊗Mn.

Prova. Um operador P̂ =
∑N

i,j=1 P
α
ij ⊗ Eij é uma projeção auto-adjunta se

P ∗ijPji e
∑N

l=1 PilPlj = Pij. Dois operadores P̂ , Q̂ dessa forma são ortogonais se∑N
l=1 PilQlj = 0. De fato, temos Pα∗

ij = (FαEijF
∗
α)∗ = FαEjiF

∗
α = Pα

ji,

N∑
l=1

Pα
ilP

β
lj =

N∑
l=1

FαEilF
∗
αFβEljF

∗
β = Fα

(
N∑
l=1

EilF
∗
αFβElj

)
F ∗β

= FαEijF
∗
βTr(F ∗αFβ) = δαβP

α
ij .

�
O último elemento necessário que precisamos é o seguinte resultado, devido a

A. Kossakowski.

Teorema 1.16. ([9]) Um operador L : Mn → Mn é o gerador de um semigrupo
dinâmico positivo se, e somente se, valem as condições: Tr[Pr(LPs)] ≥ 0, r 6=
s = 1, . . . , N e

∑N
r=1 Tr[Pr(LPs)] = 0, s = 1, . . . , N para toda famı́lia completa de

projeções auto-adjuntas unidimensionais ortogonais {P1, . . . , PN} em Mn.

Agora podemos provar o resultado principal.

Prova do Teorema 1.11. Suponha que Λt é o semigrupo gerado pelo operador
L dado na forma de Lindblad. O gerador do semigrupo t → Λt ⊗ 1N é L ⊗ 1N .
Pelo Lema 1.12, é suficiente mostrar que L⊗ 1N satisfaz as condições do teorema
2.1. Como Tr(Lρ) = 0 para qualquer ρ ∈Mn, precisamos apenas verificar que

Tr{P̂ 1[(L⊗ 1N)P̂ 2]} ≥ 0
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para todos os pares P̂ 1, P̂ 2 de projeções auto-adjuntas ortogonais em Mn ⊗Mn.
De fato:

Tr{P̂ 1[(L⊗ 1N)P̂ 2]} =
N∑

i,j=1

Tr[P 1
ij(LP

2
ji)]

= −i
N∑

i,j=1

Tr(P 1
ij[H,P

2
ji]) +

N2−1∑
p,q=1

cpq

N∑
i,j=1

[Tr(P 1
ijFpP

2
jiF
∗
q )

−1

2
Tr(P 1

ijF
∗
q FpP

2
ji + P 1

ijP
2
jiF
∗
q Fp)]

=
N2−1∑
p,q=1

cpq

N∑
i,j=1

Tr(P 1
ijFpP

2
jiF
∗
q )

=
N2−1∑
p,q=1

cpq

N∑
i,j,k,l=1

Tr(P 1
ikP

1
kjFpP

2
jlP

2
liF
∗
q )

=
N∑

k,l=1

N2−1∑
p,q=1

cpqTr

[(
N∑
j=1

P 1
kjFpP

2
jl

)(
N∑
i=1

P 1
kiFqPil

)∗]
≥ 0,

onde a última desigualdade é devido a termos {cpq} ≥ 0.

Agora, suponha que L : Mn → Mn é gerador de um semigrupo dinâmico
completamente positivo em Mn. Temos Tr(LA) = 0 e (LA)∗ = LA∗ para todo
A ∈ Mn. Pelo Lema 1.14, L pode ser escrito na forma de Lindblad com H = H∗,
Tr(H) = 0 e cij = cji. Como a matriz {cij} é auto-adjunta, existe um conjunto
ortonormal de matrizes de traço nulo {G1, . . . , GN2−1} tal que

Lρ = −i[H, ρ] +
1

2

N2−1∑
p=1

λp([Gp, ρG
∗
p] + [Gpρ,G

∗
p]).

Defina P̂ q =
∑N

i,j=1(GqEijG
∗
q)⊗Eij (q = 1, . . . , N2 − 1) e P̂ =

1

N

∑N
i,j=1Eij ⊗

Eij. Pelo Teorema 1.16,

0 ≤ NTr{P̂q[(L⊗ 1N)P̂ ]} =
N2−1∑
p=1

λp

N∑
i,j=1

Tr(GqEijG
∗
qGpEjiG

∗
p)

=
N2−1∑
p=1

λpTr(G∗qGp)Tr(GqG
∗
p) = λq

�
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Observação Sejam {Fα} (α = 1, . . . , d2) um c.o.s de matrizes em Md. Vimos
que os operadores da forma A 7→ FαAF

∗
β formam um c.o.s em L(Md). Seja T (A) =∑

α,β

cαβFαAF
∗
β , então Tr[AT (B)] = Tr

(
A
∑
α,β

cαβFαBF
∗
β

)
= Tr

(∑
α,β

cαβF
∗
βAFαB

)
,

portanto T ∗(A) =
∑
α,β

cαβF
∗
βAFα. Note que isso não é o mesmo que T (A)∗, que é

igual a T (A∗) se (cαβ) é hermitiana. Dáı a forma de Lindblad

Lρ = −i[H, ρ] +
d2−1∑
i,j=1

cij

(
FiρF

∗
j −

1

2
{F ∗j Fi, ρ}

)
pode ser equivalentemente escrita como

Lρ = −i[H, ρ] + φ(ρ)− 1

2
{φ∗(1), ρ},

onde φ é completamente positiva.

O seguinte resultado, apresentado em [16], é de interesse independente e é
importante para a discussão do próximo caṕıtulo.

Lema 1.17. (Aproximação markoviana) Para todo canal T in T+ (operador com-
pletamente positivo que preserva traço) temos que et(T−I), t ≥ 0 é um semigrupo
completamente positivo. Além disso, se U0 é a conjugação unitária tal que o su-
premo supU Tr[TU ] é atingido em U = U0, então (TU0 − I) é gerador de um
semigrupo puramente dissipativo (ou seja, para o qual a parte hermitiana é nula).

Prova. Para mostrar que T é gerador de um semigrupo completamente posi-
tivo, vamos colocá-lo na forma de Lindblad. Seja φ(ρ) :=

∑
αAαρA

∗
α com opera-

dores de Kraus Aα = Kα − xα1, onde {Kα} são os operadores de Kraus de T e
(xα) é um vetor unitário qualquer. Então:

T (ρ) =
∑
α

(Aα + xα1)ρ(Aα + xα1)∗

=
∑
α

AαρA
∗
α + xαAαρ+ xαρA

∗
α + |xα|2ρ

= φ(ρ) + κρ+ ρκ∗ + ρ,

onde κ :=
∑

α xαAα. Ou seja, (T − I)(ρ) = φ(ρ) + κρ+ ρκ∗

A condição T ∗(1) = 1 (T preserva traço) implica φ∗(1)+κ+κ∗ = 0. Portanto,
a parte hermitiana de κ é −φ∗(1)/2. Podemos escrever κ = −φ∗(1)/2− iH com H
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hermitiana, o que deixa T − I na forma de Lindblad e prova a primeira afirmação
do lema.

Note que o operador κ na expressão (T − I)(ρ) = φ(ρ) + κρ+ ρκ∗ não é único.
Para qualquer vetor (aα), temos também:

(T − I)(ρ) =
∑
α

(Aα − aα1)ρ(Aα − aα1)∗ + καρ+ ρκ∗α,

onde κα := κ +
∑

α aαAα − |aα|21/2 =
∑

α(xα + aα)(Kα − xα1) − |aα|21/2. Os
operadores de Kraus de φa têm traço zero se, e somente se, xα + aα = Tr(Kα)/d.
Escolha então este vetor (aα) especial. Neste caso, temos que, se

∑
α Tr(Kα)Kα ≥

0, então Im(κα) =
∑

α Im((xα + aα)Kα − aαxα1) é um certo múltiplo de i1.
Mostremos que isso acontece quando temos TU0 no lugar de T . Isto concluirá a
demonstração, lembrando que H = Im(κα).

Vamos considerar a matriz de densidade τ = (T ⊗ I)

(
1

d

d∑
i,j=1

|ii〉〈jj|

)
em

Md ⊗Md

e os estados |φV 〉 =
√
d(V ⊗ 1)

d∑
i=1

|ii〉 em H⊗H. Temos:

Tr(TU0) = sup
V

∑
α

Tr(KαV )Tr(KαV ) ≤ sup
V,V ′

∣∣∣∣∣∑
α

Tr(KαV ′)Tr(KαV )

∣∣∣∣∣
= sup

V,V ′
|〈φV ′ |τ |φV 〉| ≤ sup

V

∣∣√τ |φV 〉∣∣2 = Tr(TU0).

A igualdade sup
V

∑
α

Tr(KαV )Tr(KαV ) = sup
V,V ′

∣∣∣∣∣∑
α

Tr(KαV ′)Tr(KαV )

∣∣∣∣∣ implica

que este supremo é atingido justamente quando V ′ = V . Resta apenas mostrar
que ∑

α

Tr(KαV ′)Tr(KαV )

pode ser feito não-negativo. De fato,

∑
α

Tr(KαV ′)Tr(KαV ) = Tr

(∑
α

(KαV ′)⊗Kα(I ⊗ V )

)
.

�
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Caṕıtulo 2

Divisibilidade

Neste caṕıtulo discutiremos a noção de divisibilidade para canais quânticos, se-
guindo [16]. Os preliminares técnicos a seguir, referentes a determinantes, forne-
cem as construções básicas.

2.1 Determinantes de canais quânticos

A mais importante propriedade do determinante de operadores é a sua compati-
bilidade com a multiplicação, ou seja, det(TU) = det(T ) det(U) para quaisquer
operadores T, U . Portanto, o estudo de determinantes é fundamental para a inves-
tigação da divisibilidade de canais quânticos, como evidencia o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Seja T : Md →Md um operador em T.

1. det(T ) é real e contido em [−1, 1].

2. | det(T )| = 1 se, e somente se, T é uma conjugação unitária ou unitaria-
mente equivalente à transposição.

3. Se T é uma conjugação unitária, det(T ) = 1; e se det(T ) = −1, T é unita-
riamente equivalente à transposição. Vale a bi-implicação se, e somente se,
bd/2c é ı́mpar.

Prova. Seja T uma transformação linear positiva e que preserva traço (escreve-
remos p.p.t) em Md. Lembremos que T (A∗) = T (A)∗ [2]. Logo, os autovalores de
T aparecem aos pares conjugados e det(T ) é real. É posśıvel mostrar que |T | ≤

√
d

para todo T p.p.t em L(Md) [12] portanto o raio espectral limm→∞ |Tm|1/m ≤ 1 e
det(T ) ∈ [−1, 1].

Se | det(T )| = 1, todos os autovalores são fases. Existe uma sequência ni tal
que T∞ = limi→∞ T

ni existe e todos os seus autovalores são iguais a 1 (teorema de
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aproximação de Dirichlet). Veremos que isso implica T∞ = 1. De fato, suponha
que há um bloco de ordem 2 na diagonal da decomposição de Schur da matriz

de T ni , que pode ser escrito como

(
1 c
0 eiε

)
(a menos de uma fase). Então, na

decomposição de (T ni)p temos o bloco

(
1
∑p−1

k=0 e
ikεc

0 eipε

)
. Vimos que ε→ 0 quando

ni → ∞, portanto a norma de (T ni)p poderia ser feita arbitrariamente grande a
não ser que c→ 0, ou seja, T∞ = 1.

A inversa T−1 = T∞T
−1 = limi→∞ T

ni−1 é também p.p.t. Isto implica que T
leva estados puros (i.e., as projeções de dimensão 1) em estados puros. De fato,
suponha que Ψ é um estado puro e T (Ψ) = λρ1+(1−λ)ρ2. Aplicando T−1 dos dois
lados, teŕıamos uma decomposição convexa de Ψ, o que implica ρ1 = ρ2. Logo,
T (Ψ) é puro.

Além disso, T é unital. Suponha por absurdo que T (1) 6= 1. Então o menor
autovalor de T (1) satisfaz λmin < 1. Se chamarmos de |λ〉 é o autovetor corres-

pondente, temos que 1 − λmin + 1

2
T−1(|λ〉〈λ|) é positivo, mas sua imagem por T

não é positiva, o que é absurdo.

Todo mapa p.p.t. unital é contrativo (Russo-Dye, [2]). Mas como isso é verdade
tanto para T como para T−1, segue que ||T (A)|| = ||A||, ou seja, T preserva o
produto interno [A,B] = Tr(B∗A). Pelo Teorema de Wigner [15], T é compat́ıvel
com um operador no espaço de Hilbert que é unitário ou antiunitário. Se T é uma
conjugação unitária T (A) = UAU∗, det(T ) = det(U⊗U) = 1. Se T é anti-unitária,
ela é unitariamente equivalente à transposição T (A) = AT . Pode-se calcular o
determinante usando a base de Gell-Mann de Md, que consiste em d(d + 1)/2
matrizes simétricas e d(d − 1)/2 antissimétricas. Portanto, o determinante da
transposição é −1 se, e somente se, d(d−1)/2 é ı́mpar, ou equivalentemente bd/2c
é ı́mpar.

�

Corolário 2.2. 1. T, T−1 ∈ T se, e somente se, T é uma conjugação unitária
ou unitariamente equivalente à transposição.

2. O determinante de T ∈ T é decrescente sob composição, ou seja, | det(T )| ≥
| det(TT ′)| para todo T ′ ∈ T, e vale a igualdade se, e somente se, T ′ é uma
conjugação unitária, unitariamente equivalente à transposição, ou det(T ) =
0.

Teorema 2.3. Todo operador em Md completamente positivo com posto de Kraus
2 tem determinante não-negativo (lembrando que detT é real sempre que T é
positivo.)
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Prova. Sejam A e B os dois operadores da decomposição de Kraus do operador
T e suponha que detA 6= 0. Usando a base {Eij = |i〉〈j|}, T é representando pela
matriz A⊗ A + B ⊗ B. Seja A = USV a decomposição em valores singulares da
matriz A. Então podemos escrever

det(T ) = det(A⊗ A+B ⊗B)

= det((U ⊗ U)(S ⊗ S)(V ⊗ V ) + (U ⊗ U)(U∗ ⊗ UT )(B ⊗B)(V ∗ ⊗ V T )(V ⊗ V ))

= det[S ⊗ S + (U∗ ⊗ UT )(B ⊗B)(V ∗ ⊗ V T )]

= det[(S1/2 ⊗ S1/2)(1⊗ 1)(S1/2 ⊗ S1/2)

+ (S1/2 ⊗ S1/2)(S−1/2 ⊗ S−1/2)(U∗BV ∗ ⊗ UTBV T )(S−1/2 ⊗ S−1/2)(S1/2 ⊗ S1/2)]

= (detS)2d det(1+B′ ⊗B′),

onde B′ = S−1/2U∗BV ∗S−1/2. Sejam bk os autovalores de B′, então:

detT = (detS)2d
d∏

k,l=1

(1 + bkbl) = (detS)2d
∏

1≤k<l≤d

|1 + bkbl|2
d∏
j=1

(1 + |bj|2) ≥ 0.

Mostramos o que queŕıamos no caso detA 6= 0. Mas os operadores A(·)A∗ tais que
detA 6= 0 formam um conjunto denso e det(T ) é cont́ınuo, logo detT ≥ 0 para
todos os operadores com posto de Kraus 2. �

Definição. Um canal T é dito markoviano se este for da forma T = eL, com
L um gerador de Lindblad.

Teorema 2.4. Seja T = eL ∈ T+ um canal markoviano com gerador L na forma

Lρ = −i[H, ρ] +
d2−1∑
i,j=1

Gij

(
FiρF

∗
j −

1

2
{F ∗j Fi, ρ}

)
Então detT = e−dTr(G). Se L é puramente dissipativo então ‖L‖ ≤ −2

d
log detT .

Prova. Para mostrar o teorema, usaremos a base de operadores unitários
normalizados:

Fα =
1√
d
Uα1,α2 , Uα1,α2 =

d−1∑
r=0

e2πirα2/d|α1 + r〉〈r|.

O termo
∑
γ

Tr

(∑
α,β

Gα,βρ
∗
γFαργF

∗
β

)
=
∑
α,β

Gα,βTr

((∑
γ

ρ∗γFαργ

)
F ∗β

)
= 0,

lembrando que
∑
γ

ρ∗γFαργ = Tr(Fα)1.
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Ainda, temos

−1

2

∑
γ

Tr

(∑
α,β

Gα,βρ
∗
γF
∗
βFαργ

)
= −1

2

∑
α,β

Gα,βTr

(∑
γ

ρ∗γF
∗
βFαργ

)

= −1

2

∑
α,β

Gα,β dTr(F ∗βFα) = −d
2

Tr(G),

e portanto detT = eTrL = e−dTr(G).

A segunda afirmação pode ser verificada usando a base {Fγ} em que G é
diagonal:

L(ρ) =
∑
γ

Gγ

(
FγρF

∗
γ −

1

2
{F ∗γFγ, ρ}

)
.

Pode-se verificar que os operadores Fγ(·)F ∗γ , F ∗γFγ(·) têm norma menor ou igual a
1. Pela desigualdade triangular, ||L|| ≤ 2

∑
γ Gγ = 2Tr(G). �

Exemplo (Canal com determinante negativo [16]) Seja ρTc a matriz obtida
de ρ ∈ Md transpondo os cantos superior direito e inferior esquerdo. (No caso
d = 2, isso é a transposta usual.) O operador T em Md definido por

T (ρ) =
ρTc + 1Trρ

d+ 1

é completamente positivo, preserva traço e tem detT = −(d+ 1)1−d
2
.

A matriz T̂ na base de Gell-Mann é diagonal, pois existe uma matriz com
autovalor −1/(d+ 1); a identidade tem autovalor 1; e todas as outras matrizes da
base têm autovalor 1/(d+ 1). Isto fornece detT = −(d+ 1)1−d

2
e também mostra

que T preserva traço.

Para verificar que T é completamente positivo, basta verificar a positividade
do estado de Jamiolkowski: τ = (T ⊗1)(ω) =

∑
T (Eij)⊗Eij =

∑
Eij( · )T (Eij)

T

Pode-se verificar que o operador
∑
Eij( · )(ETc

ij )T tem um único autovalor negativo
−1, que é compensado exatamente por Tr( · ).

2.2 Divisibilidade de canais quânticos

Definição 2.5. Dizemos que T ∈ T é indiviśıvel se, para toda decomposição da
forma T = T1T2 com Ti ∈ T, um dos operadores Ti é uma conjugação unitária. Se
T não é indiviśıvel, dizemos que T é diviśıvel.
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Corolário 2.6. Suponha que bd/2c é ı́mpar. Então a transposição θ(ρ) := ρT ,
ρ ∈Md é indiviśıvel.

Prova. Suponha que θ = T1T2 é uma decomposição de θ. Pelo Teorema 2.1,
det(T1) = − det(T2) = ±1 e um desses mapas é uma conjugação unitária. �

Corolário 2.7. O canal T0 ∈ T+ com determinante mı́nimo, ou seja detT0 =
infT∈T+ detT , é indiviśıvel. No caso d = 2, T0(ρ) = (ρT + 1)/3.

Prova. Em qualquer dimensão, existem canais com detT < 0 (ver o exemplo
ao final da seção anterior). Como o conjunto T+ de canais em Md é compacto
existe um canal T0 que atinge infT∈T+ detT . Considere agora uma decomposição
T0 = T1T2. Pelo que vimos, T1 ou T2 é unitário. Consequentemente, T0 é único a
menos de conjugação unitária.

Consideremos o caso d = 2. Usaremos a base {1/
√

2, σi/
√

2} onde σi são as
matrizes de Pauli. Um canal T assume a forma

T̂ =

(
1 0
v ∆

)
nessa base, onde v ∈ R3, ∆ ∈ M3 e det ∆ = detT . De fato, 〈1/

√
2|T |1/

√
2〉 =

Tr[T (1)]/2 = Tr(1)/2 = 1. Ainda, 〈1/
√

2|T |σi/
√

2〉 = Tr[T (σi)]/2 = 0. Assim,
existe uma decomposição(

1 0
0 O1

)(
1 0
v ∆

)(
1 0
0 O2

)
=

(
1 0
v diag{λ1, λ2, λ3}

)
.

Para que O1∆O2 = diag{λ1, λ2, λ3} seja completamente positiva, é necessário

que ~λ esteja contido no tetraedro com vértices λ1λ2λ3 = 1, λi = ±1 ([6, 8]).

Dáı, detT é minimizado fazendo ~λ =
(
1
3
, 1
3
,−1

3

)
que é precisamente o caso de

T (ρ) = (ρT + 1)/3.

�

Teorema 2.8. Se um canal T ∈ T+ em Md tem posto de Kraus d2, T é diviśıvel.

Prova. Se o canal T tem posto de Kraus máximo, o respectivo estado de
Jamiolkowski τ = (T ⊗ 1)(ω) tem posto máximo e det τ 6= 0. Portanto, se T1 é
um canal invert́ıvel suficientemente próximo da identidade, (T−11 T ⊗1)(ω) ainda é
positivo. Ou seja, T2 := T−11 T ∈ T+, de modo que T = T1T2 é uma decomposição.
Se tomarmos T1 tal que detT1 6= detT e detT1 6= 1, teremos que nem T1 nem T2
são unitários. �
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Teorema 2.9. Para toda concatenação T̃1T̃2 = T , T̃i ∈ P (ou P+), T ∈ T com
det T̃ ∗1 (1) 6= 0 existem T1, T2 ∈ T (resp. T+) com mesmo posto de Kraus que T̃1,
T̃2, tais que T = T1T2.

Prova. Como T̃ ∗1 (1) > 0, existe P > 0 tal que T̃ ∗1 (1) = P 2. Então T ∗1 (X) :=
P−1T̃ ∗1 (X)P−1 satisfaz T̃ ∗1 (1) = 1, de modo que T1 ∈ T. Definindo T ∗2 (X) :=
T̃ ∗2 (PXP ) obtemos T ∗2 T

∗
1 = T ∗ (ou seja, T = T1T2). E T ∗2 (1) = T ∗2 T

∗
1 (1) =

T ∗(1) = 1, ou seja, T2 ∈ T. Finalmente, T1, T2 têm o mesmo posto de Kraus
que T̃1, T̃2 porque diferem apenas pela concatenação com o operador invert́ıvel
X 7→ PXP , que tem posto de Kraus 1. �

Corolário 2.10. Sejam T, T̃ ∈ T relacionados por T = TAT̃ TB onde TA, TB ∈ P+

são invert́ıveis e têm posto de Kraus 1. Então T é diviśıvel se, e somente se, T̃ é
diviśıvel.

Prova. De fato, uma decomposição T̃ = T̃1T̃2 implica T = (TAT̃1)(T̃2TB) que
fornece uma decomposição (em operadores que preservam traço). Como a con-
catenação com TA, TB preserva o posto de Kraus, essa decomposição não envolve
conjugações unitárias. �

2.2.1 Caracterização das evoluções cont́ınuas

Definição 2.11. Vamos chamar de evolução (cont́ınua) completamente po-
sitiva uma aplicação cont́ınua T : [0, t]× [0, t]→ T+ tal que:

1. T (t3, t2)T (t2, t1) = T (t3, t1) para todo 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ t3 ≤ t,

2. limε→0 |T (τ + ε, τ)− I| = 0 para todo τ ∈ [0, t).

E vamos denotar por J ⊂ T+ o conjunto de todos os canais que são elementos de
alguma evolução cont́ınua completamente positiva.

Definição 2.12. Seja I ⊂ T+ o conjunto de todos os canais T tais que, para
todo ε > 0, existe uma quantidade finita de canais Ti ∈ T+ tais que |Ti − I| ≤ ε e∏

i Ti = T . Diremos que um canal é infinitesimalmente diviśıvel se ele pertence
ao fecho I. Vamos denotar por I ′ um conjunto análogo ao I definido acima, mas
com a condição adicional que cada Ti da fatoração seja markoviano.

Claramente, I ′ ⊆ J ⊆ I. O objetivo do teorema a seguir é mostrar que
I ⊆ I ′, consequentemente qualquer uma das noções definidas até agora pode
ser chamada infinitesimalmente diviśıvel. Ou seja, queremos mostrar que é
posśıvel aproximar cada canal Ti na decomposição T =

∏n
i=1 Ti (|T − I| ≤ ε) com

um canal markoviano, de forma que o produto destes fique próximo de T com
ε→ 0.
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Teorema 2.13. (Estrutura de canais infinitesimalmente diviśıveis) Com a notação
introduzida acima, I ′ = I = J .

Prova. Primeiramente, escrevemos T =
∏

i Ti =
∏

i T̃iUi onde T̃i = TiU
−1
i é

tal que (T̃i − I) é um gerador puramente dissipativo. A ideia agora é aproximar
T̃i com exp(T̃i − I). O erro nessa aproximação é∣∣∣∣∣∏

i

Ti −
∏
i

eT̃i−IUi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∏
i

Ti −
∏
i

(Ti + ∆i)

∣∣∣∣∣ ,
onde ∆i = (exp[T̃i − I] − T̃i)Ui vai a zero com O(|T̃i − I|2). Defina C(l) :=∏l

i=1 Ti
∏n

j=l+1(Tj + ∆j). Então∣∣∣∣∣∏
i

Ti −
∏
i

eT̃i−IUi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

C(k + 1)− C(k)

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

∣∣∣∣∣
k∏
i=1

Ti∆k+1

n∏
j=k+2

(Tj + ∆j)

∣∣∣∣∣ ≤ ndδ2,

onde δ := maxi |T̃i − I|. Agora, é suficiente mostrar que δ2n→ 0 com ε→ 0.
Considere T̃δ o canal T̃i correspondente à distância máxima δ. Pelo Teorema 2.4,

δ ≤ −2

d
log det exp(T̃δ − I) ≤ −2

d
log[det T̃δ − O(δ2)] (usando a continuidade do

determinante).

Agora, suponha que δ = O(n−q) para certo 0 < q < 1. Nesse caso, a desigual-
dade obtida acima fornece δ = O(n−2q − log detT/n) e recursivamente obtemos
δ = O(1/n), como queŕıamos. Portanto, basta encontrar uma cota da forma
δ = O(n−q). Essa cota é fornecida por [[16], Teo. 7]:

δ := max |T̃i − I| = |Ti − Ui| = O

(√
1− (detT )1/n

)
.

�
O teorema acima pode ser estendido para evoluções cont́ınuas:

Teorema 2.14. Sejam T , T̃ ∈ T+ relacionados por T = TAT̃ TB, onde TA, TB ∈
P+ são invert́ıveis com posto de Kraus 1. T é infinitesimalmente diviśıvel se, e
somente se, T̃ o é.

Prova. Suponha que T̃ =
∏

i T̃i é infinitesimalmente diviśıvel. Podemos es-
crever T =

∏
iRiT̃iR

−1
i+1, onde Ri ∈ P+ são invert́ıveis com posto de Kraus 1,

com R1 = TA e R−1n+1 = TB. Precisamos mostrar que os Ri’s intermediários po-

dem ser escolhidos de tal forma que Ti := RiT̃iR
−1
i+1 fiquem próximos da iden-

tidade com |T̃i − I| 6= ε → 0. O procedimento é o mesmo da demonstração
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anterior. Seja Ki = UiPi a decomposição polar do operador de Kraus de Ri, ou
seja, Ri(X) = UiPiXPiU

∗
i . Agora Ti ∈ T impõe R−1∗i+1 T̃

∗
i R
∗
i (1) = 1, o que pode ser

obtido em escolhendo Pi+1 =
√
T̃ ∗i (P 2

i ). Como todo operador em Md é decrescente

em largura do espectro [4], temos |Ri| ≤ λmax(Pi). Dáı,

||Ti − I|| ≤ ||RiR
−1
i+1 − I||+ ε||Ri||||R−1i+1||,

cujo segundo termo já conseguimos controlar. Para estimar o primeiro termo, ob-
servemos que |T̃ ∗i (P 2

i )−P 2
i | ≤ ε|P 2

i | ≤ ελ2max(Pi)
√
d. Pela continuidade da raiz qua-

drada, |Pi+1−Pi| ≤
√
εd1/4λmax(Pi). Portanto |PiP−1i+1−1| ≤

√
εd1/4λmax(Pi)λ

−1
min(Pi+1)

fornecendo uma cota para o primeiro termo contanto que escolhamos Ui+1 = Ui.
�

2.3 Canais quânticos de um qubit

A seguinte forma normal para canais de um qubit (ou seja, agindo nas matrizes
densidade de ordem 2) foi obtida em [14].

Teorema 2.15. (Forma normal de Lorentz) Para todo canal T ∈ T+ de um qubit
existem TA, TB ∈ P+ invert́ıveis com posto de Kraus 1, tais que TATTB = T̃ ∈ T+

é de uma das seguintes formas:

1. Diagonal: no caso em que v = 0 e T̃ é unital.

2. Singular: no caso em que ∆ = 0 e v = (0, 0, 1). Esse canal tem posto de
Kraus 2 e produz apenas uma sáıda posśıvel.

3. Não-diagonal: nos casos em que ∆ = diag(x/
√

3, x/
√

3, 1/3), 0 ≤ x ≤ 1 e
v = (0, 0, 2/3). Esses canais têm posto de Kraus 3 se x < 1 e posto de Kraus
2 se x = 1.

Denote por C os canais com posto de Kraus 2 e operadores de Kraus da forma

A1 = |0〉〈a|, A2 = |0〉〈b|+ x|1〉〈1|,

para certos vetores |a〉 e |b〉. Para estes operadores, a condição de preservação de
traço fica

|a〉〈a|+ |b〉〈b| = 1− x2|1〉〈1|.

O lema a seguir afirma que todo canal com posto de Kraus 2 pode ser colocado
nessa forma.

Queremos mostrar:
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Teorema 2.16. Seja T um canal de um qubit com posto de Kraus 2. Existem con-
jugações unitárias U1, U2 e um gerador de Lindblad L (que possivelmente depende
do tempo) cont́ınuo e t > 0 tal que

U1TU2 = Te
∫ t
0 L(τ)dτ ,

onde T é o operator de tempo (“time ordering operator” [16]).

Para isso, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.17. Para todo canal T de um qubit e posto de Kraus 2, existem con-
jugações unitárias U1, U2 tais que T = U1CU2 e C é da forma descrita acima.

Prova. Dados os operadores de Kraus K1, K2 de T , podemos sempre encontrar
α1, α2 tais que α1K1 + α2K2 tem posto um (basta calcular o determinante dessa
expressão e fazê-lo igual a zero). Assim, podemos escolher outros operadores de
Kraus para o mesmo operador T tais que K̂1 = |e0〉〈f1| e K̂2 = |e0〉〈f2|+ |e1〉〈f3|,
onde e0, e1 são ortonormais. Ou seja, T é da forma C, a menos de conjugações
unitárias que relacionem a base canônica com a base {e0, e1}. �

Definição 2.18. Dado um canal do conjunto C acima, vamos chamá-lo de: classe-
1 se 〈a|0〉 = 〈b|1〉 = 0; classe-2 se não é classe-1 e tem x = 1; classe-3 em todos
os outros casos.

Agora, podemos verificar, para cada uma dessas classes, que o operador C é
infinitesimalmente diviśıvel, demonstrando o Teorema. De fato:

� Canais de classe-1: Podemos escrever |a〉 = (1 − x2)1/2|1〉 e |b〉 = |0〉,
portanto esses canais podem ser parametrizados por x, com Cx1x2 = Cx1Cx2 ,
C1 = 1. Ou seja, essa classe forma um semigrupo cont́ınuo a um parâmetro.
Usando transformações infinitesimais, encontramos: Cx = e− log(x)L, L(ρ) =
2|0〉〈1|ρ|1〉〈0| − ρ|1〉〈1| − |1〉〈1|ρ.

� Canais de classe-2: Podemos escrever |a〉 = (1 − y2)1/2|0〉 e |b〉 = y|0〉.
Como antes, temos um semigrupo parametrizado por y e obtemos Cy =
e− log(y)L, L(ρ) = 2σzρσz − 2ρ.

� Canais de classe-3: Os canais desta classe são determinados pelo único
vetor |c〉 6= |0〉 cuja imagem |c′〉 é um estado puro:

|c〉 = c0e
iφ|0〉+ c1|1〉,

|c′〉 = yc0e
iφ|0〉+ xc1|1〉.
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Então, esses canais são parametrizados por 0 < x, c1 < 1 e 0 ≤ φ < 2π, o que
podemos escrever como Cc1,x,φ. Nesse caso, eles satisfazem Cxc1,y,φCc1,x,φ = Cc1,xy,φ.
Além disso, Cc1,x,φ → I com x→ 1. Portanto, consideramos:

Lc1,φ := lim
ε→0

(I − Cc1,e−ε,φ)/ε

Assim,
Lc1,φ(ρ) = i[ρ,Hc1,ρ] +Dc1,ρ(ρ),

Hc1,φ =
c1
ic0

(eiφ|0〉〈1| − e−iφ|1〉〈0|),

e Dc1,ρ é um gerador de Lindblad dissipativo caracterizado por um único operador
de Kraus da forma Ac1,φ =

√
2|0〉(c1〈0| − c0〈1|)/c0, com c0 = (1− c21)1/2.

2.3.1 Exemplos

1. Suponha que T seja um canal de 1 qubit dado por operadores de Kraus com

matrizes da forma K1 =

(
x1 0
0 x2

)
, K2 =

(
y1 0
0 y2

)
, com x2i +y2i = 1, xi, yi ∈

R, i = 1, 2, o que é exigido para preservação de traço. Nesse caso, temos que
det(y2K1 − x2K2) = 0. Logo, podemos escolher uma nova representação de
Kraus:

K̂1 = y2K1 − x2K2 = (x1y2 − x2y1)
(

1 0
0 0

)
= |0〉〈a|,

K̂2 = x2K1 + y2K2 =

(
x1x2 + y1y2 0

0 1

)
= |0〉〈b|+ |1〉〈1|,

onde |a〉 = x1y2 − x2y1|0〉, |b〉 = x1x2 + y1y2|0〉. Ou seja, T pertence à
classe-2 na classificação acima. Como (x1y2 − x2y1)2 + (x1x2 + y1y2)

2 = 1,
essa famı́lia de canais é percorrida por um único parâmetro t = x1x2 + y1y2.
Como vimos acima, Tt = e− log(t)L, L(ρ) = 2σzρσz − 2ρ.

2. (Bit-flip[11]) Suponha que T tenha operadores de Kraus com matrizes da

forma K1 =

(
x 0
0 x

)
, K2 =

(
0 y
y 0

)
, com x2 +y2 = 1. Nesse caso, det(yK1 +

xK2) = 0 e escolhemos uma nova representação:

K̂1 = yK1 + xK2 = xy

(
1 1
1 1

)
,

K̂2 = xK1 − yK2 =

(
x2 −y2
−y2 x2

)
.
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Agora, K̂1 é autoadjunto e tem autovetores (1, 1), (1,−1), por isso aplicamos

a mudança de bases U =

(
1 1
1 −1

)
/
√

2, obtendo:

UK̂1U = 2xy

(
1 0
0 0

)
= |0〉〈a|,

UK̂2U =

(
x2 − y2 0

0 1

)
= |0〉〈b|+ |1〉〈1|,

onde |a〉 = 2xy|0〉, |b〉 = x2 − y2|0〉. Como no caso anterior, U0TtU0 =
e− log(t)L, L(ρ) = 2σzρσz − 2ρ, onde t = x2 − y2 e U0(X) = UXU .

3. Suponha que T tenha operadores de Kraus com matrizes da forma K1 =(
x1 0
0 x2

)
, K2 =

(
0 x1
x2 0

)
, com x21 + x22 = 1. Nesse caso, det(1/

√
2K1 +

1/
√

2K2) = 0. Portanto, podemos escolher uma nova representação:

K̂1 =
1√
2
K1 +

1√
2
K2 =

1√
2

(
x1 x1
x2 x2

)
,

K̂2 =
1√
2
K1 −

1√
2
K2 =

1√
2

(
x1 −x1
−x2 x2

)
.

Agora, K1 tem autovetores (1,−1), (x1, x2) com autovalores 0, (x1 +x2)/
√

2

respectivamente. Por isso, aplicamos a mudança de bases U =

(
x1 −x2
x2 x1

)
,

ficando com:

U∗K̂1U =
1√
2

(
x1 + x2 x1 − x2

0 0

)
= |0〉〈f1|,

U∗K̂2U =
1√
2

(
(x1 − x2)(x21 − x22) (−x1 − x2)(x21 − x22)

2x1x2(x2 − x1) 2x1x2(x1 + x2)

)
= |0〉〈f2|+ |1〉〈f3|,

onde |f2〉 e |f3〉 são os vetores-linha destas matrizes. Para deixar o ca-
nal na forma C, basta multiplicá-lo à direita por um operador unitário
V tal que 〈f3|V = 〈1| ⇔ V ∗|f3〉 = |1〉 ⇔ |f3〉 = V |1〉. Ou seja, V =
1√
2

(
x1 + x2 x2 − x1
x1 − x2 x1 + x2

)
. Obtemos:

U∗K̂1UV = |0〉〈f1|V = |0〉〈0|,
U∗K̂2UV = |0〉〈f2|V + |1〉〈f3|V = (x22 − x21)|0〉〈1|+ 2x1x2|1〉〈1|.
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Temos que U1TU2 é um operador de classe-3, onde U1(X) = U∗XU e

U2(X) = UV XV ∗U∗ =
1

2

(
1 −1
1 1

)
X

(
1 1
−1 1

)
. O único estado que é le-

vado em um estado puro é |1〉〈1| 7→ (U∗K̂2UV )|1〉〈1|(V ∗U∗K̂∗2U).

4. Suponha que T tenha operadores de Kraus com matrizes K1 =
1√
3

(
1 1
0 1

)
,

K2 =
1√
3

(
1 0
−1 1

)
. Nesse caso, det

(√
3+
√
15

6
K1 +

√
3−
√
15

6
K2

)
= 0. Assim,

consideramos a nova representação:

K̂1 =

√
3 +
√

15

6
K1 +

√
3−
√

15

6
K2 =

(
1
3

√
5+1
6√

5−1
6

1
3

)
,

K̂2 =

√
3−
√

15

6
K1 −

√
3 +
√

15

6
K2 =

(
−
√
5

3
1−
√
5

6
1+
√
5

6
−
√
5

3

)
.

O autovetor de K1 com autovalor não-nulo é (1+
√

5, 2). Por isso, considera-

mos a mudança de bases U =
1

α

(
1 +
√

5 2

2 −1−
√

5

)
onde α =

√
10 + 2

√
5,

ficando com:

U∗K̂1U =

(
2
3
−1

3

0 0

)
= |0〉〈f1|,

U∗K̂2U =
1

5 +
√

5

(
−4

3
(1 +

√
5) 2

3
(1 +

√
5)

−1 −2

)
= |0〉〈f2|+ |1〉〈f3|.

Como antes, consideramos o operador unitário V =
1 +
√

5

5 +
√

5

(
−2 −1
1 −2

)
de

forma que 〈f3|V = 〈1|, obtendo:

U∗K̂1UV = −5

3
· 1 +

√
5

5 +
√

5

(
1 0
0 0

)
,

U∗K̂2UV =

(
2
3

0
0 1

)
,

donde vê-se que T é um canal de classe-2 com y = 2/3.
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