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Resumo
Fen�menos 
omo a rápida propagação de epidemias em es
ala mundial têm 
hamado a atençãopara a importân
ia da estrutura da rede de 
ontatos, através da qual os membros de uma 
o-munidade interagem entre si. O efeito da topologia das redes de 
ontatos so
iais na dinâmi
ade epidemias tem sido estudado re
entemente de maneira geral em redes paradigmáti
as (mundopequeno, livre de es
ala, et
), mostrando efeitos que dão outra dimensão aos resultados típi
osde 
ampo médio, i.e, ausên
ia de limiar de epidemia e limiar de epidemia dependente da topo-logia. Aproveitamos o primeiro levantamento 
ompleto de uma rede real de 
ontatos amorosos,denominada por seus autores de românti
a, para estudar a propagação hipotéti
a de uma doençasexualmente transmissível 
om dinâmi
a SIR (sus
etível, infe
tado e removido). Quando as in-terações entre os indivíduos permane
em inalteradas no tempo (rede estáti
a), 
omparamos aspropriedades epidêmi
as entre as topologias real e paradigmáti
as. Além disso, in
luímos nesta
omparação a variabilidade na freqüên
ia de interações entre os indivíduos. Por �m, 
onsideramosa dinâmi
a real de formação de pares na rede românti
a e estudamos a propagação da doença.Confrontamos as propriedades epidêmi
as da rede românti
a dinâmi
a 
om a versão estáti
a. Osresultados obtidos indi
am por uma lado a substan
ial diferença entre a rede real e a rede livrede es
ala, em todos os 
enários. Por outra parte, sugerem que o espalhamento da epidemia é bemmenos grave na rede românti
a dinâmi
a quando 
omparado a versão estáti
a dessa rede.
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Abstra
t
Phenomenons as the fast propagation of epidemi
s the world s
ale has been getting the publi
'sattention in general for the importan
e of the stru
ture of the network of 
onta
ts through whi
ha 
ommunity's members intera
t amongst themselves. The e�e
t of the topology of the networksof so
ial 
onta
ts in the dynami
s of epidemi
s has been studied re
ently in a general way innetworks pragmati
s (small-world, s
ale-free, et
), showing e�e
ts that give other dimension tothe typi
al results of medium �eld, i.e, absen
e of threshold epidemi
 and threshold of epidemi
dependent of the topology. We utilize the �rst 
omplete rising of a real network of loving 
onta
ts,denominated by their authors of romanti
, to study the hypotheti
al propagation of a diseasesexually transmissible with dynami
s SIR (sus
eptible, infe
ted and removable). In the 
ontext inthat the intera
tions among the individuals stay una�e
ted in the time (stati
), we 
ompared theepidemi
 properties between the topologies real and pragmati
s. Besides, we use this 
omparisonthe variability in the frequen
y of intera
tions among the individuals. Finally, we 
onsider thereal dynami
s of formation of pairs in the romanti
 network and we study the propagation of thedisease. We 
onfront the epidemi
 properties in the networks romanti
 dynami
s and stati
. Theresults obtained indi
ate not only the substantial di�eren
e between the real network and thes
ale-free network in all of the s
eneries as well as they suggest that the dispersal of the epidemi
is less serious in the dynami
 formation of the pairs when 
ompared the stati
 situation in theromanti
 network.
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Capítulo 1
Introdução
A partir do avanço do 
onhe
imento médi
o sobre os agentes 
ausadores das infe
ções, no sé
ulopassado, foi possível sistematizar a dinâmi
a de transmissão de uma doença infe

iosa em termosde modelos matemáti
os. O primeiro, e provavelmente mais usado desses modelos, denomina-sede modelo SIR, nomen
latura esta que se deve à dinâmi
a de transmissão entre as 
lasses (sus-
etível, infe
tado e removido) de indivíduos dentro da população. Prati
amente todos os estudosrealizados 
om esta dinâmi
a, desde o iní
io do sé
ulo passado, 
onsideram as 
lasses distribuídashomogeneamente na população, sem levar em 
onta a estrutura de interação entre os indivíduos.Entretanto, na última dé
ada, per
ebeu-se que a transmissão de uma doença dá-se segundo umarede de 
ontatos que depende da estrutura de interação entre os indivíduos, a qual pode dependerdo tipo de doença infe

iosa. A estrutura das interações pode ser representada por 
ertas redesparadigmáti
as (mundo pequeno, livre de es
ala, et
). A introdução da heterogeneidade espa
iallevou a uma 
on
lusão distinta a
er
a do número 
ríti
o de infe
tados ne
essários para levar apopulação a uma epidemia, sugerindo uma deste valor ou, em algumas redes livres de es
ala,mesmo um valor nulo. Representar as interações intrínse
as de uma população e seus elementose as possíveis regras de transmissão para que o espalhamento de uma epidemia o
orra de a
ordo
om o que se observa na natureza em um modelo, passa por um estudo de situações epidêmi
ashipotéti
as em redes de 
ontatos reais.Dentro deste 
ontexto, este trabalho tem por objetivo implementar e analisar simulações6




omputa
ionais que des
revam a dinâmi
a de transmissão de uma hipotéti
a doença sexualmentetransmissível dentro de topologias paradigmáti
as e real. A partir destas simulações é possívelavaliar o impa
to do tamanho de epidemia em tais redes tanto no que se refere a efeitos daestrutura bem 
omo a aspe
tos ligados a regras de transmissão. Desta maneira, implementamosas redes paradigmáti
as 
om o mesmo tamanho da 
omponente gigante da rede românti
a. Assim,é possível forne
er subsídios para realizar um paralelo entre os 
omportamentos já explorados naliteratura das redes paradigmáti
as e esta topologia real.Em termos de estrutura, este trabalho está divido em 
in
o 
apítulos, dos quais está introdu-ção é o primeiro. No 
apítulo dois, apresentamos os rudimentos sobre as redes 
omplexas 
om ointuito de introduzir ao leitor os 
on
eitos e resultados relevantes que serão utilizados freqüente-mente nos 
apítulos seguintes, bem 
omo �xar a notação empregada. Ini
iamos o 
apítulo três
om uma importante 
ontextualização dos avanços nos modelos epidêmi
os. Nesse 
apítulo nos
on
entramos na dis
ussão do modelo SIR tradi
ional e a des
rição da propagação de doençasem redes 
omplexas. No 
apítulo quatro, implementamos e analisamos resultados de simulações
omputa
ionais para a propagação de uma doença na topologia real (estáti
a e dinâmi
a) e para-digmáti
as apresentando as diferenças no tamanho �nal da epidemia, diferenças estas vin
uladasàs estruturas de 
ontatos, regras de transmissão e dinâmi
a dos 
ontatos. No último 
apítulo,
apítulo 5, apresentamos as 
on
lusões e perspe
tivas dos resultados obtidos no 
apítulo anterior.
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Capítulo 2
Introdução às Redes Complexas
As redes, basi
amente des
ritas 
omo 
onjuntos de itens 
one
tados entre si, são observadas eminúmeras situações, desde o nível subat�mi
o até as mais 
ompli
adas estruturas so
iais ou mate-riais 
on
ebidas pela humanidade. Há variáveis importantes inerentes às ligações dos 
onstituintesda rede e às formas de 
onstrução de tais relações. Propriedades essen
iais das redes estão naprópria topologia, na des
rição físi
a ou geométri
a das mesmas. Todos estes elementos se per-dem quando o fo
o deixa de ser a rede e passa a in
idir apenas nos ítens. Com efeito, examinarum úni
o neur�nio não é o su�
iente para des
rever o 
érebro, da mesma forma que analisar umindivíduo ou um 
omputador não permite 
on
lusões amplas a respeito, respe
tivamente, dasso
iedades ou da Internet.Este 
apítulo introduz as redes 
omplexas, apresentando os 
on
eitos bási
os. A primeiraseção destina-se a base 
on
eitual, no qual indi
amos o que são e 
omo podem ser de�nidas osdiferentes tipos de redes. Na segunda seção, veremos algumas propriedades estatísti
as 
ujo oexame se faz ne
essário para adequada 
ara
terização da topologia. A ter
eira seção por suavez apresenta as prin
ipais estruturas (tipos de redes) e os modelos responsáveis por gera-las.Finalizamos este 
apítulo, quarta seção, apresentando exemplos sistemas naturais de estrutura
omplexa.
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2.1 Con
eitos Bási
osO estudo de redes 
omplexas é um território da teoria de grafos (Albert e Barabási [1℄). A teoriados grafos, parti
ularmente, 
omeçou 
om o trabalho de Leonhard Euler para resolver o problemadas sete pontes de Königsberg, 
idade lo
alizada na Prússia do sé
ulo XVIII (atual Kaliningrado,Rússia), onde haviam duas grandes ilhas 
om terra �rme e 
one
tadas entre elas por sete pontes.Dis
utia-se nas ruas da 
idade a possibilidade de alguém atravessar todas as pontes sem repetirnenhuma. A 
han
e de tal façanha havia se tornado uma lenda popular quando Leonhard Euler,em 1736, provou que não existia tal 
aminho. Ele modelou o problema 
omo um grafo, veja �gura2.1, transformando as pontes em linhas (arestas) que ligam 
ír
ulos (vérti
es), representando asilhas e margens do rio, 
riando assim o que pode ser o primeiro grafo da história. Contudo, um

Figura 2.1: Representação do problema das sete pontes de Königsberg sugerido por Euler. Na linguagem dosgrafos tal �gura é 
onstituída por quatro vérti
es e sete arestas.
onjunto de vérti
es ligados por arestas é somente um tipo simples de rede, tal 
omo o grafosugerido no problema das sete pontes de Königsberg. Segundo Newman [2℄, pode existir maisdo que um tipo de vérti
e numa rede, ou mais do que uma aresta. Os vérti
es e arestas aindapodem exibir propriedades distintas entre eles. Por exemplo, numa rede formadas por pessoas, osvérti
es podem representar homens ou mulheres, pessoas de diferentes na
ionalidades, idades, et
.Arestas por sua vez podem representar relações de amizades, relações românti
as, proximidadegeométri
a, et
. Estas relações podem ser simétri
as 
omo no problema das pontes ou não, 
omonuma relação hierárqui
a. Desta
amos na �gura 2.2 alguns tipos de redes.9



(a) (b)
(
) (d)Figura 2.2: Exemplos de alguns tipos de redes: (a) rede não-dirigida 
om um tipo de vérti
e e um tipo de aresta;(b) rede 
om um número dis
reto de tipos de vérti
es e arestas; (
) rede 
om os pesos dos vérti
es e das arestasvariando; (d) rede dirigida em que 
ada aresta tem uma direção.As redes podem ser estáti
as, quando não há variação no número de vérti
es, arestas oumesmo na 
on�guração das ligações; ou dinâmi
as, sendo que, neste 
aso, é possível modelar oseu 
res
imento pela análise da variação de sua estrutura no tempo. Embora as redes reais sejamdinâmi
as, elas podem ser analisadas 
omo estáti
as dentro de um intervalo de tempo em que asvariações são inexistentes ou pou
o importantes (Costa et al [3℄).Por vezes, é útil representar uma rede por uma matriz, que re
ebe o nome de matriz deadja
ên
ia. Para tanto, 
onsiderando num primeiro momento apenas redes não-dirigidas, devemosobservar que a 
onstrução desta matriz dependerá, basi
amente, se a rede é do tipo binária (redesem pesos) ou não binária (rede pesada). Assim, se a rede é do tipo binária denotaremos amatriz de adja
ên
ia por A (
om elementos aij), enquanto a notação utilizada para os grafos nãobinários será W (
om elementos wij). O elemento aij é igual a unidade se existe uma 
onexãoentre os vérti
es i e j, 
aso 
ontrário seu valor é nulo. Já o elemento wij é igualmente nuloquando não há ligação entre os vérti
es i e j e igual a intensidade da 
onexão, peso, quando osvérti
es i e j estão ligados. Uma outra forma de representação das redes é dada por intermédio10



de listas. De maneira análoga às matrizes de adja
ên
ia temos que fazer distinção entre as redesbinárias e não binárias. As listas para redes binárias são 
onstruídas de tal forma que apenas osvérti
es (i, j) que possuem ligações são armazenados, enquanto que para as redes não bináriasa lista tem um ter
eiro elementos asso
iado a intensidade das ligações, (i, j, wij). Em termos
omputa
ionais, 
ada estrutura tem sua vantagem. O uso das listas permite maior e
onomiade memória (quando as redes são esparsas) do que o uso das matrizes de adja
ên
ia, embora oa
esso às ligações seja mais 
omplexo, porque são ne
essárias bus
as na lista. Todas as a�rmaçõesrealizadas neste parágrafo 
ontinuam válidas para redes dirigidas; 
ontudo, devemos levar em
onta agora a orientação dos vérti
es para a 
onstrução da matriz de adja
ên
ia ou lista, ou seja,o elemento armazenado tanto na matriz de adja
ên
ia quanto na lista será aquele que além de ligaros vérti
es i e j possuir a direção de ligação entre os mesmos. Neste trabalho nos restringiremosas matrizes de adja
ên
ia. Como exemplos, as redes na �gura 2.3 são representadas por matrizes

(a) (b) (
)Figura 2.3: (a), Rede binária não-dirigida; (b), Rede não binária não-dirigida; (
), Rede binária dirigidade adja
ên
ia, respe
tivamente, 
omo
Aa =
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


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


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
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
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Notamos que as redes não-dirigidas forne
em uma matriz de adja
ên
ia simétri
a, aij = aji e, poroutro lado, as redes dirigidas levam a matrizes de adja
ên
ia não simétri
as.11



2.2 MedidasRedes 
omplexas podem apresentar diferentes topologias, dependendo dos me
anismos que deter-minam sua formação e/ou evolução. Para se quanti�
ar a estrutura das ligações, diversas medidastêm sido desenvolvidas. Apresentamos a seguir algumas medidas bási
as, para um estudo maisdetalhado sugerimos os trabalhos de Albert e Barabási [1℄, Newman [2℄ e Costa et al [3℄.A 
ara
terísti
a fundamental de um vérti
e é o seu grau (
one
tividade). Denotada por ki,ela indi
a o número de ligações entre o vérti
e i e os demais. Em redes não-dirigidas o grau estáasso
iado a matriz de adja
ên
ia da seguinte forma:
ki =

N
∑

j

aij (2.1)onde N refere-se ao número total de vérti
es, e aij é o elemento (i, j) da matriz de adja
ên
iade�nida na seção anterior. A partir da medida do grau podemos determinar o grau médio, dado

(a) (b)Figura 2.4: Exemplo de duas redes formadas por 5 vérti
es e 5 arestas. Na rede sem peso (a) identi�
amos ograu de 
ada vérti
e 
omo k1 = k2 = 1, k3 = k4 = 2 e k5 = 4, sendo assim o vérti
e 5 é o hub porque 
on
entragrande parte das 
onexões da rede que possui grau médio 〈k〉 = 2. A rede 
om peso (b) possui as forças dosvérti
es s1, s2, s3, s4 e s5, respe
tivamente, 
omo 2, 2, 12, 11 e 7, 
om força média 〈s〉 = 6.8 e, notamos ainda, queo vérti
e 3 é um hub por possuir ligações 
om maior intensidade.por
〈k〉 =

1

N

N
∑

i=1

ki. (2.2)Se as 
onexões na rede possuem pesos é utilizada a força do vérti
e, si, ao invés do grau, que é
12




al
ulada por
si =

N
∑

j

wij (2.3)A respe
tiva média global é a força média da rede
〈s〉 =

1

N

N
∑

i=1

si. (2.4)A �gura 2.4 ilustra as de�nições men
ionadas. Estas medidas, apesar de simples, podem serutilizadas para a identi�
ação dos hubs (vérti
es 
ommaior número de 
onexões) e para quanti�
ara densidade de 
onexões. Os hubs têm importân
ia fundamental na formação da estrutura dasredes 
omplexas, já que a sua remoção pode 
ausar a fragmentação da rede, resultando em
omponentes não 
one
tados (vérti
es isolados, ou grupos de vérti
es 
one
tados entre si, porémdes
one
tados da maior parte da rede). Esse fen�meno está rela
ionado às falhas aleatóriase ataques em redes, sendo que, dependendo da apli
ação, pode-se desejar redes robustas ouvulneráveis.Para ter uma 
ara
terização global dos grau dos vérti
es da rede de�nimos uma quantidade
hamada distribuição de grau, P (k); dois exemplos são dados na �gura 2.5. Esta quantidaderepresenta a probabilidade de um vérti
e es
olhido aleatoriamente ter grau k. Da mesma formaé de�nida a distribuição da força, P (s). Tais medidas são importantes, por exemplo, para de-terminar se as 
onexões entre os vérti
es são uniformes, servindo 
omo uma medida bási
a de
lassi�
ação.Referindo-nos novamente aos vérti
es, 
ada um possui uma quantidade asso
iada que mede onível de 
onexão entre seus vizinhos (vérti
es 
one
tados a ele). Em redes so
iais, essa quanti-dade, 
hamada aglomeração (
lustering) ou transitividade, indi
a a probabilidade de dois amigosquaisquer A e B terem um amigo C em 
omum. Para medir a fração de tais subgrafos usa-se o
oe�
iente de 
lusterização (ou 
oe�
iente de aglomeração), que mede a razão entre o número dearestas entre os vizinhos de um dado vérti
e i, denotado por ei, e o número máximo possível dearestas entre esses vizinhos, que é dado por ki(ki − 1)/2. A relação que de�ne o 
oe�
iente de
13
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P(
k)

k(d)Figura 2.5: Dois exemplos de redes, (a) e (b), e suas respe
tivas distribuições de grau, (
) e (d).
lusterização resulta:
Ci ≡

2ei

ki(ki − 1)
=

∑N
j=1 aij

∑N
m=1 ajmami

ki(ki − 1)
=

∑N
j=1 aijA

2
ji

ki(ki − 1)
, (2.5)sendo que o último termo permite a obtenção de Ci baseado na matriz de adja
ên
ia A. Comomedida de 
ara
terização global da rede, é 
al
ulada a média do 
oe�
iente de aglomeração entretodos os vérti
es da rede,

C =
1

N

N
∑

i=1

Ci. (2.6)Na �gura 2.6 podem ser vistos alguns exemplos.Até o momento investigamos medidas asso
iadas às 
onexões dos vérti
es. Uma outra medidarelevante está asso
iada 
om a distân
ia entre os vérti
es numa dada rede. O 
omprimento do
aminho que 
one
ta dois vérti
es i e j é dado pelo número de arestas ao longo deste 
aminho. Omenor 
aminho entre dois vérti
es i e j, dij, é dado pelo menor 
aminho entre todos os 
aminhosque 
one
tam estes vérti
es. Sua determinação é importante para 
ara
terização da estruturainterna das redes e na investigação de efeitos dinâmi
os relativos ao transporte e à 
omuni
ação.14



(a) (b) (
)Figura 2.6: Exemplos de redes 
om diferentes 
oe�
ientes de 
lusterização. Em (a) todos os vérti
es estão
one
tados entre si, Ci = 1, (b) Ci = 1/3 e em (
) os vizinhos do vérti
e i não possuem 
onexão entre eles, Ci = 0.Os menores 
aminhos entre todos os vérti
es em uma rede podem ser representados através deuma matriz de distân
ias Ω, 
ujos elementos dij expressam o valor do menor 
aminho entre osvérti
es i e j. O valor dmax = max dij é 
hamado diâmetro da rede, D. A média entre os valoresna matriz Ω exprime o 
aminho 
ara
terísti
o da rede (menor 
aminho médio), sendo 
al
uladapor
ℓ =

1

N(N − 1)

∑

i6=j

dij (2.7)Caso i e j não pertençam a um mesmo 
omponente 
one
tado, dij = ∞, o que é um problemana de�nição de ℓ. Uma possibilidade para sair desta problemáti
a é utilizar a 
hamada e�
iên
iaglobal, de�nida 
omo
E =

1

N(N − 1)

∑

i6=j

1

dij
(2.8)isto é, a média dos inversos dos menores 
aminhos. Tomamos a rede na �gura 2.7, para ilustraros aspe
tos abordados neste parágrafo. Observando a �gura, podemos 
onstruir a matriz de

Figura 2.7: Exemplo de 
aminho na rede. Em 
inza desta
amos os vérti
es que perte
em ao menor 
aminho quesepara os vérti
es 1 e 5.
15



distân
ia
Ω =

























0 1 1 1 2

1 0 1 1 1

1 1 0 2 2

1 1 2 0 2

2 1 2 2 0

























(2.9)
A partir da matriz Ω veri�
amos que o diâmetro é D = 2, e fazendo a média das distân
ias,equação (2.7), obtemos ℓ = 1.4.2.3 Estruturas e ModelosO trabalho de Euler no sé
ulo XVIII, des
rito no iní
io deste 
apítulo, foi apenas um passo parao desenvolvimento da teoria de grafos. Contudo, Euler investigou apenas uma 
lasse de pequenosgrafos 
om alto grau de regularidade.Uma fonte parti
ularmente ri
a de idéias foi o estudo de grafos aleatórios, grafos em queas arestas são distribuídas aleatoriamente. Redes 
om uma topologia 
omplexa freqüentementepare
em aleatórias, permitindo assim o emprego da teoria de grafos aleatórios no estudo delas.A teoria de grafos aleatórios foi introduzida por Erdös e Rényi [4℄. Um grafo aleatório é de�nido
omo N vérti
es 
one
tados por M arestas, dadas aleatoriamente dentro das N(N−1)/2 possíveis.No total existem C

N(N−1)/2
M grafos 
om N vérti
es e M arestas. Uma alternativa equivalente éo modelo binomial, onde, do 
onjunto de N vérti
es ini
ialmente des
one
tados, todos os paresde vérti
es são per
orridos, apenas uma vez, e 
one
tados 
om probabilidade p. Assim sendo,todas as ligações possuem a mesma probabilidade de o
orrerem, ou seja, a rede gerada tem umaestrutura altamente homogênea. Conseqüentemente, o número de arestas é uma variável aleatória
om valor esperado E(M) = p[N(N − 1)/2]. A distribuição da 
one
tividade para essas redes,quando N é grande e a 
one
tividade média é mantida 
onstante, tende à distribuição de Poisson.Além disso, o 
aminho mínimo médio é pequeno nessas redes, 
aindo 
om o logaritmo do tamanhoda rede, ℓ ∼ log N/ log 〈k〉, sendo 〈k〉 = 2M/N = p(N − 1) o número médio de 
onexões na rede.Erdös e Rényi estavam interessados apenas na riqueza matemáti
a das redes aleatórias e não em16



(a) (b) (
)Figura 2.8: Ilustração do pro
esso de evolução do grafo para o modelo de Erdös-Rényi. Ini
iamos 
om N = 8vérti
es isolados. (a),(b) e (
): Cone
tamos 
ada par de vérti
es 
om probabilidade p. Cada grafo 
orresponde auma úni
a realização.apli
ações práti
as, tendo apenas men
ionado em seu artigo de 1959 que a evolução dos grafospoderia ser 
onsiderada 
omo um modelo muito simpli�
ado de 
ertas redes de 
omuni
ação.Mesmo assim, o modelo de Erdös e Rényi sus
itou questões rela
ionadas à estrutura das 
onexõesem redes reais, 
omo por exemplo, se estas 
onexões poderiam ser representadas pelo modeloaleatório. Entretanto, essa resposta só foi obtida no �nal da dé
ada de 90, quando novas basesde dados surgiram e o poder 
omputa
ional aumentou.O primeiro passo nessa des
oberta foi dado em 1998, quando Watts e Strogatz observaramque em algumas redes reais, tais 
omo a rede de neur�nios do Caernorhabditis elegans e a redede distribuição de energia dos Estados Unidos, a presença de loops (
aminhos fe
hados) é muitomaior do que nas redes aleatórias 
om mesmo número de vérti
es e arestas (Watts e Strogatz [5℄).Esse foi o primeiro indí
io de que as redes reais não são 
ompletamente aleatórias, mas possuemuma determinada lei de formação. Baseados nesta des
oberta, Watts e Strogatz sugeriram ummodelo alternativo aos grafos aleatórios, 
hamado modelo small world de Watts-Strogatz (emanalogia ao fen�meno des
oberto por Stanley Milgram [6℄), que apresenta o efeito small world.Neste modelo, eles assumem que as redes presentes na natureza não são 
ompletamente regularese nem mesmo aleatórias, todavia se situam entre esses dois extremos. O algoritmo deste 
onsiste:(i) Ordem: Ini
ia-se 
om um anel regular 
om N vérti
es em que 
ada vérti
e é 
one
tado a
κ primeiros vizinhos (κ/2 de 
ada lado), 
onsidere N ≫ κ ≫ log N ≫ 1. (ii) Randomizar:Aleatoriamente rees
reva 
ada aresta da rede regular 
om probabilidade p de modo que auto-17



Figura 2.9: O pro
esso aleatório de re-
onexão das arestas no modelo de Watts e Strogatz, que interpola entre umanel regular e uma rede aleatória sem alterar o número de vérti
es e arestas. Ini
iamos 
om N = 20 vérti
es 
adaum 
one
tado aos seus primeiros quatro vizinhos. Para p = 0 o anel original não é alterado, 
om o p aumentando arede torna-se 
res
entemente desordenada até que para p = 1 todas as arestas são rees
ritas aleatoriamente (Wattse Strogatz [5℄).
onexões e 
onexões duplas são ex
luídas. Este pro
esso introduz pNκ/2 arestas 
ujas 
onexõesnão estão restritas a seus primeiros vizinhos (arestas de longo al
an
e). Conseqüentemente,variando p transitamos entre a regularidade e a aleatoriedade, este pro
esso é ilustrado na �gura2.9. Na �gura 2.10 mostramos o 
omportamento do 
oe�
iente de 
lusterização médio, C, e adistân
ia média, L, 
omo função da probabilidade de redire
ionamento das arestas, p. Desta
amostrês regiões 
om 
ara
terísti
as topológi
as diferentes. A primeira 
orresponde aos baixos valores
p em que C é prati
amente invariante e L 
om um grande valor, quando 
omparado as outrasregiões. Esta região 
orresponde a rede regular. Para grande valores de p, C indo a zero e Lpequeno, logo asso
iamos esta região a 
ompleta desorganização das redes aleatórias. Entre asduas regiões, identi�
amos as redes de small-world. É importante desta
ar que o limite entreestas regiões não é bem de�nido na literatura. O trabalho de Watts e Strogatz formalizou umantigo problema de so
iologia proposto por Granovetter [7℄, que estudou as relações entre pessoasna so
iedade e mostrou que as ligações mais fra
as de amizade são extremamente importantes.Granovetter demonstrou que os laços afetivos entre familiares e entre amigos íntimos não ofere
emuma diversidade de 
onhe
imento tão grande 
omo as relações entre pessoas 
onhe
idas e amigosdistantes. No modelo de Watts e Strogatz, as ligações mais fra
as sugeridas por Granovetter18



Figura 2.10: Coe�
iente de 
lusterização médio, C(p), e distân
ia média L(p) para o modelo de Watts-Strogatz.Os dados são normalizados por seus respe
tivos valores na rede regular, C(p = 0) e L(p = 0). Desta
amos asregiões 
ara
terísti
as das topologias regular, small-world e aleatória (Watts e Strogatz [5℄).são aquelas estabele
idas pela re
onexão de arestas. Estas ligações têm um papel fundamentalna 
onexão entre os membros de grupos fe
hados (formado por familiares e amigos íntimos) e omundo externo. É através delas que as redes so
iais se tornam small world. O trabalho de Wattse Strogatz trouxe o fen�meno small world da so
iologia para as 
omunidades formadas por físi
ose matemáti
os, inspirando novas investigações em redes 
omplexas.Em 1999 Barabási e Albert [8℄ de
idiram veri�
ar se o fen�meno small world estava presentena World Wide Web (WWW). Para isso, mapearam a topologia das 
onexões entre as páginas daWWW e des
obriram que além dela apresentar o fen�meno small world (ℓ ∼ 11), a distribuiçãode 
onexões não é aleatória, mas do tipo livre de es
ala, que é da forma P (k) ∼ k−γ . Inspiradospor estas des
obertas, eles propuseram um modelo de 
res
imento que gera redes livres de es
alaem base a dois pro
essos: (i) Cres
imento: Ini
iando-se 
om um pequeno número de vérti
es N0,a 
ada passo é adi
ionado um vérti
e 
om m (m ≤ N0) arestas que se 
one
tam 
om vérti
esjá presentes na rede. (ii) Ligação preferen
ial: O novo vérti
e, que vai ser adi
ionado à rede,tende a se 
one
tar 
om os vérti
es mais 
one
tados, ou seja, a probabilidade P de um novo nóse 
one
tar ao vérti
e i depende do grau ki do vérti
e i, de modo que
P (ki) =

ki
∑

j kj
(2.10)Depois de t passos de tempo este pro
esso resulta numa rede 
om N = t+N0 vérti
es e mt arestas.19



Interessante notar que estes dois me
anismos de 
onstrução das redes livres de es
ala não estão

(a) (b)Figura 2.11: (a) Dinâmi
a de anexação preferen
ial do modelo de Albert-Barabasi [8℄ 
om parâmetros m = 1e m = 2. O vérti
e bran
o representa o novo vérti
e adi
ionado em 
ada passo de tempo. (b) Representaçãoesquemáti
a para a distribuição de grau de uma hipotéti
a lei de potên
ia. Podemos observar que muitos vérti
espossuem pou
os links enquanto que pou
os vérti
es possuem muitos links.presentes no modelo aleatório de Erdös e Rényi e no modelo small world de Watts e Strogatz, poisnestes não há adição de novos vérti
es e as 
onexões são estabele
idas de forma homogênea, ha-vendo uma 
one
tividade 
ara
terísti
a (
one
tividade média) na rede. Por outro lado, nas redesgeradas pelo modelo livre de es
ala, os vérti
es mais 
one
tados tendem a re
eber mais 
onexões,paradigma 
onhe
ido 
omo �O ri
o �
a mais ri
o�. Estas redes são formadas por um reduzidonúmero de vérti
es altamente 
one
tados, denominados hubs, e por uma grande quantidade devérti
es pou
o 
one
tados, o que de�ne a distribuição livre de es
ala 1 (�gura 2.11(b)).Algumas medidas bási
as das redes geradas pelos modelos 
itados nesta seção possuem ex-pressões analíti
as (Newman [2℄). Além dos modelos dis
utidos anteriormente, muitos outrosforam sugeridos de modo a permitirem uma modelagem mais pre
isa de diversas redes reais.Para maiores detalhes sobre tais modelos, re
omendamos a revisão apresentada por Bo

aletti etal. [9℄.1A distribuição de grau resultante do me
anismo de formação das redes de Albert-Barabasi é P (k) = 2m2/k3.
20



2.4 Redes no Mundo RealSistemas 
ompostos por muitas unidades semelhantes que interagem entre si são muito 
omuns,e, em geral, a rede de interações não é 
ompletamente aleatória e sequer 
ompletamente regular,
omo já observamos na seção anterior. Por isso, en
ontramos redes 
omplexas nos mais diversos
ontextos. Nesta seção apresentaremos algumas estruturas de redes, de diferentes tipos, presen-tes na natureza ou 
onstruída pelo homem, 
omo as redes so
iais, biológi
as, de informação ete
nológi
as.

(a) (b)

(
) (d)Figura 2.12: Exemplos de redes no mundo real: (a) Rede so
ial de 
ontatos sexuais (Potterat et al [10℄). (b)Rede de hipertextos num sítio da Web, exemplo de rede de informação (Newman e Girvan [11℄). (
) Redes deroteadores da internet, exemplo de rede te
nológi
a. (d) Rede da 
adeia alimentar predador-presa de espé
ies delago de água do
e (Martinez [12℄).Uma rede so
ial não é mais que um 
onjunto de pessoas ou grupos de pessoas, ligados entre21



si por relações que podem ser pro�ssionais, familiares ou outras. A introdução de modelos mate-máti
os foi feita por Rapoport [13℄, o primeiro autor a realçar a importân
ia da distribuição donúmero de ligações. Outro estudo importante nesta área foi o de Milgram [6℄, através das suasexperiên
ias que levaram ao 
on
eito de small world. Estas experiên
ias estão na base do 
on
eitodos seis graus de separação. A re
onstrução de redes so
iais é difí
il, dada a subjetividade envol-vida e a limitação dos métodos de entrevistas e apli
ação de questionários. Em alguns 
asos, háregistros que auxiliam nesta tarefa, 
omo, por exemplo, do
umentos de 
omposição de diretoriase asso
iações, 
ontratos trabalhistas, 
o-autoria em publi
ações, registros de 
omuni
ações de
orreios, telefonia, mensagens eletr�ni
as, et
.Redes de informação ou de 
onhe
imento são obtidas a partir de bases de 
onhe
imento formalou ban
o de dados, 
omo as 
itações de artigos 
ientí�
os, a World Wide Web, os registros depatentes, a estrutura das linguagens, et
. O exemplo 
lássi
o de uma rede de informação é arede das 
itações entre artigos 
ientí�
os. A maioria dos artigos publi
ados 
ita outros trabalhosanteriores rela
ionados ou importantes para este. Estas 
itações geram uma rede dirigida em queos vérti
es são os artigos 
ientí�
os e as arestas as 
itações para artigos anteriores. A estruturada rede de 
itações re�ete assim a estrutura da informação armazenada nos seus vérti
es: daí adesignação rede de informação. Estas redes têm 
ertas parti
ularidades, que por vezes não surgemnoutras. Isso prende-se 
om o fato de, após a publi
ação de um artigo que 
ita outros anteriores,as 
itações não serem mais alteradas. Outros exemplos são as redes bipartidas de preferên
ias,onde os dois tipos de nós representam os indivíduos e os objetos de sua preferên
ia (programas deTV, bens de 
onsumo, et
.). As arestas podem ser pesadas, indi
ando maior ou menor a�nidade
om o objeto.Redes te
nológi
as são feitas pelo ser humano, projetadas tipi
amente para distribuição de fa-
ilidades ou re
ursos, tais 
omo eletri
idade, água, et
. Figuram nesta 
ategoria as rotas dos meiosde transporte, de 
orreios e serviços de distribuição, 
ir
uitos eletr�ni
os e a própria Internet.As redes 
omplexas são identi�
adas em muitos sistemas biológi
os. Há o
orrên
ias muito
laras, 
omo no sistema nervoso ou vas
ular, 
ada qual 
onsistindo naturalmente numa rede. Poroutro lado, uma análise mais profunda permite a per
epção das redes no metabolismo dos seres22



vivos: substratos e produtos são vérti
es de uma rede 
ujas arestas representam a existên
ia deuma reação metabóli
a que, a partir do substrato, gere o 
orrespondente produto. A me
âni
ade interação físi
a das proteínas também 
orresponde a uma rede 
omplexa de interação. Redesreguladoras são importantes na biologia: a expressão de um gene, vista 
omo a produção daproteína que este 
odi�
a é 
ontrolada pela presença ou ausên
ia de outras proteínas, ativadorasou inibidoras. O genoma em si forma uma rede 
om os vérti
es representando as proteínas earestas representando as dependên
ias da produção de proteínas. Cadeias alimentares são umbom exemplo de redes 
omplexas, de signi�
ativo interesse nos estudos de e
ossistemas.
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Capítulo 3
Elementos de Epidemiologia Matemáti
a
As epidemias não são oriundas do 
ontexto 
ontemporâneo. Dentro da história é possível 
ontem-plar inúmeros eventos epidêmi
os responsáveis por ter dizimado grande parte da população, tal
omo a peste bub�ni
a no sé
ulo XIV. As des
obertas de va
inas e a implementação de planos deva
inação em massa juntamente 
om outros avanços te
nológi
os permitiram o 
ontrole de umapar
ela das doenças 
ontagiosas. Contudo, o ris
o de propagação epidêmi
a sempre esteve latentedevido à pluralidade das doenças. Tal ris
o motivou a elaboração de modelos para des
rever osfatores responsáveis na propagação de uma doença.Destinamos este 
apítulo a um estudo introdutório destes modelos enquadrados dentro daepidemiologia matemáti
a. Na primeira seção exploramos breves aspe
tos históri
os que fun-damentaram e permitiram avanços no re�ro 
ampo. Seguimos para a segunda seção, na qualapresentamos em detalhe o modelo SIR tradi
ional. Na ter
eira seção, apresentamos as prin
i-pais 
ontribuições dos estudos teóri
os de epidemias em redes 
omplexas.3.1 Breve Digressão Históri
aA apli
ação da matemáti
a ao estudo de doenças infe

iosas teve iní
io em 1760 por Daniel Ber-noulli, ao usar ummétodo matemáti
o para avaliar a efetividade de té
ni
as de 
ontrole da varíola,
om o objetivo de in�uen
iar as políti
as de saúde públi
a (Bernoulli [14℄). O desenvolvimentode modelos matemáti
os apli
ados a fen�menos epidemiológi
os mais amplos �
ou limitado pelas24



restrições intrínse
as à ausên
ia de 
onhe
imento médi
o sobre os agentes 
ausadores das infe
-ções. Somente a partir do sé
ulo XIX, 
om o nas
imento da ba
teriologia, 
om Louis Pasteur eRobert Ko
h, e da des
oberta dos vírus, foi possível identi�
ar as 
ausas das doenças infe

iosase, 
onseqüentemente, apli
ar à epidemiologia modelos matemáti
os bem fundamentados.Baseado nas des
obertas 
itadas, no iní
io do sé
ulo XX, Hamer postulou que o 
urso de umaepidemia depende da taxa de 
ontato entre indivíduos sus
etíveis e infe

iosos (Hamer [15℄). Esse
on
eito é um dos mais importantes em epidemiologia matemáti
a, sendo 
hamado prin
ípio deação das massas, no qual a taxa líquida de espalhamento da infe
ção é assumida 
omo sendo pro-por
ional ao produto entre a densidade de pessoas sus
etíveis e a densidade de pessoas infe

iosas.O prin
ípio foi originalmente formulado em um modelo em tempo dis
reto, mas em 1908 RonaldRoss transferiu o problema para um modelo em tempo 
ontínuo, em seu trabalho pioneiro sobrea dinâmi
a da malária (Ross [16℄). As idéias de Hamer e Ross foram estendidas e exploradasem mais detalhes por Soper, que deduziu um me
anismo fundamental responsável pela periodi-
idade de epidemias, freqüentemente observada (Soper [17℄), e por Kerma
k e M
Kendri
k, queestabele
eram a famosa Teoria do Limiar (Kerma
k e M
Kendri
k [18℄). Essa teoria, que a�rmaque a introdução de pou
os indivíduos infe

iosos em uma 
omunidade de sus
etíveis não gerauma epidemia, a menos que a densidade ou número de sus
etíveis esteja a
ima de um 
erto valor
ríti
o, é, juntamente 
om o prin
ípio de ação das massas, um ali
er
e da epidemiologia teóri
amoderna. Estes trabalhos, desenvolvidos nos primeiros trinta anos do sé
ulo XX, resultam noque hoje 
onhe
emos 
omo modelo SIR determinísti
o, o qual dis
utiremos 
om mais detalhes napróxima seção.A partir destes estudos, e 
om o grande avanço obtido pelo 
onhe
imento biológi
o duranteas dé
adas subseqüentes, a epidemiologia matemáti
a desenvolveu-se e 
res
eu rapidamente, ge-neralizando os modelos determinísti
os ini
iais e propondo novos modelos esto
ásti
os que, 
omo aumento da 
apa
idade de 
omputação, ganham 
ada vez mais generalidade. Nos últimos dezanos, fundamentado nos trabalhos de Watts e Strogatz [5℄ e Albert e Barabási [8℄, per
ebeu-seque a transmissão de uma doença dá-se segundo uma rede de 
ontatos que depende da estruturade interação entre os indivíduos (Pastor-Satorras e Vespignani [19℄, Kuperman e Abramson [20℄,25



Newman [21℄, Jones e Hand
o
k [22℄ e Shirley e Rushton [23℄). Com efeito, o modelo SIR, quetoma as 
lasses sus
etível (S), infe
tado (I) e removível (R) homogeneamente distribuídas na po-pulação, não leva em 
onta aspe
tos dependentes da topologia. Dentro deste 
ontexto, as redes
omplexas são o suporte natural para o estudo da propagação de doenças infe

iosas. O 
on-
eito de redes 
omplexas levantou uma nova questão referente à dinâmi
a de epidemia: 
omorepresentar as interações intrínse
as de uma população e seus elementos em um modelo, e quaisseriam as possíveis regras de transmissão a serem adotadas, para que o espalhamento de umaepidemia o
orra efetivamente de a
ordo 
om o que se observa na natureza? Parti
ularmente,visto que a heterogeneidade espa
ial é um aspe
to de grande importân
ia, estudos de simulaçõesem redes realistas, 
om o intuito de estabele
er um paralelo 
om os resultados em topologias
onhe
idas, (redes paradigmáti
as) representam um 
ampo aberto de pesquisas, explorado emparte por Bansal et al. [24℄e Ward [25℄.3.2 Modelo SIR PadrãoVamos dis
utir nesta seção um exemplo da formulação 
ompartimental dinâmi
a. Nesse tipo deabordagem a estratégia é 
lassi�
ar a população em 
ategorias (ou 
ompartimentos) disjuntas deindivíduos.Dentro dessa abordagem determinísti
a o modelo SIR é um dos mais 
omuns na literatura, jáque 
om ele é possível introduzir os prin
ipais 
on
eitos do pro
esso epidêmi
o de maneira simples,servindo de base, 
omo veremos, para a formulação de pro
edimentos nos estudos mais gerais emmodelagem de epidemias. Segundo esse modelo, a população pode ser dividida da seguinte forma:
S, a 
ategoria dos sus
etíveis, ou seja, dos indivíduos ou agentes que não estão infe
tados, maspodem ser infe
tados; I, a 
ategoria dos infe
tados, ou seja, daqueles indivíduos que são 
apazesde transmitir a doença aos sus
etíveis; R, a 
ategoria dos re
uperados (ou removidos/imunes),ou seja, daqueles que já foram infe
tados pela doença e morreram (ou se isolaram), ou �
arampermanentemente imunes à doença. Assim, em um instante de tempo t, uma população é 
ara
-terizada pelas quantidades S(t), I(t) e R(t) que representam os números de indivíduos em 
ada26




ategoria, onde
N(t) = S(t) + I(t) + R(t) (3.1)é o número total de indivíduos da população a 
ada instante (tomado 
omo 
onstante no quesegue). Usando essa lógi
a 
ompartimental, se quisermos um maior realismo na des
rição dopro
esso epidêmi
o, devemos aumentar o número de 
ompartimentos (ou estados) em que osindivíduos dessa população estão 
lassi�
ados. É importante 
hamar a atenção aqui que essa
lassi�
ação não signi�
a em uma segregação da população. Nessa 
lasse de modelos não hádimensão espa
ial, e qualquer indivíduo pode estar em qualquer lugar a 
ada instante; somenteos atributos são diferentes para 
ada indivíduo. Isto quer dizer que este tipo de modelo assume queos indivíduos de qualquer 
lasse estão homogeneamente misturados (aleatoriamente misturados),de maneira que qualquer indivíduo de uma 
lasse pode estar em 
ontato 
om qualquer outroindivíduo de outra 
lasse em qualquer instante, a �gura 3.1 representa tal situação.

Figura 3.1: Esquema de uma população isolada, 
lassi�
ada de a
ordo 
om o modelo SIR; note que as 
lassesestão misturadas aleatoriamente.Com isso em mente passamos a de�nir a dinâmi
a do modelo (representada esquemati
amentena �gura 3.2), fazendo as três hipóteses bási
as que de�nem as transições entre os estados:1. O número de agentes na 
lasse de infe
tados aumenta a uma taxa propor
ional ao número deagentes na 
lasse infe
tante e ao número de agentes na 
lasse sus
etível. Matemati
amente,isso é representado pelo termo βS(t)I(t), onde β é uma 
onstante 
hamada de taxa deinfe
ção. Obviamente, essa taxa representa também a velo
idade 
om a qual os sus
etíveissaem do seu 
ompartimento. Esta hipótese é herdada do estudo de 
inéti
a quími
a, ao27



Figura 3.2: Representação da dinâmi
a das 
lasses do modelo SIR.
onsiderar que uma reação quími
a se dá quando dois 
omponentes se 
ho
am de maneiraefetiva, 
onhe
ida 
omo lei de ação das massas.2. A taxa 
om a qual os indivíduos infe
tados são transferidos para a 
lasse dos removidos(ou re
uperados) é propor
ional ao número de infe
tados. Esse fato é modelado pelo termo
γI(t), onde γ = 1/τ também é uma 
onstante, a taxa de re
uperação, modelada 
omoo inverso do tempo médio em que um indivíduo infe
tado permane
e nesse estado até sere
uperar.3. Nesse modelo não é 
onsiderado o (possível) tempo de in
ubação; assim os indivíduos sus-
etíveis passam diretamente para o estado infe
tado.Esses me
anismos são des
ritos formalmente pelas seguintes equações diferen
iais:

dS

dt
= −βSI (3.2)

dI

dt
= βSI − γI (3.3)

dR

dt
= γI (3.4)Na �gura 3.3 resolvemos numeri
amente este sistema de equações diferen
iais para uma situaçãohipotéti
a. Observe que as 
urvas para a dinâmi
a dos estados estão normalizadas por N . Comefeito, s = S/N , i = I/N e r = R/N . As �guras 3.4(a) e 3.4(b) indi
am, respe
tivamente, osefeitos da variação dos parâmetros β e γ sobre o número de infe
tados. Destas 
urvas podemosveri�
ar, por exemplo, que a medida que diminuímos o tempo que um indivíduo permane
einfe
tado (aumentado γ), diminuímos o dano na população.Podemos determinar quais as 
ondições para uma epidemia se estabele
er, isto é, dI/dt > 0.28



0 20 40 60 80 100 120 140
t

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p

rHtL

sHtL

iHtLFigura 3.3: Dinâmi
a dos estados do modelo SIR para β = 1/4 e γ = 1/7 dadas as 
ondições ini
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(b)Figura 3.4: Dinâmi
a da fração de infe
tados para diferentes valores de β e γ: (a), γ = 1/7; (b), β = 1/4. As
ondições ini
iais são s(0) = 0.999, i(0) = 0.001 e r(0) = 0.Da equação 3.3, temos que a 
ondição ne
essária é
(βS − γ)I > 0. (3.5)Contudo, temos sempre I > 0. Logo, essa relação é satisfeita quando

S >
γ

β
. (3.6)Então, para dados β e γ, existe um número 
ríti
o de sus
etíveis para uma epidemia, e se S(0)é o número ini
ial de sus
etíveis, a 
ondição para uma epidemia resulta ser S(0) > γ/β. Ainterpretação da inequação 3.6 fundamenta-se em dois aspe
tos: (i) um dado indivíduo infe
tado,em média, será 
ontagioso por um tempo 1/γ e (ii) o número de indivíduos sus
etíveis infe
tadospor um infe
tado por unidade de tempo é βS. Em 
onsequên
ia o número total de infe
tadosproduzidos por um infe
tado é βS/γ. Assim, para que um evento seja epidêmi
o, este número29



deve ser superior a 1. Introduzindo o número de reprodução bási
a, parâmetro adimensional
R0 ≡

βS(0)

γ
, (3.7)a 
ondição ne
essária para a persistên
ia da epidemia se expressa 
omo R0 > 1; o limiar deepidemia 
omo R0 = 1.Um dos resultados interessantes do modelo SIR refere-se à des
rição do tamanho �nal daepidemia. Tomando a razão entre as equações 3.2 e 3.4, e utilizando a de�nição 3.7, obtemos

dS

dR
= −

R0

S(0)
S (3.8)Assumindo que o tamanho ini
ial da infe
ção é pequeno, S(0) ≈ N , e para tempos t′ su�
ien-temente grandes para que I = 0 (estado assintóti
o onde R(t′) + S(t′) = N), a solução de 3.8 édada por

1 − r′ = e−R0r′ (3.9)onde r′ = R(t′)/N (fração �nal dos removidos pela epidemia). Trata-se de uma equação implí
ita,
uja 
urva, mostrada na �gura 3.5, ilustra o efeito de se aumentar R0, além do limiar de epidemia
R0 = 1.
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Figura 3.5: Fração da população infe
tada, r′, durante a epidemia em função do número de reprodução bási
a,
R0. No entanto, apesar das importantes 
ontribuições desse modelo 
ompartimental para o de-30



senvolvimento de teorias epidemiológi
as, ele apresenta limitações, pois, por mais que nele sejamagregadas informações, sempre serão regidos por alguns pressupostos bási
os que limitam suaabrangên
ia. Com efeito, os modelos baseados em equações diferen
iais assumem que a popula-ção é totalmente misturada, desprezando fatores espa
iais ou de estrutura da população. Alémdisso, esse tipo de modelagem não leva em 
onsideração o fato de que a população é 
ompostade indivíduos interagentes; ela 
onsidera as populações 
omo entidades 
ontínuas, o que produzresultados não realísti
os para pequenas populações. Em adição, nos modelos 
ompartimentaistodos os indivíduos dentro de um 
ompartimento são tidos 
omo semelhantes entre si. Sabe-se, entretanto, que há muitos fatores biológi
os (idade, predisposição genéti
a, dentre outros) eso
iais (hábitos, 
ostumes e 
ír
ulo de amizades) que a
abam in�uindo para que um indivíduoadoeça. Tais fatores podem ser, de 
erta forma, ainda inseridos nesse tipo de modelagem a partirda 
riação de sub-
ompartimentos que serviriam para 
lassi�
á-los, 
ontudo isso se demonstrainviável quando os fatores são muitos.Portanto, de maneira geral, para uma melhor predição e para de�nir estratégias mais oumenos realistas no 
ombate ao espalhamento de uma epidemia, é ne
essário desenvolver novasmetodologias matemáti
as e 
omputa
ionais.3.3 Epidemias em Redes ComplexasModelos que in
orporam a estrutura de redes evitam a suposição de 
lasses de indivíduos homoge-neamente misturados, designando a 
ada indivíduo um 
onjunto �nito e permanente de 
ontatos,para os quais eles podem transmitir infe
ções e dos quais eles podem ser infe
tados. Ainda que,na rede os indivíduos possam ter o mesmo número de 
ontatos por unidade de tempo que teriamno sistema tradi
ional 1, na primeira o 
onjunto de 
ontatos é �xo, enquanto que no modelo SIRpadrão está mudando 
ontinuamente.Ainda que a literatura em epidemiologia matemáti
a prati
amente só se refere a versões domodelo SIR padrão, alguns progressos têm sido feitos na análise do 
omportamento do modelo1Modelo de 
lasses SIR, homogeneamente misturado, des
rito pelas equações diferen
iais apresentadas na seçãoanterior, e que 
hamaremos de �SIR padrão�. 31



SIR na rede. Muitos destes trabalhos tem se fo
ado em uma 
lasse generalizada de modelos deredes aleatórias, 
ujas formas da distribuições de graus podem ser variadas arbitrariamente.A progressão de uma epidemia é modelada ini
ialmente 
olo
ando um ou mais dos nós, es
o-lhidos aleatoriamente, no estado I, e o resto no estado S. Em 
ada passo de tempo, 
ada vizinhode um nó infe
tado torna-se igualmente infe
tado 
om probabilidade 0 < β/N < 1, onde β é ataxa de infe
ção da equação 3.2 do modelo SIR padrão e N o número de nós ou indivíduos 2. Cadanó infe
tado, por sua vez, torna-se removido após um tempo τ . Modelos mais 
omplexos podemser feitos tomando βij e τi distribuídos, onde i e j indi
am os nós, podendo assim representaruma população estrati�
ada.Pastor-Satorras e Vespignani [19℄ investigaram o 
res
imento de uma doença numa rede 
omdistribuição de grau em lei de potên
ia. O prin
ipal resultado obtido por eles, em redes grandes
om distribuição de grau P (k) ∼ k−α 
om α < 3, é que estas não exibem limiar epidêmi
o(�gura 3.6). A expli
ação deste fato nas redes livre de es
ala deve-se a presença de hubs altamente

Figura 3.6: Comparação do 
res
imento de uma doença no modelo SIR, standard (padrão) e numa rede livre dees
ala. Em 
ontraste 
om o 
aso padrão, 
om limiar de epidemia em R0 = 1, na rede livre de es
ala não há limiarepidêmi
o. No grá�
o, r′ é a fração assintóti
a de removidos, enquanto que R0 é o número de reprodução bási
a.
one
tados, assegurando que a doença 
res
erá rapidamente se um desses vérti
e for infe
tado.Outra área de investigação ativa rela
iona-se 
om a assortatividade em redes, onde uma redeassortativa impli
a que nós 
om alto grau tendem a se 
one
tar a nós que também possuem altograu, em tanto que em redes dissassortativas, nós 
om alto grau tendem a se 
one
tar a nós 
ombaixo grau (Newman [2℄). Analisando uma variedade de redes no mundo real, Newman e Park [26℄,2β/N resulta ser a taxa de infe
ção por indivíduo, que não depende do número deles, N , só das 
ara
terísti
asbiológi
as/so
iais da doença. Por simpli
idade de notação no que segue, no 
ontexto de redes, 
hamaremos de β.32




on
luíram que redes so
iais exibem grau de 
orrelação positiva, são assortativas, enquanto queredes te
nológi
as e biológi
as (rede elétri
a, Internet, 
adeia alimentar, et
) são dissassortativas.Apli
ando estes resultados para o 
res
imento de epidemias, Newman [27℄ mostrou que, em redesassortativas, a 
omponente gigante 
one
tada tende a ser menor quando 
omparada a outros tiposde redes. Segundo ele, redes so
iais podem ser robustas para intervenções e ataques.Alguns esforços têm sido feitos para estudar os efeitos da estrutura da rede lo
al na propa-gação de doenças. Num modelo SIR adaptado a redes de mundo pequeno, Watts e Strogatz [5℄mostraram, mediante simulações 
omputa
ionais, que uma pequena probabilidade da rees
ritadas ligações entre vérti
es de uma rede regular reduz dramati
amente o valor da infe

iosidadeda doença ne
essário para infe
tar uma fração �nita da população. Além disso, mostraram que,para uma doença altamente infe

iosa, o tempo ne
essário para 
ontaminar a população inteiraé aproximadamente propor
ional ao menor 
aminho médio da rede. Conseqüentemente, é alta-mente dependente da fração de atalhos aleatórios (�gura 3.7). Referente ainda as redes de mundo

Figura 3.7: T (p), tempo ne
essário para 
ontaminação de toda a população, 
om uma taxa de infe
ção máxima(β = 1), tem a mesma forma fun
ional da distân
ia média , L(p) (Watts e Strogatz [5℄).pequeno, Kuperman e Abramson [20℄ en
ontraram que, quando os indivíduos re
uperados nomodelo SIR tornam-se instantaneamente em sus
etíveis (modelo SIRS), uma baixa probabilidadede rees
rita das ligações diminuem os níveis da doença (estado endêmi
o); por outro lado, altograu de desordem, gera os
ilações sustentadas da população infe
tada (�gura 3.8).Uma outra forma de investigar o 
res
imento de epidemias é a noção de 
omprimento de
orrelação da rede (Newman e Watts [28℄), que regula quanto uma doença 
ontagiosa deve 
res
erpara sentir os efeitos dos atalhos (menores 
aminhos que ligam os vérti
es na rede). Com efeito, a33



Figura 3.8: Fração de infe
tados em função do tempo no modelo SIRS em redes 
onstruídas de a
ordo 
om omodelo de Watts-Strogatz. Três 
urvas são mostradas para diferentes valores do parâmetro de desordem p, 
omomostram as legendas (Kuperman e Abramson [20℄).epidemia pode ser divida em dois estágios: (a) Uma fase lo
al de 
res
imento lento, pela presenteredundân
ia na topologia lo
al da rede. (b) Uma fase de 
res
imento global, em que pode 
res
erexponen
ialmente por toda a rede via atalhos aleatórios. Estes modelos sugerem que uma dasestratégias para prevenir epidemias deverá se fo
ar na eliminação dos atalhos, prolongando assimo 
res
imento lo
al o máximo possível.Explorando o 
res
imento de uma epidemia em topologias distintas (�gura 3.9), Shirley eRushton [23℄ investigaram, por intermédio de simulações, a relação deste 
res
imento 
om aspropriedades estatísti
as das redes. O modelo que usaram, o SEIR, in
lui uma nova 
lasse, E,denominada de in
ubação. Os resultados apresentados por eles mostram que a taxa de infe
ção éinversamente propor
ional ao menor 
aminho médio, por outro lado, o tamanho máximo da epi-demia resulta ser diretamente propor
ional. Veri�
aram também que as propriedades epidêmi
assão sensíveis à variação da probabilidade de infe
ção, β (�gura 3.10). Sintetizando, a performan
eem resposta às 
ara
terísti
as epidêmi
as é governada pelo tamanho do menor 
aminho médio.
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(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Figura 3.9: Ilustrações dos tipos de topologias investigadas no trabalho de Shirley e Rushton [23℄. (a) Rederegular no anel (1D). (b) Rede de mundo pequeno no anel (1DR). (
) Rede regular no plano (2D). (d) Rede demundo pequeno (2DR). (e) Rede aleatória (RG). (f) Rede de es
ala livre (SF).

Figura 3.10: A sensibilidade do modelo SEIR à probabilidade de infe
ção β, nas diferentes estruturas de redes(Shirley e Rushton [23℄). (a) Tempo médio para atingir o tamanho máximo da epidemia. (b) Máxima taxa deinfe
ção. (
) Tamanho máximo da epidemia.
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Capítulo 4
Dinâmi
a SIR nas Redes Paradigmáti
as eRomânti
a
Como dis
utimos no 
apítulo anterior as redes paradigmáti
as, 
omo mundo pequeno e livre dees
ala, têm sido re
entemente estudadas no 
ontexto da transmissão de doenças [23℄. Entretanto,devemos desta
ar que 
ada doença tem sua parti
ular rede de transmissão. Por exemplo, asredes de 
ontatos sexuais podem ter uma topologia bem diferente das redes de 
ontatos que dãosuporte a transmissão de doenças 
omo a gripe. Esta distinção entre as estruturas das redes,estimula a investigação de redes realísti
as e seu paralelo 
om as redes paradigmáti
as, 
ujaspropriedades topológi
as são bem 
onhe
idas. Assim, vemos que o 
onhe
imento referente aospro
essos epidemiológi
os amplia-se pelo 
onhe
imento da topologia da rede asso
iada à doençainfe

iosa em questão.Devido ao re
ente levantamento detalhado de uma rede real de 
ontatos amorosos, neste
apítulo investigaremos a propagação de uma doença sexualmente transmissível hipotéti
a nessarede real, tomando um paralelo de tal investigação 
om as redes paradigmáti
as. Os resultados queapresentaremos são todos dados em termos de simulações 
omputa
ionais. Contudo, nas seçõesque ante
edem a estes resultados, fazemos referên
ia à medidas das propriedades topológi
as dasredes bem 
omo uma des
rição do modelo 
omputa
ional que estamos utilizando.
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4.1 Rede Românti
aEm 2004 foi publi
ado o primeiro levantamento 
ompleto de uma rede de 
ontatos 
hamadapelos autores de �românti
a� (Bearman et al. [29℄). A rede em questão 
orresponde aos 
ontatos

Figura 4.1: Rede românti
a da Je�erson High S
hool (Bearman et al [29℄). Cada 
ír
ulo representa um estudante,es
uro do sexo mas
ulino, 
laro do sexo feminino, e as linhas 
one
tando os estudantes representam relaçõesromânti
as. Os números abaixo da �gura 
ontabilizam o número de vezes que o padrão foi observado (porexemplo, 63 pares isolados).entre adoles
entes de uma es
ola mista de ensino médio de uma 
idade de interior dos EstadosUnidos, 
ujo nome �
tí
io dado pelos autores é Je�erson High S
hool. Todos os estudantes daes
ola (mais de 1000 alunos) foram entrevistados quanto aos seus par
eiros na es
ola, sendosoli
itado que identi�
assem o nome deles (foi garantido que os resultados seriam 
on�den
iais esó usados para 
ontrastar e validar as respostas), sendo que 90% responderam à pesquisa. Um linkentre dois estudantes é 
riado quando ambos referem mutuamente o 
ontato. Tanto os 
ontatosromânti
os (namoros) 
omo os sexuais foram relatados e identi�
ados no tempo, abrangendodezoito meses, sendo identi�
ada uma rede de 573 indivíduos. O resultado mais importante foio re
onhe
imento de uma 
omponente gigante da rede (CG), envolvendo 288 estudantes, se bemque essa 
omponente resulta quando são super impostos todos os 
ontatos sem importar o tempo.É relevante a
res
entar que 
ada integrante desta 
omponente não per
ebe que perten
e a mesma,visto que sua per
epção de interação limita-se tanto ao lo
al quanto ao tempo do 
ontato.37



4.2 Redes Estáti
asVárias topologias de redes, 
onstruídas por algoritmos 
omputa
ionais, redes paradigmáti
as, temsido exploradas no 
ontexto da transmissão de doenças na literatura, de a
ordo 
om o que vimosna seção 3.3. Motivados por estes trabalhos e pelo importante re
onhe
imento da 
omponentegigante na rede românti
a, 
ompararemos os resultados, nas próximas seções, de uma propagaçãohipotéti
a de uma doença sexualmente transmissível entre as estruturas modelo e real (�gura 4.2).Para tanto, a 
onstrução das redes paradigmáti
as é dada de a
ordo 
om os modelos de Watts-Strogatz e Albert-Barabási (seção 2.3), enquanto que a rede real é dada pelo mapeamento dasinterações de 
ada indivíduo na rede publi
ada no trabalho de Bearman et al. [29℄. O número devérti
es tomados em todos as redes é igual ao da 
omponente gigante da rede românti
a. Fixadoo número de indivíduos, utilizamos o modelo de Watts-Strogatz para 
onstruir as redes regular
om grau ini
ial κ = 2 (p = 0), mundo pequeno (p = 0.05) e aleatória (p = 1) em que p é oparâmetro de desordem. Com o modelo de Albert-Barabási 
onstruímos uma rede livre de es
ala(N0 = 2 e m = 1) sendo que N0 é o numero de vérti
es ligados aleatoriamente (neste 
aso, sendoapenas dois, estão ligados ini
ialmente) e m é o número de links de 
ada vérti
e introduzido em
ada passo de tempo.4.3 Propriedades Estruturais das Redes Estáti
asAs distribuições de grau das 
in
o redes são dadas na �gura 4.3. Referente às redes geradas pelomodelo de Watts-Strogatz, embora o pro
esso de rees
rita das arestas não afete o grau médio 〈k〉(tabela 4.1), a distribuição do grau muda, sendo no anel regular uma delta e no 
aso extremode alta desordem uma distribuição de Poisson. A rede livre de es
ala, gerada pelo modelo deAlbert-Barabási, é uma lei de potên
ia, de a
ordo 
om as previsões do modelo. A distribuição dograu da rede real por sua vez é semelhante a da rede aleatória.O desvio padrão de k, σk, é uma medida da variabilidade na 
one
tividade. A rede regularpossui σk = 0 uma vez que possui grau igual para todos os seus vérti
es, k = 2. Por outro lado, arede livre de es
ala é que possui maior variação em sua 
one
tividade; σk numa distribuição deste38



(a) (b)

(
)

(d) (e)Figura 4.2: Exemplos de realizações das redes utilizadas nos 
ál
ulos: regular (a), aleatória (b), CG românti
a(
), mundo pequeno (d) e livre de es
ala (e). Todas 
om o mesmo número de vérti
es (N = 288) e igual númeromédio de arestas por vérti
e (〈k〉 = 2). Figuras geradas 
om o PAJEK [30℄.
39



 1

 10

 100

 1000

 1  10  100  1000

P(
k)

k

RE
RA
SW
SF

CG

Figura 4.3: Distribuição de grau para 
ada uma das redes: (RE) regular, (RA) aleatória, (CG) CG românti
a,(SW) mundo pequeno e (SF) livre de es
ala. Note que para a rede regular há somente um ponto (k = 2).Tabela 4.1: Medidas bási
as das propriedades topológi
as: Grau médio 〈k〉, desvio padrão do grau σk, 
lusteri-zação média C e menor 
aminho médio ℓ.medidas regular aleatória mundo pequeno livre de es
ala CG românti
a
〈k〉 2 2 2 ∼ 2 ∼ 2
σk 0 1.00 0.34 8.71 1.11
C 0 0 0 0 0
ℓ 72.25 14.70 19.32 3.16 16.14tipo 
res
e 
omo o número de vérti
es. Entre as demais redes, desta
amos a proximidade de σkpara a rede aleatória e CG românti
a.Em termos da 
lusterização média, C, todas as redes possuem valores nulos. Dentro do
ontexto de interações sexuais, C = 0 é resultado do 
omportamento majoritariamente hetero-sexual da população. Observando a rede real, vemos que a mesma é, na sua maioria, formadapor indivíduos heterosexuais e, por 
onseguinte, tomamos as redes paradigmáti
as dentro desse
omportamento sexual.Referindo-se ao menor 
aminho médio ℓ, vemos que a rede livre de es
ala possui o menorvalor, fruto da ligação preferen
ial entre os vérti
es, por outro lado, a rede regular possui o maior,devido a estrutura altamente organizada das arestas. Entre as redes aleatória, mundo pequeno eCG românti
a, observamos a proximidade de ℓ.40



De a
ordo 
om os parágrafos anteriores, observamos que CG românti
a não pode ser 
lassi�-
ada 
omo nenhuma das redes paradigmáti
as apresentadas, embora pelas quatro medidas a
ima,ela está muito próxima de uma rede aleatória.4.4 Simulação Computa
ionalAs propriedades epidêmi
as das redes são exploradas em simulações 
omputa
ionais. Primera-mente, uma rede de uma determinada topologia é 
onstruída, onde 
ada vérti
e representa umindivíduo e 
ada aresta um 
ontato entre os mesmos. Esta rede é representada (armazenada noprograma 
omputa
ional) por uma matriz de adja
ên
ia binária (seção 2.1). A seguir, um úni
o

(a) (b) (
)Figura 4.4: Representação esquemáti
a das regras de transmissão para um indivíduo i e seus vizinhos; as arestasem destaque representam as interações entre os indivíduos num dado tempo. Em termos das regras de transmissãotomaremos: (a) aleatoriamente um vizinho (one); (b) uma fração aleatório de vizinhos (fra
tion); (
) todos osvizinhos (all).indivíduo (vérti
e da rede) é es
olhido aleatoriamente para ser infe
tado (estado I), enquanto os
N − 1 restantes são 
olo
ados no estado sus
etível (S). Esta 
on�guração determina a 
ondiçãoini
ial do sistema, a qual, pela es
olha aleatória do indivíduo I, depende da semente do gerador denúmeros aleatórios. Feito isto, a dinâmi
a de propagação da doença pro
ede em passos dis
retosde tempo da seguinte forma: Em um passo de tempo, 
ada vérti
e da rede es
olhe um vérti
e(entre a vizinhança) para interagir (os N vérti
es são atualizados em paralelo). Na interação, oindivíduo sus
etível torna-se infe
tado 
om uma dada probabilidade, β, 
aso o vizinho sele
ionadoesteja no estado infe
tado1. O vérti
e infe
tado permane
e assim até que trans
orra um tempo1Na dinâmi
a o 
ontrário é válido também, se o indivíduo está no estado I pode 
ontaminar seu vizinho.41



τ , no qual o indivíduo em questão torna-se imune ou removido; β e τ são 
onstantes para todosos indivíduos na população. Estudamos a propagação de uma hipotéti
a doença sexualmentetransmissível na rede românti
a (sí�lis, AIDS, et
). Portanto, quando falamos de interações nosreferimos expli
itamente a 
ontato sexual. O passo de tempo pode representar um dia ou umasemana; se um passo de tempo fosse um dia, estaríamos supondo que todos os indivíduos têmalgum tipo de relação sexual 
om algum de seus par
eiros (ou até 
om mais de um), todos osdias. Provavelmente isso é exagerado, o que levaria a sobre-estimação da gravidade da epidemia;mas esse mesmo passo de tempo pode ser assimilado a uma semana. Porem, não pretendemosaqui 
alibrar de maneira pre
isa os parâmetros da doença para predizer um surto, e sim 
ompararos resultados de rede para rede. Por isso mesmo toda uma gama de valores é explorada desde omais exagerado até o altamente improvável, via variação de β e τ , in
luindo valores que podemestar perto de parâmetros realistas. Adi
ionalmente, dentro de um 
ontexto real esperamos, in-tuitivamente, que as interações românti
as entre os indivíduos o
orram 
om uma variabilidadena freqüên
ia. Com efeito, investigamos situações distintas para o número de interações dosindivíduos dentro da sua rede de 
ontatos, as quais denominamos de regras de transmissão. Aprimeira 
onsidera, por passo de tempo, uma interação para 
ada indivíduo, a qual é es
olhidaaleatoriamente dentro do seu 
onjunto de vizinhos (
omo foi des
rito a
ima); denominamos estaregra de one. Na segunda, fra
tion, uma fração aleatória do número de vizinhos é 
onsiderada em
ada passo. Na ter
eira, a que 
hamaremos de all, 
ada indivíduo interage simultaneamente 
omtodos os vizinhos. Para 
ada uma destas regras, a dinâmi
a é repetida um número dis
reto depassos até o estado �nal onde não há mais indivíduos infe
tados. De interesse nesse pro
edimentosão a dinâmi
a propriamente (evolução temporal do número de infe
tados) e o estado �nal e a suarelação 
om os parâmetros da infe
ção. Os resultados estão restritos a esses dois parâmetros dadoença β e τ , ao indivíduo ini
ialmente tomado 
omo infe
tado e as três regras de transmissão.O 
onjunto de resultados envolvidos 
orresponde a β entre 0 e 1 em passos de 0.01, enquantoque τ varia entre 1 e 30 em passos de 1. Ainda tomamos uma estatísti
a sobre 100 sementes.Realizamos este 
onjunto de situações para 
ada regra de transmissão.
42



4.5 ResultadosOs resultados que apresentaremos foram obtidos 
onsiderando as interações entre os indivíduos da
omponente gigante da rede românti
a, ora 
omo estáti
as ora 
omo dinâmi
as. Primeiramenteinvestigamos as propriedades epidêmi
as em todas as redes 
onsideradas (redes paradigmáti
as eCG românti
a estáti
a) tomando as arestas invariantes no tempo, 
onforme �xado na distribuiçãoini
ial (�gura 4.3). Em seguida, analisamos os resultados 
onsiderando a formação dinâmi
a depares na CG da rede românti
a dinâmi
a.4.5.1 Rede Estáti
aPartimos da investigação do 
omportamento da dinâmi
a das 
lasses SIR nas diferentes topologiasapresentadas na seção 4.2. Tomamos um 
aso parti
ular por vez, �xando β, τ e a regra detransmissão para observarmos o efeito da estrutura das redes na propagação da doença. Na�gura 4.5 vemos que a estrutura in�uen
ia signi�
ativamente na evolução temporal das diferentes
lasses. Veri�
amos ainda nesta �gura que o número de infe
tados num determinado instanteé maior na rede livre de es
ala. Referente ao tempo em que a rede permane
e 
om indivíduosinfe
tados, notamos que o tempo maior o
orre na estrutura regular. Em outras palavras, adinâmi
a é mais lenta na rede regular, enquanto, no outro extremo temos a rede livre de es
ala
om a dinâmi
a mais rápida. A tabela 4.2 reforça esta a�rmação mesmo para uma estatísti
asobre 100 sementes. No entanto, as 
urvas das dinâmi
as das 
lasses apresentadas 
on
ebemTabela 4.2: Tempo máximo médio 〈tmax〉 e desvio padrão do tempo máximo σtmax
para 
essar a dinâmi
a (I = 0)sobre 100 sementes.medidas regular aleatória mundo pequeno livre de es
ala CG românti
a

〈tmax〉 580.6 106.1 165.7 44.8 129.2
σtmax

201.2 39.9 45.3 5.8 46.5uma espe
ial situação para uma dada semente e, 
onseqüentemente, um parti
ular indivíduoini
ialmente infe
tado. Este parti
ular indivíduo infe
tado é relevante pois o grau de 
ada um édiferente; só na rede regular é irrelevante, pois todos os vérti
es são equivalentes. Porém, mesmo43
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(e)Figura 4.5: Dinâmi
a dos estados sus
etível (S), infe
tado (I) e removido (R) nas diferentes topologias: (a)regular, (b) aleatória, (
) CG românti
a, (d) mundo pequeno e (e) livre de es
ala. Simulações realizadas 
om
β = 0.2 e τ = 20 para a regra de transmissão fra
tion.
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na rede regular, faz se ne
essário uma média sobre as sementes, pois elas determinam a seqüên
iade Markov. Averiguamos para os mesmos parâmetros o efeito da mudança na es
olha da semente.Assim, mostramos na �gura 4.6 a evolução temporal dos removidos para 100 sementes diferentesem 
ada uma das topologias estudadas. Podemos apre
iar que 
onsiderar sementes distintasaltera a dinâmi
a dos infe
tados e 
onseqüentemente o estado �nal da população.Entre os resultados, per
ebemos que o impa
to da tro
a de semente é maior, medido pela área
inza, nas redes aleatória e românti
a, quando 
omparado as demais redes. Mas, analisando emdetalhe esses resultados podemos extrair as seguintes 
on
lusões:
• A in�uên
ia na rede livre de es
ala se da só no disparo da epidemia, sendo que, tanto aevolução posterior quanto o estado assintóti
o são invariantes. Isto é devido a que nessasredes a dinâmi
a está regida pelos hubs, uma vez infe
tados, a dinâmi
a é quase deterministafruto do grande número de 
onexões deles; o re�exo da distân
ia entre o infe
tado ini
ial eo hub mais próximo.
• A rede regular, a despeito de ter todos seus vérti
es equivalentes, mostra a menor dispersãona dinâmi
a, dependendo da semente, e até do estado �nal da epidemia, provo
ando, 
om100 sementes, entre 0-25% da população atingida pela epidemia. Isto ilustra o 
arater lo
alda disseminação da doença, visto que seus vérti
es interagem apenas a primeiros vizinhos.
• A rede aleatória apresenta, uma grande dispersão na dinâmi
a frente a es
olha de sementes;mas, dada a falta de regularidade desta rede, apresentando estados assintóti
os 
om 0-62%de removidos.
• A rede românti
a, apresenta uma variabilidade da dinâmi
a muito pare
ida 
om a da redealeatória, 
ai numa faixa de 0-77% de removidos.
• A rede de mundo pequeno, 
om uma dispersão entre a rede regular e aleatória, mostra umestado assintóti
o 0-35% de removidos.Em resumo, no que diz respeito a variabilidade frente a sementes (neste problema isto tem o
aráter de 
ondições ini
iais) a rede SF apresentam um estado assintóti
o bem de�nido, robusto45
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frente a variabilidade esto
ásti
a do modelo. Por outro lado, a rede aleatória, extremo da repre-sentação das redes reais, apresenta grande variabilidade na dinâmi
a que se projeta ao estado�nal (notar que esta situação é que torna quase inviável as predições sobre epidemias, pelo menos
omo gostaríamos de poder fazer). Um pou
o a
ima, apare
e a rede românti
a, próxima dasanteriores em relação a dinâmi
a 
om um per
entual médio de removidos de ∼ 20%.Feita esta primeira análise da variação da dinâmi
a dos infe
tados, dependente da estruturadas redes e da es
olha da semente, passaremos a investigar a sensibilidade das topologias as regrasde transmissão. Para tanto, apresentaremos os resultados da fração �nal média de removidos, 〈R〉,versus o número bási
o de reprodução R0 = 〈k〉 βτ , onde 〈k〉 é o número médio de 
ontatos dosindivíduos. O número de diferentes indivíduos tomados ini
ialmente e os valores de β e τ estão dea
ordo 
om o indi
ado na seção 4.4. Na �gura 4.7 vemos que a mudança de regra de transmissãotem efeitos mais relevantes sobre as redes aleatória, livre de es
ala e CG românti
a, 
om pou
oefeito sobre as redes regular e mundo pequeno. Claramente, todas as regras de transmissãoapli
adas a CG românti
a e aleatória levam a um estado �nal bem distinto, enquanto que paraa rede livre de es
ala as regras fra
tion e all são muito próximas. Na �gura 4.8 podemos ver o
omportamento das diferentes redes nas três regras de transmissão. Para valores de R0 . 1, todasas redes, ex
eto a livre de es
ala, 
omportam-se similarmente, revelando que a topologia e a regrade transmissão adotada não in�uên
ia na propagação da doença. Ao passo que aumentando R0(R0 & 1), tanto a estrutura 
omo a regra de transmissão tornam-se importantes. Observamos queem todas as regras de transmissão 〈R〉 > 0 in
lusive para R0 < 1, efeito típi
o de redes �nitas.De forma geral, o estado �nal da epidemia da rede livre de es
ala é que possui mais a
entuadadiferença em todos 
enários, quando 
omparada as demais redes. As redes geradas pelo modelo deWatts-Strogatz possuem estados �nais da epidemia próximos para a regras de transmissão one efra
tion. A 
omponente gigante da rede românti
a estáti
a possui removidos assintóti
os similaresaos das redes regular, aleatória e mundo pequeno quando 
onsideramos a regra de transmissãoone. A CG românti
a, para as regras fra
tion e all, 
omporta-se diferentemente no que refere-seao tamanho �nal da epidemia. Referente aos 
enários, podemos per
eber que 
onforme vamosaumentando o número de interações dos indivíduos (one para all) por passo de tempo, mais47
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ala. Sendo one es
olha aleatória de um vizinho, fra
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)Figura 4.8: Curvas de infe
ção para as regras: (a) one, (b) fra
tion, (
) all. Redes regular (RE), mundo pequeno(SW), aleatória (RA), livre de es
ala (SF) e CG românti
a (CG).distinta a CG da rede real torna-se das redes paradigmáti
as, dentro do 
ontexto da propagaçãoda epidemia.4.5.2 Rede Dinâmi
aNa rede românti
a a 
ara
terísti
a mais relevante da rede estáti
a é a 
omponente gigante, 
on-forme já men
ionamos, 
one
tando 288 estudantes. Entretanto, baseados na estrutura dinâmi
apubli
ada por James Moody (
o-autor do trabalho [29℄), vemos que a estrutura emerge 
om-pletamente baseada na história lo
al da rede. Portanto, não observamos alguns estruturas deinterações ao longo do tempo. Em verdade, per
ebemos que as interações entre os alunos formam49



grupos pequenos e isolados, quando tomamos um intervalo de tempo (�gura 4.9).

(a) (b)Figura 4.9: Dois tempos distintos na dinâmi
a da 
omponente gigante da rede românti
a na Je�erson High S
hool.Os 
ír
ulos ha
hurados representam alunos que estão interagindo, enquanto que os não ha
hurados representamalunos que não interagem para um dado tempo. Tempos: (a), frame 10 ou 120 dias e (b), frame 30 ou 360 dias.A dinâmi
a 
ompleta, gif animada, é 
omposta por 45 frames equivalentes a 12 dias 
ada uma, e está publi
adana página de Moody (http://www.so
.duke.edu/∼jmoody77/NetMovies/index.htm).Estas veri�
ações, referentes a dinâmi
a, são su�
iente para alterar as propriedades estruturaisda rede. A distribuição de grau dinâmi
a representada na �gura 4.10(a), exibe um 
omportamentomuito distinto na 
one
tividade quando 
omparada a CG românti
a estáti
a (�gura 4.3). Entreas diferenças sobressai-se a grande par
ela de indivíduos sem 
ontatos (k = 0), 
ontemplada nadistribuição para 
erto tempo. Ao longo do tempo desta
amos: (a) o número de interações sedá, t < 15, entre pares de indivíduos isolados; (b) 30 < t < 40 é o intervalo de tempo de maioratividade de interações, atingindo um máximo em t = 35 e (
) para t > 40 o grau diminui 
om opassar do tempo.Outro aspe
to que mere
e atenção é a fração do tempo da interação de 
ada aluno (�-gura 4.10(b)). Apuramos deste resultado que uma pequena fração dos alunos, ∼ 3% da po-pulação, possui um grande tempo de interação, 90% do tempo total, enquanto que a maior parteda população, ∼ 70% dos alunos, interage 40% do tempo total.As des
rições da distribuição de grau e da fração do tempo da interação dos indivíduos nossugere que a propagação de uma doença, doença de dinâmi
a SIR, terá um impa
to diferente50
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) Histograma do número de alunos N por tempos de interação, 
omo fração dotempo total do estudo.quando 
onfrontarmos a estrutura dinâmi
a e estáti
a da CG românti
a. Esta última frasejusti�
a-se não só pela presença de pequenas 
omponentes isoladas (grupo de indivíduos isolados)mas também pelo pequeno tempo, em média, de duração destas 
omponentes. Desta maneira, otamanho �nal da epidemia, 〈R〉, dependerá da relação entre o período de infe
ção τ e o tempo deinteração dos indivíduos dentro da dinâmi
a da formação de 
ontatos da rede. De fato, realizamosas simulações 
omputa
ionais similarmente ao indi
ado na seção 4.4. Nesta simulação, 
adaestrutura de interações, frame da gif, permane
e por 12 passos de tempo dentro da simulação.Este número de passos deve-se ao número de frames da gif animada, 45 no total, e o tempo de
oleta dos dados, 540 dias.No intervalo amplo de ρ explorado o tamanho �nal da epidemia, para todas as regras detransmissão, é regularmente pequeno (〈R〉 ≃ 0.003) e, notoriamente, independente dele a
ima do51



valor 
ríti
o R0 = 1. Este resultado para o número de removíveis assintóti
os revela que nenhumindivíduo (diferente do ini
ialmente infe
tado), em média, é infe
tado. Portanto, não há epidemianeste 
enário. Está mudança brus
a de 
omportamento, em 
ontraste 
om a rede estáti
a, deve-seex
lusivamente à dinâmi
a das interações entre os indivíduos, tanto no que se refere ao tamanhodas 
omponentes quanto aos intervalos de tempo que elas perduram.É possível diminuir o efeito da interação na transmissão da doença tomando um período deinfe
ção (τ) muito maior que o tempo de permanên
ia das 
omponentes da rede. No limite de
τ → ∞ (ou seja R0 → ∞), o modelo SIR se transforma em SI, no qual independente do valorde β toda a população termina no estado infe
tado (em algumas regiões este é o 
aso da infe
çãopelo HIV, não 
om τ in�nito 
laro, mas igual à média de vida da população). Neste 
ontexto,portanto, a quantidade relevante é a fração de infe
tados. Na �gura 4.11(a) podemos observarque a dinâmi
a dos infe
tados é visivelmente sensível a semente. Desta dinâmi
a, temos que o
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(b)Figura 4.11: Evolução temporal da fração dos infe
tados para uma doença de dinâmi
a SI. As simulações foramrealizadas para β = 0.2. (a) Rede CG românti
a dinâmi
a. As 
urvas em 
inza 
orrespondem a distintas sementes,total de 100 sementes, enquanto que a 
urva em preto é uma média sobre estas sementes. (b) Redes CG românti
adinâmi
a (dynami
) e estáti
a apli
ada as regras de transmissão: one, fra
tion e all. Cada 
urva é uma médiasobre 100 sementes.número de infe
tados 
res
e substan
ialmente a partir de t > 360 este resultado está rela
ionado
om a distribuição de grau (�gura 4.10(a)) na qual, a partir deste tempo, o número de indivíduos
om grau maior que zero torna-se expressivo. Na �gura 4.11(b) 
omparamos a rede dinâmi
a eestáti
a dentro do mesmo 
enário, a diferença é evidente. A rede estáti
a, apli
ada as três regrasde transmissão, espalha mais a doença que a rede dinâmi
a. Devido às nossas 
onsiderações52



ini
iais para a dinâmi
a SI da doença, a alteração do 
omportamento deve-se apenas a estruturada evolução dos 
ontatos (
omponentes isoladas e a fração dos indivíduos que não parti
ipam dadinâmi
a em 
ada tempo).
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Capítulo 5
Con
lusões
Neste trabalho, investigamos as propriedades epidêmi
as de uma rede real de interações român-ti
as (estáti
a e dinâmi
a), re
entemente publi
ada por Bearman et al [29℄. Para tanto, in
or-poramos uma hipotéti
a doença de dinâmi
a SIR. Confrontamos o tamanho �nal da epidemia ea dinâmi
a de infe
tados entre a rede românti
a estáti
a e as redes paradigmáti
as 
onstruídasde a
ordo 
om o modelo de Watts-Strogatz [5℄ e Albert-Barabási [8℄. No 
ontexto das redesestáti
as, investigamos a propagação da epidemia 
onsiderando três distintas formas de interaçãoentre um indivíduo e seus vizinhos, a qual batizamos de regras de transmissão. Ainda, estudamosa dinâmi
a dos infe
tados 
onsiderando a formação dinâmi
a de pares na rede românti
a.Anterior as simulações da propagação da epidemia, extraímos informações sobre a topologiadas redes real e paradigmáti
as. Através de medidas 
omo distribuição de grau, grau médio emenor 
aminho (veja �gura 4.3 e tabela 4.1), mostramos que a topologia da 
omponente giganteda rede românti
a estáti
a é distinta das demais redes. Comparando este 
onjunto de medidasentre a rede românti
a e as demais, observamos que a diferença é maior para a rede livre de es
alae, por outro lado, ela está mas próxima de uma rede aleatória.Parti
ularmente, Shirley e Rushton [23℄ a�rmaram que o tempo para 
essar a dinâmi
a dadoença é determinado pelo menor 
aminho médio. De fato, 
omparando o menor 
aminho médio,na tabela 4.1, 
om o tempo máximo para 
essar a dinâmi
a, na tabela 4.2, observa-se que osvalores de ambas grandezas veri�
am a mesma relação de ordem: regular > mundo pequeno >54



CG românti
a > aleatória > livre de es
ala.Mostramos o efeito das regras de transmissão no tamanho do estado �nal da epidemia, 〈R〉.Nossos resultados indi
aram diferenças relevantes no número de removidos assintóti
os para regrasdistintas (�gura 4.7), nas redes livre de es
ala, CG românti
a estáti
a e aleatória. Observando atabela 4.1 vemos que as redes anteriormente 
itadas são as que apresentam maior �utuação na
one
tividade; sugerindo que as diferenças no tamanho �nal da epidemia, devido a variabilidadena freqüên
ia de interações, estão ligadas ao desvio padrão do grau.Comparamos 〈R〉 entre as diferentes topologias para uma mesma regra de transmissão (�-gura 4.8). Nesta 
omparação, observamos que a rede real em todos as regras de transmissãodiferen
ia-se muito da rede livre de es
ala. Por outro lado, a CG românti
a aproxima-se muitodos resultados obtidos para as redes geradas pelo modelo de Watts-Strogatz. Entre estas redes,vimos que a rede aleatória é a mais próxima em todas as regras de transmissão. Este ponto émuito relevante pois tem se falado muito sobre as redes livre de es
ala em referên
ia a redes so
i-ais. Porém na rede românti
a, um exemplo de rede real, (pequena 
laro), ele se manifesta, quantoa propagação de doença na estrutura estáti
a, 
omo uma rede aleatória, 
omo as introduzidas porErdös e Rényi [4℄. Existe um trabalho de levantamento de dados de 
ontatos sexuais na Sué
ia(amostra da população, não apenas uma es
ola), onde emerge uma distribuição de 
ontatos 
omlei de potên
ia [31℄. Porém, o levantamento dessa rede foi baseado nas respostas de questionáriosabrangendo 12 meses (ou seja apelando a subjetividade de 
ada indivíduo) e sem possibilidadede 
ruzamento de respostas 
omo no trabalho da Je�erson S
hool.Sob o ponto de vista da dinâmi
a de formação de pares, medimos tanto a evolução da distri-buição de grau bem 
omo a fração de tempo de interação de 
ada indivíduo na rede românti
a(�gura 4.10). Da distribuição de grau veri�
amos que há intervalos de tempo em que o númerode interações entre os indivíduos é maior, 
orrespondente a 30% do tempo total. Baseados nafração de tempo da interação dos indivíduos, obtemos que mais do 50% dos alunos parti
ipam dadinâmi
a num tempo menor de 40% do tempo total.O tamanho �nal da epidemia na CG românti
a dinâmi
a revelou que nenhum indivíduo (di-ferente do ini
ialmente infe
tado) é infe
tado, em média. Justi�
a-se o resultado não só pela55



presença de pequenas 
omponentes isoladas (
ontempladas na distribuição de grau), mas tambémpelo 
urto tempo de duração destas 
omponentes (devido ao tempo de interação dos indivíduos).Este resultado sugere que o tempo de interação dos indivíduos frente ao tempo de infe
ção deveser 
onsiderado. Veri�
amos que o efeito desta relação de tempos diminui quando assumimos queo tempo de infe
ção é da ordem do tempo de observação da dinâmi
a da rede, dezoito meses. Emparti
ular 
onfere uma dinâmi
a de doença do tipo SI. Ao 
omparar 
om os resultados da estru-tura estáti
a (�gura 4.11(b)), vemos que o 
enário dinâmi
o traz predições bem menos graves,em termos de epidemia, que a versão estáti
a (arestas permanentes).A partir dos resultados que foram expostos, 
on
luímos que a rede livre de es
ala é a redeparadigmáti
a que mais diverge, em termos de propriedades epidêmi
as, da rede real. Existemreferen
ias na bibliogra�a à possível relação entre as redes livres de es
ala e redes realísti
as deinterações sexuais, mostramos neste estudo que a rede aleatória é a que mais se aproxima darede real de interações românti
as. Por �m, in
orporando a dinâmi
a real na formação de pares,obtivemos resultados distintos nas propriedades epidêmi
as quando 
omparados a rede estáti
a.A evolução temporal da epidemia na rede românti
a dinâmi
a, apresentada neste trabalho, nãopode ser 
onsiderada 
omo uma predição pre
isa (o que por outro lado não existe em epidemias),mas é um forte indí
io de que a dinâmi
a nas interações entre agentes não pode ser omitida nos
ál
ulos �realísti
os� de epidemias. Por um lado isto relativiza a teoria padrão de epidemias,modelos tipo SIR, baseados em equações diferen
iais. Por outro, é uma boa notí
ia, pois aspredições de surtos e tamanhos de epidemias são menores do que as baseadas no modelo padrão.
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