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Resumo

Longa dependéncia para processos estocasticos de Lévy com segundo momento finito
tem sido bem estudada pela literatura. Tais processos formam uma classe muito rica de
modelos apresentando uma funcao de autocovariancia que decai lentamente como uma
funcao polinomial. Aqui, nés estudamos uma classe de processos de Lévy com segundo
momento infinito: a classe dos processos estocéasticos a-estaveis. Consideramos operadores
de integracao fraciondaria e, analogamente ao bem conhecido caso Gaussiano, relacionamos
esses processos com o equivalente a-estavel do movimento Browniano fracionario, chamado
de movimento estavel fracionario linear. Por fim, mostramos a propriedade de longa

dependéncia para esses processos.

Palavras-chaves: Processos Estocasticos a-Estdveis Média Mével Fracionariamente Inte-

grados; Propriedade de Longa Dependéncia; Movimento Estavel Fracionario Linear.

Abstract

Long memory processes driven by Lévy noise with finite second order moments have
been well studied in the literature. They form a very rich class of processes presenting an
autocovariance function which decays like a power function. Here, we study a class of Lévy
process with infinite second order moments: the a-stable processes. We consider fractional
integration operators and, analogously to the well-known Gaussian case, we relate these
processes with the fractional Brownian motion’s stable counterpart, the so-called linear

fractional stable motion. Finally, we show its property of long-range dependence.

Keywords: Fractionally Integrated Moving Average Stable Processes; Long-Range De-

pendence; Linear Fractional Stable Motion.
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1 Introducao

Neste trabalho estamos interessados em processos estocasticos a-estaveis média
movel a tempo continuo que apresentem a propriedade de longa dependéncia ou longa
memoria. Existem diversas aplicagoes interessantes para tais processos na literatura, veja
Samorodnitsky (2006) para uma apresentagdo intuitiva e histérica dessa propriedade.
Processos que possuem longa memoria apresentam um fenémeno no qual alguma medida
propria da estrutura de dependéncia do processo - geralmente essa medida ¢ a fungao de
autocovariancia, quando bem definida - se comporta como uma func¢do polinomial, tendo
um lento decaimento. Lento no sentido de que converge a zero mas a correspondente série

diverge (expoente expoente do decaimento em (—1,0)).

Variaveis aleatorias a-estaveis sdo uma generalizacdo das conhecidas varidveis
aleatorias Normais ou Gaussianas. O parametro o é chamado de indice de estabilidade
e pertence ao conjunto (0,2], sendo o caso o = 2 precisamente o caso Gaussiano. Elas
surgem como generalizagbes do Teorema Central do Limite (TCL), sendo definidas como
limites de somas parciais de varidveis aleatérias i.i.d. devidamente padronizadas. O indice
de estabilidade aparece no expoente dessa normalizacdao. A principal diferenca entre os
casos 0 < o < 2 e a = 2 é que enquanto no caso Gaussiano essas variaveis possuem os

momentos de todas as ordens finitos, no outro s6 existem os momentos de ordem p < a.

O movimento estavel fraciondrio linear (MEFL) é uma generalizagdo do bem
conhecido e estudado movimento Browniano fraciondrio (mBf) para o caso a-estavel. De
acordo com Samorodnitsky e Taqqu (1994), ele possui a seguinte representagao média

mével.Para0<a§2,0<H<1,H7A$ea,b€Rtaisque la| + [b] > 0,

[e.9] 1

a[(t—x)f “—(—x)f‘i}—i—b{(t—m)l_{“—(—x)_;‘ dM(z), (1.1)

M (1) = /

—00

parat € R. Onde uy = max{u,0} e u_ = max{—u, 0} sdo as partes positivas e negativas de
u, respectivamente e M é uma medida aleatéria Sa.S com medida de controle dm(z) = dx
de Lebesgue. O processo { M, g (t) her € auto-similar com parametro de Hurst H e possui
incrementos estaciondarios. Quando a = 2, ele se reduz ao mBf (M, y(-) := Bg(-)), que
apresenta o seguinte comportamento assintotico na funcao de autocovariancia do processo
de incrementos Y (t) :== Bp(t + 1) — By (t)

Cov(Y(0),Y(t)) ~ H(2H — 1)t*12 . (1.2)
Portanto, quando H € (%, 1) dizemos que os incrementos do mBf possuem a propriedade

de longa dependéncia, pois —1 < 2H — 2 < 0. Analogamente ao caso do mBf, quando

1 < a < 2, dizemos que os incrementos do MEFL possuem a propriedade de longa
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dependéncia quando H € (i 1). Esse é um dos exemplos classicos de processos a-estaveis

com longa memoria.

Como podemos perceber pela exposicdo acima, existe uma relagdo entre auto-
similaridade e a propriedade de longa dependéncia. Assim como ha uma relacao entre
integragao fracionaria e auto-similaridade, dada por d = H — é Nesse trabalho focaremos
na relagdo entre o parametro de integracao fracionaria d e a longa dependéncia. Esse
trabalho sera apresentado da seguinte maneira, a primeira parte ¢ composta pelos Capitulos
2 e 3, em que o objetivo é dar a base para que o leitor fique familiarizado com os conceitos
e ferramentas utilizadas na teoria desenvolvida no artigo que esta anexado. Esses capitulos
foram escritos de maneira direta, mas com pontos importantes mais detalhados. Um leitor
confortavel com os assuntos aqui tratados pode ir direto para a leitura do artigo, pois o

mesmo possui uma secao de conceitos preliminares bem mais direta.

O Capitulo 2 trata de conceitos basicos para o desenvolvimento da teoria. Introduzi-
mos as variaveis aleatorias e processos a-estaveis com suas respectivas integrais estocasticas,
em que essa construcgao é feita através de medidas aleatorias a-estaveis. Falamos também

sobre a propriedade de longa dependéncia e sua relagdo com a auto-similaridade.

O Capitulo 3 ainda trata de ideias preliminares, mas mais voltadas para os processos
que serao tratados no artigo. Introduzimos as integrais fracionarias de Riemann-Liouville
e com elas os processos estocasticos fracionariamente integrados, bem como processos
estocéasticos média movel fracionariamente integrados, que sdo sempre estacionarios. Apre-
sentamos também uma medida de dependéncia alternativa a funcao de autocovariancia
para o caso das a-estaveis que tem sido amplamente utilizada na literatura para tais pro-
cessos. Como aplicacao, apresentamos a propriedade de longa dependéncia dos incrementos

do MEFL segundo essa medida de dependéncia.

Na Conclusao, sao feitos comentarios sobre os resultados que sao desenvolvidos
no artigo. O artigo, que se encontra no Anexo A, segue organizado da seguinte maneira:
introducao, conceitos preliminares - que apresenta de uma maneira extremamente direta e
resumida o que se encontra aqui nos Capitulos 2 e 3 - e resultados principais I e II, onde
sao desenvolvidos os resultados. Note que fazemos uma troca de notacao no artigo de
medidas aleatérias SaS, M para processos SaS, {L,(t) }ier, segundo a Observagao 3.16.
A razao disso é que a segunda é a notacao amplamente utilizada na literatura e a primeira
foi utilizada no intuito de permitir uma apresentacdo um pouco mais formal das integrais

estocasticas estaveis.

Na Secao 3 do artigo - resultados principais I - construimos, através das integrais
fracionarias de Riemann-Liouville, os processos estocasticos a-estéveis fracionariamente
integrados. Também com as mesmas, construimos as integrais estocasticas em relagao ao
MEFL e provamos uma representacao muito importante dos processos fracionariamente

integrados, relacionando-os com o MEFL.
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Na Secao 4 do artigo - resultados principais II - construimos os processos estocasticos
a-estaveis média movel fracionariamente integrados e, de acordo com os resultados da
Se¢ao 3, mostramos uma representagao deles em fungdo do MEFL. Em seguida, utilizando-
se de uma medida prépria de dependéncia, mostramos que esses processos possuem a

propriedade de longa dependéncia.
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2 Nocoes e Conceitos Preliminares

Neste capitulo, apresentamos os conceitos preliminares para a teoria que é desen-
volvida no artigo anexado. Aqui sdo apresentadas algumas proposicoes e resultados, mas

suas provas sao omitidas, sendo indicadas as referéncias ao leitor interessado.

2.1 Processos Estocasticos e Propriedade de Longa

Dependéncia

Nesta secao apresentamos uma rapida introducao ao conceito de processos estocas-
ticos que possuem a propriedade de longa dependéncia. Apresentamos também o conceito
de processos auto-similares e sua relacao com processos que possuem a propriedade de
longa dependéncia. Para leitores nao familiarizados com os assuntos, sugerimos Billingsley
(1995) para nogoes gerais de probabilidade e processos estocasticos, Samorodnitsky (2006)
para uma introducdo intuitiva e histérica da propriedade de longa dependéncia e Beran
(2013) para aspectos probabilisticos e estatisticos de tais processos. Para auto-similaridade

e longa dependéncia, ver Pipiras e Taqqu (2017).

2.1.1 Processos Estocasticos

Um processo estocastico é uma sequéncia de eventos aleatérios indexados por um
conjunto de indices, que pode ser discreto ou continuo, e geralmente é pensado como
tempo. Veja Billingsley (1995) e Lopes e Lopes (2019).

Defini¢ao 2.1. Uma varidvel aleatéria em um espaco de probabilidade (£, F,P) é uma
fungao mensuravel definida X : (Q, F) — (5,.A), onde S recebe o nome de espago de
estados ¢ onde a variavel aleatoria toma valores. Na grande maioria dos casos, trataremos
S =R ea o-dlgebra A = B de Borel, que é gerada pelos abertos da reta (intervalos (a,b)

para a,b € R). Para todo A € A mensurével, associamos a chamada distribuicio de X por

u(A) = P(X~H(A) = P(X € A) . (2.1)

Dessa forma, uma variavel aleatoria esta bem definida através de sua distribuicao.

Exemplo 2.2. (Distribuicdo Normal). Sejam p € R e o > 0. Dizemos que X possui

distribuicio Normal e escrevemos X ~ N (j1, 0?) se ela toma valores em R e sua distribui¢io
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é dada por, para B € B

1 (@—p)>
P(X € B) T2T57 dx . 2.2
( . T p (2.2)
Definicao 2.3. Considere uma sequéncia de variaveis aleatérias reais X, X, Xs, - - - defini-

das num espago comum de probabilidade (€2, F,P). A elas, estao associadas as medidas de
distribuigao g, 1, fto, - -+ como em (2.1). Dizemos que { X, }nen converge em distribuicio
para a variavel aleatoria X e escrevemos X, L X se

lim 1, (A) = p(A) (2.3)

n—o0

para todo A da forma A = (—o0, z| em que p({z}) = 0.

Definicao 2.4. Um processo estocdstico é uma cole¢ao {X;}er de varidveis aleatérias
definidas em um espa¢o comum de probabilidade (€2, F,P), tomando valores num espago
de estados comum (S,.4), onde T é o conjunto de indices. Geralmente, 7' é pensado como

tempo, sendo T'= N ou 7' = Z no caso discreto e T' = [0,00) ou 7' = R no caso continuo.

Exemplo 2.5. (Lancamento de Moedas). Considere {X,},eny uma sequéncia de
variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), tal que para todo
n, P(X, = Cara) = ; e P(X,, = Coroa) = 5. Entdo {X, },en ¢ um processo estocdstico a
tempo discreto que modela o lancamento sucessivo de moedas honestas independentes.
Sob essas condig¢oes é possivel mostrar que, por exemplo, a frequéncia de aparecimentos de
Cara converge para , isto é, ao longo de muitos lancamentos de moedas, aproximadamente
em metade deles o resultado observado sera Cara. Esse resultado é conhecido como Lei
dos Grandes Nimeros. Veja James (2015).

Observacao 2.6: A partir de agora, toda vez que nao citado contrario, estaremos

considerando o espaco de estados S = R como a reta e a o-algebra como A = B de Borel.

Exemplo 2.7. (Movimento Browniano - mB). Considere {B;};>¢ definido em um

espago de probabilidade (€2, F,P) que satisfaz as seguintes propriedades:

i) O processo comega em 0:
P(By=0)=1; (2.4)

ii) Os incrementos sao independentes: se 0 < tg < #; < ... < tg, entdo para todos A;

mensuraveis,

P (B~ Bi_, € A,1<i<k)= [Ip (B, = Bi_, € Ay) ; (2.5)
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iii) Para 0 < s < t o incremento B, — B, tem distribuicado Normal com média 0 e

variancia t — s. Isto é, para todo A mensuravel,

1
\/27(t — s) /Ae

Sao necessarias algumas tecnicalidades para mostrar a existéncia de tal processo,

22

P(B, — B, € A) = =9 i . (2.6)

das quais iremos mencionar uma em seguida. Esse processo foi batizado em homenagem
ao botanico Robert Brown, que descreveu no século XIX o movimento de uma particula
suspensa sobre liquido, bombardeada por moléculas em movimento termal, ou seja, uma
particula que se movimenta aleatoriamente para todas as dire¢des sobre um espago continuo
(plano, nesse caso) em tempo continuo. O mB é um objeto matemético extremamente
sofisticado e repleto de propriedades interessantes. E possivel mostrar, usando o Lema de
Borel-Cantelli, que com probabilidade 1 o mB possui caminhos amostrais continuos. Isto
é, existe Q' C ) tal que P(2') = 1 e para todo w € €/, temos que a fungdo t — By(w) é
continua em ¢, veja Revuz e Yor (1999). E possivel mostrar, também, que com probabilidade
1, o mB escapa de qualquer compacto. Isto é, existe ' C Q tal que P(2') =1 e para todo
w € Y, temos que sup | B;(w)| = 0o, veja mesma referéncia anterior. Existe uma conexao
muito rica entre o Iﬁ% e equagoes diferenciais parciais, um dos exemplos mais classicos é
que o mB resolve o Problema de Dirichlet, que consiste em encontrar uma fungao definida

em u: Q — R para uma regido 2 C R" que satisfaca a seguinte equacio
Au(zx) =0, sex €,
() (2.7)
u(z) = f(x), sex € IS

Onde A denota o operador laplaciano e f é chamada de condicao de bordo. Temos que a

solugao desse problema pode ser escrita como

u(z) =E, (f(B,)), sex €,

(2.8)
u(z) = f(x), se xz € 09.

onde E, significa tomar a esperanga sob a probabilidade em que P (By = z) = 1, isto é,

comecgar em x com probabilidade 1 e 7 é o tempo de parada de acertar o bordo da regiao

Q (1 =inf{t > 0, B; € 09}). Veja Revuz e Yor (1999) e Karatzas e Shreve (1991).

Para definir um processo estocdastico, basta olhar para suas distribuic¢oes finito-
dimensionais, isto é, as distribui¢cbes que o processo induz nos espagos euclidianos k-

dimensionais.

Defini¢ao 2.8. Chamamos de distribuicoes finito-dimensionais, a colecao de probabi-
lidades tal que para cada k € N e t1,ty,--- ,t; elementos distintos de T', associa ao
vetor (X;,, Xy,, -+, Xy, ) € RF a probabilidade de pertencer a algum conjunto mensuravel

A C RF. Isto é, a colegao puy, ¢, 1, tal que

oyt ity (A> =P ((Xt17Xt27 U 7th) € A) : (29)
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Se essa colecao de probabilidades satisfizer duas condigoes de consisténcia bem
intuitivas, o Teorema de Existéncia de Kolmogorov garante a existéncia de um processo
estocédstico em um espaco de probabilidade que possui exatamente essa colecao de distri-
buigdes como suas distribui¢oes finito-dimensionais, veja Billingsley (1995). Seja 7 uma
permutagao de (1,2,--- k) e A = Ay x Ay X -+ - x A, A; € R. As condigbes de consisténcia

sao:

i) Invaridncia por permutagoes na ordem dos eventos:

iyt ty (Al X A2 Koo X Ak) = Mtrrtro, stk (Aﬂl X Aﬂ’2 X X Aﬂk) ) (2'10)

ii) Invaridncia por adicionar um evento de pertencer ao todo:

Mt17t27..‘7tk71(A1 X AQ X X Ak—l) = Mty to, - to_1,tk (Al X A2 XX Ak’—l X R) . (211)

Agora passamos a algumas propriedades sobre processos estocasticos que serao
uteis daqui para frente. Daqui em diante estaremos tratando apenas com processos a

tempo continuo.

Observacao 2.9: Para processos a tempo continuo que admitem saltos, o espago usual é
conhecido como espago de Skorohod, ou espago das fungoes cadlag, do francés continue
a droite, limite a gauche que se traduz para continua a direita, limite a esquerda. Nesse
espaco define-se uma métrica chamada métrica de Skorohod que induz uma topologia
no mesmo, dependendo se o conjunto 7' do tempo é compacto ou nao. Veja Billingsley
(2013) para o caso de T compacto e Oliveira e Lopes (2007) para o caso de T' = [0, 00).
Intuitivamente, esse espaco é uma generalizacao do espago métrico das fungdes continuas
munido da métrica da convergéncia uniforme, no intuito de permitir processos que possuem
caminhos amostrais com descontinuidadades do tipo salto, exemplificados pela ampla classe
dos processos de Lévy (da qual os processos aqui estudados fazem parte). Veja Applebaum
(2004) para uma apresentacao desses processos juntamente com o desenvolvimento do
calculo estocastico. Nesse espaco, definimos caminho amostral como sendo, para cada
w € ), a fungdo w : T'— R que leva para cada t € T, t — X;(w), sendo definida por
wt := X¢(w) (chamado de processo candnico, veja Revuz e Yor (1999)). As fungoes w
também sao chamadas de realizagoes do processo. Todo processo de Lévy definido em
(Q, F,IP) possui caminhos amostrais cadlag com probabilidade 1, isto é, existe Qy C €2

com P (£2) = 1 tal que para todo w € Qy, a funcao w; = X;(w), t € T, é cadlag.

Defini¢ao 2.10. Um processo estocastico { X;}ier € dito ser fortemente estaciondrio ou
somente estaciondrio se sua colecao de distribui¢oes finito-dimensionais é invariante por

translagoes no tempo, isto é, para todos h,tq,te, -+ ,tx € T, temos
P ((Xt17Xt27 e 7th> € A) =P ((Xt1+hv Xt2+h7 T >th+h) € A) (2'12)

para todo A mensuravel.
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Esse conceito significa, intuitivamente, que um processo estocastico estacionario
apresenta os mesmos aspectos estatisticos sobre observagoes em dois intervalos de tempos

distintos, desde que eles tenham o mesmo tamanho.

Exemplo 2.11. (Processo Identicamente Distribuido). Seja {X;}i.cr tal que para

todot € R, X; possui a mesma distribuicao X; ~ X;. Portanto, para todos h,tq,--- ,t; € R,
temos

P ((Xt17 T 7th) € A) =P ((Xt1+h7 T 7th+h> S A) (213)
para todo A mensuravel. O

Uma classe de processos que estaremos interessados sao os processos de incremento.
Intuitivamente, esses processos consistem de uma diferenga entre tempos distintos de um

mesmo processo, como no exemplo a seguir.

Exemplo 2.12. (Incrementos do Movimento Browniano). Temos que, para todo

0<s<t,h>0e A mensuravel

\/T/

IP)(BH_h — Bs+h S A) Q(t S> dxr = (Bt - Bs S A) = P(Bt—s S A) .

2.1.2 Longa Dependéncia

A propriedade de longa dependéncia, como o nome sugere, é uma propriedade
encontrada em processos estocasticos que possuem um certo tipo de relagdo de dependéncia
entre incrementos de tempo que parece se manter em algum sentido mesmo quando o
tamanho do incremento cresce. Processos com tal propriedade sao muito utilizados em
aplicacoes em diversas areas, como por exemplo finangas, econometria, modelagem em
internet, hidrologia, estudos climéaticos, linguistica ou sequenciamento de DNA; veja
Samorodnitsky (2006). Mas para falarmos de dependéncia em processos estocésticos,
primeiro precisamos de alguma ferramenta para medir dependéncia entre dois tempos
de um processo. Ja& que a natureza gosta muito do nimero dois, quando olhamos para
propriedades de segunda ordem, obtemos a riqueza dos espagos de Hilbert, onde conseguimos
definir um produto interno e tudo fica mais facil (veja referéncia preferida de teoria da
medida e/ou andlise funcional). Dito isso, a medida de dependéncia mais natural usada

nesta secao é a funcdo de autocovariancia.

Definigao 2.13. Considere um processo estocéstico { X; }er com segundo momento finito,

isto é, E[|X;|?] < oo, Vt € T. Para t,h € T, definimos a funcao de autocovaridncia por

v (bt + h) = Cov(Xy, Xoin) = E[(X, — E [X))(Xon — E [Xizn])] - (2.14)
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Agora note que se o processo estocastico { X; her for estacionario, podemos denotar

sua funcao de autocovariancia por

vx(h) =vx(t,t + h) = Cov(Xy, Xipn) = Cov(Xo, Xp) . (2.15)

Daremos a definicao do que é a propriedade de Longa Dependéncia para processos

estacionarios segundo Beran (2013).

Definigao 2.14. Seja { X} um processo estocéstico estacionario que satisfaz a seguinte

condicao: existe um nimero real 6 € (0,1) e uma constante ¢, > 0 tais que

yx(h) B
h—o0 vx(0) ¢,

1. (2.16)

Entao, {X;}ier é chamado um processo estocdstico estaciondrio com a propriedade de

longa dependéncia.

Equivalentemente, (2.16) significa que

x(h) ey
x(0) A7

Em outras palavras, a funcao de autocorrelagao do processo decai para zero, mas mais
1

(2.17)

devagar do que n~!, precisamente a uma taxa n=?, com 0 < 0 < 1.

Adiante, definimos um novo pardmetro que tem uma relacao com esse #, H =1 — g,
chamado pardmetro de Hurst (pardmetro de auto-similaridade). Segundo esse pardmetro,
a longa dependéncia ocorrera quando % < H <1 <= 0<#6 < 1. Nessa ocasiao também

apresentamos um exemplo de tal processo.

2.1.3 Processos Auto-Similares

A propriedade de auto-similaridade em processos estocéasticos remete a uma es-
trutura fractal nos caminhos amostrais desses processos, isto é, seus caminhos amostrais
parecem ter a mesma estrutura mesmo olhando muito de perto. Por defini¢ao, os pro-
cessos auto-similares sao aqueles em que escalas no tempo sao iguais em distribuicao a
escalas apropriadas no espago, segundo um parametro (veja (2.18) abaixo). Processos
auto-similares sao muito utilizados em aplicagoes, pois podem apresentar a propriedade de
longa dependéncia, dentre muitas outras. Processos estocasticos auto-similares as vezes

sao chamados de fractais aleatorios.

Defini¢ao 2.15. O processo {X;}ier é dito auto-similar de pardmetro H € R se, e

somente se, para todo ¢ > 0 e ty,ty,--- , 1, € T, temos
P ((Xety, Xety, -+ Xety) € A) = P ("X, "Xy, - e Xy,) € A) (2.18)

Ou, mais simplesmente, X,; tem a mesma distribuicao de ¢ X, para todot € T e ¢ > 0.
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Exemplo 2.16. (Movimento Browniano). Seja {B;}cjo,0) 0 mB definido no Exemplo

2.7. Seja ¢ > 0, para todo t € [0,00) temos:

N

Bu £ N(0,ct) £ c2N(0,8) £ 2B, (2.19)

dy . . . e , o R
onde "="significa igualdade em distribui¢ao. Logo, o mB é auto-similar com parametro

H:%. O

Segundo Beran (2013), se { X} }+er é um processo estocéstico com segundo momento
finito, auto-similar de parametro H € (0,1) e com incrementos estacionarios, entao ele
apresenta a propriedade de longa dependéncia quando H € (%, 1), satisfazendo a relacao
H=1- g, onde 0 € (0,1) é o parametro da Defini¢ao 2.14. Em seguida, vamos ilustrar

essa relagdo com um exemplo.

Exemplo 2.17. (Movimento Browniano Fracionario - mBf). Segundo Samorod-
nitsky e Taqqu (1994), o movimento Browniano fraciondrio é o tinico processo estocds-
tico Gaussiano auto-similar de incrementos estacionarios. O mBf padrao, que possui
E [By(1)* = 1, pode ser definido como o processo estocdstico { By (t) }ef,00) Gaussiano

que satisfaz:

ii) E[Bg(t)] =0, para todo ¢t > 0,

iii) E[Bg(t)By(s)] = s(Jt|* — |t — s|*# + |s|*"), para todo s,t >0,

1
2

onde o parametro H € (0,1) é o pardmetro de Hurst da auto-similaridade, pois (iii) implica
que E[By(t)?] = t*¥, para todo ¢ > 0. Logo, para ¢ > 0

Bu(ct) £ N0, (ct)) £ HN(0,27) £ H By (1) . (2.20)

1
29
H = % no que segue. Como os incrementos do mBf sdo estaciondrios, considere agora o

Note que quando H = =, o mBf se reduz ao mB, portanto vamos desconsiderar o caso

processo de incrementos {Y;},ez dado por:
Yj = Bu(j+1)— Bu(j), (2.21)

que forma uma sequéncia estacionaria. O processo {Y;};cz assim definido é chamado
de Ruido Gaussiano Fraciondrio (rGf). Segundo a Proposi¢ao 7.2.9 de Samorodnitsky e

Taqqu (1994), o rGf possui fungdo de autocovaridncia dada por

. 1, . . . .
W(j) = §(IJ+1|2H—2|J|2H+IJ — 1P, jeZ. (2.22)
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Agora note que para j > 1, temos

W(j) = jﬂ; [f ((1 + ]1>2H — 2+ (1 - ;)21{)] : (2.23)

Assim sendo, o termo que estd dentro de [-] converge para 2H (2H — 1), quando j — oc.

Isto é, o comportamento da fun¢do de autocovariancia, quando j é grande, é dado por
(i) ~ H2H —1)7272. (2.24)

Logo, para H € (0,1), H # 1, vy (j) converge a zero quando j — 0o, mas somente quando
H e (%, 1) essa taxa é mais devagar do que j~!. Portanto, dizemos que os incrementos do
mBf possuem a propriedade de longa dependéncia quando H € (%, 1), segundo a Defini¢ao
2.14.

2.2 Variaveis Aleatoérias a-Estaveis e Integrais Esto-

casticas Estaveis

Nesta secao apresentamos o que sao variaveis aleatorias a-estaveis e algumas de
suas propriedades, bem como processos estocéasticos envolvendo essas variaveis. Em seguida,
damos uma breve exposi¢ao de como sao definidas as integrais estocésticas segundo esses
processos, que recebem o nome de integrais estocdsticas estaveis. Por fim, introduzimos o
conceito de média movel e sua relacdo com estacionariedade. A referéncia basica para essa

segdo é Samorodnitsky e Taqqu (1994).

2.2.1 Variaveis Aleatorias a-Estaveis

Variaveis aleatérias a-estaveis, com 0 < a < 2, conhecidas também por sua classe
de variaveis estaveis, sdo variaveis que podem ser descritas como limites de somas de outras
varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), com essa soma
devidamente normalizada. Isto é, surgem de certas generaliza¢cbes do Teorema Central
do Limite (TCL). Sendo assim, podem também serem vistas como uma generalizacao do
caso Gaussiano, que ocorre quando « = 2, originando assim uma variavel aleatoria com
distribuicao Normal. As variaveis aleatorias a-estaveis com 0 < o < 2 sao importantes
em aplicagoes, pois permitem modelar situagoes com muito mais variagao do que no
caso Normal. Existem diversas defini¢oes equivalentes para uma variavel a-estavel. Aqui
apresentamos duas delas, uma que remete intuitivamente ao TCL e outra que é mais
utilizada em termos de manipulacao dessas variaveis, sendo definida através da sua funcao

caracteristica.

Definicao 2.18. Uma variavel aleatéria X ¢ dita ter uma distribuicdo estavel se ela possui

um dominio de atragdo, isto é, se existe uma sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d. {Y}, }nen
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e sequéncias de nimeros reais positivos {d, }nen € de nimeros reais {a, }nen, tais que

Yi+Yo+ ... +Y,
1+ 2;— + +an$X,

(2.25)

onde =% significa convergéncia em distribuicao.

Note que quando X é Gaussiana e a sequéncia {Y,}nen € i.i.d. com varidncia
finita, (2.25) é o enunciado do Teorema Central do Limite. As varidveis {Y, },en sdo ditas
pertencer ao dominio de atracdo normal de X se d,, = na, para o € (0,2]. No caso geral,

elas sao ditas pertencer ao dominio de atracao de X, se d,, = na h(n), onde h : Rt — R é
h(uzx)
h()

uma funcao de variacao lenta no infinito, isto é, liﬁm =1, para todo u > 0.
x o0

Agora uma segunda definicdo que é equivalente a anterior, segundo Samorod-
nitsky e Taqqu (1994). Essa nos permite extrair facilmente diversas propriedades dessas

distribuigoes.

Definicao 2.19. Uma variavel aleatoria X ¢é dita ter uma distribuicao estdvel se existem
pardmetros 0 < a < 2,0 >0, -1 < 8 < 1, e u € R tais que sua fungdo caracteristica tem

a seguinte forma. Para 6 € R,

exp {—0a|0|0‘ (1 — ifsign (#) tan (%)) + i,u@} , sea#1,

E [¢¥] = (2.26)
exp {—0!«9| (1 + i32sign (0) ln(|9|)) + z',u@} : se = 1.
O parédmetro « é chamado de indice de estabilidade e a fungao sign () é dada por
1, se 6 >0,
sign (0) =40, se =0, (2.27)
-1, sef <0.

Os parametros o, § e u sao unicos. Por conta disso, iremos identificar uma distribuicao

a-estavel com os pardmetros listados por S, (o, 8, 1) e escrever

X ~ Sa(0-7ﬂ>#)

para indicar que X possui tal distribuicdo. Aqui ~ significa o mesmo que 2 de igualdade

em distribuicao.

Observagao 2.20: No geral, nao existe uma férmula fechada para a funcao densidade
de uma varidvel aleatoria a-estavel, por isso trabalhamos apenas com a sua funcao
caracteristica. No entanto, existem trés casos especiais de a em que uma férmula fechada
da funcao densidade é conhecida em termos de fungdes elementares. Como mencionado

anteriormente, quando a = 2, temos o caso Gaussiano Sy(a,0, 1) ~ N (i, 20?) em que

X ~ N(p,0?) = fx(z) = U\}%e_

N|=

(=) zeR. (2.28)
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Quando a = 1, temos a Distribuicao de Cauchy, Si(o,0, 1) ~ C(o, ), valendo

X ~ Clo, 1) = fx(z) = 730 <<x_:)2+0_2> zER. (2.29)

finalmente quando o = %, temos a Distribuicio de Lévy, isto é, S%(a, L,p) ~ L(o, ), assim

(x —p)?
Ainda existe um quarto caso em que a funcao de densidade é dada por fungoes hipergeo-

X ~ Lo, ) = fx(o) =[5 (<> € [ 00) | (2.30)

métricas. Se o = %, S%(a, 0, 1) tem Distribuicio de Holtsmark (ver Karling et al. 2019).
Quando p=0eoc=1,se X ~ S%(l,O, 0), entao

1 (5 5 11115 4a°
=T (2) B[ =, =i s o e 2.31
fxle)=2 (3)2 3(12’12’3’2’6’ 729) (2:31)

x? 3,525 74 42°
S % [ W P 2.32
37T3 4<4a 74’3’6’6’3’ 729> ( )
72t 4 1319 7 3 5 4a°
RS O (e TG O P 2.33
G (3)2 3(12’12’6’2’3’ 729)’ (2:33)
onde I'(z) = [;°t* e 'dt é a fungdo Gama e se (a), = %,
o (@1)n - (ap)n 2"
P S Y Y ST

Sabemos que o pardmetro a € (0, 2] é o indice de estabilidade da varidvel aleatoria.
Agora, seguem algumas das mais importantes propriedades sobre varidveis aleatorias
a-estaveis que nos ajudam a entender melhor o papel dos outros trés parametros que as
definem. Todas essas propriedades podem ser encontradas na referéncia bésica citada. Suas

provas serao omitidas, mas todas sao consequéncias da definicao pela fungao caracteristica.

Proposicao 2.21. Sejam X e Xy duas varidveis aleatorias independentes com X; ~
Sal0i, Bis i), i =1,2. Entao X1 + Xo ~ Sy(0, B, 1), com
)

B =L TR 2.35
5 pranpran bl A R (2.35)

RI=

o = (o] +03)
Proposicao 2.22. Seja X ~ S, (0,5, 1) e a um nimero real. Entao

X+aNSa<U,ﬁ,/L+(I) : (236)

Observagao 2.23: Essa propriedade classifica p € R como um parametro de locacao.
Proposicao 2.24. Seja X ~ S,(0,5,1) e a # 0 um nimero real. Entao
aX ~ Sallalo, sign (a) B.ap), sea#1,

2 (2.37)
aX ~ Si(|a|o, sign(a) B, ap — ;a(ln(|a|)aﬁ), sea=1.
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Observacao 2.25: Essa propriedade classifica o > 0 como parametro de escala.
Proposicao 2.26. Seu=0ce¢0 < a <2,
X ~ Sy(0,8,0) <= —X ~ S,(0,—0,0) . (2.38)

Proposicao 2.27. A varidvel X ~ S, (o, 3, 1) € simétrica se e somente se =0 e u=0.

A wvaridvel X é simétrica em torno de u se e somente se 5 = 0.

Observacao 2.28: Essas duas propriedades classificam 5 € [—1,1] como pardmetro de

assimetria. No caso em que X ~ S,(0,0,0) é simétrica, denotamos X ~ SasS.

Para finalizar essa breve introducao das distribui¢des a-estaveis, seguem duas
propriedades muito importantes que fundamentalmente diferenciam o caso 0 < o < 2
do caso Gaussiano (¢ = 2). A primeira é a famosa propriedade de cauda pesada, que
apresenta o lento decaimento das fungoes de distribuicdo acumulada dessas distribui¢oes
- 0 decaimento das fungbes P(X > \) em A. A segunda, como consequéncia direta da
primeira, apresenta a falta dos momentos dessas distribui¢cdes de ordem maior ou igual a

Q.

Proposicao 2.29. Seja X ~ S, (0, 5,1), com 0 < a < 2. Entao,

lim AP (X > \) = C 1220,
A=vo0 (2.39)
lim AP (X < —)) = C, 5207,

A—00

onde C,, € R € uma constante. Ou seja, as distribuicoes tem decaimento na ordem de \™.
Proposicao 2.30. Seja X ~ S,(0,5,1), com 0 < a < 2. Entao,

E[|X[P] <00, se0<p<a,
(2.40)
E[|X[P] =00, sep>a.

Observacgao 2.31: Quando 1 < a < 2 vemos que a média da variavel X ~ S, (o, 3, i)

estd bem definida, e vale

E[X]=pu. (2.41)

Da mesma forma, o parametro o generaliza a varidncia de X, que s6 existe no caso
Gaussiano de o = 2. Essa proposi¢do também nos mostra que nao podemos trabalhar com
propriedades de segunda ordem, como ¢é usual no caso Gaussiano. Isso nos fara buscar
alternativas que envolvam momentos de ordens menores do que «, conforme veremos no

decorrer deste trabalho.
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2.2.2 Processos Estocasticos Estaveis

Esta é uma secao curta, em que iniciamos definindo o que sdo processos estocasticos
estaveis em um contexto geral, através de suas distribui¢oes finito-dimensionais. Em

seguida, damos um exemplo importante desses processos.

Defini¢ao 2.32. Um processo estocéstico {X;}ier € dito ser a-estdvel se todas as suas
distribuicoes finito-dimensionais sdo a-estaveis. Equivalentemente, o processo é dito ser a-

estavel simétrico se todas as suas distribuigoes finito-dimensionais sao a-estaveis simétricas.

O seguinte teorema ajuda a caracterizar esses processos.

Teorema 2.33. Seja {X,;}ier um processo estocdstico. O processo { X, her € a-estdvel

simétrico se e somente se para ty,to, -+ ,t, €T e by, by, - b, € R todas as combinacoes
lineares .
Z b; X4, (2.42)
i=1

sao «-estaveis simétricas.

O préximo exemplo é o equivalente ao movimento Browniano para o caso geral de

a € (0,2], que se reduz ao mB quando o = 2.

Exemplo 2.34. (Movimento de Lévy a-Estével). Um processo estocastico { X }1e(0,00)

é chamado de Movimento de Lévy a-Fstdavel Padrdo se satisfaz as seguintes propriedades:

i) O processo comega em 0:
P(Xy=0)=1; (2.43)

ii) Os incrementos sao independentes: se 0 < tg <t < -+ < 1

P (X, — X, €A 1<i<k)= ﬁIP’ (X0 - Xi, € A)) (2.44)
=1

iii) Para 0 < s < ¢, o incremento X; — X tem distribuicao:
X, — X, ~ Sa(t — 5)5,3,0) , (2.45)
para algum « € (0,2] e § € [—1,1].
Observacao 2.35: Note que o processo acima possui incrementos estacionarios. Como
observado anteriormente, ¢ o mB, quando a = 2. Se 8 = 0, é conhecido como Movimento

de Lévy SaS. Note também que esse processo é auto-similar com parametro H = é, pois,

pela Propriedade 2.24, para ¢ > 0 e para todo t > 0

Xy LewX,. (2.46)
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2.2.3 Integrais Estocasticas Estaveis

Nesta secao expomos uma breve introduc¢do as integrais estocasticas estaveis,
comecgando com a apresentacao das medidas aleatérias a-estaveis e entao integrais com
respeito a essas medidas, seguindo a referéncia basica Samorodnitsky e Taqqu (1994).
Apesar dessa construcao exigir alguns detalhes técnicos, aqui apresentamos apenas as ideias
principais, sugerindo ao leitor interessado a leitura da referéncia para maior detalhamento.
Em seguida, alguns exemplos de processos estaveis definidos através de integrais estocasticas

estaveis. Por fim, definimos os processos média movel e sua relagdo com a estacionariedade.

A ideia intuitiva por tras de medidas aleatérias é que elas sdo processos estocasticos
indexados por conjuntos. Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade e L°(Q) o conjunto de

todas as varidveis aleatorias definidas nesse espago. Seja (E, £, m) um espago de medida,
f:E—[-1,1] (2.47)
uma funcao mensuravel, e seja
Eo={Aec&:m(A) < oo} (2.48)
o subconjunto de £ que contém os conjuntos de medida m finita.

Definicao 2.36. Uma funcao de conjuntos, o-aditiva e independentemente espalhada

(definigbes a seguir)

M: & — L) (2.49)
tal que, para cada A € &,
M(A) ~ S, ((m(A))é, W,o) (2.50)

¢ chamada uma medida aleatoria a-estavel em (E,E) com medida de controle m e intensi-

dade de assimetria 3.

Independentemente espalhada significa que se Ay, As, -+, A € & sao disjuntos,
entdo as varidveis aleatérias M(Ay), M(Ag), -+, M(A;) € L°(Q) sao independentes. J&

o-aditiva, significa que se A;, Ay, - € & sao disjuntos e U2, A; € £, entao

M ([jl AZ-) - i;M(Ai) g.tp., (2.51)

onde g¢.t.p. significa que a igualdade vale para quase todo ponto, o que é equivalente a dizer

que vale a igualdade dessas variaveis aleatorias com probabilidade 1.

Exemplo 2.37. (Movimento de Lévy a-Estavel como Medida Aleatéria). Seja

M uma medida aleatéria a-estavel definida em ([0, 00), B), onde B é a o-édlgebra de Borel
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(gerada pelos abertos da topologia usual da reta) com medida de controle dm(z) = dx de

Lebesgue e intensidade de assimetria constante §(x) = 3, = € [0, 00). Seja, para t € [0, 00),

X, = M((0,1]) , (2.52)

onde M estd bem definida, pois m((0,t]) =t < oo, para todo t > 0. E facil ver que a
defini¢ao de {X;}icpo,00) € equivalente ao Exemplo 2.34. Pois

i) O processo comega em 0:

P(Xo=0)=P(M((0,0)=0)=1; (2.53)

ii) Os incrementos sdo independentes: se 0 < to < t; < .-+ < tg, os intervalos

{(ti—1,t:] }1<k<k sdo disjuntos, logo
{ X0 — Xoo hieose ~ AM((Gio1, ) hrrsn (2.54)
sao independentes;
iii) Para 0 < s < t, o incremento X; — X tem distribuigao:

X, — Xy ~ M((s,1]) ~ Sa((t — 5)=, 8,0) . (2.55)

Segue entao a defini¢cdo das integrais.

Definigao 2.38. Seja M uma medida aleatéria a-estavel em (E, £) com medida de controle

m e intensidade de assimetria . Para func¢oes mensuraveis f : F — R que satisfazem

Jef@)|*dm(z) < oo (<= [fe L*(E,m)), sea#1,

(2.56)
g1 f(@)B() (| f(z)])dm(z) < oo, sea=1,

a integral I(f) denotada por

1) = [ fla)an (@) (2.57)

estd bem definida. A construcao dessas integrais estocasticas em relacao as medidas
aleatorias estaveis se da na forma usual: primeiro definem-se as integrais para func¢oes
simples ¢(x) = Y1, ¢;14,(x) como [po(x)dM(z) = Y7, ¢;M(4;), depois prova-se a
densidade de tais fungdes simples nas fungoes f € L*(E, m) e define-se a integral I(f) acima

como sendo o limite em probabilidade das integrais das fungoes simples que aproximam
tal f.
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Proposigao 2.39. Sob as condigoes acima, temos que I(f) ~ So(os, By, f1f), com
or = ([ 1@ dm(@)" = 1flle (25%)

Jg f (@)= B(x)dm(x)

P =T @) dm(2)

(2.59)

0, sea# 1,
py = (2.60)
=2 [ f(@)B(x) In(|f (2)])dm(z), sea=1,

onde a<P> = |a|Psign (a) € a fungdo poténcia com sinal. Em outras palavras, temos que a

fungao caracteristica de I(f) € dada por

E [expfif1(£)}] =
exp {101 i LF @)1 (1 = iB(@)sign (0 () tan ()} dm(w)}, sea £ 1,

(2.61)
exp {—10] [ | f(@)] (1 +i2B(x)sign (0f (x)) In(|0f (2)])) dm(x)}, sea=1.

Demonstrag¢io. Veja proposigao 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994). O

Observacao 2.40: No que segue usaremos o espa¢o £ = R ou E = [0, 0), o-4lgebra
& = B de Borel e medida dm(x) = dx de Lebesgue. Note que a expressao (2.58) nos remete

a norma classica dos espacos L*. Devido a isso, por questao de notacao, usaremos

o= ([ r@pramt)” = 7). (262

Note que, de acordo com a ultima definicdo e proposicao, podemos definir um
processo estocéstico estavel por sua representacio integral da seguinte maneira: seja { f; her
uma familia de fun¢oes mensuraveis tais que para cada t € T, f; satisfaz as condigoes da
Definicao 2.38 e M é uma medida aleatéria a-estavel com medida de controle m. Definimos

o processo { X (t) her como

_ /E fux)dM(z) €T . (2.63)

Exemplo 2.41. (Movimento de Lévy Simétrico a-Estavel como Integral Esto-
castica). Na representacao apresentada acima, para ¢ > 0, considere fi(z) = Liz<p () €

temos
X, = / 1 (s ()dM ( / dM (z) = M((0,1]) , (2.64)
onde M é uma medida aleatéria Sa.S (pardametro 5 = 0) em [0, 00) com medida de controle

dm(x) = dx de Lebesgue. Entao Xy = 0 com probabilidade 1, e para 0 < s < t,

X, - X, = /: M (z) = M((s,4]) ~ Sa(|t — 5|%,0,0). (2.65)
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Além disso, para 0 < t; <ty < --- < t,, temos que

tn

/tt dM(a;),/: aM(),-, | 1dM(x)>
T (266)

sao independentes, pois pelo teorema 3.5.3 de Samorodnitsky e Taqqu (1994), uma

(Xt2 _Xt17Xt3 _Xt27”' 7th _th—l) = (

colecao de integrais estocasticas estaveis é independentes se, e somente se, os suportes
dos seus respectivos integrandos sao disjuntos - alternativamente, a medida aleatoria M é
independentemente espalhada. Logo, vemos que {X;}ic(0,00) ¢ 0 Movimento de Lévy SaS
definido no Exemplo 2.34 com 3 = 0. ]

Finalizamos essa secao apresentando como exemplo de integral estocastica estavel

0s processos média movel que, como veremos, sao sempre estacionarios.

Exemplo 2.42. (Média Mével). Seja f: R — R uma fun¢do mensuravel satisfazendo
| f]|a < 00, para 0 < o < 2. Defina, para t € R,

X, = /_O:O £t — 2)dM(z) , (2.67)

onde M é SaS com medida de controle m. Um processo da forma (2.67) é chamado
processo SaS média moével e a funcao f é chamada de fungdo nicleo. De acordo com
a representacao (2.63), temos fi(z) = f(t — x). O processo {X; }er é estacionério, pois
como uma distribuicdo Sa.S é determinada unicamente por o, temos que para quaisquer

t17t27"' 7tdah701a027"' aedERv

«

d « 0 | d
S 0:Xuwn| = [ |0+ a)| da
i=1 o X |i=1
o | d @
z/ Y 0:if(ti—y)| dy
% li=1
d (0%
=3 6.x,.| . (2.68)
=1 o

Logo, pelo dispositivo de Cramer-Wold o processo é estacionario. Veja Billingsley (1995).
O
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3 Processos SaS Fracionariamente

Integrados e Longa Dependéncia

Este capitulo complementa o anterior no intuito de apresentar ao leitor a base para
a leitura do artigo Feltes e Lopes (2020) no Anexo A. No entanto, esse capitulo é mais
voltado ao caso especifico dos processos e das ferramentas que sao mencionadas no artigo.
Novamente alguns resultados sao apresentados com suas provas omitidas, referenciadas
ao leitor interessado. Como vimos anteriormente, os processos auto-similares tém grande
relacdo com a propriedade de longa dependéncia, exemplificado com o mBf. Como veremos
nesse capitulo, existe também uma relagdo entre auto-similaridade e integracao fracionaria.
Apresentamos brevemente as integrais e derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville,
segundo Samko et al. (1993) e apresentamos os processos que sao tratados no artigo.
Explicitamos a relagdo entre as integrais fracionarias e o movimento estavel fracionario
linear (MEFL), que serd aqui também brevemente apresentado. O tltimo aparece como
exemplo de processo estocéstico estavel com a propriedade de longa dependéncia, logo apos
uma medida prépria de dependéncia para esses processos e defini¢cao de longa dependéncia

serem apresentadas.

3.1 Processos SaS Fracionariamente Integrados

Como o préprio nome do capitulo sugere, aqui estamos interessados em questoes
como integracao e derivagao, mas nao no sentido usual e sim no sentido fracionario, onde
definimos o que significa integrar e derivar na ordem de d € (0, 1). Com isso, definiremos

os chamados processos fracionariamente integrados.

3.1.1 Integrais Fracionarias de Riemann-Liouville

Definicao 3.1. Seja d € (0,1). Para f € LP(R), onde 1 < p < 3, definimos

1) = g [ 1O =0 ar (3.1)

1) = gz [ IO =™, (32

—o
onde I'(z) = [°t* 'e~!dt é a fungio Gamma. As integrais acima estdo bem definidas, e

sao chamadas integrais fraciondrias de Riemann-Liouville a direita e a esquerda de ordem

d, respectivamente.
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Por outro lado, a diferenciagio fracionaria foi introduzida como a operagao inversa
da integracdo fraciondria. Considere d € (0,1), 1 < p < % e denote por I{(LF) a classe de
funcdes ¢ € LP que podem ser representadas como uma integral fraciondria I¢ de alguma
fungao f € LP.

Definigado 3.2. Seja ¢ € I{(LP), entdo existe uma tnica f € LP tal que ¢ = [{f e f é
precisamente a derivada fraciondria de Riemann-Liouville pela direita e pela esquerda de

ordem d, respectivamente, definidas por

(D" 9) () = —ml_d)dd 7 oo — )t (3.3)
(DLo)e) = gy as | O =) . (3.4

onde % denota a operacao usual de diferenciagdo em relagao a variavel x e a convergéncia
das integrais na singularidade ¢ = x vale pontualmente para quase todo x, se p =1, e no
sentido L? se, p > 1. Ver Samko et al (1993).

Exemplo 3.3. (Representacdo Média Mével do Movimento Browniano Fracio-
nario). Segundo Samorodnitsky e Taqqu (1994), para H € (0,1) e a,b € R, o mBf possui

a seguinte representacao em termos de um processo média mével (veja Defini¢ao 2.42)

H-—1

Bu(t) = [ al—o)f 7~ (o)l ) Ay, (35)

—00

+b[(t—x)

onde uy = max{u,0} é a parte positiva de u, u_ = max{—u,0} é a parte negativa de
u e M é uma medida S2S com medida de controle dm(x) = dx de Lebesgue, isto é,

B, = % ¢ o mB definido no Exemplo 2.7. Note a relagdo entre os pardametros de

integracao e de auto-similaridade d = H — % Tomando a = F(H1+l) = F(d1+1) eb=0em
(3.5), temos a relagao
Bu(t) = [ (1) (2)dM(z) (3.6)
pois
1 oo _ 1
F(d)/;c Ljog(s)(s — 2)* ds = m[(t — )} = (—a)4], (3.7)

onde para t < 0, 19y € interpretado como —1 . Essa relagao também valerd para o
MEFL e sera fundamental na Secao 3 do artigo Feltes e Lopes (2020).

Demonstragio. Para mostrar a expressao (3.7), vamos considerar ¢t > 0 e trés casos para

x. Se x < 0, temos

00 t —[Ed— —Id —xd——xd
/ 1[0,t](s)(s_x)dldgz/o(s_x)dldsz(t )d( ) )+d( K
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Se x € [0, ], temos

[ Lol —ayt-tas = [[fo —ayi-tas = =020 (ot = (ot

T

Por fim, se z > t, temos

/OO Log(s)(s —x)"'ds =0 = (t =)t = (o)t .

d
Ja que d I'(d) = I'(d + 1), o resultado segue. Para t < 0, a prova é analoga considerando
114 (s) = —1j0)(s). Para mais detalhes, veja Pipiras e Taqqu (2000). O

Observacao 3.4: Vimos que o mBf foi definido anteriormente em func¢ao de sua estrutura
de autocovaridncia (Exemplo 2.17). Essa representacdo média mével é importante, pois é
através de uma generalizacao da mesma que definimos o MEFL na Defini¢ao 2.63. Note
que como a propriedade de longa dependéncia ocorre quando % < H < 1, equivalentemente
podemos dizer que ela ocorre quando 0 < d < % A partir de agora passamos a utilizar

mais o parametro d de integragao fracionaria do que o parametro H de Hurst.

3.1.2 Definicoes e Propriedades

Nesta secao definimos o que sao processos estocasticos a-estaveis fracionariamente
integrados no geral e particularmente o caso de processos estocasticos a-estaveis média
movel fracionariamente integrados. A idéia por tras disso de definirmos tais processo
¢ de que quando temos um processo definido em sua representacao integral com uma
funcao nucleo de curta memdria, isto €, de rapido decaimento, obtemos um processo
de longa meméria substituindo esse nicleo por sua respectiva integral fraciondria (veja
Samorodnitsky, 2006 e Marquardt, 2006). Essa é a ideia usada na Se¢ao 4 do artigo Feltes
e Lopes (2020).

Definigao 3.5. Sejam d € (0, 1) e {g;}ter uma familia de fun¢oes mensuréveis tais que
para cadat € T, g, € L'(R) e I%g, estd bem definida e satisfaz as condi¢des da Definicio
2.38, onde M ¢é uma medida aleatéria a-estavel com indice de estabilidade 0 < v < 2 e

medida de controle m. Definimos o processo {X4(t)}ier como

X(t) = /E (I4g)(zx)dM(z) ,t €T . (3.8)

Esse processo é chamado de processo estocdstico a-estdvel fracionariamente integrado. A

defini¢do utilizando a integral fraciondria I¢ é andloga.

Apenas traduzindo a Proposicao 2.39, temos o seguinte enunciado.

Proposicao 3.6. Sob as condigoes da Definicio 3.5, temos que Xy4(t) ~ Sq(04,0,0), com

Q=

o= ([ 10t @lrdm(@) " . (39
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Em outras palavras, temos que a fungdo caracteristica de Xy4(t) € dada por
E [exp{i6X4(1))] :exp{—w\a [E \(Idgt)(:c)|adm(a:)} . (3.10)

Observagao 3.7: Na Secao 3 do artigo Feltes e Lopes (2020), tomando 1 < a < 2, 0
espago ¥ = R e a medida de controle dm(z) = dx de Lebesgue, impomos simples condigdes
sobre a familia de niicleos {g; }1er para que o processo {X4(t) her esteja bem definido, ou

seja, satisfaca as condi¢oes da Defini¢ao 3.5.

Para obtermos um processo que sempre é estacionario, utilizamos os processos

média movel.

Definigdo 3.8. Sejam d € (0,1) e g € L*(R) tais que I?g estd bem definida e satisfaz
as condigoes do Exemplo 2.42, onde M é uma medida aleatéria a-estavel com indice de

estabilidade 0 < a < 2 e medida de controle m. Definimos o processo {Y4(t) }+er como

Yo(t) i= / (I99)(t — 2)dM(z) ,t € T . (3.11)
E
Esse processo é chamado de processo estocdstico a-estavel média movel fracionariamente

integrado. A definicao utilizando a integral fracionaria ]ﬁ é andloga.

Observagao 3.9: Na Secao 4 do artigo Feltes e Lopes (2020), tomando 1 < a < 2,
o espaco £ = R e a medida de controle dm(x) = dz de Lebesgue, impomos simples
condigoes sobre a fungio de niicleo g para que o processo {Yy(t) hier esteja bem definido,
ou seja, satisfaca as condi¢oes do Exemplo 2.42. Mostramos também que se o niicleo for
de curta memoria - ter o decaimento controlado por uma exponencial - o processo possui

a propriedade de longa dependéncia, utilizando a tecnologia definida na se¢ao seguinte.

3.2 Longa Dependéncia para Processos a-Estaveis

O foco dessa secao se da ao fato de que para os processos SaS com os quais
estamos trabalhando, a fungao de autocovariancia nao esta definida. Portanto, a medida
de dependéncia tratada nesta secao é uma generalizagao daquela associada a funcao de
autocovariancia (tratada na Definigdo 2.13), no sentido de que conseguimos propriedades
semelhantes e quando o = 2 é possivel relacionar as duas. Por fim definimos o movimento
estavel fraciondrio linear, cujo processo de incrementos serd um exemplo de processo
a-estavel com a propriedade de longa dependéncia, definida segundo a medida apresentada

a seguir.

3.2.1 Medida de Dependéncia

Utilizando-se da existéncia e boa definicao da funcao caracteristica para processos

a-estaveis, consideramos a seguinte medida de dependéncia, de acordo com varios autores
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Astrauskas et al (1991); Lévy e Taqqu (1991); Maejima e Yamamoto (2003); Magdziarz e
Weron (2007); Magdziarz (2007). Seja { X (t) }+er um processo estocastico Sa.S estacionario.
Para 6,05,t € R, seja

r(t) :=r(61,0q;1)

— B[ exp{i(,X () + QQX(O))}} - JE[exp{le(t)}}E[exp{wQX(o)}} L (312)

Note que a medida (6, 05;t) é tao somente a diferenca entre a func¢ao caracteristica
conjunta do par (X(¢),X(0)) e o produto das fungoes caracteristicas de X (¢) e X(0).
Portanto, se o processo { X (t) }+cr ¢ independente, (61, 62;t) = 0. Outra medida importante

é, também para 6,65, t € R,
I(t) = 1(91, 02, t)

— _log <E{exp{i(91X(t) 4 92)((0))}])
+ log (]E[exp{iGlX(t)}D + log (E[exp{iﬁgX(O)}D . (3.13)

Que é conhecida como codiferenca generalizada, veja Samorodnitsky e Taqqu (1994).
Segundo os autores citados, existe uma rela¢do muito importante entre as fungoes (61, 6o; t)
e 1(0,0s;t). Definindo

K (01,05 t) = E| exp{i0y X (t)}| E[ exp{i2 X (0)}]
= B[ exp{i6y X (0)}|E| exp{if X (0)}] =: K (01,02) =: K , (3.14)

que nao depende de t ja que {X(t)}ser € estacionério. A relacao entre r e I é dada por

r(01, 05 1) = K (61, 05;8) (e @00 — 1) . (3.15)

Portanto, ¢ possivel mostrar que se I(t) — 0 quando ¢ — oo, entao r(t) ~ —KI(t)
quando t — oo, o que significa que essas duas fung¢odes sao assintoticamente iguais. Note
que se o processo é Gaussiano (a = 2), a fun¢ao —I(1, —1;¢) coincide com a fungao de
autocovariancia definida na Defini¢ao 3.8. A funcao r(t) tem se provado ser uma ferramenta
propria para descrever a estrutura de dependéncia de processos a-estaveis e tem sido usada
por diversos autores, como aqueles citados anteriormente. Além disso, ela é usada por
Maruyama (1970) para dar condigbes necessarias e suficientes para processos estacionarios
e infinitamente divisiveis possuirem a propriedade de mizing - propriedade presente no
estudo da teoria ergddica, que basicamente trata de processos estocdsticos que possuem
uma medida invariante perante alguma transformacao, que pode ser vista como um sistema

dindmico, ver Lopes e Lopes (2019). Samorodnitsky e Taqqu (1994) também notam que a
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fungao I(t) pode ser usada para mostrar que dois processos sao diferentes, mostrando-se
que suas respectivas fungoes sao assintoticamente diferentes. Sabendo que as duas fungoes
sao assintoticamente iguais, podemos usar a fungdo que mais nos facilita as contas, que
no caso ¢ a fungao I(t), pois como as fungoes caracteristicas das a-estaveis sao dadas em

termos de uma exponencial, obtemos uma expressao simplificada.

Seja { X (t) }1er um processo Sa.S estacionario dado em sua representagao integral,
como em (2.63), com E =R e dm(x) = dz. Pela Propriedade 2.39, obtemos:

(61, 00 t) = —/R|01ft(:v)—|—02f0(x)|adx+/R|01ft(x)|adx+/R|02f0(x)|adx. (3.16)

Por essa expressao, vemos a conveniéncia de trabalhar com tal medida de depen-
déncia. Lembrando que obtendo o comportamento assintético de 1(6y,6s;t) — 0, quando
t — 00, obtemos essa mesma taxa de convergéncia para a fungdo r(6;,0s;t). Portanto,
essa ¢ a tecnologia que usaremos para investigar a propriedade de longa dependéncia para
os processos aqui estudados. Nessa linha, definimos a propriedade de longa dependéncia

para processos a-estaveis.

Definigao 3.10. Para {X(t)}cr estacionério, como definido acima, e r(¢) como definido
em (3.12), dizemos que o processo { X (t)}icr possui a propriedade de longa dependéncia

ou longa memdria se existe um 6 € (0,1) e uma constante ¢, > 0 tais que r(t) satisfaz

. t*
Jim (D] = = 1. (3.17)
isto é, equivalentemente,
Ir(t)] ~ et ™. (3.18)

Observacao 3.11: Note que essa definicdo é uma generalizacao intuitiva e equivalente a
Definicao 2.14, pois é possivel utiliza-la também para a funcao de autocovariancia, visto
que

r(L=1;t)[ ~ |[KI(1, =15¢)| ~ [KCov(X(t), X(0))] = [Kyx(t)] (3.19)

quando a =2, 6; =1 e 3 = —1, onde ¢(n) ~ (n) significa que lim on) _ 9

3.2.2 Movimento Estavel Fracionario Linear (MEFL)

Assim como o movimento de Lévy SaS é o andlogo ao movimento Browniano para
0 < a < 2, esereduz ao caso do mB quando a = 2, o movimento estavel fracionario linear
é o analogo ao movimento Browniano fracionario para o caso de «a geral. Analogamente ao
caso Gaussiano, aqui teremos a mesma relagdo entre os parametros de auto-similaridade
e integragao fracionaria, dada por d = H — é De acordo com Samorodnitsky e Taqqu

(1994), o MEFL possui a seguinte representacdo média mével.
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Definicdo 3.12. Sejam 0 < a <2, 0< H < 1, H # i e a,b € R tais que |a| + |b] > 0.
Para t € R,

Mg (t) = /°° a[u—x)f 3—(—95)11;} +b[(t—x)?i —(—o) ] am(e) , (3.20)

—0o0
onde uy = max{u,0} e u_ = max{—wu,0} sdo as partes positivas e negativas de u,
respectivamente, e M é uma medida SaS com medida de controle dm(z) = dx de

Lebesgue. O processo { M, 1 (t) }ier é chamado de movimento estdvel fraciondrio linear.

Observagao 3.13: Usando o parametro de integracao fracionaria d e omitindo o parametro
e b= 0 em (3.20), obtemos a

« para simplificar a notagao, tomando a = i Hl+l) = d1+1)
2

relacao
Mlt) = gy [ =0 = (ot @) = [T (e @ar@) . B21)
pois, novamente,
g s =0 s = e -t - (o], ()

ja que d I'(d) = I'(d + 1). Como mencionado anteriormente, essa relagao sera fundamental

na teoria desenvolvida na Secao 3 do artigo Feltes e Lopes (2020).

Observagao 3.14: Assim como mencionado anteriormente, o MEFL se reduz ao caso do
mBf quando tomamos a = 2. Além disso, ele é auto-similar com pardmetro H = d + i e
possui incrementos estacionarios. Portanto, analogamente ao caso Gaussiano, dizemos que
os incrementos do MEFL possuem a propriedade de longa dependéncia quando i < H<1,
ou, consequentemente, quando 0 < d <1 — é Dito isso, como estamos interessados em
processos com a propriedade de longa dependéncia, focaremos no caso 1 < a < 2, pois 86

nesse intervalo podemos encontrar tal propriedade.

Seguindo a discussao acima, Astrauskas et al. (1991) estudam o comportamento
assint6tico do processo incrementos do MEFL. Isto, é, para |t| — oo, o comportamento do

processo {Y, u(t)}+er dado por
Yoru(t) = Mag(t+1)— May(t), t €R, (3.23)
onde {M, i (t)}+er ¢ 0 MEFL da Definigao 3.12.

Teorema 3.15. Seja {Y, u(t)}ter 0 processo incrementos do MEFL como acima. Para
l<a<2el-— m < H <1, H# %, seja a fungio r(t) em (3.12) definida para
Y, u(t). Entdo

Ir(t)| ~ AB|t|*~ (3.24)

quando |t| — oo, onde A, B > 0 sdao constantes que dependem dos parametros o e H.
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Demonstragio. Ver Astrauskas et al. (1991). O

Logo, o processo {Y, g (t) her de incrementos do MEFL possui a propriedade de

longa dependéncia, segundo a Definicao 3.10, quando 1 < e < 2 e i < H < 1. De fato,

1 1
a(a—1) a(a-1)

que vale pois 1 < a < 2. Portanto, vale o Teorema 3.15 e temos

< H < 1, pois 1 —

vemos que = < H < 1 implica 1 — <l = ala-2)<0,

[r(t)] ~ ABJe|*" (3.25)

com—1<ozH—oz<0,poisé<H<1. O]

Para concluir essa exposicao dos conceitos basicos, observamos que iremos mudar
a notacao no artigo. O motivo para isso é que aquela é a notagdo amplamente usada na
literatura. A escolha de tratar de medidas aleatérias nesses capitulos iniciais foi para poder

dar uma introducao mais formal a construcao das integrais estocasticas a-estaveis.

Observagao 3.16: Como definido na se¢ao anterior, para integracgao estocéstica, considere
que quando dizemos que { L, () }ser é um processo estocastico SaS com medida de controle
m, estamos nos referindo ao mesmo sentido de uma medida aleatéria SaS com medida de
controle dm(z) = dx de Lebesgue. Entao vale que para s < t, L, (t) — Lo (s) = M((s,t]) e

que para f € L%, as expressoes

[ F@)dLa(a) = [ fa)dn () (3.26)

tém o mesmo sentido, como no Exemplo 2.37, em que temos L,(t) := M((0,¢]).
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4 Conclusao

A conclusao desse trabalho leva em consideragao toda a teoria desenvolvida no
artigo anexado. Dito isso, acreditamos ter cumprido os objetivos do trabalho, que eram
definir processos estocasticos a-estaveis com a propriedade de longa dependéncia. Para
isso, uma longa caminhada se iniciou. Primeiro, adaptando as ideias de Pipiras e Taqqu
(2000) e Marquardt (2006) construimos as integrais estocésticas em relagdo ao movimento
estavel fraciondrio linear. Além disso, provamos uma representacao extremamente util dos
processos estocasticos a-estaveis fracionariamente integrados como integrais estocésticas
em relacdo ao MEFL. Essa representacao, por utilizar um ntcleo de curta meméria, ou de
rapido decaimento, permite fazer algoritmos de simulagoes mais eficientes e baratos, visto
que a representacgao integral usual do processo apresenta um nicleo de longa memoria,

que possui um lento decaimento, tornando os algoritmos mais lentos e caros.

Para avaliarmos a estrutura de longa dependéncia, utilizamos uma fun¢ao muito
importante, amplamente utilizada na literatura e que apresenta diversas propriedades
interessantes, como citadas no texto. Note que o decaimento da fungao r(t) dos processos
estocasticos a-estaveis média maével fracionariamente integrados, aqui construidos, possuem
o mesmo expoente de decaimento do que o préprio MEFL, o que refor¢ca mais ainda a
representacao pela integral estocastica em relacdo ao MEFL. Intuitivamente, o que esta
acontecendo com essas integrais sao aproximagoes de combinagoes lineares de incrementos
do MEFL, que ja sabemos possuirem a propriedade de longa dependéncia, como apresen-
tados no Capitulo 3. Portanto, essa similaridade no comportamento assintético da medida

de dependéncia para esses processos ¢ um tanto quanto esperada.

Em resumo, assumindo simples condi¢cbes em uma func¢do nucleo g, que sao
g € L'(R) N L*(R), mostramos que o processo estocastico a-estavel média movel fra-
cionariamente integrado com ele construido esta bem definido e possui a propriedade
de longa dependéncia quando a funcao g tem decaimento controlado por uma funcao
exponencial. Além disso, vale a representagao citada acima com integragao estocastica em
relagdo ao MEFL em que a prépria funcao g aparece como ntcleo. Aqui, hd uma troca do
parametro d de integracao fracionaria entre o integrando e o integrador, relembrando a

conhecida féormula de integracao por partes do céalculo tradicional.
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Abstract

Long memory processes driven by Lévy noise with finite second order moments
have been well studied in the literature. They form a very rich class of processes
presenting an autocovariance function which decays like a power function. Here,
we study a class of Lévy process with infinite second order moments: the a-stable
processes. We consider fractional integration operators and, analogously to the
well-known Gaussian case, we relate these processes with the fractional Brownian
motion’s stable counterpart, the so-called linear fractional stable motion. Finally,
we show its property of long-range dependency.
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1 Introduction

In this work we are interested in fractionally integrated stable processes and its property
of long-range dependence (LRD) or long memory. There are many interesting applica-
tions of such processes throughout the literature (see Samorodnitsky, 2006 for an intuitive
and historical introduction). This property presents a phenomena in which some proper
measure of the process’ dependence structure - usually the autocovariance when defined -
behaves like a power function, having a slow decay. Slow in the sense that the correspon-
dent sum will diverge (power function with exponent between (—1,0)). Linear fractional
stable motion (LFSM) is a generalization of the well-known fractional Brownian motion
(fBm) to the a-stable case. Accordingly to Samorodnitsky and Taqqu (1994), it has the
following moving average representation. For 0 < a <2, 0 < H <1, H # é and a,b € R
such that |a| + |b] > 0,

Mo n(t) = /oo aft -t - o) o[-0t - (-0 dLa@) (1)

—0o0

fCorresponding author. E-mail: silvia.lopes@ufrgs.br
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for t € R, where u; = max{u,0} and u_ = max{—u,0} are the positive and negative
part of u, respectively, and {L,(t)}ier is a SaS process with Lebesgue control measure.
The process { M, p(t) her is self-similar with Hurst parameter H and it has stationary
increments. When a = 2, it reduces to the fBm (M y(-) := Bpg(-)), which has the
following autocovariance asymptotic behavior of its increment process Y (t) := By(t +
1) — By (t) (see Samorodnitsky and Taqqu, 1994)

Cov(Y(0),Y (1)) ~ H(2H — 11?772 . (1.2)

So when H € (%, 1) the increment process has LRD, because —1 < 2H — 2 < 0. Anal-
ogously to the fBm case, when 1 < a < 2, the increments of LFSM have LRD when
H e (é, 1) and it is one of the classical examples of long memory a-stable process.

This work is presented as the following: Section 2 starts with some basic facts. Using
Riemann-Liouville fractional integrals we construct in Section 3 a stochastic integral with
respect to a LFSM and prove an interesting formula for representing the fractionally
integrated a-stable processes. In Section 4 we construct a long memory fractionally
integrated moving average a-stable process and relate it to the LFSM using the previous
sections results.

2 Definitions and Preliminaries Results

Let {La(t) }er be a SaS process with index of stability 0 < o < 2 and Lebesgue control
measure dm(z) = dzx. Accordingly to Samorodnitsky and Taqqu (1994), for a measurable
function f: R — R such that f € L*(R) the stable stochastic integral

1(f) = / f(2)dLa(x) (2.1)

is well defined and has the following properties.

Proposition 2.1. The distribution of 1(f) is given by
I(f) ~ Sa(0y,0,0) (2.2)

where

or= ([ 1s@rae) " =11l (23)

which means that
E [exp {i01(/)}] = exp {—!9|°‘ / \f(x)\“d:v} . (2.4

Proof. See proposition 3.4.1 in Samorodnitsky and Taqqu (1994).

In order to define the fractionally integrated stable processes we need to introduce the
fractional integrals and derivatives of Riemann-Liouville (see Samko et al, 1993).
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Definition 2.1. Let d € (0,1). For f € LP(R), where 1 < p < %, we define

(1 f) / fOt — ) dt (2.5)

and

(ILf)(z / f(t) )4 tdt (2.6)

where I'(x f t*~le~tdt is the Gamma function, are well defined, and are respectively
called rzght and left-sided Riemann-Liouville fractional integrals of order d.

On the other hand, fractional differentiation was introduced as the inverse of fractional
integration. Consider d € (0,1), 1 <p < é and denote by I¢(LP) the class of functions
¢ € LP that can be represented as a fractional integral I of some function f € LP.

Definition 2.2. Let ¢ € I4(LP) be of the form ¢ = I¢f, for a function f € LP. Then
f is precisely the right or left-sided Riemann-Liouville fractional derivative of order d,
respectively, given by

(D% 6)(x) = —ﬁdi / " () (¢ — o) 2.7)

and

(Do) = s s | OO =07, (23)

where % is the usual operation of differentiation with respect to x and the convergence
of the integrals at the singularity ¢ = = holds pointwise with probability 1, if p = 1 and
in the LP sense, if p > 1.

Remark 2.1. In fractional processes as the LESM defined in (1.1), for 0 < o < 2, one has
an interesting relationship between the fractional parameter d and the Hurst parameter
H of self-similarity which is given by

1
H=d+~ . (2.9)
(0%

As we are more interested in the fractional integration point of view, we will often mention
the parameter d = H — é

3 Main Results I

This section is based on Pipiras and Taqqu (2000) and Marquardt (2006) in which we
define stochastic integrals with respect to the linear fractional stable motion (LFSM)
and prove a formula that can be seen as an integration by parts’ formula, analogous to
Proposition 5.5 on Marquardt (2006) for the fractional Brownian motion. We restrict
ourselves to the case 1 < a < 2, because we are interested in processes with the property
of long-range dependence. While the cited authors deal with Lévy processes with finite
second moment, we handle the infinite second order moments of SaS processes by using
their finite lower order moments in a suitable space. This result is important since it gives
us an interesting representation feature for the processes.
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3.1 Fractionally Integrated Processes and the B, , space

Let {X(t)}ter be a SaS process, with index of stability 1 < o < 2, given in its integral
representation, accordingly to the family { f; };cr of functions such that, for every ¢ € R,
fi : E—= R, fy € L*(F) and {L(t) }ter is a SaS process with Lebesgue control measure
dm(z) = dx. Then, according to Proposition 2.1, we know that

X(t) = /R F(2)dLo(x) ~ Su(01,0,0) (3.1)

defined and its distribution is totally determined by

op = (/]le‘is(:ﬁ)ladx)(i = [|ftlla - (3.2)

It would be important to have an isometry property for the SaS processes as the 1to’s
isometry for processes with finite second order moment. Since the a-stable distributions
only have finite moments of order p < «, we shall consider the following known result.

Proposition 3.1. Let {X(t)}ier be the process defined in (3.1) and let 1 < p < «. Then

E[IX @] = E[[La(DPTIIAIIZ - (3:3)

Proof. From expression (3.1) and since for any positive a, S,(ac,0,0) ~ aS,(c,0,0),
where ~ means equality in distribution, we have

X(t) ~ Sa(04,0,0) ~ 045,(1,0,0) ~ 04 Lo (1) . (3.4)

Therefore
E[[X (@[] = EllovLa(1)["] = E[[La(D) ] | fl17 - (3.5)
O

Now, for measurable functions g : R — R, g € L*(R) and d € (0,1 — +), consider the
right-sided Riemann-Liouville fractional integral of order d, I%g = % [Zg(t)(t—z)tdt

and denote by B, the set
B, = {g € Ll(]R)// I(I¢g)(2)|%dx < oo} : (3.6)

The set B, can be seen as the set of kernel functions g € L'(R) for which the stable
stochastic integral of its respective fractional integral [, (I%g)(x)dLa(x) is well defined.
For the next proposition we will need the following lemma (Leach, 1956).

Lemma 3.1. Let 1 < p < o0 and 1 < g < oo such that 1—1) —l—% = 1. For a measurable
function f: R = R, f € LP(R) if and only if there exists a constant C > 0 such that

/R @) h(@)|dz < O[], (3.7)

for every function h € LY(R).
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Note that since « lies in the interval (1,2), L%(R) is a Banach space. Using the previous

lemma:

Proposition 3.2. If g € L'(R) N L*(R), then g € B,.

Proof. For every h € L°(R), such that < + % = 1, we have

| o ‘“</ /' 0

dt dxz

— |h(x)g(s+x)sd—1\ ds da .
d) — Jo

Rewriting the last expression, we get

/ / g(s+ ) dl‘dsda:—fl—i—lg,
I, = / / g(s+x)s = 1} ds dx
o] 1
:/ / |h()g(s + x)s* | ds dx .
—o0 J0

Use the Fubini’s theorem and the Holder’s inequality to get

I, = / / g(s + x)|dx ds

8 1
g/deWmekszMMM-
0

where

and

For I in (3.10), set t = s + = and apply the Holder’s inequality to get

11:/ y/ s tds dt
s/_ool @171 (/1 (d‘l)d8>;dt

o 1
= [ loolls g

1
< TllgllilIAlls -

(a(l =d) = 1)=
Combine (3.8), (3.9), (3.12) and (3.13) to finally get

; 1 (lgllo , _llgl
[ a)rtg) @) ar < [F@ﬁ ( ; +—(&(1__d)__1);>] I#ls

1 [ glla gll1
C_F(d)< d +(a(1—d)—1)i>>0'

where

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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O

Remark 3.1. As well as for the right-sided Riemann-Liouville fractional integral I%g,
the same is true for the left-sided Riemann-Liouville fractional integral I{ g, which means
that if g € L*(R) N L*(R), then [, |(Ig)(z)|*dz < oo and its stable stochastic integral
Jo(I4g)(x)dLs(z) is well defined. The proof is completely analogous and will be omitted.

As we have seen, L'(R)NL*(R) C B,, so we would like to define a norm which could allow
us to work with isometries for processes of the form [, (I{g)(z)dLq(z). Before defining
such norm, a simple lemma is helpful:

Lemma 3.2. For a > 1, if g € LY(R) N L%R) then g € LP(R), for all1 < p < a.

Proof.

/wmmma/ IWWM+/ 9(0)Pdz
R lg(z)|>1 lg(z)]<1
<

(3.16)
<[ gldes [ gl < gl + ol
lg()|>1 lg()|<1

O

The following norm is based on Theorem 3.2 of Pipiras and Taqqu (2000), which in this
case it comes from an inner product. Now, inspired by Proposition 3.1 and using the
previous lemma, we define:

Definition 3.1. For a fixed 1 < p < a and g € L'(R) N L¥(R), let the norm || - ||a,p be
defined as

Hmupz(EWaUWiéwaX@P@)p~ (3.17)

Proposition 3.3. The expression given in Definition 3.1 defines a norm. Moreover, for
g € L'(R) N L*(R), there exist M, N > 0 such that

gllap < Mllgll + Nllgll, - (3.18)

Proof. First, note that ||g||a, = D||I%g||,, where D = (E[|La(1)|p])% does not depend
on g and || - ||, is the usual LP(R) norm.

(i) since D >0, |[gllap =0 <= [|[I%g]|, =0 <= ['g=0 < g=D*(I%g) =0;
(ii) for a € R, [|ag|lap = Dl[I%agll, = Dllal?gll, = lalllgllap;

(i) for f,g € L'R) N LYR), [If + gllap = DIHL(f + 9)ll, = DIHLSf + Ig)ll, <
DI fllp + DIgllp = [Ifllap + lgllasp -

Finally, (3.18) can be seen by the proof of Proposition 3.2. Taking p < « and doing the
same as in (3.14) for a, we get

At e e < | L (Mgl gl
Ammum<mzshw<(1+@u_®_m>hww (319
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for every h € LY(R) where %—i— % = 1. Now, since G(h) = [ h(z)(I%g)(x)dz is a bounded
linear functional defined in L4(R), we know that

3 =

Nl s L (llglly ,  llgll
gl = snp (G0 < [F(d)( T )] . (20

And (3.18) follows by setting

D=

1 ElLa(DP) Ly EILP)

d)  (p1-d) —1)r I'(d)

>0 .  (3.21)

SN

O

Now we are able to define the space which will allow us to define the desired stochastic
integrals.

Definition 3.2. Let B,, be the space L'(R) N L%(R) under the equivalence relation ~
in which for f,g € L*(R) N L*(R),

f~g = |lf =gllap=0. (3.22)

3.2 Stochastic Integral and Integration by Parts Formula

We proceed with the construction of the stochastic integral with respect to the linear
fractional stable motion. Details on the stochastic integration with respect to the frac-
tional Brownian motion can be found in Pipiras and Taqqu (2000), Nualart (2006) and
Carmona et al. (2001) and with respect to fractional Lévy processes as a generalization
of the fBm using Malliavin Calculus in He (2014).

Firstly, let us recall the LFSM defined in (1.1): let {L,(t) }+cr be a Sa.S process with index
of stability 1 < o < 2 and Lebesgue control measure dm(z) = dz andlet 0 <d <1— 1
be the fractional integration parameter. Then, taking a = ﬁ and b = 0 and using the
notation of Remark 2.1, we define

1 = d d
Milt) =t /_Oo [(t—2)¢ — (—2)!] dLa(z), tER. (3.23)
Equipped with the B,, space given in Definition 3.2 and the norm || - ||o, given in

Definition 3.1, we want to define, for functions g € B, ,, the stochastic integral
mmm=/mwwmw. (3.24)
R

As usual, we start by defining the integral for simple functions. Let ¢ : R — R be of the

form
n—1

gb(x) = Zaiﬂ(ti,tprﬂ(x)) (325)
i=1
where a;, € R and —oo < t; <ty <--- <t, <oo. It is easy to see that ¢ € B, ,. So we
define the integral



8 FIMA Stable Processes With Long-Range Dependence

I, (¢ / o(x)dMy(z Zal [My(tivr) — My(t;)] - (3.26)

Note that the integral Ip,(+) is linear for simple functions. Moreover, we have the propo-
sition below.

Proposition 3.4. Let ¢ : R — R be a simple function. Then

/ o(x)dMy(x / (I°¢) () dLy () (3.27)

and ¢ — Iy, () is an isometry between By, and LP(Q,P), in the sense that || 1y, (0)|[7,qp)
= ||9|[5,, where (Q, F,P) is the underlying probability space.

Proof. It suffices to show (3.27) for indicator functions ¢(z) = L4 (x), t > 0, because
every other simple function is a linear combination of such functions. In fact,

/R o(2)dMy(x) = / o0 (2)dMa(x) = Ma(t) (3.28)

and for the right-hand side of (3.27), we have

/R(I%)( ) dLq(x // s — x)4 g 4(s)dsd Lo (x)
P(d+1)/[(t—x)i (—2){]dLa(x) = Ma(t). (3.29)

Furthermore, for all simple functions ¢ it follows from Proposition 3.1 that

10Oy = E | [ (F0) Lo }
— B[ Lo(1)]"] / \(16) (2) P (3.30)

- ||¢Ho¢,p

O

Having the integral Iy, (-) well defined for simple functions, we are ready to prove the
next theorem and to define the integral for any g € B, ,.

Theorem 3.1. Let My = {My(t)}ier be the linear fractional stable motion defined in
(3.23) and let the function g : R — R be in B,,. Then there exists a sequence of
simple functions ¢, : R — R, n € N, satisfying ||¢, — g||ap — 0 as n — oo such that
I, (¢n) converges in LP(Q,P) to a limit denoted by In,(9) = [ 9(x)dMq(x) and In;,(g)
1s independent of the approximating sequence ¢,,. Moreover the isometry property holds

113, (Do) = l9llap (3.31)
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Proof. As we know the simple functions are dense in L'(R)N LP(R) and L*(R) N LP(R) is
dense in B, , by construction of the space B, ,. Also (3.18) holds, so whenever a sequence
converges in L'(R) N LP(R) it will converge in B,,. Therefore the simple functions are
dense in B, ,. Hence, there exists a sequence ¢, of simple functions such that ||¢, —
gllap = 0 as n — oo. It follows from the isometry property (3.30) that [; ¢, (x)dMy(x)
converges in LP(2, ) towards a limit denoted by [, g(2)dMqy(x) and the isometry property
is preserved in this procedure, so (3.31) holds. Finally, (3.31) implies that the limit
denoted by the integral [, g(z)dMy(x) is the same for all approximating sequences ¢,
converging to g.

U

Note that convergence in the LP sense implies convergence in probability, which is enough
to define the integrals. Usually they are defined with equality in probability or even in
the LP sense, most commonly in L? (see Kuo, 2006). The next theorem states that we
can interchange the fractional integration between the integrand function and the process
in respect to which we are integrating. This formula reminds the well known integration
by parts formula from traditional calculus.

Theorem 3.2. Let g € B, ,. Then
[ sterants(o) = [ (1)) dLaa). (3.32)

Proof. It follows from Proposition 3.4 and Theorem 3.1.

4 Main Results 11

In this section, we are interested in defining a class of continuous-time moving average
stable processes that present the property of long-range dependence. Let {L,(t)}:cr be a
SasS process with index of stability 1 < o < 2 and Lebesgue control measure. Accordingly
to Samorodnitsky and Taqqu (1994), if g is a real measurable function defined on R
satisfying [, [9(2)|*dz < co, and define

X(t) = / gt — 2)dLo(z), tER. (@1)
then { X (¢) }+er is well defined and stationary. A process of this form is called Sa.S moving
average process. The function g is often called kernel function.

It is known in the literature that one can construct a long-memory process by consider-
ing moving average processes whose kernel function is the fractional integral of a short-
memory function (see Samorodnitsky, 2006 and Marquardt, 2006). So henceforth we are
considering functions with short memory and with positive support, which means that
we will assume the following conditions:

(C1) g(t) =0, for all £ < 0;
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(C2) |g(t)] < Ce™, for some constants C' > 0 and ¢ > 0.

Note that every such function g satisfying (C1) and (C2) belongs to B,

Let us recall the left-sided Riemann-Liouville fractional integral of order d € (0,1) of a
function g € L'(R), as defined in (2.6):

(I g)(x) = ﬁ / ;g@)(x e = ﬁ / Tl ) ds . (42)

So for 1 < a < 2and 1 < p < « the idea is to define the moving average stable process
using the left-sided Riemann-Liouville fractional integral of a kernel function g satisfying

(C1) and (C2).

Definition 4.1 (FIMA Stable process). Let {L,(t)}icr be a SaS process with index of
stability 1 < a < 2 and Lebesgue control measure. For d € (0,1 — é), define

Yi(t) = /t (Ig)(t — )dLa(z) L ER . (4.3)

—00

Theorem 4.1. The FIMA Stable process {Yy(t)}ier in (4.3) is well defined and station-
ary.

Proof. We know that g € B, , implies g € L'(R)NL*(R), so by Remark 3.1 it follows that
J |(I4g)(2)|*dz < co and the process is well defined. Now, for ¢1,--- ,tq, h,01,--- 04 €
R, setting y = x — h, we have

«

dx

«

d
> 0,Ya(ti + h)

=1

w | d
— [ [ tam@Eg) b+ h - )
- =1

o ;

«
«

dy

o | d
~ [ [t ion - v)

o0 ;

d
Z 0, Yq(t:)
i—1

(67

(4.4)

«

Now, using Theorem 3.2, we can represent the FIMA Stable process with the linear
fractional stable motion.

Theorem 4.2. Let {Y;(t) }ier be the FIMA Stable process defined in (4.3) and {My(t) }ier
be the linear fractional stable motion defined in (3.23). Then, Y4 can be represented as

Y(t) = /t g(t — 2)dMy(z), tER (4.5)

—00

Proof. For each t € R, consider g;(z) := g(t — x), so from Theorem 3.2, we have

/ g(t — £)dMy(x) = / gu(x)dMy(z) = / (Ig,)(2)dLa(z) (4.6)

—00 —00 —00
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using the definition of the right-sided fractional integral (I¢g,)(z) and setting w = u — x
we get

t (I%g,)(z)dLq(x) = L Oo(u — )" g, (u)du dLy(x)
/ ).

—00 ( ) o0
— _1 t — d-1 —u)du dLy(x 4.7
a I(d) / / <u ZE) g(t )d a( ) ( ) )
= —1 t U}d ! —z —w)dw dL,(x

Finally, using the definition of the left-sided fractional integral (I{g)(t — ) we get the
result

1 ' < B t J B
I(d) /_oo/o Wt e dlelw) = /_m<f+9)<t — 2)dLo(z) = Ya(t) . (4.8)
0

Remark 4.1. Note that this representation allows us to work with a rapid decay kernel
function g instead of a slow decay kernel function (I¢g), which can be useful for more
efficient simulation algorithms.

Now we turn our attention to the property of long-range dependence, or long-memory of
the process {Yy(t)}+er. As we know, for stationary Gaussian processes one can describe
the long-range dependence property as the slow decaying of its covariance function. Since
we cannot use such function in our setting, as Maejima and Yamamoto (2003) we are

going to use the following and proceed with similar calculations than the cited authors.
For 61,0, € R, let

r(t) == r(f,0q;1)
= E[exp{i(0rYa(t) + 02Y4(0))}] — B[ explinVa(t)} B[ explitaya(0)}]  (49)

and
I() = 1(0y,05;1)
= _log (E[exp{i(@le(t) + 92Yd(0))}D
+log (E[exp{z’@le(t)}]) +log (E[exp{imd(o)}}) . (4.10)
Setting

K (01, 02;t) = E[ exp{if, Ya(t)} | E [ exp{if2Y3(0)}]
= E[exp{i1Y;(0)}| E[ exp{ifY4(0)}] =: K(6:,6.) = K

which does not depend on ¢ since {Yj(t) }+cr is stationary, there is a relationship between
r and [ given by

7"((91, 92,75) = K(@l, 92, t) (671(91’92;” — 1) . (411)
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Furthermore, if I(t) — 0 as ¢ — oo, then r(t) ~ —KI(t) as t — oo, which means
that the quantities are asymptotically equal. Note that the quantity r(6;,602;t) is the
difference between the joint characteristic function of the pair (6;Yy(t),02Y3(0)) and the
product of the marginal characteristic functions of 0;Y,(t) and 65Y5(0). So if the process
is independent, 7(6;,0s;t) = 0, and if the process is Gaussian or has finite second order
moments, the quantity —7(1, —1;¢) coincides with the covariance function. The quantity
r(t) has been proved to be a proper tool for describing the dependence structure of stable
processes and has been used by several authors Astrauskas et al (1991); Lévy and Taqqu
(1991); Magdziarz and Weron (2007); Magdziarz (2007); etc. In addition, it is used
in Maruyama (1970) relating it to the mixing property for stationary infinitely divisible
processes. Also, (Samorodnitsky and Taqqu, 1994) point out that the quantity 7(¢) can be
used to show that two processes are different by showing that their respective quantities
are asymptotically different. Let us then define what we mean by the property of long-
range dependence or long-memory in our setting.

Definition 4.2. Let {X(¢) }1er be a stationary SaS process and r(t) as in (4.9). We say
the process { X (t) }ser has long-range dependence or long-memory property if there exists
a € (0,1) and a constant ¢, > 0 such that r(t) satisfies

t@
lim |r(t)|— =1, (4.12)
t—o0 -
or, equivalently,
Ir(t)] ~ c,t™? . (4.13)

Note that since the process {Yy(t)}icr is stationary,
(Ya(t), Ya(0) = (Yal0), Ya(~1) (4.14)

thus 7(0y, 0a;t) = r(0s,01; —t). Therefore, the asymptotic behavior of r(6;,04;t) as t — oo
is essentially the same as r(6y,02;t) as t — —oo. Since the computations for ¢ < 0 as
t — —oo are a bit easier in our setting, as in Maejima and Yamamoto (2003), we will
analyze the asymptotic behavior of r(6y,0s;t) for t <0, as t - —o0.

Recall that for a Sa.S process { X (t) }er given by (3.1), by Proposition 2.1 we have

E {exp {iG/th(a:)dLa(x)H :exp{—w\o‘/R\ft(x)]ada:} | (4.15)

Theorem 4.3. Let {Yy(t)}ier be the FIMA Stable process defined in (4.3). If 1 < a <2
and0<d<1—$, then, as t — —o0,

r(t) = r(6y,0s5t) ~ —KC[t]* @D+ (4.16)

6> + 05 [°
e exp{ T |

- o)
1 1z —1)

x /°° (|6 e Y )t ] L PN O E)

where

[ o= ay-tan

adx} : (4.17)

and



G.L. Feltes and S.R.C. Lopes 13

Proof.
We start by calculating K. By (4.15), (4.7) and (4.8)

K = E[exp{if,Y4(0)}]E [ exp{if,Y4(0)}]
— exp { _ ﬁ /_(; ( /: bug(—) (ot — )]

— /xo O29(—u)(u — )" du a)daj}
[ oty

3 0y + 05 [°
‘ex"{‘ r(d) /_m ,

Now, let us compute I(t). Again by (4.15), (4.7) and (4.8), we have

) dx} . (4.19)

I(t) = —log <E[exp{i(91Yd(t) + 923@(0))}])
+log (E[exp{wlyd(t)}]) +log (E{exp{myd(o)}D

= ﬁ /; (‘/; 01g(t — u)(u — )" du + /xo Oog(—u)(u — ) du )
/: 019(t —u)(u — ) 'du * /: o) (1 — )" a>dm . (4.20)

Set x = xt and u = ut and recall that ¢ < 0 to get

0= [ (\ [ e = )yl

T(d)*
+ / 0ag(~tu)(z — u)
| [ ettt = )

Since ([¢[41[t))" |t| = |¢|***1, it follows that

|t|d+/ (’/ggt (@ — u)? du+/eg E——
'/leu dda/oﬁg( u)(x — )du)dm

— Jefeatt / 16(t,2) + 0t )" — |9t 2)|* — (¢, )| da (4.22)

—tu) (2 —w) Tt du| —

[ oo = )t = e a

)Itldx : (4.21)

where for x > 1
ba) = ﬁ/l b1g(t(1 — w))(x — u)*'du (4.23)
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and ) N
Y(t,x) = m/o Oog(—tu)(zx — u)?du . (4.24)
Therefore,
tl}r_n ’t|a7ad71](t) —
o0 (4.25)
= lim ‘t¢(t7 l’) + tw@a z)‘a - ’t¢(t7 x)‘a - |W(t> x)’a dz .

t——o0 1

We want to use the Dominated Convergence theorem to deal with this limit, but in order
to do so we need the following lemmas. Their proofs are going to be given later.

Lemma 4.1. For1 < a <2 and forr,s € R, it is true that

7+ s = [r[* = [s]*] < alr[ls|*™" + (@ + 1)|r[* . (4.26)
Lemma 4.2. There exist constants Ky, Ky > 0 such that for any t < 0 and z > 1 we
have
to(t,z)| < Ki(z —1)4! (4.27)
and
|t(t, )| < Kaa™" (4.28)

Lemma 4.3. There exists a constant L € R such that

im t(t,x) = Lo (z — 1)t (4.29)
——00
and
ltlim t(t, x) = LOyz™t . (4.30)
——00

By Lemma 4.1 with r = ti(t, x), s = t¢(t, x) and Lemma 4.2, it follows that

to(t, @) + tp(t, )| — [to(t, 2)|" — [ty (t, 2)|"

< altp(t, z)|[to(t, )" + (o + Dtep(t, )|

< aKpx N (K (z — DT 4 (a + 1) (Kyzd= e

_ QK£Q—1)(d—1)K2$d—1($ . 1)(a—1)(d—1) +(a+ 1)K§xa(d—1) .

(4.31)

Notethat1<a<2impliesO<a—1<1and0<d<1—éimphes—1<d—1<—é,
so =1 < (a —1)(d — 1) and a(d — 1) < —1. Thus, 2= clearly is in L'(1,00). As
for 2971 (z — 1)@= D=1 "the integral may diverge when  — 1 and  — co. But when
r — 1, 2971 (z — 1)(@=DE=1 behaves like (z — 1)@= which is integrable since —1 <
( —1)(d — 1). And when z — oo, 24 (x — 1)(@=Dd=1) behaves like 2@~1. Hence,

/ ‘QK£O‘_1)(d_1)K2xd_1(x — 1)l (o + 1) K§z4 Y| dr < oo (4.32)
1

and we can apply the desired theorem in (4.25) altogether with Lemma 4.3 to obtain
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lim [t|*7"1(t) =

t——o00

= / tLIEH |t¢(t7 (L’) + t¢<t7x)|a - |t¢(ta x)|04 - |tw(t7 x>|a dx
1 o
_ LO‘/ 16 — 1) + Bz — [0z — 1) — |02t |7 de (4.33)
1

which is C' in (4.18) (see the proof of Lemma 4.3 for the value of L). Thus I(t) — 0 as
t — oo and therefore
r(t) ~ —KI(t) ~ —KC|t[* D! (4.34)

as t — 00.

O

For the proof of Lemma 4.1 see (Maejima and Yamamoto, 2003). Now, let us proceed to
the proofs of Lemmas 4.2 and 4.3. Firstly, note that setting w = u + 1

0 p(t,x — 1) = ﬁ /090— g(—tu)(x — 1 —u)? 'du
_ ﬁ /1 g(t(1 = w) (& — w)*dw = 7' 6(t, x) (4.35)

thus it suffices to show (4.27) and (4.29).

Proof of Lemma 4.2. In fact, we have

to(t, z)] = ﬁ /1 th1g(t(1 —u))(z — u)*"du

1 [ . L e -
< m/l t019(t(1 — w))(z — u)™ du| + ) /+ t01g(t(1 — w))(z — u)*du
Chrh (4.36)

Recall that ¢t < 0. For Iy, it follows that

+1

d-1 = -1
e (:1: - 1) / pettu=1) gy < 161C1 (x - 1) (4.37)
1

I'(d) 2 C(d)e \ 2
and
te ct(x—1 z
I < %e G /M(x — ) du
0,C) (2 —1\? ey 6,0 [z—1\""
pu— < 4-
ra \ 2 ) e = e (o ’ (4.38)
since z(t) := \t|ed(x2_l> takes its maximum value ﬁ at t = C(;fl). Combining (4.37)

and (4.38), we have

0.C| (z—1\"" |60 [z—1\"" _
yt¢(t,x)\§ll+12§|F€T)(|:< 5 ) +Il(;>c|€( 5 ) < Ki(z— 1% (4.39)

which is (4.27).
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O

Proof of Lemma 4.3. For (4.29), it follows that
241

hmOO to(t, z) = leoo ﬁ/l : thg(t(1 —u))(x — u)*du

1 ’ d-1
+ tleoo () /z2+1 thhg(t(l —u))(x —u)* "du

=l +1. (4.40)

So, set w = t(u — 1) to get

1 t<z;1> W d—1
hi= lm = T(d) /0 frg(—w) <"7 T 1) dw

-~ lm FHQ) /_ (; Lo g(w)g(—w) (= 5 - D dw (4.41)

but by (C2),

’]l[““‘l),o] (v)g(—w) (1; . % B 1>d—1

w d—1
S C :[L[t(x—l)p] (w)ew (x — ? — 1>

2

N
< Ce™ ( 5 ) (4.42)

which is w integrable in (—o00,0). Thus, again by the Dominated Convergence theorem
and setting u = —w, we get

I = _F%l) /_ : g(—w) (z — 1) dw = {ﬁ /0 h g(u)du] Or(x— 1), (4.43)

o0

And for [,

L] < lim F’i)) / " Jtg(t(1 — w)(z — w)du

x+1

2

: |t01| ! ct(u—1) d—1
<
lim (@) Jes e (x —u)* 'du

. |t61| ct(xz—1) z d—1 .
_tgr—noor(d)e 2 ZI(QI—U) du=0. (4.44)

2

Therefore, by (4.38)-(4.40), it follows that

hm to(t, x) [FL du} 61 (x — 1) (4.45)

and we get (4.29) by setting
/ (4.46)

”\
—_
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As our last theorem, at this point has a pretty obvious statement.

Theorem 4.4. Let {Yy(t) }ier be the FIMA Stable process defined in (4.3). If 1 < a <2
and 0 <d <1-— é, then it has the property of long-range dependence or long-memory, in
the sense of Definition 4.2.

Proof Since 1 < a <2 and —1 <d—1< —2 imply that =2 < a(d — 1) < —1, we have
by the Theorem 4.3 that r(t) satisfies

r(t)] = |7 (04, 0a;t)| ~ KCtd=D+1 (4.47)

with —1 < a(d— 1)+ 1 < 0.
0

5 Conclusions

We have successfully constructed a continuous time fractionally integrated moving average
a-stable process with the property of long-range dependence. The results presented here
can be applied in models which captures both high variability behavior and long-range
dependence structure. Due to the slow decay of the fractionally integrated kernel I{g,
simulation algorithms for such processes can be very slow and expensive. The representa-
tion (4.5) obtained with the theory developed within the Main Results I features a rapid
decay kernel function g, which allows much more efficient simulation algorithms. Also, it
reveals a core relationship between a FIMA Stable process and the LESM.
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