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RESUMO

A grande quantidade de dados disponiveis de uma mesma doenga em diferentes locais e no
mesmo periodo de tempo, devido a pandemia de COVID-19, contribui no estudo de parame-
tros como o numero basico de reproducéo, R,. Este trabalho propde-se, entdo, a analisar o
R, para diferentes areas urbanas funcionais (functional urban areas - FUAs), buscando um
melhor entendimento sobre o comportamento da dinamica de doencgas infectocontagiosas.
Para isso, foram obtidos dados a partir de séries temporais de casos acumulados, estimati-
vas populacionais e tabelas com cédigos para FUAs das cidades de diferentes paises. Em
seguida foram implementadas diferentes formas de calcular o numero de reproducéo para
cada populagao, baseadas nos modelos SIR e SEIR e em métodos estatisticos comumente
utilizados para obtengao do numero de reprodugéo efetivo, R;, durante epidemias. Com os
ajustes dos valores obtidos, pelo método dos minimos quadrados ordinarios (ordinary least
squares - OLS), os coeficientes de correlagcao de Pearson, p, confirmaram a existéncia de
uma lei de escala entre o numero basico de reproducdo e o tamanho da populacéo para
unidades urbanas, independente do método empregado para analise.

Palavras-chave: Numero Basico de Reproducédo. Escalonamento Urbano. COVID-19.



ABSTRACT

The large amount of data available on the same disease in different locations and in the
same period of time, due to the COVID-19 pandemic, contributes to the study of parameters
such as the basic reproduction number, Ry. This work proposes, therefore, to analyze the R,
for different functional urban areas - FUAs, seeking a better understanding of the behavior
of the dynamics of infectious diseases. For this, data were obtained from time series of
accumulated cases, population estimates and tables with codes for FUAs of cities in different
countries. Then, different ways of calculating the reproduction number for each population
were implemented, based on the SIR and SEIR models and on statistical methods com-
monly used to obtain the effective reproduction number, R;, during epidemics. With the
adjustments of the values obtained, by the method of ordinary least squares - OLS, the
Pearson correlation coefficients, p, confirmed the existence of a scaling law between the
basic reproduction number and the population size for urban units, regardless of the method
used for analysis.

Keywords: Basic Reproduction Number. Urban Scaling. COVID-19.
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1 INTRODUCAO

Na data de 31 de dezembro de 2019, a Organizacao Mundial da Saude (OMS) foi
alertada sobre varios casos de pneumonia na cidade de Wuhan, provincia de Hubei, na
Republica Popular da China. Tratava-se de um novo tipo de coronavirus, que nao havia
sido identificado antes em seres humanos. Esse novo coronavirus recebeu o nome de
SARS-CoV-2 e foi responsavel por causar a doenga COVID-19 (PAHO, 2020).

Um més depois, a OMS declarou que o surto do novo coronavirus constituia uma
Emergéncia de Saude Publica de Importancia Internacional (ESPII), o mais alto nivel de
alerta da Organizacgao. Essa decisdo buscou aprimorar a coordenacgao, a cooperagao € a
solidariedade global para interromper a propagacgao do virus. Contudo, em 11 de margo de
2020, ao reconhecer a existéncia de surtos em varios paises e regiées do mundo, a OMS
caracterizou a COVID-19 como uma pandemia .

A necessidade de um maior entendimento acerca de questées fundamentais refe-
rentes a essa nova doenga e a possibilidade de observar como uma epidemia se comporta
em diferentes locais num mesmo periodo de tempo, contribuiram para que fossem analisa-
das e provadas questdes fundamentais da teoria de epidemias, como a natureza da sua
dindmica.

Uma forma de analisar essa dindmica é mensurando a velocidade de propagacéao de
uma doenca infectocontagiosa, a partir da estimativa do seu numero basico de reproducao.
Este numero, denotado por R,, € definido como o nimero médio de casos secundarios
gerados a partir de um individuo infectado em uma populagdo homogénea. O R, representa
um indicativo de propagacao de uma doenga emergente, a medida em que, para que uma
epidemia ocorra, ele deve assumir valores maiores que 1. Ou seja, para 0s casos em que
Ry < 1, adoenga nao se espalha.

A bibliografia sobre modelagem de epidemias é hoje extensa, continua crescendo
rapidamente e ndo poderia ser abordada de forma completa nesta monografia (MURRAY,
2002). A primeira formulagdo matematica registrada é de Bernoulli (BERNOULLI; PETRO-
POLITANAE, 1760), quem em 1760 usou equagdes diferencias ordinarias nao lineares
para modelar o efeito da vacinagao na propagacao da variola. Mas € a formulacdo com-
partimental de Kermack e McKendrick (KERMACK; MCKENDRICK, 1927) a que se usa de
forma extensa atualmente. Nesta formulacao, a populacéo é considerada em um dos trés
estados possiveis: suscetivel (S), infectado (1) ou removido (R), pelo qual 0 modelo basico é
chamado de SIR. Um conjunto de equagdes diferencias ordinarias, que sera apresentado
na préxima secao, descreve a dinamica dos compartimentos, que no modelo SIR, depende
de dois parametros: a taxa de transmissao, 3, e a taxa de recuperacao, v. No modelo SIR,

"Uma pandemia é uma epidemia de uma doenca infecciosa que se espalhou por uma grande regiao,
como varios continentes ou em todo 0 mundo, afetando um nimero substancial de individuos.
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o R, tem uma relagao teérica precisa com esses dois parametros: Ry = 3/7.

Em tese, o R, independe do tamanho ou de outra caracteristica da populagao,
e a propagacao de uma doenga seguird um comportamento denominado transmissao
dependente de frequéncia ou agdo de massa (KEELING, 2008). Contudo, foi possivel
observar que 0 R, apresenta um comportamento de escala com o tamanho da populacao
para areas urbanas (CARDOSO; GONCALVES, 2020), semelhante ao observado em
quantidades socioecondmicas. Isso foi possivel devido a grande quantidade disponivel
de dados da COVID-19, o que permitiu que se pudesse analisar a disseminacao de uma
mesma doenga dentro de regides que englobem cidades onde seus habitantes encontram-
se relacionados. Essa relagao pode ser devida a um mercado de trabalho em comum, por
exemplo.

Para confirmar este comportamento de escala, pode-se fazer uma analise do
nuamero efetivo de reproducgéo, R;, ao longo do tempo para cada regido. Diferentemente do
Ry, 0 R; pode ser calculado a qualguer momento de uma epidemia a partir de estimativas
estatisticas. Um método comumente utilizado para fazer essas estimativas € o de Cori (CORI
et al., 2013b), que possibilita avaliar a transmissdo de uma doenga em pontos especificos
ou quase em tempo real.

A dependéncia dos valores de Ry com o tamanho da populacao, observada tanto
para estimativas feitas a partir de modelos compartimentais quanto para métodos estatisti-
cos, pode ser explicada por uma teoria de escala de contatos. Segundo essa teoria, existe
uma variacao da taxa de contato entre individuos quando analisados diferentes tamanhos
populacionais (CARDOSO; GONCALVES, 2021) disponivel no Apéndice A.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Modelos SIR e SEIR

Como mencionado na introdug¢do, no modelo SIR para epidemias (KERMACK;
MCKENDRICK, 1927), a populagdo de tamanho N é compartimentada em trés classes

N=S+1+R, (2.1)

onde S se refere a parte suscetivel, I a parte infectada e R a parte removida da populagao,
seja por recuperagao (sem a possibilidade de nova contaminagéo) ou morte.
Normalizando a equacao (2.1) tem-se que

s+i+r=1, (2.2)

onde s =S/N,i=1/Ner=R/N.
As interacOes entre essas diferentes classes podem ser descritas por um conjunto
de equacgobes diferenciais

ds

% = —BSZ

di

d_z = [Bsi — i (2.3)
i

dt - fy )

onde [ € a taxa de infeccao e  é a taxa de recuperagéo. Essas duas taxas dependem da
interacao entre patégeno (virus, bactéria, etc.) e hospedeiro, enquanto a primeira depende
também da interacdo social entre hospedeiros.

As equagdes em (2.3) indicam que o numero de individuos suscetiveis diminui
e o de infectados aumenta, quando dois deles se encontram, a uma taxa (3, enquanto
que o numero de infectados e removidos diminui e aumenta, respectivamente, de forma
espontanea.

O modelo SEIR se trata de uma variante do modelo SIR onde € introduzida a classe
E referente aos individuos que foram expostos a doenca e se encontram em um periodo
latente, ou seja, que foram infectados mas ainda nao sao infecciosos.

Logo, na forma normalizada, onde e = E/N, a relagdo de dependéncia entre as
classes se da na forma

st+e+i+r=1, (2.4)

e o conjunto de equagdes diferenciais para o modelo SEIR sera, entdo, o conjunto do
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modelo SIR acrescido da variacao do numero de expostos, ou seja

%:—Bsi

%zﬁsi—ae

di . 29)
7 = oe

o

dt _’7)

onde o é a taxa de incubacéo.

A propagacao de uma doencga pode ser entendida como uma transicao de fase
termodinamica (TOME; OLIVEIRA, 2020), com um parametro de ordem definido como a
area sob a curva epidémica

A= / fdt, (2.6)
0

onde f = f(t) é a frequéncia de novos casos, dada por
f = Bsi. (2.7)
Considerando que fsi = —ds/dt e que em ¢t = 0, s = 1, a solugdo da equagéo

(2.6) sera
A:/ fdt:—/ ds =1 — sx (2.8)
0 1

onde s* é o valor de individuos suscetiveis quando ¢ — oo.

Para longos tempos, a fracao de individuos expostos e infectados ira desaparecer
e a soma dos valores finais s* e r*, referente a r(t — o), sera 1.

Dividindo as equagdes diferenciais referentes as classes de suscetiveis e removidos
nos modelos SIR (2.3) e SEIR (2.5), tem-se que

r= —%lns. (2.9)

Substituindo (2.9) em (2.8) e fazendo s* = 1 — r*, vé-se que
A:—%ln(l—A), (2.10)

independentemente do modelo epidemioldgico considerado ser o SIR ou o SEIR. Isso quer
dizer que a presenca de individuos expostos nao ira interferir no tamanho da epidemia,
apenas na velocidade de sua propagac¢ao, conforme demonstrado na figura 1.
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030 — infected - SIR
infected - SEIR
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=1
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Figura 1 — Porcéo de individuos infectados em fung¢do do tempo para os modelos SIR e
SEIR, considerando os mesmos parametros 5 = 0.6 e v = 0.2 em ambos o0s
casos e o = 0.5 para o modelo SEIR.

2.1.1 Numero Basico de Reproducgao - Ry

O numero bésico de reprodugao, denotado por Ry, e definido como
Ry="— (2.11)

€ 0 numero médio de casos secundarios gerados a partir de um individuo infectado em
uma populacao homogénea. Seu valor € calculado no inicio de uma epidemia, quando a
quantidade de individuos suscetiveis a doenga é aproximadamente o total da populacao
(DIETZ, 1993).

O R, representa um indicativo de propagacao de uma doenga emergente, a medida
em que, para que uma epidemia ocorra ele deve assumir valores maiores que 1. Para os
casos em que Ry < 1, a doenca nao se espalha.

Em sua fase inicial, uma epidemia normalmente ira apresentar um crescimento
exponencial (MA, 2020). Considerando o modelo SIR, a taxa associada a este crescimento
pode ser encontrada linearizando as equacdes (2.3) na situacdoemque s = 1, =0e€

r =0, ou seja,
& (B —7)i (2.12)
dt - Py 9 -
onde
B == Asir (2.13)

€ a taxa de crescimento exponencial do modelo SIR.
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Substituindo essa relagdo em (2.11), tem-se que

A
Ry =" 41, (2.14)

g

Ja no modelo SEIR, a taxa Asgrr pode ser encontrada quando s =1,e =0, =0
e r = (0 a partir das equagdes para e e . em (2.5), que se tornam

d
&= —oc+ i (2.15)
e i
d—z — ge — 7i. (2.16)
A matriz Jacobiana referente a essas equacgdes sera
Je [—U 5] (2.17)
o =
que terd como maior autovalor real
1
)\SEIR:§ [—(0+7)+\/(0+’Y)2+4U(5—7) ; (2.18)

onde \sgrr € a taxa de crescimento exponencial do modelo SEIR. Percebe-se em (2.18)
que para \sgrr > 0, ou seja para que se tenha um crescimento exponencial inicial, 5 deve
ser maior que v, isto é, deve ser satisfeita a condigdo Ry = /v > 1. A mesma condigéo
deve ser satisfeita para o modelo SIR em (2.11).

Outrossim, a partir da (2.18) se pode expressar Ry em termos de A\sgr € das duas
taxas, v e o, do modelo SEIR:

Ry = ()\SE[R—FO')()\SEIR‘F’Y)‘ (2.19)

a7y

2.2 Numero Efetivo de Reproducéo - R;

A transmissibilidade de uma doenca pode ser quantificada com uma analise estatis-
tica do numero de reproducao efetivo R;. O R; pode ser definido como 0 numero esperado
de novas infec¢des causadas por um individuo infeccioso em uma populagdo que nao
€ mais totalmente suscetivel. Ou seja, diferentemente do Ry, 0 R, pode ser calculado a
qualquer momento de uma epidemia.

As estimativas de R; sdo comumente utilizadas para avaliar como mudanc¢as nas
politicas, imunidade da populacao e outros fatores afetaram a transmissao da doenca em
momentos especificos ou quase em tempo real. (GOSTIC et al., 2020)
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2.2.1 Modelos Estatisticos

Cori et al. (2013b) assumem que um individuo infectado possui um perfil de infecti-
vidade dado por uma distribuicio de probabilidade w,, denominada intervalo de geragéo ',
que depende do tempo s desde a infecgao.

A estimativa de R; pode ser obtida pela razao

Ry = %, (2.20)
25:1 Iy gw,
onde I; é o numero de novas infec¢des no passo de tempo ¢ e 0 somatério no denominador
é a infecciosidade total de individuos infectados no tempo t.

O R; em (2.20) pode ser interpretado como o nimero médio de casos secundarios
que cada individuo infectado infectaria se as condi¢gdes permanecessem como estavam no
tempo ¢t (CORlI et al., 2013b).

O método de Wallinga e Teunis (2004) estima a probabilidade de que o caso j, que
foi infectado no tempo ¢;, infecte o caso i em relagéo a probabilidade de que outro caso k
infecte o caso i, ou seja t—t)

w(t; —t;
Pij = >l — 1)’ (2.21)

onde w(7) é a distribuicdo para o intervalo de geragdo, especifico para cada doenga

infecciosa.
O R, para o caso j sera o somatorio de (2.21) para todos 0s casos i:

Ry = pij. (2.22)

Ja Bettencourt e Ribeiro (2008) derivam uma relagéo aproximada entre entre o R,
e a taxa de crescimento exponencial da epidemia:

Ry—1

Ly =Tie s, (2.23)

onde g é o tempo de geragdo médio.

A equacdao (2.23) é derivada do modelo SIR e assume, portanto, uma distribuicao
exponencial para o intervalo de geracao.

Os métodos de Wallinga e Teunis (2004) e Cori et al. (2013b) usam abordagens
que alavancam informagdes sobre o intervalo serial de uma doenga.

O método (2.20) estima com maior precisdo o R, em tempo real, usando apenas
dados passados e suposicdes paramétricas minimas (GOSTIC et al., 2020).

2.3 Meétodo dos Minimos Quadrados - OLS

O método dos minimos quadrados, ou OLS na sigla em inglés, consiste em encon-
trar os parametros de uma funcdo modelo que fagam com que essa funcéo se ajuste da
melhor forma a um conjunto de dados.

Intervalo de geragéo é o tempo entre as incidéncias de infecgdo em um par infector-infectado.
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Seja um conjunto de dados simples (z;, y;), onde z; € uma variavel independente
e y; € uma variavel dependente cujo valor € encontrado por observacéao, a funcdo modelo
sera

f (@, B), (2.24)

onde 3 é um vetor que contém m parametros ajustaveis.
O ajuste do modelo sera feito entdo a partir do seu residuo

ri =y — (25, 8), (2.25)

e 0 método dos minimos quadrados encontrard os valores ideais para os parametros
minimizando a soma dos quadrados destes residuos.

Ou seja, para o caso de y; = a+ bx; +¢;, 0 método dos minimos quadrados procura
minimizar Y7, e7.

Substituindo e; por y; — a — bx;, tem-se que

n

S(a,b) = (yi — a — bx;)? (2.26)

=1

cuja minimizagao pode ser obtida igualando as derivadas em relagcédo a a e b a zero

90 L
) = (2.27)

Distribuindo e dividindo a primeira expressao em (2.27) tem-se que a estimativa
para o parametro constante sera dada por

a =17 — bz, (2.28)

onde y e T sao as médias amostrais de y e x, respectivamente.
Substituindo (2.28) na segunda expressao de (2.27), encontra-se entao a estimativa
para o coeficiente de z

b— Z?:l (zi —7) (i — gj). (2.29)

2.3.1 Coeficiente de Correlagao de Pearson - p

O coeficiente de correlacao de Pearson, denotado por p € uma ferramenta usada
para quantificar a relacao entre duas variaveis.

Seus valores situam-se entre -1 e 1 indicando, nesses limites, forte correlagéo
negativa e positiva, respectivamente, e inexisténcia de correlagdo quando p = 0.
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Formalmente, p ird medir a covariancia de duas variaveis X e Y dividida pelo
produto de seus desvios padréo, ou seja,

pPxy = ——— (2.30)

onde cov(X,Y’) é a covariancia e ox e oy sao os desvios padrao.

2.4 Urban Scaling

As mudancas dos atributos de cidades com os seus tamanhos pode ser explicada
por uma funcao de lei de poténcia do tipo

Y(N) = YyN? (2.31)

onde Y representa alguma quantidade socioeconémica total da cidade e Y, e § sao
constantes para o tamanho da populacao, denotado por N (KEUSCHNIGG; MUTGAN;
HEDSTROM, 2019).

Essa lei de escala pode ser encontrada, por exemplo, para o PIB (STRANO; SOOD,
2016), mobilidade (NOULAS et al., 2012), taxas de criminalidade (BETTENCOURT et al.,
2010), entre outros.

A relagéo (2.31) decorre diretamente da rede de interagdes humanas, que estao
subjacentes a fendmenos sociais como disseminacéo de doencas (SCHLAPFER et al.,
2014).

Para entender melhor como o R, se comporta em relagdo ao tamanho da populagéo
e, consequentemente, as diferentes redes de interagdes humanas, devem ser consideradas
regides que se enquadrem na definicdo de area urbana funcional, pois ela fornece a escala
correta para que essa analise possa ser feita.

2.4.1 Areas Urbanas Funcionais - FUAs

Segundo Milego et al. (2019) as areas urbanas funcionais (Functional Urban Areas
- FUAs), referem-se a ndcleos urbanos centrais inter-relacionados a outros municipios por
fluxos de pessoas, bens e servicos.

Essas areas sdo uma ferramenta para comparar tendéncias socioeconémicas e
espaciais nas cidades e para projetar politicas de desenvolvimento urbano, sendo mais
adequadas do que as areas administrativas, como municipios, para capturar economias de
aglomeracéo? e abrangem toda a extensdo do mercado de trabalho da cidade (DIJKSTRA,;
POELMAN; VENERI, 2019).

As FUAs podem ser usadas também para orientar governos nacionais e municipais
no planejamento de infraestrutura, transporte, habitagdo, escolas e espacos de cultura e

2A economia de aglomeragéo pode ser entendida como um agrupamento de varias indistrias em uma
Unica regiao geografica, provocando uma aglomeragao da produgao. Essas industrias ndo necessariamente
precisam pertencer ao mesmo setor econémico.
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lazer, fornecendo a escala certa para abordar questdes que afetam tanto a cidade quanto a
zona de deslocamento ao redor. A figura 2 ilustra como uma area urbana funcional engloba
uma cidade e a zona de deslocamento ao seu redor.

y { ' r
y s \ ey

05 10km 0 5 10km

- v == [

. cy . Fua
Commuting zone

Figura 2 — A esquerda estdo delimitadas a cidade de Graz, na Austria, em vermelho e sua
zona de deslocamento, em rosa. A direita a area urbana funcional compreen-
dendo as duas regides (DIJKSTRA; POELMAN; VENERI, 2019).
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3 MATERIAIS E METODOS

3.1 Andlise dos Dados: Casos Acumulados por FUAs

As regides consideradas para analisar os valores de R, foram as regiées geografi-
cas imediatas (RGls) do Brasil e as areas estatisticas metro e micropolitanas (metropolitan
and micropolitan statistical areas - MSAs) dos Estados Unidos. Essas regides possuem
definicdes que se assemelham, portanto, a de areas urbanas funcionais FUASs.

Segundo o IBGE (2017), as RGils séo regides estruturadas a partir de centros urba-
nos proximos para a satisfagcdo das necessidades imediatas da populagdo como compras
de bens de consumo duraveis e ndao duraveis, busca de trabalho, procura por servicos
de saude e educacgao e prestacdo de servicos publicos. Ainda, as MSAs sao definidas
como areas contendo um nucleo populacional substancial, juntamente com comunidades
adjacentes com alto grau de integracéo econémica e social com esse nucleo (CENSUS,
2020).

Para analisar como uma epidemia se propaga nestes niveis urbanos, foram obtidas
as séries temporais de casos acumulados de COVID-19 para 0s municipios de cada pais em
Brasil.io (2020) e CSSE (2020). Em seguida foram obtidas tabelas em sites governamentais
com as estimativas populacionais e os codigos referentes as areas estatisticas de interesse.
Com o auxilio da biblioteca Pandas, disponivel na linguagem de programacao Python,
estes dados foram entdo mesclados e agrupados, resultando em um dataframe' de casos
acumulados por area urbana funcional para cada pais. A figura 3 mostra parte do dataframe
construido para possibilitar a analise dos nimeros de reproducgao para as RGls do Brasil.

"Dataframe é uma estrutura de dados bidimensional com os valores alinhados de forma tabular em linhas
e colunas, mutavel em tamanho e potencialmente heterogénea.
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RGI pop 2828- 2028- 2828- L 2821-2- 2021-82- 2021-82- 2021-82-

82-25 B2-26 Bz-27 28 21 22 23

0 110001 GEG953 0.0 0.0 0.0 . B2417.0 627027 62993.0 G3252.4
1 110002 242279 0.0 0.0 0.0 . 177351 1754583 17965.3 18106.0
2 10003 122216 0.0 0.0 0.0 - 7919.9 T665.8 7926.8 79891
3 10004 313023 0.0 0.0 0.0 . 17995.86 181659 18338.7 18516.4
4 110005 303938 0.0 0.0 0.0 . 2086295 207475 208658.8 20995.3
606 520019 722640 0.0 0.0 0.0 ... 2797686 280327 28088.7 28155.6
506 520020 508355 0.0 0.0 0.0 . 14076.9 141054 14137.0 14155.4
507 520021 127197 0.0 0.0 0.0 - 2689.0 26991 2M23 2729.4
508 520022 57410 0.0 0.0 0.0 . 8451 347.0 3481 350.7
509 530001 3094325 0.0 0.0 0.0 . 2513824 2520450 2527130 2533811

510 rows = 367 columns

Figura 3 — Parte do dataframe construido com o auxilio da biblioteca Pandas com as médias
moveis dos casos acumulados para RGIs do Brasil.

Pb&de-se observar desses dados que o inicio da epidemia apresentou comporta-
mento distinto dependendo da &rea urbana funcional, de acordo com as diferentes taxas de
crescimento para cada curva de casos a partir do primeiro relato. Isso pode ser visto na
figura 4.

55 124
—— Detroit-Warren-Dearborn (EUA)
a0 Washington-Arlington-Alexandna (EUA)
—— RGI de S&o Paulo (BRA)
5| — Bridgeport-Stamford-Norwalk (EUA) E
@ RGI do Rio de Janeiro (BRA) 7
L ol T RGI de Manaus (BRA) P
b RGI de Santos (BRA)
=3
® 15
=
E
=
O 10
05
0o
i T n 0 0 50 &
Days

Figura 4 — Curvas de médias méveis de casos acumulados a partir do primeiro caso con-
firmado para as diferentes areas urbanas funcionais analisadas. Nota-se uma
diferenca entre as taxas de crescimentos.
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3.2 Modelos SIR e SEIR: Taxas de Crescimento Exponencial

Os valores de R, foram obtidos considerando-se as relacdes (2.14) e (2.19), sendo
as taxas de crescimento A calculada como

_In C(t) — InC(to)
y ;

C(t) = Clty)eM = X (3.1)

onde C(t) € o nUmero de casos acumulados ¢ dias apoés t, relativo ao primeiro dia em que
C #0, e C(ty) € o nimero de casos acumulados em .
Substituindo (3.1) em (2.14), tem-se que

RSIR _ InC(t) — InC(to)
0o = ~t

—1. (3.2)
Da mesma forma, substituindo (3.1) em (2.19), tem-se que

1
RIEIR — O—w{[ln C(t) — InC(ty) + ot] [InC(t) — In C(to) + t]}. (3.3)
Os valores de o e « foram obtidos a partir dos periodos de incubagdo 7. = 1/0 = 5.1
dias e infecgdo 7 = 1/ = 11.5 dias para a COVID-19 (LAUER et al., 2020).
Na figura 5 pode-se ver o ajuste feito aos casos acumulados no inicio da epidemia
para a regiao geografica imediata de Bento Gongalves.

1e2

data
—— model-R?=0.99

=

Confirmed new cases

Figura 5 — Ajuste exponencial a curva de casos acumulados no momento inicial da epidemia
para a RGI de Bento Gongalves. O valor da taxa de crescimento associado a
este ajuste foi usando para estimar o R, tanto no modelo SIR quanto no SEIR.
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3.3 Método de Cori: Valores Médios de R,

Para determinar o R, para cada unidade urbana a partir da equacgao (2.20) foi
desenvolvida uma fungdo em Python com o uso da biblioteca Epyestim (HILFIKER, 2020),
que adapta parametros da Covid-19 ao pacote EpiEstim (CORI et al., 2013a), disponivel na
linguagem de programacéo R. Este método é utilizado para estimar o valor de R;, que varia
ao longo do tempo, e devem ser considerados parametros como a janela de tempo utilizada
para analise dos casos, o intervalo de geracao, que ird ocorrer entre uma infeccao primaria
e secundaria, e o tempo de atraso entre uma infecgao e o caso relatado.

3.3.1 Aplicacdo em Dados Sintéticos

Para entender melhor o funcionamento do método, foram gerados dados sintéticos
com o modelo SEIR a fim de comparar as estimativas de R, de casos reportados com as
de dados onde o tempo exato da infeccao é conhecido. Esses dados foram obtidos a partir
dos valores de 2.00, 0.80 e 1.10 para o numero de reproducgao ao longo de 30 dias cada,
num total de 90 dias, considerando um tempo de geragéo de quatro dias.

Para simular a série temporal de casos confirmados, o tempo de atraso entre uma
infeccdo e uma notificacdo seguiu uma distribuicao de probabilidade levando em conta um
periodo de incubag¢do médio de cinco dias. Isso foi feito com o auxilio da biblioteca Epyestim
(HILFIKER, 2020).

Para estimar R; a partir desses dados, deve-se considerar uma janela de tempo
adequada. Na figura 6 pode-se ver como se comportam as estimativas de R, para infec¢des
e casos confirmados, frente aos valores exatos do numero de reprodugao, para diferentes
janelas de tempo de analise das infec¢des ou casos relatados. A precisao dos resultados
obtidos em cada situagéo pode ser vista na tabela 1.
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Figura 6 — Estimativas de R; para dados sintéticos de infecgdes e casos reportados em
comparacao com o valor exato para diferentes janelas de tempo: A) Um dia; B)
Trés dias e C) Sete dias.

Tabela 1 — Tabela com valores de R, para dados sintéticos, considerando o valor médio de
R; nos primeiros 30 dias, onde o valor exato de R, € 2.00.

Dados Janeladetempo | o, | o rolativo
(dias)

1 3.01 0.51

Infeccoes 3 2.51 0.25

7 1.97 0.02

1 2.26 0.13

Casos relatados 3 2.12 0.06
7 1.91 0.04
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O tempo de geracao entre as infecgées também possui um papel importante nos re-
sultados. Tempos muito longos levam a um R, superestimado quando R; > 1 e subestimado
em R, < 1 (GOSTIC et al., 2020). Isso reforca a importancia de usar aproximacoes precisas
para as distribuicdes de tempo de geracéo, a partir dos intervalos seriais 2. Ressalta-se
ainda que essas distribuicdes podem variar ao longo de uma epidemia, e que neste trabalho
isso ndo foi considerado.

A figura 7 mostra como o numero de reprodugado varia quando adota-se um tempo
médio igual a sete dias para geragao entre os casos reportados, ou seja, um tempo maior
do que o valor verdadeiro de quatro dias entre as infeccdes.

Os resultados obtidos para R, considerando diferentes intervalos de geragao para
infeccdes e casos relatados, podem ser vistos na tabela 2.

2Intervalo serial & o tempo entre o inicio dos sintomas em um par infector-infectado.
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A Ruingow =1 da}'
Rt - infected
Rt - confirmed
— Rt - exact
o e e e e
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B Ryindow = 3 days
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Figura 7 — R; para dados sintéticos de infeccoes e casos reportados em comparagao com
o valor exato (em preto), considerando um intervalo de geragdo com média
de 7 dias entre um caso primario e secundario (curvas verdes) ante a mesma
média de 4 dias entre infecgbes primarias e secundarias (curvas azuis). Observa-
se uma sensibilidade maior nos resultados para as mesmas janelas de tempo
consideradas na figura 6, de: A) Um dia; B) Trés dias e C) Sete dias.
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Tabela 2 — Tabela com valores de R, para dados sintéticos com intervalos de geragdo com
média de 4 dias para infec¢des e 7 dias para relatos. O R, foi considerando
como sendo o valor médio de R; nos primeiros 30 dias, onde o valor exato de

Ry € 2.00.
Dados Janela (_ie tempo | Tempo d_e geracao N NETelEiative
(dias) (dias)

1 3.01 0.51

Infeccoes 3 4 2.51 0.25

7 1.97 0.02

1 3.97 0.98

Casos relatados 3 7 4.00 1.00
7 3.50 0.76

Outro parédmetro que pode ser testado com a biblioteca EpyEstim (HILFIKER, 2020)
€ a distribuicdo do tempo de atraso entre infec¢oes e casos relatados. Aumentando este
tempo para dez dias em média, péde-se notar que os valores de R; sS40 menos sensiveis a

uma especificagdo incorreta do tempo de atraso do que do tempo de geracao, conforme
observado na figura 8 e na tabela 3.
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Rt - infected
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— Rt - exact
15 En) &5 &0 s @
Rui = 3 days
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10 _
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25 \-\ —— R;- exact
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15
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959 15 Er) 5 &0 = @0

35

05

Ryvindow = 1 day

Ryindow = 7 0AYS

Rt - infected
Rt - confirmed
—— R:- exact

Figura 8 — R; para dados sintéticos de infecgdes e casos reportados em compara¢ao com o

valor exato (em preto) considerando um tempo de atraso com média de 10 dias
(curvas laranjas) para as mesmas janelas de tempo consideradas na figura 6, de:
A) Um dia; B) Trés dias e C) Sete dias.
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Tabela 3 — Tabela com valores de R, para dados sintéticos com tempo médio de 10 dias
para atraso entre uma infec¢éo e um caso relatado. O R, foi considerando como
sendo o valor médio de R; nos primeiros 30 dias, onde o valor exato de R, é

2.00.
Dados Janela <.:Ie tempo | Tempo c_ie atraso By | Erfolrelative
(dias) (dias)

1 3.01 0.51

Infeccoes 3 0 2.51 0.25

7 1.97 0.02

1 2.41 0.21

Casos relatados 3 10 2.38 0.19
7 2.31 0.15

3.3.2 Estimativas para FUAs

Para aplicar o método de Cori para as populacdes das areas urbanas funcionais,
foi considerada uma janela de tempo para analise de sete dias, de acordo com os melhores
resultados obtidos para os dados sintéticos (figura 6). O tempo de geragao foi aproximado
por uma distribuicdo gama para o intervalo serial, com média de quatro dias (FLAXMAN et
al., 2020). Para o tempo de atraso entre uma infec¢cdo e um caso relatado, foi considerado
um periodo de cinco dias, relativo ao periodo de incubagao da COVID-19 (BRAUNER et al.,
2021).

Conforme demonstrado na figura 9 para a regido geografica imediata de Sao Paulo
e para a area estatistica metropolitana de St. Louis, foi possivel observar o comportamento
do R, no inicio da epidemia para cada area urbana funcional. Este inicio foi considerado,
assim como nos modelos SIR e SEIR, como sendo os primeiros sessenta dias a partir do
primeiro caso confirmado, considerando as meédias moveis dos casos acumulados, a fim de
conseguir aproximar os valores médios de R; aos valores esperados de R.
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Figura 9 — Numero de reproducao efetivo em funcéao do tempo para RGI de Sao Paulo e
MSA de St. Louis retornados pela fungao baseada no pacote EpiEstim (CORI et
al., 2013a), para 60 dias a partir do primeiro caso confirmado.



4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Aos valores de R, retornados pelos modelos SIR e SEIR foram feitos ajustes pelo
método dos minimos quadrados. Nas figuras 10 e 11 pode-se ver a relagao entre Ry € 0
tamanho da populagéo para as areas urbanas funcionais do Brasil e dos Estados Unidos.
A estes valores foi feito um ajuste pelo método dos minimos quadrados para

sendo os valores dos parametros a e b, bem como os coeficiente de correlagdo indicando
uma relagao positiva entre as variaveis analisadas, indicados na tabela 4.

Tabela 4 — Tabela com valores dos parametros a e b e do coeficiente de correlagao de
Pearson p para os ajustes feitos pelo método dos minimos quadrados para os

Ry=a+bln(N)

modelos SIR e SEIR.

Método FUAs a b p
SIR RGls (BRA) | 0.178 | 0.150 | 0.50
MSAs (EUA) | -0.302 | 0.193 | 0.75
SEIR RGls (BRA) | -1.437 | 0.358 | 0.51
MSAs (EUA) | -2.548 | 0.460 | 0.76
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Figura 10 — Valores de R, obtidos pelo modelo SIR para: A) RGls do Brasil com ajuste
Ry = 0.178 4+ 0.150In(NV) e coeficiente de correlagdo p = 0.50; B) MSAs
dos Estados Unidos com ajuste Ry = —0.302 + 0.193In(/N) e coeficiente de
correlagéao p = 0.75.
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Figura 11 — Valores de R, obtidos pelo modelo SEIR para: A) RGls do Brasil com ajuste
Ry = —1.437 + 0.3581In(N) e coeficiente de correlagdo p = 0.51; B) MSAs
dos Estados Unidos com ajuste Ry = —2.548 + 0.4601n(/V) e coeficiente de

correlagéao p = 0.76.

Os ajustes feitos aos valores médios de R, no inicio da epidemia para cada regido

também mostraram um comportamento de escala de Zy com o tamanho da populagcéo. Os

valores dos parametros a e b e 0s coeficientes p podem ser vistos na tabela 5.

Tabela 5 — Tabela com valores dos parametros a € b e do coeficiente de correlagao de
Pearson p para o ajuste feito pelo método dos minimos quadrados para o méetodo

de Cori.
Método FUAs a b p
CORI RGls (BRA) | 0.895 | 0.039 | 0.33
MSAs (EUA) | 0.561 | 0.062 | 0.60

Na figura 12 pode-se ver que 0s mesmos procedimentos relativos aos ajustes nas

figuras anteriores puderam ser repetidos, mantendo os valores positivos de p.
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Figura 12 — Estimativas de R, obtidos pelo método de Cori para: A) RGls do Brasil com
ajuste Ry = 0.895 + 0.039In(V) e coeficiente de correlagdo p = 0.33; B) MSAs
dos Estados Unidos com ajuste Ry = 0.561 + 0.0621In(/V) e coeficiente de
correlacédo p = 0.60.

As populacdes das areas urbanas analisadas foram também divididas em dez
grupos em cada pais, a fim de se observar o comportamento do R, a partir de seus valores
médios e dos desvios-padrdao dentro de cada regido. Isso pode ser observado na figura 13,
que mostra os valores de R, retornados a partir do modelo SEIR.
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Figura 13 — Valores médios de R, e seus desvios-padrao para dez grupos de populagcdes
de areas funcionais para cada pais.

A relagao (4.1) pode ser explicada por uma teoria da escala de contatos (CAR-
DOSO; GONGALVES, 2021), disponivel no Apéndice A.
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5 CONCLUSOES

A grande quantidade de dados gerados pela pandemia de COVID-19, contribuiu
para demonstrar que hip6teses normalmente utilizada para explicar a dindmica de epidemias,
como a agao de massa, nao sdo as mais adequadas.

Modelos compartimentais tradicionais como SIR e SEIR mostraram-se ferramentas
eficazes para estimar o numero basico de reproducéo para diferentes populagées a partir
de dados de casos acumulados. Isso ocorre porque o inicio de uma epidemia apresenta um
comportamento exponencial, cuja taxa de crescimento pode ser descrita em fungao dos
parametros que séo utilizados para o calculo de R, (equagdes (2.13) e (2.18)).

Pelo método de Cori, essa estimativa também foi possivel devido a suposi¢des
paramétricas minimas sobre a epidemia e a capacidade de identificar mudangas abruptas
no numero efetivo de reproducao quando usados dados sintéticos.

Ainda, foi demonstrada a importancia de considerar as distribuicées para o intervalo
de geragao (figura 7) e para atrasos na observacéo de casos (figura 8) para uma correta
observacao do numero efetivo de reprodugéo ao longo do tempo.

Finalmente, os ajustes feitos nos resultados encontrados para o numero de repro-
ducao, independentemente do método empregado ou do periodo analisado, indicam que a
taxa de contatos entre individuos é impulsionada pelo tamanho da populagao para areas
urbanas funcionais.
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APENDICE A - Teoria da Escala de Contatos

Considerando N > 1 individuos — representados como nés — distribuidos uni-
formemente em um espaco bidimensional com area de terra A, pode-se esperar que um
individuo 7 forme uma ligagcdo com um individuo 5 com probabilidade

1

rank;(j)’ A1)

ij =
onde rank;(j) € o nUmero de vizinhos mais préximos de i do que j.
Assumindo que a distancia entre esses dois individuos é r, temos entao
1

- 2
rank;(j) = prr® = Pjj = P(r) = preet

(A.2)

com p = N/A sendo a densidade populacional.

Esta relacao de gravidade tem que ser limitada para preencher as condigdes para
a probabilidade total e nimero de pessoas, entdo r € [ry,r1], com os limites definidos como
segue: Primeiro, ja que 0 < P < 1, deve-se impor um raio de corte inferior r tal que

Pir<rg)=1=ry= L; (A.3)
VTP

Segundo, é natural assumir um raio de corte superior r; < /A para longas distancias
(BETTENCOURT, 2013).

Entao, o grau médio da rede de interagao social sera

1 1 " dr
—— | ar@mp)Pr) =142 L=
k 2/0 r (2mrp)P(r) 2[ + /TO 7’]

1+1n <T—z)] =k =In (bN), (A.4)

o

onde o fator b = enr? /A da a extenséo da mobilidade média individual dentro da unidade
demografica.
Fatorando o numero basico de reprodu¢cao como

Ro = prC (A.5)

onde p é a probabilidade de transmissao, 7 € o periodo infeccioso e C é a taxa de contato
per capita, espera-se que C seja proporcional ao grau médio da interagao social £ (HU;
NIGMATULINA; ECKHOFF, 2013).

Logo, tem-se que Ry x C x k.

Entédo, da Eqg. A.4 chega-se na relacéo de escala:

Ry o< In (bN), (A.6)

onde b é uma constante para todos locais.
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