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“Will we ever know what the answer to life really is?

Can you really tell me what life is?

Maybe all the things that you know that are precious to you
Could be swept away by fate’s own hand.”

(Blood Brothers - Iron Maiden)



Resumo

Este trabalho tem como objetivo demonstrar a existéncia de geodésicas nao-triviais
com fronteira livre, resultado apresentado por Xin Zhou no artigo ”On the free boundary
min-max geodesics” [16]. Mais precisamente, dada uma variedade Riemanniana M™ com-
pleta e homogeneamente regular, e S¥ C M™ uma subvariedade fechada e mergulhada,
onde k < m, podemos encontrar uma geodésica nao-trivial de M com fronteira livre na

subvariedade S*.

Palavras-chave: Geodésicas com fronteira livre. Processo de Encurtamento Modificado.
Método Min-Max.



Abstract

This work aims to demonstrate the existence of non-trivial geodesics with free boun-
dary, a result presented by Xin Zhou in the article "On the free boundary min-max
geodesics” [16]. More precisely, given a completely and homogeneously regular Rieman-
nian manifold M™ and S* C M™ a closed and embedded submanifold, where k < m, we

can a find a non-trivial geodesic of M with a free boundary in the submanifold S*.

Keywords: Free-boundary geodesics. Modified Shortening Process. Min-Max Method.
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Capitulo 1
Introducao

Um tépico classico em Geometria Diferencial é a questao da existéncia de geodésicas,
possivelmente satisfazendo alguma propriedade adicional. O interesse no assunto se iniciou
com o problema da existéncia de geodésicas fechadas. Por exemplo, em 1898, Hadamard
[6] mostrou que em uma superficie fechada de curvatura negativa, qualquer curva fechada
que nao é homotépica a um ponto, pode ser deformada na curva de comprimento minimo
dentro de sua classe de homotopia livre. Esta curva minimizante é necessariamente uma
geodésica fechada. Este resultado foi generalizado por Cartan para o caso de uma varie-
dade Riemanniana compacta e sem bordo, cujo grupo fundamental é nao trivial.

Em 1905, Poincaré [I5] questionou sobre a existéncia de pelo menos trés geodésicas
simples fechadas sobre superficies suaves convexas homeomorfas a esfera. Em seguida,
Birkhoff introduziu o método min-max e provou a existéncia de uma geodésica em fe-
chada em qualquer superficie de género zero em 1917, e em variedades homeomorfas a
esfera euclidiana n-dimensional em 1927. Birkhoff desenvolveu e utilizou o mapa de en-
curtamento de curvas e o conceito de varreduras, que consiste numa familia de curvas
fechadas a 1-parametro que cobrem a 2-esfera, para encontrar geodésicas fechadas nao
triviais como o limite de fatias com comprimento méaximo, [15].

No ano de 1929 Lusternik e Schnirelmann [II] demonstraram a existéncia de pelo
menos trés geodésicas sem auto-intersec¢oes em qualquer superficie compacta e simples-
mente conexa. Entretanto, somente em 1951, usando a técnica de Birkhoff, que Lusternik
e Fet provaram a existéncia de ao menos uma geodésica fechada em toda variedade Ri-
emanianna compacta e sem bordo [I3]. Com isso, a teoria comecou a desenvolver-se
consideravelmente por meio de trabalhos como os de Fet, Gromoll e Meyer (veja por
exemplo []]).

Em 2008, Colding e Minicozzi introduziram um invariante geométrico para variedades
Riemannianas fechadas o qual denominaram largura e provaram um resultado mais forte
que os anteriores [4, [I5]. Eles modificaram o processo de encurtamento de Birkhoff para
uma curva com o objetivo de construir boas varreduras de tal modo que se uma curva

nessas varreduras tem comprimento préximo a largura, entao ela esta proxima de uma



geodésica. Em particular, segue como corolario a existéncia de geodésicas fechadas em
superficies Riemannianas compactas.

Em geral, uma variedade Riemanniana nao-compacta pode nao conter nenhuma
geodésica fechada, um exemplo é o espaco Euclidiano R™. No entanto, um problema
natural neste caso é tentar encontrar segmentos geodésicos cujos extremos encontram al-
guma subvariedade do ambiente de maneira ortogonal. Neste caso, dizemos que uma tal
curva é uma geodésica com fronteira livre. Este problema também atraiu a atencao da
comunidade. Por exemplo, Lusternik e Schnirelmann provaram que todo dominio limi-
tado e com fronteira convexa em R"™ contém pelo menos n geodésicas com fronteira livre
no bordo [12]. Este resultado foi generalizado por Bos para o caso de uma variedade
Riemanniana compacta homeomorfa a bola unitaria de R", e cujo bordo é convexo [1].

Com base no trabalho de Colding e Minicozzi, em [16] Xin Zhou considerou uma vari-
edade Riemanniana M™ completa e homogeneamente regular, e S¥ C M™ uma subvari-
edade fechada e mergulhada, onde k < m. Adaptando o processo de Birkhoff modificado
e o conceito de varreduras para o caso com fronteira, ele obteve o resultado analogo de
Colding e Minicozzi para o caso com fronteira livre. Em particular ele provou a existéncia
de uma geodésica de M com fronteira livre em S. O objetivo deste trabalho é apresentar

o trabalho de Zhou. Portanto, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 1.1. Sejam M e S como acima e satisfazendo a condi¢ao mo(M,S) # 0. Entdo

existe uma geodésica nao-trivial v : I — M com fronteira livre em S.

Entretanto, este teorema é uma consequéncia de um resultado mais forte, isto é,
mo(M,S) # 0 implica que existe F* tal que W[F*] > 0 . Para uma versao precisa
veja o Capitulo 4.

Teorema 1.2. Se F* é uma varredura com cuja largura associada W € positiva, entdao
existe uma sequéncia de varreduras {Fj}jen C [F*] com

lim max E(F;(t,-)) =W,

lim max B(Fy(1.) = W,

tal que cada curva nas varreduras com comprimento prorimo a W, estda prorima a uma

geodésica de fronteira livre.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: No Capitulo 2 apresentamos
os pré-requisitos necessarios, fixando notacoes e resultados classicos sobre Homotopia,
Geometria Riemanianna e Espacgos de Holder, I? e de Sobolev, tendo como foco resultados
que serao tuteis para a compreensao dos Teoremas 1.1 e 1.2. No Capitulo 3 discutimos
o processo de encurtamento modificado e suas propriedades. Finalmente, no Capitulo 4
apresentamos a definicao e exemplos de varreduras e o processo de modificd-las, tendo por
base o processo de encurtamento modificado e, por fim apresentamos as demonstracoes

dos Teoremas 1.1 e 1.2.
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Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes, notacoes e resultados técnicos ne-
cessarios para a compreensao desse trabalho. Além disso, assumiremos que o leitor possui
um conhecimento bésico referente a teoria de variedades diferenciaveis, para a qual boas

referéncias sao [10] e [9] .

2.1 Homotopia

Nesta secao apresentaremos algumas definicoes e resultados relacionados a homotopia.
O leitor que deseja aprofundar-se no assunto, pode consultar referéncias como [7].

Dados X e Y espacos topoldgicos definimos

C(X;Y)={f:X = Y| f écontinua}.

Definigao 2.1. Sejam X e Y espagos topoldgicos, e sejam f,g € C(X;Y). Diremos
que f e g sao homotdpicas, e escreveremos f ~ g, se existir uma fun¢ao continua H :
X x[0,1] =Y, tal que Vo € X, H(x,0) = f(x) e H(z,1) = g(x). Nesse caso, dizemos

que H é uma homotopia entre f e g.

De forma intuitiva, duas aplicacoes sao homotopicas quando uma pode ser deformada
continuamente na outra. Além disso, se definirmos f;(x) = H(x,t), para todo 0 <t <1,
podemos notar que H representa uma familia de fungoes continuas f; : X — Y, com
0<t<1 taisque fo=fe fi=g.

Exemplo 2.2. (Homotopia linear) Seja X um espago topoldgico qualquer. Dadas as
aplicagoes f,g € C(X;Y) suponha que, para todo x € X, o segmento de reta entre f(x)
e g(x) esteja contido em Y. Entao, a aplicagio H : X x [ — 'Y definida abaixo é uma

homotopia entre f e g,

H(z,t) = (1 —1t)f(z) + tg(x).
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Em particular, toda funcdao continua f : X — C', com C'" um dominio convexo C C FE,
contendo a origem, é homotopica a funcao identicamente nula. De fato, considere H :
X x I =Y dada por H(z,t) = (1 —t)f(z). Entdo H é continua, H(x,0) = f(z) e
H(z,1) =0 para todo z € X. O

Proposicao 2.3. A relagio f ~ g € uma relagio de equivaléncia em C(X;Y).

As classes de equivaléncia, segundo a relacao de homotopia, sdo chamadas classes de
homotopia. A classe de homotopia da fungao continua f : X — Y serd denotada por [f].
Seja X um espaco topolégico. Um caminho em X entre xg e 1 é uma fungao continua
v :[0,1] = X tal que v(0) = xg e y(1) = x;. Em posse dessa defini¢ao, vamos apresentar

um tipo especial de homotopia para o caso de caminhos.

Definicao 2.4. Sejam X um espaco topolégico, e S C X um subespago. Dois caminhos
Y1,%2 : I — X sao caminhos homotopicos com extremos em S, se existe uma aplicacao
continua H : I x I — X tal que H(0,t) = v1(t), H(1,t) = (t), e H(s,0),H(s,1) € S
para todo s,t € 1.

1

I xI

Figura 2.1: Caminhos homotdépicos com extremos livres.

Se 71 e ¥ sdao caminhos homotépicos com extremos em S, denotamos v; ~g 7s.
Como no caso anterior, isto define uma relacao de equivaléncia no espago dos caminhos
em X cujos extremos estao em S. E comum também dizer que y; € Yy sao livremente
homotopicos com extremos em S. Dizemos que uma classe de homotopia é nao trivial se

ela nao contém curvas constantes, e trivial caso contrario.
Defini¢ao 2.5. Um caminho v : [0,1] — X € dito fechado em xq, se v(0) = (1) = xo.

Se 71 e 7 sao caminhos fechados homotodpicos, sem restricao nos extremos, dizemos

que eles sao livremente homotopicos.

2.2 Meétricas, Conexoes e Curvatura

Com o objetivo discutir aspectos geométricos das variedades diferencidveis recorda-

mos a conceito de métrica Riemanniana. FEsse conceito nos permite realizar medicoes
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geométricas em uma variedade. Aliado ao conceito de métrica, temos o conceito de co-
nexao, que permite falarmos sobre aceleracao de uma curva, por exemplo. Em particular,
consideraremos a conexao de Levi-Civita a qual pode ser vinculada a métrica Riemanni-

ala.

Definicao 2.6. Uma métrica Riemanniana g numa variedade diferencidvel M € uma
aplicagao que a cada ponto p € M associa um produto interno (forma bilinear, simétrica,
positiva definida)

g={(,)p: T,MxT,M—R

tal que, para qualquer que seja o par de campos de vetores diferencidaveis X, Y em M, a
aplicagao (X,Y) : M — R € diferencidvel. Chamaremos de variedade Riemanniana toda

variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana.

Ao decorrer do texto, denotaremos por X(M) o conjunto dos campos vetoriais dife-
rencidveis em uma variedade diferenciavel M e C*°(M) o conjunto das funges suaves
definidas em M.

Por meio da utilizacao da métrica podemos introduzir uma nocao de como derivar um

campo de vetores com relacao a outro, conforme o seguinte resultado.

Teorema 2.7. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana. Entdo, existe uma tnica
aplicagao
V:iX(M)xX(M)— X(M)

chamada conexao de Levi-Civita tal que para quaisquer X, Y, W € X(M) e f € C>*(M),
(i) VyW € C®(M)—linear em Y .
(ii) VyW €éR—linear em W.
(iir) Vy(fW) = fVy (W) +Y(f)W.
() Y, Z] = VyW — Vy Y.
(v) XY, W) =(VxY, W)+ (Y, VxW).

Além disso, V € caracterizada pela formula de Koszul:

2(VyW, X) =Y(W, X) + W(X,Y) — XY, W) = (W, X],Y) —([Y, W], X) — ([X, Y], W).
(2.1)

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [5] pagina 61. L]

Definigao 2.8. Seja (x' 2% ....,2") : U — R™ um sistema de coordenadas locais em

U C M aberto de uma variedade Riemanniana M. Neste sistema de coordenadas os

13



simbolos de Christoffel sao as fungoes reais Fﬁj € C*(U), expressas por:
Vodj =Y Thok, Vi j ke {l,..,n}. (2.2)
k=1

Segue da Formula de Koszul que em termos dos coeficientes da métrica, os simbolos

de Christoffel possuem a seguinte expressao:

n

1

Tl =5 2 (0igjm + 0iim — Omgis)g™".

m=1

O tensor de curvatura de M é o mapa R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dado por
R(X,Y)Z =VxVyZ — VyVxZ — Vixy Z. (2.3)

Proposicao 2.9. Seja Il C T,M um plano, ou seja, um subespago de dimensao 2. Con-
sidere v,w € Il dois vetores linearmente independentes. Entao
(R(v,w,w),v)

secyr (v, w) = DRl — (v, w)? (2.4)

nao depende da escolha de v,w € II.
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [5] pagina 105. ]

A proposicao anterior nos permite introduzir a seguinte definicao. Dado um ponto
p € M e um plano II C T,M, o nimero real secp(7) := secy (v, w), onde {v,w} é uma

base qualquer de II, é chamado de curvatura seccional de II.

2.3 Geodésicas e a aplicacao exponencial

Em Geometria, geodésicas sao curvas de velocidade constante ou ainda, de aceleragao
nula, as quais possuem propriedades interessantes. Nesta secao, apresentaremos sua de-

finicao formal, bem como propriedades relacionadas.

Defini¢ao 2.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e v : I — M uma curva
diferencidvel. A curva vy € dita uma geodésica em tg € I se % (%) = 0 no ponto ty; sey é
geodésica em t, para todo t € I, dizemos que vy € uma geodésica. Além disso, se [a,b] C I,
a restri¢ao de v a |a,b] € chamado de segmento geodésico de y(a) a v(b). Algumas vezes,
por abuso de linguagem, nos referiremos a imagem y(I) da geodésica vy como a propria

geodésica 7.

Se uma curva 7 é uma geodésica entao o comprimento do vetor tangente é preservado.

De fato, se v é uma geodésica entao

14



A fdy dyN _ fDdy dy\ | Jdy Ddy\ _, /Ddy dy\ _
dt \dt' dt/ \dtdt’ dt dt’dt dt | dt dt’ dt /|

Se |Ccll—z = 0 entao a geodésica v se reduz a um ponto. Assim, consideraremos |Z—Z} # 0.

O comprimento de arco s de -y, comegando num ponto t = ty, é dado por:

s(t) = /t:

Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Se

d
d—Zdt:c-(t—to).

o parametro é o préoprio comprimento de arco, isto é, ¢ = 1, dizemos que a geodésica esta
normalizada.

Em termos de coordenadas locais, v é uma geodésica em M se, e somente se,

D [d~ A’z p dx; dz; 0
0=2 (9 = R
dt(dt> ;(dﬂ T2 a | ook

?’7.7

Pelo fato de {a%l, ey a%} ser uma base, temos obrigatoriamente um sistema de n

equagoes diferenciais de segunda ordem

A’z dx; dz;
-z At A k=1, ..n. 2.
dt? +Zj: i et (2:5)

Exemplo 2.11. (Geodésicas em R™) Como em R"™ os coeficientes da métrica sao dados

por g;j = 0;; entao I';; = 0. Logo a equacgdo das geodésicas é simplesmente

As solugoes para esta equacao diferencial sao da forma
z(t) = xo + to,

onde v e g € R" sdao vetores fizados. Logo, as geodésicas de R™ sao retas. O

Usando o Teorema de existéncia e unicidade de solucoes de E.D.O’s obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 2.12. Seja M uma variedade Riemanniana. Entao para todo p € M e todo
v € T,M ezistem um intervalo aberto I > 0 e uma unica geodésica mazimal vy, : I — M
tal que v,,(0) = p e 7,,(0) = v. Aqui, mazimal significa que se o : J — M € uma

geodésica com J C I e y,,|; = «, entdo J = 1.
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [5] pagina 72. O

O teorema acima garante que uma geodésica definida no intervalo (—d,d) é tnica.

Entretanto, é possivel aumentar a velocidade da geodésica diminuindo o intervalo de
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definicao e vice-versa conforme o lema abaixo que também é conhecido como Lema de

Reescalamento.

Lema 2.13. (Homogeneidade de uma geodésica) Se a geodésica vy,, estiver definida no

intervalo (—9,0), entao para todo a > 0, a geodésica 7y, estd definida no intervalo

(—g, %) e vale Yy av(t) = Ypo(at).

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [5] pagina 72. ]

Isto nos permite introduzir a definicao de aplicacao exponencial da seguinte forma.
Sejam p € M e v € T, M. Segue do Teorema [2.12] que existe a > 0 tal que 7, estd
definida em um intervalo aberto contendo (—a,a). Entao, pelo Lema Y, 20 estd

definida em um intervalo aberto contendo (—2,2). Logo o seguinte conjunto é nao vazio
D := {(p,v) € TM; 7, estd definida em um intervalo contendo [0,1]}.
Além disso, pelo Teorema estda bem definida a aplica¢ao exponencial dada por
exp:® — M, exp(v) ="v,,(1).

Na maior parte das aplicagoes, utilizaremos a restricao da aplicagao exponencial a um
aberto do espago tangente T, M, isto é, definiremos exp, : T,M — M, por exp,(v) =
exp(q, v). E facil verificar que exp, ¢ diferencidvel e exp,(0) = ¢. Geometricamente,
exp,(v) é o ponto de M obtido percorrendo um comprimento igual a |v[, a partir de g,

sobre a geodésica que passa por ¢ com velocidade igual a ﬁ

Proposigao 2.14. Dado q € M, existe um r > 0 tal que exp, : {v € T,M; |[v| <r} — M

€ um difeomorfismo sobre um aberto de M.
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [5], pagina 73. O

Na notagao da proposicao anterior dizemos que B,(q,7) := exp, ({v e T,M; |v| < T})

é a bola geodésica de centro ¢ e raio r. Podemos assim definir as coordenadas normais.

Definigao 2.15. Sejam p € M, {e1,ea, ...,e,} uma base ortonormal de T,M e considere
a transformagao linear f : R™ — T, M definida por f(z1,...,x,) = Y, (ue;) entdo ¢ =
(exp, of)~! define uma carta local em uma vizinhanga de p, e as coordenadas associadas

sao chamadas de coordenadas normais em torno de p.
Temos ainda o seguinte resultado mais forte.

Proposicao 2.16. (Vizinhancas totalmente normais) Dado p € M, existem uma vi-
zinhanca U de p, e um numero § > 0, tais que para cada q € W a aplicagdao

(equ)‘{veTqM;MO} ¢ um difeomorfismo, e By(q,9) C W.
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Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [5], pagina 81. O

Finalmente, dado U C M, dizemos que é U é convexo se para quaisquer x,y no fecho
de U existe uma geodésica minimizante ligando = a y cujo interior estd contido em U.

Vale o seguinte.

Proposicao 2.17. Para cada p € M existe um nimero r, > 0 tal que a bola geodésica

By(p,rp) € conveza.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [5], pagina 86. ]

2.4 Caracterizacao Variacional de geodésicas

Nesta secao, apresentaremos duas caracterizagoes das geodésicas sob um ponto de

vista ”variacional”.

Definig¢ao 2.18. Uma curva diferencidvel por partes é uma aplica¢ao continua o : [a,b] —
M de um intervalo fechado [a,b] C R em M satisfazendo a sequinte condigdo: existe uma

particio a =ty < t; < ... < ty_y <t = b de [a,b] tal que as restrigoes oy, com

tiv1]
t=0,....,k —1 sao diferencidveis. Além disso, definimos o comprimento de o por

b
(o) = / 107 (5)] ds.
Um segmento de geodésica 7y : [a,b] — M é chamado minimizante se {(y) < {(0), para

qualquer qualquer curva diferencidvel por partes o ligando y(a) e v(b).

Proposicao 2.19. Sejam p € M, U uma vizinhan¢a normal de p, e B C U uma bola
normal de centro p. Seja vy : [0,1] — B um segmento geodésico com v(0) = p. Se o :
[0,1] = M € qualquer curva diferencidvel por partes ligando v(0) a (1) entao £(y) < {(0)
e se a igualdade vale entao ([0, 1]) = o([0, 1]).

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [5], paginas 79-80. O

Definimos a energia de uma curva diferenciavel por partes o : [a,b] — M como sendo

o numero real F (o) dado por

b
E(O‘):/ |0’ (5)|?ds.

Observacao 2.20. E importante notar que, diferentemente do que ocorre com o compri-
mento de uma curva o, a energia E(o) nao € invariante por reparametriza¢oes mondtonas.

O exemplo abaizo ilustra essa afirmagao.

17



Exemplo 2.21. Sejam oy : [0,1] — R? dada por a,(t) = (t,0) e 09 : [0,1] — R? dada
por ao(t) = (t2,0). E fdcil ver que o5 € wma reparametrizagio de o1, portanto possuem o
1

mesmo trago e o mesmo comprimento. Entretanto, E(oy) = & enquanto E(o2) = 2. 0

Seja o : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes. Usando a desigualdade de

Schwarz em L?([a,b], M) temos
2 b b
ds) < / 12 /

ﬁ%):(/aby

onde a igualdade somente ocorre se, e somente se, |o’| = 1, ou seja, se a curva é para-

2

do do
= = <(a—0)- _
s s ds < (a—"0)- E(0), (2.6)

metrizada pelo comprimento de arco. Note que esta desigualdade implica que, dentro
do conjunto das curvas parametrizadas pelo comprimento de arco, minimizar a energia é
equivalente a minimizar o comprimento.

O lema abaixo mostra que as curvas que minimizam a energia sao automaticamente
parametrizadas por um parametro proporcional ao comprimento de arco. Esta ¢ uma das

vantagens de trabalhar com a funcao energia no lugar da fun¢ao comprimento de arco.

Lema 2.22. Sejam p,q € M e~y :[0,a] — M uma geodésica minimizante ligando p a q.

Entao, para toda curva o : [0,a] — M ligando p a q, temos que

E(y) < E(o)

e vale a igualdade se e somente se 0 € uma geodésica minimizante.
Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [5], pagina 215. [
Passemos agora ao conceito de variacao.

Defini¢ao 2.23. Seja o : [0,a] = M uma curva diferencidvel por partes. Uma varia¢do

de o é uma aplicagao continua f : (—e, €) x [0,a] — M tal que,
1. f(0,s) =0(s) com s € [0,al;

2. existe uma particao do intervalo [0,a] dada por 0 = sy < 51 < ... < Sp11 = a, tal

que f|(—e.)x[si,siia] € diferencidvel Vi =0,1,..., k.

A curva parametrizada fs : (—€,€) — M, com t fizado, dada por fs(t) = f(t,s) € chamada

curva transversal da variacao.

Note que uma variagao determina uma familia f,(t) de curvas vizinhas de fo(t) = o(t).
Finalmente, dizemos que f é uma variacao geodésica se f é diferenciavel, e todas as curvas
fs(t) sao geodésicas de M.
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Definicao 2.24. Seja a variacao f : (—¢,€) x [0,a] — M de uma curva diferencidvel
por partes o : [0,a] — M. Para cada s € [0,a] onde a curva definida por t € (—¢,€)
f(t,s) € M, € diferencidvel, fica bem definido o campo vetorial ao longo de o,

of

V<S) = E(Ov 5)

chamado campo variacional de f. Note que V € diferencidvel por partes ao longo de o.

Pela definicao, observamos que para toda a variacao de uma curva diferenciavel por
partes o : [a,b] — M estd associado um campo vetorial V' ao longo de . A proposigao

abaixo afirma que, em um sentido apropriado, a reciproca também é verdadeira.

Proposicao 2.25. Sejam o : [0,a] — M wuma curva diferencidvel por partes e V. um
campo diferencidvel por partes ao longo de o. Entao, existem € > 0 e wma varia¢ao

f:(—€€) x[0,a] = M de o tal que V' é o campo variacional de o.
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [5], pagina 213. L]

Defini¢ao 2.26. Dada uma variagao f : (—e€,€) x [0,a] — M de uma curva diferencidvel

dada por:
2

of ds.

por partes o : [0,a] — M o funcional energia de y associado a f € a func¢io E : (—e, e) — R
_(tv S)

B® = /Oa ot

Uma informagao importante sobre o comportamento de £ é dada pela de sua derivada

primeira.
Proposicao 2.27. (Primeira Variagao da Energia) Sejam o : [a,b] — M uma curva
diferencidvel por partes e f : (—¢,€) X [a,b] = M uma variacao de 0. Se E : (—e€,¢) — R

¢ a energia de f entao

1 b Do’ k do do do \ |’
—E'(0) = — — )ds— D, —(s7) — —(s; — 2.
20 == [ (V.5 ) as > (Vi Fst) = F )+ (v 50| e
onde V(s) é o campo variacional de f, e
do, do do do
ds (s7) sfi} ds  © ds (s7) Sfi} s
Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [5], pagina 216. O]

Dada a importancia do resultado seguinte, apresentaremos sua demonstracao.

Proposigao 2.28 (Pontos criticos de E). Seja M uma variedade riemanniana, S C M
uma subvariedade, e vy : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes com extremos em
S. Se E'(0) = 0 para toda variag¢do cujos extremos das curvas estao em S, entdo vy € uma

geodésica que encontra a subvariedade S de forma ortogonal.
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Demonstragao. Seja v : [a,b] — M uma curva diferenciavel por partes com extremos em
S e considere sq, S3..., S € (a,b), os pontos onde 7 nao é diferencidvel e sy = a e sx1 = b.

Agora, vamos supor que E’(0) = 0 para variagoes por curvas cujos extremos estao em
S. Seja g : [a,b] — R uma funcao continua diferenciavel por partes com g(s) > 0 se s # s;
e g(s;) = 0, para todo i = 0,1,2,..k + 1 e defina V(s) = g(s) - £ %. Entao V é um
campo de vetores suave por partes ao longo de v e, além disso, observe que V' é continuo
em S;.

Note que se o campo V' ao longo de v é tangente a S nos extremos ~y(a) e y(b), entao
a variacao H fornecida pela Proposicao pode ser escolhida de modo que os extremos

de cada curva da variacao também estao em S. Desse modo por (2.7) temos que

1 b D d7
0=-E'0) =—
B0 == [ a7 G
Portanto, devemos ter % . Z—Z = 0 para cada intervalo da forma (s;, s;11), ou seja, v é

uma geodésica em cada intervalo (s;, s;41), 1 = 0,1, ..., k.
Agora, verificaremos o que ocorre nos pontos s;. Fixe w, € Ty)S e wy € T,p)S.
, . ~ - d d
Considere outro campo variacional V' de v, tal que V(s;) = Z(s;7) — dZ(s )yi=1,...,k,
V(a) = w, e V(b) = w,. Assim, substituindo em ({2.7)) e usando o fato de que v é uma

geodésica nos intervalos (s;, $;41) temos,

i=1

ou seja, v é de classe C' em cada s;, 7 = 1,...,k, e ¥'(a) L w,, 7/(b) L wy. Como v é

é a

C!, segue da unicidade de solucoes de equacoes diferenciais ordindrias, que 7 (si,5i41)

(si1,5)- Portanto v € C°, e consequentemente é uma geodésica.

continuacgao de y
Finalmente, variando w, e w, entre todos os vetores nos respectivos espacos tangente,

concluimos que v'(a),~'(b) L S. O

Definicao 2.29. Seja M uma variedade Riemanniana e S uma subvariedade de M. Di-

zemos que uma geodésica v : I — M tem fronteira livre em S se v(a),y(b) € S e
7 (a),7'(b) LS.
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2.5 Completude e homogeneidade regular

Defini¢ao 2.30. Sejam p e q pontos em M. A distancia d(p,q) € definida por:
d(p,q) = inf {6(0)| o la,b] = M € uma curva diferencidvel por partes} ;

de modo que o(a) =p e o(b) = q.

Com a distancia d, a variedade M é um espaco métrico. Além disso, a topologia
induzida por d em M coincide com a topologia inicial de M. Um caso especial é quando
este espago métrico é completo.

Existe outra nocao de completude associada a uma variedade Riemaaniana.

Definicao 2.31. Uma wvariedade Riemanniana M € geodesicamente completa se para
todo p € M, a aplicagao exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, isto €, se as

geodésicas ¥(t) que partem de p estio definidas para todos os valores do parametro t € R.

O fato que torna relevante o conceito de completude geodésica é o teorema abaixo. A

versao desse resultado com todas as equivaléncias pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.32. (Teorema de Hopf-Rinow) Uma variedade Riemanniana € geodesicamente
completa se, e somente se, ¢ completa como espaco métrico, com respeito a distancia

induzida pela métrica Riemanniana.
Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [5], pagina 165. [
Abaixo, temos um coroldrio importante do teorema acima.

Corolario 2.33. Numa variedade Riemanniana completa quaisquer dois pontos podem

ser ligados por uma geodésica minimizante.
Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada em [5], paginas 163-165. O

Definicao 2.34. Seja M uma variedade Riemanniana e p € M. O raio de injetividade

de p € definido por
i(p) = {supr > 0: exp, estd definida em By(0,7) C T,M e € injetiva},
enquanto que o raio de injetividade de M €
(M) = inf i(p).
i(M) = inf i(p)

Seja M™ variedade Riemanniana completa. Dizemos que M" é homogeneamente requ-

lar se i(M) > 0, e secpr(II) é uniformemente limitada, independente do plano II. Usando

21



teoremas de comparacao de Geometria Riemanniana, pode-se mostrar que M é homoge-
neamente regular se, e somente se, existem constantes positivas r, p1, o tais que para
todo p € M temos um sistema de coordenada normais ¢, : B,(p,r) C M — U C R" e

valem as seguintes condicoes:

(a) [(dgp)e| <2,V € Bi(p), e |(dd, )yl <2,Vy € U;

2
gij

9gi; o]
S| <, e supy ‘ 02

oxy

(b) supy < o

Intuitivamente, estas condicoes nos dizem que M estd uniformemente proxima de R™.
Esta segunda caracterizacao reflete o fato que a condicao de homogeneidade regular é
ideal para tratar problemas em M de carater analitico, onde precisamos passar do local
para o global.

Segue da definicao que qualquer variedade Riemanniana compacta é homogeneamente
regular. Além disso, é facil ver que H"” também é. Ainda, se M é homogeneamente
regular, entao M x R¥ também é. Finalmente, uma variedade hiperbdlica com volume

finito ndo é homogeneamente regular pois ¢(M) = 0.

2.6 Espacos de Holder, L, e de Sobolev

Seja I C R um intervalo aberto. Sabemos que a classe de funcgoes continuas de

Lipschitz u : I — R satisfazem por definicao a condigao
lu(s) —u(r)| < Cls—r|, Vs,rel,

para alguma constante C'. Agora, dado 0 < # < 1, consideraremos também uma classe

de funcgoes o : I — R que satisfazem a seguinte condicao,
lo(s) —a(r)| < Cls—rP, Vs,rel,

para alguma constante C. Tais funcoes sao chamadas Funcoes de Holder com expoente

(. Desse modo, vamos definir os Espacos de Holder.

Definicao 2.35. Seja o : I — R"™ uma func¢ao continua e limitada, definimos
lollcuy = sup|o(s)].
sel

E ainda, definimos a seminorma de Holder de expoente 3 como

[U]cosy = sup {M}

s,rel,s#r |5 - T|’8
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e a norma de Hélder de expoente (3 por,

HUHC&B(I) = ||<7HC(I) + [0]00,5(1)-

Definigao 2.36. O espaco de Holder C*P(I,R™) é o espago de todas as fungoes o €

Ck(I,R™) para as quais a norma definida abaizo € finita,

k

o llorsay = Z

n=0

d"o

dsm

N ldka]

c(I) ds* CO-B(I) '

Portanto, o espaco C*?(I,R") ¢é formado por todas as funcoes o que sdo k-vezes
diferenciaveis e cuja derivada de ordem k é Holder continua com expoente 3.
Proposicao 2.37. C*5(I,R") ¢ um espaco de Banach.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [2], pagina 200. L]

Agora, apresentaremos o conceito de Derivada Fraca e os chamados Espacos de Sobo-
lev. O leitor pode aprofundar-se no assunto consultando referéncias como [2].
Como motivagdo, consideremos u,¢ € C'([a,b]), tal que ¢(a) = ¢(b) = 0. Pela

formula de integracao por partes segue que,

b de b du
/aUEdS:—/a Eqbds.

O conceito de derivada fraca surge de tentar generalizar a férmula acima para uma
funcao u nao necessariamente diferenciavel. Vamos inicialmente lembrar o que sao espacos
LP. Abaixo as noc¢oes de mensurabilidade, integrabilidade, e medida nula, sao sempre com

respeito a medida de Lebesgue ds em R.

Defini¢ao 2.38. (Espacos e Norma LP) Considere @ C R ep € R com 1 < p < o0,

definimos

LP(QLR") = {0: Q= R" | o é mensurdvel e |o|’ € integrdvel},

ol = ( [ |a<s>|ﬁds)’l’,

e a norma LP € dada por,

Definimos também,

u € mensuradvel e existe uma constante C
L¥(Q,R") = U:Q—>R"‘ ,

tal que |o(s)| < C para quase todo s €
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e a norma L™,
l|o||zee = Inf{C tais que |o(s)| < C para quase todo s € Q}.
Finalmente,

LP

loc

(QR") = {0 :Q = R" | u é mensurdvel e o|x € LP(K),YK C Q,K compacto}.

Além disso, a norma || - ||z2, vem do produto interno definido por

(0,7) 12 = /Q(a,w ds.

As consideragoes realizadas nos levam a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.39. (Diferenciabilidade Fraca) Seja I C R um intervalo aberto, e considere
u € L. (I,R). Dizemos que u € fracamente diferencidvel, se existe uma func¢io v €

loc
L. (I,R), tal que para toda funcio ¢ € C(I) com ¢(a) = ¢(b) = 0, temos

/01 ug' ds = — /01 v ds. (2.8)

Observagao 2.40. Fizada u, se (2.8)) vale com w no lugar de v, entdo v = w a menos de
um conjunto de medida nula. Escreveremos entao u' = Z—Z para designar qualquer funcao
que satisfaz (2.8]), e dizemos que esta é a derivada fraca de u.

s, se0<s<1

Exemplo 2.41. Seja 2 = (0,2) e u(s) = . E fdcil ver que u ndo ¢
1, sel<s<?2

diferencidvel no sentido cldssico. Entretanto, sua derivada fraca € dada por:

1, sel0<s<1
v(s) =

0, sel§s<2.

O

Uma fungao vetorial 0 : I C R — R" localmente integravel é dita fracamente dife-

renciavel se suas fun¢ées componentes o sao.
Definicao 2.42. Considere I C R um intervalo aberto e p € R com 1 < p < oo.
Definimos o Espaco de Sobolev WP(I,R™) por,

Whe(I,R") = {a € LP(I,R™) | o € fracamente diferencidvel e o' € LP(I,R")}.

Observe que se ¢ € WH(I,R") entao o € LP(I,R"), de modo que toda funcao de
WhP(I,R™) estd em L}

loc

(I,R™). Se 1 < p < oo, o espago WHP(I,R™) é equipado com a
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norma
1
lollwie = (ol + llo’|17.) 7 (2.9)

No caso do espago W12(I,R") esta 1ltima norma vem do produto interno

(@ = [ ({22 + (0" s

Proposigao 2.43. O espago WHP(I,R"), para 1 < p < oo é um espago de Banach. Além
disso, o espago W12(I,R™) é um espaco de Hilbert.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [2], pagina 203. O

Observacgao 2.44. Da proposicao anterior, ganhamos como coroldrio que se o, é uma
sequéncia em WP tal que o, — o em LP e o/ converge para algum limite em LP entdo
o€ W ello, — ollwir = 0. No caso 1 < p < 0o, € possivel mostrar que se ||o,||wi»
¢ limitada entdo existe uma subsequéncia que converge em WYP. Para outros detalhes

relacionados, o leitor pode consultar [2], pdgina 204.

Teorema 2.45. Sejam [ C R um intervalo aberto e limitado, e o0 € WYP(I,R™), com
1 <p < oo. Entio existe 5 € C(I) tal que

o=20-qtp. e o(x)—a(y) = / a'(s)ds, Va,y € I.
v

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [2], pagina 206. O

Observagao 2.46. O teorema anterior garante que cada fung¢io o € WHP(I,R™) admite
um 1inico representante continuo em I, isto €, existe uma funcao continua & : I — R™ tal
que o|; € WH(I,R"), e 6 = o, Z—i = Z—Z em quase todo ponto. Assim, ao longo do texto
sempre substituiremos u pelo seu representante continuo, e denotaremos o € WHP(I,R™).
Isto da sentido a espacos de Sobolev definidos em um intervalo fechado. Finalmente,
observe que "o ter um representante continuo” € mais forte que "o ser continua em

quase todo ponto”.

Podemos ainda "melhorar a regularidade” de uma funcao que admite derivada fraca.

Mais precisamente, vale o seguinte.

Teorema 2.47 (Desigualdade Sobolev/Morrey). Seja I um intervalo limitado. Dado

1 < p < oo, eziste uma constante C > 0, a qual depende apenas de p e |I|, tal que para
toda o € WHP(I,R") temos

loll o.x < Cllollwrs,
1,1
onde -+ = =1.
p T
Ao longo do texto faremos uso extensivo do seguinte resultado.
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Lema 2.48 (Desigualdade de Wirtinger). Seja f € W2([0, L],R), com f(0) =0, entdo

[weras<Z [Ciroras

Demonstracao. Pelo Teorema temos que f(t) = f(f f'(s)ds. Assim, utilizando a de-

sigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

/0 "pisyas| < ( / t If’(8)|ds)2 <t / 1 (s)Pds.

[ropas e ([Ciroras) a5 [

() =

Portanto,

Finalmente, ao longo desse trabalho faremos uso do seguinte resultado.

Teorema 2.49. (Teorema do Mergulho de Nash, [14]) Toda wvariedade Riemanniana

(M, g) pode ser isometricamente mergulhada em algum espago Euclidiano.
Temos entao o seguinte.

Definicao 2.50. Seja M uma variedade Riemanniana mergulhada em R™, e I um inter-

valo aberto e limitado.

e O espago de Holder C*P(I, M) € o conjunto das aplicagoes o em C*P(I,R™) tais
que o(s) € M,Vs e I.

e O espago de Sobolev WYP(I, M) € o conjunto das aplicagoes o em WHP(I, R™) tais
que o(s) € M, para quase todo s € 1.

Definigao 2.51. Sejam o, e 0y duas aplicagoes em WYP(I, M). Definimos a distancia
de Sobolev como

distyyrs (01, 02) = |[o1 — 0a|w1w

onde || - |lw1» € dada por[2.9

26



Capitulo 3

O Processo de Encurtamento de

Curvas

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre o espago W'2([0,1], M) e o
processo de encurtamento modificado de Birkhoff, introduzido em [16], para curvas em M
cujos extremos estao na subvariedade S. Além disso, verificaremos algumas propriedades

que o mapa de encurtamento satisfaz.

3.1 Preliminares da secao

Para uma melhor compreensao desse capitulo, algumas defini¢oes e resultados técnicos

fazem-se necessarios, e portanto os apresentaremos nesta secao.

3.1.1 A Segunda Forma Fundamental

Seja (M,g) uma variedade Riemanniana de dimensao m. Se S é uma variedade dife-
rencidvel com dimensao n tal que existe um mergulho i : S — M entao (5, g), onde g é a
métrica induzida por este mergulho, entao S é chamada uma subvariedade Riemanniana.
No seguinte identificaremos S com sua imagem i(.5).

Para cada p € S o produto interno em 7, M decompoe este espaco na soma direta
T,M =T,S & T,S*

onde T,,S* ¢ o componente ortogonal de T,,S em T,,M. Desse modo, se v € T, M podemos
expressa-lo como

1):1)T+11L

onde v € T,M é chamada de componente tangencial de v e v+ € T,M* é chamada de

componente normal de v.
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Desta maneira podemos definir,

N(S) =] 1,5,

peS

onde a uniao é disjunta. A tripla (NV(S), ¢, S), onde ¢ : N(S) — S é a projegao dada por
o(p,v) = p, é um fibrado vetorial sobre S denominado fibrado normal.

Para mais detalhes, o leitor pode consultar [5].

Definicao 3.1. Dada uma subvariedade S de uma variedade Riemanniana M. A

aplicacao exponencial normal € o mapa definido por
expg : D NN(S) = M, expg(p,v) = exp,(v).
Além disso, definimos o raio focal de S como
inf {r > 0| expg € um difeomorfismo quando restrita {v € N(S): [v| <r}}.

Se a variedade S € fechada, esse numero € positivo.

As conexdes Riemannianas de M e S serao denotadas respectivamente por V e V.
Assim, se X e Y sao campos de vetores em S, é possivel estendé-los a campos vetoriais

sobre M, e vale o seguinte

ViY = (VV)" + (VxY)' = VxY + (VgY)*

de modo que

(VxY)" = VgV — VxY.

Definicao 3.2. Sejam S uma variedade Riemanniana a qual estd isometricamente imersa

em um variedade Riemanniana M. A sequnda forma fundamental de S € a aplicagcao
Ag : X(S) x X(S) — N(9)

definida por
As(X,Y) = (VxY)*

onde X eY sdo quaisquer extensoes locais de X eY a S.

Note que a segunda forma fundamental é uma medida da diferenca entre a conexao

Riemanniana intrinseca de S e a conexao Riemanniana ambiente de M.

Proposicao 3.3. A sequnda forma fundamental estd bem definida e é uma aplicacao

bilinear simétrica.
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Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [5], paginas 140-141. O

Observe que se v é uma geodésica em M, temos que V., = 0. Portanto, pela segunda

forma fundamental temos
Vo =V + Au(v,Y) = Ay, 7). (3.1)

3.1.2 Propriedades de M e S

Considere uma variedade Riemanniana M™ completa e homogeneamente regular, a
qual supomos estar isometricamente mergulhada num espaco euclidiano R™. Seja S* C
M™ uma subvariedade fechada e mergulhada, nao necessariamente conexa, onde k < m.
Como M é homogeneamente regular temos i(M) > 0, e secy; é uniformemente limitada.
Consequentemente ||Ap|| é uniformemente limitada. O mesmo vale para ||Ag||, pois S é

compacta. Dessa forma, podemos supor que M e S cumprem as seguintes propriedades:

(M1) supy |[Au|] < 15 e supg ||As]| < 15,
forma fundamental de M C R"* e S C R™.

onde Ay, e Ag sao as respectivas segunda

(M2) O raio de injetividade de M é no minimo 8 e sua curvatura é no maximo 6i4.
(S2) Os raios de injetividade e focal de S sao no minimo 4.

(M3) Para quaisquer z,y € M, com |z — y| < 8 temos disty(z,y) < 2|z — y|.

(S3) Para quaisquer x,y € S, com |z — y| < 8 temos distg(x,y) < 2|z — y|.

De fato, considere g := A\g, onde A é uma constante positiva. Considere também, os
campos de vetores X,Y, Z € X(M). Aplicando a férmula de Koszul ([2.1)) obtemos:

J(Z,VxY) = \g(Z,VxY) =G(Z,VxY).

Assim podemos concluir que

VxY = VyY. (3.2)

Segue de (3.2) que as geodésicas de (M,q) coincidem com as de (M, g). Seja vy :
[0,1] = M uma tal geodésica. Temos,

1
t5(7) =/ V(v )ds = VA 4y().
0
Logo, Bj(p, VAT) = By(p,r). Assim, pela defini¢ao do raio de injetividade isso implica
que

i(M,g) =VX-i(M,g). (3.3)
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Analogamente vale a mesma transformacao para o raio focal de uma subvariedade.
Segue também de (3.2) que R(X,Y)Z = R(X,Y)Z, e

JRX,Y)ZW)=g(R(X,Y)Z,W)=Xg(R(X,Y)Z,W).

Considerando II C T,M um plano e ej,es € II tais que g(e;,e;) = 6;;, a curvatura

seccional ([2.4) satisfaz

~ 1_ ~ 1 1
secyr(e1, e2) = —g(R(eq, ea,€2),e1) = —g(R(ey, ea,€2),€1) = XsecM(el,eg). (3.4)

pY A
Além disso, a segunda forma fundamental de M como subvariedade de R™ satisfaz

Ay(X,Y) = Ay(X,Y), X,Y € T,M.

Portanto,
1

VA
O mesmo vale para a segunda forma fundamental de S.

Portanto, escolhendo A suficientemente grande, segue de (3.3), (3.4]) e (3.5) que as
propriedades (M1), (M2) e (S2) sdo validas na métrica g.

Ay =

|[Awmlg. (3.5)

Como M é homogeneamente regular para todo p € M existe um sistema de coorde-
nadas normais ¢, : By(p;r) = B(0,1) C R™, onde r < 1, tal que

(1) [(dp)al <2, Va € By(pir), e [(d;"):| <2, ¥z € B(0,1);

.. o i 82 i
(ii) suppo,) a%,f < M1, € SUPp(o) Wg{ < Ha.
Segue de (i) que

go(v,0) < 4|2, Va € By(p;r), Yo e T,M. (3.6)

Reescalando a métrica como antes, estas estimativas valem na bola de raio v r.

Por outro lado, para raio pequeno a intersecao de uma bola Euclidiana de R™ com
M esta préoxima de uma bola geodésica. Reescalando a métrica e tomando A\ grande o
suficiente temos que i(M,g) é grande, e podemos garantir que |z — y| < 8 implica que x
estd contido em uma bola geodésica de (M, g) com centro y, onde vale . Um célculo
entdo mostra que vale (M3) e (S3).

Lema 3.4. Se z,y € M, entdo |(z — y)*| < iz — y|* onde (x — y)* € a componente de

(x —y) em R™ que é normal a M.

Demonstragao. Primeiramente, suponhamos que |x — y| > 8. Fixe o ponto y € M e

considere o espaco tangente T, M. Desse modo, (x — y) pode ser expresso como segue

(z—y)=(@—y)" +@—y)"
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onde (z —y)T € T,M e (x —y)* € (T,M)*+ C R™. Logo pela desigualdade triangular,

(@ =y)l < ll@ =)'+ (@ —y)*|

além disso,
(= y)| > [(x —y)"].

Portanto,
8- [(x =y <z —yl [z -y < |-yl

Suponhamos agora que |z — y| < 8. Escolha a : [0,{] — M como uma geodésica
minimizante em M ligando os pontos = e y, tal que |@/| = 1. Como M é completa,
essa geodésica existe. Além disso, pela propriedade , para quaisquer x,y € M com
|z — y| < 8 temos que [ = disty(z,y) < 2| —y|. Seja V o vetor normal unitdrio dado

por,

Entao (a/(0), V) = 0. Portanto,

(z—y)* | = ((x—y),V) = /Ol<o/(s), Vids = /Ol <O/(0) + /OS o (t)dt, V>ds
< /Ol /0 (1) |dtds < /Ol /0 | Anr(a(t)|o/ () Pdtds < %z? sup A

1
< Dy — g2
_8|x Y|

3.1.3 Alguns resultados sobre W%([0, 1], M)

Nesta subsegao apresentaremos uma série de resultados técnicos a serem utilizados

posteriormente.

Proposigao 3.5. Se oy e 0y estao prézimas em W2([0,1], M), entdo para todo t € [0,1],
0s pontos o1(t) e oa(t) estao proxzimos. Mais precisamente, dado 0 < € < 8,35 > 0 tal
que,

HO’l — 0'2HW172 <)== dM(O'l(t),O'Q(t)) < €.

Demonstracao. Pela desigualdade de Sobolev/Morrey (Teorema [2.47) temos que
lo1(t) — 02(t)| < Cllor — oal|wre.

Escolhendo § = ¢/C, concluimos que se ||o1 — o3[z <, entdo da(o1(t),02(t)) <

31



2l01(t) — oa(t)| < e O

Seja T' = {z € M : disty(z,5) < 2}. Defina
- . 1
H:T =0 (0.7 |.M (3.7)

como o mapa tal que H, é uma geodésica minimizante de x para S. Afirmamos que H
é continua com respeito a distancia de Sobolev disty1.2. Note que tal aplicacao nao é
continua na norma C!, a qual seria a norma mais natural no contradominio. De forma

mais precisa, vale o seguinte resultado.

Lema 3.6. Considere L > 2, e x1,x9 € M tais que dy(x;,S) < 2,4 = 1,2. Sejam
01,09 : [0, ﬂ — M duas geodésicas minimizantes parametrizadas proporcionalmente pelo
comprimento de arco e tais que 01(0) = x1 e 09(0) = x9, 01 (%) € o9 (%) € S encontrando
S nestes pontos de forma ortogonal. Entao, existe uma funcdo continua (E : [0,00) —

[0, 00) com ¢(0) = 0 tal que
diStI%VLQ (O'l, 0'2) S g(dM(l'l, 33'2))

Demonstracao. Inicialmente observe que,

o1 — 05" = (0} — 03, 01 — ) = |o]* — 2{0}, o) + |03,

de onde obtemos,

2(0,05) = |0} [* + |03 ]* — |oy — o5*.

Consequentemente,

2(0, 01 — 03) = 2(03,01) = 2|o3|* = |0} |* — |o3|* — |} — o3*.

Portanto
017 = |o3|* — |oy = 03] = 2(03, (01 — o)) (3.8)
Por outro lado, para todo t temos

L 90,01 — 2)) = 20 (01 — 0u)) + (01 — 02), o)

ds
t t

= 2/ (‘7§7 (01 — 0’2)/> ds = 2<U§701 — U2> - 2/ <(01 — 02)705>d5~
0 0

t

0

Integrando ambos os lados da igualdade (3.8]) e usando a equagao acima segue que,

¢ ¢ ¢
/ \UHQCZS —/ ]0;\2ds —/ |0} — O’é’QdS = 2(0y, 01 — 09)
0 0 0
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Fazendo t = % temos,

1 1 1 ] )
/L o} |2ds — /L |oh|2ds — /L o) —ohPds=2(a,|~],0 — 09 (3.10)
0 0 0 R L L

—2(d}(0),51(0) — (0 2/ 02,02 ) ds.
0

~
~~
T2

Desse modo, passamos a analise de cada um dos termos da equacao. Como o, é
uma geodésica, parametrizada proporcionalmente ao comprimento de arco, temos |ob| é

constante, e desse modo

%|aé| — /i (o (s)|ds = €(02) = das (02(0),02(%)) = dy(2,5) < 2.

0

Portanto, segue que,
ra| < [o3(0)] - [(01 — 02)(0)] < 2L - dy (21, 22).
Agora, utilizando o Lema e o Teorema [2.45] analisaremos o termo 7;.

mi= [ () (z) -~ (2))

2

SO INORE
< ng(@aS) 01(0) — 02(0) + /Oi(ff/l — 0y)ds
< ng(fE%S) ' (\01(0) —o2(0)| + /:(Ul — 03)ds )2

IN

|l\.’>

~
N)
<N
2

|

&

“_

_|_

M~ =
o\»

==
o

|

Q

N

ISH

»
N—
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Agora, para r3, usando o Lema e a propriedade temos,

1
1
§/ —|ol| - oy — 00| *dt
o 8

1
|T3| = ‘/L <O'1 — O'Q,O'é/>dt
0

/12 % 2
<< (SUP|AM|) - |og] / |01 — oadi
8 M 0
1

(01 — 02)(0) + / (0} — ob)(s)ds

—_

dt

IN

IN

IN

IN

1
L L [T
< feditonm) + o5 [0l - P e
0

Note que de (3.10]) obtemos,

1

L
E(o1) — E(09) — / o] — ob2ds + 2|ry| > —2|rs| — 2|r3]
0

1

L L [T

Z —4LdM(ZL'1,CC2) — gd?w(l'l,xg) — 1_6 /L |(O‘£ — O’é)|2d8, (311)
0

Por outro lado:

1

T
Bloy) — E(os) — / 0 — o Pds + 2|
0

< E(01) — E(02) — / o} — ob|?ds + Ld3,(z1, 22) + /L o] — ob|*ds
0 0

= E(01) — E(0y) + Ldi; (1, 2). (3.12)

1
L

Segue de (3-11) e (B-12) que,

L z / / L
(‘E) /0 (0} — 04)|?ds < E(01) — E(03) + 4Ldas (21, ) + (§ + L) A2, (1, 2).

[

Como L > 2 por hipétese, temos que ¢ > 0. Analisando a deducgao da desigualdade acima,

podemos observar que ela continua valida trocando o papel de o; e g3. Somando entao
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as duas desigualdades obtemos

1

L
@um%wmzc/|@—@W@,

0

onde p(z) = (L + £) 2* + 4L
Observe que pelo Teorema e a propriedade temos,

z z s 2
/ oy — o9f?ds < / 01(0) — 02(0) +/ (o] — ob)dt| ds
0 0 0
1
2 1 [T
< o)+ [ 1o = s
2, 1
< Tdy(1,22) + —o(du (21, 22)).
Portanto,
1
distZ1 I T 2
w2 0'1,02) = |01 0'2| + |01 02' ds
0
< 2 Byl ma) + (e, 22)) + plda(ar, )
= 7% T1,T2 cLSO M\T1, T2 090 M\T1, T2

IN

2 5 ! :
Sy (1, 2) + a1, 72) (E i c_L>
= (g(dM(l’lafL?))?

onde a(y) = %y2 - (% - i) ©(y). Além disso, observe que 5 depende apenas da escolha

de L > 2 e nao de oy e o,. O

Agora, considere I' = {(z,y) € M x M : disty(z,y) < 4}, e defina

H:T —C! ([o, H ,M) (3.13)

como o mapa tal que H,, ¢ uma geodésica minimizante de = para y. Novamente, H
é continua com respeito a disty o restrita a C! ([O, %] M ) Como antes o significado

preciso desta afirmacao é baseada em um lema.

Lema 3.7. Considere L > 2, e x1,%2,y1,Yy2 € M tais que dy(z;,y;) < 4,1 =1,2. Sejam

01,09 : [0, ﬂ — M duas geodésicas minimizantes parametrizadas proporcionalmente ao

comprimento de arco e tais que 0;(0) = x; e 0;(1/L) = y;, i = 1,2. Entado, existe uma

fungao continua ¢ : [0,00) x [0,00) — [0,00) com ¢(0,0) =0 e tal que
distiyi2(01, 02) < O(dnr (21, 22), dar (1, 92)).

Demonstracao. A prova é analoga aquela do lema anterior, entao apenas indicaremos as
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modificagoes necessarias. A equagao (3.10) ainda é valida, e novamente nomeamos os trés
termos no lado direito por rq, 79, 73.

Para limitar r;, r, usamos o fato que para i = 1, 2, temos

%Io—él _ /i |0/(s)|ds = €(0;) = dys (Ji(O),JZ(%)) (i) < 4.

0

e consequentemente

Ir| < U;(%)‘ : ‘(01 —02)(%)‘ <AL - dy(y1, y2),

[ra| < [o5(0)] - [(01 = 02)(0)] < 4L - das(21, 22).

O termo 73 ¢é limitado da mesma forma.

Argumentando como na dedugao das equagoes (3.11)) e (3.12) obtemos,

L % / / L
(_E)/o (o1 = 03)*ds < E(0n) = E(02) + 8L [das (w1, 2) + dar(y1, 10)] + g iy (@1, 72).

K

Trocando o papel de o1 e 05 e somando as duas desigualdades segue que

1
L

(e, ma) daaln, ) = [ 1(0% = s,
0
onde f(z,y) = £a® + 8L(z + y).

Finalmente, argumentando como no fim da prova do lema anterior obtemos,

distiy12(01, 02) < ¢(dM(SC1, x2), dar(y1, y2))7

onde ¢(x,y) = %xQ + (% + i) ©(y) depende apenas da escolha de L > 2 e nao de oy e
09. ]

Observacao 3.8. Nos lemas |5.60 e temos por hipdtese que L > 2, o que permite
afirmar ¢ > 0 e k > 0. Seque da definicao destas duas contantes que se os dominios de

01 e o9 possuirem comprimento menor que % < % os dois lemas sao validos.

3.2 Processo de Encurtamento Modificado

Nesta secao apresentaremos o processo de encurtamento modificado de Birkhoff, para
uma curva v : [0,1] — M, introduzido em [16]. Para isso, considere inicialmente L € N,
um inteiro grande e fixo, e seja U C M um dominio convexo e com fecho compacto, o qual
contém S. Definimos Aj como o espaco das curvas v : [0,1] — U tais que as seguintes

propriedades sao validas:
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e 7(0),7(1) € 5;

e existe uma particdo {0 = 79, 71,..., 7, = 1} independente de 7, tal que v é

(74,Ti41)

uma geodésica, para i =0,...,L —1;

Existem constantes ¢; tais que |[v/(s)| = ¢; em (73, 7i41), € £(7

) <L

[T, Tit1
* "7(8) - P)/(t)‘ < L|S o t|7 vsat < [07 1]

Além disso, definimos
G={v:[0,1] - M | v é uma geodésica com fronteira livre em S}.

Note que Az, é subconjunto de W12([0,1], M), portanto Az é munido da distancia e

topologia induzidas pela norma W12, Além disso, G C Ay.
Proposigao 3.9. O espaco A; € compacto.

Demonstragao. Seja 7y, : [0,1] — M uma sequéncia de curvas em Ay. Pela defini¢ao do
conjunto Ay, para todo s € [0, 1], cada curva 7, cumpre a condi¢ao de Lipschitz para uma
mesma constante L. Desse modo, segue que 7, é uniformemente limitada, independente
de n. Agora, vamos provar que 7, ¢ equicontinua. Dado € > 0, escolha § = £. Entao, se

|s — so| < & temos
() = m(s0)| < Lls —so| < L -6 =€ V.

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia, a qual ainda denotaremos por
{7}, a qual converge na norma C° para v : I — M. E facil ver que v(0),~v(1) € S, e que
v ¢é Lipschitz com constante L.

Seja 7/, um elemento da subsequéncia anterior. Ja que 7, é suave por partes, dados

r <t temos

0 =) < [ 1 (6)lds < (sup [ Aul) e =11

Dessa forma, em cada subintervalo da forma [7;,7;41] com ¢ = 1,...,n temos que
Yiklirimia) € equicontinua e uniformemente limitada. Logo por Arzeld-Ascoli existe uma
subsequéncia de {7 ;|ir,~)}, @ qual ainda denotaremos por {7v;,}, a qual converge na
norma C°. Considerando esta subsequéncia definida no intervalo 7, 73] obtemos uma
nova subsequéncia que converge na unido de [71, 73] e [, 73]. Repetindo este processo
para todos os subintervalos obtemos uma subsequéncia que converge em I na norma C°
para o : [ — M.

Observe que a desigualdade de Cauchy-Schwarz em L? implica que

1 1
/ () — o (s)| ds < |17 — Yo, / . — ol ds < |7 (s) — o(s)]|co.
0 0
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Logo, pela observagao [2.44] segue que o é a derivada fraca de v e que 4, — 7 na norma
W2 (a menos de subsequéncia).
é suave, para i =0,...,L — 1, segue que v é

Como para cada n temos que Yy |(r 7, 1)

C' em cada intervalo (7;,7;41), com derivada igual a 0. Logo |[y/| = lim, o |7/| = 1 fora

[Ti,TiJrl]) = hmn—>oo é(% [Ti,‘l'i+1}> <1
Finalmente, como o raio de injetividade de M é pelo menos 8 e ¢ (%’[n,

dos pontos de quebra, e ¢ (7
)<

7'1'+1] =

temos que v, (7;4+1) estd uma bola geodésica em torno de v(7;), e o segmento geodésico

Tn

(ri,;r01) € Minimizante. Portanto,

dM(Y(Tz'),V(TiH)) = lim dM(%(Tz')a%(Tz‘H)) = Jlnc}og(%hn,ml]) = g(ﬂm,nﬂ])‘

n—o0

Logo, V|, € minimizante, e portanto ¢ uma geodésica. ]

Apés essas consideragoes, realizaremos a constru¢ao do mapa de encurtamento ¥ :

A, — A o qual satisfaz as seguintes propriedades:
1. W(v) depende continuamente de ~.

2. U(y) é homotdpico a v e £(¥(y)) < (), onde ¢(-) denotard o comprimento da

curva.
3. Existe uma funcao continua ¢ : [0, 00) — [0, 00) com ¢(0) = 0 tal que,

() — 152@@)))
2(9(y)) '

distiz (7, U(7)) < ¢ (

4. Se U(y) = v entdao v € G, isto, pontos fixos de ¥ sdo geodésicas imersas com

fronteira livre em S.

5. Dado € > 0, existe d > 0 tal que se v € Ap e dist(y,G) > € entao:

((W(y)) < L(y)—6.

3.2.1 Definindo ¥

Inicialmente, fixe uma partigao P do intervalo I = [0, 1],
P: {0: S0,S1y.-.,82 = 1}7

de modo que [sj41 — 5| = ﬁ paraj =0,...,2L—1. Assim, U sera definida nas seguintes

etapas:

e Etapa 1: Substitua v nos intervalos [0, ss] € [s2r—2, 1] por geodésicas minimizantes

de 7(s2) e Y(sar—2) para S. Entao, substitua v no interior de cada intervalo de
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extremos par [Sgj, Saj+o] por uma geodésica minimizante com os mesmos pontos

finais a fim de obter uma geodésica por partes v, : [0,1] — M.

e Etapa 2: Reparametrize 7. para obter uma curva 7, parametrizada proporcional-

mente pelo comprimento de arco.

e Etapa 3: Denote por §; a imagem de s; pela reparametrizacdo, isto é, v.(s;) =
Ye(8;). Substitua v, em cada intervalo de extremos impares [S;_1, §24+1] por uma
geodésica minimizante com os mesmos extremos para obter uma geodésica por partes
Yo : [0, 1] — M.

e Etapa 4: Reparametrize v, para obter uma curva de velocidade constante 7,. Essa

curva é entao (7).

Observe que o processo de encurtamento nao aumenta comprimentos, ou seja,

U(y) Z £(ve) =2 £(Fe) =2 L(70) = L(¥ (7). (3.14)

Gtapat Gtapas? o3 &tapat

Figura 3.1: Processo de encurtamento modificado para a curva vy (em rosa), com trago na
variedade M = {(z,y) € R? | 2% + y* < 1}, e extremos em S = M, com L = 4.

Além disso, temos por (2.6) que minimizar a energia é equivalente a minimizar o

comprimento. Logo, vale a seguinte relagao,

E(y) 2 E(ve) 2 E(%e) = E(y) 2 E(¥(7))

sendo vélida a igualdade nos casos em que a curva for uma geodésica minimizante.
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3.2.2 Propriedades 1 e 2

A continuidade do mapa W : A; — A serd provada levando em consideracao as etapas

do processo de encurtamento da curva v conforme o esquema abaixo:

(1) 2. - 3 (4) -
Y= Yet—Ye—— Y0

Desse modo, a continuidade das duas primeiras etapas seguirao da proposicao [3.10] en-
quanto as duas ultimas da proposicao |3.11}
Os pontos {0 = sg, Sg, ..., Sor,—2, So, = 1} s@o uniformemente espagados e entre seus

extremos realizamos substituicoes por geodésicas minimizantes. Desse modo, observe que,
2
2 e Yo 1
o) 2wl < ([ lds ) <lsagea = sul [ 1P s < 1E)
825 0
Portanto:
3
o) = sl < (1E0)) <1

Assim, temos pela propriedade que,
dar(7(525), Y(s2542)) < 2+ [7(825) — V(s2542)| < 2

desse modo, pelas propriedades e|(S2), podemos aplicar a primeira etapa do processo

de encurtamento.

Proposigao 3.10. Dado um inteiro grande L, seja v : [0,1] — M um mapa W2 com
v(0),7(1) € S e E(y) < L. Se 7,7z sdo as curvas obtidas apds as duas primeiras etapas
do processo de encurtamento por W, entdo o mapa v — 7. € continuo de W2 para Ap,

com respeito a distancia disty,2 de Ap.

Demonstracao. A demonstracao da proposicao serd apresentada em duas etapas.
Etapa 1: Continuidade do mapa v — 7.
Sejam ! e 42 dois mapas W2 préximos, tais que v%(0),7%(1) € S e E(y*) < L, com

k = 1,2. Observe que podemos assumir que 7! nao é uma curva constante, pois nesse

caso a prova ¢ trivial.
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Usando os lemas [3.6 e obtemos

L—1

||7@1 - 73||W1’2 = H (,761 - 73)|[szj,s2j+2} w2
=0
L—2

< Z: ¢(diStM (7" (525), 7% (525)), distas (7' (s2542), 72(S2j+2))>
+ é(distM (+'(s1). 72(31))) n @(distM (v!(s21-2). ﬂs%_z))). (3.15)

Por outro lado, pela proposicao [3.5] para todo 0 < e < 8, existe & > 0 tal que para
todo j € {1,..., L —2} temos que ||y —+2|[yr2 < & = distar (7' (s95),7*(s25)) < €. Além
disso, as funcoes ¢ e ¢ sdo continuas. Logo, se 7' e 4% estdo préximas na norma W12,

entao o lado direito de (3.15]) é pequeno. Portanto, o mapa 7 — 7. é continuo.

Etapa 2: Continuidade do mapa v, — 7.

Agora, vamos provar que . e 2 sao W12 préximas em Az. Observe que,
1
disthpa(GL 32 = [ 5= 52Pds + / Gl = A2 s

(20 [

Logo, basta mostrar que fol (3¢ — 42)'|?ds ¢é pequeno. Sejam af = dar(v*(s2),S), ak_, =
du (V¥ (s22-2), 9) e af = dar (V¥ (527), Y"(s2j42)), com j = 1,...,L —2 e AF = Zf;ol ak.
Observe que A* > 0 e além disso,

L-1

A =37 0F = dyg(1(2), 8) + -+ das ((521 ), 8) = £(2F) = €(3F) = |(F)]. (3.16)

Sabemos que cada ¥ é uma reparametrizagao de cada *. J& que essas reparametrizagoes
fixam os pontos de fronteiras, entdao pela Proposi¢ao os pontos ¥1(0) e ¥2(0) estao
préximos. Além disso, cada ¥ possui velocidade constante e sdo segmentos geodésicos

sobre intervalos da forma

%Zaf,ﬁZafl,

1<y I<j

tais que cada [ ]k C I e possuem comprimento,

Ak Zal Ak Za,

1<j I<j

’[k‘_ —a < 1.

Ak]

Observe que cada curva 7% pode ser expressa da forma ~* o Pf em relacao a cada

41



intervalo I Jk , com a? #0e Pf 1 ]k — [S2j, S2j4+2] mapas afins. Dessa forma, verificaremos,
inicialmente, que os intervalos Jk sao proximos, assim como os mapas Pf.

Para que dois intervalos estejam proximos é necessario que as distancias entre os
extremos iniciais e os extremos finais seja pequena. Sem perda de generalidade e tomando

c= max{%, ﬁ}, temos

Ly 1, Ly 1,

> (maz - ﬁ“l) <> U~ %

I<j 1<y
< Loy s |a}|? Al _ 42
—ZEM al|+ZA1A2| |

1<j I<j
Sc-Z|al1—a12|+c-Z|A1—A2|.
1<j I<j

Pela Proposicao temos que |a; —a?| é uma quantidade pequena. Assim, concluimos
que os intervalos sao proximos.

Agora, provaremos que as reparametrizacoes Pf I jk — [s2j, S2j+2] s@o préximas.
Como demonstrado anteriormente, os intervalos I J"‘ sao intervalos préximos Além disso,
temos que as reparametrizacoes Pf sao mapas afins da forma

kioy _ ok k
Pi(s) = ajs + b7,
onde os coeficientes af e bf dependem continuamente dos extremos dos intervalos I Jk e dos

pontos sg; € sg;42 que estao fixados. Portanto,

|Pj(s) = P/(s)| = |(ajs + bj) — (as + bj)]
< aj — a?l|s| + |bj + b7 (3.17)

Se s € I} N I7 entdo a quantidade ¢ igual a |aj — a?||s| que é pequena pela
Proposigao e, além disso, |s| < (I). Por outro lado, se s € I} \ (I} N I7) entdo a
quantidade é igual a |a}|[s|. Mas, |a¥| é uniformemente limitado independentemente
de jekels| <[IF\ (I} NI?)| que é pequeno pois os intervalos sao préximos. Desse modo,
concluimos que as reparametrizagoes sao proximas.

Sejam [; = I} NI?. Como os intervalos I} dependem continuamente de v} a medida do
comprimento de I\ Ufz_ol I; pode ser feita muito pequena. Observe que como I 31 e [j2 sao
intervalos préximos, onde I; = I} N 17 # () temos que {(I;) esta préximo de £(1}) e £(I7),
pois entre os extremos ocorre que I; = I 31 ayi 32 = (), mas como sao intervalos préximos

A . L-1 L-1 )
a distancia entre seus extremos é pequena. Desse modo, ;g I; = >°; €(I; N I7) estd
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proxima de £(I) = 1 quando I} N I7 # (). Assim,
L1
((nUs) - XX -4
Jj=0 J<j 1<j

que é uma quantidade pequena, conforme ja discutido.
Além disso, como 7¥ possui velocidade constante com energia menor que L, temos que
|(75)'] < L. Assim,

[ 1= < [ a1+ 162 2ds
\UI; 1\UI,

<2 / (5L [2ds + / (32)))%ds
I\UIJ' I\UI]'
=4. L2/ ds
I\Ufj
L—1
:4-L2-£<I\ Ug)
§=0

que é uma quantidade pequena.
Agora, dado € > 0, suficientemente pequeno, podemos dividir /; em duas subclasses

que dependerao do tamanho de ajl-. Desse modo,

e Se a} < € por continuidade podemos assumir que a? < 2e. Além disso, utilizando a

expressao de A* como descrita em ([3.16]), obtemos uma importante estimativa.

a’;

[Gyras s [ Aty = at =G pa

k
J

Desse forma,

[ 16 =apas < [ G416 s

I; I
<2 [ GPas 2. [ )Pl
I 2
<2-L-aj+2-L-a
<2-L-e+2-L-2¢
=6-L% e

e Agora, se aj > ¢, podemos assumir por continuidade que a3 > §. Inicialmente,

observe que, Pf ¢ uma bijecao entre os intervalos [ ]"“ e [s27, S2j42], dessa forma sua
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derivada é dada por

Portanto segue que,

/|(f~yé |ds—/| oP (72 oP2)l|dS
I

— /I H(%l)’ o le) . (le)/ _ (%2)/ o P]?) . (13]2)/]|2d8

< /I “(’7;)’ onl) . (P]1)1| + |(732),0Pj2) . (sz)/”QdS

<2. </|% oPU<lem+/ﬁveoP% <ﬁ?w>
~2- [ 10} (é)dwﬂlAKﬁﬂ”(@>d&

Ao analisar o segundo termo da desigualdade, observamos que este pode ser feito
pequeno pois, conforme provado anteriormente, v* sio préxima na norma C'. Além
disso, v* ¢ limitada na norma C? pois, de acordo com a propriedade e a

equacao das geodésicas, temos,

1
72| < sup [Au| - L] < E'LQ

Além disso, note também que cada P} e |(PF)'| sdo préximos como mapas afins e

numeros, respectivamente. Portanto,

/| |w—/ uﬁ—ﬁww+/u~ %2w+/| — 52)Pds
I\UIj Ij

é limitada por uma quantidade pequena, pois 0 mesmo ocorre com cada uma das

integrais do lado direito da igualdade, concluindo assim a demonstracao.

]

Para concluir que o mapa W é continuo precisamos ainda da seguinte proposicao, cuja

demonstracao é andloga a da proposicao anterior.

Proposi¢ao 3.11. Dado um inteiro grande L, seja v : [0,1] — M um mapa W'? e

E(y) < L. Se 7,3 sao as curvas obtidas apds as duas ultimas etapas do processo de

encurtamento por ¥, entdo o mapa Y. — Yo € continuo de W2 para Ay,

Finalmente, quanto & propriedade 2, sua demonstracao é andloga a do Lema [1.6] a

qual apresentaremos no proximo capitulo.
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3.2.3 Propriedade 3

Primeiramente, consideraremos os seguintes lemas que auxiliarao na demonstracao da

propriedade em questao.

Lema 3.12. Considere L > 0, e um intervalo I = [0,1] tal que | < % Entao, existe

C > 0 tal que se o1 : I — M ¢ uma curva Lipschitz com |o}| < L, e oy : I — M é uma

geodésica minimizante com as mesmas extremidades de oy, entao:
disti12 (01, 09) < C(E(0y) — E(0y)). (3.18)

Demonstragao. Usando (3.9) e o fato que o1(0) = 02(0), o1(l) = o2(l), obtemos,

l [ 1
/ya;y2ds—/ |a;|2ds—/ 0 — o 2ds = 2(}, o1 —0ra)
0 0 0

Analisando o lado direito da igualdade (3.19)), como o3 é uma geodésica em M, usando
a equagao das geodésicas (3.1]) e pela propriedade [(M1)| temos,

l
0

;—2/ (01— 02), ol)ds. (3.19)

1
2] < (supyy[An]) oz]” < 150l

Como o} é normal em relagdo a M, utilizando o Lema para © = oy(s) € M e
y =o03(s) € M,s € I, temos,

- 7 < o 1 |O-é|2 <1 o 2 Io-é|2 320
[((01 = 02),03)| < [(01 — 02) 7 - 16 _8\01 05| "6 (3.20)

Agora, integrando ambos os lados de (3.20)), usando que |o}| é constante com |ob] -
¢(I) < 1, pois 0y é geodésica, e aplicando a desigualdade (2.48)) temos,

: " 1 ’05‘2 : 2
; ((01 — 09),09)ds Sé' 6 J, |oy — o9o|ds
1 o! 2 l
<5 @ [ o - oy
1 : 12
<= [ (o1 —02)|7ds. (3.21)
4 Jo

Desse modo, substituindo (3.21)) em (3.19)) temos,

! ! !
/0 lo] — obPds < 2- </o o} |*ds —/0 |a§]2ds> (3.22)
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Portanto,

! !
dist%vl,z(al,@) = / (01 — 02)|*ds +/ |(o1 — 02)|*ds
0 0

l2 l !
< —. / (0, — 03)|?ds +/ (o1 — 03)|*ds
2 )y 0

<(@E+2)- (/ 2ds — / |a;\2ds)
- )

|07 ]
— O (E(01) — E(03)).

O

Agora, enunciaremos e demonstraremos um lema analogo ao anterior, mas para o caso

de fronteira livre.

Lema 3.13. Considere L > 0, e um intervalo I = [0,1] tal que | < % Entao, existe
C" > 0 tal que se o1 : I — M € uma curva Lipschitz com |o]| < L, com oy(l) € S e
oy: I — (M, S) € uma geodésica minimizante tal que 02(0) = 01(0), 02(l) € S eay(l) L S
entao:

dist12(01,00) < C'(E(0y) — E(0y)). (3.23)

Demonstracao. Integrando ambos os lados de (3.8) e usando que 01(0) = 05(0), por

hipétese, obtemos,

! ! 1
/ |af|2ds—/ |a§|2ds—/ |0 —ob|*ds = 2(0}, o1 —03)
0 0 0

Ao analisar o primeiro termo do lado direito da igualdade ([3.24]), observe que, o5 é uma

l
l_2/0 ((01—02),04)ds. (3.24)

sS=

geodésica minimizante parametrizada pelo comprimento de arco, cuja energia é menor ou
igual ao comprimento de oy, logo |o}| = E(03) < E(o1) < L. Além disso, pelo Teorema

2.45] 01(0) = 02(0) por hipétese e, a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos,

(01 — a9)(D)] = [(01 — 02) (1) — (01 — 09)(0))]

l
/ (0'1 — O'g)ldS
0

!
S/ |(o01 — 02)| ds
0

(/Ol (o, — ag)’PdS)é . (3.25)

Como 0% (1) é normal a S, podemos usar o Lema[3.4paraz = 01(l) € Sey = o2(l) € S,

VI

<1
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e a desigualdade (3.25). Portanto:

{05, (o1 = o2))] _, < é|0'§(l)| (o1 = a2) (D))

8
_ é < Ol (o1 — 02)’|2ds) . (3.26)

Passamos agora para a andlise do segundo termo do lado direito da equagao (|3.24)).

Como o3y é uma geodésica em M, usando a equagao das geodésicas e pela propriedade

temos,

1
16

Como o} é normal em relagdo a M, utilizando o Lema para © = o1(s) € M e

1
03] < (supa| Al [oz) < losl” < 7517

y =o03(s) € M,s € I, temos,

/Ol<(01 — 03),04)ds

l
1
< [ it @11 = o)
1 L?
< - /|01—02|ds

>3 16
S128 L7 /| 1~ oy)lds
1 1\? 12
§1_28(7) '§/O|(0/1—U§)|2d5
1 l
S§AK¢—¢W@. (3.27)

Desse modo, substituindo ((3.26)) e (3.27) na equacao (3.24)), obtemos,

! ! ! !
/ o} —02\ ds = —2(ch, 01 — 02) +2/ (o1 — 09), 02)ds+/ \01|2ds—/ |0;]2ds
0 0

/y —az\ds—i—/ 0! ds—/ o} Pds

I I I
/ lo} — oh|Pds < 2- (/ |J§|2ds—/ |a;|2d8). (3.28)
0 0 0

Aplicando a desigualdade ([2.48) em - ) temos,

l 2 l l !
z
/yal—@\?dsg—./ |a’1—a;|2dsgﬁ.(/ |a’1\2ds—/ |o—;\2ds).
0 2 0 0 0

ou seja,
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Portanto,

! l
dist%/vl,2<0'1,0'2) = / |(o1 — 02)|*ds +/ (01 — 02)'[Pds

=(*+2)- (/ o | ds—/|02| ds)

=" (B( E(02)).

Passemos agora ao objetivo principal da secao.

Propriedade 3: Existe uma fungao continua ¢ : [0, 00) — [0, 00) com ¢(0) = 0 tal que,

() — EQ(WV)))
2(9(y)) ‘

Demonstracao. A prova segue de estimar as distancias entre cada curva obtida em cada

etapa, ou seja, disty2(7, Ve), distyr2(Ye, Ye), distyr2(Fe,Y0) € distyrz(yo, ¥(7)).

dist32(7, U(7)) < & (

° diStW1,2 (’y, ’ye)

O processo de encurtamento nao aumenta o tamanho da curva, assim tem-se que
l(ve) < l(v) < L, conforme explicitado anteriormente. Além disso, da relacao entre
o comprimento da curva e sua energia, verifica-se que £2() < E(7y) e £2(7.) < E(7.),

como também j& discutido. Por fim, ja que |v/(s)| = ¢ temos,

([ Ms)\dsf == ([ reras) = g6

Com tais consideragoes realizadas, vamos limitar disty12(7,7.). Fixada uma
partigdo para o intervalo I = [0, 1], para etapa 1 que permite a obtengao de 7.,
aplicamos o Lema nos intervalos limitados [0, so] € [sar_2, 1] € 0 Lema 1nOS

intervalos [s9j, S2j42], com j = 1,2, ..., L — 2, obtendo assim que,
1
c 2
distha(r,30) = [ (=P + [ =20 Pl
0

=3 [ =l 41 = s

j=0 v 525

T
)

$2j+2

< Z%‘(E(V) — E(7e))

525

=C(E() — E(7e)). (3.29)
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Note que a constante C' é dada pelo somatorio das constantes descritas nos Le-
mas Lema e[3.13] Além disso, com as consideracoes iniciais, multiplicando e
dividindo o segundo membro da desigualdade m por L2, concluimos que,

2

disths(1.70) < HO(ER) — EG) < G, (

4 (7) — £ (78)

L*C = (.
) ), com L“C' = (C}

(3.30)

diStwl,z (’y& ’Pye)

Na segunda etapa do processo e encurtamento, 7y, pode ser vista como uma repara-
metrizacao de 7., ou seja, v, = Y. o P, onde P : I — [ é um mapa afim por partes
que cumpre a condicao de Lipschitz. Assim, nos pontos onde P é diferenciavel temos

que |P'| < L e a velocidade de 7, é dada por
Vel = 1(Fe o P)'| = 5. 0 P - [P

onde 4. o P denota a velocidade de 4, no ponto P(z). Como 7, possui velocidade
constante, temos que |3.| = £(%.) e |7, o P| = |7.|. Além disso, 7. é uma reparame-

trizagao de 4., logo £(.) = ¢(7.). Portanto,

P| = A :!'yé\:w_ 1
Feo Pl el £(%)

Da monotonicidade de P temos que |P’| = P’. Desse modo, integrando a igualdade

acima no intervalo I = [0, 1] temos,

1
/ Plds =1.
0
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Portanto:

1 1 1 1
/(P’—l)st:/(P')st—Q-/ P'ds—i—/ lds
0 0 0 0
1
:/ |P'|*ds — 1
0
1 2
_ A
‘/ (i) -1

AL
I%

/ oL Pds — 1
'Ye

76 _62 )
2(%e)

(y) = ()
- 2()

onde usamos na tltima desigualdade que E(7.) < E(y) = £*(v), pois v tém veloci-

sds — 1

(3.31)

dade constante.

Desse modo, para limitar disty1.2(7e, Je), como 7¥.(0) = 3.(0) e Y.(1) = F.(1), com-
binaremos a desigualdade com a seguinte estimativa.

1 1
/w;—w?ds:/ (50 P)- P — !%ds
0 0
1
s/ (IGLoP)- P~ 50 P+ i o P —4ll)ds
0

1
<2 ([ 16tor)- P =5 PP 4 RoP-qPds). B3
0

Agora, analisaremos cada um dos termos do lado direito de [3.32] Para o primeiro

termo, observe que 4, possui velocidade constante, |3.| < L, com L > 1. Portanto:
1 1
| 1Giep)-P =50 PRas = [ |G P)- (P - DPds
0 0
1
= [ 16 PR 1P = 1)fas
< supy 1] / (P~ 1)Ps

<2 / (P — 1)[2ds. (3.33)

Em relagao ao segundo termo de [3.32] usaremos o fato de que 7. é uma geodésica

20



por partes. Desse modo, usando a propriedade - )l fora dos pontos de quebra,

temos |¥/| = |Anm (YL, 7L)] < 16 Se z,y € I nao sao separados por pontos de quebra

de 4., pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos,

/ (7.)'ds
Y

Agora, se z,y € I sao separados por pontos de quebra de 7, dividiremos o intervalo

2

N ~ L
fule) = 7.0)| = < [lAnGLas < G le -l 63

I =10,1] em dois conjuntos I; e I5. Defina I; é o conjunto dos pontos cuja distancia

a um ponto de quebra de ¥, menor ou igual a (fol |P' — 1|2ds)z. Entdo

1 3
(1) < 2L - (/ P — 1]2ds> :
0

Como P é um mapa afim, entdo P(0) = 0, de onde obtemos,

gx%-(/owm(s)—u?ds) (/ |P(s) — 1 ds)l.

Assim como || < L, entdo em [; vale

|P(z)—x| <

OI(P'(S) —1)ds

pr—%&ws/(Mom+wm%s

11 Il

< 2-/ (17e o PP + 17c[?) ds

1

<8L*. ( 01 |P'(s) — 1|2ds) By (3.35)

1
e (fol |P'(s) — 1|2d3) * > L = |s; — s;11| entdo I = . Desse modo, suponhamos

1
que (fol |P'(s) — 1|2ds>2 < 5-. Dessa forma, se x € I, entdo P(z) e z nao sao

separados por um ponto de quebra de 7, utilizando as desigualdades (3.34)) e ([2.48)
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obtemos

|¢opu»—vum%s</1wapm»—xo%s
e e —_ 16
L4
< —
- 256

< P'(z) — 1]*ds. 3.36
_2%/1 ds (3.36)

Assim, combinamos em (3.32)) as desigualdades (3.33)), (3.35)) e (3.36]), juntamente

com ([3.30) e (3.31]) obtendo:

I

|P( ) — z|*ds

1 1
| re=tpas< [ 260 Py P =5 PR+ 2050 P— 51 fds
0
< 2IL7 1) P(s) — 12
2L/\ \ds+128/| 2ds

+16L° (/ |P'(s) — 1 ds)
<o () i ()

o (5452)

- (21;2 5t 16L3) ( %)) : (3.37)

.
V

Portanto, pelas desigualdades ([2.48]) e (3.37))

1
dlStW1 2(’767’73) - / |’7e 76|2 + h/e e| )d

/I% el d8+/ RARARE
< (—+1) / RARARE

2 0

2

() 0

Cy

Assim,

distZ12 (e, Fe) < Cs - (%) : (3.38)

i diStwl,2 (5/67 'YD)
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Para a etapa 3 de W, basta aplicarmos o Lema sobre os intervalos limitados

[S2j-1, 82j4+1] com j =1,2,..., L — 2, de onde obtemos,

distiy12 (Fe, 70) < %LQD' [E(e)—E(70)] < Cs- (E ﬁe%?’yi)(%))) , com L>D' = Cs.
(3.39)

dist (70, ¥(7))

Como 79 é uma geodésica por partes e U(y) é sua reparametrizacao, entao pelo
Lema existe D" tal que Cy = L?D" ¢ assim

sty (0, ¥(7)) < 752D [B(0) — B(U(3))] <

c, (ﬁQ(%) - 62(‘11(7))) .

(U (y)
(3.40)

Finalmente, combinando (3.30)),(3.38)),(3.39) e (3.40)), temos,

distZ12(y, U(v)) < Oy (—g w;;yf) (%)) + Oy <—£ (722(%5) (%))

(%e) — (70) (o) — C(¥(v))
o (™) v (Mamay ) @

Note que por (3.14]), temos
1 < 1 < 1 < 1 < 1
0(y) T l(ve) T L) T L(vo) T (T(y)

e valem as seguintes relacoes

KQ(,Y) - KQ(’}/@) > O’ EQ(V@) - KQ(’?E) > 0,
P(Fe) = () >0,  E(y) = (¥(7) > 0.

Assim, escolhendo C' = max{Cy, Cs, C5, Cy} e substituindo em (3.41])

distfy12 (7, ¥(7)) < 7 ¢ [C(7) = C(ve) + .. + C70) — C(¥ ()]

(W(v))

Portanto,

g0 o (CEL=E0DY,

V(7))

3.2.4 Propriedade 4

Dada v € Ap se ¥(y) = v entdo v € G, isto é, pontos fixos de ¥ sdo geodésicas com

fronteira livre em S.
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Demonstracao da Propriedade 4. Observe que se v é uma curva constante entao o resul-
tado é imediato, pois 7 é geodésica por definicao. Portanto, consideremos v nao constante.
Como o processo de encurtamento nao aumenta o tamanho da curva em suas etapas

temos que,
() = €(ve) = €(Fe) = L) = €T (7).

Além disso, 0 mesmo ocorre com a energia, isto é:
E(y) 2 E(ve) 2 E(Ye) = E(0) = E(¥(7)). (3.42)

Por hipdtese W(y) = ~ entdo a energia de ¥(y) e v deverd ser a mesma, ou seja,
E(¥(v)) = E(v). Desse modo, fazendo ~y, + 7., temos que E(v.) = E(7.) = *(7.), onde

E(F.) = ?(7.), pois 7. é parametrizada proporcionalmente pelo comprimento de arco. E
agora aplicando (3.31)) obtemos,

! /o 1)\2 g = E('76>_€2(’76) - €2(&e)_€2(§/e) _
AR Gy ey

Portanto,
1
/ (P,’y —1)%ds = 0.
0

Por outro lado, P,, ¢ um mapa afim mondétono por partes, ou seja,
P, () = a5 +b;.

Deste modo, fol(PV’e — 1)%ds = 0 se, e somente se, (P!, —1)> = 0, o que nos garante
que P,, = Id e assim podemos concluir que . = 7.

O raciocinio analégo se aplica para vy + 7, relembrando que 59 = ¥(7) e assim
P,, =1d, da mesma forma, temos vy = 7.

Combinando com FE(VU(v)) = E(y) temos que E(y) = E(v.) = E(y0). Assim,

pelos Lemas e temos,

diSt%/Vl’2 (77 76) < C’1 (E(“Y) - E(Ve)) =0= Y= Ve, (343)

distiy2 (Ve 70) < Co(E(ve) — E(9)) =0 = 7. = %0. (3.44)

Logo, por (3.43)) e (3.44)) concluimos que v = v, = 7.
O fato de v = . implica que os pontos de quebra de v s6 podem aparecer em 7(Ss;)

com j=1,2,....L—1, e~ éperpendicular a S nos pontos de fronteira. Além disso, como

os pontos 7y(sz;) sdo pontos suaves de 7, portanto v nao tem pontos de quebra. O
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3.2.5 Propriedade 5
Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se v € Ay e dist(v,G) > € entao £(V(y)) < £(y) — 0.

Demonstracao da Propriedade 5. Suponha por contradicao que existe um € > 0 e uma

sequéncia de v; € Af (geodésicas por partes) tais que,
1 .
V() > l(vy) — = e dist(y;,G) > e > 0.
J

Note que a segunda condicao implica que o comprimento ¢(7y;) é limitado inferiormente
por uma constante positiva que independe de j. Em relagao a primeira condi¢ao temos
que, elevando ambos os membros da desigualdade ao quadrado e multiplicando-a por

(—1), obtemos, -
—((y;)) < ﬁz(%)Jr%(%)j e

Pela propriedade (3), existe uma fungao continua ¢ : [0,00) — [0,00), com ¢(0) = 0,

tal que,

diSt%/VLg (’Yj, W(Vj)) <o (e (ijz(wié\f)(VJ))) .

Assim, passemos a analise do quociente do segundo membro da desigualdade acima.

(ﬁ(%) — 1 ('7]) + 2€(%)% - i2>

(52(%) - 52(‘1’(%')))

(¥ (7)) (¥(y5))

[8-3) ]
: (26% _%2) (%) —2Mj)§+ji2
) (W% ) Eer—aeT s

Como ¢(v;) é limitado inferiormente por uma constante positiva que independe de
j, conforme ja mencionado, entao ¢*(y;) também satisfaz essa propriedade. Portanto,
podemos concluir que o numerador da expressao converge para zero, mas seu denominador
nao. Logo,

— 0.

(WW) —EZ(W(%))) < 2j(y;) —1
(0 () " (E0) - 2t + %)

Desse modo, temos que,

() — 52(‘1’(%))) 0.

diStIQ/Vl,2 (’Yj, \Ij('yj)) < ¢ ( 62(\1’(7]‘))
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Logo,
diStIQ/VL2 (’7]‘, \I/(’}/j) — 0.

Pela Proposicao A é compacto, entao a sequéncia 7; possui uma subsequéncia
que ird convergir para alguma v € Ap, e o mesmo vale para a sequéncia U(v;). Pela
propriedade 1, ¥ é continua em Ay, o que implica que ¥(y) = v, que pela propriedade 4,
implica que 7 € G, o que contradiz o fato de dist(y, G) = lim;_, dist(v;, G) > e. ]
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Capitulo 4

Existéncia de Geodésicas com

fronteira livre

Neste capitulo, discutiremos a aplicacao do processo de encurtamento modificado de
Birkhoff para as varreduras (veja Defini¢ao abaixo), além de apresentarmos a demons-
tracao do Teorema [4.9 que é uma consequéncia do Teorema [4.8|

Ao longo do capitulo M™ denota uma variedade Riemanniana homogeneamente re-
gular, enquanto S* C M™ é uma subvariedade fechada e mergulhada, k& < m, as quais

satisfazem as propriedades da secao [3.1.2]

4.1 Existéncia de geodésicas minimizantes

Antes de provar a existéncia de geodésicas com fronteira livre no caso geral, trataremos

nesta se¢ao do caso onde podemos obter uma geodésica minimizante.

Teorema 4.1. Suponha que L € uma classe de homotopia livre nao-trivial, de curvas com
extremos em S. Entao L contém uma geodésica minimizante v : I — M com fronteira

livre em S.

Demonstracao. Seja U um dominio convexo e com fecho compacto, o qual contém S, e tal

que toda curva em £ é homotopica na mesma classe a uma curva contida em U. Defina
d=1inf{l(v):~v € L}.

Afirmamos que d > 0. Suponha o contrario. Entdo existe uma sequéncia de curvas {o;}
na classe £ tais que lim; ,¢(0;) = 0, e 0;(/) C U. Como U é compacto, podemos
cobri-lo com um numero finito de bolas geodésicas convexas, logo a propriedade anterior
implica que para j grande o suficiente temos que o;([) estd contido em uma das bolas,
a qual necessariamente intersecta S. Consequentemente a curva o; é homotdpica a um

ponto via curvas com extremos em S, no entanto isto contradiz o fato que £ é nao trivial.
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Seja {7;} uma sequéncia de curvas diferencidveis por partes em L tais que ¢(v;) —
d, e v;(I) C U. Construindo homotopias localmente, podemos supor que cada 7 ¢é
uma geodésica quebrada definida no intervalo [0, 1] e parametrizada proporcionalmente

ao comprimento de arco. Seja L = sup {(v;). Como

52
dist(yy(s1),(s2)) < [ bis)ds < Lisa =)
81

para todo s; < sy € [0, 1], segue que a sequéncia 7, é equicontinua.

Como o fecho de U é compacto, existe uma subsequéncia de {v;}, que continuaremos
a denotar {7;} para nao carregar a notacao, que converge uniformemente para uma curva
continua 7y : [0, 1] — M com extremos em S.

Seja agora 0 = sg < 81 < -+ < § < Skp1 = 1 uma particao do intervalo [0, 1] de modo
que 70‘[si75i+1} esta contida em uma vizinhanca totalmente normal, com ¢+ = 0,1,--- [k e
7%(0) e v(1) € S. Defina v : [0,1] — M como sendo a curva diferencidvel por partes

é o tnico segmento geodésico que liga os pontos Yo(s;) € Yo(si+1), para

tal que ~ fsi.561]
i = 1,....k — 1. E facil ver que v € L, construindo homotopias locais dentro das
vizinhanc¢as uniformemente normais.

Afirmamos que ¢(y) = d. De fato, suponha por absurdo que /() > d e seja

((y) —d
2k +3

€ =

Seja j um inteiro tal que
U(yy) —d <e

dist(;(s),7(s)) <€, Vs €0, 1]

Denotando por 4" =~ sisiea] €V = Villsiosiaa)’ temos
k k
D 1) + 2€] = £(y;) + 2(k + Ve < d + (2k + 3)e = £(7) = > ("),
i=0 i=0

de modo que existe um inteiro 0 < i < k tal que
E(vé) + 2e < f(vi)

contradizendo o fato que ~* é minimizante.

Parametrizando 7 pelo comprimento de arco, temos que 7 : [0, d] — M é uma geodésica
quebrada que tem comprimento minimo na classe £. Mostraremos agora que vy é uma
geodésica com fronteira livre. Para isso, basta mostrar que ~ é regular nos pontos p; =
v(si), i =1,..., k. Suponha por absurdo o contrario e seja B uma bola convexa centrada

em p;. Escolha pontos ¢, ¢2 € ([0, 1]) N B de modo que o triangulo geodésico p;q1¢2 seja
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homotépico a um ponto. Considere a curva constituida pela geodésica minimizante q;¢
e pelos dois arcos de 7 cujos extremos sao respectivamente y(sg), g1, € Y(Sg+1), ¢2. Essa
curva esta na classe £ e tem comprimento menor que v, uma contradicao. Além disso,
como a curva ¢ minimizante, segue da Proposicao que seus extremos encontram S

ortogonalmente. O

4.2 Varreduras e a largura

Defini¢ao 4.2. Um mapa continuo F : [0,1] x I — M, com coordenadas (t,s) € [0,1] x I,

¢ chamado de varredura se cumpre as sequintes condi¢oes:
o [(t,-) e WH(I, M) e F(t,0), F(t,1) € S, para todo t € [0,1].
o t — F(t,-) é um mapa continuo de [0,1] para W12(I, M).
e F(0,-) e F(1,-) sdo mapas constantes.

A nomenclatura varredura vem do seguinte caso especial. Suponha que M é uma
superficie compacta e S = OM. Entao intuitivamente uma varredura é uma familia de

curvas que varre toda a superficie M.

Exemplo 4.3. Considere
M ={(zv,y) €R*|2? +y* <1}, S=0M,
e 0 mapa continuo F :[0,1] x I — M definido por

F(t,s):( 1—(2t—1)2(2s—1),2t—1>.

Efdcil ver que todas as propriedades da defini¢cao anterior sao vdlidas, logo este mapa é

uma varredura. O

Figura 4.1: Varredura do disco

Exemplo 4.4. Considere M = R? ¢ S = ~ uma curva fechada como na figura a sequir.
Note que a familia de curvas representada na figura é uma varredura por curvas com

extremos em S. Neste caso, a codimensao de S € maior que 1. O
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Figura 4.2: Varredura com extremos em uma curva fechada de R?

Denotaremos por €2 o conjunto de todas as varreduras (no contexto da definigao {4.2)).
Duas varreduras sao ditas homotopicas, se os mapas sao homotopicos como mapas de
[0,1] x I para M por mapas que também sao varreduras no espago € . A cada varredura,

associamos um invariante min-max basico chamado largura.

Figura 4.3: Varreduras homotdpicas a varredura do disco

Definicao 4.5. Dada F* € Q, definimos [F*] como o conjunto de todos mapas F € 2

que sao homotdpicos a F* € Q. Assim, definimos a largura de [F*| como

W =W([F*]) = inf max E(F(t,-)),

Fe[F*] te[0,1]
onde E(F fo 8F (t,s) ’ ds.

Observe que a largura é sempre nao-negativa e afirmamos que W > 0 se F'™* representa
uma classe de homotopia nao trivial em §2. De fato, suponha por contradicao que a largura
W = 0. Entao existe uma varredura F' homotépica a F* e a energia de cada F'(t,-) é

suficientemente pequena, portanto F'(t,-) estd em uma vizinhanga geodésica convexa de
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S. Assim, pela propriedade podemos deformar F'(¢,-) continuamente num ponto por
curvas cujos extremos estao em S, o que contradiz o fato de F* ser homotopicamente nao

trivial.

4.3 Modificando Varreduras

A ideia para mostrar que existe uma geodésica com fronteira livre é considerar uma var-
redura F* com a largura associada satisfazendo W > 0, e entao considerar uma sequéncia
de varreduras {F}} com F; € [F*], Vj, tal que

lim max E(F;(t,-)) = W.
Jj—o0t€[0,1]

Ingenuamente, se espera entao que uma subsequéncia de fatias nessas varreduras converge

para uma geodésica com fronteira livre v : I — M, tal que {(y) = E(v) = W. No entanto,

pode acontecer que as fatias com energia préxima de W nao estejam préximas de nenhuma

geodésica. A ideia é entao modificar as varreduras através do processo de encurtamento,

de modo a obter a propriedade desejada.

Conforme apresentado no capitulo anterior, o processo de encurtamento foi definido
para curvas no espaco Ay. Nessa se¢ao, vamos aplicar um processo similar para curvas
quaisquer, mais especificamente, para as curvas que compoem uma varredura F' € €, de
modo que as novas curvas pertencem ao espacgo Ay.

Inicialmente, vamos assumir que a energia maxima das fatias F(t)(-) = F(t,-) ¢ limi-

~

tada por um nimero W, ou seja, maxcpo,11 E(F'(t,-)) < W. Desse modo,

e (F(t,w), E(t0) < (Bt 9)],,,.)

= / 8,F(t,s)|ds

u

1

Agora, iremos deformar F em F, de forma similar as etapas 1 e 2 do processo de
encurtamento modificado, descritas na secao|3.2.1, embora as curvas originais nao estejam
no espaco Ay.

Por (4.1, observamos que cada I3 (t,-) é uma fungao de Hélder uniformemente continua
com expoente igual a % Desse modo, escolhendo uma partigao P = {0 = s, S, ..., S, = 1}

do intervalo I = [0, 1] tal que P ¢é uniformemente espacada e |s; — s;41]| < %, para todo
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j temos
dyr(F(t, ), F(t, 8501)) < |85 — s01|2 - W2 = 2, (4.2)

Note que, além disso, por e[.2] para todo t € [0,1] e j=1,2,..,N —1

14 (F(t, ) ) < 2.
[55,55+1]

Portanto, podemos aplicar o equivalente a etapa 1 do processo de encurtamento em
F(t, -) pelas propriedades e e assim obter F.(¢,-). E por fim, pela etapa 2,
ao reparametrizar F,(t,-) obtemos uma curva de velocidade constante F,(t,-). Pela pro-
posicao , o mapa t — F.(t,-) é um mapa continuo de [0, 1] para W'2(I, M) e, além
disso, F.(t,-) € Q.

Para provar a condicao de Lipschitz para Fe(t, -), observe que tais curvas possuem

velocidade constante, logo

|asﬁe(ta )| = /O |8sﬁe(t7 S>|ds - E(Fe(tv )) < E(F(t7 )) < W%7

onde utilizamos (4.1)) para a obtencao da tultima desigualdade. Observe que essa estimativa
ocorre fora dos pontos de quebra. Dessa forma, pelo Teorema onde 85F6(t, ) é

diferenciavel, obtemos

A (Fult,u), Folt,0) < £(Fult, )] ,,,) < lo—ul - W
Portanto, ﬁ’e(t, -) é limitado com constante de Lipschitz W2. E assim, podemos conluir

que Fe(t, -) € Ar para algum L € N, com L maior que n e Ws.

Lema 4.6. Considere F(t,-) € Q e F.(t,-),F.(t,-), conforme descritas acima. Entdo
E(t,-), F.(t,-), Fu(t,-), sdo todas homotdpicas em €.

Demonstracao. Primeiramente, provaremos que Fé homotépica a F, no espaco ). Desse
modo, levando em consideragao os L pontos de quebra, 0 = sg, s1,...,5;, = 1, que deter-
minam a sequéncia de intervalos, [0, s1], [s1, S2], ..., [Sz_1, 1], deformaremos F em L etapas
de maneira indutiva.

Assim, para r € [0, s1], definimos o mapa B : [0,1] x I x [0, s1] — M tal que,

~ A

H(F(t,r))(s), se0<s<r

B(t,s,r) =% _
F(t,s), ser <s<1

onde H é dada por (3.7) e esté definida no intervalo [0,7] com 0 < r < s,. Para concluir-

mos que B(-,-,r) € Q, paratodor € [0, s1], utilizamos a continuidade de B, a continuidade

A

e definicao de H e que H(F(t,r)(s) = F(t,r). Isso garante que B(t, -, o, = H(F(t,r))

estd em W12([0, 7], M) e que, colando tal funcéo com F(t, *)|fr,1), obtemos uma funcao em
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W12(]0,1], M). Portanto, B(-,-,7) € Q e define uma homotopia entre B(t, s,0) = F(t, s)
com B(t,s,s1) = Fi(t,s) € Q.

Agora definiremos, de forma indutiva, a aplicacdo B(t,s,r) como uma homotopia
entre Fj(t,s) e Fj41(t,s) quando r € [s;,s;41], com 1 < j < L — 2. Portanto, assuma
que Fy, ..., Fj e B(-,-,r) estdao bem definidas para r € [0, s;] onde B(-,-,7) : [s;, Si41] =
é uma homotopia entre F; e Fj1; com 1 <1 < j — 1. Desse modo, para r € [s;,s;j41],

definimos B : [0, 1] x I X [sj,sj+1] = M por:

H(Fj(t,s;), Fj(t,r))(s), ses;<s<r

B(t,s,r) =
F;(t, s), se0<s<sjour<s<l

onde H ¢ definida por (3.13). Onde o intervalo em que H(-,-) estd definida é [s;, 7] com
8; <1 < Sjyq.

Para concluirmos que B(-,-,r) € €, para todo r € [s;, s;+1], utilizamos a continuidade
de B, a continuidade e defini¢do de H e que H(Fj(t,s;), Fj(t,r))(s) = (Fj(t,s;), F;(t,r)).
Isso garante que B(t,-,7)|is,.s,0.] = H(Fj(t,s;), Fj(t, 7)) estd em W([0,r], M) e que,
colando tal fungao com Fj(t,-)|p,1, obtemos uma fun¢ao em W*2([0,1], M). Portanto,
B(-,-,r) € Qe define uma homotopia entre B(t, s, s;) = Fj(t,s) e B(t,s,sj41) = Fj+1(t, s).

Da mesma maneira, utilizando argumentos similares, podemos definir, por meio de H,

uma homotopia entre Fr,_; e F, por:

H(Fp1(t,r))(s), sesp.1+1—-r<s<l1
B(t,s,r) =
Fr_4(t,s), se0<s<sp1+1-—7r

Agora, provaremos que F. é homotdpica a F, no espaco . Como Fe(t, -) é uma
reparametrizacio de F,(t,-), temos que F,(t,-) = F.(t,-)o P;, onde P, : [0,1] — [0, 1] é um
mapa afim mondtono por partes. Conforme demonstrado anteriormente, na Proposicao
[3.10] P, depende continuamente de t. Assim, vamos definir o mapa J : [0,1] x I x [0, 1] —
M por

J(t,s,m) = F.(t,(1 = r)Py(s) +15)

que é uma homotopia entre J(-,-,0) = F, e J(-,-,1) = F,. Além disso, J(-,-,7) € Q para
todo r € [0,1]. Por fim, observe que se {(F.(t,-)) = 0 podemos considerar P, = Id e a

aplicacao J ainda permanece bem definida. O

Para concluirmos o processo de encurtamento, resta aplicarmos as etapas 3 e 4. Desse
modo, deformamos Fe(t, -) em Fy(t,-), ou seja, em cada intervalo da forma [Sa;_1, S9;41]
substituimos F,(t,-) por geodésicas minimizantes de modo a obter o mapa Fy(t,-). Por
fim, reparametrizando Fy(t,-) obtemos um mapa de velocidade constante Fy(t,-) tal que

Fo(t, ) € Ap para todo t. Além disso, observe que pela propriedade 1 de ¥ e sua de-
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monstragao, os mapas Fy(t,-) e Fy(t,-) sao mapas continuos de [0, 1] para W12(I, M), e
portanto Fy(t,-) € Q.

Lema 4.7. Sejam F,(t,-) € Q, e Fy(t,-) e Fy(t,-). Entio F.(t,-), Fy(t,-), Fy(t,-), sdo

todas homotopicas em S).

Demonstragao. Inicialmente, provaremos que F, é homotdpica a Fy no espago 2. Desse

modo, definimos o mapa C': [0,1] x I x [0,1] — M tal que
C(t,s,r) = H(E.(t,r), Fo(t,r))(s)

onde H ¢ a aplicacao definida por (B.13). Observe que C' ¢ um mapa continuo, pois H
é uma aplicacdo contiua, e ainda C(-,-,0) = F, e C(-,-,1) = Fy. Portanto, C' é uma
homotopia entre Fe e Fy.

E por fim, provaremos que Fy é homotépica a Fy no espago 2. Sabemos que Fo(t, ) é
uma reparametrizacio de Fy(t,-), logo Fy(t,-) = Fy(t,-) o P, onde P, : [0,1] — [0,1] é um
mapa monotono afim por partes. Conforme demonstrado anteriormente, na demonstracao
da Proposi¢ao .10, P; depende continuamente de t. Entao, o mapa S : [0,1] x I x [0, 1] —
M tal que

S(t,5,7) = Fy(t, (1 — 7)P(3) + 75)

é uma homotopia entre S(-,-,0) = Fy(t,-) e S(+,-, 1) = Fy.

4.4 Teorema Min-Max e Existéncia de Geodésicas

Antes de seguirmos para o objetivo principal desta secao, um questionamento natural
que surge é: Sob quais condi¢oes podemos encontrar classes de homotopias de varreduras
[F™*] que sdo nao triviais implicando assim W ([F*]) > 07 A seguinte condicao topoldgica
garante a nao trivialidade da varredura: Se o grupo de homotopia relativo mo (M, S) (veja
Capitulo 4 em [7]), é nao trivial, entdo existe um mapa do disco D em M, cujo bordo
esta contido em S que nao é homotopico com extremos livres a um mapa constante. Isso
permite tomar qualquer varredura nao trivial do disco e "passar” para (M, S).

Nesta secao, provaremos a existéncia de uma geodésica nao trivial com fronteira livre

em S. Para isso, consideraremos o seguinte teorema:

Teorema 4.8. Dada F* € Q com W = W([F*]) > 0, entdo eziste uma sequéncia de

varreduras {F;}jen C [F*] com

lim max E(Fj(t,-)) =W,

Jj—o0 t€[0,1]
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e tal que, para todo € > 0 existe um 6 > 0 satisfazendo o sequinte: se j > % e para algum
to € [0, 1] temos E(Fj(to,-)) > W — 0, entao dist(Fj(to,-),G) < e.

Demonstragdo. Considere uma sequéncia de varreduras {F}};en C [F*] tal que

- 1
ax E(F; t,- <WwW -

max E(Fj(t,)) < 3

Conforme demonstrado nos Lemas e , é possivel deformar cada varredura ]5] em
uma varredura F; de modo que E(F;(t,-)) < E(F;(t,-)) para todo t € [0, 1], conforme ja
discutido anteriormente, e Fj(t, -) estd em A para todo t. Além disso, Fj ¢ homotopica

a FJ em {2 conforme o Lema , logo F; € [F*]. Portanto,

max E(F;(t,-)) < max E(F(t,-)) < W+1, (4.3)

Agora, aplicaremos o processo do mapa de encurtamento modificado de Birkhoff em
cada curva F(t,-) de modo que a obter uma nova curva F; = W(F,(t,-)) € Ap. Esse
processo define uma aplicacdo continua Fj : [0,1] x I — M a qual, pelo Lema é
homotopica a F™.

Além disso, como sabemos que os comprimentos nao aumentam durante o processo,
podemos inferir que E(F}(t,-)) = (2(Fj(t,-) < (3(F;(t,-)) = E(Fj(t,-)). Assim,

Por outro lado, pela relagao estabelecida em (4.3)) temos,

E(F;(t,-)) < E(Fi(t,)) < E(F;(t. ) <W + =.
mnax (g(,))_tem[% (J(,))_trg[gf] (F5(t,-) < +3

Fazendo j — oo obtemos

lim max E(Fj(t,-)) =W = W([F"]).
Jj—o0t€[0,1]

Agora provaremos que {F;} satisfaz as condigoes do teorema. Vamos supor que {F}}
nao satisfaz tais condicoes, desse modo existem e > 0, uma sequéncia o; > 0, com
lim; ,.,0; = 0, uma subsequéncia F},, com j; > 5%_ e uma sequéncia de t; € [0, 1], tais
que E(Fj,(t;,-)) = C*(Fj,(ti,+)) > W — 6; mas dist(F},(t;,-),G) > e.

Como E(Fy(t;,-) < B(F(t,)) < W+ 1 < W45 ¢ B(Fy(t,)) = C(Fy(t,")) <
A(F,(t,,)) = E(F (L, )), temos,

W —6; < C(Fj(ti, ) < C(Fj(ti, ) S W +6;
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Agora, denote F; = Fj,(t;,-) e F; = Fj(t;,-). J4 que W > 0 entdo ((F;) > $ para i

suficientemente grande. Entao, pela propriedade 3 de W, existe uma fun¢ao continua ¢

tal que,
— C(F) — 2(F)) €
dist?,1.(F;, F;) < vV U) <o
1S W1,2( )_Cb( KQ(FZ-) ) =5
para i suficientemente grande, com F; = W(F}).
Portanto, pela desigualdade triangular, temos,
dist(F;, G) > dist(F;, G) — dist(F), Fy) > ¢ — % - %
mas isso contradiz a propriedade 5 de V. O

Teorema 4.9. Seja F* € Q tal que W = W([F*]) > 0. Entao existe uma geodésica
nao-trivial v : I — M com fronteira livre em S, tal que E(y) = W.

Demonstracao. Suponha que nao existe uma geodésica como no enunciado. Considere
uma sequéncia de varreduras {Fj}jey C [F*] como no Teorema anterior. Dado € > 0,
temos que se j é suficientemente grande e Fj(t,-) tem energia proxima de W, entdo
dist(Fj(t,-),G) < e. Segue da hipétese que os elementos de G préximos de Fj(t,-) sao
necessariamente curvas constantes. No entanto curvas constantes tem energia nula, o
contradiz o fato de que W é positivo. Portanto, existe uma geodésica nao-trivial v : [ —

M com fronteira livre em S. O
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