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RESUMO

Diante de instancias intrataveis de problemas de decisao, assim en-
tendidas como entradas para os respectivos algoritmos que sejam tao longas, que
nao permitem que se assegure o processamento de tal algoritmo sobre a dada
cadeia num tempo aceitavel por um computador real, uma das estratégias co-
mumente empregadas consiste em aceitarmos uma probabilidade de erro numa
margem toleravel em troca de garantia de execugao assintoticamente mais rapida
ou menos dependente de armazenamento de informagao, seja no pior caso, seja
no caso médio. Nesta linha, encontram-se as técnicas de testabilidade de propri-
edades de estruturas discretas. Neste trabalho, busca-se apresentar modelos de
testabilidade estudados na literatura e contribuir com o aprofundamento e sis-
tematizacao de determinada abordagem do estudo da testabilidade de algumas

destas estruturas discretas sob a Otica de uma teoria de isomorfismos.
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ABSTRACT

In face of intractable instances of decision problems, so understood
as entries for the respective algorithms that are so long that do not enable to en-
sure the processing of such algorithm on the given chain in an acceptable time by
areal computer, one of the commonly employed strategies consists in accepting a
probability of error in a tolerable margin in exchange of an asymptotically faster
performance guarantee, or less dependent on the storage of information, whether
in the worst case or in the average case. In this line, are found the techniques of
testability of properties of discrete structures. In this work, it is sought to present
models of testability studied in the literature and contribute with the deepening
and systematization of certain approach of the study of testability of some of

these discrete structures under the perspective of a theory of isomorphisms.
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1 INTRODUCAO

Tradicionalmente o tempo de execucao de um algoritmo, normal-
mente contabilizado em nimero de operacdes que o algoritmo leva para processar
a entrada, seja no pior caso, seja no melhor caso, seja no caso médio, € uma das
mais importantes preocupagoes do estudo dos algoritmos na Teoria da Computa-
¢ao. Muitas vezes conseguimos melhorar o tempo de execucao de um algoritmo,
quando abrimos mao da certeza do resultado dado pelo mesmo, o que abre es-
paco para os algoritmos probabilisticos. Esses algoritmos tomam a informacao de
entrada, processam-na mediante um processo aleatério e ddo uma saida com de-
terminado percentual (alto) de certeza. Dada a sua propria natureza, assume-se
que o algoritmo pode falhar em certas execugoes, mas o alto grau de certeza e o
ganho de tempo de execucao em relacao aos seus rivais (algoritmos determinis-
ticos para o mesmo problema), em certa medida, compensam o risco de falha.
Dentre os algoritmos probabilisticos, ha os chamados algoritmos de Las Vegas,
para os quais a probabilidade de acerto do resultado € igual a 1, mas o numero
de operacoes realizadas é uma variavel aleatéria, e ha os algoritmos de Monte
Carlo, para os quais se admite que haja erro no resultado encontrado, mas a pro-
babilidade de acerto deve ser maior do que % Quando mencionarmos, ao longo
deste trabalho, algoritmos probabilisticos, estaremos nos referindo a algoritmos

de Monte Carlo.

Um algoritmo sublinear é um algoritmo capaz de produzir uma saida
sem acessar toda a entrada, mas utilizando somente a uma parte dela. Tipica-
mente esse tipo de algoritmo é concebido para problemas em que lidamos com
grandes quantidades de informagao. Em outras palavras, convém cogitar proje-
tarmos algoritmos sublineares em situagoes em que suas entradas sejam repre-
sentadas por expressoes gigantescas. Trata-se de algoritmos que nao leem toda

a entrada, processam uma informagao correspondente a um pequeno fragmento



da entrada, e dao a sua saida, que, em regra, podera ser correta com maior ou
menor probabilidade, dependendo da magnitude relativa do fragmento lido, da
natureza do problema e do meio de acesso a entrada. Se um algoritmo selecio-
nar uma pequena amostra da entrada sempre pelo mesmo procedimento, sujei-
tara a computacao a diversos vieses do ponto de vista estatistico. Nesse sentido,
imagine-se um algoritmo que, ao processar cadeias de simbolos sobre um alfabeto
(ou strings), 1é os primeiros k simbolos de qualquer entrada mais longa do que k,
para algum k constante, e depois faz suas escolhas usando apenas estas informa-
¢oes preliminares, antes de chegar a informacao de saida. Esse algoritmo podera
ignorar aspectos relevantes da entrada, em geral, mas isso também depende da
natureza do problema. Por esse motivo, é natural esperar que um algoritmo subli-
near, para que possa garantir alta probabilidade de correcao, deve ser, também,
um algoritmo probabilistico. Ao menos a selecao da amostra da entrada deve ser

um processo aleatorio, evitando, assim, vieses de selecao da amostra.

Nesse contexto de algoritmos probabilisticos sublineares, encontra-
se a testabilidade de propriedades, em que se procura verificar por algoritmos
de decisao, com alta probabilidade de certeza, se um objeto de entrada possui
certa propriedade ou se esta longe de satisfazé-la (sob alguma funcao distancia
pré-estabelecida). Tais algoritmos sao os chamados testadores. Os testadores sao
algoritmos sublineares, pois nao tém acesso a entrada inteira. Seu acesso a en-

trada se da por meio do seu oraculo, e isso ocorre por um processo aleatorio.

Antes de tratarmos do cerne deste trabalho, ou seja, suas delimita-
¢Oes e motivagdes, convém fixarmos uma terminologia, de maneira informal, po-
rém guardando o sentido usual dos termos pertinentes no ramo. Com isso, ficara
mais clara a descricao do que se quer e do que se propoe aqui, pois 0s termos
definidos nos préximos paragrafos, por si s6, permitem-nos compreender o tipo

de algoritmo que se tem abordado em matéria de testabilidade de propriedades.



As defini¢Oes rigorosas serao dadas oportunamente, especialmente nos Capitulos

2,3ed.

A seguir, quando falarmos em grafos sem especificarmos o tipo de
grafo a que nos referimos, entenda-se que se trata de grafos nao-direcionados, o
que sera feito sempre que o contexto afastar o risco de mas interpretagoes. Na
Secao 2.1 definimos o conceito de grafo e introduzimos alguns dos principais
conceitos introdutoérios da teoria de grafos, para fixarmos uma terminologia a ser

empregada ao longo de todo este trabalho.

Uma propriedade de um grafo é um conjunto de grafos fechado sob
isomorfismo, ou seja, qualquer conjunto de grafos que contenha os grafos iso-
morfos a todos os seus elementos. Costuma-se dizer que um grafo G satisfaz a

propriedade P, quando G pertence a P.

Diremos neste capitulo que um grafo G, com n vértices, esta a uma
distancia pelo menos ¢ de uma propriedade P (0 < ¢ < 1), quando é necessario
modificar pelo menos en? adjacéncias em G (acrescentando ou excluindo arestas)
para transforma-lo num grafo que satisfaga P. A notacao utilizada é d(G,P) > ¢.

Veremos, ao longo da dissertacao, que ha outras métricas que podem ser adota-

das.

O algoritmo A é um e-testador para a propriedade P, se for um al-
goritmo probabilistico que, ao tomar a descri¢ao de um grafo G como entrada e
selecionar apenas parte desta, correspondente a um subgrafo de tamanho limi-
tado superiormente por uma fungao constante em relacao ao tamanho do grafo (a
“complexidade de consultas”, do termo em inglés query complexity, conforme se
definira), aceita a cadeia de entrada com probabilidade maior ou igual a 2/3, se o
grafo representado na entrada satisfizer P (ou seja: quando d (G, P) = 0), e rejeita
a entrada com probabilidade maior ou igual a 2/3, caso d (G, P) > ¢. E importante

salientar que a defini¢ao deste tipo de algoritmo nao impoe condi¢ao alguma no



caso de 0 < d(G,P) < €. A escolha da constante 2/3 é convencional, no sentido
de que a literatura existente em testabilidade de propriedades a habituou-se a
escolhé-la como limitante inferior inferior das probabilidades de aceitacao e de
rejeicao dos aceitadores nos casos citados acima, mas, rigorosamente, pode-se fi-
xar qualquer outra constante maior do que 1/2 e menor do que 1 para que os

e-testadores sejam algoritmos de Monte Carlo.

Uma propriedade P é testavel, quando, para todo ¢ positivo menor
do que 1, existir um e-testador para P. Percebe-se que, de certa forma, nao é
pouco o que se exige para que uma propriedade de grafos seja testavel, o que
nos leva a nos perguntarmos se tais propriedades existem ou quao raras elas sao.
Investigando questdoes como estas, alguns autores ja identificaram diversas pro-
priedades testaveis de grafos, como as propriedades mondtonas e hereditarias,
das quais trataremos no Capitulo 3. A titulo de exemplos, a propriedade de ter
um homomorfismo para um grafo fixo K é uma propriedade monétona [3] e, por-
tanto, testavel (como se vera), e a propriedade de ser um grafo perfeito é uma

propriedade hereditaria [6].

O que dissemos até aqui sobre grafos pode ser estendido para um
universo muito mais amplo. O estudo de testabilidade de propriedades de grafos,
tal como definido neste capitulo, tem sido estendido a outros tipos de estruturas
combinatdrias, como permutagoes, grafos direcionados e torneios. Como ja deve
ter ficado claro, a grande vantagem do estudo destes objetos e relagoes consiste
no fato de que tais algoritmos possibilitam, em geral, grande economia em tempo
de execucao e espago de execugao, se compararmos os testadores de proprieda-
des com os algoritmos nao aproximativos e nao probabilisticos para o problema
de decidir sobre a satisfacao de P por um grafo em particular (ou outra estrutura
discreta com propriedades "testaveis"). Os sacrificios em precisao e em certeza
podem ser compensados de diversas maneiras, se forem adequadamente combi-

nadas técnicas inerentes a testabilidade com algoritmos exatos. Em [1], [3], [4],



[6] e [7], entre tantos outros artigos, discute-se testabilidade de propriedades de

grafos.

A testabilidade de propriedades em estruturas discretas (nao ape-
nas grafos) tem sido amplamente estudada desde a década de 1990 (vide [19] e
[26]). Segundo Goldreich [20], o estudo de testabilidade de propriedades surgiu
implicitamente no trabalho de Blum, Luby e Rubinfeld [9], o qual foi seguido
por outros autores, culminando no trabalho de Rubinfeld e Sudan [26]. Inicial-
mente esse estudo tratou de propriedades de homomorfismos de grupos e, com o
tempo diversificou-se. A literatura ja existente acerca da testabilidade de propri-
edades de grafos nao-direcionados, originada em [19], tem muito a nos ensinar
sobre a testabilidade de propriedades de digrafos, e vice-versa, embora se trate
de objetos matematicos distintos. As publicacoes acerca destas duas classes de
estruturas combinatorias, no que tange a testabilidade de propriedades, também
nos fornecem pistas para deduzirmos teoremas acerca da testabilidade de propri-
edades de outras classes de estruturas discretas, tais como permutacgdes, torneios,
dentre tantas. Esperamos que tais “pistas”, uma vez classificadas e compreendi-
das, venham a formar um conhecimento novo sobre testabilidade mais abstrato
e, possivelmente (assim se espera), ndo menos relevante para a Matematica Apli-
cada que o conhecimento que hoje se tem sobre testabilidade de propriedades
de cada uma destas classes de objetos. O objetivo da pesquisa implementada no
presente trabalho consistiu em identificar um rol de ferramentas metodologicas
capazes de importar para o ambito da testabilidade de propriedades de certas es-
truturas combinatodrias teoremas que envolvam testabilidade de propriedades de
estruturas combinatdrias de outras classes, tal como se exemplificou logo acima,
partindo do que ja se sabia no meio cientifico e tendo como ponto de partida

publicagoes anteriores a respeito.

Apesar de a testabilidade de propriedades ser um caminho para al-

goritmos rapidos, Fox e Wei [16] observam que muitos resultados gerais fixam



enormes limitantes superiores da complexidade dos testadores. Por outro lado,
tem havido progresso nas pesquisas de melhores limitantes em testabilidade de

propriedades, como se vé em [2], [5], [11], [12] e [15].

Este trabalho esté estruturado em sete capitulos. Comegamos por um
resumo da literatura pré-existente acerca de testabilidade de propriedades, o que
fazemos nos Capitulos 2, 3 e 4, respectivamente sobre teste de propriedades de
grafos, de torneios e de outras estruturas discretas. No Capitulo 5, fixamos uma
terminologia adequada para modelarmos a testabilidade de propriedades de es-
truturas discretas num contexto mais geral e teorizarmos sobre o foco deste traba-
lho, que consiste em responder a seguinte pergunta: Como podemos derivar co-
nhecimento sobre testabilidade de uma determinada classe de objetos matemati-
cos de um universo enumeravel a partir de conhecimento precedente sobre certa
classe de objetos (nao necessariamente a mesma)? Neste capitulo, apés definir-
mos precisamente os conceitos de estrutura discreta e de modelo de testabilidade
empregados neste trabalho, definimos os tipos de bijecoes que nos permitem re-
presentar objetos conceituais de uma teoria de testabilidade de propriedades (de
grafos, por exemplo) no universo de outra teoria de testabilidade (de permuta-
¢Oes, por exemplo, ou de torneios, ou, ainda, de grupos finitos). Estas bije¢oes
serao chamadas de transformacodes entre estruturas discretas ou transformacoes
entre modelos de testabilidade. A mais importante classe de transformacgoes entre
estruturas ou modelos, para os propositos deste trabalho, ¢ a das transformagoes

regulares, o que sera apresentado ainda no Capitulo 5.

Uma vez fixadas formalmente as ideias de estrutura discreta, modelo
de estrutura discreta e transformacOes entre estruturas discretas e modelos de
testabilidade, o que se da no Capitulo 5, ja mencionado, o Capitulo 6 inicia-se
com uma série de defini¢does que nos habilita a enunciar o Lema da Equivaléncia,
o qual apresentamos e demonstramos logo a seguir, quando, também, divaga-

mos sobre métodos de dedugao de teoremas dentro do objeto desta dissertacao,



que é o de trazer conhecimento novo numa teoria de testabilidade a partir de
conhecimento preliminar noutra teoria de testabilidade, conforme ja explicamos
resumidamente nas linhas acima. Finalmente, tal capitulo culmina no capitulo
seguinte, em que formulamos nossas consideragoes finais e analisamos a viabili-
dade de desenvolvimentos de vertentes da matéria desta dissertacao em trabalhos

futuros.






2  DISPOSICOES PRELIMINARES

Este capitulo é subdividido em trés partes: na primeira, apresenta-
mos a terminologia padrao sobre as teorias dos grafos, digrafos e torneios, obje-
tos centrais desta dissertacao; na segunda, definimos trés classes de propriedades
de grafos de grande importdncia em matéria de testabiliade de propriedades de
grafos (propriedades monotonas, hereditarias e semi-hereditarias); e na terceira,
expomos alguns teoremas muito explorados nos estudos de testabilidade de pro-
priedades de grafos e de torneios. O leitor familiarizado com esta matéria podera

pular este capitulo, passando diretamente para o Capitulo 3, sem prejuizo.

Os conceitos preliminares fixados na primeira secao deste Capitulo
e seus desdobramentos de que tratam as duas se¢oes posteriores fundam-se na
literatura do ambito da testabilidade de propriedades de grafos e torneios, em

particular em [3], [4], [6] e [27].

2.1 Conceitos Preliminares

No que segue, sempre que C for um conjunto e k for um inteiro po-
sitivo, denotaremos por [C ]k a colecao de todos os subconjuntos de C com cardi-

nalidade k.

Um grafo simples € um par de conjuntos finitos (V,A), em que A C
[V]?, ou seja, A é uma colecdo de subconjuntos binarios de V. Nestas condicdes,
se G =(V,A) diremos que os elementos de V sao chamados os vértices do grafo G
e os elementos de A sdo as arestas de G. Para representar o conjunto de vértices
de um grafo G e o seu conjunto de arestas, usaremos a notacao V (G) e A(G),

respectivamente.



Figura 2.1: Exemplos de isomorfismos: os grafos G e F sao isomorfos, enquanto K

é isomorfoa H

Muitas vezes, permite-se que haja mais de uma aresta entre os mes-
mos vértices (o que chamaremos de arestas miiltiplas) ou que haja arestas em que
ambos os vértices sao iguais (o que chamaremos de lagos). Tais estruturas também
sao chamadas de grafos, mas nao de grafos simples. Neste trabalho, sempre avi-
saremos, quando tratarmos de grafos com lagos ou arestas multiplas. Além disso,
chamaremos simplesmente de grafos os grafos simples, sempre que nao houver

possibilidade de mal-entendidos.

E comum representarmos um grafo simples como um conjunto fi-
nito de pontos no plano e segmentos de reta com extremidades em pontos do
referido conjunto, em que os pontos do conjunto finito representam os vértices
do grafo e os segmentos de reta representam as arestas, como na Figura 2.1.
Nesta figura, representamos os grafos G, H, F e K, em que V(G) = {p,q,1,s,t},
A(G) ={p,r}. {p. 9} {p, s} {p, t} . {s, t}}. O grafo H esta representado de forma des-
tacada, e V(H) = {p, t,s}. Suas arestas sao {p,t}, {p,s} e {s,t}. De maneira analoga,

descrevemos os conjuntos de vértices e de arestas de F e de K.
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O namero de vértices de um grafo G é a ordem de G, e o numero de
arestas de G é o tamanho de G. Para simplificar a notagao, ao invés de usarmos

|V (G)|, usaremos |G|, e, ao invés de |A(G)|, preferiremos empregar ||G]|.

Um homomorfismo de G para G’ é uma fungao ¢ : V(G) — V(G')
que preserva as relacdes de adjacéncia, ou seja, uma funcao tal que {u,v} € A(G)
implica que {@(u),p(v)} € A(G’). Se um homomorfismo for inversivel e a sua
funcao inversa também for um homomorfismo, diz-se que tal fungao é um iso-
morfismo. Assim, um isomorfismo de G para G’ é uma bijecao ¢ : V(G) — V (G’)
tal que {u,v} € A(G) se, e somente se, {p(u),p(v)} € A(G’). Se tal fungao existir,
entao diremos que G e G’ sao grafos isomorfos e escrevemos G ~ G’. Tomando
novamente o exemplo da Figura 2.1, definamos uma func¢ao ¢ : V(G) — V (F)
da seguinte forma: @ (p) = u, p(q) =v, () = x, ¢(s) =y, ¢(t) = z. Tomando
qualquer par de pontos de G (por exemplo, p e g), temos que a relagao de adja-
céncia é preservada por @ e pela sua inversa (no caso, como p e g € uma aresta
de G, {¢(p),¢(q)} = {u,v}, que é uma aresta de F. Os vértices g e r nao sao adja-
centes em G, e suas imagens sobre a fun¢ao ¢ (os vértices v e x) também nao sao
adjacentes em F. Para qualquer par de pontos de G, a funcao ¢ leva vértices ad-
jacentes a vértices adjacentes e vértices nao adjacentes a vértices nao adjacentes,
preservando a relacao de adjacéncia em ambos os sentidos, de maneira que ¢ ¢é

um isomorfismo e os grafos G e F sao isomorfos.

Se V(G')C V(G)e A(G’) € A(G), entdo diremos que G’ é um subgrafo
de G. Escreve-se G’ C G. Se G’ contém todas as arestas de G incidentes em dois
vértices de G’, entdo G’ é um subgrafo induzido de G. Neste caso, escreve-se G’ <G.
Se G'’<Ge V(G') =S, G’ sera denotado por G[S]. Uma copia de um grafo G em
um grafo G’ é um subgrafo de G’ isomorfo a G. Retornando a Figura 2.1, H é
um subgrafo induzido de G, e K (grafo com trés vértices e trés arestas que esta
destacado na figura) é um subgrafo induzido de F. Se removermos uma aresta de

H ou de K e mantivermos os trés vértices, teremos como resultado um subgrafo
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nao induzido de G ou de F (conforme o caso). E uma c6pia induzida de um grafo

G em um grafo G’ é um subgrafo induzido de G’ isomorfo a G.

Uma sequéncia de arestas ({uy, up}, {1y, us},..., {ug_1,ux}) de um grafo
G, tal que uy,...u; sao distintos, € um caminho de comprimento k—1 em G que

contém os vértices uy, us,..., .

Se uma sequeéncia de arestas ({uy,un},{un, us},..., {up_1, ur}, {ug, ur})

de G for tal que uy,...u;_; forem distintos, entao ela é um ciclo.

Uma propriedade de grafos é um conjunto de grafos fechado sob iso-
morfismos. Dizer que um grafo satisfaz uma propriedade equivale a dizer que
ele pertence a tal propriedade. Se um grafo G pertence a propriedade P e G’ é

isomorfo a G, entao G’ também pertence a propriedade P.

Uma funcao que associa cada grafo a um namero real é chamada um
pardametro de grafos. Se tal fun¢ao mapeia para o mesmo valor grafos isomorfos,

diremos que se trata de um pardmetro invariante, ou simplesmente, um invariante.

Muitos problemas classicos de teoria dos grafos consistem em deter-
minar se um grafo satisfaz ou ndo uma propriedade ou em determinar um para-
metro do grafo. Quando contamos o namero de vértices ou de arestas do grafo,
estamos determinando um pardmetro. O nimero de ciclos de comprimento im-
par é um parametro invariante de grafos, e a mera existéncia de um ou mais ciclos
de comprimento impar é uma propriedade. Quando verificamos se o grafo G tem
um grafo H como subgrafo, estamos verificando se G satisfaz uma propriedade:

a de ter H como subgrafo.

Uma das maneiras de representar um grafo é por meio da sua matriz
de adjacéncia. A matriz de adjacéncia de um grafo G com n vértices € uma matriz

com n linhas e n colunas, em que o elemento disposto no cruzamento entre a i-
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ésima linha com a j-ésima coluna é 1 se, e somente se, existe uma aresta contendo

o i-ésimo vértice e o j-ésimo vértice, e o referido elemento é 0, caso contrario.

Um digrafo é um par de conjuntos finitos (V,/Y), em que ACVxXV,
Nestas condicoes, se D = (V,/T) diremos que os elementos de V' sao os vértices do
digrafo D e os elementos de A sdo os arcos de D. Tal como fixamos para o caso dos
grafos simples, para representarmos o conjunto de vértices de um digrafo D e o

S
seu conjunto de arcos, usaremos a notagao V (D) e A(D), respectivamente.

Se (u,v) é arco de um digrafo D, dizemos que a orientacao deste arco
€ de u para v. Temos um 2-ciclo em D, quando (u,v) € fT(D) e(v,u)e fT(D), pois,

nesse caso, u# e v formam um ciclo dirigido de comprimento 2.

Um lago, num digrafo, é um arco (u,u), para algum vértice u. E um
arco multiplo é uma cole¢ao de dois ou mais arcos idénticos de um digrafo, numa
contagem em que estejamos contando cada ocorréncia do referido arco. Salvo se
dissermos expressamente o contrario, quando falarmos sobre digrafos, falaremos
sobre digrafos sem lagos e sem arcos multiplos, apesar de que, em alguns mo-

mentos, precisaremos lidar com digrafos com lagos ou com arcos multiplos.

Todos esses conceitos permitem-nos apresentar a seguinte definigao,

importante no que tange ao foco deste trabalho:

Definicao 2.1. Um torneio é um digrafo D = (V,X) sem lagos e tal que, para cada

ueVecadaveV,sendou=v, (u,v)efY(D)@ (v,u)eEfT(D).

Torneio é um caso particular de digrafo em que existe um arco para
cada subconjunto binario do conjunto de vértices. Dado um par de vértices de um
torneio, o que cabe é definir qual é a orientagao do arco que os une, pois sabemos
que existe um arco que os contém como componentes. Assim como no caso geral,
quando (u,v) é arco de um torneio T, dizemos que a orientacao deste arco é de

u para v e, por se tratar de um torneio, dizemos também que u domina v. Se
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u nado dominasse v, v dominaria u, mas, por defini¢ao, alguma destas hipoteses
deve se concretizar. O numero de vértices de um torneio T é o tamanho de T.
Para simplificar a notagao, ao invés de usarmos |V (T)|, usaremos |T|, valendo a

notacao para digrafos também.

Um isomorfismo de T para T’ é uma funcao ¢ : V(T) — V(T’) que
preserva as relagoes de dominancia, ou seja, uma bijecao tal que (u,v) € X(T)
implica que (p(u), @ (v)) € fY(T’). Se existir uma funcao com tal atributo, entao

diremos que T e T’ sao torneios isomorfos.

Suponhamos que V (T’) C V(T). Neste caso, se /Y(T’) ={(u,v):u e
V(T)YAve V(T')A(u,v) € fY(T)}, entao diremos que T’ é um subtorneio induzido
de T ou simplesmente um subtorneio de T. Escreve-se T’ C T. Vimos neste capi-
tulo que, se G’, um sugrafo G, contém todas as arestas de G incidentes em dois
vértices de G’, entao G’ é um subgrafo induzido de G. No caso de torneios, porém,
sempre que um torneio T’ for subtorneio de T, T’ sera, também, um subtorneio
induzido de T’, pois, como ja observamos, para cada par de vértices, existe um, e

apenas um, arco que os contém como componentes.

As nogoes de propriedade e de parametro de torneios é similar a ideia
analoga para grafos. Uma propriedade de torneios € um conjunto de torneios fe-
chado sob isomorfismos. Dizer que um torneio satisfaz uma propriedade equivale
a dizer que ele pertence a tal propriedade. Se um torneio T pertence a proprie-
dade P e T’ é isomorfoa T, entdo T’ também pertence a propriedade P. Uma fun-
¢ao que associa cada torneio a um namero real é chamada um pardmetro de tor-
neios. Se tal fun¢ao mapeia para o mesmo valor torneios isomorfos, diremos que
se trata de um pardmetro invariante, ou simplesmente, um invariante. De modo
similar, define-se matriz de adjacéncia, tanto de torneios, quanto de digrafos em

geral.
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Uma sequéncia de arcos ((uy,u,),(uy, u3),(uz, uy)... (4x_1, 1)) de um
torneio T, tal que uy,...u; sao distintos, € um caminho de comprimento k — 1 em

T, que contem os vértices uy, Uy, ..., u.

Se a sequéncia de arcos ((uy,uy),(ua, u3z), (U3, tg)... (Ug_1, ug), (1, uy))
de um torneio T é tal que uy,...u;_ sdo vértices distintos, entao ela é um ciclo

dirigido. Um torneio transitivo € um torneio que nao contém ciclos dirigidos.

2.2 Propriedades hereditarias, monotonas e semi-hereditarias

Dizemos que uma propriedade de grafos P é hereditdria, sempre que
P ¢é fechada sob remocao de vértices. Desta forma, sempre que G pertence a P e
G’ decorre da remocgao de um vértice de G, teremos que G’ pertence a P. Alterna-
tivamente, pode-se definir a classe das propriedades hereditarias como a classe
das propriedades fechadas sob a opeeracao de extracao de subgrafos induzidos,
pois ambas as defini¢Oes sao equivalentes, isto ¢, a fixacao de uma delas como

verdadeira é condi¢ao necessaria e suficiente para a deducao da outra.

Dizemos que uma propriedade de grafos P € mondtona, sempre que
P é fechada sob remogao de vértices e de arestas. Desta forma, sempre que G per-
tence a P e G’ decorre da remoc¢ao de um vértice ou de uma aresta de G, teremos
que G’ pertence a P. A propriedade de ter um homomorfismo para um grafo dado
H é um exemplo de propriedade monoétona. Uma outra maneira de definir o que
¢ uma propriedade monoétona € fixar uma tal propriedade como aquela que é fe-
chada sob a opeeracgao de extracao de subgrafos (nao necessariamente induzidos).
Tal como no caso das propriedades hereditarias, a equivaléncia logica também se

observa aqui.

Uma propriedade hereditaria pode nao ser mondtona, pois ha propri-

edades fechadas sob a remogao de vértices que nao sao fechadas sob a remocao de
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arestas. Assim, estas sao propriedades hereditarias que nao sao mono6tonas. Um
exemplo de uma propriedade hereditaria que nao é monotona é a propriedade
de nao conter copia induzida de um grafo dado H. Se um grafo G nao contém
uma copia de H como subgrafo induzido, entao qualquer subgrafo induzido de
G também satisfaz a propriedade de nao conter uma cépia de H como subgrafo
induzido. Entretanto esta propriedade pode nao ser monétona, pois pode haver
um subgrafo nao induzido de G que contém uma copia induzida de H e, conse-

quentemente, nao satisfaz a esta propriedade.

Também em matéria de torneios, as propriedades fechadas sob to-
mada de subestruturas (os seus subtorneios) requerem uma atengao especial. A
diferenga é que, no caso dos grafos, tais subestruturas podem ser os subgrafos e
os subgrafos induzidos. Ja no caso dos torneios, nao ha esta distin¢ao: todo sub-
torneio de um torneio T é um subtorneio induzido de T. Uma propriedade de
torneios P é hereditdria, sempre que P é fechada sob a extracao de subtorneios.
Desta forma, sempre que T pertence a P e T’ é subtorneio de T, teremos que T’

pertence a P.

Em tudo o que segue, diremos que um grafo G esta ¢-longe de uma
propriedade P quando a menor distancia relativa entre G e qualquer grafo per-
tencente a propriedade P é menor do que ¢, sob algua métrica de grafos. No
Capitulo 3 apresentaremos algumas métricas de grafos. Uma propriedade S de
grafos é semi-hereditdria se, e somente se, existe uma propriedade hereditaria H

tal que:

1- S esta contida em H;e

2- Para todo ¢ positivo, existe M para o qual todo grafo G de ordem
maior do que M é tal que, se G esta e-longe de S, entao T ¢ H, sendo

que, por definicao, um grafo G esta ¢-longe da propriedade P, se é
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2

necessario adicionar ou remover en“ arestas de G para formar um

grafo pertencente a P.

Similarmente, uma propriedade S de torneios é semi-hereditdria se, e

somente se, existe uma propriedade hereditaria de torneios H tal que:

1- S esta contidaem H; e

2- Para todo ¢ positivo, existe M para o qual todo torneio T de tamanho
maior do que M é tal que, se T esta ¢-longe de S, entao T ¢ H, sendo
que, por definicao, um torneio T esta ¢-longe da propriedade P, se é

2

necessario inverter a orientacao de pelo menos en” arcos de T para

formar um torneio pertencente a P.

Destas defini¢des, podemos perceber que, tanto no caso de grafos,

como no caso de torneios:

I- Toda propriedade hereditaria é semi-hereditaria (basta tomar H =

S, que ambas as condi¢Oes acima se satisfazem).

II- Toda propriedade semi-hereditaria esta contida em uma proprie-

dade hereditaria (item 1 da definicao).

III- Nem toda propriedade semi-hereditaria é hereditaria.

2.3 Teoremas Primordiais

As proximas quatro defini¢oes habilitam-nos a enunciar um dos mais
importantes teoremas com aplica¢oes em testabilidade de propriedades de gra-
fos: o Lema da Regularidade para grafos, o que as sucedera no texto. Adotamos a

expressao “para grafos” no nome que atribuimos a este teorema para evitar que
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haja confusodes, tendo em mente que ha também o Lema de Regularidade para

torneios (o Lema 2.3).

Definicao 2.2. : Um par de conjuntos (X’,Y’) refina o par de conjuntos disjuntos

(X,Y), quando X' C X eY'CY.
Definicao 2.3. Dados um grafo G = (V,A) e os conjuntos ndo vazios X e Y tais que
XCV,YCVeXNY =0,definimos a densidade do par (X,Y) no grafo G como

eg (X,Y)

denSG (X, Y) = W

onde e (X,Y)=|{{x,y) CA:xeX Ay eV}

Definicao 2.4. Sejam G = (V,A) um grafo, y >0, X e Y dois subconjuntos disjuntos
de V. Dizemos que o par (X,Y) é y-regular em G, se, para quaisquer conjuntos X’ e

Y’ tais que (X', Y’) refina (X, Y), |[X'| =y |X|e|Y'| > y|Y|, tem-se que

|den5G (X,Y)—densg (X', Y’)

<Y

(Quando nao houver diivida no contexto, diremos apenas que certo par é

regular, sem especificar o parametro y.)

Definicao 2.5. Dado um grafo G = (V,A), uma equiparticao y-regular de G de
cardinalidade k é uma colegdao de conjuntos disjuntos Cy, C,, ..., Cy tal que vale o

seguinte:

j=1

vivji(|icil-|c|| < 1)
e o niimero de pares (Ci, Cj) que ndo sdo y-regulares é no maximo 7/(5)
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Lema 2.1 (Lema da Regularidade para grafos). Para todo y € (0,1) e todo inteiro
positivo m, existe um inteiro positivo M tal que todo grafo G com ordem maior do que
M admite uma equiparticao y-regular de cardinalidade maior ou igual a m e menor

ou igual a M.

Este lema, empregado na demonstragao de diversos teoremas de tes-
tabilidade de grafos, informa-nos que sempre poderemos encontrar num grafo
de ordem grande o suficiente uma equiparticao com parametros de regularidade
e cardinalidade nas especificacdes dadas (uma equiparti¢ao y-regular com cardi-
nalidade em certo intervalo, com y dado). Em diversas situagoes, é util identificar
equiparti¢oes y-regulares de um grafo. Nesses casos, voltamos ao Lema da Regu-
laridade para gerar a equiparticao desejada, observando as condi¢des necessarias
dadas pelas variaveis quantificadas do lema. Este lema de Szemerédi, desde a sua
apresentacao (vide [28]), tem sido uma importante ferramenta em teoria extremal
dos grafos. Em [3], [4] e [6], pode-se encontrar mais detalhes sobre este resultado,
do qual derivam o lema seguinte e outros lemas importantes que veremos adi-

ante.

Sejam G = (V,A) um grafoe U = {Uj, Uy,..., Uy} uma equipartigao de
V. Para todo 1 € [0,1] e todo y € [0,1], chamaremos de grafo reduzido ou grafo
regularidade R = RZ; (G,U):=(U,A(R)) em que A(R) satisfaz ao seguinte:

(UZ-, Uj) € A(R) se, e somente se, (U,-, U]-) é y-regular e densg (Ul-, U]-) >

A Figura 2.2 mostra uma equiparti¢ao de um grafo com sete vértices
(os pontos p, q,1,s,t, u ev). Aequiparticao tem trés partes (os conjuntos disjuntos

A, Be C). Calculemos as densidades de cada parte.

eg (A,B) 0
densG (A,B) = |A||B| = 3.2 =0
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Figura 2.2: Representacao de uma equiparticao de cardinalidade 3 de um grafo

com vértices p, q, 1, s, t, u e v. As partes desta equiparti¢ao sao os conjuntos A, B

e C.
eg(A,C) 1 1
densg (4,C) = (|;A||C| 3.2 6
B, 2 1
densg(B,C) = ¢ (B C) = =

IBIIC|] ~2-2 2

Sejam A’, B’ e C’, respectivamente, subconjuntos de A, B e C com
cardinalidade maior ou igual (respectivamente) a % |A], % |B| e % |C]. Como a cardi-
nalidade de um conjunto finito € um ntmero natural, para que |B’| > % |B|, |B’| = 2,
de maneira que B’ = B, e, da mesma forma, para que |C’| > %|C|, IC’| =2, 0 que
implica que C’ = C.Ja o conjunto A’, para que |A’| > %|A|, é suficiente e necessario
que |A’| = 2, o que significa que A’ = {p,q,r} (situagao ja analisada), A" = {p,q},
A" ={p,r} ou A" = {g,r}. Como B’ =B e C’' = C, densg(B,C) = densg(B’,C’) =
%. Calculemos as densidades de (A’,B’) e (A’,C’). Como nao ha arestas conec-
tando A com B, em qualquer caso teremos que eg (A’, B’) = 0. Consequentemente,

densg (A’,B’) = 0. Quanto a densidade do outro par, temos o seguinte:
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0

A’ ={p,q} = densg(A’,C’) = rin 0
A’ ={p,r} => densg(A’,C’) = %
A’ ={q,r} = densg(A’,C’) = %

Em qualquer caso, todos os pares de partes da particao do grafo re-
presentado pela Figura 2.2 sao %—regulares, de maneira que tal equiparticao é
%—regular, conforme as Defini¢oes 2.2 a 2.5. Quando (A, B) é y-regular, (A, B) é a-
regular para qualquer a > y. Em outras palavras, quando substituimos y por um
numero real maior do que y, enfraquecemos a assertiva de que (4, B) é y-regular.
Relembrando a Defini¢ao 2.5, em que a caracterizacao de uma equiparticao re-
gular admite uma quantidade maxima de pares nao regulares de partes de uma
equiparti¢do, uma questdo que nos vem é se podemos encontrar y < % tal que
a equiparticao representada pela Figura 2.2 é y-regular. Conforme a definicao
mencionada logo acima, o nimero de pares de (4, B,C) que nao sao y-regulares
€ no maximo y(g) para que esta equiparti¢ao seja y-regular, ou seja, o numero
de pares que nao sao y-regulares é menor ou igual a 3y. Pode-se verificar que,
se y > %, chegaremos a mesma conclusao de antes de que |A’| = 2, |B| = 2 = |B]
e |C’| = 2 = |C|. Disso, como vimos, decorre que {A,B,C} é uma equiparti¢ao y-

regular.

Outro resultado util para testabilidade de grafos é o seguinte:

Lema 2.2 (Lema da Imersao para grafos). Para todo ¢ € (0,1), todo inteiro k e todo
inteiro f > 1, existem y, 0 e | com a seguinte propriedade. Seja F um grafo de or-
dem f e sejam Uy, U,,..., Uy subconjuntos disjuntos de vértices de um grafo G tais
que |Uq| = |Uy| = --+ = |Uy| = ¢ > ]J. Suponha que existe uma fungio ¢ : V(F) —
{1,2,...,k} que respeite a sequinte condigao: Se (i, j) € A(F), entdo (qu(i)) U(p(]-)) éy-
regular e densg (U(p(i), U(P(]-)) > ¢. Entdo os conjuntos Uy, Uy,..., Uy geram pelo menos

ocf cdpias de F em G.
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Como no caso anterior, também existe um Lema da Imersao para tor-
neios, de maneira que convém especificar de qual deles estamos falando. Este
lema nos mostra que, para encontrarmos um limitante inferior do niimero de cé-
pias de um grafo F em um grafo G, é suficiente verificarmos a existéncia de uma
funcao ¢ que satisfaca as condi¢oes descritas acima. Tudo se passa como se esti-
véssemos lidando com 3 grafos: F, G e K. O grafo G é formado pela substituicao
de cada vértice de K por um conjunto de vértices (de G) de tal forma que cada
aresta de K corresponda a um par de conjuntos disjuntos de vértices de G com
densidade e regularidade (o parametro ) minimas. Sendo assim, o G é o grafo re-
gularidade R} (F,U), em que U é a equiparticio formada por Uj, Uy, ..., Uy. Este
lema esta demonstrado em diversos artigos a partir do Lema da Regularidade,

como nos trabalhos de Alon e Shapira [4] e [6].

Definicao 2.6. Seja G um grafo e F uma familia de grafos. Dizemos que G é F-livre,

ou que G é livre de F se, e somente se, G ndao contém copia de algum elemento de F.

Definicao 2.7. Seja G um grafo e F uma familia de grafos. Dizemos que G é F-livre
induzido, ou que G é livre de F induzido se, e somente se, G ndao contém copia

induzida de algum elemento de F.

Em alguns momentos, por simplicidade, diremos que G é livre de um
grafo L, quando deveriamos dizer que G é livre do conjunto unitario composto
pelo grafo L. Faremos este singelo abuso de linguagem para nao carregarmos de-
mais a linguagem, o que dificultaria, sem necessidade, a exposi¢ao do assunto.
As Defini¢oes 2.6 e 2.7 sao uteis para generalizarmos a no¢ao de que nao ser su-
pergrafo de alguma copia de um certo grafo constante F; é uma propriedade de
grafos. Se estendermos essa propriedade para os grafos constantes F;, F,, etc...,
teremos a Definicao 2.6. A Definigao 2.7 é equivalente a anterior, mas para copias

induzidas. Ambas as defini¢oes permitem-nos enunciar os Teoremas 2.1 e 2.2, os
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quais fixam condig¢Oes necessarias e suficientes para que uma propriedade seja,

respectivamente, hereditaria ou mondtonas. Vejamos.

Teorema 2.1. Uma propriedade P é hereditdria se, e somente se, todo grafo G obedece
o seguinte: Existe uma familia de grafos F tal que G satisfaz P se, e somente se, G é

livre de F induzido.

Teorema 2.2. Uma propriedade P é mondtona, se e somente se, todo grafo G obedece
ao seguinte: Existe uma familia de grafos F tal que G satisfaz P, se e somente se G é

livre de F.

Chamaremos de Livre F a propriedade de ser livre da familia F e
de Livrelnd F a propriedade de ser livre induzido da familia 7. O que os dois
teoremas acima nos contam ¢ que uma propriedade P ¢ hereditéria se, e somente
se, P = LivreInd F e uma propriedade é monotona se, e somente se, P = Livre F,

para alguma familia de grafos F.

Para provar o Teorema 2.1, dividiremos a demonstracao em duas
partes. Na primeira demonstraremos um sentido da bi-implica¢ao (=) e na ou-
tra demonstraremos o outro sentido (<). Inicialmente, suponhamos que C =
LivreInd F. Tomemos algum grafo G tal que G € C. Fixemos um grafo H tal
que H<G.Se K € F e K<H, chegamos ao absurdo de que K < G. Esta proposicao
nao pode ser verdadeira, porque, como G € C = Livrelnd F, G nao pode ter um

subgrafo induzido pertencente a F. Assim, temos o seguinte.
VK(K<H=K¢eF)

.. H e Livrelnd F

Em sintese, se G € LivreInd F e H < G, entao necessariamente H €

Livrelnd F, o que implica que a propriedade Livrelnd F é fechada sob tomada
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de subgrafos induzidos, o que € o mesmo que dizer que ela é fechada sob remoc¢ao

de vértices e, portanto, hereditaria.

Para verificarmos o sentido contrario da bi-implicagao afirmada no
Teorema 2.1, suponhamos que C seja uma propriedade hereditaria que contém o

grafo G e tomemos arbitrariamente um grafo H que seja subgrafo induzido de G.

Seja F o conjunto complementar de C. Sabemos que C é hereditaria.
Segue, pois, que

HeC

HeF¢

E, finalmente,

HeF

Lembrando que H é tomado arbitrariamente dentre os subgrafos in-

duzidos de G, encontramos que
VHH<G=H¢JF)

-.GeLivrelnd F

onde F ¢ determinado conjunto de grafos (o conjunto complementar de C).

Qualquer que seja o G fixado entre os grafos pertencentes a C, con-
cluiremos sempre que G € LivreInd F. Sendo assim, C C Livrelnd F. Por outro
lado,

GeF = GegLivrelnd F,

o que nos habilita a concluir que C = Livrelnd F, como queriamos provar. O Teo-
rema 2.2 admite demonstragao analoga, substituindo os subgrafos induzidos por
subgrafos nao necessariamente induzidos, LivreInd F por Livre F, proprieda-
des hereditarias por propriedades mondtonas e substituindo, também, remoc¢ao

de vértices por remocao de vértices ou arestas.
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O Teorema 2.1 admite um analogo para torneios, em que a Defini¢ao
2.8, que segue abaixo, faz o papel que a Defini¢ao 2.7 faz no contexto dos grafos e

o Teorema 2.3, logo a seguir, é o analogo do Teorema 2.1 no ambito dos torneios.

Definicao 2.8. Seja T um torneio e F uma familia de torneios. Dizemos que T é F-
livre, ou que T é livre de F se, e somente se, G ndo contém copia de algum elemento
de F. Escreveremos, nesse caso, T € Livre(F), em que Livre(F) é a propriedade de ser

livre de F.

Teorema 2.3. Uma propriedade de torneios P é hereditdria se, e somente se, P =

Livre(F), para alguma familia de torneios F.

Os Lemas da Regularidade e da Imersao também tém analogos no
ambito dos torneios. A seguir enunciamos as Defini¢oes 2.9 a 2.11, as quais sao
equiparaveis as Defini¢Oes 2.3 a 2.5, entretanto enquanto estas ultimas se referem
ao universo dos grafos, tornando-nos aptos a enunciar o Lema da Regularidade
de grafos (Lema 2.1), as primeiras referem-se ao universo dos torneios e o Lema
da Regularidade para torneios (Lema 2.3).

—

Defini¢ao 2.9. Dados um torneio T = (V,A) e os conjuntos ndo vazios X e Y tais que

XCV,YCVeXNY =0, definimos a densidade do par (X,Y) no torneio T como

er (X,Y)

denST (X, Y) = W

ondeer (X,Y)= H(x,y) CA:x eXAyEe Y}'

Defini¢ao 2.10 (Par Regular). Sejam T = (V,A) um torneio, y >0, X e Y dois sub-
conjuntos disjuntos de V. Dizemos que o par (X,Y) é y-regular em T, se, para quais-
quer conjuntos X' e Y’ tais que (X', Y’') refina (X,Y), |X'| > y|X| e |Y'| = y|Y|, tem-se
que |densy (X,Y)—densp (X', Y')| < y.
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—

Defini¢ao 2.11. Dado o torneio T = (V,A), uma equiparticao y-regular de T de
cardinalidade k é uma colegdao de conjuntos disjuntos Cy, C,, ..., Cy tal que vale o

seguinte:

vivmci-1c. <1)
e o numero de pares (Cj, Cm) que ndo sao y-regulares é no maximo yk2.

Lema 2.3 (Lema da Regularidade para torneios). Para todo y € (0,1) e todo inteiro
positivo m, existe um inteiro positivo M tal que todo torneio T com tamanho maior
do que M admite uma equiparticio y-regular de cardinalidade maior ou igual a m e

menor ou igual a M.

Como se passa no caso do Lema da Regularidade para Grafos, este
lema é empregado na demonstragao de diversos teoremas de testabilidade de tor-
neios e informa-nos que sempre poderemos encontrar um torneio de tamanho
grande o suficiente que admita uma equiparti¢do com parametros de regulari-
dade e cardinalidade nas especificagoes dadas (uma equiparticao y-regular com
cardinalidade em certo intervalo, com y dado). Em diversas situacdes, é atil iden-
tificar equiparti¢oes y-regulares de um torneios. Nesses casos, voltamos ao Lema
da Regularidade para torneios para gerar a equiparticao desejada, observando as

condicOes necessarias dadas pelas variaveis quantificadas do lema.

Lema 2.4 (Lema da Imersao para torneios). Para todo n € (0,1) e h € IN*, existem
niimeros reais positivos y e O satisfazendo o seguinte. Sejam T = (V,A) um torneio
e U uma colegdo de h subconjuntos disjuntos de V dois a dois y-regulares. Seja H

um torneio com tamanho h admitindo uma fungdo bijetora ¢ : V(H) — U tal que
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(u,v) e A(H) = denst (¢ (u), ¢ (v)) > y. Entdo existem pelo menos om™ copias de H
em T, onde m = min{|C|: C e U}.

O que este lema nos diz é que, se quisermos encontrar muitas copias
de um torneio H = ({ul,uZ,...,uh},/T(H)) em um torneio T = (V,/Y), ¢é suficiente
buscarmos uma colecao de conjuntos disjuntos Uy, Uy,..., U, de elementos de V,
de cardinalidade consideravel e dois a dois regulares, e que respeitem as mesmas
relacoes de dominancia de H, ou seja, que sejam tais que, sempre que (u,-, u]-) for

arcode T (Ui, Uj) tem alta densidade, paratodo1<i<j<h.

O conceito de grafo reduzido tem um analogo para torneios. O Lema
2.4 admite formulagao mais amigavel, com o auxilio desta definicao que segue

abaixo. Vejamos.

Definigao 2.12. Sejam T = (V,X) um torneio e U uma colegao de k subconjuntos
disjuntos de V. Para todo 1 € [0,1] e todo y € [0, 1], chamaremos de digrafo reduzido

R = RZ(T,U) = (U,/Y(R)) em que A(R) satisfaz ao seguinte: (UZ-,U]-) € X(R) se, e
somente se, (Ui, Uj) ¢ y-regular e densy (Ui, Uj) >1.

Lema 2.5. Para qualquer 1 € (0,1), h € IN* e M € IN*, existem niimeros reais positivos
Y e 0 satisfazendo o sequinte. Sejam T = (V,/T) um torneio e U uma equipartigdao de
T de cardinalidade menor ou igual a M. Entao para qualquer torneio H de tamanho h

que seja subgrafo de R% (T, U) existem pelo menos on" copias de H em T.

Uma demonstragao dos Lemas 2.4 e 2.5 pode ser encontrada em Stagni

[27].

Dos lemas apresentados, verificamos que suas estruturas basicamente
come¢am com o quantificador universal ligado a uma ou mais variavel e logo em
seguida ha o quantificador existencial ligado a uma ou mais variaveis. Em casos
assim, podemos assumir que as variaveis quantificadas por 3 sao fungdes das va-

riaveis quantificadas por V. Nesse sentido, podemos assumir que o parametro M
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do Lema 2.1 é uma fung¢ao de m e de y. Isso nos permite enunciar a Definicao

2.13, apresentada a seguir.

Defini¢ao 2.13. Se f:IN — (0, 1) é uma fungdo decrescente e m é um inteiro positivo,

entao definiremos como Wp ,:IN — IN, a seguinte fungao:

W (i) :M(R,%)

onde R = Wﬁ,m(i —1) e sendo que Wﬁ,m(l) =M (m, f(0))

Lema 2.6. Se S for definida como a fungdao tal que S = S (m, ) = ng,m(ﬁl(g()z) para
dada fungdo decrescente p:IN — (0,1), onde Wy, é a fungdo fixada na Definigao
2.13 entao vale o seguinte: Para todo grafo G tal que |G| > S (m, ), existem uma equi-
particaio A = {V;:1 <i <k} e um subgrafo induzido U de G com uma equipartigdo

B={U;:1 <i <k} tais que:

I-m<k<S.
2- UigVi,ViZLeUiZ%.
3- Todos os pares da equipartigao B sdao B (k)-regulares.

4- Todos a menos de f3 (O)(g) dos pares (i,]) tais que 1 <i < j <k obedecem

a |densG (Vi, V]) — densG(Ui, U]-)‘ < B(0).

Observe-se que, conforme o item 3 acima, neste lema conseguimos
uma equiparticdo B em que todos os pares sao regulares. Por outro lado, B ¢é
equiparticao de um subgrafo induzido de G, mas pode nao ser uma equiparticao
de G. Ainda assim, conforme o item 4, conseguimos uma equiparticao regular de
G. Vé-se claramente que esta é uma versao mais forte do Lema 2.1. Este lema sera
explorado na Secao 3.7, o qual revelara seu potencial no processo dedutivo para

gerar inferéncias.
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Os Lemas 2.1, 2.2 e 2.6 empregam parametros dependentes de para-
metros dados. Os primeiros podem ser entendidos como func¢oes. Uma discussao
mais detalhada sobre as fun¢oes que figuram em algumas variantes destes lemas

pode ser encontrada em [11] e [25].
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3 TESTABILIDADE DE PROPRIEDADES DE
GRAFOS

3.1 Testadores de propriedades de grafos

Comecaremos nosso estudo com a testabilidade de propriedades de
grafos, sobre o que dedicaremos o presente capitulo. Entre as fontes de testabili-
dade de propriedades de grafos, estao os artigos [3], [4], [5], [6], [7] e [17], entre

outros que, ao longo deste capitulo, serao contextualizados.

Os algoritmos de teste de propriedades sao os chamados testadores,
e estes estao ligados a determinado dispositivo chamado oraculo. O ordculo é um
dispositivo associado a um grafo que faz consultas a esse grafo, verificando parte
da estrutura do grafo a cada consulta. A maneira como isso ocorre sera descrita
formalmente na Se¢ao 3.3, em que trataremos dos trés principais modelos de
testabilidade de propriedades de grafos, sendo que, em cada qual, as consultas

dos oraculos seguem diferentes regras.

Um testador para uma propriedade de grafos é um algoritmo proba-
bilistico associado a um parametro de tamanho 7, a um parametro de distancia
€ e a um oraculo com acesso a representacao de um grafo. Ao oraculo é dada a
faculdade de fazer consultas a representagao do grafo de entrada, de maneira que
o algoritmo possa acionar o oraculo em certos momentos e fazer escolhas a partir
das respostas as consultas ja realizadas pelo oraculo ou de escolhas feitas a partir
dos dados resultantes de consultas anteriores ao oraculo. No final da computacao
de um testador sobre um grafo, o testador aceita ou rejeita o grafo de entrada, e

vale o seguinte:

1- Se o grafo G satisfaz a propriedade P, entao a probabilidade de o

testador T aceitar G é maior do que %
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2- Se o grafo G esta a uma distancia maior ou igual a € da propriedade

2

P, entao a probabilidade de o testador T rejeitar G € maior do que 3,

para alguma métrica sobre o conjunto dos grafos.

Se existir um testador tal que a probabilidade citada no item 1 acima
for igual a 1, dizemos que a propriedade em questao é testavel com erro unilateral.
Caso contrario, dizemos que ela é testavel com erro bilateral. Em qualquer caso, o
namero de consultas €, necessariamente, constante (alternativamente, sublinear)
em relagao a n, mas pode variar em funcao de ¢. Para sermos mais precisos, ha
alguma divergéncia na literatura a esse respeito: a maioria dos autores define tes-
tadores constantes em relacao ao parametro de distancia, mas alguns autores, em
alguns dos seus artigos, definem testadores dependentes deste parametro, desde
que a dependéncia seja sublinear. Testadores constantes, que sao os testadores
adotados pela maior parte da literatura, sao sublineares. Também sao subline-
ares testadores em que o numero de consultas é delimitado superiormente por
uma funcao logaritmica, por exemplo. Como regra, um algoritmo ¢ sublinear se,
e somente se, sua complexidade computacional (a qual, no caso dos testadores, é

o numero de consultas) pode ser delimitada superiormente por uma fungao f tal
f(n)

que —— tende a 0, quando 7 tende a co. Dizer que tais algoritmos sao sublineares
significa, em termos simplificados, dizer que sua complexidade computacional
€ “abaixo da linear”. De uma forma ou de outra, em relagao a isso cabe, aqui, a

fixacao de mais alguns termos técnicos.

Cabe aqui fazermos uma breve sintese da questao da eficiéncia dos
testadores. Como de praxe, chamamos de complexidade certo parametro que nos
indica a eficiéncia de um algoritmo. Quando trabalhamos com algoritmos de-
terministicos, € comum chamarmos de complexidade de tempo o parametro de
complexidade que mede o nimero de operagdes que o algoritmo executara so-
bre dada entrada, o qual esperamos que seja sempre o menor possivel; da mesma

forma, quando o parametro de complexidade busca mensurar a quantidade de
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informacao a ser armazenada numa mesma etapa da computagao do algoritmo
sobre dada entrada, falamos em complexidade de espago. Mais eficiente € o algo-
ritmo que consome menos tempo de execu¢ao ou menos espago de execugao no
contexto deterministico. E claro que, como um algoritmo admite uma extensa,
ou mesmo infinita, quantidade de entradas possiveis, a complexidade de tempo
ou de espaco varia conforme o objeto tomado como entrada para processamento
pelo algoritmo. Essa é a sua complexidade exata de tempo ou espago, uma me-
dida de menor interesse tedrico, pois os parametros de eficiéncia que mais impor-
tam sao quase sempre a complexidade no pior caso, a complexidade no caso médio e,
em alguns casos, a complexidade no melhor caso, que sao, respectivamente, uma
limitante superior das complexidades exatas do algoritmo, uma média das com-

plexidades exatas e uma limitante inferior da complexidade exata.

No caso da testabilidade de propriedades, nosso foco, em termos de
eficiéncia, é o nimero de consultas que o ordculo precisara fazer ao grafo de en-
trada ao longo de todo o processamento do testador. O testador sera tao mais
eficiente, quanto menor for o numero de consultas que ele fizer ao grafo de en-
trada por meio do seu oraculo. Chamaremos de complexidade de consultas de um
testador sobre uma entrada o nimero de consultas que o seu oraculo precisa fa-
zer ao longo do processamento da representagao do grafo de entrada, acessivel
mediante o oraculo. Falaremos de complexidade de consultas no pior caso para nos
referirmos a uma limitante superior do numero de consultas de um testador. Nao
nos preocuparemos, neste trabalho, com complexidades médias, nem com com-

plexidades no melhor caso.

Como existem diferentes maneiras de representar um grafo, existem
diferentes modelos de testabilidade de grafos. O principal modelo de testabili-
dade de grafos adotado neste trabalho é o modelo denso, no qual o oraculo tem
acesso a matriz de adjacéncia do grafo de entrada. O parametro de tamanho re-

presenta a ordem do grafo de entrada. Neste modelo, o testador pode, em deter-
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minados momentos da sua computagao, acionar o oraculo para que este consulte
um componente da matriz de adjacéncia do grafo de entrada. Obviamente, a res-
posta a esta consulta informa ao testador sobre a existéncia ou inexisténcia de
uma aresta contendo u e v, em que u e v sao vértices do grafo de entrada. Uma
consulta do oraculo de um testador, no modelo denso, pode ser entendida como a
pergunta de se determinado par de vértices corresponde a uma aresta. A resposta

€ sim ou nao (1 ou 0).

3.2 Principais Tipos de Testadores

Qualquer algoritmo que se enquadre na defini¢ao dada no inicio da
Secao 2.1 é um testador de uma propriedade de grafos. Nao é dificil perceber o
quanto isso é amplo e quao dificil é organizar o estudo destes algoritmos sem
delimita-los. Se pudermos definir algumas classes mais restritas de testadores
que correspondam a todas as propriedades testaveis ou, pelo menos, a classes
extremamente extensas de propriedades testaveis, teremos simplificado uma re-
levante parte de todo esse estudo. E, de fato, isso ja foi feito. Como veremos,
todas as propriedades testaveis admitem um testador nao-adaptativo, e uma re-
levante e extensa classe de propriedades testaveis admite testadores alienados e
testadores candnicos, tanto um, quanto o outro, definidos adiante. Na Secao 2.6,
em que abordaremos aspectos mais gerais da teoria da testabilidade dos grafos,
ficara mais clara a relevancia das defini¢Oes fixadas abaixo destes trés tipos de

testadores.

Testador nao-adaptativo

Definicao 3.1. Um testador nao-adaptativo é um testador T associado a uma fungao
g:[0,1]xIN — N tal que T procede da seguinte maneira sobre um grafo de entrada

G de ordem n e sobre o pardmetro &:
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1- Inicialmente T escolhe aleatoriamente e com distribuigcao uniforme um

subconjunto S de cardinalidade q (e, n) de V(G).

2- Posteriormente, T faz (1) consultas ao ordculo para obter o subgrafo in-

duzido por S.

3- Finalmente, T aceita ou rejeita G tendo acesso apenas a G[S] e a n, ou

seja, sem fazer mais consultas ao ordculo.

Testador alienado (do termo em inglés oblivious tester)

Definicao 3.2. Um testador T é um testador alienado, se ele é associado a uma fungao
g :[0,1] — NN tal que T procede da seguinte maneira sobre a entrada G e sobre o

pardametro de distancia €, sendo G um grafo de ordem n:

1- Primeiramente, T computa q(¢) e sorteia randomicamente e com distri-
buigao uniforme um subconjunto S C V(A) com q(&) vértices, se q (&) < n,

ou com n vértices, caso contrario.

2- Posteriormente, T faz as consultas ao ordculo para obter o subgrafo de G

induzido por S.

3- Finalmente, T aceita ou rejeita G tendo acesso apenas a G[S], mas nao a n.

Comparando-se as duas defini¢oes acima, pode-se verificar que a
principal diferenca entre um testador nao-adaptativo e um testador alienado é
que, neste ultimo, sua complexidade de consultas é independente de n, e suas

escolhas, a cada passo da computacao, nao dependem de n.
Testador candénico

Definicao 3.3. Um testador candnico para a propriedade P é um testador nao-adaptati-

vo que, apos sortear um subconjunto S do conjunto de vértices do grafo de entrada G
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e formar o subgrafo induzido por S, decide (deterministica ou randomicamente) se tal
subgrafo induzido satisfaz ou nao certa propriedade P’ (em que P’ ndo é necessaria-

mente igual a P).

Vé-se que todo testador canonico é nao-adaptativo, mas a reciproca
nao é verdadeira. Mais adiante, nas Secoes 3.5 e 3.6, veremos um exemplo de um

testador candnico e de um testador que nao é canonico.

3.3 Modelos de Testabilidade de Grafos

Existem pelo menos trés modelos de testabilidade de grafos na lite-
ratura: o modelo denso, o modelo de grau limitado e o modelo geral. No modelo
denso, a métrica depende da funcio de adjacéncia gi : [V]> — {0,1}, onde V é o
conjunto de vértices de um grafo G. Essa fung¢ao associa a cada conjunto binario
de vértices o elemento 1, se houver uma mesma aresta incidente em ambos, e
o elemento 0, caso contrario. Em outras palavras, essa func¢ao fornece o compo-
nente da matriz de adjacéncia do grafo na linha correspondente a um vértice e na

coluna correspondente a outro vértice.

Sejam G e G’ dois grafos com o mesmo conjunto de vértices. A distin-
cia absoluta entre estes dois grafos, no modelo denso, conhecida como distdncia de
edi¢do, € o namero de pontos do dominio da fun¢ao de adjacéncia para os quais a

imagem ¢é diferente. Simbolicamente, escrevemos:

distaps (G, G') = {{u, v} €V : g6 ({u,v}) = gor ({u, v}

onde V é o conjunto de vértices de G e de G’. A distdncia relativa entre Ge G’ é a
distancia absoluta entre eles normalizada, isto ¢, dividida por n?, sendo que n é

um limitante superior da ordem de G e de G’. Nesse caso, escrevemos assim:
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tu, v} SV g6 ({u,v)) # g ({u, v}
)

distr, (G, G') =

E importante observar que estas defini¢oes de distancia requerem
que os grafos tenham o mesmo conjunto de vértices, o que é uma condi¢ao mais

forte do que os grafos terem a mesma ordem.

Também ¢é importante o conceito de distancia entre um grafo e uma

propriedade, definido da seguinte forma:

dist(G,P) = min|[distg,; (G,G’)]
G’eP

Uma forma equivalente de definir a distdncia entre grafos e proprie-
dades no modelo denso, a qual também ¢ usual, é por meio do conceito de grafo
e-longe de certa propriedade P. Um grafo G esta e-longe da propriedade P, quando
dist(G,P) > e.

No modelo denso, o oraculo consulta conjuntos binarios de vértices
do grafo de entrada e fornece a imagem da fun¢ao de adjacéncia sobre esses con-
juntos binarios. Como vimos, esta fun¢ao indica-nos se um subconjunto binario
do conjunto de vértices de um grafo corresponde a uma aresta ou nao, e € somente

esse o tipo de informagao que o oraculo de um testador consulta no modelo denso.

No modelo de grau limitado, a métrica depende da fungdo de incidén-
cia g : V x[d] — V U {0}, onde V é o conjunto de vértices de um grafo G e d
€ um limitante superior dos graus dos vértices de G. Essa fungao associa a cada
par composto por um vértice # e um numero natural nao nulo i, limitado por d, o
elemento v, se v for o i-ésimo vizinho de u, caso i seja menor ou igual ao grau de
u. Caso contrario, o par (u,i) é associado ao elemento 0. Sendo assim, essa fungao

pressupoe uma ordem entre os vizinhos de cada vértice. Além disso, ha redun-
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déancia na representacao das arestas, que sao contabilizadas duas vezes, uma para

cada vértice sobre o qual a aresta incide.

Assim como no modelo denso, no modelo de grau limitado, a métrica
também ¢é dada por uma funcao g; que capacita um testador a fazer consultas
para o seu oraculo acerca do grafo de entrada. A diferenca é que, neste ultimo
modelo, g; €é a funcao de incidéncia, que informa o testador qual é o j-ésimo
vizinho do k-ésimo vértice, se houver; ja no modelo denso, g; ¢ a funcao de ad-
jacéncia, que informa o testador sobre as relagdes de adjacéncia para os pares de

vértices consultados.

Sejam G e G’ dois grafos com o mesmo conjunto de vértices. A dis-
tancia absoluta entre estes dois grafos no modelo de grau limitado, é o nimero de
pontos do dominio da fun¢ao de incidéncia para os quais a imagem ¢é diferente.
Simbolicamente, escrevemos: dist ;s (G, G’) = |{(u,i) € V x[d] : gg(u,i) # g (u, 1)}
A distancia relativa entre G e G’, nesse mesmo modelo, é a distancia absoluta en-
tre eles normalizada, isto é, dividida por nd, um limitante superior do nimero
de componentes unitarios das matrizes de incidéncia de G e de G’. Nesse caso,
escrevemos

|{(L£,l) eV x [d] *8G (M,i) * 8¢ (u,z)}|
nd

distg, (G,G) =

E importante observar que, tal como ocorre no modelo denso, todas
estas defini¢oes de distdncia requerem que os grafos tenham o mesmo conjunto
de vértices, o que, como antes, é uma condi¢ao mais forte do que os grafos terem

a mesma ordem.

No modelo geral, os grafos sao representados tanto pela fungao de
adjacéncia, quanto pela fun¢ao de incidéncia, redundantemente. O oraculo, nas
suas consultas ao grafo de entrada no decorrer da execu¢ao de um testador, pode
acionar tanto a fun¢ao de adjacéncia, quanto a func¢ao de incidéncia, obtendo

como respostas as informagoes de que tratamos acima.
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Além dos tipos de consultas, outro aspecto que define o modelo geral
de testabilidade de grafos sao as defini¢des de distancia absoluta e de distancia

relativa no modelo, ambas dadas logo a seguir:

distyps (G,G') = |A(G)AA(G')

|A(G)AA(G)||
max (|A(G)[,|A(G)])

onde o operador A representa a diferenca simétrica entre dois conjuntos, ou seja,

distge (G,G') =

a diferencga entre sua uniao e sua intersecgao.

AAB=(AUB)\(ANB)

Aqui, como nos outros dois modelos definidos anteriormente, a dis-
tancia relativa é a distancia absoluta normalizada (neste caso, pelo maximo do

numero de arestas).

Dos trés modelos de testabilidade de grafos tratados nesta secao, o
modelo denso é o mais estudado, no sentido de que ha mais publicacoes sobre ele
do que sobre os outros dois, em parte em razao das limita¢oes a aplicabilidade
do modelo de grau limitado e em parte em razao da alta dificuldade técnica do

estudo do modelo geral.

3.4 Algumas Importantes Classes de Propriedades de Grafos

Dizemos que uma propriedade é “natural”, quando admite um testa-
dor que nao depende do parametro de tamanho (#). As propriedades nao naturais
incluem, por exemplo, a propriedade de um grafo possuir ciclo hamiltoniano de
ordem par ou a propriedade de um grafo ter ordem prima e nao ter triangulos
como subgrafos. Pode parecer paradoxal assumir que um algoritmo nao depende
do tamanho da representacao da entrada, mas tal aparéncia nao passa de um

engano. Os testadores sao algoritmos de tempo sublinear, pois nao tém acesso a
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entrada inteira. Seu acesso a entrada se da por meio do seu oraculo, e isso ocorre
por um processo aleatorio. Por esse motivo, o mero acesso de um testador a sua
entrada nao implica que ele possa computar o tamanho da entrada, ja que tal
acesso nao ¢é integral. Em outras palavras, se nao nos é dado conhecer uma repre-
sentacao completa de um objeto, ndo poderemos dizer qual é o tamanho da sua
representacao na forma de uma string (uma sequéncia de simbolos de uma co-
lecao finita). Desta forma, um testador alienado, que nao depende do parametro
de tamanho, é um testador e, como tal, recebe um parametro n e um parametro
€, mas despreza o parametro de tamanho () e computa mediante as consultas

feitas pelo oraculo até aceitar ou rejeitar o grafo de entrada.

Podemos verificar, da defini¢ao acima, que uma propriedade que ad-
mita um testador alienado é, necessariamente, uma propriedade natural, porque

esse testador, por defini¢ao, nao depende do parametro de tamanho.

Em alguns artigos (como em [7]) aparece a expressao “fortemente
testavel” para denotar aquelas propriedades testaveis por testadores de erro uni-
lateral com complexidade de consultas constante em relacao a ordem do grafo de
entrada no pior caso. Em outros artigos, por outro lado, considera-se que os testa-
dores tém, necessariamente e por definicao, complexidade constante em relacao
a ordem dos grafos de entrada no pior caso. Nesses casos, ao invés de dizer-se que
uma propriedade é fortemente testivel, diz-se simplesmente que a propriedade é

testdvel, termo que adotamos neste trabalho.

Uma propriedade facilmente testdvel € uma propriedade para a qual
existe um testador com erro unilateral e complexidade de consultas polinomial

em funcio de ¢! no pior caso. Esta expressao aparece, também, em [7].

Além das propriedades mencionadas acima, sao de relevo para o es-

tudo da testabilidade de propriedades de grafos as propriedades monétonas, he-
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reditarias e semi-hereditarias, definidas no capitulo 2. Todas elas sao proprieda-

des testaveis, de acordo com Alon e Shapira [6].

3.5 Alguns Teoremas e suas Aplicagoes

Nesta secao, abordaremos alguns dos principais teoremas sobre tes-
tabilidade de propriedades de grafos no modelo denso e debrugar-nos-emos mais
pormenorizadamente em alguns métodos dedutivos em que tais teoremas sao ex-
plorados. O teorema a seguir nos da uma ideia de como podemos restringir o
ambito dos testadores que realmente precisamos estudar para compreendermos
bem a testabilidade de propriedades de grafos. Dos trés teoremas seguintes, os
dois primeiros sao demonstrados no trabalho de Goldreich e Trevisan [17], e o

terceiro é demonstrado no trabalho de Alon e Shapira [6].

Teorema 3.1. Toda propriedade testavel admite um testador nao-adaptativo.

Com isso, sempre que houver um testador para uma propriedade
P de grafos, havera, também, um testador nao-adaptativo para P. Assim, para
qualquer efeito, n6s sempre poderemos restringir nossa busca aos testadores nao-
adaptativos, quando queremos saber se certas propriedades admitem ou nao tes-
tadores. Em outras palavras, problemas sobre existéncia de testadores para dadas
propriedades convertem-se, sem perda ou ganho de generalidade, em problemas
sobre existéncia de testadores nao-adaptativos para as referidas propriedades. O
proximo teorema nos permite estender tal entendimento para a testabilidade de

propriedades de grafos com erro unilateral.

Teorema 3.2. Toda propriedade testdvel com erro unilateral admite um testador nao-

adaptativo com erro unilateral.
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O teorema seguinte permite-nos fazer algumas interessantes obser-
vagoes envolvendo propriedades hereditarias e semi-hereditarias, testadores ali-

enados e testadabilidade com erro unilateral.

Teorema 3.3. Uma propriedade admite um testador alienado de erro unilateral se, e

somente se, ela é semi-hereditdria.

Isso nos garante que sempre que lidarmos com propriedades mono-
tonas ou hereditarias poderemos estar certos da existéncia de testadores aliena-
dos para tais propriedades. Mais do que isso: poderemos encontrar testadores
alienados de erro unilateral para essas propriedades. O teorema acima é mais
forte do que esta conclusao, pois ela decorre do teorema, mas a reciproca nao ¢é
verdadeira. Para verificar esta relacao de decorréncia unidirecional, basta ates-
tar que toda propriedade mondtona € hereditaria, toda propriedade hereditaria é
semi-hereditaria e que o teorema em questao é um bicondicional que pode ser ex-
presso como a conjungao dos dois condicionais expostos logo a seguir, dos quais

o segundo completa a prova da conclusao:

1- Se uma propriedade admite um testador alienado de erro unilateral,

entao ela é semi-hereditaria.

2- Se uma propriedade é semi-hereditaria, entao ela admite um testador

alienado de erro unilateral.

O Teorema 3.3, assim, reune todas essas informacoes de maneira

compacta.
Nesse mesmo sentido ha o teorema transcrito a seguir, o qual pode
ser encontrado com sua demonstra¢ao em Goldreich e Trevisan [17].

Teorema 3.4. Seja P uma propriedade de grafos. Se existe um testador com complexi-
dade de consultas q(n, €) para P, entdo existe um testador candnico para P com comple-

xidade de consultas O(q(n, €)). Além disso, se o testador original tem erro unilateral, o
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testador candnico também tem erro unilateral e sua complexidade de consultas no pior

caso (a do testador canodnico) é de 2q (n, ¢)

O lema a seguir é crucial para o estudo das propriedades heredita-

rias, conforme os métodos descritos posteriormente.

Lema 3.1 (Lema da Remocao para grafos). Para todo € > 0 e toda familia de grafos
F, existem & > 0 e inteiro positivo k tais que todo grafo G de ordem n que seja e-longe
de ser livre de F induzido contém pelo menos on" cépias induzidas de um grafo

H e F tal que h = |H| < k.

Este lema tem uma variante para a propriedade de ser F livre e para
cOpias nao necessariamente induzidas, transcrita abaixo. Ambos podem ser en-

contrados em Alon e Shapira [4] e [6].

Lema 3.2. Para todo € > 0 e toda familia de grafos F, existem 6 > 0 e inteiro positivo k
tais que todo grafo G de ordem n que seja e-longe de ser livre de F contém pelo menos

on" copias de um grafo H € F tal que h = |H| < k.

Destes dois ultimos teoremas, nossa atengao se concentra no primeiro
deles, o Lema 3.1, pois podemos projetar testadores candnicos para propriedades

hereditarias aplicando-o. Vejamos como podemos fazer isso.

Consideremos o seguinte algoritmo T sobre um grafo de entrada G =

(V,A), definido em func¢ao de dado grafo H, de ordem h:

1- Amostramos uniformemente e ao acaso [25‘1]h vértices de V, onde
0 depende de ¢ e de H em conformidade com o Lema 3.1. (Rigoro-
samente, devemos fixar o minimo entre [25‘11 h e n, mas este tltimo

caso ¢é trivial e nao sera, adiante, considerado.)

2- Consideramos S formado pelos vértices amostrados no item 1.
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3- Aceitamos G se, e somente se, G[S] é livre de H.

Para provar que T é um testador para a propriedade “ser livre de H

induzido”, basta provar que:
I- Se G é livre de H induzido, entao, G[S] é livre de H induzido.
II-

2
P(T rejeita G|distg, (G, Livrelnd H) > ) > 3

No item II acima, e no que segue, usamos a notacao P(A) para denotar

a probabilidade associada ao evento A para dado espago amostral.

A seguir, provaremos as assertivas I e II. A afirmacao I é trivialmente
verdadeira, ja que nao é possivel que G seja livre de H induzido e um subgrafo
induzido de G contenha H como subgrafo induzido (isso seria um absurdo). Mais
do que isso: a probabilidade de que o testador aceite G, caso G seja livre de H

induzido, é igual a 1, de modo que esse testador tem erro unilateral.

Suponhamos, agora, que G esteja ¢-longe de ser livre de H induzido.
A afirmacao II significa que, neste caso, P (T rejeita G) > % Queremos provar essa

desigualdade.

Primeiramente definamos os eventos C; e C, de um experimento ale-
atorio Eq, que consiste em sortear os conjuntos A e B de vértices do grafo G, com

distribuicao uniforme, sobre o universo W, assim definido:

w:{(A,B>:AgVABgVA|A|:hA|B|:[25-1]h}

Chamemos [26‘1] h de g para simplificar a escrita das expressoes pos-
teriores. Sejam

C,={(A,B)e W: ACB)
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C, ={(A,B) € W: G[A] ~ H)

Podemos contar a cardinalidade de C;, o que sera levado em conta

mais adiante. Ao concluirmos a contagem, concluimos o seguinte:
n\(n—h
C=
. (h)(g - h)

Também podemos contar um limitante inferior da cardinalidade de
C1NC,, levando em conta o teor do Lema 3.1. Aplicando-se este lema, concluimos
que o numero de conjuntos A que podem ser sorteados no experimento E; é maior
ou igual a 6n", e, para cada A selecionado pelo experimento E; ha (E:Z) pares

(A, B). Consequentemente,

IC,NCy| > 5nh(” B h)
g—h

Sabemos que
CLNCal+|CinCs| =Gy

Portanto

[CinCs|=1CiI-ICi NGyl
n\(n—h n—h
| ncs| < — on"

h\g—h g—h
O que queremos calcular é o seguinte. Suponhamos que sorteamos
uma amostra de tamanho ¢ do conjunto de vértices de G com distribui¢ao uni-
forme. Consideremos, também que, desta amostra, selecionamos, também com
distribui¢ao uniforme, h vértices. Qual é a probabilidade de o grafo induzido por

este conjunto com cardinalidade h nao ser copia de H? Esta propriedade é dada

por

P((A,B)ec;mcl)

P((A,B) € C5|(A,B) € Cy) P((A,B)eCy)
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|c1 N cg|
|C1]
(o) — " (g7

(D)

1-9

Consequentemente, a probabilidade de uma selecao aleatéria com
distribuicao uniforme de h vértices extraidos de uma amostra de tamanho g do
grafo de entrada, também com distribuicao uniforme, nao formar uma cépia in-

duzida de H é menor ou igual a 1 - 9.

Consideremos, agora, o experimento E;, que consiste em selecionar
com probabilidade uniforme uma amostra L de V com cardinalidade g e, posteri-
ormente, selecionar uma partigao {Ul, Uy,..., U%} desta amostra em uma colecao
de % subconjuntos de cardinalidade h. Chamemos de D; o evento de que todos
os subconjuntos da amostra L com cardinalidade h nao formem co6pias induzidas
de H em G. E chamemos de D, o evento em que U;, para todo j € [%], nao forma

copia induzida de H. Antes verificamos que

k-1
~G[U = HI \ ~G[U;] =

j=1

p

IA

NG[Uk]ZH

= P((A,B)eCi(A,B)eCy)<1-6

Com isso, verifica-se que

P A\~ olu)=n

j=1

P[ /\ ~GIS]=H|<

SeV’|S|=h

~G[U1]:H)I_IP
k=2

g

(1 —5)ﬁ(1 —o)=(1-)%]

k=2

IA

k-1
~G[U]=H| \~G[Uj|=H
j=1

IA
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O evento A sev G[S] =~ H, de cuja probabilidade acabamos de
€

IS|=h
calcular um limitante superior em funcao de o, é o evento “T aceita G”. Para

concluir:

- 12(5_1
P(TaceitaG)=P| [\ ~G[S]=H s(l—a)fzf’l]s(péj) <el<

QW =

SeV’
IS|=h

Isso prova que o algoritmo exposto é um testador canonico com erro
unilateral para a propriedade de ser livre de um grafo H induzido. Este método
pode ser generalizado para a propriedade de ser livre de F em que F seja uma
familia finita de grafos ndo necessariamente unitaria, o que contribuira para ca-
racterizarmos a testabilidade de propriedades hereditarias. O testador canonico
para a propriedade de ser livre da familia de grafos 7 induzido opera da seguinte

forma:

1- Sobre o grafo de entrada G = (V, A), amostra-se uniformemente e ao
acaso [26‘1] h vértices de V, onde h é a ordem do maior grafo de F e

0 depende de ¢ e de F em conformidade com o Lema 3.1.
2- Considera-se S formado pelos vértices amostrados no item 1.

3- Aceita-se G se, e somente se, G[S] é livre de F.

A prova de validade deste testador é analoga a do testador para fa-
milias unitarias, sobre o qual tratamos logo acima. Como no caso do testador
candnico apresentado acima para a propriedade de ser livre de H induzido, é

trivial que, se G é livre de uma familia F induzido, entao o subgrafo induzido
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pela amostra S também ¢ livre de F induzido. E, como no caso do mencionado
testador canonico, por demonstragao analoga prova-se que a probabilidade de T

rejeitar G condicionada ao evento de G ser e-longe de LivreInd G[F] é maior do

2
que 3.

O Teorema 2.1 caracteriza as propriedades hereditarias como as pro-
priedades de um grafo ser livre de F induzido para alguma familia 7. Assim, um
testador para a propriedade de ser livre de F induzido, para alguma familia F, é

um testador de uma propriedade hereditaria.

3.6 Um testador que nao é candnico

Neste capitulo, apresentaremos um exemplo de um testador que nao
€ canodnico. Desta forma, definiremos o algoritmo e demonstraremos que ele satis-
faz os requisitos necessarios para nao ser classificado como candnico nos termos

da Definigao 3.3.

Sejam F; e F, duas familias finitas de grafos. Sejam T; um testador
canoOnico para a propriedade LivreInd F; e T, um testador candnico para a pro-
priedade Livrelnd JF,, ambos definidos tal como foi feito no final da Secao 3.5,
quando definimos (e depois generalizamos) um testador que amostra uniforme-
mente e ao acaso [25‘1] h vértices de V, onde H é um grafo dado de ordem h e o
depende de ¢ e de H em conformidade com o Lema 3.1, e aceita G se, e somente
se, G[S] é livre de H, onde S é formado pelos vértices amostrados. Vamos definir

um testador T3 como o testador que procede da seguinte maneira:
Passo n° 1- Primeiramente, T3 executa Tj.

Passo n° 2- Depois, T3 executa T).
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Passo n° 3 - Por fim, T; aceita, se T; e T, aceitam; ou rejeita, caso

contrario.

Afirmamos que T3 é um testador para a propriedade Livrelnd (F, U F).
Se isso for verdade, T; é um exemplo de um testador que nao é canonico. Para

provar esta afirmagao, precisamos demonstrar que:

Requisiton® 1- Se G, o grafo de entrada, pertence a Livrelnd (F; U F),

T3 aceita G com probabilidade maior do que %

Requisito n°® 2- Se G esta ¢-longe de Livrelnd (F; UJF,), T3 rejeita o

grafo de entrada (G) com probabilidade maior do que %
A seguir, definimos dezesseis proposi¢oes matematicas que nomea-

remos como pi, Py, -.., P16- Na notagao que empregaremos, escreveremos

Pr-a
quando estivermos atribuindo o nome p; para a proposicao a. O método que

adotaremos para demonstrar o Requisito n® 1 e o Requisito n° 2, expostos acima,

visa a facilitar a conferéncia de cada passo.

No que segue daremos interpretacao as expressoes de py, p», etc...,
estabeleceremos algumas relagoes entre as proposi¢oes recém-definidas a partir
do contetido dos capitulos anteriores e, finalmente, exporemos uma sequéncia de
argumentos expostos de forma padronizada que demonstrem que o Requisito n°

1 e o Requisito n° 2, fixados acima, sao verdadeiros, concluindo a demonstragao.

Nas proposicoes py, ps, ..., P16, as expressoes Fy, F, e G terdao o mesmo
significado que o adotado até aqui. No Lema 3.1, a variavel o, que depende de
€ e de F, pode ser entendida como uma func¢ao de ¢ para dada familia F. No
rol abaixo, a fungao o (¢) sera tal fungao assumindo que F = A U F,. Da mesma
forma, 01 (¢) representara a funcao de tal variante do Lema 3.1 com F = F; e 9, (¢)

sera a funcao correspondente a variavel 6 do Lema 3.1 no caso em que F = .
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Mais adiante estabeleceremos algumas relagoes entre (), 01 (¢) e 05 (¢).
p1:Ge Livrelnd F

p>: Ge Livrelnd F,
p3: G e Livrelnd (F UF)
pq: Ty aceita G
ps: T, aceita G
pe: I3 aceita G
p7 : distge (G, Livrelnd (F; UFR)) > €
ps:36>03H € (FUR)(I{K: K ~HAK CG)| > on")
po:A5((AH € A (I{(K: K ~HAK <G}z 6n")) v (IH € F (K : K ~H AK < G}| > on")))
pro:3H € A (K : K ~H AK <G} > 5(e)n")
pi:IHe A (|(K:K~HAK<G)|>o(e)n")

pr2:3H € A (|{K: K~ HAK<G)| 2 6 (e)n")

[\

pi3: Prob(T; rejeita G) > -

W

pra:IH e B (|{K: K~ HAK <G)| 2 8, (e)n")

pis: Prob(T, rejeita G) >

WIN Wi

Pie : Prob(T; rejeita G) >

Nao afirmamos nem negamos as dezesseis proposi¢des acima. Ape-
nas as nomeamos, para facilitar a manipulacao simbélica no posterior processo

dedutivo.
Consideremos a seguinte tese.

Tese 3.1:
p3 = (p1 Ap2)
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Esta é uma forma abreviada de escrever que

G € Livrelnd (F; UF) = (G € Livrelnd (F) A G € Livrelnd(F,))

A veracidade desta afirmacao, a Tese 3.1, decorre da definicao de
uniao de familias. Assim, tal tese sera assumida como verdadeira na demons-

tracao que faremos.

A seguir, expomos uma sequéncia de doze outras teses que também
serao assumidas como verdadeiras na demonstracao imediatamente posterior e
justifica-las-emos sucintamente, sendo todas redigidas de forma abreviada em

funcao de py, py, p3, etc..., tal como a Tese 3.1 foi apresentada em fungao de py,

p2 € ps.
Tese 3.2:

P1= P4
Esta afirmacao decorre da definicao de T; em funcao de F;.
Tese 3.3:

pP2=Ps

Esta afirmacao decorre da definicao de T, em funcao de F;.

Tese 3.4:

(P4 Aps) = pe

Tal assertiva decorre do passo n° 3 da descri¢ao do testador T3, se-

gundo o qual T3 aceita, se T} e T, aceitam G.

Tese 3.5:
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pP7 = Ps
Este é o enunciado do Lema 3.1 quando a familia 7 é /4 U .

Tese 3.6:

Pg < P9
Esta afirmacao decorre da defini¢ao de uniao de conjuntos.

Tese 3.7:

ps = (P10 V P11)

Esta tese decorre da Tese 3.5 e do fato de que, nesta ultima, o pode

ser entendido como funcgao de .

Tese 3.8:

P12 = P13

Esta afirmacao decorre da definicao do testador Tj.

Tese 3.9:

P14 = P15

Esta afirmacao decorre da defini¢ao do testador Tj.

Tese 3.10:

P10 = P12

Em sintese, conforme a interpretacao que estamos dando a d(¢) e

01(€), podemos assumir que 6(e) > 01(¢) para todo ¢ (vide paragrafo anterior
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as defini¢coes das proposicoes pi, ps, ..., P1s), POis, quando estendemos uma fa-
milia F de grafos, mantemos ou aumentamos o numero de copias induzidas de

membros da familia resultante num grafo dado.

Para sermos mais rigorosos, segundo o Lema 3.1, para todo ¢ >0 e
toda familia de grafos F, existem 0 > 0 e inteiro positivo k tais que todo grafo G
de ordem 71 que seja e-longe de ser livre de F induzido contém pelo menos &n”

copias induzidas de um grafo H € F tal que h = |H| < k. Sendo assim, temos que:

1- Para todo ¢, se o grafo G de ordem n é ¢-longe de ser livre de F
induzido, entao G contém pelo menos 0, (e)n" copias induzidas de

um grafo H € F tal que h = |H|.

2- Para todo ¢, se o grafo G de ordem # é e-longe de ser livre de /; U F,
induzido, entdo G contém pelo menos & (&) n'* copias induzidas de um

grafo H € /; UJF, tal que h = |H|.

Analisemos as duas sentencgas acima. Se G é e-longe de ser livre de /
induzido, entao G também é e-longe de ser livre de /; U F, induzido e, conforme
a segunda sentenca acima, G contém pelo menos 9 (¢) n' copias induzidas de um
grafo H € /{ UF, tal que h = |H|. Porém, conforme a primeira senteng¢a das duas
acima, nesta mesma situacao G contém pelo menos 9 (¢) n" copias induzidas de
um grafo H € F; tal que h = |H|. Naturalmente, pode haver mais cépias de algum
grafo H € F/; UF, em G do que copias de H € F; em G, pois F; € F UF,. Assim,

podemos assumir que 0(€) > 0 ().
Tese 3.11:

P11 = P14

Conforme a interpretagao que estamos dando a d(¢) e 0,(¢), podemos
assumir que 0 (g) > 9,(¢) para todo ¢, pelo mesmo motivo exposto na justificacao

da Tese 3.10.
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Tese 3.12:

P13 = P1s

O evento “T) rejeita G” esta contido no evento “Tj rejeita G”, por-
que T; rejeita G se, e somente se, T; rejeita G ou T, rejeita G. Convém lembrar
que a probabilidade de uma disjun¢ao é maior ou igual a probabilidade de um
de seus disjuntivos, pois um disjuntivo esta contido no evento correspondente a

disjuncao.
Tese 3.13:

P15 = P16

Como no caso da Tese 3.12, o evento “T, rejeita G” esta contido no
evento “T5 rejeita G”, porque T; rejeita G se, e somente se, T; rejeita G ou T,

rejeita G.

No que segue, expomos uma sequéncia de sete argumentos em que

tomamos como pressupostos as 13 teses enunciadas e justificadas acima.

Argumento 1:

p1 = ps (Tese 3.2)

p2> = ps (Tese 3.3)
s (p1Ap2) = (paAps)

Argumento 2:

(p1 Ap2) = (pa A ps) (Argumento 1)

(P4 Aps) = pe (Tese 3.4)

s(p1APp2) = pe
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Argumento 3:

p3 = (p1 Ap2) (Tese 3.1)
(p1 A p2) = pe (Argumento 2)

- P3 = Pé
Argumento 4:

ps = (P10 V p11) (Tese 3.7)

P10 = P12 (Tese 310)

P11 = p14 (Tese 3.11)
. ps = (P12 V p14)
Argumento 5:
ps = (p12 V p14) (Argumento 4)

p12 = p13 (Tese 3.8)

P14 = P15 (Tese 39)

~.ps = (P13 V p1s)
Argumento 6:

ps = (p13 V p15) (Argumento 5)

P13 = P16 (Tese 3.12)
P15 = Pie (Tese 313)
- P8 = P16
Argumento 7:
p7 = pg (Tese 3.5)
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pPs = P16 (Argumento 6)

S.P7 = P16

Verifica-se que, nesta sequéncia de argumentos, cada argumento é
conclusao de um dos argumentos anteriores (e, portanto, ja demonstrado) uma
das treze teses assumidas como verdadeiras. Consequentemente, a conclusao de
qualquer um destes sete argumentos é, necessariamente, uma proposi¢ao verda-

deira.

Na sequéncia de argumentos acima, mostramos que

G € Livrelnd (F; UFR) = T3 aceita G

pois essa € a conclusao do Argumento 3. Isso prova o Requisito n° 1 definido an-

teriormente para que T3 seja um testador para a propriedade Livrelnd (F; U F,).

Na mesma sequéncia de argumentos, acima, de acordo com a con-
clusao do Argumento 7, deduzimos que p; = pi6, 0 que é 0 mesmo que dizer
que

2
distge (G, Livrelnd (Fy UF,)) > e = Prob(T; rejeita G) > 3

Isso prova o Requisito n° 2 definido anteriormente para que Tj seja
um testador para a propriedade Livrelnd (F; U F,). Mas Tj, tal como definido no
inicio desta secao, nao se enquadra na Definicao 3.3, apesar de existir testador
canodnico equivalente a T3. Portanto T3 ¢ um testador que nao é candnico, como

queriamos demonstrar.

3.7 A testabilidade das propriedades monotonas

Ser testavel é um atributo forte de uma propriedade de grafos, no

sentido de que, se escolhermos aleatoriamente uma propriedade de grafos, pro-
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vavelmente ela nao sera testavel. Apesar disso, ha exemplos de propriedades
que sao sabidamente testaveis, conforme se demonstrou na literatura. Nosso foco

nesta Secao 3.7 é o teorema abaixo.

Teorema 3.5. Toda propriedade mondtona é testavel com erro unilateral.

Uma funcao recursiva é uma fun¢ao com dominio e contradominio
em conjuntos numéricos tal que a imagem de cada ponto do dominio pode ser
computada a partir de tal ponto mediante a execu¢ao do mesmo algoritmo. Fare-
mos aqui um resumo da prova do Teorema 3.5. Os detalhes podem ser encontra-

dos em Alon e Shapira [3].
Partamos das defini¢Oes seguintes.

Definicao 3.4. Para toda familia de grafos F (possivelmente infinita) e todo inteiro r,
F, é o sequinte conjunto de grafos: Um grafo R (ndo necessariamente pertencente a F)
¢ membro de F, se, e somente se, R tem no mdximo r vértices e existe no minimo um

grafo H pertencente a F tal que existe um homomorfismo de H para R.

Definigao 3.5. Para toda familia de grafos F tal que F, é ndo vazio e todo inteiro r,
Wp:N — IN é a fungado tal que

W (r) =ma min V(H
}—( ) Re]—zf{HE}—:HHR}l ( )l

Definicao 3.6. Entendendo o pardmetro y do Lema 2.2 como uma fungao dos para-
metros (&,k, f), a”:IN — (0, 1) serd definida como a fungdo tal que a’(0) = g e

rz0=a’(r)= y(g,r,\lfp(r))

Defini¢ao 3.7. a:IN — (0, 1) é a funcdo tal que a (0) = g e r # 0 implica que o (r) =

a(0) 1 }

min{a'(r), 'y

A funcao S é definida a partir da fun¢ao fixada mediante a Definigao

2.13, da seguinte maneira
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Definicao 3.8. S é a fungdo que obedece a
8 4
5(e) = wag(mo(—) )
g e
sendo que S é a fungdo com o maior dominio possivel tal que a expressdao acima é

legitima.

A seguir, apresentamos as Defini¢des 3.9 e 3.10. A primeira depende
do parametro | do Lema 2.2, que pode ser entendido como funcao de (¢&,k, f),
e a segunda depende do parametro 6 do mesmo lema, o qual também pode ser

compreendido como fungao de (¢,k, f).

Definicao 3.9. N é a funcdo tal que

&

N (e)=S()] (55 (), Wr ()

com o maior dominio possivel que ndo comprometa a legitimidade desta definicao.

Defini¢ao 3.10. Q é a fungao tal que

2\1113 (S (&)

Qle) =
U o(55 )W (5 ()

S(e)
com o maior dominio possivel que nao comprometa a legitimidade desta definigao.

Alon e Shapira [3] mostraram o seguinte resultado:

Teorema 3.6. Se Wy é uma fungdao recursiva, entdo o, |, S, N e Q podem ser compu-

tadas.

Seja 7 uma familia de grafos (finita ou infinita). E seja G um grafo
com n > N (&) vértices. Apliquemos o Lema 2.6 sobre G para gerar uma equipar-
ticao {Vj}jzl,z ..... k }j:1,2 ..... K’
cada i, U; C V;. Nesta aplicagao do Lema 2.6, fixemos m = % e B(e) = al(e) (vide

e a colecao de conjuntos de vértices {U]- em que, para
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Definicao 3.7). U é o subgrafo de G induzido por U;;l U; gerado pela particao

{Uf}j:1,2,...,k'

O grafo G’ decorre da remocgao, no grafo G, das seguintes arestas,

nesta ordem:

1-

das em cada um dos trés passos enumerados acima, podemos verificar que en

Primeiramente removemos as arestas {u,v} tais que u € V;ev eV,

para algum i. Como o nimero de vértices de cada V; é no maximo
Z+1 ( d V; é aximo igual a k

7 +1 e o numero de partes V; € no maximo igual a k, neste passo
~ . - 2

sao removidas no maximo k(%) arestas. Pelo fato de que k > %, este

limitante superior é menor do que $n?.

Para cada i e cada j tais que ‘densG (Vl-, V]) —densg(U;, Uj)| > g = T(0),
removemos arestas {u,v} tais que u € V; e v € V;. De acordo com o
item 4 do Lema 2.6, existem no maximo %kz pares (7,j). Cada V; tem
no maximo % + 1 vértices, de maneira que, neste segundo passo, no

e . 2 /7 .
maximo %kz(% + 1) < §n2 vértices.

Para cadaie cadaj tais que densG(Ui, U]-) < %, removem-se as arestas
{u,v} taisqueue Vieve V;. Como no passo anterior removeram-se
todas as arestas {u,-,u]-}, para cada i e cada j que obedecem a desi-
gualdade |densG(V,-,Vj)—densG(U,-, U]-)' > §, Ui € Vi e uj € Vj, temos
que, neste terceiro passo, removemos, no maximo kzi(% + 1)2 < %nz

arestas, ja que densG(Ui, Uj) < g =densg (Vi, V]) <g+p(0)=1.

Tendo em vista o nimero maximo de arestas que podem ser removi-

2 ¢

um limitante superior do numero total de arestas removidas neste procedimento,

isto é, |G’| < en?.
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Definamos R como o grafo regularidade de U, com parametro de

densidade ¢ e parametro de regularidade § em relagao a parti¢ao {Uj}jzl,z,...,k’

Seus vértices serao chamados de rq, 15, ..., 1.

O grafo G’ é formado por remogao de arestas de G e, por isso, todo
subgrafo de G’ é também subgrafo de G. Tendo em mente a defini¢ao de grafo

2 arestas de

e-longe de uma propriedade, como ndés removemos menos do que ¢n
G para formar G’, existe um membro de F que tem copia em G’ e, portanto, em

G, o qual chamaremos de F'.

Para cada i € [k], definiremos R; = V(F’)NV;. Sabemos que, se {v;,v;} €
aresta de G, v; € V; e v; € V}, entdo (U;, Uj) € um par a(k)-regular com densidade
maior ou igual a ¢ em G. Portanto existe um homomorfismo ¢ : V(F’) — V(R)

que mapeia todo R; C V(F’) ar;.

Como |V(R)| = k e existe o homomorfismo mencionado acima, conclui-
se, conforme a Defini¢ao 3.4, que R € F;. Consequentemente existe um grafo
K € F de tamanho menor ou igual a Wg(k) tal que existe um homomorfismo

@ : V(K) — V(R), conforme a defini¢ao de Wp.

O homomorfismo ¢ atesta que se (i,j) é aresta de F’, (¢ (i), ¢(j)) €
uma aresta de R. Da mesma forma, sempre que (¢ (i), ¢(j)) € uma aresta de r,
(U(p(i), U(p(j))) ¢ um par a(k)-regular com densidade maior ou igual a ¢ em G.
Alon e Shapira [3] deduziram um limitante superior para a ordem de F’, que é o

valor Wg(k).

Portanto, se {u,-, u]-} € A(F’), entao (Ul-, Uj) é um par a(k)-regular com

densidade maior ou igual a § em G.

Pode-se aplicar o Lema 2.2 sobre a particao {U}

f de U, levando-
j=1,...k

.....

nos a concluir que ha no minimo 6]_[?:1 |U;| copias de F em U e, consequente-

mente, em G (pois U é subgrafo de G), onde 6 é uma das variaveis do enunciado
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do Lema 2.2, a qual pode ser assumida como uma funcao de ¢, sem prejuizo.
Escolhendo uma fungao o que satisfaca isso, podemos sustentar a veracidade da

seguinte afirmacao:

Afirmacgao 3.1. Existem no minimo 6(8)]_[5;1 |U;| copias de F em G.

Naturalmente, a fungao 6 depende da familia F. E facil notar que é
vantajoso encontrarmos uma defini¢ao precisa para 6. Nesse sentido, partindo da
Afirmacao 3.1 e fixando as fungoes referidas nas Definic¢oes 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8,

3.9 e 3.10, Alon e Shapira [3] mostraram que é valido o seguinte teorema:

Teorema 3.7. Para toda familia de grafos F (possivelmente infinita) e todo grafo G tal
que |G| > Nx (¢) e G é e-longe de ser livre de F, entdo o subgrafo induzido randomico

de Qr () vértices de G gera um membro de F com probabilidade maior ou igual a %

O conceito que sera definido adiante corresponde a uma caracteri-
zagao da propriedade de ser livre de determinada familia de grafos (finita ou

infinita).

Defini¢ao 3.11. Para toda propriedade mondtona P, chamaremos de Fp o conjunto de
grafos tais que todo membro de Fp nao satisfaze P e todo grafo obtido de um membro

de Fp por remogdo de uma aresta ou vértice satisfaz P.

Primeiramente, observemos que satisfazer P é equivalente a ser livre
de Fp. Definamos o seguinte testador T. Tomemos os valores das fungoes N e Q
para dado €. Como N e Q sao fungoes cujas imagens podem ser computadas, T
pode, sempre que possivel, levar em conta os valores de N e Q. Seja G um grafo. Se
aordem de G for menor do que N, T consulta todas as arestas possiveis de G, testa
se G é livre de F, aceitando em caso afirmativo (nesse caso, T ndo erra). Se a ordem
de G é maior do que N, T sorteia Q vértices, encontra o subgrafo induzido por este

conjunto de vértices, o qual chamaremos de H, e aceita se, e somente se, H ¢ livre
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de F. Com esta descricao, percebe-se que, se G ¢é livre de F, entao T aceita com
probabilidade igual a 1. Desta descri¢ao e do Teorema 3.7, também se verifica
que, se G estiver ¢-longe de satisfazer P (ou de ser livre de Fp), o grafo amostrado
de ordem Q contera um subgrafo pertencente a Fp com probabilidade maior ou
igual a % Nesse caso, T rejeitara G com probabilidade maior ou igual a % De
uma forma ou de outra, a complexidade maxima de consultas esta delimitada
superiormente por max (N (¢),Q(¢)), uma fungao constante em relagao a ordem

do grafo de entrada. Isso prova o Teorema 3.5.
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4 TESTABILIDADE DE PROPRIEDADES EM
GERAL

Neste capitulo, abordaremos testabilidade de outros tipos de objetos
matematicos, nao estudados no capitulo anterior. Focar-nos-emos aqui prinipal-
mente em testabilidade de propriedades de torneios, digrafos e permutagdes, mas
salienta-se que isso nao esgota o estudo de testabilidade de propriedades. Stagni
[27] fez uma sintese dos conceitos e resultados elementares em matéria de testa-
bilidade de propriedades de torneios. Hoppen, Kohayakawa, Moreira e Sampaio
[23] estudaram testabilidade de propriedades de permutacdes, assim como Fox
e Wei [16], sendo este ultimo trabalho mais especifico sobre as diferentes métri-
cas sobre espacos de permutagdes e suas relacdes. Bender e Ron [8] apresentam
alguns conceitos elementares sobre testabilidade de propriedades de digrafos e,
no mesmo trabalho, estudaram algumas propriedades de digrafos. Em [20] tem-
se uma introducao de testabilidade de propriedades de varios tipos de objetos

matematicos.

4.1 Testabilidade de propriedades de torneios

Vimos no Capitulo 2 que existem diferentes modelos de testabilidade
de grafos, entre os quais o modelo denso, o modelo de grau limitado e o modelo
geral. No caso dos torneios, para nossos propositos, adotaremos um modelo de
testabilidade analogo ao modelo denso para grafos. Nesse modelo, a métrica de-
pende da fungdo de adjacéncia gr : V(T)x V(T) — {0,1}, onde V é o conjunto de
vértices de um torneio T. Essa fun¢ao associa a cada par ordenado de vértices o
elemento 1, se o referido par for arco do torneio, e o elemento 0, caso contrario.
Assim, essa funcao fornece o componente da matriz de adjacéncia do torneio na

linha correspondente a um vértice e na coluna correspondente a outro vértice, de-
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finida de modo analogo a matriz de adjacéncia de um grafo. Pela maneira como a
funcao de adjacéncia de um torneio T, a fun¢ao gr, esta definida, podemos dizer

que dados os vértices u e v do torneio T, vale que:

—

gr(u,v)=1e (u,v) e A(T)

gr(u,v) =0 & (v,u) € A(T)

Sejam T e T’ dois torneios com o mesmo conjunto de vértices. A dis-
tancia absoluta entre estes torneios é o numero de pontos do dominio da fungao
de adjacéncia para os quais a imagem ¢é diferente. Simbolicamente, escrevemos:
distpps (T, T') ={(u,v) SV XV :gr(u,v) = g (u,v)}]. A distiancia relativa entre T e

2

T’ é a distancia absoluta entre eles normalizada, isto é, dividida por n°, sendo n

otamanho T e de T’. Nesse caso, escreve-se

distger (T, T') = [{(1,v) C V x V 2 gr (u,v) 2 gp (u,0)}] /n?

Tal como no caso do modelo denso para grafos, aqui também cabe
observar que estas defini¢oes de distancia requerem que os torneios tenham o
mesmo conjunto de vértices, o que é uma condi¢ao mais forte do que os referidos

torneios terem o mesmo tamanho.

Aqui também é importante o conceito de distancia entre um torneio

e uma propriedade, definido da seguinte forma:

dist(T,P) = min|[distg, (T,T")]
T’eP

Uma forma de definir a distancia entre torneios e propriedades no
modelo aqui adotado de testabilidade de torneios, equivalente ao modelo denso
de testabilidade de propriedades de grafos, é por meio do conceito de torneio ¢-

longe de certa propriedade P. Um torneio T esta ¢-longe da propriedade P, quando
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é necessario inverter en?

ou mais arcos de G para transforma-lo num torneio que
satisfaz P. A distancia entre T e P pode ser entendida como o menor ¢ tal que T

esta e-longe de P.

Assim como ha testadores de propriedades de grafos, ha, também,
testadores de propriedades de torneios. Um testador para uma propriedade de tor-
neios € um algoritmo randomico sublinear associado a um parametro de tamanho
(n), a um parametro de distancia (¢) e a um oraculo com acesso a representacao
de um torneio. Ao oraculo é dada a faculdade de fazer consultas a representacao
do torneio de entrada, de maneira que o algoritmo possa acionar o oraculo em
certos momentos e fazer escolhas a partir das respostas as consultas ja realizadas
pelo oraculo ou de escolhas feitas a partir dos dados resultantes de consultas an-
teriores ao oraculo. No final da computagao de um testador sobre um torneio, o

testador aceita ou rejeita o torneio de entrada, e vale o seguinte:

1- Se o torneio T satisfaz a propriedade P, entao a probabilidade de o

testador A aceitar T é maior do que %

2- Seotorneio T esta a uma distancia maior ou igual a € da propriedade
P, entao a probabilidade de o testador A rejeitar G é maior do que %,

para a métrica sobre o conjunto dos torneios.

Se existir um testador tal que a probabilidade citada no item 1 acima
for igual a 1, dizemos que a propriedade em questao é testavel com erro unilateral.
Caso contrario, dizemos que ela é testavel com erro bilateral. Em ambos os casos,

dizemos que a propriedade de torneios em questao é testavel.

Passemos a uma breve analise da computacao de um testador. O ora-
culo tem acesso a matriz de adjacéncia do torneio de entrada. O parametro de
tamanho representa o tamanho do torneio de entrada. Neste modelo, o testador

pode, em determinados momentos da sua computagao, acionar o oraculo para
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que este consulte um componente da matriz de adjacéncia do torneio de entrada.
Obviamente, a resposta a esta consulta informa ao testador sobre a relagao de do-
mindncia entre os vértices u e v, em que u e v sao veértices do torneio de entrada.
Uma consulta do oraculo de um testador, pode ser entendida como a pergunta de
se determinado par de vértices distintos (u#,v) corresponde a um arco do torneio
ou se (v,u) € um arco do mesmo torneio, dado que um destas respostas, e apenas
uma destas, devera ser sim. Essa resposta a consulta do oraculo é representada

por O ou 1.

O oraculo consulta pares ordenados de vértices do torneio de entrada
e fornece a imagem da func¢ao de adjacéncia sobre pares. Como vimos, esta fun-
¢ao indica-nos se um par ordenado sobre o conjunto de vértices de um torneio
corresponde a um arco ou nao, e é somente esse o tipo de informacao sobre o que

o oraculo de um testador consulta.

Com o proposito de simplificar o estudo dos testadores de proprieda-
des de grafos, na Secao 3.2, definimos testador nao-adaptativo, testador alienado e
testador canonico de propriedades de grafos, e aqui, no presente, fazemos o mesmo
para torneios. O leitor nao tera dificuldade em fazer as cabiveis analogias entre
estes tipos de testadores de propriedades de torneios e os correspondentes tipos

de testadores de propriedades de grafos.

Definicao 4.1 (Testador nao-adaptativo de torneios). Um testador nao-adaptativo
¢ um testador A associado a uma fungdo q : [0,1] xIN — IN tal que A procede da

seguinte maneira sobre um torneio de entrada T de tamanho n e sobre o pardmetro &:

1- Inicialmente A escolhe randomicamente e com distribuigdao uniforme um

subconjunto S de cardinalidade q (e, n) de V(T).

2- Posteriormente, A faz () consultas ao ordculo para obter o subtorneio

induzido por S.
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3- Finalmente, A aceita ou rejeita T tendo acesso apenas a T[S] e a n, ou

seja, sem fazer mais consultas ao ordculo.

De maneira analoga, definem-se também os conceitos de testador ali-

enado de torneios e testador canonico de torneios.

A mesma discussao que fizemos sobre propriedades naturais e pro-
priedades fortemente testaveis cabe na discussao sobre testabilidade de proprie-
dades de torneios. No caso dos torneios, as propriedades naturais sao as propri-
edades que nao dependem do parametro de tamanho, e falamos de proprieda-
des fortemente testaveis num contexto em que ampliamos o conceito de testador
para abranger também algoritmos que nao sejam necessariamente limitados su-
periormente por uma fun¢ao constante em relagao ao tamanho do torneio, mas
por uma funcao necessariamente sublinear em relacao a este mesmo parametro.
Stagni [27] observa que todas as propriedades testaveis estudadas na literatura

sao naturais, ou seja, admitem testadores que nao dependem de n.

Podemos verificar, da defini¢ao acima, que uma propriedade que ad-
mita um testador alienado é, necessariamente, uma propriedade natural, porque

esse testador, por defini¢ao, nao depende do parametro de tamanho.

Uma propriedade de torneios facilmente testdvel € uma propriedade
para a qual existe um testador com erro unilateral de complexidade polinomial
em funcio de ¢! no pior caso. A analogia com o caso correspondente para grafos

¢é evidente.

Abordaremos aqui alguns dos principais teoremas sobre testabili-
dade de propriedades de torneios e debrugar-nos-emos mais pormenorizadamente
em alguns métodos dedutivos em que tais teoremas sao explorados. Uma de-
monstragao destes teoremas pode ser encontrada no trabalho de Henrique Stagni

[27].0 primeiro teorema a seguir nos da uma ideia de como podemos restringir o
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ambito dos testadores que realmente precisamos estudar para compreendermos

bem a testabilidade de propriedades de testabilidade.

Teorema 4.1. Toda propriedade testavel admite um testador nao-adaptativo.

Com isso, sempre que houver um testador para uma propriedade
P de torneios, havera, também, um testador nao-adaptativo para P. Isso tam-
bém acontecia no caso dos grafos, conforme vimos no Capitulo 3. Assim, para
qualquer efeito, problemas de existéncia de testadores para certa propriedade
convertem-se em problemas de existéncia de testadores nao-adaptativos para as

mesmas. O proximo teorema aprofunda esse entendimento.

Teorema 4.2. Toda propriedade testavel com erro unilateral admite um testador nao-

adaptativo com erro unilateral.

O teorema seguinte permite-nos relacionar propriedades heredita-
rias, propriedades semi-hereditarias de torneios e testabilidade de propriedades

de torneios com erro unilateral.

Teorema 4.3. Uma propriedade de torneios é testdvel com erro unilateral se, e somente

se, ela é semi-hereditdria.

Corolario 4.1. Toda propriedade de torneios hereditdria é testdvel com erro unilateral.

A demonstracgao do Corolario 4.1 é imediata a partir do Teorema 4.3,

tendo em vista que toda propriedade hereditaria é semi-hereditaria.

Na Secgao 3.5 abordamos o Lema da Remocao para grafos e, poste-
riormente, na mesma se¢ao, expusemos testadores canonicos para propriedades
hereditarias em funcao da familia F tal que a propriedade hereditaria em ques-
tao é igual a propriedade de ser livre de F induzido (vide Teorema 2.1, segundo

o qual toda propriedade hereditaria pode ser definida em fun¢ao uma familia de
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grafos da qual é “livre induzido”). Abaixo apresentamos o Lema da Remogao para

torneios.

Lema 4.1 (Lema da Remocgao para torneios). Para todo € > 0 e toda familia de tor-
neios F, existem o > 0 e inteiro positivo k tais que, todo torneio T de tamanho n que
seja e-longe de ser livre de F contém pelo menos on" cdpias de um torneio H € F tal

que h=|H| < k.

Vejamos a seguir um testador para a propriedade de ser livre de um
torneio H (a demonstracao apoia-se no Lema 4.1). Consideremos o seguinte algo-

ritmo a partir de dado torneio (V,A):

1- Amostramos uniformemente e ao acaso [26‘1111 vértices de V, em

que h o tamanho de H.
2- Consideramos S formado pelos vértices amostrados no item 1.

3- Aceitamos T se, e somente se, T [S] é livre de H.
Pode-se provar que:

1- Se T é livre de H, entao, o torneio induzido por S é livre de H.

2- P< %, onde P é a probabilidade de T ser aceito, se T estiver ¢-longe

de Livre(H).

Provando estas duas afirmagoes acima, poderemos dizer que o al-
goritmo exposto é um testador candnico para a propriedade “ser livre de H”.
A demonstracao segue basicamente os mesmos passos da demonstragao para o
testador analogo para propriedades de grafos, exposto na Segao 3.5 para a pro-
priedade de ser livre de um grafo H induzido. Como a relagao de ser subtorneio
¢ transitiva, a afirmacao 1 é verdadeira, de maneira que o erro do testador é uni-

lateral.
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Suponhamos, agora, que T esteja e-longe de ser livre de H. A afirma-

¢ao 2 nos diz que, neste caso, a probabilidade de T ser aceito € menor do que %
Conforme o Lema 4.1 (Lema da Remocao para torneios), a probabilidade de uma
amostra de tamanho & do torneio de entrada, de tamanho n, formar uma copia
de H é maior do que 6. A amostra de T selecionada pelo testador contém [25_11

uplas distintas. Com isso,

2671
26_1 _ ]_ ) 1
P<(1—6) —(1—F) <e <§

onde P ¢é a probabilidade de T ser aceito.

Assim, o algoritmo exposto é um testador canonico com erro unila-
teral para a propriedade de ser livre de um torneio H. Como no caso dos grafos
tratado na Secao 3.5, este método pode ser generalizado para a propriedade de

ser livre de 7 em que F seja uma familia finita de torneios.

4.2 Testabilidade de outros tipos de objetos matematicos

No Capitulo 2.1, definimos digrafos como um par de conjuntos fini-
tos (V, /T), em que A C VxV.Definimos, também, seus vértices como os elementos
de V e seus arcos como os elementos de A. No caso dos digrafos, como seus arcos,
ao contrario das arestas dos grafos simples, sao direcionados, convém nomear um
conceito semelhante ao caminho de um grafo simples, mas que leva em conta a
direcao dos arcos. Nesse sentido, chamamos de caminho direcionado de um digrafo
D uma sequeéncia ((uq,uy),(uy, u3), (U3, uyg)...(ux_1,vx)) tal que D contenha os vér-
tices distintos uy, u,,..., u;. Se incluirmos em tal sequéncia de pares de vértices o
par (vg,vy), gerando a sequéncia ((uy,uy), (up, us), (uz, uy)... (Ux_1,v%), (Vi v1)) te-

mos um ciclo direcionado.
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Um digrafo D é fortemente conexo, quando existe um caminho dire-
cionado no digrafo entre quaisquer dois vértices distintos, ou seja, YuVv, tem-se
que (uj,u;;1) € A(D) para i =1,2,...,k, onde u; = u e uy,; = v. E um digrafo
D ¢é aciclico, quando nao contém ciclos direcionados, isto ¢, quando nao contém
vértices distintos uy,u,,..., uy tais que (u;,u;,1) e (g, uy),comi=1,2,...,k—1. A
nogao de isomorfismo de digrafos é definida de maneira analoga a isomorfismo
de grafos ou de torneios, o que se discutiu no Capitulo 2. Uma propriedade de
digafos é um conjunto de digrafos fechado sob isomorfismo. As propriedades de
aciclicidade (conjunto de digrafos que nao contém ciclos direcionados) e conecti-
vidade forte (conjunto de digrafos que tém pelo menos um caminho direcionado
entre cada par de vértices) sao Gteis para fazermos algumas consideragoes sobre

a testabilidade de digrafos, motivo pelo qual definimo-las acima.

Um testador de digrafos é um algoritmo T que verifica se um digrafo
satisfaz uma propriedade P ou se esta e-longe de satisfazé-la para qualquer ¢ €
(0,1) de tal maneira que, se o digrafo de entrada satisfizer P, T o aceita com
probabilidade maior ou igual a %, e, se o digrafo de entrada estiver ¢-longe de

satisfazer P, T rejeita este digrafo com probabilidade maior ou igual a %

Segundo Bender e Ron [8], ha dois modelos de testabilidade de di-

grafos: o modelo da matriz de adjacéncia e o modelo da matriz de incidéncia.

No modelo da matriz de adjacéncia, cada digrafo é representado pela
sua matriz de adjacéncia e cada testador pode fazer consultas das entradas desta
matriz. A métrica é similar a do modelo denso de testabilidade de grafos, visto
nas Secdes 3.1 e 3.3, com a diferenca de que, ali, verificam-se subconjuntos bi-
narios de vértices nas matrizes de adjacéncia, que sao matrizes simétricas, en-
quanto aqui, verificam-se pares ordenados de vértices das matrizes de adjacéncia
de digrafos, as quais podem nao ser simétricas. Como no caso do modelo denso
de testabilidade de grafos, a distancia absoluta entre dois digrafos corresponde

ao numero de posi¢oes da matriz de adjacéncia em que as suas matrizes de ad-

71



jacéncia diferem, e a distancia relativa é a distancia absoluta normalizada pelo
tamanho de ambos os digrafos, o qual deve ser o mesmo para que a métrica esteja
definida. Sobre este modelo, podem se encontrar mais detalhes em Goldreich,

Goldwasser e Ron [19].

Assim como o modelo da matriz de adjacéncia de testabilidade de
digrafos assemelha-se ao modelo denso para grafos, o modelo da matriz de inci-
déncia para digrafos assemelha-se ao modelo de grau limitado para grafos. Neste
ultimo modelo, os arcos de cada digrafo sao associados aos nimeros naturais nao
nulos menores ou iguais a d, sendo d um limitante superior dos graus dos seus
vértices, e o digrafo é representado pela matriz de incidéncia, e nao pela matriz
de adjacéncia. Sobre o tema, podem ser citados Goldreich e Ron [18]. Bender e
Ron [8] observam que o modelo da matriz de incidéncia tem duas variantes dife-
rentes. Na primeira, a matriz de incidéncia lista os vértices de saida associados a
cada par (v,i), em que i é 0 i-ésimo arco do vértice v. Suponhamos que, ao consul-
tar o par (v,1), o testador obtenha, como resposta, o vértice u. Neste caso, (v, u) é o
i-ésimo arco de saida de v. Mas ha também uma variante do modelo da matriz de
incidéncia em que os testadores podem consultar nao apenas os arcos que saem,

como também os arcos que entram em cada vértice do digrafo de entrada.

Dentre as duas variantes citadas acima do modelo da matriz de in-
cidéncia, sempre devemos deixar claro a qual nos referimos a cada momento.
Os testadores de ambas as variantes nao sao necessariamente os mesmos para a
mesma propriedade de digrafos, nem tampouco a complexidade de consultas ma-
xima ou minima associada a uma propriedade é preservada, quando mudamos de

uma variante para a outra.

Bender e Ron [8] mostraram que a complexidade minima de consul-
tas da conectividade forte é de O( \/ﬁ) na primeira variante do modelo de matriz
de incidéncia, e a complexidade maxima da conectividade forte é de O(%) na

segunda variante. Isso significa que a complexidade de consultas desta proprie-
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dade maior ou igual a ¢y no primeiro caso e menor ou igual a % no segundo
caso, onde c e d sao duas constantes reais positivas. Note-se que ambos os limi-
tantes de complexidade de consultas sio sublineares. E facil ver que a complexi-
dade maxima da segunda variante nao é valida para a primeira e que a comple-
xidade minima da primeira variante nao é valida para a segunda, pois qualquer
um destes dois casos culminaria num absurdo. Isso porque, sendo q a complexi-
dade de consultas, quaisquer que sejam c e d, existem #n e ¢ tais que é falso que

d : d
q> c\nAq<¥%. Bastatomar ne ¢ tais que cyn < £.

No caso da aciclicidade, os mesmos autores acima citados deduziram
um limitante superior da complexidade de consultas para o modelo da matriz de
adjacéncia e um limitante inferior para o modelo de matriz de incidéncia, a pri-
meira em fungao apenas de ¢, e a segunda somente em funcao de n (respeitada
a sublinearidade, que sempre deve estar presente na testabilidade de proprieda-
des). Por um caminho analogo ao do paragrafo anterior, pode-se mostrar que a
complexidade de consultas deduzida para a aciclicidade no modelo da matriz de

adjacéncia nao vale para o modelo da matriz de incidéncia, e vice-versa.

Também podemos falar em testabilidade de propriedades de permu-
tacoes. Uma permutacao é uma bijecao de um conjunto finito em si mesmo. Nao
ha grandes diferencas entre a definicao de um testador de propriedade de per-
mutacoes e os testadores vistos até agora. A diferenca é que, aqui, a entrada é a
representa¢ao de uma permutacao, sendo que o tamanho da permutagao é a car-
dinalidade do seu dominio. Um testador de permutagoes também esta associado a
um oraculo com acesso a permutagao de entrada e também deve decidir com alta
probabilidade de acerto se a permutacao de entrada satisfaz uma propriedade ou
se esta e-longe de satisfazé-la, sob alguma métrica. Entretanto ha mais de um tipo
de consultas que pode ser empregdo no modelo de testabilidade. Num dos casos,
o oraculo consulta qual é a imagem da permutacao de entrada sobre certo ponto

do seu dominio. Percebe-se que, se a complexidade de consultas nao fosse su-
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blinear, o testador leria a representacao completa da permutacgao de entrada, mas
isso nao se da no ambito da testabilidade de propriedades de estruturas discretas.
Outro exemplo de tipo de consultas que um oraculo de um testador de proprie-
dades de permutagoes pode fazer é verificar se, para dado i e dado j, sendo i <,

temos que 7(i) < 7t(j), onde 7t é a permutacao de entrada.

Quando tratamos de grafos (no Capitulo 3), vimos que ha mais de
uma meétrica para grafos em testabilidade. Quando estudamos digrafos, pouco
acima, enumeramos dois modelos, cada qual com uma representacao diferente de
digrafos e, consequentemente, com uma métrica diferente. No caso das permu-
tagoes, também ha diversas métricas, adotadas para diferentes propdsitos, como
a distancia retangular, a distancia tau de Kendall, a distancia de Spearman (em

inglés: Spearman’s footrule distance) e outras.

Sejam 71; e 1, duas permutagdes sobre [n]. A distancia retangular

entre 17y e 7,, a seguir denotada pr, € dada por

1
pr(my,my) = ;HSR%XHTH (S)NT| = (S)NT|

Ja a distancia tau de Kendall, denotada pgr, é definida como

oxcr (71, 705) = (17)|{i e[nlAj e Am () < G) AT i) > 702 ()
2

e a distancia de Spearman, D, é dada por
n

D1, 73) = g5 ) ()= 2 )
27 =1

onde, como antes, 171 e 71, sao duas permutagoes sobre [n].

Ha algumas inequagoes lineares sobre diferentes métricas que ja fo-

ram demonstradas. Dentre elas, Diaconis e Graham [14] provaram que:
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pxr (101, 702) < D (101, 705) < 2px7 (101, 702)

Em [16] e [23] podem ser encontrados maiores detalhes sobre tes-
tabilidade de propriedades de permutagdes. Em [21] discute-se testabilidade de
propriedades de orienta¢oes de digrafos, e em [20] estuda-se testabilidade de di-
versas classes de objetos matematicos. No capitulo seguinte, iniciaremos a intro-
ducao de uma abstracao do estudo de testabilidade de propriedades de estrutu-
ras discretas dentro dos propdsitos enunciados no Capitulo 1 deste trabalho, e,
no Capitulo 6, apresentaremos o Lema da Equivaléncia, com o qual pretende-
mos dar um passo rumo a unificacao das diferentes teorias de testabilidade de

diferentes classes de objetos matematicos.

75



76



5 UMA FORMALIZACAO DA TESTABILIDADE
DE PROPRIEDADES

5.1 Uma Generalizacao dos Modelos de Testabilidade de

Propriedades

O tipo de método que estudaremos requer uma definicao precisa de
estrutura discreta e de modelo de testabilidade. Para tal fim, adotaremos as defi-

nigoes apresentadas nas Segoes 5.2 e 5.3 deste trabalho.

Deve-se fixar, para um modelo de testabilidade de uma estrutura dis-

creta, uma métrica, um tipo de consulta para os testadores.

Uma mesma estrutura discreta pode ser usada na definicao de mais
de um modelo de testabilidade, como ocorre com o caso dos grafos. Vimos no
Capitulo 3 que ha pelo menos trés modelos naturais de testabilidade de grafos:
o modelo denso, o modelo de grau limitado e o modelo geral. Vimos também as
diferentes métricas e maneiras de acesso dos testadores dos grafos de entrada,
resultantes de representagoes distintas dos grafos. Este acesso é feito mediante
os oraculos, que sao capazes de fazer consultas ao grafo de entrada, captando
informacgoes sobre o grafo de entrada mesmo sem ler a entrada inteira. Assim,
métrica e tipos de consulta de um orédculo associado a um testador sao objetos

matematicos que caracterizam a testabilidade de propriedades de grafos.

Numa generalizagao destes trés modelos de testabilidade para abran-
ger modelos de testabilidade nao apenas de grafos, mas também de outros tipos
de estruturas discretas, consideraremos, também, mais um objeto: uma relacao
de equivaléncia sobre o universo da estrutura respectiva, para definir o que cha-

maremos de relacao de invaridncia de modelo, conforme sera descrito a seguir.
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Qualquer relacao de equivaléncia sobre as instancias da estrutura pode ser esco-
lhida como relacao de invariancia do modelo de testabilidade. Assim, um modelo
de testabilidade ficara completamente definido, quando fixarmos uma estrutura
discreta, uma métrica, um conjunto de tipos de consultas que serao permitidas
pelos algoritmos de teste de propriedades (os testadores), uma relacao de equiva-
léncia que definira a invariadncia dos conjuntos de instancias da estrutura discreta

em questao e uma fung¢ao tamanho, conforme a Secao 5.3 deste texto.

Dada uma classe de estruturas discretas, definimos como uma propri-
edade de instancias de tal estrutura um conjunto de instancias que seja fechado
sob a relacao de invariancia. No caso dos grafos, esta relacao de equivaléncia que
chamamos de invariancia é o isomorfismo de grafos; no caso de digrafos, o iso-
morfismo de digrafos, valendo esta relagao, também, para os torneios, uma classe
especial de digrafos; no caso de outras estruturas discretas, poderemos escolher

a relacao de equivaléncia mais conveniente como relacao de invariancia.

5.2 Estruturas discretas

Antes de definirmos um modelo de testabilidade de uma estrutura
discreta, convém fixar uma definicao precisa de estrutura discreta, bem como

uma notagao padrao.

Uma estrutura discreta E € uma 5-upla (W(E),C(E),R(E), F(E), w(E)),
onde W(E) é o seu universo, C(E) é o seu conjunto de constantes, R(E) é a sua
colecao de relagoes, F(E) € o seu conjunto de operagdes e w(E) é o seu conjunto
de parametros, conforme segue. Dada uma estrutura discreta E, o seu universo
é um conjunto enumeravel W(E), cujos elementos sao as instancias da estrutura
discreta. Deste universo, selecionamos um subconjunto C(E) C W(E) cujos ele-

mentos sao as constantes da estrutura discreta.

78



Toda estrutura discreta E tem uma colecao de relagdes R(E) a ela asso-
ciadas. As relagoes de uma estrutura discreta sao conjuntos contidos em B", para
algum n natural nao nulo, em que B = W(E). Para n = 1, diremos que a relagao ¢é
unaria, para n = 2, diremos que ela é binaria. Em geral, para n = k, chamaremos

de k-aria a relacao.

As operagoes de uma estrutura discreta sdo fungoes f : B* 2 A — B,
para algum 7 natural nao nulo, em que B € o universo. Os pardmetros de uma
estrutura discreta sao fungoes h : B" 2 A — R, para algum #» natural nao nulo.
Assim como as relagoes das estruturas discretas, as operagoes e parametros tam-

bém podem ser unarios(as), binarios(as), ..., k-arios(as), etc...

Duas estruturas discretas sao iguais, quando tém o mesmo universo,

as mesmas constantes, relagoes, operagoes e 0s mesmos parametros.

Dado um universo B de uma estrutura discreta, constituido por um
conjunto enumeravel, seja ele finito ou infinito, fixa-se um conjunto de opera-
¢Oes da estrutura, que sao fungdes cujo dominio é um subconjunto de B" e cujo
contradominio é B. Se o dominio for o conjunto B”, diremos que tal operagao ¢é
uma operagao total da estrutura discreta, o que significa que esta operagao esta
definida para todo elemento do produto cartesiano B x B x --- x B (n vezes). Por
outro lado, se 0 dominio for um subconjunto préprio de B”, diremos que se trata
de uma operagao parcial da estrutura, o que equivale a dizer que ha n-uplas so-
bre o universo que nao estao contidas no dominio desta operagao. O mesmo vale
para os parametros, os quais, sob o mesmo critério, podem ser pardmetros totais

ou parciais. Vejamos alguns exemplos.

Suponhamos que o conjunto de instancias da estrutura discreta em
que estamos trabalhando seja o conjunto de grafos simples cujos vértices se-
jam numeros naturais. Podemos definir uma operagao parcial desta estrutura

tal que seu dominio seja o conjunto dos ciclos impares. Nesse sentido, a fun¢ao
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f : A—> B, onde A é o conjunto dos ciclos impares, B é o conjunto dos grafos sim-
ples e f é a fungao que associa a cada elemento da entrada, que é um grafo, o seu
grafo complementar, é uma fungao parcial. Um exemplo de parametro parcial é
a métrica de um modelo de testabilidade de uma estrutura discreta, sobre o que
trataremos com mais detalhe na Sec¢ao 5.3, em que o dominio é um subconjunto
préprio de B2, sendo B o universo, em que dois elementos serdo comparaveis
se estiverem definidos numa mesma parte de determinada particao do universo
(como veremos). Numa estrutura discreta cujas instancias sao os nimeros natu-
rais, a paridade das instancias (atributo de ser par ou impar) é um parametro
total, pois todos os elementos do universo sao valores que podem ser assumidos

pela variavel independente do parametro.

Um outro exemplo, bastante interessante, decorre da possibilidade
de representagao de permutagoes por uma determinada classe de digrafos. Uma
permutacdo é uma bijecao de um conjunto finito em si mesmo. Representemos
cada elemento de certo conjunto finito C como um vértice de um digrafo. Para
definir o conjunto de arcos do digrafo que representa a permutagao o : C — C,
para cada u e cada v pertencentes a C tais que o (#) = v, introduza-se o arco (u,v)
no digrafo que representa ¢. No digrafo assim composto, cada vértice tera grau
de entrada igual a 1 e grau de saida igual a 1, e, para cada digrafo desta classe
(com graus de entrada e de saida iguais a 1), existe apenas uma permutagao por
ele representada. Isso permite que fixemos uma estrutura discreta de digrafos

que seja uma copia de dada estrutura discreta de permutagoes.

Vejamos como definir uma estrutura discreta sobre grafos no con-
ceito definido acima de estrutura discreta. Temos certa liberdade nesta tarefa,
pois ha infinitas formas de se fazer isso (por exemplo, basta incluirmos ou ex-
cluirmos uma relagao, operacao ou parametro, que passamos a tratar de um novo

modelo). Definamos um exemplo de uma destas estruturas como segue abaixo:
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Exemplo 5.1. Existe uma estrutura discreta E composta pelos seguintes objetos

matematicos:

Universo: W = {(V,A)}, em que V C IN*, sendo que V é um conjunto

finito, e sendo que A C {ala C V Ala| = 2}.

Constantes: As constantes desta estrutura discreta sao as instancias

dos dois tipos a enumerados seguir.
Constante do tipo 1: ({1},0), ({2},0), ({3},0), ...

Constante do tipo 2: ({1, 2},{{1,2}}), ({1,3},{{1,3}}), ... ({2, 3}, {{2,3}}), ...

Relagoes: Sao relagoes unarias de E os subconjuntos de W. Sao rela-
¢oes bindrias de E as seguintes: =, #, ~, C, < (igualdade, diferenca,
isomorfismo, “...ser subgrafo de...” e “...ser subgrafo induzido de...”).
Sao relagdes ternarias de E “...ser copia de...em...”, “...ser copia in-
duzida de ... em...”. “...ser %—longe da propriedade de ser um grafo

perfeito”.

Operacgoes: Uniao de grafos, interseccao de grafos, juncao de grafos,
complementacao de grafos, diferenca de grafos, “inclusao de ares-

.«

tas”,

»” o«

remocao de vértices”, “remocao de arestas”, conforme defini-

mos logo abaixo.

Parametros: abundancia, distancia relativa entre um grafo e a pro-
priedade de ser um ciclo de comprimento impar, nimero cromatico,
numero de clique, nimero de independéncia, grau médio, grau mi-

nimo, tais como definidos logo abaixo.

A uniao de grafos e a interseccao de grafos, denotadas respectiva-
mente por U e N, sdao assim definidas: G; UG, = (V (G1)U V (G,),A(G)UA(G,)),
Gi NGy =(V(G)NV(Gy),A(G1)NA(G,)). A complementacao de G, denotada
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de G, é assim definida: G* = (V(G),K\A(G)), onde K é o grafo com o mesmo
conjunto de vértices de G e com arestas para todos os pares de vértices. A dife-
renga entre G; e G, consiste num grafo G; = G; — G, = G; N G5. A jungao de um
grafo G; com o grafo G, é definida por (G‘lf U Gg)c. Remogao de um vértice de
G é, nesta estrutura, um abuso de linguagem para a operacao de diferenca entre
G e uma constante do tipo 1. Outro abuso de linguagem no contexto desta es-
trutura é a expressao “inclusao de arestas” da definicao da estrutura, como uma
das suas operacoes. Trata-se, rigorosamente, da unido de um grafo G com uma
constante do tipo 2 cujos dois vértices estejam contidos em V(G). A remogao de
vértices define-se como de praxe. De todas estas defini¢oes, percebe-se que todos
os grafos desta estrutura discreta podem ser construidos a partir das constan-
tes e operacOes da estrutura. Uma das maneiras de se fazer isso é pela uniao de
constantes do tipo 1 para todos os vértices do grafo seguida de unides deste grafo
sem arestas a constantes do tipo 2 correspondentes a todas as arestas do grafo.
Dependendo do grafo, podera haver outros caminhos de construi-lo a partir das

constantes e operagoes da estrutura.

Definamos os parametros desta estrutura discreta. Se G; e G, sao
instancias desta estrutura, diremos que a abunddncia de G; em G, é igual a 9,
quando & é o infimo dos nimeros reais tais que existem pelo menos 6|G,|I°!! c6-
pias induzidas de G; em G,. A importancia deste parametro binario total desta
estrutura discreta estd em permitir a representagao em linguagem L do Lema da
Remocao para grafos, o Lema 3.1. A distancia relativa entre um grafo e uma dada
propriedade esta definida na Segao 3.3, nos trés modelos de testabilidade de gra-
fos, sendo que, sempre que nao especificarmos um deles, ficara implicito que nos

referimos ao modelo denso. Os outros parametros definem-se como de praxe.

Quando passamos a analisar os torneios, dentre as diversas manei-

ras de definirmos uma estrutura discreta cuja instancias sejam torneios que seja
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analoga ao modelo denso para grafos, temos a seguinte fixacao dos seus objetos,

conforme o Exemplo 5.2:

Exemplo 5.2. Existe uma estrutura discreta E’ composta pelos seguintes objetos

matematicos:

Universo: W = {(V,vecA)}, em que V C IN¥, sendo que V é um con-
junto finito, e Ac {(j,k)]j e VAkeV Aj=k}tal que, paratodojeV
etodo ke V\{j}, (j, k) € /Tse, e somente se, (k,j) ¢ A, VjVkem V.

Constantes: As constantes desta estrutura discreta sao as instancias

dos trés tipos a enumerados seguir.

Constante do tipo 1 (torneios sem arcos): ({1},0), ({2},0), ({3},0), ...

O~

Constante do tipo 2 (torneios com dois vértices e em que o arco

“crescente”, ou seja, sao pares-ordenados (#,v), em que u <v):
({1, 21,{(1,2)}), ({1, 3L{(1,3)}), ... (12,3}, {(2,3)}), ({2, 41, {(2,4)}), ...

Constante do tipo 3 (torneios com dois vértices e em que o arco €

“decrescente”, ou seja, sao pares-ordenados (#,v), em que u > v)

({1,212, 1)1, ({1, 3143, DY), .- ({2,31{(3,2)1), ({2, 4}, {(4, 2)}), ...

Relagoes: Sao relagoes unarias de E’ os conjuntos de torneios. Sao
relagdes binarias de E’ as seguintes: =, #, ~, C. Sdo rela¢des ternarias

” o« ”

de E’ as seguintes: “ser subtorneio de...”, “ser copia de... em...”.

Operacgoes parciais e totais: juncao, inversao de todos os arcos, in-

versao de um arco especifico, remogao de vértices.

Parametros: abundancia, inevitabilidade, distancia relativa entre um
torneio e a propriedade de ser aciclico (um torneio sem ciclos dirigi-

dos), tais como definidos abaixo.
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Como no caso da estrutura de grafos fixada um pouco antes, os tor-
neios da nossa estrutura discreta sao os definidos no Capitulo 2 com a restrigao
de que seus vértices pertencem a IN*. Ha trés tipos de constantes: as constantes
do tipo 1 sao os torneios com um vértice; as constantes do tipo 2 sao torneios
com dois vértices cujo arco parte do vértice menor para o vértice maior, que sao
arcos que chamaremos de arcos crescentes; as constantes do tipo 3 também sao tor-
neios com dois vértices, mas, diferentemente das de tipo 2, seus arcos partem do
vértice maior para o vértice menor, e este tipo de arco sera chamado de arco de-
crescente. Conforme a definicao, entre dois vértices distintos ha um arco crescente
ou um arco decrescente, necessariamente. A operacao jungao entre torneios, de-
notada por *, é definida da seguinte forma: se V (T;) e V (T;) sao disjuntos, entao
T, = T} * T, tem os mesmos vértices e os mesmos arcos de T} e T, e mais os ar-
cos orientados de cada vértice de T para cada vértice de T,. A inversao de um
arco (u,v) é a sua substituicio por (v, u). E facil ver que, por meio das constantes
e operacOes desta estrutura discreta, é possivel construir todas as suas instan-
cias. Podemos, por exemplo, aplicar a operagao jungao a todos os vértices que
queremos reunir num torneio e, posteriormente, inverter a orientacao de uma
parte dos arcos, conforme a conveniéncia. Assim, nao ha torneio que nao possa

ser construido por este caminho.

Uma transversal de um torneio T, em um torneio T; € um subconjunto
S C X(Tl) tal que toda copia de T, em T; tem arcos contidos em S. Dizemos que
um torneio T é e-inevitdvel em T, quando toda transversal de T, em T} tem tama-
nho pelo menos en?, onde 7 é o tamanho de T;. E um torneio T, é 5-abundante em
um torneio Tj, se T} contém pelo menos 61n? copias de T,, onde 1 é o tamanho de
T;. Definiremos os parametros da inevitabilidade de um torneio T, em um torneio
T, e da abunddncia de um torneio T, em um torneio T}, respectivamente, como
o maior ¢ tal que T, é e-inevitavel em T; e o maior o tal que T, é o-abundante

em T;. Para dada propriedade, podemos fixar como parametro a distancia rela-
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tiva de um torneio a esta propriedade, tal como definimos a distancia relativa no

Capitulo 4.

5.3 Modelos de Testabilidade de uma Estrutura Discreta

As relagOes unarias e parametros unarios de uma estrutura discreta
podem ser invariantes ou ndo invariantes. As rela¢cdes unarias invariantes serao
chamadas de propriedades e correspondem as relagdes unarias da estrutura que
sao fechadas sob a relacao de invariancia (sobre a qual tratamos brevemente ainda
na nesta Secao 5.2 e na Se¢ao 5.3). Um parametro unario de uma estrutura sera
chamado de parametro invariante sempre que instancias equivalentes sob a re-
lagao de invaridncia tiverem a mesma imagem sobre o parametro em questao.
Por exemplo: dois grafos isomorfos tém o mesmo namero cromatico. O numero

cromatico € um parametro invariante de grafos por esse motivo.

Conforme adiantamos na Secao 5.1, fixada uma estrutura discreta,
uma métrica, um conjunto de tipos de consultas dos oraculos dos testadores, uma
funcao tamanho e uma relacao de invariancia, definimos um modelo de testa-
bilidade. Nos Capitulos 3 e 4 tratamos de alguns modelos de testabilidade que
existem na literatura. Na Secao 5.2 formalizamos o conceito de estrutura discreta
para que pudéssemos generalizar a noc¢ao ja esbocada até entao do que seja um
modelo de testabilidade. Nossa pretensao nesta Secao 5.3 é ampliar aqueles con-
ceitos para que possamos definir modelos de testabilidade associados a estruturas
discretas dadas. E faremos isso de maneira tal que uma estrutura discreta admita
mais de um modelo de testabilidade, como se da com os grafos, os quais tém os
trés modelos descritos na Se¢ao 3.3. Evidentemente, devemos definir o conceito
de modelo de testabilidade de maneira tal que todos os modelos de testabilidade

vistos nos Capitulos 3 e 4 se enquadrem.
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Definiremos como um modelo de testabilidade uma 5-upla M tal que

M =(E, g,K,Z,t) em que:

1-

E é uma estrutura discreta, composta pelo seu universo W e suas

constantes, relagées, operagées e parémetros.

g é uma meétrica, que é uma funcao g: (J;-; W, x W, — R,, tal que
VxVyVz, g(x,x) =0, x =y = g(x,9) # 0, g(x,p) = g(¥,x) e g(x,2) <
g2(x,v)+g(v,2),onde W é o universo da estrutura discretae {Wy, W,,...}

€ uma particao de W.

K é um conjunto de tipos de consulta do oraculo de um testador
(fun¢des que chamaremos de fungoes-consulta do modelo), isto é, K =
{k1,ks,...}, onde cada k; é uma funcdo k; : W — N, tal que a sequén-
cia (ki (w), ky(w),...) determina completamente o elemento w do uni-

verso W. Cada funqao k; € dita uma fungao-consulta do modelo M.

Z é uma relagao de invariancia, que devera ser uma relacao de equi-

valéncia em W.

t: W — IN é uma func¢ao que associa um numero natural a cada
instancia da estrutura discreta do modelo, o que definiremos como

o seu tamanho.

Como se vé no item 2 acima, a métrica de um modelo de testabilidade

nao esta necessariamente definida para todos os pares de instancias. Ela é fixada

apos a definicao de uma particao do universo da estrutura discreta, devendo estar

definida apenas para pares de instancias contidas na mesma parte da particao. No

caso do modelo denso, do modelo de grau limitado e do modelo geral abordados

na Secao 3.3, as partes da parti¢ao da métrica sao os conjuntos de todos os grafos

com o mesmo conjunto de vértices (lembremo-nos de que tais métricas somente

estao definidas para grafos com o mesmo conjunto de vértices).

86



Um modelo de testabilidade também define as propriedades da res-
pectiva estrutura discreta: um subconjunto do universo ¢ uma propriedade, se for
fechado sob a relagao de invariancia. No caso dos grafos, a relacao de invaridncia

¢ a relacao de isomorfismo.

Uma vez definido um modelo de testabilidade, ficam determinados
os testadores do modelo como sendo os algoritmos que respeitam o seguinte. Um
testador para uma propriedade P de instancias do modelo M é um algoritmo
randomico associado a um parametro de tamanho da representacao da instan-
cia de entrada n, a um parametro de distancia ¢ e a um oraculo com acesso a
representacao de uma instancia. Ao oraculo é dada a faculdade de fazer consul-
tas a representacao da instancia de entrada, de maneira que o algoritmo possa
acionar o oraculo em certos momentos e fazer escolhas a partir das respostas as
consultas ja realizadas pelo oraculo ou de escolhas feitas a partir dos dados re-
sultantes de consultas anteriores ao oraculo. Os tipos de consultas que podem
ser feitas pelo oraculo correspondem as fung¢des-consulta do modelo de testabili-
dade em questao (item 3 da defini¢ao formal do modelo). No final da computacao
de um testador sobre uma instancia da estrutura discreta, o testador aceita-a ou

rejeita-a, e vale o seguinte:

1- Se a instancia x satisfaz a propriedade P, entao a probabilidade de o

testador T aceitar x € maior do que %

2- Se a instancia x estd a uma distancia maior ou igual a ¢ da propri-
edade P segundo a métrica do modelo de testabilidade em questao
(item 2 da definicao formal do modelo), entao a probabilidade de o
testador T rejeitar x € maior do que %
Se a probabilidade citada no item 1 acima for igual a 1, dizemos que
a propriedade em questao é testavel com erro unilateral. Caso contrario, dizemos

que ela é testavel com erro bilateral. Em qualquer caso, a complexidade de consultas
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(o numero de vezes que o oraculo é acionado) é, necessariamente, sublinear em

relagao a n, mas pode variar em fungao de ¢.

Formalmente, um testador associado a propriedade P é um algoritmo
randomico T que executa uma sequéncia finita de passos (P;,P,,...F) em que,
para cada j, P; € a escolha de uma fungao-consulta a ser acionada pelo oraculo,
o acionamento do oraculo ou a saida do algoritmo (a aceitagdo ou rejeicao da
instancia de entrada respeitando o disposto nos dois itens do rol acima). Para
uma fungao-consulta w e para a instancia de entrada c, o oraculo fornece w(c),

sendo que, se w; € a funcao-consulta escolhida no passo P;, ¥j < k, w,,(c) depende

de (wy,wi(c)), (wa, wy(c)), ..., (Wi—1, Wp—1(c)).

O testador sera tao mais eficiente, quanto menor for o numero de
consultas que ele fizer a instancia de entrada por meio do seu oraculo. Chama-
remos de complexidade de consultas de um testador sobre uma entrada o nimero
de consultas que o seu ordculo faz ao longo do processamento da representagao
da instancia de entrada. Quando falarmos na complexidade de consultas, nao nos
referimos a execugao do testador sobre uma instancia especifica, e sim ao maximo
do numero de consultas realizados pelo testador a todas as possiveis instancias

de entrada com mesmo tamanho e para o mesmo parametro de distancia.

Para tornar mais concreta a nocao de modelo de testabilidade, vamos
descrever uma possivel definicao de cada um dos trés modelos descritos na Se-
cao 3.3 deste trabalho restringindo os vértices ao conjunto dos nimeros naturais,

lembrando, porém, que ha mais de uma maneira de se fazer isso.

Exemplo 5.3. Defini¢ao do modelo denso:

Estrutura discreta do modelo denso: Estrutura discreta de grafos

simples descrita na Sec¢ao 5.2 ou outra com o mesmo universo.
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H{nv}eVxV({u,vh)=ge ({u,v)}]

Métrica do modelo denso: distg,;(G,G’) = o

onde g; : [V]* — {0,1} é a funcdo de adjacéncia, a qual é tal que g ({u,v}) = 1,
se e somente se {u,v} € A(G), sendo que, para que esta métrica esteja definida, é
necessario que G e G’ tenham o mesmo conjunto de vértices, o qual tem cardina-

lidade #.

Fungoes-consulta do modelo denso: K = {ky 1,k 1,k 5, ko p,...}, onde
cadak,,: W — NN, para vértices u e v dados, € uma fungao g; ({#, v}) que associa

G a um elemento do conjunto {0;1},se u € V(G) Av € V(G).
Relagao de invariancia do modelo denso: Isomorfismo de grafos.

Fung¢ao tamanho do modelo denso: funcao que associa a cada grafo

0 seu numero de vértices.

Exemplo 5.4. Definicao do modelo de grau limitado:

Estrutura discreta do modelo de grau limitado: Estrutura discreta

de grafos simples descrita na Se¢ao 5.2 ou outra com o mesmo universo.

Métrica do modelo de grau limitado:

|{(u,1) eV x [d] 1 8G (M,i) * 8c’ (U;l)}l

distr, (G, G') = =

onde g5 : V x[d] — V U {#} é a funcao de incidéncia, a qual é tal que g5 (u,i) = v,
se e somente se v é o i-ésimo vizinho de u e gg (u,i) = #, caso u tenha menos do
que i vizinhos, sendo que, para que esta métrica esteja definida, é necessario que

G e G’ tenham o mesmo conjunto de vértices, o qual tem cardinalidade n.

Fung¢oes-consulta de do modelo de grau limitado: Conjunto K, que
obedece ao seguinte: K ={ky1,ky1,k1 5, ky,...}, onde cada k, ; : W — IN, para
um vértice # e um numero natural d dados, é uma func¢ao gg ({#,1}) que associa G

a um elemento do conjunto {0;1},se u € V(G) Ai € [d].
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Relacao de invariancia do modelo de grau limitado: Isomorfismo

de grafos.

Fun¢ao tamanho do modelo de grau limitado: funcao que associa a

cada grafo o seu namero de vértices.

Também podemos definir formalmente o modelo geral de testabili-

dade de propriedades de grafos, a que nos referimos na Secao 5.2.

5.4 Sistematizacao do Uso de Bijecoes para Relacionar Modelos

de Testabilidade

De agora em diante, sempre que mencionarmos o termo objeto no es-
tudo de certa estrutura discreta, estaremos nos referindo as instancias, operagoes,
relagoes e parametros da referida estrutura discreta. E chamaremos de objetos de
um modelo de testabilidade os objetos da estrutura discreta subjacente e tam-
bém a sua métrica, as suas fun¢oes-consulta, a relacao de invariancia e a funcao

tamanho.

Tendo em vista o nosso objetivo de encontrar meios e ferramentas
capazes de exportar o conhecimento que temos no estudo de testabilidade de
determinado tipo de estrutura discreta para o estudo de testabilidade associada
a outro tipo de estrutura discreta, dentre as diversas publicag¢oes existentes na
literatura em matéria de testabilidade, buscaremos fazer um estudo de certas
bijegoes que nos permitem associar cada objeto de um dos modelos de testabi-
lidade a um, e apenas um, objeto de outro modelo de testabilidade. As leis de
correspondéncia entre os objetos de duas estruturas discretas que nos interes-
sam satisfazem a certas condi¢oes que serao a seguir definidas, e serao, adiante,

chamadas de “transformacoes regulares entre estruturas discretas” ou, conforme
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o caso, “transformacdes regulares entre modelos de testabilidade de estruturas

discretas” e sao o principal foco do estudo que faremos.

Suponhamos que desejemos definir uma regra de correspondéncia
que associe univocamente cada objeto do modelo M;, ou seja, as instancias, rela-
¢Oes, operagoes e parametros da estrutura que o integra, a um objeto do modelo
M, de uma maneira que nos permita estudar M, a partir do que sabemos so-
bre os objetos de M;. Em outras palavras, nossa intencao é escolher uma regra
de correspondéncia entre ambos os modelos que, de alguma maneira, admita a
existéncia de algoritmos que, por meio do processamento simbolico de teoremas
situados no ambito do estudo de M;, fornecam-nos teoremas acerca do modelo de

testabilidade M, guardando algum tipo de informacao do modelo original (M ).

Nem todas as transformacgdes entre estruturas discretas ou modelos
de testabilidade interessam ao nosso estudo. O objetivo que perseguimos requer
que nos ocupemos de transformagoes que satisfagam a certos requisitos, para que
estas nos tenham utilidade pratica na dedugao de teoremas. Mais precisamente,
nossa principal inten¢ao é encontrar, em cada caso, alguma regra de associacao
dos objetos de duas estruturas discretas, E; e E,, que respeite as seguintes restri-

coes:

1- que associe cada instancia de E; a uma instancia de E,.

2- que associe cada n-upla de instancias de E; a uma n-upla de instan-

cias de E,, para algum n natural nao nulo;
3- que associe cada relagao n-aria de E; a uma relagao n-aria de Ej;
4- que associe cada operagao n-aria de E; a uma operagao n-aria de E,;

5- que associe cada parametro n-ario de E; a uma parametro n-ario de

E,.
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Figura 5.1: Representagao de uma bijecao dos componentes de dois modelos de
estruturas discretas com o fim de estabelecer uma correspondéncia entre teore-

mas de ambos os modelos.

Todo objeto matematico que satisfaz essas condi¢des é uma transfor-
macgao entre estruturas discretas. E, dentre estas, as transformag(”)es regulares sao
dotadas de propriedades muito uteis ao processo dedutivo, conforme disporemos

no Capitulo 6.

Na Figura 5.1, esquematizamos o método que aqui se propoe a estu-
dar. A esquerda, na Figura 5.1, temos mengoes a objetos do modelo M, como seu
universo, suas constantes, suas operagoes, etc... Ja a direita, sao mencionados os
objetos do modelo M, associados aos de M; pela fun¢ao ¢. O universo da estru-
tura discreta de M; (a estrutura E;) é associado ao universo da estrutura discreta

de M, (a estrutura E,), mediante a funcao ¢ : W(E;) — W(E,).

Formalmente, definiremos as transformacodes regulares entre estru-
turas discretas da seguinte forma, adotando a notacao ja fixada para os cinco

componentes de uma estrutura discreta dada (vide a Secao 5.2).
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Definicao 5.1. Chamaremos de transformacao regular entre as estruturas discre-
tas Ey e Ey uma 4-upla (Pw,Yr, e Po) em que iy : W(E;) — W(Ep), g :
R(E{) — R(E,), ¥g : F(Ey) — F(E;), ¥, : w(E;) — w(E,) sao fungoes bijeto-
ras que satisfazem o seguinte. Sejam S (E;) o conjunto das sequéncias finitas de Eq,
S (E;) o conjunto das sequéncias finitas de E, e s : S (E;) — S (E,) a fungdo tal que
Y5 (x1,x2,...,%,) = (Pw (x1), Pw (x2),... Pw (x,)). Entdo:

1- sj € Ry © 9 (sj) € 4)R(Rk) para cada sequéncia s; de E; e cada relagdo
Rk de E1~

2- ®, (5].) =X © g (®i)(’1bs (5]-)) = tw (xx) para cada sequéncia s; de Ey e
cada operagio ®; de E,

3- w; (s]-) =r s gbw(a)i)(gbs(sj)) = r, para cada sequéncia s; de instancias

de E; e cada parametro w; de E;.

Usaremos a seguinte notagao. Se ¢ é um elemento do dominio de uma
das quatro fun¢oes que compdem uma transformacao regular = (P, Pr, Vg, Yo),
a notagao 1 (c) representara a imagem correspondente. Da mesma forma, se c é

uma sequéncia finita de elementos do dominio de ¢y, P (c) = s (c).

Por ser uma 4-upla de bije¢des, a transformacio i tem inversa, 1),
a qual leva instancias de E; a instancias de E; e operacgoes, relagoes e parametros
de E, a operagoes, relacoes e parametros de E;, respectivamente. Tudo isso esta
sinteticamente representado na Figura 5.1 pelas trés primeiras setas. Queremos
estender a funcao ¢ de maneira que a funcao resultante se aplique a teoremas e
leve teoremas da teoria subjacente ao modelo de testabilidade M; para teoremas
da teoria correspondente a M,, se possivel, preservando a relacao de invariancia,
ja que é em funcao desta relagao que as propriedades sao caracterizadas. Com
isso, uma vez definida a regra de associacao entre objetos de M; e objetos de M,,

0 que queremos saber ¢, dado um teorema sobre termos do modelo de testabi-
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lidade M; qual é o teorema correspondente que podemos encontrar no modelo
de testabilidade M,. O nosso primeiro desafio consiste em definir precisamente
uma correspondéncia natural entre M; e M,, em funcao de 1, e isso sera feito na
Se¢ao 6.1, ao enunciarmos um importante resultado no ambito da matéria deste

trabalho: o Lema da Equivaléncia.

Sempre que existir uma transformacao regular entre duas estruturas
discretas, existe uma bijegao entre os universos das estruturas discretas que deter-
mina uma transformacao regular entre ambas as estruturas (os modelos podem
ser considerados um caso especial de estrutura). Dada uma transformacao regu-
lar 1 (cujo primeiro componente seja a fungao ¢y ), ficara definida a fungao v e,
em funcao desta ultima, as bijecoes Py, g € P, ficam determinadas. Da mesma
forma, toda transformacao regular entre duas estruturas discretas é determinada
por alguma bijecao cujo dominio seja um dos dois universos e o contradominio
seja o outro universo (o universo da outra estrutura discreta). Além disso, uma
estrutura discreta e uma bijecao entre seu universo e dado conjunto determinam
univocamente outra estrutura discreta tal que existe uma transformacao regular
entre ambas, o que se da da seguinte forma: Sejam E; uma estrutura discreta,
B um conjunto e ¢ : W(E;) — B uma bijecao. Entao existe uma tnica estrutura
discreta E, tal que existe uma transformacao regular ¢ entre E; e E,. Neste caso,

W, = B, yy = ¢ e existem apenas um g, um g e um 1, tais que (Pw, Pr, Yg, Py,)

¢ uma transformacgao regular.

Em geral nao é facil definir transformacdes regulares. Na Secao 6.3

apresentaremos um exemplo de transformacao regular (Exemplo 6.2).
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5.5 Uma classe de linguagens artificiais para modelos de

testabilidade

Existe uma abordagem para estudar propriedades de estruturas com-
binatdrias por meio de limites de objetos combinatorios, a luz de certa defini-
¢ao de convergéncia de sequéncias de instancias (vide [10]). Coregliano e Razbo-
rov [13] estudaram limites de objetos combinatérios por uma abordagem légica,
tendo definido linguagens de primeira ordem para representar objetos que, no
presente trabalho, correspondem a estruturas discretas. Este tipo de abordagem
é util na generalizacao de uma colegao de teorias, quando definimos adequa-
damente uma classe de linguagens artificiais capaz de modelar cada teoria em
questao. Por este motivo, aqui também formularemos uma classe de linguagens

artificiais, conforme segue.

Definiremos uma linguagem para os propositos do Capitulo 6, em
que nos valeremos de procedimentos l6gicos para a exposi¢ao genérica de dois
métodos dedutivos. Trata-se da linguagem L(M), a qual serd usada para expres-
sar sentencas sobre o modelo de testabilidade M, ou simplesmente linguagem
L (quando o modelo M estiver subentendido no contexto). As expressoes bem-
formadas desta linguagem sao sequéncias de simbolos de L que representem ins-
tancias da estrutura discreta, relagoes, operagdes ou parametros da estrutura ou
distancias entre instancias (conforme a métrica do modelo). Entre os simbolos de
L, ha variaveis, constantes, conectivos l6gicos, quantificadores e parénteses. A se-
guir definiremos a linguagem, o que sera feito de maneira similar a descri¢ao de
sistemas formais quantificados em manuais de Légica Matematica, como [22] e

[24], porém de maneira adaptada aos nossos propositos.

Na linguagem L, as relagoes, operagoes e parametros serao represen-

tados com os seguintes simbolos. As relagoes da estrutura serao denotadas pelos
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simbolos {R{,R;...}, as operagoes serao denotadas pelos simbolos {®;,®,,...}, e 0s

parametros serao denotados pelos simbolos {w1, w,,...}.

A linguagem L tera uma colecao de simbolos {C;;C;;C5...} que re-
presentarao conjuntos determinados. Cada C; representa um subconjunto de R
ou um subconjunto do universo da estrutura discreta E associada ao modelo
de testabilidade M. Da mesma forma, a linguagem L tera um conjunto de sim-
bolos {u;u5;...} que representarao constantes reais determinadas, incluindo os
elementos 0 e 1. Por fim, esta linguagem devera ter um conjunto de simbolos

{s1;52;...} para denotar as constantes da estrutura discreta em questao.

Os simbolos uy;uj;... e s1;5,;... sao constantes da linguagem L, as do
primeiro tipo sao constantes numéricas e as do segundo tipo sao instancias da
estrutura discreta. Mas L é uma linguagem com quantificadores e, assim, requer
a fixacao de variaveis, as quais poderao representar elementos dos dois tipos:
numeros reais e instancias da estrutura. As variaveis numeéricas serao ry;7,;... €

as variaveis que representarao instancias da estrutura discreta serao xy;x;;...
Definimos recursivamente as expressoes de L que representam con-
juntos da seguinte forma:
1- Cada um dos simbolos C;, em que j =1,2,3,..., € uma expressao que
representa um conjunto.
2- Se a e ff sao expressoes que representam conjuntos, entao aUp, aNp

e a\p também sao expressoes que representam conjuntos.

Definimos (recursivamente) da seguinte maneira as expressoes de L

que representam instancias da estrutura:

1- As constantes s;;5s;;... 530 expressOes que representam instancias da

estrutura.
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2-

2-

As variaveis xq;X;;... sao expressoes que representam instancias da

estrutura.

Se ® é uma operacgao n-aria da estrutura discreta e ay, ay, ..., a,
sao expressoes que representam instancias da estrutura discreta em
questao, entao ®(ay, as,...,a,) € uma expressao que representa uma

instancia da estrutura.
Definimos as expressoes numéricas de L seguinte forma:
As constantes numéricas e varidveis numeéricas sao expressoes numé-

ricas.

Se w é um parametro n-ario da estrutura discreta e a;, ay, ..., ay,
sao expressOes que representam instancias da estrutura discreta em

questao, entao w(ay, ay,...,a,) € uma expressao numérica.
As formulas atémicas de L da consistem nas seguintes expressoes:
a=pea=p,onde ae f sao expressoes que representam conjuntos,

numeros ou n-uplas de instancias (para algum » natural nao nulo).

a€feaéf,onde a é uma expressao de L que representa um con-
junto, nimero ou n-upla de instancias (para algum n natural nao

nulo) e f € uma expressao que representa um conjunto.
aCpeacf, onde ae psaoexpressoes que representam conjuntos.
a<p,a>p,a<pea>p, ondeaefsaoexpressoes numéricas.

(ay,a,...,a,) € v e (ay,as,...,a,) € ¥, onde y é uma relagao n-aria
da estrutura discreta e ay, @, ..., @, sdo expressdes que representam

instancias da estrutura.
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Até agora descrevemos apenas as expressoes de L que representem
proposicoes envolvendo os objetos de uma estrutura discreta, mas nao defini-
mos, ainda, regras de formagao de expressoes de L que representem os demais
objetos matematicos que definem os modelos de testabilidade: a métrica do mo-
delo de testabilidade, as fun¢des-consulta e a relacdo de invariancia. E disso que

nos ocuparemos a partir do paragrafo seguinte.

O simbolo = denotara a relacao de invariancia do modelo de testabili-
dade na linguagem L. Este simbolo sera usado em notagao infixa para representar
a afirmac¢ao de que duas instancias da estrutura discreta sao equivalentes segundo
a relagao de invariancia do modelo. Da mesma forma, o simbolo #, que também
sera usado em notacao infixa, sera empregado para representar a negacao de que

duas instancias sao equivalentes sob a relacao de invariancia.

Agora estamos aptos a incluir na linguagem L expressoes envolvendo
objetos dos modelos de testabilidade, ja que as expressoes ja descritas envolviam
apenas objetos das estruturas discretas. Neste sentido, adicionalmente as classes

de expressoes ja descritas, também sao expressoes da linguagem L as seguintes:

1- Se a e f sao expressoes que representam instancias da estrutura dis-

creta, entao @ = § € uma férmula atomica.

2- Se a e p sao expressoes que representam instancias da estrutura dis-

creta, entdo o Z § € uma férmula atomica.

3- Se a é uma fungao-consulta do modelo de testabilidade e f ¢ uma
instancia da estrutura discreta, entao « () € uma expressao numé-

rica.

4- Se 6 é a métrica do modelo de testabilidade, f é uma instancia da
estrutura discreta e y é uma propriedade ou instancia da estrutura,

entdo o(f,y) é uma expressao numérica.
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5- Se t é a funcao tamanho do modelo de testabilidade e a é uma ins-

tancia da estrutura discreta, entao f(«) € uma expressao numeérica.

Para concluir, as formulas da linguagem L sao definidas recursiva-

mente, mediante as regras abaixo:

1- As formulas atdmicas de L sao formulas.

2- Se a e B sao féormulas, entdo a A B, a VB, a = p e a &< B sao

formulas.

3- Se a é uma variavel, f € um conjunto e y é uma férmula, entao

(Va e B)(y) e (da € B)(y) sao formulas.

Alguns breves comentarios sobre aspectos semanticos destas expres-
sOes sao necessarios. Os significados atribuidos as féormulas caracterizadas no
item 2 do rol acima sao os habituais, os quais consistem nos seguintes, respec-
tivamente: o e §; a ou f8; se a, entao f; se e somente se «, entao . O significado
que sera atribuido a uma férmula do tipo (Va € ) (y) é: Para todo a pertencente
ao conjunto S, tem-se que y € verdadeira. Afirmagoes analogas podem ser fei-
tas quanto ao quantificador existencial (), ao qual sera dada a interpretagao de

praxe.

Se cada variavel de uma férmula de L esta ligada a um, e apenas um,

quantificador, entao tal formula é uma sentenca de L.

Um exemplo de sentenca da linguagem L sobre a estrutura discreta

definida no Exemplo 5.1, em que C; é o universo dos grafos, ¢ o seguinte.
(Ax1 € C1)((Vxp € Cy) (x2 = x1))

A esta sentenga, que é falsa, é atribuido o significado correspondente

a afirmar que existe um grafo isomorfo a todos os grafos. Ja a sentencga seguinte
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significa que todo grafo tem um isomorfo, e é verdadeira:

(Vx; € C1)((Hx2 € Cy) (x2 = x1))
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6 O LEMA DA EQUIVALENCIA

Neste capitulo, nosso objetivo é definir e provar um teorema que cha-
maremos de Lema da Equivaléncia, o qual consiste no principal instrumento pro-
posto neste trabalho como método para unificar teorias de testabilidade de pro-
priedades discretas. Aqui, na Se¢ao 6.1, enunciaremos o Lema da Equivaléncia
logo apos definirmos os conceitos indispensaveis para tal. Posteriormente, no Ca-
pitulo 6.2, exporemos uma demonstracao do lema e, finalmente, na Secao 6.3,
trataremos da aplicabilidade do Lema da Equivaléncia para o fim de derivarmos
teoremas em testabilidade de certas estruturas discretas a partir de conhecimento

pré-existente em testabilidade de outras estruturas discretas.

6.1 Enunciado do Lema da Equivaléncia

Comecaremos pelas seguintes definic¢oes.

Definigao 6.1. Dizemos que uma transformagao regular 1 entre as estruturas E; e E,
preserva a relacao de invariancia, sempre que é vdlido que: uma relagdo unaria ou
pardametro undrio a de E; é invariante se, e somente se, sua imagem 1 («) também é

invariante (em E,).

Definicao 6.2. Sejam E; e E, duas estruturas discretas. Diremos que Eq e E, sao duas
estruturas discretas equivalentes se, e somente se, existe uma transformagao regular
Y entre as estruturas discretas E; e E, que preserva a relagdao de invaridncia. Se ¢ é
uma transformagao regular com esta propriedade, diremos que o par ordenado (Eq, E,)

¢ um par equivalente de estruturas discretas com respeito a .

Defini¢ao 6.3. Sejam M o modelo de testabilidade associado a estrutura discreta E e
p uma formula da linguagem L. Diremos que p € uma férmula de M (ou de E) na
linguagem L, se as constantes e varidveis de y, na linguagem L, que denotam instdin-

cias, relagdes, operagdes e pardmetros nomearem, respectivamente, instancias, relagoes,
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operagoes e pardmetros de E. Se y for uma sentenga, diremos que y é uma sentenga

de E (ou de M).

Definicao 6.4. Dada uma 4-upla ¥ = (Yw, Pr, Vg, Y,,) em que Yy : W(E;) —
W (E,), ¥r : R(E;) — R(E3), g : F(E1) — F(E3), ¢, : w(Ey) — w(E;) sao fun-
¢oes bijetoras, dizemos que uma sentenga p, de L(M?2) é formada a partir da sentenga
y1 da linguagem L(M1) por substituicao uniforme segundo 1, se o termo que denota
cada objeto ¢ de E; é substituido em p; pelo termo que denota (c), gerando p,. Neste

caso, diremos também que py gera y.

Note-se que, na Defini¢ao 6.4, empregamos (c) para denotar iy (c),
caso c € W(E;), ou para denotar 1g(c), Pg(c), ou ¢,(c), caso c seja relacao, opera-
¢ao ou parametro de E;, respectivamente. Observe-se, também, que, nesta mesma

definicao, ¥ nao precisa satisfazer as condi¢oes da Definigao 5.1.

E importante observar que, quando dizemos que y; gera ji,, nio afir-
mamos que y; implica y,. Tampouco afirmamos a veracidade de y; ou de ;. A
afirmacao de que p; gera y, é simplesmente o enunciado da relagao formal en-
volvendo y; e p, acima definida. Dizer que uma sentenca da estrutura E; gera
uma outra sentenca, sendo esta sobre a estrutura E,, equivale a dizer que tais

sentencgas tém a mesma forma, cada qual na respectiva linguagem.

O lema a seguir mostra-nos que muito se pode dizer quando a regra
de associacao i empregada para gerar sentencas por substituicao uniforme é uma

transformagao regular.

Lema 6.1 (Lema da Equivaléncia). Sejam E; e E, duas estruturas discretas equiva-
lentes, a primeira compondo o modelo de testabilidade M, e a sequnda compondo o
modelo M,, e seja Y a transformagdo regular entre E| e E,. Entdo toda sentenga verda-
deira na linguagem L(M,) sobre a estrutura discreta E| gera uma sentenga verdadeira
na linguagem L(M,) sobre a estrutura discreta E,, mediante a substituicdo uniforme

de cada constante ¢ de L(M,) por (c) de L(M,).
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E facil perceber a equivaléncia formal entre duas sentengas y; e p»
tais que py gera p,, por exemplo, comparando o Lema da Regularidade para gra-
fos (Lema 2.1) e o Lema da Regularidade para torneios (Lema 2.3): se os reescre-
vermos em linguagem L, adotando alguma estrutura discreta de grafos (como a
mostrada na Secao 5.2) e alguma de torneios, poderemos verificar que o primeiro

gera o segundo. E disso que se trata o Exemplo 6.1, que segue.

Exemplo 6.1. Para verificar que o enunciado do Lema 2.1 gera o enunciado do

Lema 2.3, o primeiro passo é converter ambos para a linguagem L.

Consideremos que E; seja uma estrutura cujas instancias sao grafos e
equiparticoes de grafos, que tenha como uma das suas relagoes o conjunto de todo
par (G, Q) tal que Q é equiparticao de G e que tenha como parametros a ordem
de um grafo, a cardinalidade de uma equiparti¢ao e o infimo do conjunto de todo
y tal que Q é uma equipartigao y-regular de G (o que chamaremos de parametro
“regularidade”). E consideremos que E, é uma estrutura cujas instancias sao tor-
neios e equiparti¢oes de torneio, que tenha como relagao o conjunto de todo par
(G, Q) tal que Q é equiparticao de G e que tenha como parametros o tamanho de
um torneio, a cardinalidade de uma equiparticao e o infimo do conjunto de todo

y tal que Q é uma equiparticao y-regular de T.

Lembrando que o Lema 2.1 diz que “para todo y € (0,1) e todo inteiro
positivo m, existe um inteiro positivo M tal que todo grafo G com ordem maior
do que M admite uma equiparticao y-regular de cardinalidade maior ou igual a
m e menor ou igual a M”, podemos escrevé-lo simbolicamente, sem perda nem

ganho de generalidade, assim:

(Vy €(0,1))(Vm e N*)(AM e N*)(VG € W) (a)
em que « representa a formula
IG|>M = (3Q e W) ((G,Q) e RAw (G, Q) <y Am<w,(Q)<M)
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onde W; é o conjunto de grafos do universo de E;, W, é o conjunto de equiparti-
¢oes de grafos do universo de Eq, R € a propriedade binaria dos pares compostos
por um grafo e uma equiparti¢ao sua, w; € o parametro “regularidade” de uma
equiparticao em relagao a um grafo e o parametro unario parcial w, é a cardina-

lidade de uma equipartigao.

Em linguagem L, esta sentenca fica assim:

(Vri1 € Cr1)(Vrp1 € Cyp)(drs; € Cyp)(Vxy 1 € Cy1)(ar = Br)

ay w3 (x1,1)>713)

B1:(Fxp € Cyp)((x1,1,%2,1) € Ry Ay 1 (X1,1,%0,1) S 71,1 AT < w1 (X01) <7371)

onde C;; ¢é o intervalo (0,1), C;; é o conjunto dos inteiros positivos, C3; € o
universo dos grafos, C, 1 € o universo das equiparti¢oes de grafos, R; ; € a relagao
entre duas instancias tais que a primeira seja um grafo e a segunda seja uma

equiparticao de tal grafo, etc...

Se executarmos esse mesmo procedimento para converter o Lema 2.3

para a linguagem L, este passara a ficar assim:

(Vr1,0 € Cio)(Vrpp € Cop)(drsn € Cyn)(Vxy 0 € Cs ) (an = Ba)

ay w3 5(X1,2)>73,

B2 (Fxp € Cyo)((x1,2,%22) € Ry o Ao (X1,0,X00) T2 ATop <o (Xp0) <737)

onde C;, ¢ o intervalo (0,1), C;, € o conjunto dos inteiros positivos, C3, € o
universo dos torneios, C4, € o universo das equiparticoes de torneios, R;, € a
relacao entre duas instancias tais que a primeira seja um torneio e a segunda seja

uma equiparticao de tal torneio, etc...
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Comparando os dois lemas acima na linguagem L, levando em conta
a Definicao 6.4, podemos concluir que o Lema 2.1 gera o Lema 2.3, quando reali-
zamos a substitui¢ao uniforme do parametro ordem de um grafo pelo parametro
tamanho de um torneio, da relagao “...ser equiparticao do grafo...” pela relacao
“...ser equiparticao do torneio...” e do parametro “regularidade de uma equipar-
ticao de grafos” pelo parametro “regularidade de uma equiparticao de torneios”.
(Lembremo-nos de que, conforme a Defini¢ao 6.4, o fato de uma sentenga gerar

outra nada tem a ver com a veracidade ou falsidade de qualquer uma delas.)

Na Secao 6.2 provaremos o Lema da Equivaléncia de maneira rigo-
rosa. Veremos que, para uma prova do teorema da equivaléncia, basta provar a
equivaléncia logica entre féormulas atomicas da linguagem L de estruturas dis-
cretas equivalentes que guardem a relacao de que uma gera a outra e, posterior-
mente, provar recursivamente a equivaléncia logica para sentencas equivalentes

formalmente mais complexas desta mesma linguagem. Veremos isso em detalhes.

6.2 Prova do Lema da Equivaléncia

No que segue, adotaremos a seguinte terminologia: C; ; é o universo
da estrutura discreta do modelo de testabilidade M;. sy, $51, 531,..., 530 cons-
tantes da estrutura discreta de My; Ry 1,R,, R3 1, ... sdo relagdes da estrutura
discreta E; de M;. ®;1,®,,1®3,1 ,... sao operacoes da estrutura discreta de M;.

w1,1,wy1,... sao parametros da estrutura discreta de M;.

Também empregaremos, de maneira analoga, os termos seguintes
para denotar objetos da estrutura discreta do modelo M,. C; ; € o universo da es-
trutura discreta do modelo de testabilidade M,. sy 5, 55 5, 53,2,-.., 530 constantes da

estrutura discreta E, de M,. Ry 5,R; 5, R3 5, ... sdo relagoes da estrutura discreta de
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M;.®1,,8;,®3,,... sao operagoes da estrutura discreta de M,. w1 5, w2, w3 ,. ..

sao parametros da estrutura discreta de M,.

Afirmacgao 6.1. Se (Ey,E;,) é um par equivalente de estruturas discretas com respeito
d transformagado regular \ e se y; é uma sentenga que seja formula atomica sem quan-
tificadores na linguagem L sobre objetos da estrutura E| e y, é uma sentenga que seja
formula atomica sem quantificadores na linguagem L sobre objetos da estrutura E,

tal que uy gera p, por substituicdo uniforme de cada objeto pela imagem de 1, entdo

H1 < H2-

Demonstragao. Pensemos no caso em que y; € da forma a € R;;, onde R;; € uma
relacao de E;. Supondo que ul gera p, por substitui¢ao uniforme segundo o,
tem-se que p sera da forma B € R;,, em que R;, = gb(R]-,l) e p =1 (a). Assim,

conforme a equivaléncia légica enunciada no item 1 da Definigao 5.1, py < ps.

Supondo que p; seja da forma ®; ; (51'1,1:51'2,1;'--;51',1,1) =i 11,1, entao

p2 € da forma ®; » (51'1,2' 51-2,2,...,51-”(],)'2) =5; .+1,2, € 0 item 2 da Definigao 5.1 asse-

(7)
gura que py © Yy, VjV¥iyVip.. Vi,

Se py € da forma w; (5i1,1’5i2,1:---rsin(j),l) = Uy, para que p; gere i,
p2 sera da forma w; , (sil,z, 5i2,2'---'5i,1(j),2) = uy . Neste caso, o item 3 da Definicao

5.1 garante-nos que pi; < pp, VjVkViyViy... Vi,

Podemos continuar analisando todos os tipos de féormulas atomicas
da linguagem L, um por um, como fizemos com os trés casos acima. Em todos os

casos, poderemos verificar que p; < p. ]

Afirmacgao 6.2. Se (Ey,E;) é um par equivalente de estruturas discretas com respeito
a transformagado regular 1V e se py é uma sentenga sem quantificadores na linguagem
L sobre objetos da estrutura Eq e p, é uma sentenga sem quantificadores na linguagem
L sobre objetos da estrutura E, tal que py gera p, por substituicao uniforme de cada

objeto pela imagem de 1, entdo y; < p,.
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Demonstragdo. Partindo da Afirmacao 6.1, o que precisamos mostrar é que aquilo
que é expresso na referida afirmacao sobre as féormulas atomicas nao quantifi-
cadas também é valido para conjuncgdes, disjun¢oes e negacoes de sentencgas que
sejam formulas atomicas nao quantificadas, ou seja, sobre a classe definida re-
cursivamente por meio da aplicagao dos mencionados conectivos lo6gicos sobre
sentencas cada vez maiores, comeg¢ando com as férmulas atdmicas nao quantifi-

cadas que sejam sentengas.

Tal prova se da por indugao finita. Chamemos de S a classe das for-
mulas atdmicas da linguagem L. E chamemos de S, a classe das férmulas da lin-
guagem L que sejam conjungoes ou disjun¢oes de duas féormulas de S,,_;, a nega-
¢ao de uma féormula de S,,_1, ou, ainda, uma férmula de S,_;. Queremos mostrar
que, se py € S, e pp = P(py), entdo u; & pp. A Afirmacao 6.1 garante que, se
U1 € Sy, entao a afirmacao de que y; gera y, segundo ¢ implica que y; < p,. O

que nos cabe agora € dar o passo de indugao para concluir a prova.

Nesta prova, o passo de indugao consiste em mostrar que:

1- Se py € uma sentenga sem quantificadores na linguagem L sobre ob-

jetos da estrutura E; tal que py gera u, segundo ¢, entao ~ pu; &~ ps.

2- Se p; e 1y sdo sentengas sem quantificadores na linguagem L sobre
objetos da estrutura E; tal que p; gera u, segundo i e 1| gera 1,

segundo ¥, entao (y; A 11) © (U2 ATy).

A primeira destas duas teses listadas acima é decorréncia trivial da
Afirmagao 6.1, pois, p; < pi; se, e somente se, ~ 4y <~ i, conforme mostram os

manuais de légica matematica.

A segunda das duas teses acima decorre da Afirmacao 6.1 e da analise

do seguinte argumento:

H1 < M2
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1 < 1T

S AT) © (HaAT))

Esse argumento é valido, o que pode ser demonstrado por tabelas de
verdade. E y; gera y, por substituicao uniforme de cada objeto pela imagem de

¥ (a transformacao regular entre y; e y;) se, e somente se, (41 A T) gera (ps A Tp).

A classe de sentencgas sobre as quais provamos que a Afirmacao 6.2
é verdadeira inclui os conectivos l6gicos ~, V e A. Os conectivos logicos = e &
podem ser definidos em fung¢ao dos conectivos ~ e A, 0 que nos permite concluir

a demonstracao da Afirmacgao 6.2. O

Agora demonstraremos o Lema da Equivaléncia em toda a sua gene-

ralidade.

Afirmacgao 6.3. Se (Eq, E,) é um par equivalente de estruturas discretas com respeito d
transformagao regular 1\, py é uma sentenga na linguagem L sobre objetos da estrutura
Eq e p, é uma sentenga na linguagem L sobre objetos da estrutura E, tal que p, gera
Mo por substituicao uniforme de cada objeto de E| pela imagem de 1 sobre o mesmo,

entao py < Y.

As sentengas na linguagem L de que trata a Afirmacao 6.2 sdao sem
variaveis, somente com constantes, pois sao sentencas nao quantificadas. Pode-
mos construir o conjunto de todas as sentengas que se iniciam com o quantifica-
dor universal mediante a conjuncao de sentengas sem quantificador, e podemos
construir o conjunto de todas as sentencas que se iniciam com o quantificador
existencial mediante a disjuncao inclusiva de sentengas sem quantificador. Isso é
feito da seguinte forma:

(wj<imie)) = Ao,

=1
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(@icm(e) = \/o,

j=1

E sabido que toda sentenca pode ser escrita como uma sentenca na
forma normal prenex, em que apenas ha quantificadores no inicio da sentenca,
sendo tal expressao seguida de uma férmula livre de quantificadores. Consequen-
temente, podemos ampliar a tese da Afirmagao 6.2 para sentengas quantificadas
da linguagem L na forma normal prenex, e por extensao, para sentengas quais-

quer de L, conforme estabelece a Afirmacao 6.3.

Retornemos ao Lema da Equivaléncia enunciado na Segao 6.1. Se par-
tirmos da Afirmacdo 6.3 tomando uma sentenca verdadeira sobre E; como p,
entao teremos que a sentenga gerada por 1, a qual chamaremos de y,, é tal que
p1 < pp. Como p; € uma sentenga verdadeira, entao y, também é. Desta forma,

o Lema da Equivaléncia esta provado.

6.3 Aplicacoes do Lema da Equivaléncia

Todo este sexto capitulo tem sido dedicado ao Lema da Equivaléncia.
Primeiramente, na Secao 6.1, fixamos uma série de defini¢oes para habilitar-nos
a enunciar o Lema, o que fizemos logo apos. Posteriormente a apresentagao do
Lema da Equivaléncia, expusemos o Exemplo 6.1, que sera de grande utilidade
aqui, na Secao 6.3, bem como no Capitulo 7. Depois disso demonstramos o Lema
da Equivaléncia, por um processo em que deduzimos sucessivamente as afirma-
¢oes 6.1 a 6.3. No presente momento da nossa exposi¢ao, estamos preocupados
com a aplicagao do Lema da Equivaléncia. Queremos organizar algumas verten-
tes a serem trilhadas para fazer gerar conhecimento novo com a ajuda do Lema

da Equivaléncia. Este é o proposito primordial do capitulo.
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Neste ponto, é conveniente fixarmos formalmente uma estrutura dis-
creta de grafos e uma estrutura discreta de torneios para tomarmos como referén-
cia nas nossas consideracoes. Para isso, adotaremos as estruturas discretas fixadas

nos Exemplos 5.1 e 5.2.

Retomemos o Exemplo 6.1. No mencionado exemplo, trabalhamos
numa estrutura discreta cujo universo € a uniao do conjunto de grafos com o con-
junto de equiparti¢oes de grafos. Consideremos que as estruturas E; do Exemplo
6.1 é resultante da inclusao das equiparticoes de grafos a estrutura discreta de
grafos definida no Exemplo 5.1. E, da mesma forma, consideremos que a estru-
tura E, do Exemplo 6.1 resulta da inclusao das equiparticoes de torneios a estru-
tura definida no Exemplo 5.2. Sobre estas duas estruturas discretas enunciamos,
no Exemplo 6.1, os Lemas 2.1 e 2.3 em linguagem L. Naquele exemplo, compara-
mos os Lemas 2.1 e 2.3 escritos em linguagem L e verificamos que o primeiro gera
o segundo, nos termos da Defini¢ao 6.4. Se excluirmos as variaveis do enunciado
do Lema 2.1 em linguagem L, conforme vimos naquele exemplo, os termos que
sobram sao os conjuntos C; 1, C51, C51 e Cy1, arelagao Ry ; e os parametros w; ;
e w;,1. Semanticamente, C; ; denota o intervalo (0,1), C, ; denota o conjunto dos
inteiros positivos, C3 ; € o universo dos grafos, C4 ; € o universo das equipartigoes
de grafos, R;; é a relacdao de duas instancias tais que a primeira seja um grafo e
a segunda seja uma equiparticao de tal grafo, o parametro w; é a “regularidade”
de uma equiparti¢ao em relagao a um grafo e o parametro w, ¢ a cardinalidade

de uma equipartigao.

O Exemplo 6.1 mostra que o enunciado do Lema 2.1 gera o enunciado
do Lema 2.3 por substitui¢ao uniforme nos termos da Defini¢ao 6.4, para alguma
4-upla 1, mas nao nos habilita a provar este a partir daquele. Como poderiamos
provar o Lema 2.3 por meio da aplicagao do Lema da Equivaléncia ao Lema 2.17?
Em primeiro lugar, devemos estar certos de que alguma subestrutura de E; com-

posta por termos mencionados no paragrafo anterior forme um par equivalente
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com a subestrutura correspondente de E;. Tais termos sao Cy 1, Cp1, C51 e Cq,
arelagao Ry ; e os parametros w;,; € w,,, e seus correspondentes em E, sdo Cy 5,
Cy, C55 e Cyp, arelacao Ry, e 0s parametros wj , € w,,. Precisamos selecionar
os objetos de E; e de E, que formem o maior par de subestruturas discretas destas
estruturas. Para sermos mais precisos, uma condicao suficiente para demonstrar
o Lema 2.3 mediante a aplicagao do Lema da Equivaléncia ao Lema 2.1 é provar
que o seguinte par de estruturas discretas seja um par equivalente de estruturas

discretas:

((C51UC41,C31,Ca1,Ry 1, w1,1,w2,1),(C3,2U Cyn,C32,Cans Ry s 1,2, w2,2))

Os conjuntos C; 1, C, 1, C; 5 e C, 5 ndo sao conjuntos de instancias, de
maneira que nao integram as estruturas discretas. O primeiro objeto da primeira
subestrutura € C5; U Cy 1, que € 0 seu universo. Da mesma forma, o primeiro ob-
jeto da segunda é C3 ,UCy 5, seu universo. Os conjuntos C; 1 e C41 sdo subconjun-
tos do universo da primeira subestrutura, enquanto os conjuntos C;, e C4, sao
subconjuntos do universo da segunda subestrutura. Estes quatro conjuntos sao,
pois, relagoes unarias das respectivas estruturas, assim como R ; e R; ;. Chame-
mos a primeira destas estruturas de E; e a segunda de E4. E5 é uma subestrutura

de E;, E4 é uma subestrutura de E,, e:
E3=(C3,UCy41,C51,Ca1,Ry 1, 01,1, w2,1)

Ey=(C5,UCy47,C59,Cq2,Ry 5, w10,w037)

Todos os termos que figuram no Lema 2.1 sao objetos de E3, e todos
os termos que figuram no Lema 2.3 sao objetos de E4. O Exemplo 6.1 nos mostra
que o Lema 2.1 gera o Lema 2.3. Para que possamos aplicar o Lema da Equivalén-
cia para provar o Lema 2.3 partindo do Lema 2.1, é suficiente que E; e E4 sejam
estruturas discretas equivalentes. E para que E; e E4 sejam estruturas discretas
equivalentes, é suficiente e necessario que exista uma transformacao regular en-

tre E5 e E4 que preserva a relacao de invariancia, o que decorre da Definigao 6.2.
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A seguir definiremos uma bijecao entre as estruturas discretas E; e

E, dos Exemplos 5.1 e 5.2 para fazermos algumas consideragoes.

Definigdo 6.5. Seja W; o universo da estrutura discreta E;, j=1,2, tal como nos Exem-
plos 5.1 e 5.2. Definiremos como ¢, : Wy — W, a fungdo que leva um grafo G a um
torneio ¢1(G) da seguinte maneira: empregando os conceitos de arco crescente e arco
decrescente do Exemplo 5.2, V(G) = V (¢1(G)), {u,v} € A(G) implica que u e v for-
mam um arco crescente de ¢ (G) e Vu € V(G)Vv € V(G), {u,v} ¢ A(G) implica que
u e v formam um arco decrescente de ¢y (G). E ficil ver que a funcio ¢, é tinica com

tais atributos e que é uma bijegao.

Definigao 6.6. Adotemos Cs 1, Cy; tal como no Exemplo 6.1 e fixemos as estruturas

discretas E e E4 tal como feito acima. Definiremos como ¢, : W(E3) — W(Ey) a

fungdo tal que i € C31 = (P (i) =Py (i) ei € Cyy = (P2 (i) =1).

E imediato que ¢, é uma bijecao que leva grafos a torneios e equipar-

ticoes de grafos a equiparticoes de torneios.

Proporemos um método decorrente do Lema da Equivaléncia para
exportar conhecimento de uma teoria de testabilidade referente a um tipo de es-
trutura discreta para outra teoria, correspondente a outro tipo de estrutura. Este
método é composto por trés passos, como segue. Para dadas estruturas discretas

El e Ezi

1° Passo: Definir uma bijecao ¢ : W; — W,, o que permite obter a
transformacao regular i gerada por ¢.

2° Passo: Verificar se é possivel provar que (Eq, E;) é um par equiva-

lente de estruturas discretas com respeito a transormacao .

3° Passo: Caso se tenha verificado, no 2° passo, que (Eq, E;) é um par
equivalente de estruturas discretas, entao para qualquer sentenca ver-

dadeira p; de Eq, gerar a sentenga y, de E;, a qual sera verdadeira.
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Neste método, se for provado no seu segundo passo que (Eq, E;) é um
par equivalente de estruturas discretas, o terceiro passo pode ocorrer diversas
vezes de modo independente. Nao é para toda bijecao definida no 1° passo que
havera uma transformagao regular, mas, se as estruturas discretas E; e E, forma-
rem um par equivalente (conforme prova do segundo passo), qualquer sentenca
uy; de E; que gerar a sentenca p, de E, é tal que, se y; é verdadeira, entao yu,
também ¢é verdadeira. Uma vez provado o fato a que se refere o 2° passo deste
meétodo, todas as sentencas verdadeiras de E; geram sentencas verdadeiras de E,

por substitui¢ao uniforme segundo a transformacao regular encontrada.

A seguir, mostraremos que, se S <G, entao ¢(S) C ¢1(G) e, com isso,

encontraremos um exemplo de uma transformacao regular.

O que queremos provar é que, dados os grafos G e S tais que S <G,
os torneios ¢1(S) e ¢1(G) sao tais que ¢p;(S) € ¢1(G). Comecemos observando
que V(¢1(G)) = V(G) e V(¢1(S)) = V(S), conforme Definicao 6.6. Reparemos,
agora, nas relacoes de ser subgrafo induzido e de ser subtorneio. No Capitulo 2
definimos estas duas rela¢oes. Sabemos que V (S) C V(G) e S contém todas as
arestas de G incidentes em dois vértices de S, o que significa que A(S) = A(G)N
[V (S)]%. Se provarmos que estas premissas implicam que ¢;(S) C ¢1(G), dar-nos-
emos por satisfeitos. Ja sabemos quais sao os conjuntos de vértices de ¢ (S) e
de ¢ (G), bem como os conjuntos de vértices e arestas de S e G. Assim, para

verificarmos se ¢;(S) € ¢1(G), precisamos encontrar os conjuntos de arcos de

$1(S) e de ¢1(G).

Ainda segundo a Defini¢ao 6.5, para cada aresta de G, ha o corres-
pondente arco crescente de ¢;(G), e para cada par de vértices nao conectados por

aresta de G, ha o correspondente arco decrescente de ¢(G). Ou seja,

Ap1(G) ={(wv): ({u,v} € AG) Au <)V ({u,0} € [V (G)I\A(G) A > )
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Analogamente,

A(P1(S)) = {(u,v) (v} € A(S) Au<v)V ({u,vh e [V(S)NA(S) Au > v)}

Todos os vértices de ¢1(S) sao vértices de ¢;(G), e cada par de vér-
tices distintos de ¢1(S) compoe um arco crescente ou um arco decrescente de
¢1(S) e um arco crescente ou decrescente em ¢;(G). Selecionemos dois vértices
de ¢;(S) e verifiquemos se eles compdem um arco de ¢,(S) presente também em
¢1(G). Sejam u e v os vértices selecionados. Se {u,v} € A(S), entdo o arco crescente
contendo u e v é arco de ¢(S). Além disso, se {u,v} € A(S), entao {u,v} € A(G)
e o arco crescente contendo u e v é arco de ¢1(G). Se {u,v} € A(S), entdo o arco
decrescente contendo u e v é arco de ¢1(S) e de ¢1(G). Em qualquer caso, todo
par de vértices de ¢(S) compode um arco de ¢;(S) presente também em ¢(G).
Portanto S < G implica que ¢1(S) € ¢1(G), como queriamos provar. O exemplo
de transformagao regular que segue abaixo decorre da prova que acabamos de

concluir:

Exemplo 6.2. As estruturas discretas (W, Cy, Ry, F1, w1) e (W,, Cy, Ry, Fy, w5), onde
W € o universo da estrutura definida no Exemplo 5.1, W, € o universo da estru-
tura definida no Exemplo 5.2, < é a relagdo binaria de ser subgrafo induzido, C
¢ a relacao binaria de ser subtorneioe C; = F; = w; = C; = F, = w, = @ formam
um par equivalente com respeito a transformacgao regular (i, Vg, ¥g, ¥,), em

que Py = ¢, a bijecao fixada na Definicao 6.5, e Py, g, ¥, sdao as bijecoes que

respeitam as condi¢oes da Definicao 5.1.
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7 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS
FUTUROS

Iniciamos este trabalho com uma revisao da literatura existente so-
bre algumas das teorias de testabilidade de propriedades. Procuramos expor os
resultados mais gerais em cada ramificacao deste estudo. Em seguida, propu-
semos uma generalizacao destas teorias para, entdo, discorrermos sobre a pos-
sibilidade de aprendermos mais sobre testabilidade de objetos matematicos de
determinada classe a partir de um conhecimento pré-existente de outra classe de
objetos matematicos. Um instrumento que identificamos para este fim é o Lema
da Equivaléncia, deduzido no capitulo 6, ap6s o que esbogamos algumas aplica-
¢Oes. Apesar de termos buscado prezar pela generalidade, focamo-nos mais nas

teorias dos grafos e dos torneios.

Adotando a terminologia do Capitulo 6, vimos no Exemplo 6.1 que,
sob determinada formulacao, o Lema da Regularidade para grafos gera o Lema
da Regularidade para torneios por substitui¢ao uniforme segundo certa lei de as-
sociacao entre os objetos da estrutura discreta de grafos e a estrutura discreta de
torneios. Na Secao 6.3 contextualizamos melhor este resultado, definindo uma
condigao suficiente para provarmos um destes lemas a partir do outro mediante
a aplicacao do Lema da Equivaléncia. Para aplicarmos o Lema da Equivalén-
cia, precisamos ter como premissa uma sentenca escrita em linguagem L sobre
a estrutura discreta de partida, de maneira que, preservando as rela¢oes formais,
geramos uma sentenca logicamente equivalente e formalmente idéntica sobre a
estrutura discreta de chegada. Nada nos garante que, se mudarmos um pouco
a definicao da estrutura de partida ou da estrutura de chegada, conseguiremos
estabelecer a desejada equivaléncia l6gica entre as versoes para grafos e para tor-

neios do Lema da Imersao ou do Lema da Remocao.
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O método sucintamente exposto na Secao 6.3 pode ser empregado
para fazerem-se derivar teoremas de estruturas de permutagoes a partir de es-
truturas de digrafos, ou para demonstrarem-se teoremas sobre grupos finitos a
partir de teoremas de orientagoes de grafos. Sao métodos de propoésito geral para
importar teoremas de uma estrutura a partir de outra estrutura discreta. Nossa
escolha pelo exemplo citado no paragrafo anterior deu-se por mera comodidade,

sem que isso represente uma limitagao dos métodos.

Por outro lado, dadas duas estruturas discretas, definir um par de
subestruturas equivalentes nem sempre é uma tarefa simples. Concluimos, no fi-
nal do capitulo anterior, que uma condigao suficiente para exportarmos o Lema
da Regularidade para grafos para o universo dos torneios, em dada estrutura de
torneios, € provarmos que as estruturas que ali chamamos de E; e E4 sao equi-
valentes. Entretanto nao demonstramos a mencionada equivaléncia. Sem entrar
no mérito desta dificuldade, restringimo-nos a observar que a fun¢ao fixada na
Definicao 6.6 nao gera uma transformacao regular i tal que (E3, E4) seja um par

equivalente com respeito a .

A similaridade entre as estruturas de grafos e de torneios € intuitiva,
assim como a analogia entre os Lemas da Regularidade, da Imersao e da Remo-
¢ao para grafos e suas versdes para torneios. O Lema da Equivaléncia faz deri-
varem teoremas sobre uma estrutura discreta a partir de teoremas que tenham a
mesma forma na linguagem L, mas que figurem no contexto de outra estrutura
discreta. Isso pode parecer uma limitacao da aplicabilidade do Lema da Equiva-
léncia, no sentido de que a igualdade formal é requisito necessario de qualquer
processo dedutivo que explore o lema. Mas isso nao corresponde a verdade. Pode-
mos expandir o método esbocado na Se¢ao 6.3 para munir-nos para a capacidade
de deduzirmos teoremas formalmente distintos dos teoremas originais. Tome-se
como exemplo uma situacao em que estamos trabalhando com uma transforma-

cao “préxima” de ser regular a luz de certa métrica de fungdes. Para que se possa
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assegurar validade do ponto de vista l6gico, convém que as sentencas geradas
por tal transformagao mantenham o mesmo valor de verdade das sentengas ori-
ginais, como reza o Lema da Equivaléncia. Neste caso, o que distingue tais trans-
formacgoes das transformacoes regulares é a diferenca formal entre as sentencas
originais e as sentengas geradas. Com isso, conseguimos deduzir proposi¢oes que
nao sejam formalmente idénticas aquelas das quais partimos. Destas ideias pode
surgir uma extensa variedade de métodos em futuros trabalhos, tendo o Lema da

Equivaléncia como fundamento.

Temos muito a aprender sobre torneios com os grafos, e vice-versa.
Uma interessante linha de investigacao surge, quando nos perguntamos como po-
demos simular teste de propriedades de grafos por meio do teste de propriedades

de torneios.

Nao é possivel esgotar um tema como o desta dissertacao, nem foi
esta a intencao deste trabalho. Todas essas ideias esbogadas no presente capitulo
sao campos em potencial a serem explorados em futuras pesquisas. Claro que nao
ha um caminho pré-determinado a ser trilhado, o qual inevitavelmente garanta
sucesso no desenvolvimento de qualquer uma das possiveis técnicas aqui menci-
onadas, no entanto, como vimos, ha uma grande variedade de caminhos a serem
seguidos dentro do que se propos no Capitulo 1. Em suma: acreditamos que sejam

necessarios novos estudos para desenvolver-se a matéria desta dissertagao.
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