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RESUMO

Este trabalho apresenta uma ferramenta, desenvolvida em Python, que a partir de um perfil
de deformagdes aplicada na secdo transversal calcula os esfor¢os resistentes (esforco axial e
os momentos fletores orientados nos eixos cartesianos) sao calculados. Esta se¢do é composta
por elementos geométricos e propriedades dos materiais. A secdo pode ser criada a partir de
pontos e os materiais sao langados implementados pelas leis constitutivas, definidas por partes.
O trabalho descreve as etapas para compor o programa, a fim de obter os esfor¢os resistentes
ultimos. Implementa-se, inicialmente, um método que calcule os esfor¢os resistentes a partir da
secao definida e pela curvatura (gerada pela rotagdo em relacdo aos eixos globais, altura da linha
neutra e curvatura). Posteriormente, dois métodos principais sdo implementados, o método N-6 e
o método N-o. Ambas servem para gerar envoltdria dos momentos fletores para um esforco axial
fixo, o primeiro calcula os pontos variando o angulo de rotagdo dos eixos locais, enquanto que o
segundo varia o angulo formado entre os momentos fletores. Algumas se¢des foram selecionadas

para realizar exemplos e validar o programa, sendo os resultados obtidos satisfatdrios.

Palavras-chave: Python. Se¢do composta. Teorema de Green. Método de Brent.



ABSTRACT

This work presents a tool, developed in Python, that from a deformation applied in the composite
section the resistant forces (axial force and the bending moments oriented in the cartesian axes)
are calculated. This section is composed of geometric and material elements, the first can be
created from points, line segments and polygons, the second is by the constitutive law, defined by
parts. The work describes the steps to compose the program in order to obtain the last resistant
efforts. Initially, a method is implemented that calculates the resistant efforts from the defined
section and the curvature (generated by the rotation in relation to the global axes, height of the
neutral line and curvature). Afterwards two main methods are implemented, the N-0 method and
the N-a method. Both serve to generate the envelope of the bending moments for a fixed axial
force, the first calculates the points by varying the angle of rotation of the local axes, while the

second varies the angle formed between the bending moments.

Keywords: Python. Composite section. Green’s theorem. Brent’s method.
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1 INTRODUCAO

Célculo estrutural é um ramo da engenharia civil que se preocupa em dimensionar e verificar
se uma dada estrutura estd conforme os critérios de projeto. Para este fim, surgiram diversos
programas que auxiliam nos cdlculos, desde de planilhas até softwares mais sofisticados. Diversas
abordagens podem ser realizadas para o estudo, seja ele um estudo global da estrutura (como um

prédio), ou por elementos (como vigas, lajes ou pilares) ou ainda uma sec¢ao do elemento.

O estudo de sec¢Oes ganhou atencdo quando estas estdo submetidas a flexo compressao obliqua,
em destaque nos pilares. Neste caso, a linha neutra se encontra inclinada em relacao aos eixos
globais, gerando momentos fletores ortogonais entre si, diferentemente das vigas, que na maioria
dos casos, estdo submetidas a uma flexo compressdo normal que tem a sua linha neutra paralela a
um dos eixos globais. Com o interesse de estudar as secdes transversais, surgiram programas que
dimensionam, por métodos simplificados, ou verificam se os esfor¢os resistentes sdo superiores

aos esforgos de cdlculo.

Papanikolaou (2012) concentrou pesquisas concernentes aos célculos dos esfor¢os resistentes
ultimos da sec@o. Com base nestas pesquisas 0 mesmo apresentou, por meio da Programacao
Orientada a Objeto (POO), um programa que calcula estes esfor¢os quando a secdo € definida

previamente, por meio de elementos geométricos € 0s materiais constituintes.

A Programacdo Orientada a Objeto, uma maneira de estruturar o c6digo, também pode ser
manipulada no Python (PEREZ; GRANGER, 2007), que é uma linguagem de programacao
simples, clara e objetiva (NETO; SILVA, 2010), sendo aplicada nos mais diversos dominios do
conhecimento. O Python possui a vantagem de ser Open Source, ou seja, pode ser utilizada e
distribuida gratuitamente, possuindo uma grande comunidade de usudrios que contribuem com
melhorias para o seu uso. Neste contexto, este trabalho propde o uso da linguagem Python para
implementar métodos que auxiliem no célculo dos esforcos resistentes tltimos para uma se¢ao
transversal a partir de um perfil de deformacdes, sendo a mesma definida por meio da rotacio dos
eixos (em relacao aos eixos globais)(0), curvatura (@) e deformacgdo axial no centro dos eixos
locais da secdo (&p). A secdo deve ser composta por elementos geométricos (pontos, segmentos de
retas e poligonos) e de materiais (por meio das leis constitutivas). Existem diversas possibilidades
para compor uma se¢do, no entanto, para isso € necessdrio conhecer o seu funcionamento e as

suas limitagdes impostas neste trabalho.

O trabalho apresenta 8 capitulos, sendo este o primeiro capitulo destinado a apresentacao do tema

abordado. O capitulo 2 apresenta as diretrizes da pesquisa, expondo os objetivos e as limitagdes

Resisténcia de secdes poligonais submetidas a flexdo composta: implementacdo de um algoritmo em Python
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do trabalho. O capitulo 3 refere a pesquisa bibliogrifica que serve de base para o trabalho e

apresenta principais referéncias dos trabalhos ja realizados.

Os capitulos seguintes expdem o desenvolvimento do programa e posteriormente suas validacoes
e aplicacdes. O capitulo 4 apresenta a metodologia, explicitando todas as definicdes e férmulas
pertinentes para o desenvolvimento da ferramenta, incluindo a sua implementacgdo. Dois capitulos
sdo dedicados a apresentacdo da ferramenta criada. O capitulo 5 destaca a comparacdo dos
resultados obtidos da ferramenta computacional e os resultados a partir de formulagdo analitica,
apresenta ainda comparagdes da envoltdria e da superficie de ruptura entre os métodos. O capitulo
6 demostra validagdo com exemplos ja consolidados. O capitulo 7 consiste na aplicacdo da
ferramenta em dois casos reais, discutindo-se os resultados obtidos. O ultimo capitulo apresenta

as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros e aprimoramento da ferramenta.

Kristian Yuiti Matsushita. Porto Alegre: EE/UFRGS, 2022
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2 DIRETRIZES DA PESQUISA

As diretrizes para o desenvolvimento do trabalho sdo descritas nos proximos itens.

2.1 OBIJETIVOS DA PESQUISA

Os objetivos da pesquisa sao classificados como principal e secundério sendo melhores descritos
a seguir.
2.1.1 Objetivo Principal

O objetivo principal € a elaboragdo de um programa que permite calcular os esforcos resisten-
tes associadas as tensdes normais na secao (for¢ca normal e momento fletor) para uma se¢ao
transversal descrita por uma poligonal qualquer, formada por materiais que podem ser com leis
constitutivas distintas e implementar ferramentas auxiliares para tratar os resultados.

2.1.2 Objetivos Secundarios

O objetivo secunddrio € a sua aplicagdo em casos reais € de melhorias no programa para obter

melhor eficiéncia computacional.

2.2 LIMITACOES

Sao limita¢des do trabalho:

a) uso do Python como linguagem de programacao por ser amplamente difundida;

b) os esforgos resistentes da se¢do transversal sdo determinados para o secao transversal

considerando o Estado Limite Ultimo (ELU) de dimensionamento;

¢) ndo sdo considerados esfor¢os de corte e tor¢do, associados as tensoes de cisalha-

mento;

d) O perfil de deformacdes € linear na se¢cdo em fun¢do da deformacao axial e curvatura,

seguindo as hipdteses cinematicas da teoria cldssica de vigas.

Resisténcia de secdes poligonais submetidas a flexdo composta: implementacdo de um algoritmo em Python
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2.3 DELINEAMENTO

O trabalho foi realizado conforme a sequéncia de etapas apresentadas e descritas na Figura 2.1 a

seguir.

Figura 2.1 — Etapas do trabalho

Revisao
biliografica

Implementacao

Testagem e
validacao

¢

Aplicacao

(fonte: elaborada pelo autor)

A etapa inicial da revisao bibliografica, que perdurou ao longo de todo desenvolvimento do

trabalho, consistiu na busca de dados que auxiliassem no desenvolvimento do programa.

A implementacio foi a etapa que mais demandou tempo para o bom funcionamento do programa.
Juntamente das etapas de testagem e validacdo, diversas corre¢des e melhorias se fizeram

necessdrias a cada verificacao.

As aplicacgoes e analise dos resultados corroboram o bom funcionamento e a vasta utilidade do

programa.

Kristian Yuiti Matsushita. Porto Alegre: EE/UFRGS, 2022
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3 PESQUISA BIBLIOGRAFICA

Elementos estruturais, submetidos simultaneamente a momento fletor e esforco axial, estdo
presentes nas mais diversas estruturas de engenharia desde pilares até grandes obras de artes.
Para que se possa compreender o comportamento de uma secao composta de diferentes materiais
e de diferentes formatos, diversas pesquisas sobre o assunto iniciaram na década de 60 (PAPA-
NIKOLAOU, 2012). Andersen e Lee (1951) realizaram os estudos comparando os resultados
obtidos por ensaios (aplicando esfor¢os excéntricos para um corpo de prova de concreto armado)
e os resultados obtidos por meio de equacdes de equilibrio calculadas analiticamente. Pensando
nos esforcos resistentes ultimos, Bresler (1960) propde um método de obter a resisténcia tltima

da secdo de concreto armado com o uso da superficie de ruptura.

Com o advento de novas tecnologias no ambito da computacido e a disseminagdo da linguagem
computacional, o nimero de pesquisas em torno da obten¢do dos esfor¢cos com o auxilio com-
putacional bem como o desenvolvimento de programas especificamente voltados a este ambito
cresceu exponencialmente, ndo sé para se¢des de concreto armado, mas também para se¢oes
compostas dos mais distintos materiais. A se¢do de concreto armado mostrou-se recorrente
em diversas pesquisas e diferentes estratégias foram utilizadas, visto que a lei constitutiva do
concreto é empregado na forma de pardbola-retingulo e do aco sendo considerado um material
elasto-pléstico. Contudo, Dundar e Sahin (1993) assumiram a lei constitutiva do concreto sendo
uma tensao constante até a sua ruptura e o do aco como sendo um material elasto-plastico. Ja o
Pallarés, Miguel e Fernandez-Prada (2009) estenderam a defini¢do do concreto para a sua forma
parabola-retangulo, conforme o Eurocode 2 (EC2) EN1992-1-1 (2004).

A lei constitutiva uniaxial tipo pardbola-retangulo, empregada na descri¢do do comportamento
do concreto armado em compressdo, € definida por um trecho inicial parabdlico, seguido de
um patamar associado ao comportamento plastico-perfeito que se estende até uma deformacgado
limite, de —3.5 %o. A mesma abordagem pode ser adotada para o ago, tanto na compressio e na
tracdo. Grande parte dos trabalhos encontrados na literatura técnica trata o problema em questao
por duas abordagens: a primeira onde a se¢do era dividida em secdes menores para a mesma
tensao, apresentados por Alfano, Marmo e Rosati (2007) e Vivo e Rosati (1998). E a segunda
realizando a integragc@o por meio de expressdes analiticas implementados computacionalmente,
apresentado por Rodriguez e Aristizabal-Ochoa (1999). Para ambas as situagdes o método de
Newton-Raphson foi utilizado para encontrar os esfor¢os resistentes. Ainda, o0 mesmo método
de Newton-Raphson foi utilizado pelos Dundar e Sahin (1993) e Pallarés, Miguel e Fernandez-

Prada (2009) para resolver outro problema, o dimensionamento de uma se¢ao poligonal, onde os

Resisténcia de secdes poligonais submetidas a flexdo composta: implementacdo de um algoritmo em Python
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esforcos resistentes devem ser conhecidos, assim como os materiais e também uma estimativa

inicial da linha neutra, para que se possa calcular a area de aco.

Ainda com a utilizacdo do concreto armado, Fafitis (2001) usou o Teorema de Green para a
integracao, sendo utilizada apenas 3 pontos para quadratura de Gauss-Legendre, fornecendo a
integral exata de linha para o concreto expresso pela pardbola-retangulo. Bonet et al. (2004) mos-
traram que € possivel obter um resultado répido e preciso, dividindo em células, que juntamente
com o Teorema de Gauss aplicado nessas células € possivel obter resultados rapidos e precisos.

Foi mostrado também que foram obtidas melhores resultados comparado ao método por linhas.

Além do concreto armado, existem se¢des compostas onde a lei constitutiva passa a ser limitada
conforme o programa utilizado. Sousa e Muniz (2007) permitiram o uso de outros materiais,
desde que as leis constitutivas sejam representadas por fungdes polinomiais. Juntamente com
o Teorema de Green, a secao foi dividida em outras se¢des para que as integragdes sejam
otimizadas. O estudo apresentado por Rosati, Marmo e Serpieri (2008) limita-se ao uso de
materiais cuja lei constitutiva seja na forma de parabola-retangular ou elasto-plastico e pelo uso

do método de Newton-Raphson.

Chen, Teng e Chan (2001) mostraram que o método de quasi-Newton pode ser utilizado para
obter resultados rapidos e precisos para o concreto armado. Mesmo usando a lei constitutiva do
concreto, pardbola-retangular, este método diferenciou-se dos demais por optar em transladar
0s eixos para o centro plastico da secdo, e em seguida calcular o angulo de rotacdo da secdo e
a altura da linha neutra. Por fim, realiza-se o processo iterativo até que se igualem os esfor¢os

resistentes calculados com as cargas fornecidas.

Diferentes métodos também foram utilizados para a integracio das tensdes. O método de linhas
apresentado por Sfakianakis (2002), o qual n@o inclui processos iterativos e fornece resultados
precisos. No entanto, para alguns casos apresentam resultados divergentes. Chiorean (2010)
apresentou uma nova implementagdo, baseando-se no método do comprimento do arco, a qual

retorna as resisténcias ultimas da secdo, mostrando-se eficiente.

Charalampakis e Koumousis (2008) generalizaram as leis constitutivas para fungdes polinomiais.
O programa foi desenvolvido a partir de uma curvatura do perfil de deformacdes, sendo os
esforcos correspondente a essa deformada. As integrais das tensdes foram realizadas pelo método
trapezoidal. Para obter a envoltdria dos momentos fletores para um dado esforco axial e a
inclinacdo da linha neutra em relagc@o aos eixos cartesianos, a curvatura maxima para essa se¢ao
era calculada a partir da deformada méxima dos materiais e, posteriormente, com uso do método
de Brent, a altura da linha neutra era calculada. Obtendo-se assim os dados de entrada para
calcular os esfor¢os ultimos. Dados os esfor¢os externos, pode-se também obter a condi¢do da

deformada.

Kristian Yuiti Matsushita. Porto Alegre: EE/UFRGS, 2022
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Papanikolaou (2012) apresentou uma proposta bem detalhada da estrutura do programa, baseada
em Programagdo Orientada a Objeto (POO), criando-se os elementos geométricos € 0s materiais
para uma dada curvatura, calculando-se os esfor¢os resistentes. Com este programa obteve-se as

envoltérias dos momentos fletores, a superficie sob eixos axial e momentos fletores.

Guan, Zhang e Li (2013) propuseram um método robusto com eficiéncia computacional, conver-
géncia e resultados precisos. O trabalho baseia-se em criar uma se¢ao poligonal, para diversos
materiais, ndo sO para concreto armado. A abordagem computacional consiste em definir a cur-
vatura ultima da se¢@o. A posi¢do da linha neutra € obtida pelo método da bisse¢ao modificado.
A partir da posi¢do da linha neutra, calculam-se os esforgos ultimos de resisténcia. Foi testado o
uso do método de Newton-Raphson e do método da secante, mas foi constatado que existem

situacdes que a procura da posi¢ao da linha neutra ndo converge.
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4 METODOLOGIA

Este capitulo aborda as consideracdes para o desenvolvimento da ferramenta, incluindo a des-
cricao da secao por meio de elementos geométricos e o material por meio da lei constitutiva
uniaxial. As férmulas que sao utilizadas para o célculo dos esforcos resistentes também estao

descritas, juntamente da estratégia adotada para obter os esforcos resistentes tltimos.

4.1 DESCRICAO DA SECAO POLIGONAL ARBITRARIA

Dois referenciais sdo utilizados, um como sendo os eixos globais, com uma origem O e com 0s
eixos X e Y e outro como sendo os eixos locais, com origem o e com os eixos x e y. O primeiro é
definido conforme as coordenadas da secdo, o segundo € definido a partir das transformadas das

coordenadas que ao longo do trabalho estes eixos serdo mais explorados.

Tratando-se da sec@o, ela pode ser composta por trés tipos de elementos geométricos, um ponto,
um segmento de reta e um poligono. O elemento mais simples é um Ponto, sendo definido
por meio de coordenadas (x,, y,). Um Segmento de reta € definido por meio de 2 Pontos,
necessariamente por um ponto inicial (x;, y;) € por um ponto final (x¢, ys). Um Poligono €
definido por meio de um conjunto de Pontos ( (xg, yo),(x1, Y1), .- » (Xn, Yn) ). Esses pontos sdo
unidos sequencialmente, formando segmentos de retas que definem uma poligonal fechada,
percorrida no sentido anti-horério.O ultimo lado da poligonal € definido do ponto final ao ponto

inicial, que ndo devem coincidir, ou seja, (xg, Y0) # (X, Yn)-

Em seguida, o Material deve ser definido por meio da sua lei constitutiva unidimensional que
possui uma relag@o tensdo por deformacgio, ¢ = o (€). O Material é criado a partir de uma
sequéncia de deformadas e cada duas deformadas em sequéncia forma um intervalo fechado de
deformadas, onde para este intervalo deve existir uma funcao que relacione a tensd@o com a sua
deformada, conforme apresentado por Bonet et al. (2004). Na ferramenta para cada material de
interesse a lei constitutiva uniaxial por partes deve ser criada a partir das listas de deformada
e de fungdes, sendo a lista de deformadas em ordem crescente [&g,€y, ..., €1, Eks ---» En—1, Enl
e a lista de fungdes [00,1,01 2, ..., Ok—1 ks ---» On—1,2], Na qual a fun¢do oy _1 x corresponde as
deformadas limitadas por &_1, &. Ainda sobre a fun¢do, para cada funcdo parcial, ela pode ser
definida por meio de coeficientes polinomiais [ay, ay, ..., d, ..., a,] que corresponde a uma fungdo
o(e) = ape’ +are' +... + aqre* + ... + a,€" ou por meio de fungdes continuas. Na Figura 4.1, é

representada uma lei constitutiva genérica, onde cada trecho é representado por uma funcgao (f,
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fy, fe, fe, fq e fe), as deformagdes maximas para tracdo e compressao sao representadas por &, €
€cu» respectivamente. Deve ser fornecida a deformacao limite correspondente a compressao pura

€.,, Caso exista.

Figura 4.1 — Lei constitutiva uniaxial definida por trechos.

-0

(fonte: elaborada pelo autor)

Os Componentes da se¢do consistem em elementos que associam uma geometria com um
material. Os Componentes que podem ser criados dependem da geometria e do material, assim
definem-se: um Refor¢o Pontual por meio da jungdo do Ponto com um Material; um Reforco
Linear por meio da jun¢do de um Segmento de reta com um Material; Superficie por meio da

jun¢do de um poligono com um Material.

Existem 3 possibilidades para cada componente. A primeira ocorre quando € adicionado um
material, ou seja, o elemento € preenchido pelo mesmo. A segunda indica a adi¢do de um material
e retirada de um outro material (equivale ao caso onde um elemento se encontra dentro de um
outro elemento). E o terceiro é quando existe a necessidade de criar um furo, para isso o material

que se encontra sobre o local do furo € retirado.

Por fim, a Se¢do é a composi¢ao dos diversos Reforcos Pontuais, dos Reforcos Lineares e das
Superficies. Na Figura 4.2 um exemplo onde a secdo € composta por Superficies (supl, sup2 e
sup3 - um vazio), trés Reforcos Pontuais (RP1, RP2 e RP3) e 3 Refocos lineares (RL1, RL2 e
RL3).
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Figura 4.2 — Componentes de uma secao.

Superficie

Refor¢o pontual Reforgo linear

(fonte: elaborada pelo autor)

4.2 INTEGRACAO DE TENSOES

Os esforgos resistentes sdo calculados a partir do perfil de deformag¢des da sec¢ao transversal e
pela consideracdo que a deformada € plana, existe um angulo 0 presente na Figura 4.3, onde
0 > 0 implica um giro no sistema local no sentido anti-horério e 6 < 0 no sentido hordrio, que

permite relacionar essa deformada em fungao da ordenada local (y) pela Equagdo 4.1.

e(y) =o(d—y) 4.1

Sendo que, o @ € a curvatura, sempre maior ou igual a zero, relacionada com a inclinag@o do perfil
de deformacdo que cruza a ordenada a uma altura d, sendo esta chamada de altura da linha neutra
que pode ser tanto positivo ou negativo. A altura da linha neutra com a rotagao () se define a
linha neutra, que € a linha na qual a deformacao € nula e a zona da se¢do que se encontra acima
da linha neutra, indica compressao, enquanto que a zona inferior dessa linha indica tragdo (da
Figura 4.3, sdo respectivamente representados pelas cores vermelha e azul). Pode-se determinar
a deformada na origem pelos eixos locais, ou seja, quando se aplica a Equagdo 4.2 na origem

local (y = 0) é obtida a deformada na origem, Equacéo 4.2.

g =do 4.2)

Com os parametros apresentados, a deformada pode ser definida a partir dos conjuntos que
incluem: a rotacao (60), a curvatura (¢) e a deformada axial na origem dos eixos locais (&) ou
pelos conjuntos: a rotagcdo (0), a curvatura (@) e a altura da linha neutra (d), pois os dltimos

parametros dos conjuntos estdo relacionados pela Equacdo 4.2. Esses pardmetros considerados
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para os cdlculos sdo apresentados na Figura 4.3 com a origem dos eixos globais coincidindo com

a origem dos eixos locais.

Figura 4.3 — Parametros da se¢do.

(fonte: elaborada pelo autor)

Outro parametro apresentado € o &, na figura Figura 4.4, ele € o angulo formado com relagdo a
projecdo dos momentos fletores aos eixos globais, com o negativo do momento fletor do eixo X.

Ela pode ser relacionada por meio da Equacao 4.3:

o = atan ( My ) 4.3)
— My

Onde —w < o < 7.

Figura 4.4 — Pardmetro o da secdo.

(fonte: elaborada pelo autor)
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Apresentados os parametros que estdo fortemente relacionados com a sec¢io e a sua posi¢do em
relacdo a um referencial, a se¢do possui a possibilidade de ser transladada ou de ser rotacionada.

Assim, esse movimento pode ser expressa pela Equacao 4.4,

xi= (Xi—X,)cos(0)+ (Y; —Y,)sen(0) 44
yi=—(X;—X,)sen(0) + (Y; — ¥, )cos(0)
possuindo como novo centro de referéncia pelas coordenadas (X,,Y,) e rotacionada conforme
o angulo 6. O angulo de rotagdo estd fortemente relacionado ao angulo que a linha neutra faz
com a abcissa X. A linha neutra paralela ao eixo local x, além da rotacdo, pode ser definida pelos
conjuntos curvatura () e altura da linha neutra (d) ou curvatura (¢) e a deformag¢ado na origem
local (&y). Com isso, simplifica a func¢ao que relaciona a deformada com a curvatura por variar

linearmente com o eixo local y, simplificando as integracoes.

Figura 4.5 — Transformacao de coordenadas.

»X

O Xr Xi

(fonte: elaborada pelo autor)

E importante definir a origem dos eixos locais, pois os esforcos resistentes calculados sao
influenciados pelo seu posicionamento. Alguns centros sdo calculados e podem ser referenciados
como uma nova origem e os trés centros calculados sdo: o centro geométrico, o centro eldstico e

o centro pléstico apresentados por Roik e Bergmann (1990).

O centro geométrico é calculado com a expressao,

4.5)

(XS XSx.
(xcG,ycG) = ( )

YA LA
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depende das propriedades geométricas, como o momento estitico em relacdo ao eixo Y e
um elemento geométrico i (Sy,;), 0 momento estatico em rela¢do ao eixo X de um elemento

geométrico i (Sx ;) € drea de cada elemento geométrico i (A;).

O centro elastico € calculado da expressao,

(4.6)

([ XSyiEi Y.SxEi
(Xce,ycE) =

YAE; YAE;

além das propriedades ja comentadas anteriormente, depende do médulo de elasticidade do

material que compde o elemento geométrico i (E;).

O centro plastico € calculado da expressao,

4.7)

([ XSyio;i Y.Sx,0;
(xcp,ycp) =

YAio; ' Y A0

com as mesmas propriedades geométricas apresentadas acrescido da tensdo de plastificacdo do

material que compde o elemento geométrico i (0;)

A partir dos eixos locais e de um perfil de deformacdes impostas, o cdlculo dos esforcos sao
realizados em relacd@o os eixos locais e sdo calculados por meio das seguintes expressdes, para o

esfor¢o normal,

N = /A GdA (4.8)

considerando, N < 0 para compressdo e N > 0 para tragdo.

Para o momento fletor no eixo x,

M, = — / GydA (4.9)
A

considerando, M, > 0 provoca compressao na regido da se¢do com coordenada y positivo.

Para o momento fletor no eixo y,

M, =— / oxdA (4.10)
A
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considerando, M, > 0 para quando estd no mesmo sentido da ordenada.

Os momentos fletores segundo os eixos globais X-Y sdo obtidos por transformagio de coordena-

das dada pela seguinte rotagdo:

My = Mcos(—6) — Mysen(—0) @1
My = M,sen(—0) +M,cos(—0)
Definida a origem da secdo e os parametros envolvidos na deformacdo deve-se calcular os
esforgos resistentes. Estes esfor¢os sdo calculados a partir da deformada definida anteriormente.
Eles s@o calculadas separadamente, por segmentos de retas ou por pontos, € posteriormente

somam-se os esfor¢os obtidos individualmente para obter os esforcos resistentes da secao.

A contribui¢do de cada superficie S; da secdo transversal aos esfor¢cos atuantes na se¢do (ver
Equacdo 4.8, Equagdo 4.9 e Equacgado 4.10 ) pode ser expressa genericamente por Fafitis (2001) e
Papanikolaou (2012):

Rs= || XY 0()ddy @.12)

Sendo, Ryg; a solicitagdo de uma superficie S;, (x,y) as coordenadas locais, o(y) a fun¢do da
tensdo efetiva em funcdo do y e (r,s) os expoentes que dependem de qual solicitacdo de interesse
na superficie S;: (r,s) = (0,0) fornece: Rs; = N, (r,s) = (0,1), fornece Rs; = M, e (r,s) = (1,0)
fornece Rg; = —M,,. A tensdo se encontra em fungdo de y pelo uso da Equagdo 4.1, que relaciona
a deformada com a ordenada local. O uso da equacdo se torna verdade pela consideragdo que a
linha neutra se encontra paralela ao eixo local x. Essa troca de varidveis simplifica as integragdes

em fungdo da varidvel y.

Usando o teorema de Green, a Equagao 4.12, passa a ser uma somatdria de integrais de linha de
uma superficie i (S;) que é composta por segmentos de reta, sendo L; o contorno da superficie i e

com nl; segmentos de reta com comprimento /;:

1 1 nl,- 1 nl,-
Rq — ?f s = V S o } = I; 4.13
S= Y (y)dy 1+r§’1 Xy (y)dy 1+r§1 j (4.13)

Para um segmento de reta j, com pontos inicial (x,,y,) € ponto final (xf,yr), na Equagdo 4.13, a

abcissa pode ser expressa pela ordenada local, linearizando por meio de:
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X=a;y+b; (4.14)

e os coeficientes a; € b; sdo calculados respectivamente por:
aj = (xf —%o)/(vf = o) (4.15)

bj=x,—yoa;j (4.16)

Com isso, a integral de cada segmento passa a ser em funcdo de uma tnica varidvel. No entanto,
mais de um trecho das tensdes (definidas pelo material) pode compor o segmento de reta, para que
seja definida as ordenadas limites a partir das deformadas, a Equagdo 4.17 € utilizada, dividindo
o segmento de reta original em outras menores a partir das ordenadas locais do segmento de reta
da secdo. A segmentacdo € calculada a partir dos limites das deformadas das fun¢des parciais da

lei constitutiva.

y(e)=(e—&)/9 4.17)

Assim, a integracdo de um segmento, pode ser expressa pela Equacdo 4.18, sendo calculada

usando a integracdo da quadratura de Gauss-Legendre:

Ij= fiFj(y)dy (4.18)

Analogamente para o reforgo linear € utilizado a mesma 16gica, apresentada por Papanikolaou
(2012)

nl; nl;
Ry, = éAtjxrysG(y)dyz Z [tjﬁx’ysc(y)dy} = le 4.19)

i j:l

A integral € expressa por, Equacao 4.20:

Ij=t, jiFj(y)dy (4.20)
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No entanto, para o segmento de reta na horizontal, os esforcos devem ser calculados por meio

das expressoes Equacdo 4.21:

Nj=Ajo(ya,j)

My j=A;y4,j0(¥a,j) 4.21)
XA7 . _i_xB’ .
My j=A;=2==0(ya,)

Nos refor¢os pontuais, as dimensdes dos pontos sdo desprezados em relacdo a dimensdo da se¢io
como um todo, os esfor¢os sdo calculados a partir da expressdo Equagao 4.22, apresentada por
Papanikolaou (2012).

nRP
Rerp =Y [Ajxjy50(e0— 9y))] (4.22)
j=1

Onde, Rrp o somatorio das solicitagdes de um reforco pontual R; e nRP = niimero total dos

reforcos pontuais.

4.3 ESFORCOS RESISTENTES

Os esforcos resistentes dependem da deformada levando em conta as consideracdes apresentadas
anteriormente. Pode-se obter os esforcos resistentes ultimos da secdo desde que seja informada a
curvatura ultima, curvatura minima que representa a deformada dltima. Essa deformada, para

cada elemento geométrico i, € calculada por meio da:

- gcu,i/(ymaxj - d) sed < Ymax.,i
QDMJ' = min - 8c0,i/(yo,i - d) sed < Ymin (423)
- Stu,i/(ymin,i - d) sed > Ymin,i

Ela depende dos valores mdximos e minimos da ordenada local do elemento geométrico i, yax,i
€ Ymin,i> respectivamente, assim como da altura da linha neutra (d) e das deformadas. Ja oy, ; €

apresentada na Equacgdo 4.24,

8 .
Yo,i = Ymin + (ymax - ymin) e (4.24)

Ecu,i
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que depende das valores mdximos e minimos da coordenada y da secao, Yax € Ymin, respectiva-

mente.

A curvatura ultima, que dependem da rotacdo (0) e da altura da linha neutra (d), € obtida pela:

Oy = min(Qy;) (4.25)

Calculando os esfor¢os resistentes ultimos, a superficie de falha pode ser representada, e a
sua constru¢cdo pode ser dada por: uma curva para o constante, uma curva para o esforco
axial constante, uma curva isogonica (ou curvas 3D decorrente do 0 constante) (RODRIGUEZ;
ARISTIZABAL-OCHOA, 1999) ou até por tripletos de resultantes de tensdo que se estendem
ao longo de uma linha reta orientada arbitrariamente (VIVO; ROSATI, 1998), estas estdao

representadas esquematicamente na Figura 4.6.

Figura 4.6 — Superficie de ruptura.
N
A

o constante

linha re.f'aa:

. ............. 5 N constante

(fonte: elaborada pelo autor)

Em termos de superficie de ruptura, a linha reta fornece um ponto em relagdo a superficie, a
curva obtida pelo 0 constante, € uma curva sobre a superficie que dificulta a obtencdo de uma
tendéncia da mesma. A curva obtida pelo & constante permite uma melhor visualizagdo para
eixos N e Mx ou N e My. Para N constante, uma envoltdria € obtida para os eixos My e My.
Ainda para N constante, pode-se afirmar que a envoltdria produzida com 6 igualmente espagadas,
vai gerar uma envoltéria com pontos mal distribuidas radialmente do que pelo o igualmente

espacadas.

Com a altura da linha neutra (d) e a rotagdo (0) a linha neutra € definida. A partir dela calcula-se
a curvatura ultima e posteriormente os esforcos resistentes ultimos, variando-se os valores do d e

0 é gerada uma superficie que indica a falha da secdo quando colocada nos eixos My, My e N.
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No entanto, os esforcos resistentes tltimos obtidos pelo d e 8 ndo permitem realizar comparativo

com os esfor¢cos de projeto, visto que ndo € possivel fixar o esfor¢o axial.

A curva obtida pelo N constante fornece uma envoltdria My por My podendo comparar se o
ponto formado pelos valores dos momentos fletores em X e em Y se encontra dentro ou fora
da envoltéria. Caso situe-se dentro, este configura a favor da seguranca, caso contrario nao.
Duas abordagens sdo apresentadas para obter os esfor¢os resistentes ultimos para forga axial de
interesse (/V;): a primeira por meio da inclinag¢ao da linha neutra de interesse (6;) e a segunda

pela inclina¢do dos momentos de interesse (0 ).

A primeira abordagem para o esforco axial de interesse (V;) e com a linha neutra de interesse
(6) é de encontrar a altura da linha neutra (d;) que configure a condicio de equilibrio, pois com

a d; e a 0 é possivel definir a deformada e logo os esfor¢os resistentes tltimos.

A segunda abordagem, mais complexa e a mais importante, € com o esfor¢o axial de interesse
(N;) e com a inclinacdo dos momentos de interesse (o), onde deve-se encontrar tanto a altura da
linha neutra e a rotacao, ou seja, a linha neutra. A sua importancia se deve na possibilidade de
fazer uma relag@o entre os momentos fletores de resisténcia e de projeto e obter numericamente

um coeficiente de segurancga.

Para que se possa realizar os cdlculos, o método de Brent foi utilizado, pois ele engloba trés
métodos, a bissec¢do, o método das secantes e a interpolacdo quadratica inversa, garantindo que
convirja bem mais rdpido do que métodos que dependem do intervalo de interesse, (CHAPRA;
CANALE, 2014). Neste trabalho, o método de Brent serd expressa em uma fun¢ao de interesse
(k) sob a varidvel (y) dentro dos intervalos inicial e final (y; e yy), tal que respeite a condi¢do

de obter um valor de interesse () para obter a varidvel de interesse (y;) pela Equagdo 4.26.

w, = Brent)! k() = §] (4.26)

Uma das condicdes que garante a convergéncia € de definir os intervalos inicial e final de maneira
que (x(y;) — &) (x(wyr) — &) <0, se o produto for igual a zero, a0 menos um dos intervalos é a
solucdo. A primeira abordagem serd resolvida pela Equacdo 4.27 e a segunda abordagem por

Equacao 4.28.

d; = Brent}/ [x(d, 8) = N} 4.27)

6, = Brenty [(d = Brent}/ [x(d, 6) = N,], 6) = o4] 4.28)
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4.4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A implementacdo computacional utilizado € a linguagem de programacio em Python. Os prin-
cipais médulos criados foram: geometria.py, lei_constitutiva_uniaxial.py,
componentes.py € secao.py. As suas relacoes e a apresentagdo dos atributos e dos
métodos para as suas classes estdo na Figura 4.7, onde em azul estdo as classes do médulo
geometria.py, em laranjao médulo lei_constitutiva_uniaxial.py, em amarelo

o0 modulo componentes.py e emrosa o moédulo secao.py.

Figura 4.7 — Diagrama de classe UML simplificado.

Secao
-componentes
4 ’ +atualizar_geometria
+geometria_original
ajustar_XY
Ponto e - )
+curvatura_ultima
_coordenada Reforco_pontual P —

— ————& oo +_resist_d
+nova_referencia -area +_rotacao_momentos
+referncia_original p ‘ —mater!al +resist_axial

-material_remov +_calc_alpha
+atualizar_geometria +resist_LN
Segmento_reta +esforcos M +resist_N_theta
o +tensao +resist_N_alpha
-ponto_inicial ;
) +envoltoria_N
-ponto_final |
Reforco_linear 1
+atualizar_geometria ¢ -ptoi
+integrar_tensao -ptof
+G00 PN -area

—@| +GO1 -material
+G02 -material_remov M)
+G03 r——‘ +atualizar_geometria
+G10 +esforcos
+G11
+G12

Superficie
+G20 2
— -ptos
-material L
Poligono ‘ -material_remov
@ | —— 4@ +atualizar_geometria
-ptos
+esforcos =
+atualizar_geometria
+referncia_original
AV
LCuU LCUP Componente
-dmin -defor -ptos
-dmax -func -material
-func +defor_em_limites -material_remov
+defor_em_Imites +i_trecho +atualizar_geometria_componente
+tensao +tensao +tensao
+Et +curvatura_ultima

(fonte: elaborada pelo autor)

O moédulo geometria.py inclui as classes Ponto, Segmento_reta e Poligono. O
Ponto possui como métodos como nova_referencia que realiza a translagdo e a rotagao
dospontoseo referencia_original que armazena os pontos originais. O Segmento_reta
¢ criado a partir de dois pontos, 0 método atualizar_geometria calcula as propriedades
obtidas a partir dos pontos (comprimento, variacdo no x € y € o ponto centro do segmento de

reta), e o método integrar_tensao realiza a integragdo das tensdes para o segmento de
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reta e os coeficientes GO0, GO1, G02, G03, G10, G11, G12, G20 expostos do Anexo A. O
Poligono com os mesmos métodos, sendo as propriedades geométricas calculadas a érea,
momento estdtico de primeira ordem em torno do eixo x e do eixo y e momento estdtico de

segunda ordem em torno do eixo x e do eixo y.

O médulo 1ei_constitutiva_uniaxial.py, com a classe LUCP (lei constitutiva uni-
axial definida por trechos) cria o material a partir das deformadas e das func¢des parciais. Em
seguida, dentro da classe, ela decompde para cada fungdo parcial com os seus intervalos em
trechos com a classe LCU (lei constitutiva uniaxial), sendo que ela calcula pela tensao a tensdo
dada uma deformada apds ser verificada pela deformada_em_1limites. O mdédulo eldstico
tangente do material € calculada pelo Et. A classe LUCP também apresenta os mesmos métodos
tensaoedeformada_em_limites acrescido de i_trecho, que localiza o trecho dada

uma deformada.

O moédulo componentes.py possui classes Reforco_pontual, Reforco_linear e
Superficie que herdam da classe Componente métodos como tensao que calcula a
tensao efetiva de um ponto, considerando as contribui¢cdes do material adicionado e do material
removido dada uma deformada, atualizar_geometria_componente que atualiza as
propriedades geométricas e a curvatura_ultima, que calcula a curvatura ultima dado um
material do componente. Tanto os reforgos e a superficie possuem os mesmos métodos para

atualizar as propriedades geométricas assim como os cdlculos dos esforgos.

O ultimo médulo secao . py, que agrupa as classes anteriores para posicionar a origem pelo
ajustar_XY e calcular os esforcos resistentes. curvatura_ultima é um método que
retorna a menor curvatura dentre todos os componentes (em fun¢do da altura da linha neutra
definida na entrada). O método esforco calcula os esfor¢os resistentes a partir da definicao
da se¢do (por meio da composicao elementos geométricos € materiais) € a deformada ( & e
¢). Assim, com os dados de entrada, cada componente, integram-se as tensdes para obter os
esforcos, somam-se os esfor¢os calculados que compdem a se¢do e retiram-se os esforcos dos
materiais que sdo removidos (furos), tanto para a superficie, para os reforcos lineares e para os
refor¢os pontuais. Para esse método, assume-se que a linha neutra situe-se paralela aos eixos
globais, caso o interesse seja obter a altura da linha neutra defasada a um angulo 6, a secdo deve
ser rotacionada previamente a esse angulo 0 e e posteriormente obter os esfor¢os, rotacionados
no sentido oposto, ou seja, —0, visto que estes estdo em relacdo aos eixos locais, por isso sao
rotacionados para estarem em relacao aos eixos globais. A sua esquematizagdo estd apresentada

na Figura 4.8.

A Figura 4.9 representa o esquema simplificado do método resist_d que depende somente
da secdo e da altura da linha neutra, da mesma maneira do método esforcos, a rotacdo deve

ser previamente realizada caso necessario de obter a linha neutra rotacionada dos eixos globais.
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Figura 4.8 — Esquema simplificada para os cdlculos dos esforcos a partir
da deformada.

DADOS:
Secao + g, @

v

Integrar tensdes

v

N, My, My = YRsj+ Y RrLi+ > RRrpi

I
y

N, Mx, My

(fonte: elaborada pelo autor)

Figura 4.9 — Esquema simplificada para o método resist_d.

DADOS:
Secao +d

Y

Curvatura dltima: @

Y

Método esforco
(Secgao + gg, @)

\i
Nd, Mxd, Myqd

(fonte: elaborada pelo autor)

O principio é o mesmo do método apresentado anteriormente, diferindo-se apenas pela introdugdo
de uma etapa anterior, que é o cdlculo da curvatura ultima. Obtendo a curvatura tltima, basta

aplicar no método do esforcos para que os esforcos resistentes sejam calculados.

O método N — d, implementado como método resist_LN engloba os métodos anteriores € as
observacgOes a respeito da rotagdo da se¢do. Com a sec¢do, a altura da linha neutra e a rotacao
definida os componentes sao rotacionados ou posicionadas caso necessario. Como padrao, o
centro dos eixos se encontram no centro geométrico. Apds o reposicionamento dos elementos
aplica-se o método resist_d que retorna os esforcos resistentes. Esses esforcos encontrados

sdo obtidos com relag@o aos eixos locais, por isso deve-se rotacionar no sentido oposto do angulo
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0 os esforcos e assim obter os esfor¢os resistes em relacio aos eixos globais.

Na Figura 4.10 consta o esquema simplificado do método. O funcionamento do programa
necessita da defini¢do da secdo e da rotagdo (0), caso necessdrio, o centro da origem dos eixos

locais.

Figura 4.10 — Esquema simplificado para o método N-d.

DADOS:
Secdo +d, 6

]
Y

Posicionar + Rotacionar:
Secao(0)

v

Método resist_d
(Secéo + d)

v

Rotacionar: Esfor¢os(-0)

v

Nd, Mxd, Myqg

(fonte: elaborada pelo autor)

O método N-60, implementado como resist_N_theta, ¢ um método que dada a forca normal

(Nt) e o angulo de inclinacdo da linha neutra (0), permite:

1. Define as coordenadas seguindo os eixos x-y;

2. Determina a profundidade da linha neutra (d) para a qual N = N;. A solucgdo € obtida
pelo método de Brent, cuja aplicacao requer a definicdo de um intervalo de busca [dy,
dmax]. Nesse trabalho a determinacdo do intervalo de busca segue a estratégia proposta por
Papanikolaou (2012).

O seu esquema simplificado estd na Figura 4.11.
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Figura 4.11 — Esquema simplificada para o método N-6.

DADOS:
Secéo + N, 6

!

Posicionar + Rotacionar:
Secao(B)

{

Método resist_d
(Segéo + do)

!

[ No, Mxo, Myo ]

Sim

Intervalo: [d;, df \
{ di=do

di= Método de Brent

l

!

Método resist_d
(Segéo + dy)

!

Rotacionar: Esforgos(-6)

v

[ Nd, Mxd, Myq ]

(fonte: elaborada pelo autor)

O resultado permite que se obtenha a envoltdria para um esfor¢o axial de interesse, fazendo com

que criem pontos com o 6 dentro do intervalo [0,27].

O método N-«, implementado como resist_N_alpha se assemelha ao anterior e na Fi-
gura 4.12 consta o esquema deste método simplificado. O funcionamento do programa necessita

da definicdo da secdo e a rotac@o, caso necessario, o centro da origem.

* Define-se os dados de entrada: A secdo (elementos geométricos + material), o esforco

axial de interesse (/V;) e a inclinacdo do momento fletor (04 );
¢ Chute inicial do 6p;

* Aplica-se 0o método N — 6 e obtém os esforgos resistentes (Ny, My € Myg) e calcula-se o
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Qo;
* Verifica-se se a diferenca absoluta € inferior a ;,;;
» Se sim, o angulo de rotagdo de interesse (6;) € o proprio 6.
¢ Caso contrario, calcula-se:

oG —0 T

Ag = —
0 oy — | 16

(4.29)

E assim, incrementa-se a um lago k, 6, = 6y + Agk. Calculam-se os novos esforcos
resistentes com o método resist_N_theta, obtendo-se Ny, My € My € repete-se 0 processo
até Ag < 0, pois isso implica que a fungdo auxiliar (em funcdo de um d; que retorna a
diferenca entre ; € 0 0y) possuem sinais opostos. Isso permite o uso do método de Brent

para calcular o 6;.

* Com a rotagdo, calculam-se os esforcos resistentes.

Figura 4.12 — Esquema simplificada para o método N-c.

DADOS:
Secao + Ny, ot

|
y

‘ Go=at-n

!

Método resist_N_theta
(Secdo + N, 8o)

!

[ No, Mxo, Myo ]

|ot - Q| < Ot
Né&o

Sim

A4

Intervalo: [6;, 6] ’ |
* 912 90

6;= Método de Brent ’

l

!

Método resist_N_theta
(Secéo + Ny, 6y)

v
[ Ng, Mxd, Mvqd ]

(fonte: elaborada pelo autor)
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E por fim, 0 método envolv_N que gera os pontos para um determinado esforco axial escolhido,
havendo possibilidade de escolher o método para gerar os pontos para posteriormente gerar

envoltoria com os eixos My e My ou uma envoltéria com os eixos My, My e N.

Assim, na Figura 4.7 apresenta-se um diagrama de classe simplificado, onde se esquematiza
os objetos que devem ser criados para gerar a secdo. Inicialmente os Pontos para compor
um Segmento de reta ou um Poligono para juntar com um Material, seja para adicionar ou
retirar material. Com isso, obtém os reforcos (Reforco pontual, Reforgo linear) e a Superficie
para compor a Secdo. A partir dela, escolher a origem e os métodos para calcular os esforcos

resistentes altimos.
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5 EXEMPLOS

Neste capitulo serdo apresentados alguns exemplos numéricos, a fim de validar o método
de esforco. Nos exemplos, foram consideradas se¢des retangulares com e sem furos. Sao
contempladas se¢des homogéneas de material eldstico linear e eldstico-pldstico perfeito. Também

sdo tratados casos de se¢des de concreto com e sem armaduras de refor¢o longitudinal.

5.1 SECAO RETANGULAR DE MATERIAL ELASTICO LINEAR

Essa secdo apresenta a solugdo analitica e a aplicagdo da ferramenta computacional descrita
nesse trabalho a integracio de tensdes em uma se¢do retangular constituida de material eldstico
linear. A lei constitutiva uniaxial que descrever o comportamento do material € escrita de forma

genérica como

o(e)=Eeg, —oo<g<oo (5.1)

onde E € o médulo de elasticidade do material. Nos casos apresentados a seguir, adota-se E =
100 kN /cm?.

5.1.1 Secao retangular maciga

Figura 5.1 — Retangulo.

4 A 3

1 b 2

(fonte: elaborada pelo autor)

A primeira secdo € a se¢do retangular, ilustrado na Figura 5.1. Os pontos criados sdo numerados
no sentido anti horario e a origem se encontra no centro geométrico da secdo. A formulagao dos

esfor¢os resistentes calculados analiticamente encontram se no Anexo B.1.
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Na Figura 5.2 estdo indicados os casos estudados. A zona em vermelho indica a drea comprimida,
sendo que comega a partir da altura da linha neutra d € limitada até o extremo superior do
retangulo. Os critérios dos casos serdo detalhados a seguir.

Figura 5.2 — Casos com testes analiticos.
\Q Y ¢ Y

Casos a-b Caso ¢ Caso d
N A YA YA YA
§
A
..v* ‘\7 v
x >~ ne. X X
Caso e Caso f

(fonte: elaborada pelo autor)

* Caso a: Compressdo pura: 0 =0, <0e ¢ =0;
* Caso b: Tragdo pura: 06 =0, >0e ¢ =0;
» Caso c: Flexo tracdoreta: 0 =0, & >0e ¢ > 0;

* Caso d: Flexo tragdo obliqua: 0 < 6 < arctan (%), & > 0e ¢ >0 e com compressdo com

a ordenada local do ponto 3 superior a altura da linha neutra;

* Caso e: Flexo tragdo obliqua: 0 < 0 < arctan (%), & > 0e ¢ >0 e com compressdao com

a ordenada local do ponto 3 inferior a altura da linha neutra;

* Caso f: Flexo tracao obliqua: arctan (%) <0< 7,6 >0e¢>0ecomcompressio com

a ordenada local do ponto 1 superior a altura da linha neutra;

* Caso g: Flexo tracdo obliqua: arctan (%) <0< %, & > 0e @ > 0 e com compressdao com

a ordenada local do ponto 1 inferior a altura da linha neutra.

A Tabela 5.1 apresenta os resultados obtidos com o programa para os casos citados, onde as

dimensodes do retingulo sdo: b = 20 cm e h = 30 cm. Os esforcos resistentes apresentados
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calculados pelo programa e pelas formulas analiticas possuem uma diferenca relativa na ordem
de 107 1°.

Tabela 5.1 — Tabela com os resultados para o material eldstico linear.

caso 0 & o N My My
(°) (%0)  (1073/cm)  (kN)  (kNem)  (kNem)

a 0.00 -2.000 0.000 -120.0 0.0 0.0

b 0.00  2.000 0.000 120.0 0.0 0.0

c 0.00  2.000 1.000 120.0  450.0 0.0
d 2423 2873 1.000 1724  4103.6  -820.7
e 2423 124438 1.000 7469 4103.6  -820.7
f 6285 0.616 1.000 37.0 20534 -1779.6
g 6285 2259 1.000 135.5 20534 -1779.6

(fonte: elaborada pelo autor)

5.1.2  Secdo retangular com furo

O caso tratado é uma secdo com um furo retangular com o material eldstico linear. A secdo foi
criada compondo duas se¢des, a primeira foi criada na forma de um retdngulo com o material e a
segunda na forma de um retangulo retirando o material. Ambas as superficies estdo posicionados
em relacdo aos eixos globais conforme na Figura 5.3. A formulacdo analitica dos esfor¢os

resistentes encontram se no Anexo B.2.

Figura 5.3 — Retangulo com furo retangular.

Y
A
d,||h’
h “1 bl
dY
. _—
b

(fonte: elaborada pelo autor)

A Figura 5.4 indica os casos estudados, onde a zona em vermelho indica a drea comprimida,
sendo que comeca a partir da altura da linha neutra d e € limitada até o extremo superior do

retangulo. Os critérios dos casos serdo detalhados a seguir.

* Caso a: Compressdo simples: 0 =0, 9 =0e & < 0;
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Figura 5.4 — Casos com testes analiticos.

Y Y
A lgx
2 2
d
1 1
» X » X
Caso a Caso b
Y Y
A A
4
1 1
d
2 2
» X » X
Caso c Caso d

(fonte: elaborada pelo autor)

* Caso b: Flexo compressdo obliqua para um retdngulo com furo: 6 =0, ¢ > 0e & > 0,

onde a zona vermelha representa a zona compreendida acima da linha neutra;

* Caso c: No lugar de criar dois elementos geométricos, foram criadas quatro retangulos

que formam a se¢do original, sob condi¢do do Caso a;

* Caso d: No lugar de criar dois elementos geométricos, foram criadas quatro retangulos

que formam a secdo original, sob condi¢do do Caso b.

A Tabela 5.2 apresenta os resultados obtidos com o programa para os casos citados, onde as
dimensdes consideradas para o retdngulo externo: b = 15 cm e h = 20 cm, para o retangulo
interno, que deve ser removido: b’ =7 cm, i’ = 8 cm e se encontram afastadas de dy = 3 cm
e dy =7 cm. Os esforgos resistentes apresentados calculados pelo programa e pelas férmulas
analiticas possuem uma diferenca relativa na ordem de 10~!®. Mesmo entre os casos a e ¢ ou
entre os casos b e d, foram obtidas os mesmos resultados, o que indica o resultado independe dos

componentes (no caso, superficies) escolhidos para definir a secao.
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Tabela 5.2 — Tabela com os resultados para o material elasto-plastico

perfeito.
caso 7] & () N Mx My
(°) (%) (1/em) (kN) (kNcm) (kNcm)
a 0.00 -1.000 0.000 -244 2384 188.6
b 0.00 1.000 0.100 -391.7 5508.2 3039.6
c 000 -1.000 0.000 -244 2384 188.6
d 0.00 1.000 0.100 -391.7 5508.2 3039.6

(fonte: elaborada pelo autor)

5.2 SECAO RETANGULAR DE MATERIAL ELASTO-PLASTICO PER-
FEITO

Esta secdo trata da integracdo de tensOes em uma se¢do retangular composta por material

elasto-plastico perfeito, cuja lei constitutiva uniaxial é dada de forma genérica por:

—0p SeEXL —§)
c(e)  Ee  se —g, <e<§ (5.2)

op Seg,<E

A deformacgdo que se encontra no limite do regime eléstico para o regime pléstico € calculada

por:

g, = % (5.3)

A formulacdo dos esforgos resistentes encontram se no Anexo C.

Com as deformadas limites entre o regime eldstico e o regime pldstico (|€,|), aplica-se na

Equacdo 4.1 para obter as ordenadas equivalentes das deformadas, Equacdo 5.4 e Equacdo 5.5.

Para € = —&p:

+_ftE (5.4)

Para € = €.

Kristian Yuiti Matsushita. Porto Alegre: EE/UFRGS, 2022



41

vy =2 (5.5)
¢
A ordenada local que se esta entre os y; ey, se encontra no regime elastico, e fora dela no
regime pléstico. Os testes a seguir foram divididos conforme o posicionamento desses limites ao
longo da secdo, juntamente com as rotacoes.

Na Figura 5.5 indica os casos estudos, onde a zona em vermelho indica a drea comprimida.

Figura 5.5 — Casos com testes analiticos.
YA YA YA

Caso ka
(fonte: elaborada pelo autor)

* Caso a: Tragdo pura no regime pldstico, 8 =0, & > €, e ¢ = 0;
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Caso b: Tracdo pura no regime linear: 6 = 0,0 < & < g,0e ¢ =0;
Caso c¢: Compressdo pura no regime linear: 8 = 0,0 > & > —¢,0e ¢ = 0;
Caso d: Compressdo pura no regime plastico, 0 =0, &y < —¢, e ¢ = 0;

Caso e: Flexo compressdo com a zona comprimida (em vermelho) da se¢do no regime

eldstico e a zona tracionada da se¢do no regime eldstico: 0 = 0,0 < g < g, e ¢ > 0;

Caso f: Flexo compressdo com a zona comprimida (em vermelho) da secdo no regime
eldstico e a zona tracionada da secdo no regime eldstico e no regime plastico, separados

peloy;:9:0,80>8pe(p>0;

Caso g: Flexo compressao com a zona comprimida (em vermelho) da secao no regime
eldstico e regime plastico e a zona tracionada da se¢ao no regime eldstico e no regime

plastico, separados pelo y,: 0 =0, & > g, e ¢ > 0;

Caso h: Flexo compressao obliqua com a zona comprimida (em vermelho) da se¢ao no
regime eldstico e a zona tracionada da se¢do no regime eldstico: 0 > 0,0 < g < ¢, e
¢ >0;

Caso i: Flexo compressao obliqua com a zona comprimida (em vermelho) da secdo no
regime eldstico e a zona tracionada da se¢do no regime eldstico e no regime plastico
(separados pelo y, que estd entre as ordenadas locais dos pontos 1 e 2): 6 >0, & > g, e
¢ >0;

Caso j: Flexo compressdo obliqua com a zona comprimida (em vermelho) da secdo no
regime eldstico (separadas pelo y; que estd entre as ordenadas locais dos pontos 3 e 4)
e regime pldstico e a zona tracionada da secdo no regime eldstico e no regime pléstico
(separados pelo y, que estd entre as ordenadas locais dos pontos 1 € 2): 6 >0, & > ¢, e

¢ >0;

Caso k: Flexo compressao obliqua com a zona comprimida (em vermelho) da secdo no
regime elastico (separadas pelo y; que estd entre a ordenada local do ponto 3 e a altura da
linha neutra) e regime pléstico e a zona tracionada da secao no regime eldstico e no regime
pléstico (separados pelo y,, que estd entre as ordenadas locais dos pontos 1 e 2): 6 > 0,
& >¢€pe@>0.

A Tabela 5.3 apresenta os resultados obtidos com o programa para os casos citados, usando como
material 6, = 50 kN /cm? e E = 1000 kN /cm?* e como dimenséo de b = 10 cm e h =20 cm. Os

esforcos resistentes apresentados calculados pelo programa e pelas féormulas analiticas possuem

uma diferenca relativa na ordem de 10716,
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Tabela 5.3 — Tabela com os resultados para o material elasto-plastico

perfeito.
caso 0 & () N Mx My
(°)  (%o) (1073/cm)  (kN)  (kNem) (kNem)
a 00 55 0.000 10000 0 0
b 00 25 0.000 5000 0 0
c 00 -25 0.000 -5000 0 0
d 00 -55 0.000 -10000 0 0
e 00 17 3.333 3333 22222 0
f 00 20 3.333 3983 22061 0
g 0.0 3 5.556 500 36375 0
h 300 13 2.987 2667 17244 -2489
i 300 9 4.073 1816 23494  -3384
] 30 6 5.600 1172 31573  -4384
k 30 13 11.209 1289 43352 -4811

(fonte: elaborada pelo autor)

5.3 SECAO RETANGULAR DE CONCRETO

A secdo retangular de concreto foi analisada usando o concreto com ou sem refor¢o pontual de

aco.

A lei constitutiva do material do concreto é dada por Equacao 5.6, conforme NBR 6118 (2014).

— Ocd S€ Ecy <E %)

<
<0 (5.6)

0.(€) 4 10000, (€ +250€%) se en < €
0 see>0

Onde,

Cod = 0.85%

fek: resisténcia caracteristica a compressdo do concreto, em kN / cm?;
Y.: coeficiente de ponderagdo da resisténcia do concreto;

&.,: deformacao especifica de encurtamento do concreto na ruptura;

€.: deformacao especifica de encurtamento do concreto no inicio do patamar plastico.
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A lei constitutiva do material do aco é dada por Equacdo 5.7,conforme NBR 6118 (2014).

_fyd se — 3.5 %o <eL _gyd
Os(€) €E;  se —£4 < E< &y (5.7)

fyd S€ &4 < e <10 %0

Onde,
_ Jwe
ha =75
_ Ju
Eyq = E,

fyk: resisténcia caracteristica ao escoamento do ago, em kN / cm?;
7s: coeficiente de minorac¢do da resisténcia do ago;

fyk: tensdo de escoamento de cdlculo;

E,: médulo de elasticidade do aco de armadura passiva, em kN /cm?

&y4: deformagio do ago no inicio do escoamento.

5.3.1 Secao retangular

A primeira secdo testada € a sec¢do retangular, onde pode ter casos onde existem vérias barras de
reforgo, ilustrado na Figura 5.6. Os pontos criados sao numerados no sentido anti horério e a
origem dos eixos locais se encontram no centro geométrico. A formulagdo analitica dos esforcos

resistentes se encontram no Anexo D.

Figura 5.6 — Retangulo.
A

)

@

b
(fonte: elaborada pelo autor)
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Os testes contemplam os casos nas duas zonas do concreto: Na regidao parabdlica e na regiao

com a tensdo constante, no patamar; e também aborda na presenca ou auséncia da armadura.

* Caso a: Compressao com concreto na regido parabdlica sem armadura;

* Caso b: Compressiao com concreto na regido parabdlica com armadura;

* Caso c¢: Compressdo com concreto na regido reta sem armadura;

* Caso d: Compressao com concreto na regido reta com armadura;

* Caso e: Tracdo no concreto sem armadura;

* Caso f: Trac@o no concreto com armadura;

* Caso g: Flexo compressao no concreto na regido parabdlica sem armadura;
* Caso h: Flexo compressao no concreto na regido parabdlica com armadura;
* Caso i: Flexo compressao no concreto na regido reta sem armadura;

* Caso j: Flexo compressao no concreto na regiao reta com armadura.

Com a validagdo da etapa anterior com a se¢do com furo, seja criada com furo ou composta por
outros 4 retangulos, os resultados obtidos dos casos anteriores serdo comparada também com a
secdo criada a partir de outras quatro secdes, sendo que cada se¢do € composta por conjunto de
pontos: (ponto 1, ponto 2, ponto 3 e ponto 4); (ponto 4, ponto 3, ponto 5 e ponto 6); (ponto 1,
ponto 4, ponto 6, ponto 7, ponto 8 e ponto 9) e (ponto 8, ponto 7 e ponto 10), representado na

Figura 5.7.

Figura 5.7 — Retangulo.

|

10 6.73 5
hi 8 4 >
3h/8
C. 3
— P 2
951

b
(fonte: elaborada pelo autor)

Com a presenca do aco, foi adotado que a area presente do aco, remove a drea do concreto.
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A Tabela 5.6 apresenta os resultados obtidos com o programa para os casos citados usando
para o concreto C40 e para o ago CA-50, com as suas propriedades na Tabela 5.4 e Tabela 5.5,
respectivamente. A se¢do considerada possui: b =20 cm e h = 30 cm. Os casos onde existem
acos, possuem drea de 1 cm? e as coordenadas dos pontos sdo: Ponto A: (—b/4;3h/8), Ponto
B: (b/4;3h/8), Ponto C: (—b/4;—3h/8) e Ponto D: (b/4;—3h/8). Os esforgos resistentes
apresentados calculados pelo programa e pelas formulas analiticas possuem uma diferenca
relativa na ordem de 10~'°, o programa apresentou os mesmos resultados para a secio retangular

composta.

Tabela 5.4 — Valores das propriedades para o concreto C40.

Concreto fy [kN/cm?] Yo €y [%o] €2 [%c]
C40 4.0 1.4 -3.5 -2.0

(fonte: elaborada pelo autor)

Tabela 5.5 — Valores das propriedades para o aco CA-50.

Aco  fy [kN/em*] v  E, [kN/cm?]
CA-50 50.0 1.15 21000
(fonte: elaborada pelo autor)

Tabela 5.6 — Tabela com os resultados para o concreto armado.

caso 2] & () N My My
(°) (%) (1073/cm) (kN) (kNem) (kNcm)
a 000 -15 0.000 -1366 0 0
b 000 -1.5 0.000 -1483 0 0
c 000 -25 0.000 -1457 0 0
d 0.00 -25 0.000 -1621 0 0
e 000 15 0.000 0 0 0
f 000 15 0.000 126 0 0
g 000 2 0.242 -195 2446 0
h 0.00 2 0.242 -136 3736 0
1 0.00 1 0.273 -432 4485 0
j 000 1 0.273 427 6386 0

(fonte: elaborada pelo autor)

5.3.2 Sec¢do quadrada

Nesta se¢do constam algumas ilustragdes das envoltdrias geradas a partir de uma se¢do maciga

de C40 de 30x30 c¢m com a lei constitutiva apresentada pela Equacio 5.6.
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Na Figura 5.8, a envoltéria é gerada a partir do método resist_d, onde adota as consideragdes
apresentadas anteriormente em relacdo a rotagc@o da secdo e dos esfor¢os. Pode-se visualizar que

a envoltdria ndo apresenta curvas constantes para um esforco axial constante.

Figura 5.8 — Envoltoria pelo método resist_d.
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(fonte: elaborada pelo autor)

Em relagdo ao método N-0, € possivel produzir uma envoltéria dos momentos resistentes My
- My para um esforco normal constante, como pode ser vista na Figura 5.9. Vale ressaltar que
essa condi¢do também se aplica ao método N-¢t, pois ambos conseguem calcular os momentos

fletores para um esforco axial fixo e um angulo correspondente para os seus métodos.

Comparando-se o método N-0 e o método N-c, as envoltdrias geradas para os angulos 0 <
0, a < naFigura 5.10, pode ser observado que as curvas verticais, do método N-60 se encontram
relativamente defasadas, quando comparadas com as obtidas pelo método N-¢¢. Fica evidenciado
na Figura 5.11 que para um esforgo axial fixo, existem pontos concentrados nas suas extremidades
para o método N-0, enquanto que para o método N-¢, os pontos se encontram uniformemente

espacadas angularmente, com a mesma quantidade de pontos calculados.
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Figura 5.9 — Projecdo das envoltdrias, a esquerda pelo método resist_d
e a direita pelo método N-6.
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(fonte: elaborada pelo autor)

Figura 5.10 — Metade das envoltdrias, a esquerda pelo método N-6 e a
direita pelo método N-a.
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(fonte: elaborada pelo autor)

Figura 5.11 — Envoltéria para N = -1000 kN, a esquerda pelo método
N-0 e a direita pelo método N-c.
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6 EXEMPLOS: BENCHMARKS

Neste capitulo expde a comparacdo dos resultados obtidos com diferentes se¢des apresentadas na
literatura técnica. As envoltdrias foram geradas a partir de 360 pontos determinados pelo método

N — o para um esfor¢o axial definido.

6.1 SECAO MULTICELULAR

Este exemplo mostra a aplicagdo do algoritmo desenvolvido nesse trabalho a anédlise da se¢do
multicelular de concreto armado definida em Rosati, Marmo e Serpieri (2008). As dimensoes e
distribui¢do das armaduras na se¢do com dois eixos de simetria sdo apresentadas na Figura 6.1.
O comportamento do concreto € definido pela Equacdo 5.6 a partir das propriedades mecénicas
dadas pela Tabela 6.1. Todas as barras de refor¢o t€ém diametro de 32 mm, estdo regularmente
espacgadas e deslocadas das faces por um cobrimento de 3 cm. O comportamento mecanico do
aco das armaduras € definido pela Equacgdo 5.7 e suas propriedades mecanicas sdo apresentadas
na Tabela 6.2. Para reproduzir de forma mais fiel os resultados de Rosati, Marmo e Serpieri
(2008), o concreto que ocupa a posi¢ao das armaduras ndo foi retirado da se¢do e a origem dos

eixos € localizado no centro geométrico.

Figura 6.1 — Secdo multicelular.
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(fonte: Rosati, Marmo e Serpieri, 2008)

Tabela 6.1 — Valores das propriedades para o concreto.

fck [kN / cmZ] Ye & [%0] €2 [%0]
2.075 1.6 -35 -2.0
(fonte: elaborada pelo autor)
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Tabela 6.2 — Valores das propriedades para o ago.

fu kN/cm®] vy E; [kN/cm?]
37.5 1.15 20000
(fonte: elaborada pelo autor)

O algoritmo foi aplicado na determinacao da envoltoria de falha para for¢as normais de tragdo e
compressiao com intensidades N = -34,129 kN, -10,246 kN e 5,676 kN. As curvas obtidas a partir
dos 360 pontos analisados para cada intensidade do esfor¢co normal sdo apresentados na Figura 6.2
junto com os resultados obtidos por Rosati, Marmo e Serpieri (2008). Como esperado para uma
secdo com dois eixos de simetria, as envoltdrias de falha sao simétricas em relacdo aos eixos My
e My (o eixo X € tomado paralelo ao maior lado da se¢@o). Observa-se excelente concordancia
entre os resultados obtidos nesse trabalho e os extraidos da referéncia. Isso demonstra a acuricia
da ferramenta implementada em um caso com materiais de comportamento complexo, secao

transversal com geometria complexa e um elevado nimero de elementos de reforco.

Figura 6.2 — Envoltdrias para se¢cdo multicelular.
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—10000 A
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—12000 —8000 —-4000 0 4000 8000 12000
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(fonte: elaborada pelo autor)
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6.2 SECAOG

Este exemplo mostra a aplicacdo do algoritmo desenvolvido nesse trabalho a andlise da secido no
formato em G de concreto armado definida em Rosati, Marmo e Serpieri (2008). As dimensdes e
distribui¢ao das armaduras na se¢do com dois eixos de simetria sdo apresentadas na Figura 6.3.
O comportamento do concreto € definido pela Equacao 5.6 a partir das propriedades mecanicas
dadas pela Tabela 6.1. Todas as barras de refor¢co t€ém diametro de 24 mm, estdo regularmente
espacadas e deslocadas das faces por um cobrimento de 3 cm. O comportamento mecanico do
aco das armaduras € definido pela Equagdo 5.7 e suas propriedades mecanicas sdo apresentadas
na Tabela 6.2. Para reproduzir de forma mais fiel os resultados de Rosati, Marmo e Serpieri
(2008), o concreto que ocupa a posi¢ao das armaduras ndo foi retirado da se¢do e a origem dos

eixos localizado no centro geométrico.

Figura 6.3 — Secao G.
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(fonte: Rosati, Marmo e Serpieri, 2008)

O algoritmo foi aplicado na determina¢@o da envoltdria de falha para for¢as normais de tracdo
e compressao com intensidades N = -6,182 kN, -879 kN e 2,657 kN. As curvas obtidas a
partir dos 360 pontos analisados para cada intensidade do esfor¢o normal sdo apresentados na
Figura 6.4 junto com os resultados obtidos por Rosati, Marmo e Serpieri (2008). A importancia
deste exemplo é de mostrar a sua eficiéncia para uma secao assimétrica, gerando as envoltorias
assimétricas também. Elas apresentam maiores momentos absolutos em My o que se torna
interessante pois € uma se¢do que pode apresentar diversas aplicabilidades como em caixas de
elevadores. Da mesma forma andloga ao exemplo anterior, observa-se a mesma concordancia
entre os resultados obtidos nesse trabalho e os extraidos da referéncia. Confirmando que além
para o uso de materiais de comportamento complexo, a ferramenta computacional consegue

resolver para se¢do transversal com elementos geométricos complexos.
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Figura 6.4 — Envoltdrias para se¢ao G.
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(fonte: elaborada pelo autor)

6.3 SECAO RETANGULAR

Este exemplo mostra a aplicacdo do algoritmo desenvolvido nesse trabalho a andlise da se¢do
retangular de concreto armado definida em Papanikolaou (2012). A distribui¢do das armaduras

na secdo com dois eixos de simetria sdo apresentadas na Figura 6.5.

Figura 6.5 — Secao retangular.

(fonte: Papanikolaou, 2012)

As suas dimensoes sdo com a base de 30 c¢m e a altura de 50 cm. Duas leis constitutivas

foram escolhidas, um de comportamento parabola-retangular definida pela Equacao 5.6 com
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as propriedades mecanicas dadas pela Tabela 6.3 e outra de comportamento apresentada pela

EC2 definida pela Equacdo 6.1 com as propriedades mecanicas dadas pela Tabela 6.4. Todas as

barras de reforco tém diametro de 25 mm, estdo regularmente espacadas e deslocadas das faces

por um cobrimento de 3 cm. O comportamento mecanico do ago das armaduras € definido pela

Equacido 5.7 e suas propriedades mecanicas sdo apresentadas na Tabela 6.5. Para Papanikolaou

(2012) o concreto que ocupa a posicdo das armaduras foi retirado da secdo e o centro da origem

localizada no centro geométrico.

Tabela 6.3 — Valores das propriedades para o concreto.

Ouk [kN/cm?| € [%oo] € [%oo)
2.00 -3.5 -2.0
(fonte: elaborada pelo autor)

(k- (2))

Oc(g){ ~Jem I+ (k-2)&

se &, <€eK0

0 see>0

Com as seguintes variadveis,

k = 1.05E,,, |

cm fcm

fem: resisténcia média a compressédo do concreto, em kN / cm?;
Ep: médulo secante do concreto, em kN / cm?

€.1: deformacao do concreto no momento que se atinge a tensao de f;

Tabela 6.4 — Valores das propriedades para o concreto.

fem [kN/cm?®]  Ecp [kN/cm®] €1 [%o] ~ Ecu[%c]

2.00 3000 -2.0 -3.5

(fonte: elaborada pelo autor)

Tabela 6.5 — Valores das propriedades para o aco.

fy [kN/cm?] E; [kN /cm?]
50.0 20000
(fonte: elaborada pelo autor)

6.1
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A diferenca entre a forma parabdlica e a forma ndo linear para a lei constitutiva do concreto estao

representados na Figura 6.6 e Figura 6.7, respectivamente.

Figura 6.6 — Concreto parabola-retangular. Figura 6.7 — Concreto ndo linear com amolecimento.
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(fonte: elaborada pelo autor)

As curvas obtidas a partir dos 360 pontos analisados para N = -3,000 kN nas duas leis constituti-
vas do concreto sdo apresentados na Figura 6.8 junto com os resultados obtidos por Papanikolaou
(2012). Neste exemplo expde que para uma mesma geometria com lei constitutiva diferente,
a envoltdria gerada possui comportamentos distintos. O concreto nao linear, pela sua tensao
diminuir com a deformacao, nao apresenta uma envoltdria na sua forma eliptica e nao atinge
resisténcia dltima da outra lei constitutiva. A envoltdria obtida pelo o concreto com a lei constitu-
tiva parabola retangulo e aquela extraido da referéncia coincidem. Para o segundo caso, apresenta
a mesma forma, no entanto foi gerado uma envoltéria com alguns pontos externos da referéncia.

Todavia, a ferramenta conseguiu resolver para a mesma se¢ao com materiais diferentes.

Figura 6.8 — Envoltdrias para sec¢do retangular.
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(fonte: elaborada pelo autor)

Kristian Yuiti Matsushita. Porto Alegre: EE/UFRGS, 2022



55
6.4 SECAO COMPLEXA

Este ultimo exemplo mostra a aplicacdo do algoritmo desenvolvido nesse trabalho da anélise da
secdo complexa de concreto definida em Chen, Teng e Chan (2001). As dimensdes, abertura,
distribui¢do das armaduras e o perfil metédlico na secdo sdo apresentadas na Figura 6.9. O
comportamento do concreto € definido pela Equacao 5.6 a partir das propriedades mecanicas
dadas pela Tabela 6.6. Todas as barras de refor¢co t€ém diametro de 18 mm, estdo regularmente
espacadas e deslocadas das faces por um cobrimento de 5 cm. O comportamento mecanico do
aco das armaduras € definido pela Equagdo 5.7 e suas propriedades mecanicas sdo apresentadas
na Tabela 6.7. O refor¢o metdlico, composto como uma secao, possui a mesmo comportamento
das barras de refor¢o, mas com as suas propriedades mecénicas definidas na Tabela 6.8. O furo
representa a retirada do material de concreto com 10cm de raio. Chen, Teng e Chan (2001)
retirou o concreto que ocupa a posicao das barras de aco e do perfil metdlico e a origem dos

eixos estd localizado no centro plastico.

Figura 6.9 — Secao complexa.
g
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(fonte: Chen, Teng e Chan, 2001)

Tabela 6.6 — Valores das propriedades para o concreto.

for [kN/em®] Yo €cu %ol €ca [%c]
3.00 1.5 -3.5 -2.0
(fonte: elaborada pelo autor)

Tabela 6.7 — Valores das propriedades para o ago - barras.

fu kN/cm?] v, E; [kN/cm?]
46.0 1.15 20000
(fonte: elaborada pelo autor)
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Tabela 6.8 — Valores das propriedades para o ago - Perfil metélico.

fu kN/cm®] vy E; [kN/cm?]
355 1.10 20000
(fonte: elaborada pelo autor)

O algoritmo foi aplicado na determinacao da envoltoria de falha para for¢as normais de com-
pressao com intensidade N = -4,120 kN. A curva obtida a partir dos 360 pontos analisados para
a intensidade do esfor¢co normal € apresentada na Figura 6.10 junto com os resultados obtidos
por Chen, Teng e Chan (2001). Dada a secao com uma geometria de diferentes elementos, em
relagdo aos exemplos anteriores, como a presencga do furo, reforco com um perfil metélico e o
posicionamento da origem dos eixos no centro plastico, ndo hd tendéncia especifica do formato
da envoltdéria. Com essa complexidade, o foi apresentado uma grande concordancia entre os
resultados obtidos nesse trabalho e os extraidos da referéncia. Isso demonstra a acuricia da
ferramenta implementada adicionado diferentes elementos com materiais de comportamento

complexo na secao transversal.

Figura 6.10 — Envoltdria para se¢do complexa.
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(fonte: elaborada pelo autor)
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7 EXEMPLOS: NOVAS APLICACOES

Neste capitulo, a ferramenta € aplicada a problemas originais, onde se comparam os resultados

tanto analiticamente ou com valores obtidos experimentalmente.

7.1 APLICACAO 1

A primeira aplicacdo consiste na andlise da se¢do composta de concreto e de barras de aco
como reforcos. Cenci (2017) apresentou resultados dos esforcos resistentes ultimos por meio
de célculo analitico, calculo computacional e experimental para um concreto convencional e de
um concreto leve. A sec@o quadrada possui dimensdes de 10x10 presente na Figura 7.1, com o
concreto de classe C16. As barras de aco consideradas foram: barras superiores CA-60 (N1) de 5
mm e barras inferiores de CA50 (N2) de 8 mm.

Figura 7.1 — Secdo quadrada

10
N1

=

Jr % i .:r..
N2

(fonte: elaborada pelo autor)

A primeira comparagdo, com o concreto convencional, € com o cdlculo analitico utilizando a
aproximacao de um diagrama pardbola retangulo, obtendo-se um esforco de ruptura de 19.37 kN,
no entanto, com o ensaio, foi obtido um esforco de ruptura de 22.04 kN. Pelos ensaios de corpo
de prova, foi obtida a curva tensdo-deformacao apresentada na Tabela 7.4, na qual os dados
foram inseridos no ANSY S, e obteve um esforco de ruptura de 24.83 kN. Com a ferramenta

desenvolvida ao longo deste trabalho é possivel calcular para trés casos:

* a) Utilizar a Equacdo 6.1 com as propriedades da Tabela 7.1 para o concreto e Equagdo 5.7
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com as propriedades Tabela 7.2 e Tabela 7.3;

* b) Utilizar os dados experimentais do concreto Tabela 7.4 e dos acos, sendo para CA-50 e
CA-60 utilizar as mesmas expressoes com as tensoes caracteristicas de fix = 58.5kN/ cm?

e fyk = 71.7kN /cm? respectivamente.

No primeiro caso, foi obtido um esfor¢o de 19.36 kN, muito préximo do que foi considerado
com a aproximacao da curva pardbola-retangular, porém ao comparar o valor com o experimento,
foi notado uma diferenca relativa de -12% com relacdo ao valor experimental. Mas ao utilizar a
curva da tensdo-deformacao e interpolar os pontos por um polindmio de grau 3, o esforco de
ruptura foi de 23.70 kN, o que leva na diferenca relativa de 0.08%, um valor mais préximo do
que foi retornado pelo ANSY'S.

Tabela 7.1 — Valores das propriedades para o concreto C16.

Concreto  fy [kN/cm®] By [kN/cm?] Eoq [kN/cm?] €4 [%o]l  €cpim [%c] Kk
16 1.6 2880 1220 -2.0 -3.5 2.36
(fonte: elaborada pelo autor)

Tabela 7.2 — Valores das propriedades para o aco CA-50.

fyx [kN/cm?]  Ey [kN/cm?]
50.0 21000
(fonte: elaborada pelo autor)

Tabela 7.3 — Valores das propriedades para o aco CA-60.

fy [kN/cm?]  E; [kN /cm?]
60.0 21000
(fonte: elaborada pelo autor)

Para o segundo tipo de material de concreto, o concreto leve, ndo foi possivel obter a curva
tensdo-deformacao, entdo a comparagdo foi realizado utilizado a Equagdo 6.1 com as mesmas
propriedades, exceto a f.,;, = 20.29kN/ cm?. Com isso, para o concreto leve, pelo ensaio, foi
obtido o esforco de ruptura de 24.31 kN, e pelo ANSY S, 25.06 kN. Ja com o programa, foi obtido
um valor de 25.94 kN, um esforco que apresenta 7% superior em relacdo ao esfor¢o obtido em

laboratério e 4% superior em ralagdo ao resultado numérico.
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Tabela 7.4 — Valores das propriedades para o concreto C16.

fo [kN/cm?] €4 [m/m] | fy [kN/cm?] &4 [m/m] | fy [kN/cm?] €. [m/m]
0.18 0.0001 1.43 0.0013 1.51 0.0025
0.35 0.0002 1.47 0.0014 1.49 0.0026
0.50 0.0003 1.51 0.0015 1.45 0.0027
0.64 0.0004 1.53 0.0016 1.41 0.0028
0.77 0.0005 1.56 0.0017 1.37 0.0029
0.88 0.0006 1.57 0.0018 1.33 0.003
0.99 0.0007 1.58 0.0019 1.28 0.0031
1.08 0.0008 1.58 0.002 1.22 0.0032
1.17 0.0009 1.58 0.0021 1.16 0.0033
1.25 0.001 1.57 0.0022 1.10 0.0034
1.32 0.0011 1.56 0.0023 1.04 0.0035
1.37 0.0012 1.54 0.0024

(fonte: elaborada pelo autor)

7.2 APLICACAO 2

A segunda aplicagdo consistes na se¢do I, com as suas dimensodes apresentadas na Figura 7.2,
sendo composto por concreto e uma malha téxtil, apresentado por Aradjo (2019). O concreto
possui como sua lei constitutiva por meio da Equagdo 7.1, com as propriedades na Tabela 7.5. A

malha téxtil, a sua lei constitutiva € dada pela Equacdo 7.2 e as suas propriedades no Tabela 7.6.

Figura 7.2 — Secdo transversal viga I

==—=—= %

56

84,8
120

—— |

, 46 18, 46

<

A A Bl ’Il’
y 10 . (mm)

(fonte: Aradjo (2019))
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( e e 2
()
I+ (k—2)&
. . 7.1
oc(€) fctme s 0< &< |e] (7.1)
|8€1|
)
afctm <1 - _) S€ |861| <EL &y
\ Etu

Onde, k = 1.05E, 5!

fom: Tesisténcia média & compressido do concreto, em kN /cm?;

furm: resisténcia média a tragdo do concreto, em kN /cm?;

Emn: médulo secante do concreto, em kN / cm?

&.,: deformacao especifica de encurtamento do concreto na ruptura;
£&.1: deformacdo do concreto no momento que se atinge a tensao de f.,;

€yt parametro que indica a deformacao limite a partir da qual a colaboracao do concreto entre

fissuras ndo deve mais ser considerada.

Tabela 7.5 — Valores das propriedades para o concreto.

fom [kN/cm?|  Eep [kN/cm?]  €c1 [%0] € [%o0]  fem [kN/cm?] &, [%e] o
8.7 4542 2.4 -3.5 0.59 6 0.6
(fonte: elaborada pelo autor)

ow(e) =€k se0<e<g (7.2)
Onde,
8[ - %

Oy: resisténcia a tracdo da malha téxtil, em kN / cm?;

E;: médulo de elasticidade da malha téxtil, em kN /cm?
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Tabela 7.6 — Valores das propriedades para a malha téxtil.

oy [kN/cm?] E; [kN [cm?]
354.4 23854.9
(fonte: elaborada pelo autor)

Com estes valores, pode-se comparar os resultados obtidos por meio de experimentos: 482.00
kNcm, por resultados numéricos: 468.00 kNcm, por resultados analitico: 556.50 kNcm e por fim,
pelo programa: 474.09 kNcm. Entre os resultados obtidos pelo programa com o experimental,

numérico e analitico, as diferencas relativos sao respectivamente: -1.64 %, 1.30% e -14.81%.
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8 CONCLUSAO E CONSIDERACOES FINAIS

8.1 CONCLUSAO

Neste trabalho foi desenvolvida uma ferramenta implementada em Python que permite calcular

os esforc¢os resistentes de uma sec¢ao.

Os elementos geométricos € os materiais devem ser criados separadamente € posteriormente
unidos para compor a secdo. Cabe ao usudrio inserir dados de entrada coerentes para obter
bons resultados. As secdes apresentadas neste trabalho, tanto geometrias quanto materiais
distintos, corroboraram com a valida¢io do programa. Métodos auxiliares foram implementados
e verificados para calcular os esforcos ultimos resistentes, garantindo que a0 menos um material

encontre-se na condi¢do de deformada ultima, seja compressao ou tracao.

Dois métodos distintos foram implementados para obter os esfor¢os resistentes. O primeiro,
método N-0 passa a ser mais interessante, pois realizando os processos de célculos de [0,27] rad,
€ possivel obter uma envoltoria com o esforco axial de interesse. Porém dependendo da secio, a
envoltoria em relagdo aos momentos fletores, os pontos nao se encontram igualmente espacgadas.
Para resolver esse problema, o método N-o consegue obter a inclinagdo dos mementos fletores,
permitindo que se espagar os angulos & igualmente, a envoltéria dos momentos fletores passam
a ser igualmente espacadas angularmente.O método resist-d, também serve para calcular os
esforcos resistentes, no entanto ela serve mais como um método auxiliar, pois além da secdo,
a altura da linha neutra deve ser definida como dado de entrada. Este paridmetro faz parte da

incdgnita para encontrar os esforcos, logo, no se tem o mesmo para que seja inserido na entrada.

Com alguns exemplos reais, foi obtido resultados satisfatorios, pois 0s mesmos se aproximam

dos obtidos em ensaios ou por software mais sofisticados.

8.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Realizar outras avaliagdes mais rigorosas:

* A ferramente focou mais na sua implementacdo das envoltérias para um esforco axial de
interesse. Deve-se realizar testes complementares para obter as envoltdrias € comparar

com Benchmarks consolidados;
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* Testar a sua eficiéncia com programas ja consolidados e comparar a precisao da ferramenta

computacional para secdoes com diversas geometrias € materiais.

Para as melhorias da ferramenta:

* implementar ferramentas graficas para definicdo das secdes e interpretacao dos resultados;
* métodos para momento curvatura;

* método para determinar a configuracdo de deformacdo (8, d, @) que equilibra esfor¢os

externos (N, My, My) atuando na secao.
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APENDICE A - TEOREMA DE GREEN

O Teorema de Green definido por:

Sejam P e Q fungdes de duas varidveis x e y, de tal modo que tenham derivadas
parciais primeiras continuas em um disco aberto B em R?. Se C for uma curva
fechada simples seccionalmente suave, contida inteiramente em B, e se R for a
regido limitada por C, entdio (THOMAS; HASS, 2012):

[ pax+oay= [[ @—f—‘;—’;)m (A

O caso de interesse para o estudo € quando a fun¢do P = 0. Aplicando isso na equacdo A.l,

temos:

/C Ody = / /D (%—g) dA (A2)

Podemos fazer mudancga de varidveis chamando:

0
flx,y) = a—g (A.3)
e
0
F(x,y)=0= / (a—f) dx (A4)
Obtendo:

J| feiaa= [Py (A3

Aplicando a equagdo para um caso onde,

flxy) =ky" (A.6)
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com n € m nimeros inteiros, a sua integral passa a ser:

xk+l m

Yy
k+1

F(ey) = [ fxy)dx = (A7)

Logo,

/ /D ydA = /C (x::);m)dy (A.8)

A.0.1 Propriedades geométricas

Campos Filho (2014) apresenta o desenvolvimento das expressdes para os cdlculos das proprie-

dades geométricas para poligonais composta por segmentos de retas.

{
AX
(Xi+1’yi+1)
W Ay
(Xi ’yi )
» X

Figura A.1 — Segmento de reta do elemento i.

Considerando as nota¢des definidas para um segmento de reta denotado por elemento i, pode

definir outra variavel, w paralela ao eixo y.

Para um elemento i:

yw)=yi+w
(w) +Ax,- (A.9)
x(w) =x;+—w
Ay;

Onde,
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Ayi = yit1 — Vi
AX; = Xip1 — X

(A.10)

Assim:

JJdraa= | <x1i++1y1m> =Y Gin (A11)

n=1

Onde,

Yit1

1
Gim = e / KHhymay (A.12)
Vi
Podendo ser reescrita como:
Ayi k1
1 Ax;
Gim = 1 / (xi + A_ylw) (yi+w)"dw (A.13)
l
0

As propriedades geométricas definidas abaixo sdo calculados em funcao das defini¢des feitas

previamente:

A.0.1.1 Area da segio

n
A= /dA =) Goo (A.14)
A n=1
AX‘
Goo = (xi + 7) Ay; (A.15)

A.0.1.2 Momento estitico em relacdo ao eixo X

n
S, = /ydA =) Go (A.16)
A n=1
A i i A i
Go = [xi (y,'+7y> + Ax; <y5 +Ty)} Ayi (A.17)
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A.0.1.3 Momento estdtico em relacdo ao eixo Y

n
S :/di: Y Guo
A n=1

2

Ax: | Ay;

Gip= {X,‘ (xi + Ax;) + 3l } %
A.0.1.4 Momento de inércia em relacdo ao eixo X
n
Jx = /ysz = Z G02
A n=1
Ay; vi | 28y | Ay}
Goz = { xi | i (Ayi +yi) + 3 + Ax; | yi §+ 3 + e Ay;

A.0.1.5 Momento de inércia em relagdo ao eixo Y

Jy = /deA = Z G20
A n=1

A 3Ax; Ay;
GZO:{ R [Axl-z+xi( 5 l+xi>}}%

A.0.1.6 Momento de inércia em relacio aos eixos X e Y

n
Jx :/xydA: ZGH
A n=1

Ay; 2Ay; yi Ayl ] Ayi
Gllz{xi[xi(yi+%)+mi<yi+ 3}’1)] +AX,2[§Z+TI}}TZ
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(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)
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As férmulas deduzidas analiticamente para uma secao retangular centrada na origem com o de

material eldstico perfeito para a se¢do macica, enquanto para a se¢do com furo, a origem se

encontra no lado inferior esquerdo.

Os esforcos obtidos sdo com relagc@o aos eixos locais x e y. Os esfor¢os devem ser rotacionados

para os eixos globais X e Y, pela Equacdo 4.11 para que os resultados sejam comparados. Estes

sao calculados a partir das expressdes do Equacao B.1.

N:/ ocdA
Ac

M, = —/ oydA
Ac

M, = — / oxdA
Ac

O material eldstico perfeito € definida na Equacgdo 5.1.

Juntando Equacdo 5.1, Equacgdo 4.2 e Equacdo 4.1:
o(y)=Ee&—E@y

B.1 SECAO MACICA

B.1.1 Casoaeb

(B.1)

(B.2)

Caso de compressdo ou tragdo simples, em que sao considerados: 8 =0, &y # 0 e ¢ =0, para

ambos 0s casos, os esfor¢os sdo calculados por:

02
N:/ ocLA:EeO/ bdy = Egobh
A )

h/2
Mx:—/ GycM:—E&‘O/ ybdy =0
A, h/2

(B.3)

(B.4)
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h/2
My:—/ chM:—Eso/ xhdx =0
A, —h)2

Parametros que podem ser alterados:
* Dimensao do retangulo: b, h

* Moddulo de elasticidade: E

* Deformacdo axial: &g < 0

B.1.2 Casoc

72

(B.5)

Caso flexo tragcdo reta em que sdo considerados: 8 =0, & > 0 e @ > 0 e os esforcos sdo

calculados por:

h/2
N = / CdA = / (Egy — E@y) bdy = Egybh
Ac —h/2

h/2 W3
M, = —/ OydA = —/ (Egop — E@y)ybdy = EQb—
¢ —h/2 12

hj2 b2
My:—/ Gdi:—/ / (Egg—E@y)xdxdy =0
Ae —hj2)-b)2

Parametros que podem ser alterados:

Dimensao do retangulo: b, h

Moédulo de elasticidade: E

Deformacao axial: &y > 0

Curvatura: ¢ >0

B.1.3 Casode Casoe:

(B.6)

(B.7)

(B.8)

Como o material é elastico perfeito, independe da posicao da linha neutra, ou seja, tanto para

esses casos passam a obter os mesmos resultados. Consideram-se para o caso flexo tracdo obliqua,

quando : 0 < 6 < arctan (%) & > 0e ¢ > 0 e os esforcos sdo calculados por:
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N = / odA
Ae

%sinef%cose ytan6+ﬁ
N:/ / -, (Eeo—E@y)dxdy

b h Y
5sin@—75cos6 *mﬂe*m

bsin@+%cos® pytanO+ 5Ly cos
25in6+3 / "% (Egy — Ey) dxdy B

+/
2 1119*70059 tan 6 — 2c059
+/

jsme-i-jCOSe tan9+29m9
/ (Ego — EQy) dxdy

_g sine—q—gcose tan 60—

20059
N = Egybh
sz—/ oydA
Ac
gsine—gcose ytan@ﬁ-ﬁ
M, =— beig_ h y h (Eeo — Ey) ydvdy
—38in0—75c080 J— 5 — 5ty
binglh b
—3s8in6+5cos0 rytanO+5.5
- / (E€y — E@y) ydxdy (B.10)
5sinf—7cos0 ytan0— 525

bsing+4cos6 T RRTY
_/ /’ (E€o — E@y) ydxdy

,QsinejL%cose tan 6 — 20059
Eobh
M, = ;pz ((bsin6)” + (cos 6)* )
My:_/ OxdA =
Ac
Lsin6—2cos® pytanO+524
My:_/ / h (Ego — Ey) xdxdy
2 sin 9——0089 e~ 5
12’s1n6+ cos @ ytan&kﬁ
— / (Eey— Egy)xdds B.11)
%sin@—%cose tane—ﬁ

b h
5sin6+75 cos O tdn9+25m0
My = — (Egg — EQy) xdxdy

,ksinGJr%cosG ytan0— 2c059
E@bh

My==7" 12

(bz h? ) sin 6 cos 6

Parametros que podem ser alterados:

Dimensao do retangulo: b, h

Moédulo de elasticidade: E

Deformacao axial: gy > 0

 Curvatura: ¢ >0
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» Rotagdio: 0 < 6 < arctan (%)

B.1.4 Casofe Caso g:

Como o material € elastico perfeito, independe da posi¢do da linha neutra, ou seja, tanto para esses
casos passam a obter os mesmos resultados. Consideram-se para o caso quando : arctan (%) <

0 < %.,& >0e @ >0 e os esforcos sdo calculados por:

N:/ CdA =

sm 0+1 5 €Os 0

ytan@-i—ﬁ
N — / . (E€o—Eqy)dxdy

-5 — 5 -
Ssin@—5cos® J—gig—ridg

2sm97500s9 *ﬁﬂLﬁ
+/h / - (Egy— E@y) dxdy (B.12)

5 1n9+2 cos 6 lan " 2sinf

b h
5sin0+5cos® r—gigt g
n / / (Ego— Ey) ddy
y

231119——(:039 tan@—ﬁ
N = E&ybh
Mx=—/ oydA =
Ac
b h b
—3sinf+3c080 rytanO+siy
we=-, [ e B
—731119——(:036 T tan@  2sinf
h
2smG cos9 — @ T 2sing
[ / . (E&—E@y)ydxdy ®-13)
—3sinf+7cos6 —ﬁ—m

%Sin6+%cose tdn9+251n9
B / / (Eeo — Eqy) ydudy
5 y

b .- h
5sin@—75cos 6 tan 6 — zcose

E@bh
M, = ;pz ((bsinB)* + (hcos6)*)
My=—/ OxdA =
Ac

~bsin6+%cos o ytan9+ﬁ
My, = _/_ / y h (ES() _E(py)XdXdy

b .- h J ___n
7sm9—70089 T@n®  Zsin®

2smB cos@ —ﬁ"‘ﬁ
B / (Eeg — E@y) xdxdy (B.14)

h
tan tan® ~ 2sin@

%S1n9+jcose tdn9+251n9
_/ / (E€o — E@y) xdxdy
3 y

bgine_%cose tan 6 — zcose
Eq@bh
12

g sin 9+ cos 6

M, = (h2 b> ) sin 6 cos 6
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Parametros que podem ser alteradaos:

* Dimensao do retangulo: b, h

Moédulo de elasticidade: E

Deformacao axial: &y > 0
e Curvatura: ¢ >0

* Rotagdo: arctan (%) <0<

ol

Porém os casos d, e, f e g possuem os mesmos esfor¢os:
N = Egybh
M, = E%bh ((bsin®)*+ (hcos 0))

My, = %bh (hz—bz)sinecose

B.2 SECAO COM FURO

B.2.1 Casoa

Flexo Compressdo Obliqua: 0 =0, ¢ =0 e & < 0. O eixo se encontra no canto inferior esquerdo

do retangulo, o seu eixo coincide com os eixos globais X e Y.

Para o retdngulo externo, os esforcos sdo calculados por:

h
N, = /A GdA — /O (Eeo)bdy = E€obh (B.15)
h h2
My, = —/A oydA = —/0 (Eéo)bydy = —Eeob— (B.16)
h b Egohb?
My, = — /A oydA = — /0 /0 (Eey)vdrdy = — =2 (B.17)

Para o retangulo interno, os esforcos sao calculados por:
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dy+h'
N = / GdA = / " (Eey)bldy = Eeobll (B.18)
A d,
dy+ 1 2d,+ 1
My=— [ ovar=- /d " (Be)b'ydy = ~Eehn = (B.19)
c y
Ayt pdetd 24, + b’
My = — /A GydA = — /d y /d (Eéo)xdrdy = —Eb/h’% (B.20)

Assim, para o caso que o retangulo interno esteja contido dentro do retangulo externo, ou seja,

dy <b—0b'ed, <h—H,os esforgos serdo:

N =N, —N;
Mx:Mxe_Mxi
M, = My, — My;

Parametros que podem ser alterados:

Dimensao do retangulo externo: b, h

Dimensio do retAngulo interno: b, i/

* Dimensdo dos afastamentos: dy, d,

Moédulo de elasticidade: E

Deformacao axial: &y < 0

B.3 CASOB

Flexo compressao obliqua para um retangulo com furo: 8 =0, ¢ > 0e & > 0. O eixo se encontra
no canto inferior esquerdo do retangulo e o seu eixo coincide com os eixos globais X e Y. A
zona em vermelho indica a drea comprimida, sendo que comega a partir da altura da linha neutra

d e limitada até o extremo superior do retangulo.

Para o retangulo externo, os esfor¢os sio calculados por:
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h
N, = / CdA = / (Eey — E@y)bdy = Ebh (8() - (p%)
Ac 0

h h
M= [ ovar=— [ (Ber—Egy)bydy = —Ebi? (5~ 05
Ac 0 2 3

Ehb? h
yez—/ GydA = // EEO—E(PdeXdy_—T(Eo—‘PE)

Para o retangulo interno, os esforcos sao calculados por:

dy+H
Ni= [ cda=[" (Egg— E@y)b'dy = Eb'W (eo—(p
Ae d,

2d,+ 1
2

dy+1 ,
My = — / GydA = — /d (Eeo— Ey)bydy

¢ y

2d, + 1 3d? +3d,Hh + W'*?

dy+ pdetb
M,; = —/ OydA = —/ / (Eey — E@y)xdxdy
A, dy dy

2 ! 2d, + 1
My = —EWN (%) (80— 0= )
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(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

Assim, para o caso que o retangulo interno esteja contido dentro do retangulo externo, ou seja,

dx <b—0b'edy<h—H, os esforgos serdo:

N =N, —N;
Mx :Mxe_Mxi
M, = My, — My,

Parametros que podem ser alterados:

* Dimensdo do retangulo externo: b, h

¢ Dimensao do retangulo interno: &', '
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* Dimensdo dos afastamentos: dy, d,,
* Moddulo de elasticidade: E

* Deformacdo axial: gy < 0

78
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APENDICE C - MATERIAL ELASTO-PASTICO PERFEITO

As férmulas deduzidas analiticamente para uma secao retangular centrada na origem com o de

material elasto-plastico perfeito para a secao maciga.

Os esforcos obtidos sdo com relag@o aos eixos locais x e y. Os esforcos devem ser rotacionados
para os eixos globais X e Y, pela Equacdo 4.11 para que os resultados sejam comparados. Estes

sdo calculados a partir das expressoes do Equacdo C.1.

N:/ cdA
Ac

M, = —/A oydA (C.1)

M, = — / oxdA
Ac

O material elasto-péstico perfeito é definida na Equacdo 5.2.

Juntando Equacgdo 5.2 e Equacdo 4.1:

—0p,y 2y,
o(y) E€o—E@y,y, >y=>Vy, (C2)
Gpvy; >y

C.1 CASOAAD

Os casos se referem quando o corre uma compressao ou tracio pura na secao retangular. Sendo

assim, a tensdo € constante para a deformada aplicada.

Os esforcos s@o calculados por:

h/2
N:/ GcM:G/ bdy = N = Egybh (C.3)
Ac —h/2

h/2
M, — —/ GydA — —c/ Vbdy =0 (C.4)
Ac h/2
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h/2
My:—/ 0‘xa§4:—6/ xhdx = 0 (C.5)
A, _

C.2 CASOE

Os esforcos sdo calculados por:

h 2
N = / GdA = / (Ego— E@y) bdy = E€obh (C.6)
h/2 W3 c7
sz—/Acoyam:—/_h/2<Eeo—E<py>ybdy=E<pr C7)
hj2 b2
_ _ (Eeo—E C8
y /A GXM /h/Z/b/Z & (py XdXdy O ( )
C.3 CASOF
N = —
/Acccm
N= " (6,)b "2 Eey— Eoy)b
—/_h/z(cp) dy+/yp (E€y — E@y) bdy (C.9)

h h Eob [ h?
vl rd) e (o) 5 (5 4)

Ac

Vp— h/2
sz—/ (Gp)bydy—/ (Eey — E@y) bydy (C.10)
—h/2 Yp—
_ _Opb (o W\ _Eeb (ki 5\ Eb (kP
Mi== (y,,_ 4 2 \7 V)t w0
My:—/ oxdA
Yp— b/2 h/2 rb/2
/ o= [ [ (Be— Egy) vy (C.11)
h/2J—b/2 Voo J—b)2
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C4 CASOG

Os dois limites se encontram dentro da se¢do, tendo regime tanto eldstico e plastico.

N:/ odA
Ac
Yp— Yp+
N=/ (—Gp)bdy+/ (Egg — E@y) bdy (C.12)
—h/2 Vp—
h/2
+ (Gp)bdy
Yp+
M, = —/ OovdA =
Ac
Yp— Yp+
Mo=— [ (~op)bydv— [ (Eer~ Eqv)bycy €13
—h/2 Yp—
h/2
- [ (o
Yp+
My: —/ oxdA
Vp— b/2 Yo+ [b/2
= [ [ (coptsty— [ [ (Eey~ Egy) xdsds (C.14)
h/2J—b/2 Yoo J—b/2

h/2 b)2
/ / (o) xdxdy
Yp+ b/2

Dos casos do *h* a *k*, para resolver as integrais, elas se encontram na forma de:

v C1y+C
N, = / / o pdxdy (C.15)
ya JC3y+Cy
Ciy+C
M= [T [ (Be - Egy) iy (C.16)
ya JC3y+Cy
Ciy+C
M,, = —/ / o ydxdy (C.17)
ya JC3y+Cy
Ciy+C
M= [ [ " (Bey - Egy)ydsay (C.18)
ya JCy+Cy
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v Ciy+C
My = — / / G pxdxdy (C.19)
ya JCy+Cy
v C1y+C
M, = —/ / (Egp — E@y) xdxdy (C.20)
ya JCy+Cy

Onde, os y4 e yp sdo os limites da ordenada, e os Cy, C,, C3 e C4 sdo constantes.

Elas podem ser resolvidas genericamente e criar fungdes auxiliares para realizar os cdlculos,

sendo assim:

Para os esfor¢os normais:

Para o regime pléstico:

c (C.21
1—L3
Np = 0p { > (v —y3) + (Co—Cu) (yg — ya)
Para o regime linear:
v Ciy+Cy
M= [ (Ee - Egy)duy
ya JCGy+Cy
EQ(Ci—C Egy(Ci—C3) —E@(Cy—Cy) C.22
= EGG) gy EalG Gl Ghp) P
+Egy(C2 —Cy) (yB—ya)
Para os momentos fletores, no eixo x:
Para o regime pléstico:
v Ciy+C
Mxp = _/ / prdXdy
YA CS))+C4 (C.23)

C C,—C
Mxp:—cp{ o O—ya)+ 22 (5% —3)

Para o regime linear:
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vg Ciy+C
/ / (Eeg — E@y) ydxdy

ya JC3y+Cy

E(p —Cs E(p Cy—Cy)—Egy(C) —C

12C) (3 gy 4 E9(C-C)—Eeo(Ci=C)
Eey(Cr,—C

N 0(Cy —Cy)

5 (v —2)

Mxl

(y% — yf‘) (C.24)

Para os momentos fletores, no eixo x:

Para o regime pléstico:

g Ciy+Co

ya JC3y+Cy

(C.25)
C1G, —GC
Myp = —0p [ l 6 (v —a) "‘% (v —¥3) + (G = C3) (8 —3a)

Para o regime linear:

v C1y+C
= —/ / (E€o — E@y) xdxdy

ya JC3y+Cy
Eg(C}— 2EQ (C1Cy — C3Cy) — Egy (C? —C
My, = (P : )(yg_yg)_'_ ¢ (CiC 3 2) 0( 3) (yB v ) (C.26)
2Egy (C1C, —C3Cs) —E@ (C2 —C? Egy (C? -2
B 0(C1C2 —C3 :) ‘P( 2 4) ()’123—)’3‘)— 0(; 4) (5 —y4)

Quando existe uma rotagdo (6 # 0), as ordenadas dos pontos podem ser escritas como:

—b _hg
y1=5c086 —5sinf

V) = —gsine—gcose
Y3 ==
Ya=—y2

Resisténcia de secdes poligonais submetidas a flexdo composta: implementacdo de um algoritmo em Python



84

C.5 CASOH
N:/GM
ytan 0+ 5tp ys ytan 0+,
N = / (Eeo—E¢y)dxdy+// . (Eeo—Eg@y)dxdy  (C.27)
tanG 2sm9 Y1 ytane_m

Y4 tan9+2sin9
+ / (_Gp)dXdy
y

b
Y3 tane—ZcosB

Mx:—/ oydA
ytan 8+ 52 y3 pytanf+50
/ / (Egy — EQy) ydxdy — / / . (Egg—EQ@y)ydxdy (C.28)
Y2 lan@ 25m9 3 ytane 2cos 6
Y4 tan9+25ihn9
- / [ 50 (o) sy
y3 Jytan0—55
My:—/ oxdA
ytan 0+ 525 Vi ytané+ylg
/ / (E€g — Ey) xdxdy — / / (Egg — E@y)xdxdy (C.29)
Y2 tdne 2s1n9 N ytane 200s9
tdn9+251n6
—/ / (—0p) xdxdy
y3 JytanO— 2009
C6 CASOI
N:/ odA
Yp—  [ytan@+ 5Lt Vi pytanb+tg
N = / ., (Op)dxdy+ / / ., (Eeo—Eqy)dxdy (C.30)
tan9 " 2sin@ Yp— tan®  2sin@
Y3 ytan9+2c059 tane 2<m9
n / (Eeo— Ey)dsdy + / (Eo— Ey) dsdy
Y1 ytane_zcgse ytan6— 20099
Mx:—/ oydA
Yp— ytan9+2cose ytan9+2c059
/ / (0p) yddy — / / . (E€y— EQy) ydxdy (C.31)
y2 tan@ 2sm9 tan@ ~ 2sin@
ytan9+2cos9 tdn6+251n9
- / / (Eeo— Eoy)ydsdy— [ / " (Eeo— Egy) ydvdy
Y1 ytan9 20059 3 tan 6— 2cos 0
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My:—/ oxdA
Yp— ytan6+2c059 ytan 6+2c059
/ / . (0p)xdxdy — / / . (Egy— EQy) xdxdy (C.32)
Y2 tan ~ 2sinf tdn@ 251n9

V3 ytan6+2cose tanB 231n9
—/ / (Egy — E@y) xdxdy — / / (Eey — E@y) xdxdy
Vi tan 0 tan 60—

__b
2cos 0 20056

C.7 CASO]J
N:/ odA
Ac
Yp— ytan@—Q—ZCOSG V1 ytan@—i—ﬁ
[ ey [ (B~ Egy)avas
tanG 2s1n9 Yp— Y " tan@  Zsin®
Y3 ytane+2co<6 Yp+ _ﬁ—i_ﬁ (C33)
T / / (Eeo— Egy) s+ [ | (Eeo—Egy) dsdy
yi tan 6 — 524 Y3 ytan6— b
tdﬂ9+251H9
/ (—o0p) dxdy
Yp+ ytan6— 2c0s6
Mx:—/ oydA
Yp— ytan@+2cose V1 ytan9+ﬁ
= [ vy [ [T (e~ By yavay
y2 tanB ~ 2sin Yp— Y " tan@  Zsin®
Y3 ytan9+2c0<9 Yp+ _ﬁ—i_ﬁ (C34)
—/ E%—Ewy)ydxdy—/ / (E€o — EQy) ydxdy
y1 Jytan6— Y3 ytan6— b
Y4 ldne 2s1n9
_/ / (—0p) ydxdy
yp+ tanﬂ—m
My:—/ oxdA
Yp— ytan9+2wqe V1 ytanQ-i—ﬁ
= [ [ sy [ [T (Be— By xdsdy
y2 tan9 29m9 Yp— Y " tan@  2Zsin@
) (C.35)

y3 [ytan@+52 Yo+ [ e T zne
_/ EeO—E(py)xdxdy—/ / (E€g — E@y) xdxdy
y3  Jy Tcos0

N tane 200s9

Y4 Lane +75ime Zsm 9
— (—0p) xdxdy
Yp+ Jytan0—

2003 2]
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C.8 CASOK

N:/GCM

ytan9+2cog9 Yp— ytané)—i—ﬁ
L e [ ] () dscy

tane 2sm9 N1 tan 6 — 2c059
b (C.36)
Yp+ ytane_‘—ZcosG V3 ytan9+20059
+ / / (Eer—Egvydsdy+ [ [ (o) dy
tan 6— 200§9 Yp+ ytane_ZcosO
ldn9+251n9
(—0p) dxdy
ytan 6 — 209
Mx:—/ oydA
Ac
ytan9+20059 Yp— ytan6+20(b)56
== (0p) ydxdy — (op) ydxdy
h tan O — -2
y2 tanG T 2sin Y1 y 2cos0 (C 37)
Yp+ ytan9+2cos9 Y3 ytan9+2cgse )
e e Egyyasay— [ [ T (o) vava
yp— Jytan6— 7c0s0 Yp+ ytane—ZcosG
p tdn9+2s1n9
- (—0p) ydxdy
Y3 tane 20059
My:—/ oxdA
ytan6+20039 Yp— ytan6+20gsﬂ
/ / 7 (6,) xdedy — / / " (o) addy
y2 tan(-) " 2sinf Y1 ytanb—rc5c5 (C 38
Yp+ ytan9+2cos9 Y3 ytan9+20(b>s(9 ) )
/ o e~ Eoyxay - [ ] (~0)-xdscy
Yp— JytanO— 7c0s0 Yp+ Jytan 60— 20059
Y4 tan9+2<1n9
_ / (—0,,) xdxdy
Y3 ytan 6— 2c099
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APENDICE D - MATERIAL CONCRETO

O concreto,pode ser reescrita juntando Equacdo 5.6 € Equagao 4.1:

0,y<d
2 2
0c(y) § —Ocd (:—g (2—%)+8—f2’(%—1>y—f—gzy2>,d<y<yp (D.1)
Oedsyp <y < 2
Onde,
& — &
Yp = (D.2)
e
D.1 CASOAAF:
Para o concreto, os esfor¢os sdo calculados por:
h/2
N = / OodA = Gc/ bdy = o.bh (D.3)
A —h/2
h/2
M, = —/ GydA = —c;c/ ybdy =0 (D.4)
Ac —h/2
b/2
M, = —/ oxdA = —Gc/ xhdx =0 (D.5)
Ac —b/2
Para os reforcos pontuais, os esforcos sao calculados por:
4
N = Neoncreto +Nao = N = 0:bh + ZAiGef (D6)
i
4 4
M, = Mx,concreto +Mx,ao =M,=0— ZAiGefyi =M, =— ZAiGein (D.7)
i i
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My = My concreto + Myao = My =0 — ZAiGefxiMx - ZAiGefxi
i i

D.2 CASOSGAI

Para o concreto, os esfor¢os sdo calculados por:

N:/ odA
Ac
h/2
N:/ o.bdy
—h/2
1 =) € 2¢ (80 ) ¢? 2)
O [ = (22— 2 )+ (2 -1 )y—5? )b
/d ed (802 ( 8c2> €2 \ &2 Y gczzy dy
V2
—|—/ —chbdy
Y1

Y1

d

2
£ € ¢ (& 2 9 3
— O b —2—— +—1—-1 -
od <802( gc2>y %) (8c2 )y 3832)})

Y1

c2 c2

N'=—=Geab (88—0 (2—?> (1 —d)+ - <ﬂ—1) (vi—d?) _

2
3 802

€2 \ €2

— Oeab (y2—y1)
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(D.8)

(D.9)
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&9

Vi £ 2¢ ¢ 5
— | = —(2—-— )+ (—=—-1)y—I>")b
/d ed (862 ( m) €2 (&2 ) Eczzy o

1
+ EGCdb (y% - }’%)

(D.10)
M, = —/ oxdA
A,
h/2
M, = —/ Ocxdy
h/2

— Ve 2—— ——1 - 5 dx
/ /17/2 Ocd (862 ( 862) ™ €2 (802 )y Sczzy )X dy
y2 b/2
/ / —O'Cdxdxdy
yi J=b/2
— dx /—C —(2—— - 1 __2) )
(/_b/2x > ( d Ocd (862 ( 8C2) s €2 (8c2 )y ngy dy
b/2
+ G (// xdx) (/”dy) (D.11)
—b/2 1
b/2 Y1 £ € 20 [ & (pz
o dx / —O¢ — | 2—-—|+— | — -1 ——2) )
(/_b/zx ) ( d ¢ (802 ( 8c2) €2 (8c2 ) Sczzy b
b/2 V2
o [2) (1)
—b/2 Y1
x%|b/2 Vi & &) 20 0’ ,
- (3‘47/2) </d ~Oud (@ (2_5) € (a_ 1)y_g_c22y )dy)
x2|b/2 y2
cou(51.) ()

Onde,
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y1 € y2 vao depender da posicdo da linha neutrae do y, € y.
Somente o comportamento parabdlico:

Sey, = h/2:y1 =y, =h/2

Comportamenteo parabdlico junto com a constante:

Sey, <h/2:yi=y,eyr =Y.

90

Analogamente aos testes anteriores, para os 2 casos anteriores, pode adicionar 4 barras de ago,

assim das expressoes anteriores, € adicionado para cada esfor¢o os termos correspondentes do

reforco pontual:

N = Nconcrelo +Na0

€2 \ &2

2 n
— Ocqb (% (y% _d3)> — Ocqb (yZ _yl) +ZAiGef
c2 i

%) %)

N=—0.b (8—0 (2—2) 1 —d)-l—i (ﬁ—l) (y%—dz))

M, = Mx,concreto + Mx,aa

(20) €0 2 o2y, 29 [ & 33
M, = G.ab p U - W (U B WOV
'« = Ocd <2 £ ( 8(‘2) (yl )+ 36 (&-2 ) (yl )>

2 1 "
ot (2 (1% ) + 30 (3 =) - L Ao
i

=
Il

My,concreto + M. ,ao

n
M, = — ZAiGefxi
i

(D.12)

(D.13)

(D.14)
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