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Resumo

Palavras-chave: onda eletromagnética, aceleradores, dindmica nao linear, po-

tencial ponderomotivo, laser

Na presente tese estuda-se a aceleracao de particulas por ondas eletrostaticas
e pulsos eletromagnéticos lentamente modulados e de alta frequéncia. Os efeitos
da Reagao de Radiagao foram considerados no estudo da dindmica das particulas
submetidas & acao das ondas eletrostaticas. Desenvolve-se um formalismo hamil-
toniano médio capaz de descrever as particularidades da dindmica correspondente,
tanto para as ondas eletrostaticas considerando a reacao de radiagao quanto para
os pulsos eletromagnéticos. Se pode prever satisfatoriamente medidas importantes
da dindmica, como o tempo de contato entre a onda e a particula, o que é decisivo
para a importancia da consideracao dos efeitos radiativos-dissipativos, bem como

condicOes necessarias e suficientes para a aceleragao eficiente.
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Abstract

key-words: electromagnetic wave, accelerators, nonlinear dynamics, pondero-

motive potential, laser

In the present thesis, we study the acceleration of particles by electrostatic waves
and electromagnetic pulses spatially localized and of high frequency. The effects of
the Radiation Reaction were considered in the study of the dynamics of particles
under the action of electrostatic waves. A mean Hamiltonian formalism is develo-
ped capable of describing the particularities of the corresponding dynamics, both
for electrostatic waves considering the radiation reaction and for the electromagne-
tic pulses. One can satisfactorily predict important dynamics measures, such as the
contact time between the wave and the particle, which is decisive for the impor-
tance of considering radiative-dissipative effects, as well as necessary and sufficient

conditions for efficient acceleration.



iii

Agradecimentos

Agradeco
aos meus pais, pelo presente da vida;

ao meu orientador, Prof. Dr. Felipe Rizzato, pela excelente orientagao,
amigavel atencao e dedicagao, pela agradavel convivéncia, amizade e pelos valiosos

ensinamentos da vida profissional;

aos colegas de grupo de trabalho, em especial a Ivanessa Almansa, ao Samuel
Marini e ao Eduardo Peter, pelas proliferas conversas, ajuda sempre presente e

amizade;

a Universidade Federal do Rio Grande do Sul, por ser ha anos uma segunda

casa;
ao CNPq, pelo fomento

e, finalmente, a sociedade brasileira, que financia o ensino piiblico e de qualidade.



Sumario

Sumaério iv
Lista de Figuras vi
1 Introducgao 2

Consideragoes iniciais: um pouco da histéria da reagao de radiagcao 5

2.1
2.2
2.3
24
2.5

A dinamica de particulas carregadas . . . . .. ... ... 7
A autoforca e a reacao de radiagdo . . . . . . ... ... 9
Equagoes de Lorentz-Abraham-Dirac . . . . . . . .. ... ... ... 9
Equagoes de Landau-Lifshitz . . . . . . . ... ... ... ... .... 10
Sao mesmo importantes? . . . ... ... 12

Aceleracao por ondas eletrostaticas, inclusa a reagao de radiagcao 14

3.1

3.2

O modelo de potencial eletrostatico . . . . . ... ... ... ..... 14
3.1.1 Potencial eletrostatico unidimensional . . . . . . . . . . .. .. 14
3.1.2 Equagoes LL restritas a ondas eletrostaticas . . . . . . . . .. 15
3.1.3 Formalismo hamiltoniano inclusa a reacao de radiacao. . . . . 17
3.1.4 Analise da dindmica domodelo . . . . . . ... .. ... ... 23
3.1.5 Efeitos da RR no sistema ressonante . . . . .. ... .. ... 23
3.1.6  Efeitos da RR no sistema nao ressonante . . . . . ... .. .. 27
Aproximagao ponderomotiva . . . . . . ... 32
3.2.1 Dinadmica ponderomotiva . . . . . .. .. ... 33

3.2.2 Média temporal final das equagoes de movimento inclusa a

reacao de radiagao . . . . . . . ... 38
3.2.3 Ganho de energia cinética . . . . .. ... 44
3.2.4 Resultados Numéricos . . . . . .. .. .. ... ... .. ... 49

v



SUMARIO

v
4 Aceleragao por pulsos eletromagnéticos, exclusa a reagao de radia-

cao 56
4.1 Sobre a aceleragao por pulsos eletromagnéticos . . . . . . . . . . . .. 56
4.1.1 O modelo de potencial vetor circularmente polarizado . . . . . 58
4.1.2 O modelo de potencial vetor linearmente polarizado . . . . . . 63

4.2  Aproximagao ponderomotiva para o caso do potencial vetor linear-
mente polarizado . . . . .. ..o Lo 64
4.2.1 Estudo analitico da aproximag¢ao ponderomotiva . . . . . . . . 67
4.2.2 Analise numérica da aproximagao ponderomotiva . . . . . . . 68
5 Consideragoes finais e perspectivas futuras 75

5.1 Modelo de aceleragao por pulsos eletromagnéticos incluso a reagao de
radiacao . . . . ... 75
52 Conclusao . . . . . . . . e 76
Referéncias Bibliograficas 78
A 85



Lista de Figuras

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

Ganho de energia cinética normalizado. Parametros: ¢ = 100, a =
0.81, po = 1.0 e vy = 0.55443000a /2. . . . . . ... ...
Velocidade final normalizada pela velocidade da luz vs. tempo. Pa-
rametros: o = 100, o = 0.81, ¢y = 1.0 e vy = 0.55443001a /2. . . . .
Velocidade final normalizada pela velocidade da luz vs. tempo. Pa-
rametros: o = 100, o = 0.81, ¢y = 1.0 e vy = 0.55443002a /2. . . . .
Mapa de parametros: velocidade final vs. 7 vs. . Demais parame-
tros utilizados: ¢ =100, a =1.0evg=03. . . . .. ... ... ...
Mapa de parametros: velocidade final vs. 7 vs. ¢y. Demais parame-
tros utilizados: 0 =100, a =1.0evy=04. . . .. . ... ... ...
Mapa de parametros: velocidade final vs. 7 vs. . Demais parame-
tros utilizados: ¢ =100, a =1.0evg=0.5. . . . . . . ... ... ..
Mapa de parametros: ganho de energia cinética normalizada vs. 7 vs.
wo. Demais parametros utilizados: ¢ = 1000, « = 1.0 e vy =0.5. . . .
Grafico da energia potencial ficticia . . . . . . . . ... ...
Velocidade versus tempo: sistema original em azul, média calculada
por janela moével do sistema original em preto e o modelo teérico em
vermelho. Parametros: ¢g = 0.5, 7 = 0.0025, v = 0.2 e 0 = 103. . . .
Ganho de energia cinética versus amplitude méxima de potencial. A
curva continua em preto é a previsao do modelo teérico enquanto os
pontos em cores (cada cor fazendo corresponder a uma velocidade di-
ferente de injegao) sao calculados pelo sistema original (3.27)&(3.28).
Parametros: 7 =0.0025e 0 =10 . . . .. ... ...
Velocidade versus tempo: sistema original em azul, média calculada
por janela movel do sistema original em preto e o modelo teérico em

vermelho. Parametros: ¢y = 0.5, 7 = 0.0025, v = 0.2 e 0 = 103. . . .

vi

31

20

92



LISTA DE FIGURAS

vii

3.12

3.13

4.1

4.2

4.3

4.4

Mapa de parametros do ganho de energia cinética normalizada vs.
T vs. g idéntico ao mapa da Figura 3.5, mas com o acréscimo das
curvas em branco que s@o previsoes teoricas de (3.111). . . . . . . ..
Mapa de parametros do ganho de energia cinética normalizada vs.
T vS. o idéntico ao mapa da Figura 3.6, mas com o acréscimo das

curvas em branco que sdo previsoes teoricas de (3.111). . . . . . . ..

Velocidade versus tempo. Duas curvas representando o regime pas-
sante (Ap = 2.064, curva trago-pontilhada em marrom) e regime ace-
lerado (Ay = 2.065, curva solida em ciano) para v, =0.9. . . . . . ..
Evolucao da concordéancia entre a aproximacgao ponderomotiva e o sis-
tema completo representada por graficos de velocidade versus tempo
para a particula inicialmente em repouso. Consideramos v, = 0,9
e 0 = 100 em todos os casos, juntamente com Ay = 1.0 no quadro
(a), Ag = 1.9 no quadro (b) e Ay = 2.064 no quadro (c). As simula-
¢oes dos sistema completo sao representadas pela linha preta soélida.
A linha vermelha tracejada representa a solu¢ao numérica do mo-
delo ponderomotivo corrigido desenvolvido no presente capitulo. O
modelo ponderomotivo usual nao corrigido é representado pela linha
azul pontilhada. . . . . . . ...
Evolugao da concordéancia entre as solugoes numéricas dos graficos de
velocidade versus tempo para uma particula inicialmente estaciona-
ria. Considerou-se v, = 0.9 e Ay = 2.064 em ambos quadros, com
0 = 4 no quadro (a) e 0 = 1000 no quadro (b). A simula¢ao do sis-
tema completo esta exibida pelo trago preto sélido, enquanto o trago
vermelho tracejado representa o sistema ponderomotivo corrigido e o
azul pontilhado o sistema ponderomotivo incorreto. Para diferentes
escalas, ¢’s muito diferentes, a concordancia do modelo ponderomo-
tivo corrigido com o sistema completo é mais satisfatoria do que com
o sistema ponderomotivo incorreto. . . . . . .. ... ... L.
Tempo médio de interacao versus Ay para as simulacoes dos sistema
completo (linha preta solida), ponderomotivo corrigido (linha ver-
melha tracejada) e ponderomotivo incorreto (linha azul pontilhada).

Considerou-se v, = 0.9 e o = 100 nas trés simulagoes. . . . . . . . ..

71



LISTA DE FIGURAS 1

4.5 Tempo médio de interacao versus Ay para as simulagoes dos sistema
completo (linha preta solida), ponderomotivo corrigido (linha ver-
melha tracejada) e ponderomotivo incorreto (linha azul pontilhada).
Considerou-se v, = 0.9 e 0 = 100 nas trés simulagoes. Usou-se para
o quadro (a) v, = 0.9 e v9 = 0.6, para o (b) v, = 0.99 e vy = 0;
enquanto que para o (¢) v, =0.99evy=06.. .. ... ... ... .. 72

4.6 Amplitude critica como fungao de v, para as simulagoes do sistema
completo (pontos em preto), ponderomotivo corrigido (linha vermelha

tracejada) e ponderomotivo incorreto (linha azul pontilhada).. . . . . 74



Capitulo 1

Introducao

A aceleracao de particulas carregadas por ondas eletromagnéticas de alta frequén-
cia e espacialmente localizadas tem sido investigada por alguns trabalhos recentes
e divulgados em: [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7|. Em tais sistemas, o mecanismo de aceleragao
envolve uma etapa inicial ponderomotiva capaz de acelerar particulas - inicialmente
a baixas velocidades - até a velocidade de fase das ondas, quando esta é menor que
a velocidade da luz. Neste ponto, as particulas ressonantes sao confinadas entre
os vales do campo e acabam sendo impulsionadas e ejetadas com energias muito
maiores do que as suas iniciais [8, 9, 10, 11, 12].

A viabilidade de ressonancia entre as ondas e as particulas, evidentemente, exige
que a velocidade de fase das ondas seja ajustada para um valor inferior ao da velo-
cidade da luz. Somente assim é possivel as particulas alcancarem a velocidade de
fase das ondas, a partir de onde se inicia o processo de aceleragao |5, 3]. Tal ajuste
é uma dificuldade técnica, entretanto, e de modo a evita-lo é de grande importancia
que se investigue a aceleracao quando se pode trabalhar com o minimo possivel de
procedimentos no processamento dos modos das ondas.

Ao serem aceleradas, particulas carregadas emitem radiacao. A acgao dessa radi-
acao nas particulas é chamada de Reacao de Radiacao, cuja intensidade, sobretudo,
¢ determinada pela razao entre o raio classico do elétron e o comprimento de onda
das ondas que o aceleram [13, 14]|. Nos tltimos anos esse quociente tem sido enca-
rado como uma quantidade pequena, desprezavel a ponto de nao serem realmente
relevantes os efeitos da reacao de radiacao a dinamica das particulas.

Em recentes experimentos, entretanto, a aplicagao de campos eletromagnéticos
intensos e de alta frequéncia amplia os efeito da for¢a de reagao muito significativa-
mente. A dindmica, portanto, das particulas aceleradas por tais campos é afetada,

o que torna a investigacao de tais efeitos muito importante para uma descri¢ao
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acurada da aceleragao. [15, 16, 17, 18, 19|

E natural esperar que a emissao de radiacdo pelas particulas aceleradas seja
contraproducente para a sua aceleracao, uma vez que o fazem as custas de sua
energia cinética e momentum linear. Porém, a caracteristica importante da reacao
a radiagao na discussao presente no Capitulo 3 sustenta-se no fato de que, longe
de degradar o processo de aceleracao, é possivel que a forca de reacao, na verdade,
ajude o processo. Isso é muito bem-vindo, principalmente quando a aceleracao por
confinamento ressonante citada anteriormente nao é mais possivel.

Uma descrigao analitica acurada do estagio ponderomotivo tem lugar em teorias
de perturbacao, onde a escala rapida de tempo das ondas é removida consistente-
mente por uma sequéncia de transformacoes canodnicas. Procedimentos de tomadas
de médias nao canonicas ou técnicas lagrangianas de célculo de médias nao repro-
duzem exatamente o que e visto nas simulacoes.

Para extrair, entao, informagoes acuradas da dinamica completa dos sistemas em
consideragao, desenvolveu-se um formalismo canonico modificado a fim de tratar a
reacao de radiagao incorporando-a canonicamente. Os bons resultados obtidos nos
incentivam a adaptar tal procedimento a outros sistemas relevantes.

O formalismo envolve uma transformagao canoénica inicial, a qual cabe, e é apenas
capaz de, suprimir a dependéncia temporal dos termos referentes a forga externa
proveniente dos campos da onda em consideracao. Nesses, nao ha participacao da
reacdo de radiacdo. Aqueles em que ha, os remanescentes e ainda explicitamente
dependentes do tempo, os quais concernem a reagao, é empregado um processo final
de média temporal que obtém sucesso em substitui-los por termos que variam na
escala lenta de tempo, na escala do movimento médio do sistema.

No Capitulo 2 sao apresentadas algumas consideragoes iniciais sobre o contexto
histérico da reacao de radiacao, o que se sabe até o presente.

Em seguida, no Capitulo 3, introduz-se o modelo de potencial para uma onda
eletrostatica viajando a velocidade da luz, o qual se quer mostrar os efeitos da rea-
¢ao de radiacao via implementacao da teoria mais aceita. Apresenta-se o formalismo
canonico que trata de exibir a dindmica média do modelo e através do qual se ex-
trai informagoes importantes acerca da dinamica completa das particulas radiativas.
Mostramos, assim, o auxilio em acelerar particulas pela forca de reagao de radiagao.
O modelo proposto é simples o suficiente para ilustrar o método de analise, mas ge-
nérico o bastante para representar nao somente a aceleragao via ondas eletrostéaticas
mas também, por exemplo, a aceleracao através de beat waves formadas por modos

colineares de lasers.
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No Capitulo 4 investigamos a dinamica de particulas carregadas sob acao de
pacotes de ondas eletromagnéticas (pulsos) de alta frequéncia, espacialmente mo-
dulados e livres dos efeitos da reacao de radiacao. Estabelecemos uma descrigao
ponderomotiva do processo de aceleracao via transformacoes canonicas, de modo
semelhante ao Capitulo 3 e em certo sentido superior as abordagens convencionais,
donde se pode prever muitos comportamentos-chave. Visando o estudo futuro dos
efeitos da reacao de radiagao em tais sistemas, mostramos que a abordagem pon-
deromotiva canonica proposta prevé com acuracia o tempo médio de interagao das
particulas com o pulso, o que é decisivo para a importancia ou nao da consideracao
da reacao de radiagao.

Por fim, no Capitulo 5, sumarizamos os principais resultados, apresentamos nos-

sas conclusoes e perspectivas futuras do nosso trabalho.



Capitulo 2

Consideracoes iniciais: um pouco da

histéria da reacao de radiacao

O fato de particulas eletricamente carregadas emitirem radiagao quando sao ace-
leradas [20] ¢ comprovado diariamente pelas telecomunicacoes. E lamentavel que
Maxwell nao tenha vivido por tempo o suficiente para presenciar a construgao dos
primeiros prototipos das antenas. Apenas 8 anos apds o seu prematuro falecimento,
aos 48 anos de idade [21], dispositivos capazes de gerar e captar os fendmenos ondu-
latorios de natureza eletromagnética, previstos anos antes e apresentados em 1873 na
sua formulagao do eletromagnetismo, o famoso Treatise [22], tornaram-se realidade.

Os primeiros calculos da energia eletromagnética radiada por correntes elétricas
alternadas foram feitos por FitzGerald [23| no inicio da década de 80 do século
XIX. Ao final dela, os experimentos com circuitos elétricos indutivos iniciados por
Hertz (24, 25, 26] comprovaram, de uma vez por todas, a existéncia de tal radiagao.
Inaugurou-se, a partir de entao, a maravilhosa era das torres de radio e dos satélites
artificiais.

Tao logo apareceram, os experimentos de Hertz tiveram grande impacto na co-
munidade cientifica. Atrairam a atencao de muitos visionarios. Um dos pioneiros no
desenvolvimento de transmissores e detectores de ondas de radio, o fisico e inventor
inglés Lodge [27], concebe uma resisténcia associada aos circuitos elétricos radiati-
vos [28]. O proprio Maxwell, é verdade, ja discute nos arts. 792-793 do seu Treatise
possiveis efeitos de uma espécie de pressao de radiacao, mas nao o faz para possiveis
reacoes em resposta a esta. Foi Poincaré, outro gande nome que se interessou pelo
assunto, quem considerou em seus trabalhos publicados em meados da década de 90
do séc. XIX a existéncia de um amortecimento ("amortissement") dos osciladores

de Hertz devido a emissao de energia na forma de radiacao [29, 30].
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Atualmente, entende-se a reagao de radiacao como um fenémeno elementar, que
concerne a particulas eletricamente carregadas em movimento acelerado. Mas as
indicagoes neste sentido nao foram diretas.

Dois anos antes a publicacao do Treatise, Maxwell publica o livro Theory of Heat
[31] onde ha uma categorica defesa da natureza molecular da matérial. Tal visao
nao é compartilhada, entretanto, pela natureza da carga elétrica na sua eletrodina-
mica. Como fica claro na fonte da eletricidade em suas Equagoes, para ele, a carga
elétrica tratava-se de uma distribuicao continua. Estava associada a “tensoes” no
éter, ainda em consideragao na época. A teoria original de Maxwell era uma teoria
macroscopica. Em contraposigao, ¢ justo dizer, na eletrodinamica de Weber [32, 27|
as particulas elementares carregadas ja tinham um papel central.

Mas logo o entendimento da carga elétrica enquanto propriedade elementar de
particulas tomaria grande impulso. Ao final do século XIX, Thomson, quem teve
acesso a uma melhor aparelhagem para produzir gases extremamente rarefeitos,
mostrou que os assim chamados raios catodicos (experimentos iniciados ha mais de
60 anos desta época por Faraday), além de serem defletidos por campos magnéticos,
como havia mostrado Crookes alguns anos antes [33], eram também defletidos por
campos elétricos. Defendeu-se a partir dai que tais raios, na verdade, tratavam-se
de feixes de particulas eletricamente carregadas cuja massa era cerca de duas mil
vezes menor do que a do atomo mais leve, o hidrogénio [34].

A presencga do feixe ser independente dos materiais utilizados nos experimentos
e a pequenez de sua constituicao levaram a deducao de que tais particulas desconhe-
cidas eram inerentes a toda a matéria conhecida. O “atomo da eletricidade” [35], o
elétron, caiu, enfim, nas gracas da comunidade cientifica e assim permanece até os
dias de hoje.

A divergéncia presente no campo eletrostatico de Coulomb [36], no entanto, ja
conhecida ha mais de 100 anos a época do descobrimento do elétron, levada as
ultimas consequéncias, impede a existéncia de cargas exatamente puntuais, assim
consideradas para fins praticos pela teoria cléssica. E é aqui onde os problemas
comegam.

Considerando uma carga elétrica estendida, isto ¢, nao pontualmente localizada,
o campo eletromagnético gerado por ela ao mover-se deve poder agir sobre ela
mesma. Esse tipo de autointeracao nao ser usualmente inclusa nas diversas hi-

poteses de formulagoes é, na visao de alguns [37|, uma inconsisténcia da teoria

L“Todos o0s corpos consistem de um nimero finito de pequenas partes chamadas moléculas.
Cada molécula consiste de uma quantidade definida de matéria, que é exatamente a mesma para
todas as moléculas da mesma substdncia”. Trecho da pagina 286 de [31]. Tradugao do autor.
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eletromagnética classica.

Mas o fato é que o movimento de particulas carregadas imersas em campos de
forcas externas e dai aceleradas, necessariamente, envolve a emissao de radiacao.

Além de o fazer as custas do consumo da energia cinética da particula, tal feno-
meno causa o surgimento de uma espécie de forca de recuo, como o coice de uma
arma, uma forca de reacdo a radiacao emitida. E para tal efeito é crucial a ace-
leracao. Uma vez aceleradas, as diversas partes desta versao estendida do elétron
exercem forgas desiguais umas nas outras. O efeito combinado ¢ uma forca liquida,
uma forga que o elétron exerce sobre si mesmo. Sendo assim, a dindmica dessas
pequenas fontes de radiacao é determinada, em parte, pela maneira como se da a

emissdo de radiagao e vice-versa. [38, 39, 40]

2.1 A dinadmica de particulas carregadas

Enquanto influenciadas pela reacao de radiacao comega com Lorentz, mesmo que
fortuitamente. Ele tinha em mente uma teoria microscopica para a eletrodinamica,
em contraste a macroscopica de Maxwell. Ao que se sabe, ele é o primeiro a deduzir
uma “autoforca”, uma forca que é resultado dessa autointeracao de particulas car-
regadas sobre si mesmas. Suas ideias sao apresentado pela primeira vez no livro La
Théorie Electromagnétique de Mazwell et. [41], de 1892, onde, assim como Weber,
defendia a ideia da carga elétrica residir nas particulas.

Lorentz usa algumas aproximagoes dos potencias retardados de Lorenz [42, 43]
e Riemann [44, 45| e, considerando o movimento de uma particula estendida de
carga elétrica e, em regime nao relativistico e segundo vibragoes simples, obtém o

resultado (equivalente, em notagdo mais atual e em unidades gaussianas)

.. d 2e?
Fouo = mmoVv, onde 19 = pd (2.1)
que tem lugar na equacao de movimento
mv = Fey + Fautoa (22)

sendo m a massa da particula e F.,; uma forca externa a qual é submetida.

A quantidade indicada por 7, surgida naturalmente na proposta, tem unidade
de tempo. De fato, relaciona-se com o tempo que a luz demora para viajar a dis-
tancia do raio classico do elétron, r, = ¢?/mc?, da ordem de 107! cm. Seu maior

valor ocorre quando e e m referem-se, respectivamente, a carga elétrica e massa do
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elétron, valendo aproximadamente 7o = 6.2 x 107%* s [55]. O fator 2/3 ¢ de natureza
geométrica, decorre da consideragao de um elétron esférico [40], e por essa razao é
omisso da definicao do raio classico.

Ao exibir a expressao (2.1), Lorentz discorre: “Se o movimento da particula é
uma vibragao simples, o sinal das derivadas (aqui ele indica as componentes de V)
sGo opostos aos das velocidades (indica as componentes de v). A for¢a (menciona a
eq. (2.1) em componentes) se opoe, portanto, ao movimento. E natural que exista
tal “resisténcia®: sem ela, de fato, a particula ndo poderia ceder energia ao éter.’?

Resisténcia, nada acerca de radiagao ¢ (ainda) mencionada por ele.

Outro grande nome surge na sequéncia. Inspirado pela discussao de Poincaré
[29] e pelas anélises feitas por Hertz [46], Planck, em meados de 1890, interessa-se
pela relacao entre o eletromagnetismo e os aspectos termodinamicos da emissao e
absorg¢ao de radiagao. Ele publica um estudo [47] onde modela o circuito de Hertz
(até entao interpretado como um dipolo elétrico oscilante) como sendo um tnico
elétron preso a uma mola elastica (fiel ao seu estilo...). Em regime estével, em
equilibrio térmico, argumenta, o trabalho feito pela for¢a externa, o qual se presume
ser de natureza eletromagnética, deve ser igual a energia irradiada pelo elétron.
Pensa calcular dai tal energia e, em seguida, a forca de reagao responsavel.

E assim ele o faz. Em regime ressonante, consideracao feita por motivos eviden-
tes, a frequéncia natural do sistema elétron-mola era, portanto, a mesma que a da
forca externa, considerada uma oscilagao simples no modelo. Nessa caso, a ampli-
tude da oscilacao deveria crescer indefinidamente com o tempo. A fim de evitar tal
situacao julgada impossivel, a equagao de movimento, propoe ele, deveria incluir um
termo extra, ao estilo de forcas de atrito, que desse conta da perda de energia.

Através de uma (surpreendentemente simples) integracdo por partes, calcula o
valor médio esperado ao longo de um periodo de oscilagao para o trabalho realizado
por essa for¢a de amortecimento, ou “amortecimento radiativo” (dampfung durch
strahlung) como chamou?.

Comparando o resultado obtido com a expressao genérica do trabalho, conclui
- embora nao o cite - a mesma expressao (2.1) deduzida por Lorentz através de

argumentos tao diferentes.

2Trecho de [41], p. 124-125. Traducdo do autor.

3Planck utiliza da expressdo que calcula a energia radiada continuamente pelo “ressonador”
segundo o resultado de Hertz [46], mas é equivalente ao obtido por Larmor dois anos antes [48§]
conhecido atualmente como férmula de Larmor.



Consideragoes iniciais: um pouco da histéria da reagcao de radiagao 9

2.2 A autoforca e a reacao de radiagao

Mostrar-se-iam conectadas nao muito tempo depois. Os esfor¢os em compre-
ender a estrutura do elétron e a dindmica subjacente a esta continuam apods as
contribuigoes de Planck.

No inicio do século XX, o fisico Max Abraham segue os passos de Lorentz (mas
com o adendo de um tratamento relativistico) e publica uma série de trabalhos onde
se percebe estar deduzindo a relacao entre a forca de autointeracao e a emissao de
radiagao decorrente do movimento acelerado do elétron [50, 51, 52|*.

Nesta mesma época, Lorentz parece estar desconfiando da relagao entre a auto-
forga deduzida por ele anos atras e radia¢ao |49, assim como Abraham. A certeza
de sua opiniao vem em 1909 com a publicagao de seu livro The Theory of Electrons
[53]. Nesse trabalho, rededuz a expressao (2.1) considerando uma estrutura esférica
para o elétron e, invertendo o argumento da integragao por partes de Planck, o que
também foi feito por Abraham, afirma:

“Em muitos casos, a nova forga representada por (2.1) pode ser denominada uma
resisténcia ao movimento. (...) o trabalho realizado pela for¢a € visto ser negativo,
de modo que o nome resisténcia é entao justificado. (...) Em todos os casos nos
quais o trabalho da for¢a (2.1) € negativo, a energia do elétron (se ndo mantida
constante pela a¢ao de outra causa) deve diminuir, e a do éter deve aumentar. Isso
significa que existe uma radiagao continua da particula para o exterior, como nao
se pode dizer que existe quando a velocidade € constante e o elétron simplesmente

carrega seu campo junto com ela. 7°

2.3 Equacoes de Lorentz-Abraham-Dirac

Ou LAD equations, consagrou-se na literatura como nome oficial para referir-se
a equagao (2.1), tanto na presente versao nao relativistica quanto na relativistica
[55, 38]. Em 1938, Dirac publica um artigo [56] onde deriva o mesmo resultado
de Lorentz e Abraham, donde seu nome ¢é incluso, mas sem assumir uma estrutura
para o elétron (o considera uma carga pontual, na verdade, conseguindo evitar as
singularidades do campo coulombiano), sem fazer aproximagoes como as de Lorentz

e de forma covariante.

4A se¢ao 15 de [52] tem o titulo Die Ruckwirkung der Strahlung auf ein bewegtes Elektron. Se
traduzirmos Ruckwirkung der Strahlung para “reagdo de radiacao®, este seria o primeiro uso do
termo. [54]

®Trecho de [53], edicdo de 1916, p. 49-50. Tradugao do autor.
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A principal caracteristica das equagoes LAD, entretanto, é que nao podem estar
certas, mesmo a versao relativistica (que pode ser obtida, por exemplo, da genera-
lizagao relativistica de Liénard para a formula de Larmor [57]).

Embora coerentemente derivadas da conservacao da energia, é sabido que tais
equagoes sofrem de sérios defeitos.

Primeiramente, sao equagoes diferenciais de terceira ordem no tempo ao invés
de segunda, como requer o estilo da mecénica newtoniana. Acontece, portanto, que
a apresentacao convencional de uma posicao e velocidade iniciais nao determina
univocamente a trajetoria da particula. Ainda pior, o principio da inércia nao é
cumprido uma vez que, na auséncia de forgas externas, a equacgao apresenta as
chamadas “runaway solutions”, da forma v(t) = c e/™, onde a velocidade cresce
exponencialmente no tempo®. Um fator integrante pode transformar (1.2) em uma
equacao integro-diferencial onde tais solugoes runaway sao evitadas, porém, outra
peculiaridade indesejada surge: o conceito tradicional de causalidade é violado, a
aceleracao da particula em um dado instante mostra-se dependente da forca agindo
sobre ela em instantes posteriores”.

Outra caracteristica em um sentido mais qualitativo é observada. E necessério
que a particula seja acelerada por uma forca externa para que haja radiacao emitida.
Entretanto, segundo as equagoes de LAD, se a for¢a externa é nula, o termo de
radiagao ainda sobrevive de maneira que a ideia de a autoforga ser induzida na
particula pela forca externa se perde.

As discussoes acerca da equagao de movimento correta para as particulas classi-
cas aceleradas voltam as atengoes nas vizinhangas dos anos 1950 [63]. No seu famoso
livro, Landau e Lifshitz [13] reexaminam a questao e derivam uma equagao a partir
das equagoes LAD que sao livres das inconsisténcias anteriormente citadas. Tais

equagoes sao conhecidas na literatura por

2.4 Equacoes de Landau-Lifshitz

Ou LL equations. Uma certa confianca instalou-se acerca delas por, embora
serem derivadas das problematicas equagoes LAD, em 2000, Spohn [59] mostrar

através de um argumento matematico sofisticado que existe uma superficie critica

6Uma discussdo detalhada encontra-se em [38], p. 784. Esta solucio foi encontrada ja por
Planck quem se referiu a ela como keine Bedeutung em [47], isto é, “sem sentido fisico”. Mesmo
que possa ser evitada mediante a escolha 6bvia da constante ¢ = 0, a previsao de tais solugoes
pela teoria é, na opinido de alguns autores [39], repugnante.

"Uma discussio detalhada encontra-se em [38], p. 796-797.
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associada as equagoes LAD onde, restritas a ela, as solugdes nao sao do tipo runaway,
a aceleragao vai a zero assintoticamente, e coincidem com as equagoes LL. [60]

Alguns autores, como Rohrlich, defendem categoricamente que a equacao obtida
por Landau e Lifshitz (e também defendida mais tarde por Ford e O’Connell [58])
¢é a versao correta da equagao de movimento para a particula classica e relativistica
considerando os efeitos da radiagao. “As equacoes LAD com seus trés defeitos sérios
tém sido usadas ha um século. E tempo de trocé-las pela equacdo correta.” afirma
Rohrlich em um artigo publicado em 2001 intitulado “ The correct equation of motion
of a classical point charge” [60] (traducao do autor).

Rohrlich defende em [61] que, embora as cargas elétricas sejam espacialmente
estendidas devido a divergéncia presente no campo de Coulomb, para haver uma
equacao diferencial que descreva corretamente o movimento da particula é necessario
que seja possivel trata-la como pontual. Nesse sentido, é preciso fazer algumas
exigéncias sobre a forca externa porque na eletrodinamica as forgas externas podem
envolver radiacao cujo comprimento de onda seja pequeno o suficiente de maneira a
perceber o tamanho finito da carga, o que é um problema.

A fim de contornar a dificuldade, é exigido que a forca externa varie lentamente o
suficiente através da distribuicao da carga, de modo que nao seja possivel distinguir
uma pontual de uma pequena mas finita. Para o caso nao relativistico, tal exigéncia

S€ cumpre uma vez que

TO%F(t)‘ < |F(1)] (2.3)

onde F(t) é a forga externa. A condigao (2.3) garante que a for¢a muda de maneira
desprezavel em uma distancia da ordem de cry, de modo que a forca “nao percebe”
a carga como uma distribui¢ao espacialmente estendida.

E necessario desconsiderar sistematicamente termos de poténcias mais altas do
que Ty na teoria para, assim, permanecemos nos territorios da fisica classica. Por
To ser tao pequeno, a consideracao de poténcias mais altas entraria no dominio da
mecanica quantica.

Por essa razao, o resultado derivado por Spohn é equivalente a tomar a aproxi-
macao omv = 1oF. A versao nao relativistica das equacoes LAD, derivada imedia-

tamente desse simples mas bem fundamentado argumento, é
mv =F + 7F. (2.4)

A equagao (2.4) é de segunda ordem no tempo, obedece a Lei da Inércia e nao viola

a causalidade. [54, 63] A versao relativistica difere pouco da presente, ha apenas o
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adendo de um fator de Lorentz, na verdade, como sera apresentado na presente tese.
Embora a usemos, dentre outras formulagoes competidoras, é preciso ter em
mente que, até os dias atuais, nao existe uma descricao amplamente satisfatoria
de tais fendmenos radiativos. A dificuldade do problema toca noutro maior e mais
fundamental, a propria natureza da particula elementar.
Por fim, facamos uma tltima discussao. E verdade que muitissimas situaces sao
bem entendidas pela eletrodindmica classica negligenciando por completo a reacao

de radiagao. Com isso, levanta-se a pergunta: os efeitos da reagao de radiagao

2.5 Sao mesmo importantes?

Ou melhor dizendo, na intengao de estabelecer uma descrigao acurada da diné-
mica de particulas, quando serad inevitavel considera-los? A resposta da pergunta
pode ser pensada, numa primeira investida, através de um critério simples conside-
rando a energia dos sistemas.

Segundo a féormula de Larmor, se uma particula de um sistema sofre a acao de
uma forga externa durante um periodo de tempo, digamos 7', o que lhe confere uma

aceleragao da ordem de a, entao a energia irradiada por ela é da ordem de
E... ~mma*T. (2.5)

E natural esperar, portanto, que se a energia tipica do sistema é muito superior
ao valor de (2.5) os efeitos da reagdo de radiacdo podem ser negligenciados sem
detrimento a acuracia da descri¢ao do sistema. Caso contrario, os efeitos devem ser
importantes.

Examinemos duas situacoes a fim de explorar tal critério. Primeiramente, o
caso de uma particula inicialmente em repouso. Se de subito é acelerada por uma
forca externa durante um intervalo de tempo T, a particula ganha energia na forma
cinética da ordem de

E,.. ~m(aT)? (2.6)

sendo a a aceleragao adquirida por ela no processo.
Supondo de magnitudes semelhantes, comparando as energias (2.5) e (2.6), conclui-
se

T ~ 7, (2.7)

isto é, que o tempo de acao da forca deve ser da ordem do tempo caracteristico

To para serem importantes os efeitos da reacao de radiacao. A reacao de radiacao
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pode modificar significativamente o movimento da particula somente quando a forga
externa é aplicada tao subitamente quanto é o intervalo de tempo 7.
Outra situacao interessante é o caso de uma particula em movimento peridédico

de frequéncia w e amplitude A. Neste caso, a sua energia tipica é da ordem de

E,.. ~m(wA)? (2.8)
enquanto sua aceleracao é a ~ w?A e o intervalo de acao da forca é T ~ w™!.
Novamente supondo de magnitudes semelhantes, comparando as energias (2.5) e
(2.8), conclui-se

wtp ~ 1, (2.9)

o que nao ¢ diferente de (2.7). Se o tempo de agio da forga (w™!') é da ordem do
tempo caracteristico 7y, entao os efeitos da reacao de radiacao devem ser significa-
tivos.

Em resumo, segundo esse critério, sistemas onde agem forcas nao tao violentas
podem ser descritos sem a preocupagao com a reac¢ao de radiagao. Caso contrario,
a inclusao das autoforgas se faz necesséria. [38|

Na verdade, nos recentes anos, a criacao de pulsos curtos e muito intensos de
laser [62] traz a questdo da for¢a de auto-interagdo novamente a tona com muita
atencao. A intensidade extrema de tais laser aplicadas em porg¢oes pequenas de
espaco dao viabilidade a fendmenos relativisticos, como a dilatagao temporal, onde

emerge a preocupacao com a reacao de radiacao.

Enquanto a reacao de radiacao manifesta-se claramente em circuitos de correntes
alternadas, como nas resisténcias em antenas anteriormente citado, nao ha ainda
evidéncia experimental da reacao de radiacao agindo individualmente em particulas

carregadas. [54]



Capitulo 3

Aceleracao por ondas eletrostaticas,

inclusa a reacao de radiacao

Neste capitulo investigamos a dinadmica de particulas carregadas levando em
conta, literalmente, a reacao de radiacao que estao sob acao de ondas eletrostaticas
de alta frequéncia e espacialmente moduladas. Uma abordagem ponderomotiva
via transformagoes candnicas nos permitird incorporar naturalmente a reacao de

radiagao ao formalismo.

3.1 O modelo de potencial eletrostatico

3.1.1 Potencial eletrostatico unidimensional

O presente capitulo examina a interacao, em regime relativistico, de uma parti-
cula eletricamente carregada com uma onda eletrostatica espacialmente localizada,
lentamente modulada e de alta frequéncia. A onda viaja longitudinalmente ao longo

de um eixo nomeado de x e é representada pelo potencial
x2
o(x,t) = @ e o2 cos(kr — wt) (3.1)

via a relagao

E(x,t) = =V(z,t),
onde t é o instante de tempo. O fator de amplitude ¢, é uma constante positiva e
corresponde ao maximo valor possivel de potencial experimentado pela particula. Os
parametros da onda sao o ntimero de onda k e a frequéncia angular w. O paradmetro

o representa o comprimento caracteristico da onda, ou de seu envelope, e assumimos

14
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a condi¢ao o > 1/k para garantir a lenta modulagao do potencial.
Estamos interessados em investigar os efeitos da reagao de radiagdo (RR) na
dinamica de particulas que sao aceleradas por ondas eletrostaticas segundo o perfil

de potencial (3.1). Tais efeitos s@o inclusos na formulac¢do via a consideragao das

equagoes de Landau & Lifshitz (LL).

3.1.2 Equagoes LL restritas a ondas eletrostaticas

As equacgoes LL que regem a dinamica de uma particula sob a acdo de um campo

eletromagnético considerando a reacao de radiacao sao, em notagao 3-vetorial e no

sistema, SI,
dry .
me o =q¢B E+qE-B
+7E-(E+8xB)+ (3:2)
~*[(E+ B x B)*— (8- E)’]
e
dp . .
azq(E—i-ﬁxB)—l—qu(E—i-ﬁxB)—l—

+7[(B-E)E-B x (E+ 8 x B)]+ (3.3)
— 7 [(E+ B8 x B)* - (8- E)33,

onde E é o campo elétrico, B é o campo magnético, m a massa da particula, ¢ sua
carga elétrica, v o fator de lorentz, 3 = v/c, v a velocidade da particula e p o seu
momentum linear. O ponto sobrescrito quer significar a derivada temporal total
enquanto os simbolos - e X indicam, respectivamente, os produtos escalar e vetorial
convencionais do R3.

Tratando-se de uma onda eletrostatica e de propagacao unidimensional, as equa-
¢oes (3.2) e (3.3) sao simplificadas. Denotaremos por X o vetor unitario que da a

direcao de crescimento do eixo . Tomando B=0, E=FEF X, v=vXe p =p X,
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onde F = |E|, v =|v| e p=|p|, temos em (3.2) e (3.3), respectivamente,’

d
me g =qB-E+gryB-B+7E-(E) ~ (B ~ (8-E)
d 2
mc 7—qUE—i—QT’VEv—l—TEQ {E2—<2E>]
dt c c c
me CCZZZ q UE—l—QT’y Jog + 7 E? — m2E*(1 —v%/c?)
c c
d .
mc d—: = % (E—I— 77E> + 72E? (1 — 71— 02/02))
dy —qu - 2 12 dy _qu -
mca—T(E-f-T*yE)—i—TE(l 1) = mcE— . <E+77E>
e
d )
S =4EterE (8 BE - 7/(E) — (3-B))8
%ZQE—I—QT’}/E-FT%EQ—TEQ 2(1—1)2/02)%
d : E?
= (B+ryB) + = (1= 221 = 0?/e)
d : E?
d—€:q<E+77E>+7vc (1-1)
d .
(5

O sistema de equacoes que rege a dinamica da particula sobre efeito do campo

eletrostatico unidimensional considerando os efeitos da reacao de radiagao é, por-

tanto p
@y _qu (E E) 3.4
mec o . + 7 (3.4)
b _ (E + E) (3.5)

Na verdade, o sistema (3.4)&(3.5) é super determinado. Valendo a equagao (3.4)

estéd automaticamente valida a (3.5). De fato, do momentum relativistico p = m~yv,

v

segue p = moy3. Ainda, da definicdo do fator de lorentz, vem +§ = 273 Se
mc A v

dividirmos a equacao (3.4) pela (3.5) obtemos ,7 = —, que é, exatamente, o
c

esperado pela propria definicdo de v e p citadas acima. E suficiente, portanto,
considerar (3.5) a equagao de movimento da particula.
Obtemos claramente uma equagao do tipo 2* Lei de Newton (o que é muito

bem-vindo), sendo o produto ¢F a forca elétrica devido a interagao com o campo

Note que 772 =1 —v?/c? = +*(1 —v?/c?) = 1.
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da onda, a for¢a externa de natureza elétrica, e a parcela ’}/C]TE representa a forca
da reacao de radiacao.

De fato, a equagao (3.5) é a versao relativistica da equacao (2.4). Em termos de
comportamento funcional, a derivada E ¢ mais suave do que aquela derivada tem-
poral da aceleracao proposta pelas equagoes LAD. Espera-se obter dai um melhor

tratamento numérico para a equagao.

Visando o Capitulo 5, onde estudaremos a dindmica média da particula pela
abordagem ponderomotiva, vamos adequar a equa¢ao do movimento (3.5) ao forma-

lismo hamiltoniano fazendo alguns ajustes oportunos.

3.1.3 Formalismo hamiltoniano inclusa a reacao de radiacao

Nesta secao serao obtidas as equagoes de movimento do sistema via Principio de
Hamilton. Do formalismo lagrangiano unidimensional, qualquer que seja a forca nao
conservativa! g,. agindo sobre um sistema, dado o funcional lagrangiano da forma
usual L = L(xz(t),2(t),t) que incorpora todas as forgas conservativas, a equagao de

movimento é

Mantendo a definicao usual para o momentum conjugado, isto é,

oL
= 3.7
identificamos a forga total agindo sobre o sistema como
oL
)= —— 3.8
p az + gnc? ( )
Da definigao do hamiltoniano H = H(p, z,t) na forma usual

LA rigor, o que se incorpora & equagao de movimento homogénea é a for¢a nio conservativa
generalizada. Mas, para o caso em questao (1D), a forga generalizada confunde-se com a propria
forca ativa.
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tomamos o diferencial:

. 0H 0H 0H oL oL oL
dH =d(ip)—dL = a—dp a—dx + 8—dt = dp+pdz — a—da; — a—xda: — Edt

Agrupando os termos em dp e dt, substituindo a definigdo (3.7) e a equagao de

movimento (3.8), segue

OH OH 8H oL : : :

S (2 . a—H+‘_ Y (L) v
ap gr P I a ot )T

e, portanto, as equagoes de movimento sao

OH
= — 3.10
0OH
) —_ ——_—— -1].
p o7 + Gue (3.11)
‘ oH oL
- _Z= 12
ot ot (3.12)
Vale notar ainda que, de
dH  OH n 0H 0OH
i =t Tt o
_OH ((OH |\ OH (0HY  oH
“op \or ) T ar \ap) T ot
H__8H8H+8H +8H8H+8H
 Op O Op op O0xr  Ot’
a variacao temporal total da energia do sistema fica identificada como
H =i —. 1
TGne + 5 (3.13)

No limite g,. — 0, as equagdes (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13) recaem nas costu-
meiras para um sistema onde somente agem forgas conservativas. A vantagem da
presente formulagao se manifesta na intencao de usar transformagoes candnicas para

o tratamento da aproximagao ponderomotiva inspirada em bons resultados anterio-
res. [5, 3|
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Para obter o hamiltoniano, lembremos que o lagrangiano relativistico para o

presente modelo é

m02

L(z,z,t) = ——— — qp(x, 1), 3.14
(a,,1) = =775 — () (3.14)
de onde o momentum conjugado é o usual:*
oL oyt i
P=gs = —mc? gx = —ch(—l)%'y = p = mir. (3.15)

O fator de Lorentz é fungao da velocidade da particula. Mas, a fim de obter o ha-

miltoniano, é necessario expressa-lo como funcao do momentum conjugado. Usando

(3.15), podemos efetuar a inversao?

P = m2i?y?
PP =m* (1 -y 7%
P =mi(y? — 1)
2 2
p 9 . p
> +1=9"=~(p) = 1+m202

e obter o desejado. E, disso, obtemos também a velocidade da particula como funcao

unicamente do momentum conjugado:

(3.16)

Agora, levando as inversoes na defini¢ao (3.9), temos

=" p—(—%—w(ﬂ))

2 m2

C
H=——-+ + qpo(x,t
my(p)  (p) (@)
2 202

o) +qp(z,t)
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de onde, portanto, o hamiltoniano do sistema é

H(z.p,t) = mey(p) + a9 (e, 1), (3.17)

a energia total da particula. A adesao da forca nao conservativa modifica, compa-
rado ao formato classico das equacgoes de Hamilton, apenas a equacao de movimento

(3.11). O formato funcional classico do hamiltoniano nao ¢ alterado.

Comparando a equagcao (3.5) com (3.11), reconhecemos, facilmente, que a forga
nao conservativa responsavel pelo efeito da reacao de radiagao na particula no pre-

sente modelo é

dE
Gne = AT Vo (3.18)

A fim de explorar solug¢oes numéricas do modelo, é tempo de tornar adimensionais

as variaveis relevantes e os parametros fisicos do problema. Faremos isso com a troca

kr =z, wt=1t, H/mc®=H, L/mc®=1L, qpo/mc® =@y e ko =6 (3.19)

onde, por ora, a barra sobrescrita indica que a variavel é adimensional. Da escolha,

a velocidade da particula adimensionaliza-se por

. dr d(z/k) wdz
T T d(w)  kdt

i.e, adequadamente, pela velocidade de fase da onda eletrostatica vy = w/k. E
conveniente definir um parametro adimensional que compare a velocidade de fase

da onda com o a velocidade da luz no véacuo, ¢. Definamos, entao,

2
aer Ug

5 (3.21)

As velocidades dimensional e normalizada da particula passam a satisfazer
T .
— =4yaxz,

o que nos da a ideia de expressar a velocidade adimensional em unidades de /a.

Fazé-lo é equivalente a expressar a propria velocidade dimensional em unidades de

C.
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O momentum conjugado por sua vez se adimensionaliza como

0L _d(mc’L) _ kmc® IL
P=9: = o=y ~ w 0@

= p=——p (3.22)

me
—— b
Va

e, dai, o fator de lorentz se reescreve para

Por fim, adimensionalizamos o campo elétrico através do fator kmc?/q. De fato,

) I(™=p) kmc? 0p 2 =
E= %L =F=-——921""—_ Lo F=tmep 24
o5~ a0z k) g 91 ‘ (3:24)

Esses fatores calculados acima permitem que calculemos o fator que adimensio-
naliza o parametro de tempo caracteristico 7. A grandeza que introduz a unidade
de medida de tempo no nosso modelo é w, é verdade, e por essa razao é justo que o
tempo adimensional 7 se obtenha por 7 = wr. E, de fato, da equacao de movimento

(3.5), fazendo a manipulagao

p=qE +qryE

kmc? - kmc? -
mCE+q77 maE

mc

\/—awﬁ:q

kmc?

wp = kmc®E + 7y kmc*wE
w

p=F+ (wT)’yE,
chega-se em
p=FE+7E (3.25)

de onde resulta 7 = wr. Por tltimo, a for¢a de reagao de radiagao assume a forma
adimensional

7 kmdc?

Gne = CJT’yE’ =q— 7 w E = mcw Ty E = Qoo = kmc? e (3.26)
w q

Para nao carregar a notacao, a partir de agora omitiremos a barra sobrescrita.
Todas as quantidades fisicas e parametros do modelo serao as adimensionais, salvo

meng¢ao em contrario.
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Em sintese, exploraremos solugoes numeéricas do sistema representado pelas equa-

¢oes de movimento

o0H
P = —— 3.27
i = (3.27)
) OH dE
P YT (3:28)

onde o hamiltoniano é

2 22
H(z,p,t) =1/1+ % + e o2 cos(x — t). (3.29)

E interessante, principalmente para referéncia na aproximacao ponderomotiva,
que estudemos o sistema de equagoes de movimento (3.27)&(3.28) explicitamente
em termos do potencial (3.1). A velocidade da particula é dada em cada instante

por

f= = b= (3.30)

enquanto, em termos do potencial, a for¢a nao conservativa é

d Oy
= 1y 22 3.31
Gne = =TV 5 (3.31)

Sendo o potencial uma funcao explicita tanto da posicao quando do tempo, segue

_ P D

de onde, ja que

8

L Op B )
(7) i {ﬁ cos(z —t) + sin(z — t)] ;

M

0 _s? 2c  4a? 4z
(44) 7¥ _ — o€ o2 {(1 + = F) cos(x —t) — — sin(x — t)] ;

Ox?
2 2
(4ii) aaxgt = —ppe o2 {i—f sin(z — t) — cos(z — t)} ;

(iv) avyi = p,
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se desenvolve para

22

Gne(X, P, t) = Qo€ o2 T [cos(x —t) <(1 +% =

| = (1 - %) sin(z — t)] . 339

o2

3.1.4 Analise da dinAmica do modelo

Sendo uma das pecas centrais da discussao e por depender da frequéncia do
campo elétrico, a escolha do parametro 7 deve ser feita com atencao. Abaixo esté
uma tabela que mostra uma faixa de valores para o parametro 7 de acordo com a

regiao do espectro eletromagnético.

Regiao do spectrum frequéncia (Hz) T=2nf1
Raio-X duro 3 x 102" — 3 x 101 1x1072—-1x1073
Raio-X mole 3 x 10" —3 x 10" 1x107% —1x10"*

Ultravioleta extremo 3 x 1018 — 3 x 107 1x107%—-1x107°

Ultravioleta préximo 3 x 107 — 3 x 106 1x107°—-1x107"

Infravermelho préximo 3x 10 -3 x 10" 1x108—1x107*

Tabela 3.1: Intervalo de valores estimados para o parametro 7 respectivamente aos
intervalos de frequéncias da onda. Usou-se w = 27 f, onde f é a frequéncia em hertz,
ey =6.20 x 1072 s.

3.1.5 Efeitos da RR no sistema ressonante

O perfil de potencial considerado é, na pratica, nulo nas extremidades. Tal
caracteristica possibilita que, em certo ponto, o movimento nao possa mais ser in-
fluenciado por ele e, portanto, a particula tem sua velocidade estabilizada, a qual

chamamos de velocidade de ejecao (vy). E sabido que o sistema em estudo, uma
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vez desconsiderados os possiveis efeitos da reagao de radiagao, i.e, tomando 7 = 0,
e fixado o < 1, apresenta trés grandes cenarios, ou regimes, classificados segundo a
velocidade de ejecao. A particula é injetada na regiao de choque com o potencial
elétrico e, de acordo com sua velocidade inicial (vg), fixados também os pardmetros
o e g, experimentara um dos regimes. [3]

Chamamos de regime reflexivo aquele onde a particula encontra - em certo
instante - uma barreira intransponivel de potencial. Em seguida, é refletida pela
onda e passa, portanto, a afastar-se indefinidamente da regiao de méximo potencial.
A velocidade de eje¢ao nesse regime tem moédulo igual ao da velocidade de injegao,
mas sentido oposto.

Pode acontecer, entretanto, de a particula ser injetada com uma dada velocidade
inicial de modo que, nas proximidades da regiao de méximo potencial, atinge a
velocidade de fase da onda. Na ocasiao, dois regimes sao observados.

No chamado regime passante a barreira intransponivel nao é encontrada e a
particula atravessa a regiao de maximo potencial afastando-se indefinidamente desta
com velocidade de eje¢cdo muito proxima a de inje¢do (mesmo modulo e mesmo
sentido). Este regime pode ocorrer mesmo que nao haja ressonancia.

Caracterizamos o regime acelerador, no que estamos mais interessados, como
aquele onde a particula é ejetada com velocidade de mesma direcao mas de mo-
dulo muito superior ao que foi injetada, facilmente mais de 99% da velocidade da
luz. O mecanismo de aceleragao eficiente (velocidade de eje¢ao superior a 90% da
velocidade da luz), percebemos, é altamente dependente da possibilidade de a par-
ticula entrar em ressonancia com a onda. Isto é, desconsiderando possiveis efeitos
da reacao de radiagao, a particula somente sera acelerada pela onda se a < 1, o que

oportuniza a ressonancia.

Estamos interessados agora em estudar quais efeitos a consideragao da reacao
de radiacao pode trazer a dindmica do sistema. A fim de comparar a dindmica
considerando a reacao de radiacao (7 # 0) com aquela onde nao héa a consideracao
(1 = 0), vamos explorar algumas simulagdes numéricas do sistema (3.27)&(3.28).
As solugoes sao baseadas no algoritmo de solugao de equagoes diferencias ordinérias
Runge-Kutta de 4 ordem.

A posigao inicial da particula serd tomada como sendo z(0) = —40 em todas as
simulagoes. Garante-se, assim, que a particula penetre na regiao de choque afastada
o suficiente das vizinhangas da origem (z = 0), onde pode experimentar o maximo

valor de potencial.
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Para esta primeira discussao escolhemos o = 100, ¢o = 1.0, a = 0.81 (a veloci-
dade de fase da onda ¢ 90% da velocidade da luz) e 7 = 107® (radiagdo na regiao
do infravermelho médio, com comprimento de onda na faixa de 1400 nm).

O pequenissimo valor escolhido para 7 pode sugerir que serao ignoraveis os efeitos

da reagao de radiagao. Entretanto, nao é o que acontece.

14 1 1 1 1 | 1 1 1 1
Ay g4 -
Yo
_1 T T T T | T T T T
-5 0 5
x/o

Figura 3.1: Ganho de energia cinética normalizado. Parametros: ¢ = 100, o = 0.81,
©o = 1.0 e vy = 0.554430000 /2.

A Figura 3.1 mostra o ganho de energia cinética, em unidades da energia cinética
inicial 7y, da particula em fun¢ao de sua posi¢ao quando é injetada com velocidade
inicial de vy = 0.55443000a /2 para as duas situacoes de interesse: nao considerando
a reagao de radiagdo (curva em azul) e considerando a reagao de radiagdo (curva em
vermelho).

Em ambas as situacoes a particula encontra-se no regime acelerador. Conside-
rando a RR, a velocidade de ejecao ¢ cerca de vy = 0.99526¢ e a particula ganha,
de acordo com o grafico, aproximadamente 7.56 vezes a sua energia cinética inicial.
O ganho é maior quando desconsidera-se a RR. Neste caso, a velocidade de ejecao
da particula ¢ vy = 0.99651c o que corresponde a um ganho de energia cinética da
ordem de 8.97 vezes a sua energia cinética inicial.

Embora possamos facilmente aceitar o fato de a particula perder energia pela
RR, o resultado apresentado pela Figura 3.1 é um tanto surpreendente considerando
a ordem de grandeza de 7. Mesmo para 7 = 1078, a particula perde, gracas & RR,

cerca de 19% de seu ganho de energia cinética. Isto é, o efeito da RR neste caso,
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mesmo para o pequeno valor de 7, é o de diminuir o ganho de energia cinética da

particula de uma parcela consideravel.

Resultado também facilmente aceitavel e igualmente notavel é o mostrado abaixo.
A Figura 3.2 exibe o gréafico da velocidade da particula vs. tempo quando é injetada
com velocidade inicial de vy = 0.55443001 a~'/2, ligeiramente superior & do caso
anterior. A curva em azul, da dindmica desconsiderando a RR, mostra que a parti-
cula ainda encontra-se no regime acelerador. Mas no caso onde consideramos a RR
(curva em vermelho) a particula sofre uma mudanga de regime, vai para o regime

reflexivo.

1.00

0.56

—0.58

—1.00 \

Figura 3.2: Velocidade final normalizada pela velocidade da luz vs. tempo. Para-
metros: o = 100, o = 0.81, ¢y = 1.0 e vy = 0.554430010~ /2.

Além de diminuir a eficiéncia da aceleragdo (caso mostrado na Figura 3.1), o
pequenissimo valor de 7 também pode ser suficiente para extingui-la, notamos. En-
quanto o sistema livre da RR foi capaz de impulsionar a particula nas vizinhangas da
origem para ser ejetada com alta velocidade, o sistema radiativo nao foi. O impulso
da forca de reacao a radiacao faz com que a particula abandone a boa posi¢ao para
a sua aceleragao e caia no regime reflexivo.

O que nos chama muito a atencdo é que o resultado exatamente inverso ao
apresentado na Figura 3.2 também pode acontecer.

A Figura 3.3 mostra o grafico da velocidade da particula vs. tempo para a

velocidade inicial vy = 0.55443002 o /2, também ligeiramente superior a do caso
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Figura 3.3: Velocidade final normalizada pela velocidade da luz vs. tempo. Para-
metros: o = 100, a = 0.81, g = 1.0 e vy = 0.55443002a /2.

anterior. A particula encontra-se no regime reflexivo se desconsiderarmos a RR
(curva em azul). Entretanto, ao considerar os efeitos da RR (curva em vermelho)
a particula entra no regime acelerador, mesmo para 7 da ordem que consideramos.
Para este caso, é acelerada até a velocidade de ejecao de 0.994685¢.

Conclui-se, entao, que nao é regra a RR conduzir a particula a perder energia
cinética no modelo que estamos considerando. A particula pode ganhar energia em
fungao da RR, e muito.

Mas, quando € o caso, a aceleracao ainda é devida a ressonancia entre a particula
e a onda que a acelera, visto que a onda na regiao do infravermelho nao é capaz de
fazé-lo por si s6. Propoe-se que o efeito acelerativo que vimos da RR acontece devido
ao fato de, na iminéncia de ser refletida, a particula sofrer um impulso provocado
nao pela forca elétrica, mas pela forca de reacao a radiacao emitida por ela. Este
impulso a coloca, mesmo que ligeiramente (o que ja é suficiente), em posigao ideal

para atingir a ressonancia e ¢, entao, acelerada.

3.1.6 Efeitos da RR no sistema nao ressonante

Estamos interesados em estudar a viabilidade do cenério acelerador devido exclu-
sivamente & RR. Para excluir, portanto, por completo a possibilidade de ressonancia,

fixamos o = 1, isto é, consideramos a velocidade de fase da onda de potencial como
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sendo a velocidade da luz no vacuo. Desse modo as particulas interagentes com o
potencial podem aproximar-se indefinidamente da velocidade de fase da onda, mas
nunca alcancé-la de fato e, entao, qualquer aceleragao observada nao podera ser de

proveniéncia da ressonancia anteriormente apontada.

A fim de procurar combinagoes de possiveis escolhas para os parametros 7 e g
de modo a conduzir a particula para o regime acelerador, foram feitos trés mapas
de parametros, apresentados nas figuras Figura 3.4, Figura 3.5 e Figura 3.6, com
respeito a trés diferentes velocidades de injegao: vy = 0.3, vg = 0.4 e vg = 0.5, respec-
tivamente. Cada ponto dos mapas é uma solugao numérica do sistema (3.27)&(3.28)

baseado no algoritmo Runge-Kutta de 4* ordem.

UOZO.3
30.0 10
0.8
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Figura 3.4: Mapa de parametros: velocidade final vs. 7 vs. g. Demais parametros
utilizados: o0 = 100, « = 1.0 e vy = 0.3.

A Figura 3.4 foi construida resolvendo numericamente o sistema (3.27)&(3.28)
para a velocidade inicial vg = 0.3 e considerando o comprimento caracteristico da
onda de ¢ = 10?. Cada ponto do mapa exibe a velocidade de ejegao vy da particula,
cujo valor numérico corresponde as cores na graduacao lateral, para uma escolha de
7, no intervalo 7 € [1.0 x 1073,30 x 107?], e uma de ¢y, no intervalo p, € (0.0, 2.0].

O primeiro resultado que nos chama a atencao refere-se ao canto inferior direito
da Figura 3.4, onde estao os maiores valores de g e os menores de 7. A cor
roxa homogeneamente distribuida pela regiao corresponde a velocidades de ejecao
proximas de vy = —0.3, como mostra a escala, de onde se entende a particula estar

no regime reflexivo.
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As demais velocidades negativas menores do que vy = —0.3 nao sao contempladas
pela dindmica para nenhuma escolha de 7 e ¢, como denuncia a auséncia no mapa da
cor roxa mais clara correspondente a este intervalo. Tampouco velocidades negativas
maiores do que —0.3 sao atingidas por alguma combinacao de 7 e g, visto que a
cor cinza, a qual corresponde a estas, nao aparece no mapa.

O canto superior direito exibe uma grande regiao onde a velocidade de ejecao da
particula estd no intervalo vy > 0.9, o que configura o regime acelerador. Conclui-
mos, entao, que existe uma vasta combinagao de escolhas possiveis para 7 e g, a
partir de um certo limite estipulado pelo mapa, onde a particula é acelerada apenas
pelos efeitos da RR mesmo para uma velocidade de injecao relativamente pequena.

De fato, fixado o valor de 7 a partir de, aproximadamente, 7 = 13 x 1073, é
possivel que a particula atinja uma velocidade de ejegao no intervalo 0.3 < vy < 1.0
desde que aumentemos gradativamente a amplitude maxima de potencial.

Muito a vista destacam-se, também, grandes faixas de cor fixa respectivas a
velocidades de ejecao muito bem definidas. Tais faixas poderao ser justificadas

quando estudarmos em mais detalhes o mecanismo de aceleragao no Capitulo 5.
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Figura 3.5: Mapa de parametros: velocidade final vs. 7 vs. pg. Demais parametros
utilizados: ¢ = 100, a = 1.0 e vy = 0.4.

Para entender a sensibilidade da dinamica a velocidade de injegao, os mapas das
Figuras 3.5 e 3.6 foram feitos na mesma estrutura que o exibido na Figura 3.4 e para
a mesma escolha o = 102, porém, variando a velocidade inicial da particula para,

respectivamente, vg = 0.4 e vg = 0.5.
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Na Figura 3.5 observamos um comportamento semelhante ao da 3.4. Mais uma
vez a regiao homogénea no canto inferior direito se faz presente, correspondendo
ao regime reflexivo, mas agora tem menores dominios e a particula é ejetada com
velocidade préxima a vy = —0.4. Velocidades negativas abaixo ou acima desse
valor nao sao contempladas pela dindmica para nenhuma escolha de 7 e ¢y, como
denuncia novamente a auséncia das cores roxo claro e cinza que, respectivamente,
fazem correspondéncia a tais intervalos para este mapa também.

O valor fixo de 7 a partir do qual a particula pode ser ejetada com qualquer
velocidade no intervalo 0.4 < vy < 1 se faz presente mais uma vez, e ¢ menor para
esta experiéncia. Consequentemente, a regiao correspondente ao regime acelerador,
também existente para essa experiéncia, ¢ maior. Com respeito ao limite vertical de
seus dominios, a regiao de aceleragao mantém-se inalterada quando comparada a do

mapa anterior. As faixas com cores bem destacadas novamente sao observadas.
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Figura 3.6: Mapa de parametros: velocidade final vs. 7 vs. g. Demais parametros
utilizados: ¢ = 100, a« = 1.0 e vy = 0.5.

Finalmente, vé-se na Figura 3.6 todas as caracteristicas que chamamos a atencao
nos outros mapas. Ha uma diminuigao da regiao do regime reflexivo comparado aos
demais mapas. A regido do regime acelerador é alargada e as faixas bem definidas
de velocidade de ejecao sao muito claras novamente.

Os mapas apresentados nos levam a conclusao de que ha a contemplacao do
cendrio de aceleracdo eficiente (vy > 0.9) devido exclusivamente & forga de recuo
sofrida pela particula ao ser acelerada pela onda eletrostética segundo a modulagao

considerada neste trabalho.
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Tal comportamento foi observado para as trés velocidades iniciais consideradas,
mesmo para a menor delas. E esta é a caracteristica importante da RR na presente
discussao: longe de degradar o processo de aceleracao, as forcas da RR podem, por
si 80, produzir o processo. O recurso é bem-vindo nos casos em que se quer contornar
a dificuldade técnica de possibilidade de ressonancia.

O intervalo apresentado para 7 nos mapas anteriores se refere largamente ao
modo de onda na regiao do raio-X duro. Neste caso, a amplitude maxima de poten-
cial até g = 2.0 é mais do que suficiente para que haja a aceleragao eficiente.

Contudo, se dispusermos de uma amplitude maxima até o dobro da anteriormente
considerada, até g = 4.0, é possivel diminuir o intervalo de valores do parametro
7 de modo a estar na regiao do raio-X mole. Basta que aumentemos o tamanho

caracteristico do envelope da onda em dez vezes, facamos o = 103.
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Figura 3.7: Mapa de parametros: ganho de energia cinética normalizada vs. 7 vs.
po. Demais parametros utilizados: o = 1000, o = 1.0 e vy = 0.5.

O mapa da Figura 3.7 mostra o ganho de energia em unidades da energia cinética
inicial da particula que foi injetada com velocidade vy = 0.5c. A partir de, apro-
ximadamente, ¢y = 1.5 o ganho de energia torna-se altamente significativo mesmo
para valores de da ordem de 7 ~ 1073, 0 que nao acontecia anteriormente. As faixas

de cores destacadas estao presentes nesta experiéncia também.
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3.2 Aproximacao ponderomotiva

O movimento de particulas carregadas expostas a campos eletromagnéticos espa-
cialmente inomogéneos pode ser decomposto em duas escalas de tempo: uma escala
de variacao rapida, tipicamente devido as altas frequéncias dos campos, e uma len-
tamente variavel. Identifica-se nessa tltima um centro de oscilagao cuja dinamica é
descrita por uma for¢ca média, tomada pela escala rapida de tempo, tradicionalmente
chamada de ponderomotiva, ou ponderomotriz. [18]

Embora o modelo relativistico apresentado neste trabalho seja puramente ele-
trostatico, desde que a dinamica das particulas seja paralela ao eixo do vetor de
onda, a fisica subjacente é semelhante & de uma particula submetida & acao com-
binada de campos eletromagnéticos e de wiggler, como discutido em [5, 6]. Tais
arranjos propiciam a agao efetiva da forca ponderomotiva, que tem lugar majorita-
rio na aceleracao das particulas nestes casos onde hé a rapida variagao da amplitude
dos campos.

O presente capitulo pretende, entao, estudar a aceleragao das particulas segundo
o modelo tratado até agora de maneira simplificada. A ideia é ter um melhor
entendimento das propriedades mais relevantes do mecanismo de aceleracao, o qual é
resultante da acao combinada entre as for¢as ponderomotiva e de reagao de radiagao.

Em trabalhos anteriores [3] mostrou-se que, na auséncia da RR, existe uma
transformacao canoénica no espaco de fase capaz de descrever satisfatoriamente o
comportamento do centro de oscilacao de uma particula carregada que é posta a
interagir com a onda eletrostatica proposta pelo presente modelo.

Desconsiderando os efeitos da RR, se o centro de oscilacao da particula é locali-

zado pela coordenada X = X (t), cujo momentum relativo a este centro ¢ P = P(t),

a funcao
F(z, P,t) =aP + f(x, P,t), (3.34)
onde E -
fz. P.t) = 00 e o2 sm(laj —t) g2 e o2 sin(2z — 3215)7 (3.35)
AT 8al™ (1 — O%)
sendo
L=4/1+ %2, (3.36)
é geratriz das transformacoes
X=x+ or (3.37)
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e
of
P=p—— 3.3
P75 (3.38)
que prové o hamiltoniano
-
%o e o
X,P)=T+"— ——— )
K(X, P) +4ar3( v (3.39)
al’
via a transformagao 5
f
K=H+ —. 3.40
+ 5 (3.40)

Em contraste ao original (3.29), esta versao ponderomotiva do hamiltoniano é
constante de movimento segundo as equagoes autoénomas
. 0K . 0K

que regem o movimento do centro de oscilacao. Visto que a forca ponderomotiva é
um campo gradiente, a conservagao do hamiltoniano (3.39) é um resultado esperado.

A consideracao de somente termos até ordem quadratica na amplitude maxima
de potencial mostrou-se suficiente para acompanhar acertadamente o feitio da média

temporal da velocidade da particula longe do cenario ressonante.

E nossa intencdo neste capitulo, inspirados nos bons resultados obtidos pela,
dar proveito a transformagao (z,p) i (X, P) e simplificar as equagoes do sistema
mesmo com a adesao da reacao de radiacao.

O processo de adaptagao é proposto em duas partes. Primeiramente, usaremos as
leis de transformagao (3.37) e (3.38) de forma explicita nas equagoes (3.27) e (3.28)
na esperanga de obter um novo sistema de equagoes semelhantes ao (3.41). Em
seguida, a fim de remover as sobreviventes dependéncias na escala rapida de tempo
herdadas do comportamento da propria forca de reacao de radiagao e da fungao

geratriz, efetuamos uma média temporal que seré esclarecida no tempo devido.

3.2.1 Dinamica ponderomotiva

Obtenhamos primeiramente a versao transformada da equagao de forca (3.28).

Usando as leis de transformagao (3.37) e (3.38), comegamos escrevendo

4 (pe | )2t ,, dof
P ox

g = P+ — —
p+g dt Ox

_ 0oH
P_ ox

+3,  (3.42)

p

dt ox
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onde

§=gm( —g—]f;,PJrg—i,t), (3.43)
ou seja, da forma explicita da forga g¢,.(z, p,t) tal qual mostrada em (3.33), substi-
tuimos na ordem devida as variaveis originais por suas versoes transformadas.

O lado esquerdo de (3.42) tem uma derivada tomada & P constante enquanto o
lado direito tem uma semelhante, mas tomada & p constante. Uma vez interessados
em obter um sistema auténomo de equagoes somente envolvendo as variaveis X e
P, queremos desfazer a confusao e manter todas as derivadas a P constante.

Sendo f = f(x, P,t) e olhando com ateng@o para a transformacao (3.38), perce-
bemos que dela se define uma fungao p = p(P, z,t) cuja forma explicita em termos
de suas variaveis é conhecida. Podemos reescrever o hamiltoniano H(x,p,t), por-
tanto, como fungao unicamente de x, P e t fazendo a substitui¢ao: H(z,p(x, P,t),t).
Dessa maneira, ao efetuar a derivagao %—g |p, precisamos levar em conta a dependén-
cia explicita em = (que ja existia) e agora a implicita via p = p(x, P,t). E, assim,

faremos surgir a desejada derivagao a P constante no lugar da a p constante.

A aplicagao da regra da cadeia na fungao H(z,p(z, P,t),t) ao deriva-la com

respeito a x mantendo P constante produz

oH| _oH| ox| | OH| op| s
Or |p Oz |, 0x|p Op|, Ox|p
de onde, ja que %‘leep:P+%,segue
OH OH .0 af OH OH 0 f
T = = il P+ =L el Il RN
or |, Ox p+ wr P( +8x) 7 Oz » Oz |p Y 922 P (349)

Guardemos este resultado.

A regra da cadeia se fara util novamente ao lidarmos com a derivada total com
respeito ao tempo que aparece em (3.42). A derivada %| p € fungao explicita de
x, P et sendo que x e P sao fungoes de t. Podemos, entao, decompor o operador
diferencial na forma y 5 5 p

Eza—i_i%—i_P@_P (3.46)

e substituir a derivada total por

dof _Pf L 0
dtor  otor  ox2 ' 9Pox
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Levando este resultado e o da equagao (3.45) em (3.42), ficamos com

. 0*f  0f . 0*f  OH O
P ator T 0w T apor = 0x |, T 02 Y
que se simplifica para
0 f . oOH 2f
1 P=——| —
( * 8P8x) oz |, otor ¥

ou ainda, rearranjando as derivadas no lado direito e lembrando da transformacao
(3.40), para

o0 f : 0 af
1 P=—-— H+ —= qg =
( +apax) axp( +8t>+g -
= (1+ Tf N p_ K +9 |
oPoz)” —  oxl|, Y
O sistema autéonomo menciona derivadas do hamiltoniano respectivamente a suas
variaveis X e P. A fim de identificar, portanto, g—’;‘ p em termos de g—f( p bodemos

olhar para a transformagao (3.37). Dela obtém-se uma fungao X = X(z, P,t) cuja

forma explicita nos permite, novamente pela regra da cadeia, obter

%
ox

oK
. 00X

0X

, * % (3.48)

P

e identificar em seguida, substituindo X = z + 2%

oP
of oK 0*f
., <x + a—P> = . <1 + 8x8P> (3.49)

Levando este ultimo resultado (3.49) em (3.47), obtemos

a_IC
ox

0

p O

ok
, 0X

ok
, 0X

O*f \ - oK 02 f
1 P=—-—— 1 g 3.50
( +0P8:v) oX P( +8x(‘9P)+g (3:50)
que oportunamente se simplifica para
: oK g
- - (3.51)
82f 7
0X 1+ 555
contando com 8‘9;—6]; # —1 para todos os pontos (x(t), P(t),t) que sao solugao do

sistema.
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O processo apresentado reproduz “manualmente”, digamos, o que faz a transfor-
magao candnica caso toméssemos g = 0. Ao fazé-lo, a equacao (3.51) resume-se a
(3.41) como o esperado. E por isso tem-se fortes razoes para acreditar que a ultima
divisao pode ser feita sem maiores preocupacoes.

Porém, a equagao (3.51) ndo é a versao autonoma da equagao de forga que que-
remos. Ainda ha um ultimo passo a ser tomado que removera as dependéncias na
escala rdpida de tempo da equacgao, herdadas pela funcao f e g. Mas antes de fazé-
lo, obtenhamos a versao transformada prévia da equagao de velocidade (3.27) que

faz par com (3.28).

Substituindo a transformacao (3.37) na equagao (3.27), partimos de

d H d H
d(y_of)\_of _dor) _oH| (3.52)
dt oP|, op |, dt OP|, Op|,
A mesma decomposigao (3.46) pode ser aplicada a g—{, de modo a obter
d of 0 f . O%f . 0% f
— 2 P
aop  owp  "ozop T oP?
e de onde, lembrando que = = %—g e substituindo a derivada acima em (3.52),
progredimos para :
_OF _OH| & po°f  O0H|
otoP  Op | 0xOP oP2  Op
v ¥ (3.53)

. f . oH o2 f
éX_ataP—PGPQ_a_px'(leaP&x)

Analogamente ao feito em (3.48), podemos identificar

oH o2 f
= | . .04
ap |. (1+3P8x> (3:54)

o
oP

Jop| 0
. oP|, oP

_on
o

xT x

que ¢ exatamente o membro direito de (3.53). Dessa forma,

o*f L Of  OH

X wop P2 9P|
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ou ainda, da transformagao (3.40) do hamiltoniano,

x_pll_ 0 (H+a—f) -

P2~ OP|, ot (3.55)
Lox_pdf Ok |
oP? 9P|~

O lado direto de (3.55) esta quase como gostarfamos, exceto por a derivagao
de IC com respeito & P ser tomada & x constante . A fim de substitui-la por uma
a X constante, observamos que a transformagao (5.4) define X = X (z, P,t) cuja
forma funcional é conhecida. Assim, fazendo a substitui¢ao K = K(X(x, P, t), P),

novamente podemos usar a regra da cadeia.

Reescrevendo
ok| _oKk| op|  ok| ox 556)
oP|, 0P|y 0P|, 0X|, 0P|’ '
ja que g—f; ,=leX=x+ % ,» bodemos identificar
oK oK oK 0?
—| = 55| + 5 —f (3.57)
oP|, 0P|y 0X|, OP?
Levando (5.24) em (5.22), segue
) 92 2
x_pd Ll _okp  oky of
oP? 0P|, 0X|, OP? (3.58)
xo 9K, ( py 9K ) >f |
OP| 0X |p) OP?
que se simplificaria para X = % + €aso P=— g—f( p- Porém, com a consideragao
da forga RR, usando o resultado (5.18), temos
- oK g 0 f
X=—| + ( 5 ) 5 (3.59)
or X L+ Ong or
Em sintese, o sistema de equacoes transformadas que obtemos é
: oK g
P=——+ —— )
X + A (3.60)

OPOx
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. oK g 02 f
X—a—P—|—<1+82_f> Spr (3.61)

OPOx

As duas equagoes (3.60) e (3.61) carregam a ac¢ao do termo adicional devido a RR
nas variaveis ponderomotivas, cuja transformacao é sempre legitima. Entretanto, a
transformacao pode somente remover a dependéncia na escala rapida de tempo da
dindmica quando o termo relacionado a RR é ausente, caso em que o sistema ¢é
auténomo.

Quando o termo da RR ¢é incluso, as variaveis ponderomotivas X e P adquirem
dependéncia na escala rapida de tempo devido ao comportamento da funcao f e da
propria forga §g. Faz-se necessario, entao, a procura de um passo a mais que aproxime
as equagoes (3.60) e (3.61) da sua versao média. O procedimento proposto a fazé-lo

é discutido na préxima secao, onde faremos a

3.2.2 Meédia temporal final das equagoes de movimento in-

clusa a reacao de radiacao

A expressao (3.33), que dé a forga g completa em termos das variaveis originais, é
extensa. A fim de lidar com uma versao mais facilmente tratéavel mas ainda acurada
dela, descartaremos todas as parcelas das derivadas que envolvem alguma poténcia
do fator x/0?. E assim faremos todas as vezes que elas, eventualmente, aparecerem.
Afinal, os processos que estamos interessados acontecem sempre a vizinhanca de
xr = 0, onde tais termos sao mintsculos comparados aos demais, e além do mais
usamos ¢ = 100 ou ¢ = 1000, o que contribui para o descarte das respectivas

parcelas. Procedendo assim, obtemos a forma simplificada

22

g=—-T@pe o (’y - B) cos(z — t) (3.62)
a
que tomaré o lugar da for¢a RR.
Olhando para a forca (3.62) e a funcao geratriz f, percebemos que a dependéncia
temporal explicita surge combinada com a coordenada espacial  em um termo de
fase 0(x,t) = x(t) — t. Seguiremos, para tirar vantagem desse fato, uma técnica de

célculo de médias inspirada na proposta do Landau & Lifshitz?.

3Capitulo V de [14], p. 130
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E ttil reescrever as transformagoes (3.37) e (3.38) da forma

xr=X+o0x (3.63)
e

p =P+ dp, (3.64)
onde as quantidades dz = —g—]{f, e op = %, que serao encaradas do ponto de vista

perturbativo, sao conhecidas em termos da funcao geratriz e sao as responséveis
por resguardar o comportamento na escala rapida de tempo das variaveis originais,
respectivamente, = e p.

A precisao de nossa teoria é até ordem quadratica na amplitude maxima de
potencial. Sera suficiente, portanto, considerar a fungao geratriz até ordem primeira

naquela. Ou seja, para os devidos fins, consideraremos a fungao geratriz como sendo

e o2 )
flz, Pt) = o e sin(x — t) (3.65)
al’
de onde identificamos, portanto,*
z2
5 c in(z — t) (3.66)
T = —Qo —PZ sin(xr — .
ol (1 - F)
e
x2
e o2
dp = @o T cos(z — t). (3.67)
al’

A média temporal que serd empregada as equagoes (3.66) e (3.67) refere-se a um
ciclo completo da variavel §(z(t),t). Dada uma fungao arbitraria h = h(z —t), o

seu valor médio, ou a sua média, serd denotado por e calculado através de

1 2
hy =— h(0) db. 3.68
) =5 | wo (3.68)

Comecemos a obter a versao média da equagao de for¢a (3.60). O processo de
tomar a média somente surte efeito nos termos em que hé dependéncia na escala
rapida de tempo, via a fase 0. Ao fazé-lo, queremos identificar uma funcao uni-

camente das variaveis transformadas, i.e, alguma funcao ¥ = ¥ (X, P) a principio

4Repare na derivagio (3.67) o descarte da parcela com o fator z/o?.
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desconhecida, de modo que

. 0K
P=—ol +U(X,P) (3.69)

sendo, entao,

U(X,P) = <L> . (3.70)

0%f
1+ O0POx

A forma altamente nao linear do termo que se propoe tomar a média acima
dificulta o processo. Se faz oportuno preparé-lo anteriormente a tomada da média.
5o\ —1
. . o2 f - L.
Primeiramente, o fator (1 + 555- lembra a soma de uma progressao geométrica.

Supondo possivel a sua expansao em uma série de poténcias da forma

1 o f (an )2
14 2L oPdxr ' \9POx

podemos manter somente os dois primeiros termos ja que

Q‘H
[N

0 f e
OPOx = ¥o m COS(I - t), (37].)

isto é, é de primeira ordem na amplitude maxima de potencial assim como a forca

g. Consideramos, entao,
1 o0 f
——=1- (3.72)
2f
L+ OPox 0POx

e fazemos o produto pela forca g. A fungao que, portanto, devemos nos preocupar
em obter a média é ~
g . f

(3.73)

que acaba sendo de segunda ordem em (.

Pela linearidade da média, podemos efetua-la através de duas separadamente:

V(X P) = (3) <§’ai§x> . (3.74)

Tratemos primeiramente da média da for¢a g. Sendo ela de primeira ordem
em ¢y, assim como as quantidades perturbativas (3.66) e (3.67), podemos tomar a

expansao até primeira ordem em dx e op dela:

g(X + oz, P+ dp,t) = g(X, P, t) + % ox + g—i op, (3.75)
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entendendo que

dg  0Og dg _ 0Og

- == e - == . 3.76
8([’ 8x =X, p=P ap 8]7 =X, p=P ( )
De (3.62), as derivadas requeridas sao facilmente obtidas, a saber
0 _a? :
8_g = Toe o2 (7 — g) sin(xz —t) (3.77)
‘ 0 2 (1
a—]g) = Tpe o (a — c%) cos(z —t), (3.78)

e, mais uma vez pela linearidade, a média de (g) pode ser escrita como a soma de

- )= X P) + (G o) + (35 0n). o

Calculemos cada uma delas separadamente. A primeira, (g(X, P, t)), é nula uma

vez que depende explicitamente de cos(X — t) cuja valor médio é zero:
_x2 (P
(9(X,Pt)) =Twpe o2 (— - F) (cos(X —t)) = 0. (3.80)
«

Para a segunda parcela, a fim de manter a ordem de expansao até 3, podemos

usar a expressao (3.66) trocando = por X e calcular

dg . 7)%2 P\ . 67% .
<% (5:17> = <7_Q00 € o (F — E) Sln(X — t) —®o m SIH(X — t) >

, a’T%(al’ — P)
= —T%o
a?T3(al’ — P)?

X2
e 20T 1

2
T Tl —P) 2

X2
e 207 (sin®(X —t))

ja& que (sin®(X —t)) = 1/2. Assim,

99 5.\ = _T%8 o (3.81)
0:°"/ = 2 T(al —P) '

Para a terceira e tultima parcela de (3.79), com os mesmo argumentos usados no
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calculo anterior, calculamos

x2
9 x> (1 P T
<8_g 5p> = <7'<p0 e o2 (a - &—) cos(X —t) po —F cos(X — t)>
al’
o al(T—P) ,x2 2
2 X —t
O 4l (al — P) (cos”(X 1))
PR ey
O ar— P 2
porque (cos?(X —t)) também ¢é 1/2. Assim,
dg Tpa T — P _,x2
L p )y =20 P 3.82
<ap p> 2 al—P° (3.:82)

Antes de levar (3.80), (3.81) e (3.82) em (3.79), ¢ vantajoso calcular primeira-
mente o valor médio da outra parcela de (3.74). Mais uma vez fazendo valer a
expansao até ordem ¢F, ja que a derivada % ¢ linear em ¢y, para o célculo a
seguir, substituiremos § por sua primeira parcela de expansao exibida em (3.75),

também linear em @y. Segue, entao,

_x2
0.2

<g£§x> _ <(—WU 5 (r _ g) cos(X — t)> o m cos(X — t)>

x2 2T (al — P)

— —2°5 2 _
= TR0 TR (al = P) (cos®(X — 1))
_QLQ (OCF — P) 1
— [ 02 _—
o [(al — P)2
que resulta
0% f T2 672)%2
~ 0 “
= — ) 3.83
<9 8P8x> 2 T(al — P) (3.83)

O valor médio (3.83) é idéntico ao (3.81). Portanto, agora sim, levando (3.80),
(3.81) e (3.82) em (3.79) e, em seguida, juntando com (3.83) em (3.74), havera um

cancelamento:

. _O*f
WX, P) =)~ (7507
2 2
T et T TP e mgd e

2 Tar—P) T 2 ar—pP° 2 T(al — P)
Tt L=P o
2 ol — P

—0—
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Portanto, a funcao expressa unicamente em termos das variaveis transformadas,

de baixa frequéncia, que completa a equacao de forca de nosso modelo é

7'800 I'—-p 72{:—22

v(X,P .84
de onde, levando em (3.70),
. '—-—P 2
po Ok Ta e 207, (3.85)

0X 2 o' =P

E vez de nos concentrarmos na obtencao da versdo média da equacio de veloci-
dade (3.71). Para isto, precisaremos da rela¢do de ortogonalidade entre as fungoes

seno e cosseno. Em geral, vale o resultado: se m ou n é um inteiro impar, entao °
m AT
(cos™ x sin" z) = 0. (3.86)

Como anteriormente, estamos interessados em identificar uma fungao 2 = Q(X, P)

de modo que

. oK
X = 55 +Q(X, P) (3.87)

Q(X, P) = <(1+i%> SPJ;>. (3.88)

Mais uma vez empregaremos o tratamento que consiste em usar (3.71) para escrever
0%f \ O*f
X, P) = < (1_8]38 >W>
R AN IR,
~\Yop?/ ~\YoPozop?

mas ao invés de calcular a média referida em cada parcela vamos argumentar que

onde

(3.89)

seus valores sao nulos.

Com relagao a parcela < g aP];> uma vez que tanto g como % sao de primeira
ordem em (), para efetuar a média, basta que substituamos = por X e p por P.
Pois fazendo isso, a média deve surtir efeito em um fator cos(X — ¢)sin(X —t) que

aparecera do produto, herdado o cos(X —t) de g e sin(X —1¢) de gpé Pelo resultado

5A demonstracio do resultado encontra-se no Apéncie.
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(3.86), tal média é nula e, portanto,

<g%> =0 (3.90)

0%f O2f
OPdx OP?

por X e p por P, se produz um fator cos?( X —t) sin(X —t) que, novamente evocando

Argumento semelhante vale para a parcela < g > Ao efetuar as trocas x

(3.86), acaba por anular o valor da média. Assim,

02f 0?

e, entao,
Q(X,P)=0. (3.92)

A equagao que completa o sistema ao lado de (3.85) é, dai,

. 0K
X—a—P.

Em resumo, apos efetuar uma média temporal na equagoes (5.27) e (5.28), ob-

temos o sistema auténomo de equagoes

P=—+4+—*— o2 :
X "2 ar—p° (3.93)
X = g—’; (3.94)
onde
Y0 € o
KX,P)=T+—> ————. (3.95)

o T (1= )

3.2.3 Ganho de energia cinética

A fim de estudar os resultados provenientes do sistema (3.93)&(3.94) casando-
os com os da Secao 4.2, devemos admitir « = 1. Fazendo isso, uma simplificacao

muitissimo bem-vinda ocorre. Tomando « = 1, a equagao (3.93) simplifica-se para

. 2
P=_"2 4 200 2 (3.96)
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e acabamos por ter em maos uma equagao do tipo P = —g—§ + F(X), isto é, em que
o termo adicional que introduz os efeitos da RR & din&mica se torna unicamente
dependente explicitamente da posicao X, nao dependendo mais explicitamente do

momentum P. Por comparagao,
F(X) =120 205 (3.97)

E possivel, portanto, responsabilizar a proveniéncia de F(X) a um potencial

associado a H definido da forma
H(X,P)=K(X,P)+U(X), (3.98)

onde U(X) é uma fungao de energia potencial do estilo ficticia devendo satisfazer a

equacao

v _
dx

De fato, para o hamiltoniano ‘H definido tal qual em (3.98), ficamos com

—F(X). (3.99)

on oK oU
X~ ox T ox

. aU

:(—P+F(X))+d—X

= (~P+ F(X)) - F(x)

— P

e também

oM _ oK U
oP 9P 0P
=X+0
=X

de modo que, para ele, o sistema de equacoes incorporando os efeitos da RR ¢ da

forma hamiltoniana usual:

. OH

P=—2% (3.100)
. OH

X==5. (3.101)

Dotada de alguma condicao extra adequada, como uma condi¢ao inicial, por

exemplo, o fato de F(X) ser continua com derivada continua em R garante que
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existe uma tunica solu¢ao U(X) para a equagao (3.99) [64]. Faz sentido, portanto,
procurar por ela.

E importante que, ao ser injetada na regido de choque, a particula cujo movi-
mento estamos investigando nao experimente valor apreciavel de energia potencial,
que interaja lentamente com a onda. Assim, buscamos uma funcao U : R — R que
seja solucao do problema

2
v _ ™% 6_2%2 VX € (—o0,00)

ax 2 ’ (3.102)
lim U(X) =0,
X——o0

Alguma primitiva de F(X), claro, sera a solu¢do que buscamos. Assim, para

comegcar a obté-la, tomamos a € R, fazemos

X 2 X 2 X
dU 2 2
/ x = _TT%/ X = U~ U@ == [ e ax

a

e, em seguida, passamos ao limite a — —oo:

2 X’ 2
lim [U(X)—U(a)] = lim (—TT% / B dX’)

a——00 a——0o0

2 X 2
U(X)—0= —%/ e 27 dX'.

Uma mudanga de variavel u(X') = ‘/7§X " nos faréa chegar a funcao Erro. Fazendo a

mudanca, obtemos

2 u(X)
U(X):—T—%/ e‘"z% du

2 u(—00)
2 V2
T(po ag 4 _u2
= e du. 3.103
2 V2 /_oo (3.103)

Definindo a fungao especial erf : R — (—1,1), comumente chamada de fungao

Erro, da forma

2 L
erf(y) = ﬁ/o e dt, (3.104)
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ao separar a integral que define U em (3.103) como

2 0 2x
U(X):—;G\;? [/ e du—l—/o e du]

podemos relaciona-la com a recém definida (3.104) tomando

2 2 - 2 2 k3 2
U(X) = Sk ﬁ [—— e du+ —/ e " du]

2v2 2 | V7T VT

B TU‘P% VT 2
="%A ~7[1+erf(X§)}. (3.105)

Assim, a solu¢do que buscamos para o problema (3.102) é a fungao

\ 2T
8

UX) = YT 102 [1 n erf(XVg)] . (3.106)

Uma caracteristica notavel do potencial ficticio obtido é que ha limites finitos
para ele quando X — 4o00. Isso é importante porque, ao ser ejetada, a particula
atinge uma velocidade final, quer seja refletida ou quer atravesse a barreira maxima
central de potencial ponderomotivo. Isto é, a partir de certo ponto nao pode mais
haver interacao com nenhuma espécie de potencial e a identificacao deste esta de

acordo com isto.

Figura 3.8: Grafico da energia potencial ficticia (3.106).

Em resumo, a dinamica do centro-guia de uma particula posta a interagir com o
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sistema proposto ¢ regido pelas equagoes (3.100) e (3.101) segundo o hamiltoniano

2 o 2
$o__ ¢ VI g 1—|—erf(X‘/7§)]. (3.107)

H(X,P)=T + % ETTEI

A principal previsdo que o hamiltoniano (3.107) pode prover, no que estamos
muito interessados, é a parcela de energia cinética ganha pela particula ao ser ejetada
da regiao de intera¢ao com o potencial efetivo (a combinagao do ponderomotivo com
o ficticio responsavel pela RR). Devido ao formato canénico das equagdes (3.100) e
(3.101), o hamiltoniano autéonomo ligado a elas, que ¢ a energia total do sistema, é
uma constante de movimento. Podemos, portanto, estabelecer uma conexao entre
as condigoes iniciais e as finais da particula. Que, se tem energia inicial suficiente
para atravessar a barreira central de maximo potencial, entao terd um incremento
de energia cinética A~y providenciado pela RR. Tal incremento pode ser calculado
da seguinte maneira.

Vamos identificar o valor fixo da energia total H em termos das condigoes da
particula quando é injetada (situacdo a qual nos referimos pelo limite X — —o0),

ejetada (analogamente, X — oo) e aplicar o resultado
AH = 0. (3.108)

Quando injetada, por ser longe o suficiente da regiao central, onde os potenciais
nao tém valores apreciaveis, a posi¢ao e momentum linear transformados da particula
se confundem com os originais (nao transformados). Assim, inicialmente, a energia

total do sistema esta concentrada na forma cinética, a inicial da particula, e vale
H(X — —0) = 7, (3.109)

onde 7y ¢ a energia cinética inicial da particula.

Uma vez ultrapassada a barreira de maximo potencial em X = 0 e passado
tempo o suficiente para, a particula adquire uma velocidade final, a de ejecao, e
viaja indefinidamente no sentido de X > 0 com energia cinética fixa . Novamente,
estamos usando a confusao das varidveis transformadas e originais no limite superior

da dinamica. Usando X — oo como a condi¢ao de a particula estar muito longe da



Aceleragao por ondas eletrostaticas, inclusa a reagao de radiacao 49

regiao central, temos

r e_gf; V2T 9 NG
H(X — +o0) = lim | == — [1 f(Xx=2
( +00) v+ Jim 1 F?’(l—%)Q g TO%0 + erf (X =)

V2T 9
1 7%

V2
=v— 47r TOP; (3.110)

Levando (3.110) e (3.109) em (3.108), ficamos com

V2r

AH=0 = H(X—)+OO)=’H(X—>—OO) = v — 1 7-0'90(2):'70
donde
2
Ay = Y20 o2 (3.111)

4

A relagao (3.111) mostra que a variacao de energia cinética é nao negativa, o que
significa ganho. Além disso, os efeitos acelerativos de valores tipicamente pequenos
de 7 podem ser ampliados por valores suficientemente grandes do comprimento
caracteristico o e da amplitude maxima de potencial py. A tultima ainda mais
no sentido de o ganho de energia ser proporcional ao seu quadrado, mesmo que
consideremos a ordem de grandeza de o duas ou trés vezes maior.

Percebemos também, segundo (3.111), a independéncia da velocidade inicial para
o ganho de energia. Este resultado é outro muito bem-vindo. Para um ganho fixo
de energia que se esteja interessado, basta uma velocidade inicial suficientemente
grande para haver o cruzamento da barreira maxima de potencial. Nada além se
requer para a aceleracao, pelo menos dentro da regiao de validade das consideragoes

que fizemos até chegar em (3.111).

3.2.4 Resultados Numéricos

A fim de fazer um primeiro teste e ilustrar o resultado que obtivemos, na Figura
3.9 exibem-se trés curvas sobrepostas em funcao do tempo. As condigoes iniciais
da particula que foram usadas na simulacdo sdo zo = —40 (longe o bastante da
regiao central) e vy = 0.2, isto é, a velocidade inicial é 20% da velocidade da luz
no vacuo. Os parametros escolhidos sao ¢o = 0.5, 7 = 0.0025 (regido do raio-X
mole) e 0 = 103. A curva em azul ¢ a velocidade da particula calculada pelo sistema

original (3.27)&(3.28) tomando o = 1. A curva em preto ¢ a média da curva em azul
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calculada numericamente por uma janela mével. J& a curva em vermelho é a previsao

da velocidade do centro-guia da particula através do sistema (3.100)&(3.101).

1.0
0.9

0.7

0.5
Q
g
<)

0.2

0.0

-0.3

t(x103)

Figura 3.9: Velocidade wersus tempo: sistema original em azul, média calculada
por janela moével do sistema original em preto e o modelo teérico em vermelho.
Parametros: ¢ = 0.5, 7 = 0.0025, v = 0.2 ¢ 0 = 103,

Nota-se na Figura 3.9 uma boa concordancia entre a curva obtida pela média
de janela movel (em preto) e a prevista pelo modelo tedrico (em vermelho). A
simulagao também revela um importante resultado: a curva teérica prevé muito
satisfatoriamente a velocidade final da particula, vy ~= 0.72.

Calculando diretamente o ganho de energia cinética simplesmente por oy pelos

dados da simulagao do sistema original, obtemos, com trés casa decimais,

Ay = /1 +p(ty) — /14 p*(0) = 0.392 (3.112)

enquanto através da expressao prevista pelo modelo teorico (3.111) calculamos, tam-

bém com trés casa decimais,®

V2
Ay = Tﬂ £0.0025 - 10% - (0.5)2 = 0.392, (3.113)

E notéavel que a dependéncia temporal do problema original e a respectiva varia-
¢ao de energia se traduza bem em um potencial efetivo nao localizado e assimétrico

no modelo médio e auténomo que obtemos.

6Usamos a aproximacgio 7 = 3.14159.
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A expressao (3.111) sugere ainda que o ganho de energia cinética é independente
da velocidade inicial da particula, como notamos antes. As Figuras 5.3 e 5.4 foram

construidas para verificarmos este fato.

4.0 .

ot
Vg = 0.20
vg = 0.30
Vo = 0.40
vy = 0.50

Ay20 F vo=0.60

3.0

1.0 1

®
000c>

OO | | | | | | | |
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 140 1.60 1.80 2.00
®o

Figura 3.10: Ganho de energia cinética versus amplitude maxima de potencial. A
curva continua em preto é a previsao do modelo tebrico enquanto os pontos em cores
(cada cor fazendo corresponder a uma velocidade diferente de injegao) sao calculados
pelo sistema original (3.27)&(3.28). Parametros: 7 = 0.0025 e o = 10°.

Uma vez fixados os parametros 7 e o, a previsao teédrica é de o ganho de energia
cinética ser proporcional ao quadrado da amplitude méxima de potencial, o fator 2.
Assim, construimos a Figura 3.10 para comparar o ganho de energia cinética, dada
a amplitude méxima de potencial ¢, para cinco valores diferentes da velocidade
inicial da particula a fim de testar a previsao.

Na Figura 3.10, a curva continua em preto refere-se a previsao da expressao
(3.111) fixados 7 = 0.0025 e 0 = 10%. Ja os pontos coloridos (cada cor fazendo
corresponder a uma velocidade diferente de injecao, conforme exibido na propria
figura) sao calculados pelo sistema original (3.27)&(3.28).

O célculo consiste em, fixados 7 = 0.0025 e ¢ = 103, variar a amplitude ¢y no
sistema e guardar o ganho de energia cinética respectivo calculado para cada um dos

valores de velocidade inicial exibidos na figura. Os pontos em azul, por exemplo,
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correspondem ao ganho de energia previsto pelo sistema original quando a veloci-
dade inicial é vy = 0.2. Da forma (A7, ¢g), portanto, os pontos sao colecionados e
sobrepostos & curva prevista pelo modelo tedrico a fim de comparacao.
Percebemos que, para valores da amplitude ¢, até as imediagoes de py = 1.3,
h& uma grande concordancia. Todos os pontos estao sobre a curva tedrica em preto
até o referido limite. As diferentes cores correspondem as diferentes velocidades de
injecao enquanto os tamanhos variados dos pontos, sendo cada tamanho também
referente a uma velocidade inicial, buscam expor a posicao concéntrica em que se
encontram. Tal posicao revela a independéncia da velocidade inicial no ganho de
energia cinética como previsto pelo modelo tedrico, mas até o limite de amplitude

anteriormente citado.

0.90 ]
0.80 vy =0.2 —— ]
0.70 Vo =0.3 |
' Vo =0.4
0.60 vg =0.5 —— |
Uf vg =0.6 ——
0.50 vo=02 o
0.40 Vo = 0.3 |
' Vo = 0.4
0.30 Vo = 0.5 . 4
Vo = 0.6
0.20 ]
0.10 | | | | | | |
0.00 0.25 050 075 1.00 1.25 1.50 1.75  2.00

®o

Figura 3.11: Velocidade versus tempo: sistema original em azul, média calculada
por janela movel do sistema original em preto e o modelo teérico em vermelho.
Parametros: ¢y = 0.5, 7 = 0.0025, vp = 0.2 e 0 = 103,

Para enfatizar a comparagao sob outro ponto de vista, a Figura 3.11 mostra
curvas continuas as quais se referem & expressao obtida isolando-se a velocidade

final de ejecao da particula segundo prevista pela expressao (3.111). A expressao se
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exibe em funcao da amplitude ¢, e da velocidade inicial vy. Fizemos

2T
4

Ay = Ta(pg =

1 1 V2T 9
= 2—!— 1 TOY,
\/1— 7 V2 Bl

de onde se obtém .

2
V2r 1
<TUTS@3+ . 2>

0

vi=1- (3.114)

que estabelece uma funcao vy = vs(¢y) para cada velocidade inicial vy fixada.

Os pontos sobrepostos as curvas continuas na Figura 3.11, da forma (v, ¢g), in-
dicam a velocidade final calculada pela simulacao do sistema original (3.27)&(3.28)
para cada uma das cinco escolhas de velocidade inicial em destaque e amplitude
o correspondente ao eixo horizontal. Percebe-se novamente que, até a vizinhanca
de ¢o = 1.3, a previsdo da expressao (3.111) casa muito bem com a simulagdo
do sistema original. Os pontos calculados pela simulagao do sistema original estao

exatamente sobrepostos as curvas tedricas que os correspondem até o limite referido.

As Figuras 3.11 e 3.10 indicam, em geral, que a curva analitica prevista por
(3.111) é valida apenas para menores valores de ¢g. Uma possivel explicacao é
a seguinte. A medida que @, cresce, a velocidade de ejecao aproxima-se mais da
unidade e consequentemente o momentum P assume valores proximos de I'. O
denominador da fungdo geratriz (5.32) torna-se pequeno e, entao, a func¢do passa a
assumir valores maiores. Uma série de aproximagoes baseadas no descarte de altas
poténcias da func¢do geratriz e de suas derivadas que usamos para obter (3.111)
deixam de ser validas a partir dai.

De qualquer maneira, mesmo com a pequena discrepancia observada entre a
previsao da velocidade final segundo o sistema original e a obtida via comportamento
médio segundo o modelo tedrico, a proposta analitica prové uma descri¢ao confiavel
em termos gerais.

Outra observagao, que fizemos anteriormente, acerca das visiveis faixas bem
definidas de velocidades de ejecao exibidas nos mapas de parametros das Figuras
3.4, 3.5 e 3.6 e 3.7 pode ser explicada pela previsao tedrica concentrada na expressao
(3.111).

Uma vez fixada a velocidade de ejecao a qual se esté interessado, para uma
mesma velocidade inicial, o ganho de energia cinética é igualmente fixo (porque

depende, por um lado, unicamente da velocidade inicial e da final). Assim, fixada
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uma escolha de ganho de energia, a expressao (3.111) se comporta tal qual
T = cte (3.115)

onde cte é uma constante que depende linearmente do ganho de energia que foi

fixado.

U():O.4
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0.6
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Figura 3.12: Mapa de parametros do ganho de energia cinética normalizada vs. 7
vs. (po idéntico ao mapa da Figura 3.5, mas com o acréscimo das curvas em branco
que sao previsoes tedricas de (3.111).

A equagao (3.115), notamos, define, para cada escolha de cte, uma curva de nivel
no plano 7 X ¢q. Isolando 7, conseguimos identificar a curva como uma funcao de
o. Tais fungoes sao tragadas na cor branca nos mapas das Figuras 3.12 e 3.13.

Os numeros proximos as curvas na cor branca dos mapas das Figuras 5.5 e 5.6
sao as velocidades de ejecao que fazem corresponder aos valores da constante ¢ em
(3.115). Percebemos que as faixas bem definidas de cores se revelam ser fruto da

relagdo entre 7, @o e o ganho de energia previstos por (3.111).
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Figura 3.13: Mapa de parametros do ganho de energia cinética normalizada vs. T
vs. (o idéntico ao mapa da Figura 3.6, mas com o acréscimo das curvas em branco
que sao previsoes tedricas de (3.111).



Capitulo 4

Aceleracao por pulsos
eletromagnéticos, exclusa a reacao de

radiacao

Neste capitulo investigaremos a dinamica de elétrons sob acao de pacotes de
ondas eletromagnéticas moduladas e de alta frequéncia (pulsos) ignorando a reagao
de radiagao. Mostraremos que, nessas condigoes, quando as velocidades de grupo
dos pacotes sao subluminais, os elétrons podem ser acelerados de forma eficiente, i.e.,
até velocidades muito proximas a velocidade da luz. Mostraremos ainda que todo
o processo pode ser descrito por um formalismo canénico ponderomotivo, como no
capitulo anterior. Simulagoes numéricas sao feitas de modo a validar a abordagem
analitica apresentada e convencer que os métodos canonicos fornecem uma excelente

concordancia.

4.1 Sobre a aceleracao por pulsos eletromagnéticos

O uso de pacotes de ondas eletromagnéticas de alta frequéncia, tanto luminais
quanto subluminais, para acelerar e/ou desacelerar particulas carregadas foi pro-
posto ha alguns anos 65, 66, 67].

No caso luminal, uma vez ignorados efeitos dissipativos, como a Reacao de Ra-
diacdo (RR), nao é possivel que haja aceleracao liquida [68] das particulas. As
capturadas pelo pulso, candidatas a serem aceleradas, sao simplesmente ejetadas
(regime passante).

A aceleracao eficiente pode acontecer no caso subluminal, entretanto. Tudo se

passa como se o pulso curto e de alta intensidade fosse uma barreira transponivel de

o6
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potencial, mével, que colide com a particula-alvo. Como as particulas podem ultra-
passar a velocidade do pulso, tem lugar a aceleracao conservativa. Se a amplitude
do pulso e a velocidade relativa entre o pulso e a particula alvo forem escolhidas
corretamente, as particulas sao espalhadas pelo pulso e aceleradas para altas veloci-
dades (ou desaceleradas para velocidades minimas). Por outro lado, se as condigoes
de espalhamento nao forem atendidas e efeitos dissipativos como a RR forem igno-
rados, as particulas atravessam o pulso e sao ejetadas na outra extremidade sem
aceleracao liquida, de forma semelhante ao caso luminal.

Em muitos casos, pulsos levemente subluminais requerem velocidades de fase
do pulso acima da velocidade da luz, como, por exemplo, em sistemas de guias de
ondas [69]. Isso introduz duas dependéncias de tempo diferentes na dindmica onda-
particula: a associada ao movimento do pulso e a associada ao comportamento de
alta frequéncia da fase dele. A largura do pulso é, em geral, muito maior que o
comprimento de onda e, desse modo, a amplitude do pulso pode ser vista como de
lenta modulagao.

Aproximagoes ponderomotivas via tomada de médias fornecem a ferramenta
apropriada para lidar com tais dindmicas de duas escalas de tempo. Tém sido
usadas na investigagao de pulsos linear ou circularmente polarizados [67, 74, 75, 76,
77, 78, 79]. A abordagem ponderomotiva usual, baseada na média das equagoes
dindmicas no tempo, permite identificar como os parametros de controle relevantes
se correlacionam com os varios regimes dinamicos onda-particula. Em particular, a
relacao explicita entre a amplitude e a velocidade do pulso pode ser encontrada para
localizar, estabelecer um critério de decisao acerca da, transicao entre os regimes de
aceleragao ou reflexao e o passante. Estimativas do intervalo de tempo em que a
particula permanece sob a influéncia do pulso, tao crucial para esses propositos |80,
81, 82|, puderam ser obtidas a partir de uma abordagem ponderomotiva modificada
da usual.

A abordagem ponderomotiva pode ser escrita em termos de um formalismo cano-
nico préoprio. No caso eletromagnético, para ondas de alta frequéncia movendo-se a
velocidade da luz, o Hamiltoniano ponderomotivo unidimensional é simplesmente o
Hamiltoniano original com o momento e o termo dependente do campo substituidos
por suas médias de tempo rapido [73, 74|, como iremos reexaminar no Capitulo.
No nosso caso, entretanto, nem a velocidade de grupo nem a velocidade de fase
coincidem com c¢; a primeiro é menor e a ultimo é maior. Portanto, é preciso es-
tender o formalismo original, uma extensao que trara alguns novos termos e efeitos

observaveis para o formalismo hamiltoniano ponderomotivo correspondente.
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4.1.1 O modelo de potencial vetor circularmente polarizado

O presente capitulo investiga a dindmica unidimensional de uma particula posta
a viajar ao longo do eixo x e a interagir com um potencial vetor transversal e

circularmente polarizado dado por

(z—vg t)2

A = Age” o2 (y sinf + zcosh), (4.1)

onde Ay é a amplitude méxima de potencial, o é o comprimento tipico do pacote,
v, a velocidade de grupo da onda e § = kx — wt, sendo k o vetor de onda (valendo
ko >> 1 para garantir a modulagao lenta) e w a frequéncia.

Estabelecido o modelo de potencial, o hamiltoniano relativistico e as equacoes

de movimento que regem a dinadmica do sistema sao, portanto,

9 _ 2(z— ’Ugt)2

mrc 14 p + A ) (42)
p
4.3
\/1 +p? 4 AZe _HaugH? 3
p?
¢ ( )?
_2 z—vgt

2A2 (x —vgt)e” o2 (4.4)

_ 2(z— Ug )2

\/1+p 2+ AZe 2

sendo p o momento canonico conjugado a coordenada x. Aqui, indicando por m e
q, respectivamente, a massa e carga da particula, todas as variaveis foram adimen-
sionalizadas: kx — x, ko — o, ket — t, p/mc = p, Heire/mc* = Heige, V)¢ — vy,
e qAg/mc® — A.

A parcela de potencial presente no hamiltoniano (4.2) ja é a do ponderomotivo
efetivo e, assim, ele esta pronto para ser usado em um estudo analitico do movimento.
A dependéncia especial em x e t torna o sistema integravel, o que nos permitiré
conectar analiticamente as condigoes iniciais da particula-alvo com o seu destino, se
passante ou acelerado, por meio de uma constante de movimento.

Primeiramente, notemos que, imediatamente de (4.2),

aHger M 4/U chzer
g = Age 029 (x —v4t) = —v,—== pr (4.5)

O resultado sugere a criacao da fungao

Kcirc(xapa t) = Hcirc — Ygp (46)
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que, tomando sua derivada total em relacao ao tempo, vem

chirc - dHcirc dp

dt @ ar

donde, pelas equagdes de hamilton e usando, entao, (4.5),

chirc o dHcirc dp

a dt  at
o chirc chirc
~ ot Y o
1 chZirc 8H§irc
= ()
2Hcirc ot g ox
= 0.

Assim, (4.6) é uma constante de movimento. Podemos usa-la para investigar o
destino da particula, como intentamos, mediante uma escolha de condic¢oes iniciais,
como posi¢ao xy e momento (velocidade, afinal) pg iniciais.

A ideia é posicionar a particula longe da origem por algumas unidades de o, por
exemplo, e observar o que lhe acontece depois que o pulso a atinge. Estamos inte-
ressados, ¢ claro, em conectar imediatamente dois instantes relativamente opostos
da dindmica: quando a particula e o pulso estao muito distantes um do outro, mas
antes e depois da interacao, ao estilo de uma colisao.

Tomando como z¢ e py, respectivamente, a posi¢ao e momentum apés um longo

tempo t; depois da interacao, pela conservagao, segue

Kcirc(x07p070) = KCirC(xf7pf7tf) = ngo + \/ 1 +pg = _ngf + \/ 1 +p?‘ (47)

Pudemos desprezar a contribuicao de energia potencial em ambos os instantes, re-

pare, porque ora a particula estd muito longe da origem e ora o tempo de dinamica
. . _ 2(z—vg t)2
é muito longo, i.e., e o2~ — (0 em ambos o0s casos.

A equagdo (4.7) tem duas solugoes:

P = Po (4.8)
2054/14+p3 — (1+ U;)po
ou py = T . (4.9)
9

A solugao (4.8) representa tanto a situagdo em que a onda nao alcanga a particula

quanto o regime passante. Ja a solucao (4.9) prevé o caso em que a onda atinge
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a particula em dado instante e, com amplitude de potencial suficiente, consegue
modificar sua energia cinética.

A situacao que nos interessa é a segunda, acrescentando que a particula seja
eficientemente acelerada, i.e., que a modificacao na sua energia cinética, apos cessar
sua interac@o com a onda, seja de largo ganho. Fixando v, menor do que 1 (obvia-
mente) e olhando a solug¢ao (4.9) como uma funcdo de pg, é possivel conseguir uma
condicao necessaria para que isso possa acontecer.

Tal funcao é continua e estritamente decrescente. De fato,

2
2 _ _bPo _ _Po__
’Ug 2vgm +1 <'U9 /1+p(2)) “0

Ops 1 20,0 9
= —(1+v;)| =— < —
Opo  1—=v] | /T+13 g 1—v? 1—v?

uma vez que

2 2
vy, <l = v, <1 = 1-v;>0

Po
1+p2

< 1 implicar diretamente em

1> (—22)? = 02— 200, + 1> 02 — 2ug0, + (—22=)? = (v, — =)

\/ 1+p2 V1403

Assim, py como funcao de py tem um ponto fixo, a saber, pj = \/11)9_2 De fato,
-

2
2%\/1+( fivé) B v =R
_ g

* *

ps(po = pg) = T e

Se ajustarmos, entao, a velocidade inicial da particula de modo que py < p, sendo

decrescente o momentum final como funcgao de py,

po<py = pr>psPo) =po>Po = Pr>po
indicando aceleracao. Caso contrario,

po>py = Pr<psPo) =po <pPo = Pr<po

hé desaceleracao. Uma condigao necessaria para que possa haver a aceleracao que
nos interessa, portanto, é que a velocidade inicial da particula seja tal que seu

momento inicial ¢ menor do que pj.
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Olhando agora (4.9) como fungao de v,, para p, fixo, temos

Ops _ 2\ 1+p(2)(1—2vv +02) >0
dvg (1 —02)? 0% T

donde quanto mais proximo de 1 estiver v, mais eficientemente acelerada sera a
particula. Mas a condicao suficiente para a aceleragao eficiente, uma vez garantido
que é possivel havé-la, se relaciona, na verdade, com a amplitude maxima Ay de
potencial .

Podemos procurar um valor minimo dela para que, quando a particula for atin-
gida pelo maximo de potencial da onda, acontega a aceleracao eficiente. Para tanto,
é suficiente impor que no instante de encontro da particula com o maximo de po-
tencial, ou seja, em t* tal que z(t*) — v, t* = 0, ela esteja, localmente, em fase com
a onda, i.e., com momento p* tal que sua velocidade seja ©(t*) = v,,.

Tal imposi¢ao, mediada pela conservacao de (4.6), é simples de ser feita. Supondo
que inicialmente a particula esta em repouso, i.e., pg = 0 (0 que é menor do que pf)

e muito longe da origem (xy >> 0), temos

Kcirc(x()? 07 O) = KCirC(x(t*)ap*7 t*> = 1= _ng* + \/1 +p*2 + A(z),min : (410)

e também, de (4.3),

*

v, = P . (4.11)
\/1 + p*Q + Ag,min

Resolvendo o sistema (4.10)&(4.11) para p*, temos

*

* p * g
1=—v +— = =
gP Vg p 1—w

v

2
g

donde, substituindo este valor em, por exemplo, (4.11), segue

1 —? 1 — o2 V2 1
Ag,min:< 29>p*2_1:( 29) 922_1: 2_]-
v v (1—22) 1 —v?

g g

donde a amplitude méxima de potencial minima para que haja aceleragao eficiente

da particula é, portanto,
Yg

1/1—@3'

Qualquer amplitude maior do que (4.12) acelerara a particula, mas amplitudes me-

AO,min = (412)

nores permitirao que a particula atravesse a onda terminando sem ganho de energia.
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A amplitude minima calculada também pode ser vista como um limiar, um valor
critico que distingue entre os regimes passante e acelerado. Por essa razao, defi-
niremos como amplitude critica a minima necessaria e suficiente para que haja
aceleragao eficiente.

Uma onda, por exemplo, viajando a 90% da velocidade da luz, i.e., v, = 0.9,
poderé acelerar particulas desde que sua amplitude maxima de potencial seja de,
aproximadamente,

0.9
Agmin = ————= ~ 2.0647.

v1-09?
A Figura 4.1 ilustra o caso. Considerando o = 100 (escolha que satisfaz a condigao
de modulagao lenta e é coerente com o valor observado nos pulsos de laser atuais
[70]) e v, = 0.9, integramos numericamente as equagoes de movimento (4.3) e (4.4)
para particulas com condicoes iniciais oy = 60 e py = 0 em dois casos: para uma
onda com Ay = 2.065 (a curva ciano solida) e para outra com Ay = 2.064 (a curva

marrom trago-pontilhada). Vemos que ambas as curvas se comportam de acordo

1.0
0.5 —
o ] -
~ i L
> i L
0.0 —
| m— Ay =2.065 i
1 —-= Ap=2.064 i
—0.5 —T —T— ‘
0 2000 4000 6000

t

Figura 4.1: Velocidade versus tempo. Duas curvas representando o regime passante
(Ap = 2.064, curva trago-pontilhada em marrom) e regime acelerado (Ay = 2.065,
curva solida em ciano) para v, = 0.9.

com o esperado: particulas sdo aceleradas para o maior valor de Ay, mas acabam
com velocidade nula para o menor valor.

Além disso, segundo a previsao de (4.9), o momentum terminal da particula
2v,

— 2
1vg

inicialmente em repouso é py = donde sua velocidade terminal, portanto, de

(4.3), é
pf 2’Ug

Uf: = .
,/l—i-pfe 1+ 0]
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Usando v, = 0.9, a previsao ¢ de, aproximadamente,

2-09

= — ~(0.994475.
vy 109 0.994475

A velocidade assintotica final associada & curva ciano na Figura 4.1 mostra, aproxi-

madamente, vy = 0.994475, o que coincide com o valor previsto.

De modo geral, a formulagao canoénica integravel associada a pulsos de ondas
eletromagnéticas circularmente polarizadas descreve com precisao simples e direta-

mente as caracteristicas criticas do sistema.

4.1.2 O modelo de potencial vetor linearmente polarizado

Passemos, entao, ao caso da polarizacao linear. Veremos que a abordagem pon-
deromotiva canonica desempenha um papel crucial, pois é capaz de prever resultados
que a abordagem ponderomotiva usual nao é.

A particula que viaja ao longo do eixo x serd agora posta a interagir com um

potencial vetor da forma

(z—vg t)2

Ayn =V2Age o2 sinfy, (4.13)

cujas variaveis sao idénticas ao do caso circularmente polarizado. Introduzimos
um fator v/2 na amplitude méxima a titulo de futura comparacio entre os casos.
O hamiltoniano e as equagdes de movimento para a particula que interage com o

potencial (4.13) sao

2(z—vg t)2
Hy, = \/1 +p2+ A2em 2 (1 —cos206), (4.14)
= f_ = (4.15)
\/1 +p2+ A2 2 (1 — cos26)
e
A2 _2(z—v2gt)2 [2 ( t)(l 29) + . 29}
e o S(x—v — cos sin

p=-" o’ ) . (4.16)

2(z—vg )2

\/1 +p2 4+ Age” 2 (1 —cos20)

Estamos interessados novamente em calcular a amplitude maxima de potencial

critica que separa os regimes passante e acelerado. Aqui, em comparacao ao caso
circularmente polarizado, o processo é mais dificil. O hamiltoniano do potencial

linearmente polarizado tem duas escalas de tempo envolvidas: uma lenta, presente
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na modulagdo do potencial, e uma rapida, que tem lugar na fase 6(z,t) = = —
vet. A combinagao diferente entre as varidveis x e ¢t em cada escala impossibilita
a integrabilidade e, por isso, nao podemos tratar do presente caso como fizemos
anteriormente.

A estratégia, entdo, dado o sucesso de ocasides semelhantes anteriores [5], é
buscar uma versao integravel do hamiltoniano (4.14) através de uma transformagao
candnica que elimine a dependéncia na fase rapida |71, 72|. Fazendo isso poderemos,
como anteriormente, estudar a amplitude de potencial critica que divida os regimes
passante e acelerado.

Usualmente, a dependéncia na fase rapida é simplesmente ignorada e toma-se

_ _ __ 2(F—vg t)?
Hy=1\/1+D*+ A2, com A2= Ale” ) , (4.17)

como versao média do hamiltoniano [74]. Aqui, P e T sao, respectivamente, o momen-
tum e posicao médias. Este caso coincide identicamente com o modelo circularmente
polarizado. Também coincide com o linearmente polarizado, mas somente quando
vy = vy = 1, 0 caso luminal [73]. Como estamos lidando com e interessados em
ondas superluminais (vs > 1), espera-se que a forma final do hamiltoniano médio

seja diferente.

4.2 Aproximacgao ponderomotiva para o caso do po-

tencial vetor linearmente polarizado

Tomando como X e P as versoes médias, respectivamente, da posi¢cao e momen-
tum da particula (ou como a posi¢ao e momentum do seu centro-guia), a fungao
geradora

F(z,P,t)=x P+ f(x, P,t) (4.18)

define uma transformagao candnica. Construiremos a fungao f = f(x, P,t) de modo
que a versao média do hamiltoniano, o transformado (X, P, t), seja livre da depen-
déncia na escala rapida de tempo e integravel.

Da funcao geradora, as equagoes de transformagao sao

_p_ 9
p=P+ (4.19)
X ooy (4.20)

a_Pa
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of
K= Hu, + —. 4.21
lin T BN ( )
Buscaremos f de modo que o hamiltoniano transformado tenha a forma
2(X —vgt)?
K(X,P,t) = \/1+P2+Age* 2 4 h(X,Pt), (4.22)

onde a parcela h(X, P, t) inclui & dindmica os efeitos caso vy > 1, ou seja, representa
a correcao da forma usualmente tratada.
Levando as equagoes (4.19), (4.20) e (4.21) em (4.22), temos

2 2
\/1+(P+?> —l—A%e_( A (1 — cos 26)
T

of _
ot

2(X —vgt)?

\/1 + P2+ Ale” 2 +Rh(X,P1t), (4.23)

+

donde, elevando ambos membros ao quadrado e efetuando alguns cancelamentos,

of of  (of\* [of\?
U+ 2P = (E) _(a_x> +

(zf'u‘qt)2
A2 o520+ (X, P 1), (4.24)

Definindo a funcao f tal que

of af 9 (v D)2 02
KL 1 o2P2L — A2 o(F2@—vg1)7/07) (g9 4.2
K@t + o o€ cos 20, (4.25)

0 que cumpre o seu papel, i.e., absorve a parcela que contém os temos de variagao

rapida, podemos calcular a corre¢cao que buscamos por

e =—((3)-(5)) (126

A notagao (-), significa a média para um ciclo de variagao na escala rapida: para
uma fungdo genérica f, (f), = (2m)~* § f(0)db.
Podemos simplificar (4.25) tomando X no produto com % por K~ K(h=0) =

I e também, ja que f depende da fase rapida, escolher que

of of
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Assim, calculamos
—2(z—vg t)2

of  Aje 2

E = 2(1_‘_—% COS 20 (428)

donde, levando em (4.26),

1
h(X,p,t):_( _><< >
Ys
1\ / Ade— ="
= — —2> < 0¢ 2 CoS 28>
v ) \4(' = P/uy) )
! A —4(X vgz)2
= — - — <cos 20>‘9
vy 4(F P/v
—4(X— vqt)
_ Age ™ =
”2 8(I'= Pfuy)”

j& que é suficiente supor que a média atua na modulacao lenta do potencial apenas

fazendo troca x — X e a média do cos® 26 é 7

A versao, portanto, média integravel do hamiltoniano (4.14) é

A4e 4(Xo2vgt)
K(X,Pt)=4|T?— (03 —1) —, (4.29)
8 (vyI' — P)
onde
2(X — vg )2
[ =1+P+ A 2 (4.30)

Notamos que, caso vg = 1, o hamiltoniano obtido se confunde com o usual (4.17).
Mas caso contrario, se v, > 1 (que é o tnico outro possivel, ja que vyv, = 1 e v, < 1),
a correcao diminui o valor maximo do potencial ponderomotivo efetivo. Com isso,
espera-se observar um aumento na amplitude de potencial critica em relagao ao
resultado (4.12) anterior.

As equacoes de movimento que regem a dindmica do centro-guia da particula

Sao

—4(X—vgt)?
. P (—DAle  (u,P
X = — —1 4.31
KT 8ur—ppKE  \T (4:31)
‘ oK
P=—— (4.32)

0X
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4.2.1 Estudo analitico da aproximagao ponderomotiva
A versao ponderomotiva (4.29) do hamiltoniano original (4.14) representa um
sistema integravel: a quantidade
Kin(X, P,t) = K(X, P,t) — v, P (4.33)

De fato, semelhantemente ao argumentado no caso

¢ constante de movimento.
circularmente polarizado, diretamente de (4.30), temos

or N or 0
ar " ax T
Como
oh A(2)(1 - U;) 2(X—vgt)? 2(X—vgt)? or
o = o |0l = PPge 7 —e 20l - P
8t 8(’U¢]__‘ — P)4 |:(U¢ ) ate € (/Ud) )at:|
oh A(2)(1 - U;) _2(X—vgt)? _ 2(X—vgt)? or
W = St |08 = PPude Y - aar — Py I
2 —’Ugf2 2 —vgt2
e %e,% +v,2e” o 0, entao
8h+ oh AS(1 —v3) M (9F+ or 0
ot " 9xX T a(w,r —Pp- T o Yax| T
Portanto,
thn d’C
— P
a dat
e, o
Tk | ot T ox
1 [0 Oh or  oh
= 2 — + — NM— + —
Kk |7 o T o +“g( X ax)]
_ 1l or O\ . (on . Ok
Tk [T \at T Yax ot oX
=0

donde segue o resultado.
Em maos de (4.33), podemos voltar nossa aten¢do a amplitude de potencial
critica para o presente caso. Ela pode ser identificada impondo, mais uma vez, que
Y

quando encontrar o maximo de potencial, em ¢* tal que X (t*) —v,t* = 0, a particula
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esteja, localmente, com a velocidade da onda: X (t*) = v,

Colocando a particula inicialmente em repouso (X (0) = 0) e muito distante da
2(X(0)—vg-0)?

origem — de modo que e~ o? ~ 0 implica em P(0) = 0 segundo (4.31) —
podemos conectar o instante inicial com o instante ¢ = t* por meio da conservacao

de (4.33):

<U<2]§ - 1>Aé min
min_ (4.34)
8(vsv/1 + P2 — P)

Aqui, P = P(t*). Adicionalmente, impondo que em t = t* a velocidade da particula

1:—ng+\/1+P2+Agvmin—

seja v, temos, de (4.31),

(v3—1)Ag ve P
P+ som—py (d’T - 1)

1+P2+A2 o (Ug_l)Aé,min
O 8 (/T + P2 — P)

(4.35)

’Ug:

As equagoes (4.34) e (4.35) formam um sistema de duas equagoes cujas incog-
nitas sao P(t*) € Agmin. Resolvendo-o, teremos a amplitude critica desejada. Em
comparagao ao sistema (4.10)&(4.11), notamos, no sistema (4.34)&(4.35) ha a inclu-
sao de termos de ordem 4 na amplitude critica. Assim, esperamos que a amplitude

critica do caso linearmente polarizado, em comparagao ao circular (4.12), seja algo
v
g

\/l—vg

sentido, pequena) correcao.

do tipo Ay minlin = + €(vy), com e(v,) uma (provavelmente, em algum

Uma solugao analitica nao é interessante nesse caso, devido a relagao algébrica

intricada. Abordaremos, portanto, a sua solu¢do numericamente.

4.2.2 Analise numérica da aproximacao ponderomotiva

Mas antes, estudemos como a aproximacao ponderomotiva deduzida se comporta
em geral. A Figura 4.2 traz uma comparacao dos resultados numeéricos entre trés
sistemas: o sistema regido pelo hamiltoniano (4.14), o qual chamaremos de sistema
completo; o ponderomotivo usual, o qual chamaremos de incorreto, regido pelo
hamiltoniano (4.17), e o sistema ponderomotivo deduzido hé pouco, o qual chamare-
mos de ponderomotivo corrigido. Nos quadros, o grafico de velocidade versus tempo
de cada sistema é representado por uma cor e traco: preto sélido para o sistema
completo, azul pontilhado para o ponderomotivo incorreto e vermelho tracejado para
o ponderomotivo corrigido.

A particula foi posta inicialmente em repouso na posicao ry = 60 para todas
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Figura 4.2: Evolucao da concordancia entre a aproximacao ponderomotiva e o sis-
tema completo representada por graficos de velocidade versus tempo para a particula
inicialmente em repouso. Consideramos v, = 0,9 e 0 = 100 em todos os casos, jun-
tamente com Ay = 1.0 no quadro (a), Ag = 1.9 no quadro (b) e Ay = 2.064 no
quadro (c). As simulagoes dos sistema completo sdo representadas pela linha preta
solida. A linha vermelha tracejada representa a solucao numérica do modelo pon-
deromotivo corrigido desenvolvido no presente capitulo. O modelo ponderomotivo
usual nao corrigido é representado pela linha azul pontilhada.

as simulacoes exibidas na Figura 4.2. Os parametros o 100 e v, = 0.9 foram

mantidos em todos os quadros, exceto a amplitude de potencial, a qual foi usada
Ay = 1.0 no quadro (a), Ap = 1.9 no quadro (b) e Ay = 2.064 no quadro (c).

Percebe-se do quadro (a) que, para valores baixos da amplitude de potencial, os

sistemas ponderomotivo incorreto e corrigido concordam muito bem entre si — o que
era esperado dado que a corregao h(X, P,t) depende da poténcia 4 da amplitude de
potencial, o que a torna menos significativa nesse caso — e com o sistema completo.
A medida que aumentamos a amplitude de potencial, quadro (b), notamos uma dife-
renca significativa entre os sistemas ponderomotivo incorreto e corrigido: o corrigido
concorda melhor com o sistema completo. E tal concordancia se estende até mesmo

para valores maiores da amplitude de potencial, mais proximos do critico (circular),
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como mostra o quadro (c¢). Nessa caso, o sistema ponderomotivo incorreto exibe um
comportamento drasticamente divergente do sistema completo.

Tais comparagoes, como mostrado na Figura 4.3, permanecem idénticas mesmo
para pulsos mais curtos (quadro(a)) como para mais longos (quadro (b)), a excegao
da escala de tempo das interagoes. Isso mostra que a correcao do modelo ponderomo-
tivo proposta aqui, embora formalmente construida para pulsos de alta frequéncia,
concorda, portanto, com o sistema completo, na pratica, para uma ampla faixa de

comprimentos tipicos do envelope de onda.

1 O ] 1 1 1 1 I 1 1 1 1 T 1.0 ] 1 1 1 I 1 1 1 T
0.5 | - 0.5 P b
O - oo . | "
~ § I 1 | L
> ] | L = ] \ T L
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Figura 4.3: Evolucao da concordancia entre as solugoes numéricas dos graficos de
velocidade versus tempo para uma particula inicialmente estacionéaria. Considerou-
se v, = 0.9 e Ay = 2.064 em ambos quadros, com ¢ = 4 no quadro (a) e ¢ = 1000 no
quadro (b). A simulagdo do sistema completo esta exibida pelo trago preto solido,
enquanto o traco vermelho tracejado representa o sistema ponderomotivo corrigido
e o azul pontilhado o sistema ponderomotivo incorreto. Para diferentes escalas, o’s
muito diferentes, a concordancia do modelo ponderomotivo corrigido com o sistema
completo é mais satisfatéria do que com o sistema ponderomotivo incorreto.

As Figuras 4.2 e 4.3 mostram mais: a aproximagao ponderomotiva corrigida
prevé com mais acuracia o tempo médio durante o qual a particula interage
com a onda, o qual depende da amplitude de potencial. A importancia, em geral,
dos efeitos da Reacao de Radiacao ¢ medida, justamente, por esse tempo, o de
aplicacao da forga externa. A previsao acurada deste dado, pensando na inclusao
futura dos efeitos da Reacao de Radiacao & dinamica da particula, é absolutamente
relevante.

A importancia do tempo médio de interagao exige um estudo. Chamando tal
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tempo de (t), podemos deduzir que

2 o0 (x(t)—vgt)?
<t> = ﬁ/ e o2 dt, (436)
0

onde os valores de z(t) devem vir das simulagoes numéricas, i.e., sdo as sucessivas
posigoes da particula durante a dindmica. O limite superior infinito, a rigor, repre-
senta um tempo suficientemente longo para o qual a particula adquiri velocidade
constante, e assim permanece, ap6s a interagdo com a onda.

Como os valores de x(t) devem ser obtidos via as simulag¢oes numéricas, adicio-
nando (t) como uma espécie de nova variavel as simulagoes, pudemos calcula-lo para
diferentes valores da amplitude de potencial no sistema completo, no ponderomo-
tivo incorreto e no ponderomotivo corrigido. Um resultado obtido nas simulacoes é

mostrado na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Tempo médio de interacao versus Ay para as simulagoes dos sistema
completo (linha preta solida), ponderomotivo corrigido (linha vermelha tracejada) e
ponderomotivo incorreto (linha azul pontilhada). Considerou-se v, = 0.9 e o = 100
nas trés simulagoes.

Na Figura 4.4, a curva em vermelho tracejado representa o tempo médio de
interacao da onda com a particula segundo a previsao do sistema ponderomotivo
corrigido para diferentes valores da amplitude méaxima de potencial. A curva em azul
pontilhada representa o mesmo tempo, mas previsto pelo sistema ponderomotivo
incorreto. Os ponto em preto sao valores do tempo médio de interacao previstos
pelo sistema completo. Vemos que, enquanto a previsao do sistema ponderomotivo
corrigido concorda muito bem com a do sistema completo, a previsao do sistema
ponderomotivo incorreto é divergente a medida que a amplitude cresce em direcao

a critica.
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Figura 4.5: Tempo médio de interacao versus Ay para as simulagoes dos sistema
completo (linha preta solida), ponderomotivo corrigido (linha vermelha tracejada) e
ponderomotivo incorreto (linha azul pontilhada). Considerou-se v, = 0.9 e o = 100
nas trés simulagoes. Usou-se para o quadro (a) v, = 0.9 e vy = 0.6, para o (b)
vy = 0.99 e vy = 0; enquanto que para o (c¢) v, = 0.99 e vy = 0.6.

A boa previsao do tempo médio de interagao pelo sistema ponderomotivo corri-
gido se mantém mesmo para diferentes velocidades iniciais e de grupo, como mostra
a Figura 4.5. Exibimos no quadro (a) a comparagao entre as previsoes dos sistemas
para a onda com v, = 0.9 e particula com velocidade inicial vy = 0.6. O intervalo de
valores de amplitude méxima de potencial foi escolhido diferente porque, para velo-
cidade inicial diferente de zero, a amplitude de potencial critica (4.12) se modifica

para
[vg — vol

Ja -1 -a)

Para obté-lo, basta refazer a conta que fizemos para obter (4.12) mas com um

A(Lmin,circ(UO 7£ O) = (437)

momento inicial py equivalente a vy # 0.! Aplicando v, = 0.9 e vg = 0.6 em (4.37)
temos AO,min,Circ =~ (.860.

No quadro (b) da Figura 4.5 exibimos as diferentes previsdes do tempo médio

!Note que, caso vy = 0, recuperamos (4.12).
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de interacao para a particula inicialmente em repouso, mas com a onda viajando a
vy = 0.99. Mas uma vez, a previsao do sistema ponderomotivo completo casa muito
satisfatoriamente com a do sistema completo, ao contrario do sistema ponderomotivo
incorreto, que diverge & medida que a amplitude de potencial se aproxima da critica.?
A mesma eficacia é observada no quadro (c), onde os parametros foram ajustados
para v, = 0.99 e vg = 0.6. Nesse caso, a amplitude critica ¢ aproximadamente
3.456.3

Como peniltima observacao, notemos que a amplitude critica para vy > 0 é
sempre menor do que para a particula inicialmente em repouso. De fato, olhando

(4.37) como funcao, para v, fixo, de vy, temos

aA07min . 1-— VoUyg Vg — Vo

Ovo \/(1—03)(1—1;;) |vg — vo|’

donde, caso vy < vy, — 0 que sempre deve acontecer para que a onda encontre a
particula afinal —, a funcdo Agmin € decrescente (1 — vov, > 0 pois v9 < 1 e vy, < 1)
e, portanto, Agmin(vo > 0) < Agmin(vo = 0).

E como ultima observacao, note que, caso —1 < vy < 0, i.e., caso a particula
inicialmente esteja se movendo ao encontro da onda, os resultados obtidos sobre o

tempo médio de contato valem igualmente [82].

Voltemos & atencao a amplitude critica para o presente sistema linearmente
polarizado. Como mencionado anteriormente, a solucao do sistema de equagoes
(4.34)&(4.35) calcula a amplitude critica do sistema linearmente polarizado segundo
a previsao do sistema ponderomotivo corrigido. Podemos resolvé-lo numericamente
para um intervalo de valores de v, e comparar suas solucoes com a predi¢ao do
sistema completo.

A predicao do sistema completo, por sua vez, pode ser calculada por "tentativa
e erro". Explico. Dada uma velocidade v, simulamos a evolugao da velocidade da
particula para um dado Ay. Se a particula caiu no regime acelerado, sabemos que
a amplitude critica é menor do que ou igual ao valor escolhido. Caso contrério, é
maior. Se no regime acelerado, diminuimos ligeiramente a amplitude e refazemos
a simulacao. Caso contréario, refazemos a simulacao aumentando ligeiramente a

amplitude. Iterando este processo, podemos calcular a amplitude critica segundo a

2Para vy = 0.99 e v9 = 0.0, a amplitude critica é aproximadamente 7.018.

3Vale lembrar que podemos usar a amplitude critica do sistema circularmente polarizado para
estabelecer a do linearmente polarizado porque, para esse, a amplitude critica é ligeiramente (em
algum sentido) maior do que aquela.
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Figura 4.6: Amplitude critica como funcao de v, para as simulacoes do sistema
completo (pontos em preto), ponderomotivo corrigido (linha vermelha tracejada) e
ponderomotivo incorreto (linha azul pontilhada).

previsao do sistema completo com a precisao méaxima suportada pelo computador
que usamos. Tais dados sao exibidos na Figura 4.6.

Na Figura 4.6, a curva em vermelho tracejado exibe as solugoes do sistema
(4.34)&(4.35), i.e., é a predicao da amplitude critica para diferentes valores de v,
do sistema ponderomotivo corrigido. Os pontos em preto representam a amplitude
critica prevista pelo sistema completo. Ja a curva em azul pontilhada exibe a predi-
¢ao de amplitude critica segundo o sistema ponderomotivo incorreto. Para obté-la,
resolvemos numericamente um sistema semelhante ao (4.34)&(4.35), mas trocando
o hamiltoniano ponderomotivo correto, o deduzido da aproximagao ponderomotiva,
pelo incorreto segundo (4.17). Mais uma vez o sistema ponderomotivo corrigido que
deduzimos mostra melhor concordancia com o sistema completo. E nossa conjectura
se verifica para o intervalo de v, exibido: a amplitude critica para o caso linearmente
polarizado é proxima (em algum sentido) da amplitude critica do caso circularmente

polarizado.



Capitulo 5

Consideracoes finais e perspectivas

futuras

5.1 Modelo de aceleragao por pulsos eletromagné-

ticos incluso a reacao de radiacao

Inspirados no bom resultado que tivemos no Capitulo 3, o da inclusao da forca de
reacao de radiagao ao formalismo canénica para a onda eletrostatica, o seguimento
natural do trabalho apresentado no Capitulo 4 é estudar uma possivel adaptagao do
procedimento de inclusao de modo a contemplar a caso eletromagnético linearmente

polarizado. As equagoes transformadas incluindo a reacao de radiagao serao

P:_ﬁalil(i“+< ! > (5.1)
L+ gpox
e
. 9K < g 82f>
X = + 5 . (5.2)
or 1+ % oP?
onde f = f(z, P,t) é a fungao geratriz, tal qual definida em (4.28), e
. of of

¢é o ingrediente da for¢a de reacao de radiacao, a forca nao conservativa que inclui os
efeitos da RR a dinamica. O procedimento, percebemos, é simples de ser adaptado:
basta identificar a forca de RR para o caso eletromagnético de potencial linearmente

polarizado e repetir o procedimento proposto no Capitulo 3.

I6)
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Para o caso eletromagnético, a forca g,. ¢ identificada da mesma maneira que

fizemos para o caso eletrostatico: através da equacao (devidamente normalizada)

%:FL—FT %—ﬁ{ﬁx@xﬂ)} , (5.4)
onde F 1, € a forca de Lorentz. O fator que aparece multiplicando o parametro 7 é,
justamente, o que pretende considerar como a forga g,..

Pretende-se, assim, no futuro, oferecer um modelo que leva em consideracao a
reacao de radiagdo na interacao em particulas carregadas e pulsos de ondas ele-
tromagnéticas de modo a estudar a otimizacao dos parametros caracteristicos dos
sistema para extrair o méaximo possivel de energia das ondas e transformé-la em
energia cinética das particulas.

Da superposi¢ao do campo de um laser com o de um equipamento wiggler es-
pacialmente modulado, uma vez considerados os efeitos de radiacao, facilmente se
obtém grandes valores do parametro 7, tornando os efeitos da reagao de radiacao

mais proeminentes. [6]

5.2 Conclusao

Propos-se um formalismo hamiltoniano modificado que foi capaz de descrever
o comportamento médio da dinamica de particulas aceleradas tanto por campos
eletrostaticos, incluindo os possiveis efeitos da Reacao de Radiacao, quanto por
pulsos eletromagnéticos.

Os resultados e previsdes dos modelos tedricos obtidos pela proposta concordam
satisfatoriamente com as simulagoes do sistema original e mostram explicitamente
como os efeitos da reacao a radiacao podem, substancialmente, colaborar para com
o processo de aceleragao das particulas.

Entendemos que a medida que os méximos e minimos dos campos viajam em
alta frequéncia pela particula, a forca de reagao a radiacao tende a arrastéa-la e
aceleré-la de modo a reduzir a velocidade relativa entre a onda e ela. Quanto mais
longa for a onda, tao mais eficaz se mostra a aceleragao, um recurso descrito pela
forma assimétrica do potencial efetivo obtido no Capitulo 3.

Algumas questoes nao tratadas pela presente analise ficam para uma discussao
futura. Uma delas diz respeito a velocidades de fase maiores do que a velocidade

da luz no vacuo, as chamadas velocidades superluminais. A aceleragao seria mais
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efetiva ou menos efetiva se levarmos a velocidade de fase para niveis mais altos?

O futuro do trabalho se concentraréd também na investigacao dos efeitos da re-
acao de radiacao em sistemas eletromagnéticos. A mesma fisica subjacente dos
potenciais ponderomotivos manifestados pelo sistema eletrostatico pode ser obtida
com a consideracao de um arranjo de ondas eletromagnéticas. Pretende-se estudar
em mais detalhes esta fenomenologia.

Por fim, como visto nos resultados, a introducao da reacao de radiacao pode
mudar drasticamente a dindmica da particula de muitas maneiras, o que nao deve,
na intencao de estabelecer uma descrigao acurada do seu movimento, ser ignorado

para este tipo de sistema.
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Apéndice A

Mostra-se neste apéndice o seguinte resultado. Sejam f,,,, : R — [—1, 1] definidas

por
2

frn(x) = cos™(z) sin™(z) e Ly, = fon () dx,
0

onde m e n sao numeros naturais. Se m ou n é impar, entao
L, = 0. (A.1)

Primeiramente, notemos que a funcao f,,, € periédica. De fato, dado k € Z,

temos

frn(z + 2km) = cos™(x + 2km) sin”(x + 2km)
= (cos(x + 2km))" (sin(z + 2km))"
= (cos(x))"™ (sin(z))"
= fan(@). (A.2)

O restante da demonstracao sera separada em dois casos. Comecemos analisando o
caso onde n é fmpar.
Sendo assim, como a fungao seno é uma funcao impar, vale que sin”(x) também o
é. Acontece, portanto, de a fungao f,,, ser impar visto que é o produto de fungoes de
diferentes paridades (a funcao cos™(z) é par para qualquer m inteiro ndo negativo).
Por ser impar, vale para f,,, que
2

Jmn(z) dz = 0.

—27
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Agora, separando o intervalo, vem

0= ’ fon () d + 7 fon(x) dx

—27 0

donde, fazendo a mudanca de variaveis x = u — 27 na primeira integral, obtemos

0= /O27r frn(u — 27) du + /027r fon(z) dx

que é, por (A.2),

0= /027T fmn($> dzr + /027r fmn(x) dr = 2/027T fmn(«T> de = /027r fmn(l’) dr = 0.

Assim, segue (A.1).

Analisemos agora o caso onde m ¢é fixado ser impar. Como a fungao cosseno ¢é
par, o resultado nao segue tao diretamente como no caso anterior. Mas é possivel
mostra-lo pelo Principio da Indugao (ver, por exemplo, Elon Lages Lima, Curso De
Analise - Vol.1, SBM).

Para m = 1, vale o resultado (A.1). De fato,

2m 27 1 sin™t! -l
L, = / cos(x) sin"(x) dx = / sin™” (z) dr = sin™” (z)
0 0

2w

dr n+1 n+1

0

Se a validade, portanto, de (A.1) para m impar for suposta e, em decorréncia,
conseguirmos mostra-la também para m + 2, mostraremos que vale (A.1).

Fazendo uma integragao por partes, chega-se em

21T con+1 2
/ cos” 2 (z) sin"(z)dx = % cos" ™ (z)
0 n

m—+1
0 n—+1

2m
/ cos™(x) sin""?(z) dx
0

de onde

m + 1
n+1

2m 2m
/ cos"?(x) sin™(x) dov = / cos™(x) sin""?(z) dz.
0 0

Por hipotese, a integral do lado direito ¢ nula. Dai, segue que a do lado esquerdo

também, o que demonstra completamente o resultado.
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