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INTRODUGAO

Este texto surgiu, inicialmente, como notas de aula pa-
ra um curso de extensdao universitaria que os autores mi
nistraram, em 1978, na Universidade Federal do Rio Gran
de do Sul, em convenio com a Sociedade de Usuarios de
Computadores e Equipamentos Subsidiarios - SUCESU, bem
como de apontamentos oferecidos aos alunos de graduagao,
nos cursos de Engenharia, Matematica e Administracao de
Empresas.

A Pesquisa Operacional abrange toda a gama de técnicas
e procedimentos de feigao matematica e quantitativa, em
pregados na solu¢ao de problemas de otimizagao, sempre
que se trate de optar entre diferentes formas de utili-
zagao de recursos escassos, para assegurar a "maximiza-
¢ao" de resultados ou a "minimizag¢ao"” de dispéndios.

Entre as técnicas de Pesquisa Operacional, a Programa-
¢ao Linear ocupa posigao destacada, seja porque, efeti-
vamente, tem aplicagaes muito amplas e variadas, seja pe
la existencia de metodos de solugao absolutamente segu-
ros, de natureza universal e de rapida convergencua pa-
ra o resultado final, o que, infelizmente, nao é o caso
em outros ramos da Pesquisa Operacional, onde, frequen-
temente, cada problema demanda abordagem distinta, fun-
¢ao de sua configuragao e estrutura.

Estas caracteristicas de universalidade e simplicidade,
por sua vez, fizeram com que os algoritmos de Programa-
¢ao Linear se prestassem, desde logo e particularmente,
as solucoes por computador, mesmo porque, apesar da sim
plicidade, o vulto das operagoes de calculo, para qual-
quer problema de porte razoavel, logo ultrapassa os 11
mites do que seria razoavel enfrentar sem O recurso ao
processamento eletronico de dados.

Nao & de admirar, portanto, que a difusao do emprego de com
putadores acompanhados de programas oferecidos pelos fa
bricantes, haja contribuido para popularizar a Programa
¢ao Linear e outras técnicas de Pesquisa Operacional.

Impoe-se, pois, que a formagao regular de um grande ni-
mero de profissionais, como os engenheiros, 0s arquite-
tos, os economistas, os administradores de empresas e os
matemdticos, para citar apenas alguns, n3o omita a abor
dagem do tema, para que possam motivar e provocar apli-
cagoes, conhecendo o suficiente, sobre o método, para
mobilizar e interpretar os programas de computagao, ja
disponiveis, ou, ainda, para que sejam capazes de con-
tornar o emprego destes programas (em geral onerosos),
adotando outra via de solugao.



Dai a preocupagao dos autores em salientar o "metodo Sim
plex Revisado", mediante o qual a solugao dos problemas
de Programagao Linear pode ser alcangada com recurso a-
penas a operagoes elementares sobre matrires. Surge, a-
qui, a unica exigencia, para a compreens3o do material,
quanto aoc conhecimento previo de matematica - o leitor
devera ser capaz de inverter uma matriz, com conhecimep
to do papel que esta operagao desempenha na solugao de
sistemas de equagoes lineares, além de, naturalmente, efe-
tuar o produto e duas matrizes. Estes elementos de alge
bra linear integram, ja, os cursos universitarios inte-
ressados em Programagao Linear e, de resto, podem ser fa
cilmente adicionados ao curso. -

Nao é, pois, objetivo desta obra apresentar a Programa-
¢ao Linear sob aspecto de rigor formal, mas, antes, de
oferecer um instrumento de aprendizado para os que tém
interesse na aplicagao do método e precisam ter sufici
ente dominio conceitual para encaminhar solugoes e dis~-
cernir sobre os resultados.

Ao mesmo tempo, porém, procurou-se dar um tratamento su
ficientemente detalhado dos algoritmos voltados para as
solugbes em nimeros inteiros, muitas vezes nao abordados
em cursos introdutorios.

Na apresentagdo dos problemas de transporte, alem das
solugoes de partida usualmente mencionadas, € salienta-
da a contribui¢ao de uma pesquisadora brasileira, por o
ferecer solugoes iniciais comprovadamente mais eficien-
tes, em ampla variedade de configuragdes.

Tratando-se de prlmenra edigcao, os autores estao conscn
entes de que, nao obstante os cuidados da revisao, ha
erros e imprecisoes a assinalar, bem como senoes a cor
rigir no plano didatico e lacunas a preencher no trata-
mento dos tépicos. Contam, para tanto, com a valiosa a-
preciagao dos leitores, dos estudantes e dos colegas,no
magistério e no processamento eletronico de dados.

Finalmente, expressam os autores seu agradecimento a Se
nhorita Diana Maria Marchi, pela paciente e cuidadosa da-
tilografia do texto final.

Porto Alegre, janeiro de 1979.



1. A ESTRUTURA BASICA DO PROBLEMA
DE PROGRAMAGAO LINEAR

0 modelo basico de Programagao Linear consiste em:

Determinar os valores de x,(j=1, 2, 3...n), de for-
ma a tornar o maximo o valor Z de uma fungdo £inean
das variaveis x., respeitado que, simultaneamente,
outras fungoes {ineares das mesmas varidveis nao ul

trapassem certos valores-limites, previamente esta=
belecidos,

A formulagao classica é, pois:

Maximizar 2Z = chxj (j=1, 2, 3....n), respeitado
]
que La,.x, 2 b. (j=1, 2, 3...n; i=1, 2, 3...m
; ij%] i

e que, ainda, os valores de x, nao sejam negativos,
isto e, que J

0s coeficientes ¢,, na fungao acima, podem assumir
valores negativos; positivos ou nulos; os valores de
b., no entanto, sao supostos sempre como positivos,
enquanto que a.. sao coeficientes negativos, nulos
ou positivos.

Em que contexto pode surgir um problema concreto,
representavel pelo modelo acima?

Suponha-se uma fabrica que oferega trés produtos, A,
A,, e A;, sobre os quais realize, por unidade, os lucros
c1 =7, c2 =28, c3 =9, expressos em unidade monetaria conve-
niente. Suponha-se, também, que a fabrica seja cons-
tituida de quatro departamentos, atraves dos quais
flua a fabricagao dos trés produtos, demandando, ca-
da um, por undidade fabricada, tempo de processamento
o.., em que o,., representa o tempo consumido para pro
cédsar uma un'idade do produto "j" no departamento "',
No caso, pois, j=1, 2, 3 e i=1, 2, 3, 4.

Admita-se, ainda, que as horas totais disponiveis pa
ra a produgao, nos quatro departamentos, nao sejam ili
mitadas, havendo um limite superior que nao possa ser
ultrapassado, para cada um dos departamentos, sejaem
decorrencia de fatores técnicos, seja por _imposigéo
trabalhista, ou por qualquer outra restrigao economi
ca. Sejam estes limites, em unidades convenientes de
tempo:



by = 230; b, = 340; by =270; b, = 300.

Sejam, agora, x;, X2 e x3 as quantidades que serao produzi-
das, digamos, num mes, respectivamente dos produtos
Ay, Az e A,.

Isto posto, o problema consiste, evidentemente, em
determinar os valores a atribuir a x;, x2 e x3( va-
lores estes obviamente positivos ou, na pior das hi
péteses, nulos, pois nao tem sentido a produgao de
quantidades negativas), de forma a nao ultrapassar
os limites preestabelecidos de tempo disponivel, as-
segurando, ao mesmo tempo, o maior valor possivel
para o lucro a obter da venda dos produtos, supos-
ta assegurada.

Em outras palavras, resta determinar x;, xz e X3,
tais que seja maximo o lucro total "Z'", em que

2 = ILc.x, = C1X] + C2X2 + C3X3 =
i .

7x1+ 8xa2+ 9x3 (1)

respeitado que nao seja ultrapassado o tempo dispo-
nivel em cada departamento. Ora, o tempo consumido
na fabricagao vai depender dos valores de x;, X2 e
x3, bem como dos valores dos coeficientes de consu-
mo unitario aU .

Suponha-se, agora, que estes coeficientes, expres
sos na mesma unidade de tempo em que se acham os va
lores b,, b, by e by, formem a seguinte matriz re=
tangular, contendo uma linha para cada departamento
e uma coluna para cada produto:

PRODUTO
A] Az A3
Depto. 1 3 1 0 i=1
Depto. 2 5 2 6 i=2
Depto. 3 1 2 4 i=3
Depto. & 2 0 5 i=h
j=1 j=2 j=3

Pode-se dizer, entao, que os valores de x;, Xz € X3,

akem de maximizar a funcao 2, acima, devem satisfa-
zer, ainda, as seguintes restricoes, formuladas co-
mo desigualdades, a fim de garantir que nao seja ul
trapassada a capacidade de produgao de cada departa
mento:

3X1+ liX2+ 0X3{ 230
5X1+ 2x2+ 6)(3{ 3100 ( 1 )
I1x1+ 2xo+ hx3€ 270
2X]+ Ox,+ 5X3< 300
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Sinteticamente, estas condigdes podem ser expressas
como na formulagao inicial:

. §a'JxJ b, (j=1, 2, 3; i=1, 2, 3, k)

Resta, ainda, expressar a condigao de “nSo-negativi
dade", que veda solugdes negativas:

x130, x250, x350 ' (r11)

Tem-se, agora, um problema que reproduz, exatamente,
a formulagdo classica apresentada na pagina 9.

A fungao Z, identificada por(l), na pagina 10, ¢ de-

nominada '"fungdo-objetivo"; sobre ela se exerce a
acao de maximizagao (ou minimizagao, como se vera
adiante).

As desigualdades assinaladas por (11) sao as restri-
goes a que se devem sujeitar os valores das varia-

veis e se dnstnnguem das desigualdades em (111) por
que sao especnflcas para cada problema, enquanto
que as ultimas sao genéricas para todos os proble-
mas de Programagéo linear. Por esta razao, alguns
denomlnam as desigualdades (l11)de "restrigoes expli-
citas! enquanto que, em (I11), se achariam as "res-

trigaes implicitas"

No caso, ha trés variaveis originais no problema,
respectivamente, a produgao mensal de cada um dos
tres produtos; ha, também, quatro restrigoes expli-
citas, uma para cada departamento da empresa, 1i-
mitando a disponibilidade de horas de trabalho. O0s
coeficientes o,,, portanto, formam uma matriz re-
tangular de 4 linhase 3 colunas, isto €, m>n. Na-
da impediria, porém, que m e n fossem iguais, ou,

mesmo, que o numero de variaveis originais do pro-
blema (em outras palavras, o numero de produtos da
empresa) fosse maior que o de restrigoes explici=-
tas (ou seja, de departamentos da empresa) Mesmo,
porém, que m>n, o problema sempre recaird na solu-
¢3o de um sistema em que o numero de variaveds )
maion que o de restrigoes, pois sera necessando
"enian" novas variavedls, ao menod uma para cada
desiguatldade, a §4im de encaminhan a solugao.

A administragao pode ser definida como a arte de
maximizar resultados, com o emprego de recursos li-
mitados. Sempre, pois que o objetivo a alcangar pos-
sa ser expresso por uma funcao linear das variaveis
em jogo e que as restrigcoes tambéem possam ser enun-
ciadas por desigualdades lineares, tem-se um pro-
blema suscetivel de tratamento por Programagao Li-
near. E obvio que os dados do problema nunca se a

presentam ''prontos', organizados sob forma de um
modelo linear. E necessaria uma certa dose de ima-
ginagao, para discernir, numa situagao concreta,

1



a possibilidade de 'vestir' a realidade com um mo-
delo linear e, também, para impor-lhe este modelo,
quando, estritamente, nao cabe, por nao serem li-
neares as relagdes em jogo; mesmo assim, porem, a
solucao linear pode ser 4til, como modelo suficien-
temente aproximado da realidade, capaz de oferecer,
se n3o a solugao exata, ac menos um balizamento do
caminho a seguir. Nao raro, também, _um artificio
pgde transformar em lineares expressoes e relagaes
nao-lineares.

Mas, com tudo isto, a Programagao Linear nao esgota
o assunto, deixando sem solugao uma variada gama de
problemas essencialmente nao-lineares, para os quais
se impoe desenvolver solugoes também n3o-lineares.
Infelizmente, afora alguns casos particulares, nao
ha, ainda, para estes problemas, algoritmos seguros
e universais, comparaveis ao método Simplex, aplica
vel a Programagao Linear. -

12



2.0 METODO SIMPLEX

A solugao dos problemas de Programagao Linear segue
um algoritmo desenvolvido por Dantzig e consiste em
um procedimento_iterativo que converge, passo a pas
so,para a solugao otima, oferecendo, ainda, uma in
dicagao que permite interromper o processo quando
alcangado o 6timo, ou, alternativamente, quando
constatado que o problema foi mal formulado ou n3o
tem solugao.

Inicialmente, cabe manipular o sistema, para que as
suma a configuragéo exigida para o inicio do proce-
dimento iterativo. Esta configuragao, denominada for
ma canonica do sistema, se caracteriza por duas con
digoes:

a). Todas as nestrnicoes explicitas
sao tnansformadas em iguatda -
des, pela inclusao de variaveds
nouaA ditas"variaveis auxifia
res” (ou "folgas");

b). & possivel LdentLchan um con-
junto de "m" ("m" - namenro de
nedtnicoes explicitas) vania -
vedis, cufos coeficientes o .

£
gonmem uma matriz didentida=
de, isto &, que oconram, cada
uma, em uma das "m" equagoes,
com coeficiente +1, com coeé&
ciente zeno nas demais.

Voltemos as desigualdades assinaladas por (11), na
paglna 10, A primeira delas define a restrigao rela-
tiva a disponibilidade do primeiro departamento e
impoe que, quaisquer que sejam os valores de x.,
X2 e x3, 0o valor da expressaoc a esquerda do sinal
de desigualdade nac pode superar 230, embora possa,
se necessario, ficar aquém deste valor. Portanto,
ha uma quantidade, nula ou positiva (isto e, nao -
negativa, como as variaveis originais do problema),
que, adicionada ao membro da esquerda, da primeira
desigualdade, a transformara em igualdade. Esta
quantidade exprimirda o residuo nao utilizado, da
capacidade de produg50 do departamento, para uma
determinada comblnagao de valores de x;, X2 e X33
poxr este motivo, e denominada de folga e, gragas
a imposig3do de nao-negatividade, recebe tratamento
analogo ao atribuido as demais variaveis do proble-
ma.

13



0 mesmo se aplica as tres outras restrigoes, com=
portando, cada uma delas, uma folga, ou variavel
auxiliar, cujo papel € o de transformar em igual-
dades as desigualdades originais.

Mas. se estas variaveis auxiliares passam a inte-
grar o sistema original, que papel assumem na fun-
gao-objetivo? Na realidade, nenhum, pois esta fun~-
¢ao exprime um resultado, a maximizar, dependente
tao somente dos valores atribuidos as varidveis ori
ginais. Ora, as 'folgas" representam, no caso, ho-
ras de produgao nao utilizadas; em outras palavras,
"departamento ocioso', enquanto que a funcao-objeti-
vo retrata lucros. Portanto, as variaveis de folga
ou auxiliares em nada contribuem para a fungao-obje
tivo e devem, nela, figurar com coeficiente nulo.

Isto posto, podemos escrever o sistema, hnovamente,
ja incluidas as variaveis auxiliares x4, x5, Xg e
x7, que transformam em iqualdades, respectivamente,
a_primeira, a segunda, a terceira e a quarta restrj
¢ao:

Funcao-objetivo: Z=7x;+8x2+9x3+0x+0x5+0xs+0x7

Restrigoes: 3x1+hxo+0x 3+ xy,+0x5+0xg+0x7=230
Ex142%x246x340x,+1x5+0xg+0x7=340
IX1+2X244x340%x,+0x5+1xg+0x7=270
2x1+0x245x3+0x4,+0xs+0xg+1x5=300

0 simples exame da matriz de coeficientes das res-
trigoes permite identificar, para as variaveis x,,
Xs, Xg € X7, uma matriz quadrada, de bxh, cujos e-
lementos sao zero ou um, havendo, em cada coluna ou
linha apenas um "um'", sendo nulos os demais elemen-
tos. Isto equivale a dizer que a matriz pode ser re
arranjada, de forma a apresentar a diagonal princi-
pal com valores unitarios e zero nas demais posigoes
(esta, alias, ja e aforma em que se encontra).

Tem-se, agora, um sistema de quatro equagoes linea-
res e sete incognitas. Qualquer solugao a este sis-
tema contera, sempre, 4 variaveis nao-nulas e trés
nulas, em decorréncia de s6 haver quatro equagﬁes.
Na forma em que se acha, o sistema satisfaz as duas
condigoes da forma candonica, constantes da pagina 13.
Uma solugao obvia, pois, seria considerar nulas as
variaveis x,, x2 e x3, o que eliminaria as tres pri
meiras colunas das restrigoes, fornecendo a solugao
para X4, Xs, Xg¢ € X7.

Com efeito, as equagoes acima podem ser escritas co
mo a seguir, por simples transposigao:

Xu=230'3xl'th

x5=340-5x,-2x5-6x3 (com omissao das

xe=270-1x1-2x,-bx, variaveis afetas

x9=300-2x;-5x4 de coeficientes
nulos).

14




Ora, se x;, x2 e x3 forem iguais a zero, uma primel

ra solugao do sistema seria x,=230; xs5=340; xg=2707

x7=300. Do ponto de vista economico, seria uma solu
¢ao desastrosa, pois equivaleria a deixar parada a

fabrica, nada produzir, levando ao lucro nulo, como

se conclui da funcao-objetivo. Do ponto de vista al

gebrico, porem, constitui um primeiro passo de proce
dimento iterativo que levara a completa solugao do
problema.

As quatro variaveis as quais corresponde, nas restri
¢oes, a matriz identidade, sao denominadas ''variaveis
basicas'. Elas se acham expressas em fungao das demais,
ditas '"'nao~ basicas'. '"Mudar a base" do sistema signi-
fica permutar uma variavel basica, por outra, nao-ba
sica. Isto equivale a tornar nula uma variavel antes
pertencente a base, para tornar, simultaneamente,nao
nula uma variavel antes excluida da base, ja que so-
mente as variaveis basicas assumem valor diferente de
zero.

No caso em tela, a '"base'" contém LU variaveis e o sis
tema contem, ao todo, 7. Quantas solugoes basicas di
ferentes, podem, entao, ser encontradas? A resposta
estd nas combinacoes de 7 elementos 4 a 4, ou seja,
35. Uma solugéo, pois, seria resolver os 35 sistemas
de 4xL, eliminando, desde logo, os que apresentassem
solugoes negativas, por infringirem as restrigoes im
plicitas, buscando, depois, aquele ou aqueles dentre
eles que oferecessem o maior valor para a fungao-obje
tivo.

Felizmente, o método Simplex oferece um caminho mais
curto, a partir da primeira solugao, antes apontada.
Ele permite identificar, a cada passo, qual a mudan-
¢a de base que contribui para melhorar (no caso, fa-
zer maion) o valor da fungao-objetivo; identificada
esta mudanga, o algoritmo efetua, de forma simples,
a permuta das variaveis em questao, tornando nao-ba-
sica uma b3sica e vice-versa.Finalmente, quando al-
cangada a solugao otima, o método aponta para este
fato, permitindo cessar a busca.

Neste momento, convém dar ao sistema uma disposigao
mais adequada a visualizagao das iteragoes sucessi-
vas. Para tanto, escrevem-se, acima das variaveis,
os coeficientes que as afetam na fungao-objetivo e,
sob elas, a matriz de coeficientes Oy s das restri-
¢oes. Por conveniéncia, o termo indepdndente (b;),
e trazido para a esquerda, repetindo-se, tambem
esquerda, a designagdo das variaveis que formam
base (isto €, aquelas as quais correspondem coefi
cientes que formam uma matriz identidade) e os res=
pectivos coeficientes na fungao-objetivo. Abaixo
do quadro, é deixado espago para duas linhas adicio-

nais (ver Quadro |, pagina 16), denominadas Zj e cj-Zj.

o W
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QUADRO

c, -+ 7 8 0 0 0 0

+J Vb bi X X2 X3 Xy Xs 3 X7

0 | xy 230 3 b0 0 0 0
Bolx 30| 5 2 [e] o v 0 0

0 | xe 270 1 2 4 0 0 { 0

0 | x7 300 2 0 5 0 0 0 1

Zj 0 0 0 0 0 0

=7, 8 0 0

C_] j 7 9

s
QUADRO 11

c, -+ 7 8 9 0 0 0 0

+J Vb bi X1 X2 X3 Xy X5 6 X7
‘o Xy 230 3 s o 1 0 0 0

9| x3 170/3 5/6 1/3 1 0 1/6 0 0

0 | x¢ 130/3 - 7/3 2/3 0 0 -2/3 1 0

0 | %7 50/3 |-13/6 - 5/3 0 0 -5/6 0 ]

Zj 510 15/2 3 9 0 3/2 0 ]

%-H - 1/2 5 0 0 - 3/2 0 0

4
QUADRO 111
( Solugao Otima

c, -~ 7 8 9 0 0 0 0

+J Vb bi X1 X2 X3 Xy Xs 6 X7

8 | x; 115/2 3/4 1 0 1/4 0 0 0

9 | x3 225/6 7/12 0 1 - 1/12 176 0 0

0 | x¢ 5 -17/6 0 0 -1/6 - 2/3 1 0

0 X7 22572 |-11/12 0 0 5/12 - 5/6 0 1

ZJ- 797,50( 45/4 8 9 5/b 3/2 0 0

c.~-Z -17/4 0 0 - 5/4 - 3/2 0 0
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E evidente que a primeira solugao nao é satisfato-
ria, pois a fungao-objetivo tem valor nulo (o wvalor

da fungido-objetivo se acha na linha Z., na coluna
bi’ a 3a., pois ali € registrada a soma dos produtos,
linha @ linha, dos valores da coluna cj e da coluna
bi)'

€ indispensavel efetuar uma mudanga de base. Mas

qual? Isto é, que variavel deve ser tornada basica
e que variavel lhe deve ceder passo, de forma a melho-
rar (isto €, aumentar) o valor da fungao-objetivo?

Se a solugao inicial for, como se espera, suscetivel
de melhora, ao menos uma das variaveis nao-basicas,
X1, X2 OU X3, Qque, neste momento, tem valor zero,
substituiria, com vantagem, uma das atuais variaveis
basicas (x4, x5, Xg & X7).

Examine-se (ver Quadro |, pagina 16) a coluna da ma-
triz, situada sob a variavel x;.Ela contém os valo-
res 3, 5, 1 e 2. Sao os mesmos valores que aparecem
na pagina 14, precedidos de sinal negativo, quando o
sistema € escrito de forma a salientar a expressao
das varidveis bdsicas em fungao das nao-basicas. Que
ocorrera, entao, se, mantidos xze x3 iguais a zero
procurarmos atribuir a x; o valor 1 (um)? Basta in-
troduzir este valor nas expressoes da pagina 14, para
ver que x,, X5, Xg € X7, respectivamente, se heduzem
de 3, 5, 1 e 2. Isto €, a coluna existente sob uma
variavel nao-bdsica indica quantas unidades,de cada
uma das variaveis bdsicas, ¢ necessanio sacnifican, a fim
de ingressar, na solugao, com uma unidade desta mesma
variavel nac-basica.

0 produto, par a par, dos valores dacoluna cj pelos
da coluna x;, exprime este '"sacrificio'" em termos de
lucro perdido, quando retiradas as quantidades assim
assinaladas, das variaveis basicas, para abrir cami-
nho 3 introdugao de uma unidade da variavel nao-basi
ca correspondente. A soma destes produtos figura na linha
Zj, sob x;. Evidentemente, como, na primeira itera-
¢do, os lucros unitarios c., das variaveis basicas,
sao nulos, nulo também é o-“valor Z.; mas, nas itera-
¢oes seguintes, a medida em que as” variaveis auxi-
liares forem sendo substituidas, na base, pelas vari
aveis originais, este valor passa, também, a ser di-
ferente de zero, impondo-se, sempre, calcula-lo.

Pode-se, agora, concluir que a inclusao de uma unida
de da variavel nao-basica x; implica no aumento de
7 unidades no lucro (7 é o coeficiente de x; na fun-
gao-objetivo) e no "prejuizo" (pelo sacrificio de di
ferentes quantidades nas varidveis basicas) de zero,
levando a um ganho £{quido de 7, valor que se consi
gna na linha inferior, (cj-Zj).

0 mesmo raciocinio é feito para as demais variaveis
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nao basicas, resultando, na linha {c.-Z.), os valo-
res 7, 8 e 9, respectivamente para x1, sz e x3 (pa-
ra as variaveis basicas, evidentemente, o valor & ze
ro, pois a inclusao de uma unidade adicional impli:
ca ;a reducao da mesma unidade, nada alterando no lu
cro).

"0 algoritmo simplex elege, panra
ingnresdsan na base, a variavel
nao-basica que exiba o maion ganho
Llquido na incfusao unitaria".

Nestas condigoes, deve ingressar na base a variavel
x3, por ser a que oferece o maior acréscimo a fun~-
gao-objetivo, ao ingressar com uma unidade na solu-
¢ao.

Resta resolver dois problemas - Quantas unidades de
x3 podem ser introduzidas na base? Qual a variavel,
dentre as que se acham, agora, na base, que sera des
locada por x3?

A coluna do Quadro |, encimada por x3, mostra que,
a cada unidade de x3, que ingressar na base, xs se
reduz de 6 unidades, x¢ de 4 e x; de 5. A medida,
portanto, que sucessivas unidades de x3 forem intro
duzidas, x5, x¢ e x7 (mas nao x,) serao progressi-
vamente exauridas. Dividindo-se o valor da coluna
b. pelo valor da coluna x3, na mesma linha, tem-se
o numenro de unidades de X3 que exaure completamente
cada uma das thes variavedis, Xs, Xg € X7.

Ora, como nenhuma variavel poderd assumir valores
negatlvos, segue-se que o crescimento de X3 ‘cessa
ra quando a_primeina das tnes outras variavedsd se
esgotan ate zehro.

Dai a regra:

"0 algonitmo Simplex determina a vari-
avel que sal da base, a cada itenacao,
pelo menon quociente b/a..*, em que

o, * 8d0 04 elementos * positivos
da cofuna da variavel que inghes-

sa na base".

ldentificadas as variaveis que permutam de posigao, na base,
resta saber como reestruturar a matriz, de forma a
exprimir, entaoc, as novas variaveis basicas em
fungao das nao-basicas, fazendo com que, agora,
a matriz identidade corresponda ao novo elenco
de variaveis basicas.

Duas sao as regras que sintetizam a manipulagao
da matriz, para alcangar este fim; a primeira dis-~
poe sobre a reestruturagao da linha da variavel
que deixa a base; a segunda diz respeito a todas
as demais linhas.
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Para fins desta operagao, integram-se a matriz
b

os valores da coluna

"Elemento pivotal', nos enunciados que seguem, é

o coeficiente o,

*:*  situado na intersecgao da

coluna da variéve{ que ingressa na base, com a li-

nha

da variavel que deixa a base. Este elemento

se acha assinalado, em cada caso, nos Quadros da
pagina 16, cercado por um retangulo.

Além do "elemento pivotal', as seguintes definigoes

sao

J
a. .
')

necessarias:

- Elemento homélogo, na nova matriz, do elemento
a...
1)

.- Elemento da coluna j, na linha da varidvel que

deixa a base.

*- Elemento da linha i, na coluna da variavel que

ingressa na base

Isto posto, tem-se:

a).

b).

Para a linha da variavel que deixa a base, os no-
vos elementos se obtém por simples divisao pelo
elemento pivotal:

. a.*,
o, %, = ——
J a.*.*
iJ

Para as demais linhas, » elemento da nova matriz
€ igual ao seu homdlogo, na matriz anterior, menos
o vator de uma fragao cujo numerador & o produto
dos elementos que se situam nas projegoes deste
homologo sobre a linha da variavel que deixa a ba
se e sobre a coluna da variavel que nela ingressa
e cujo denominador € o elemento pivotal:

J—g

.——”fffjd :
UFRGS/ ! \
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0 Quadro Ii, pagina 16, foi obtido com a aplicagdo des

tas regras. Em lugar de x5, ingressa, na segunda linhga
a variavel x3. 0 elemento pivotal € 6 e a segundallnha
do Quadro 1l € o resultado da divisao dos elemento da

segunda linha do Quadro |, por 6. 0s elementos das de
mais linhas foram obtidos pela aplicagao da segunda re
gra. Por exemplo: 0 valor 50/3, correspondente 3 vana
vel x,, na coluna bi' foi obtido como segue:

Valor homologo, no Quadro | - 300.

"Projegoes' deste valor, sobre a linha e a coluna, res
pectlvamente da variavel que deixa a base e davariavel
que nela |ngressa (ver Quadro 1) 340 e §,

Seque-se: 300 - (340-5/6)= 50/3.

Numerando as oito colunas da matriz, de 0 a 7e fazen-
do j=0 para a coluna b.,, as demais conservam o name -
ro da respectiva variavel; as linhas sao numeradas de
1 a &,

)
Nestas condig¢oes, a1o =230; a;,=230, pois

' . .
arp mong- 2201 Q13 . p3p - 340 0 0

Q23

= 230

(1embrando que, no Quadro |, i*=2, j*=3).

bPa mesma forma,

ani= 2 - 242 =2 - 25/6 = - 13/6

025= 225 = 1/6, por se achar na linha da variavel que
23
deixou a base, no Quadro |I.

Obtido o Quadro !!l, vé-se, na linha < que a varii
vel x; oferece ganho Ilqu:do posntsvo n*dlcandoque sua
entrada, na base, sera vantajosa. 0 menor quociente, men
cionado na regra da pagina 18, é 230/4, correspondente
a x,. Esta, portanto, deixa2 a base, resultando, em no-
va pivotagdo, o Quadro Ill, cuja linha c,-Z.s6 apresen
ta valores nulos ou negativos, nao havendo,’pois, varia
vel cujo ingresso na base traga melhoria para a fungao~
objetivo. Assim sendo, a solug3ao do Quadro Il € Gtima.

Por ela, verifica-se que, n2 atual conjuntura de produ
¢ao e lucros, nao € interessante fabricar o produto Ah
devem ser produzidas 57,5 unidades de A, e 37,5 (i. e,
225/6) unidades de A;. Os departamentos | e 2 trabalha
rao no limite de sua capacidade (dado que x4 e xs nao
figuram na base e, por conseguinte, 550 nulas as folgas
destes departamentos). Mas restarao, nao utilizadas, 5
e 112,5 horas de trabalho, respectivamente,nos departa
mentos 3 e 4. 0 lucro assim obtido, méximo, e de 797,65
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Se, no entanto, o produto nao admitir fracionamento, de
vendo ser expresso em quantidades inteiras, a solugao
acima nao serve, pois nao se trataria, apenas, de''arre-
donda-la' para o inteiro mais préximo. A busca da me-
Thor solugao inteira constitui outro problema de Progra
magao Linear, que demanda um algoritmo adicional, apos
encontrada a solugao fraciondaria.

EXERCTCIO

Seja o seguinte problema de Programagao Linear:

Maximizar Z=3x,+2x,, respeitadas as seguintes res-
trigoes:

x1+ x2%10
x1- x2¢ 5
2x1+3x2423
(xl’ XZ)5 0

Além da solugao algébrica, que reproduz o algoritmo
Simplex, poderia ser tentada, apenas para exemplifi
cagEo, a solugEo exaustiva, de perqulrir todos os
sistemas de trés equagoes e trés incégnitas, que se
podem gerar a partir do sistema dado. Com efeito,in
troduzidas as variaveis auxiliares, resultam cinco
variaveis, que podem ser combinadas, trés a trés, de
dez maneiras diferentes:

Sistema completo, com variaveis auxiliares:

Ixy+1x2+1x34+0x,+0xs=10
I1x1=VIx240x3+1x4+0xs5= 5
2x14+3x2+0x3+0x,+1x5=23

As dez comblnagoes das cinco variaveis, tres a tres,
s3ao as seguintes, ja com as respectivas solugoes:

X1, Xz, X3 = Descartada; contém solugao negativa;

X1, X2, Xs = Resolve-se, x;=7, x,=3, xy=1; =27
X1, X2, Xs = Resolve-se, x,=7,5; x,=2,5; x5=0,5; 1Z=27,5
X2, X3, Xu - Resolve-se, x,=23/3; x,=7/3; x —38/3, Z=15,33

X2, X3, Xs5 = Descartada; contem solugao negatlva,
X3, Xu, Xs = Resolve-se, x3=10; x,=5; xg=23; =0
X1, X3, Xy =~ Descartada; contém solugao negativa;
X1, X3, X5 = Resolve-se, x;=5; x3=5;  xg=13; Z=15

X1, Xu, Xs - Descartada; contém solugao negativa;
X2, Xy, Xs = ldem.
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Portanto, apds a exaustiva busca de todas as solu-
¢oes, verifica-se que somente a metade € viavel, em
termos do problema de programagao linear, para fi-
nalmente encontrar, no terceiro sistema, o resulta-
do 6timo. 0 método Simplex leva a solugao final em
apenas duas iteragoes. Mas o importante € salien-
tar que o método apenas acelera a busca da solugdo
e que ela, em suma, consiste em tomar apenas tantas
varidveis quantas sao as restrigoes, descartando o
excesso aléem deste numero, para buscar a melhor so-
lugao.

2.1. VARIAVEIS LIVRES

A natureza do problema poderad ditar que nao prevale-
¢a a restrigao implicita, de nao-negatividade, sobre
uma ou mais das varidveis originais do problema. 0
modelo de otimizagao de uma carteira de titulos,por
exemplo, poderd admitir solugoes negativas, signifi-

cando a venda do titulo em questao, permanecendo o
significado positivo para a compra. Na tentativa de
otimizar uma rede de reservatorios de agua, poderd

ser conveniente aceitar que a variavel negativa sig-
nifique adugao de agua para o reservatorio, ou vi-
ce-versa, o debito deste reservatorio.

0 modelo de programagdo linear n3o admite esta liber
dade. Impoe-se contornar a dificuldade, neste caso,
através de um artificio. Consiste este, simplesmente,
em substituir, nas restrigoes, cada variavel livre,
por duas outras, estas ultimas obedientes as restri-
¢oes implicitas,de nao-negatividade. A variavel 1j-
vre seria expressa pela diferenga entre as duas no-
vas variaveis, podendo, entao, conforme os valores
otimos destas Gltimas, assumir, pela diferenga entre
elas, valores positivos, nulos ou negativos.

Assim, se x_ € variavel livre, afeta do coeficiente
K, faz-se sua substituicao pela diferenga (xg-x¢),
em que x_ € x, sao variaveis nao-negativas, afetas,
respectivamente, dos coeficientes +K e -K.

2.2. MINIMIZAGAO DA FUNGCAQ-OBJETIVO
Se o procedimento de otimizagao exigir que o valor

da fungao Z seja minimo, em lugar de maximo, duas so
lugoes podem ser empregadas:
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a). Multiplicar por -1 a fungao-objetivo e
passar a maximiza-la, pois MAX {-Z}e-
quivale a MIN {2}.

b). Minimizar diretamente, invertendo a re
gra da pagina 18- Em lugar de fazer in
gressar na base a variavel que apresen
te o maior valor positivo, na linha in
ferior da matriz, (c.-Z2.), deve ser a-
dotada a variavel com’ o maior, em va-
lor absoluto, dentre os valores negatd
vos de (Ci-zj)'

0 sentido da otimizag3o, em si, portanto, ndo ofere
ce qualquer dificuldade. A solugao &tima, no casob),
surge quando a linha final da matriz n3o mais apre -
sentar valores negativos.

Mas, via de regra, a minimizagao estd associada a um
esquema de restricoes onde ha limites superiores pa-
ra as combinagoes lineares das variaveis, isto €, res
trigoes do tipo -

a,.x,>b, ou, simplesmente, Zui.x.=b

ij i i
J j J ]

—

pois nao teria sentido minimizar a fun§50-ob)etivo,
em presenga, apenas, de restrigoes do tipo "¢, quan
do positivos os valores de IR Bastaria, neste caso,
tornar nulas as variaveis. J

0 tratamento as restrigoes que impoem limites superio
res n3o é tao imediato, pois nao € valido, aqui, o ar
tificio de multiplicar a restrigao por -1, com o in-
tuito de inverter o sentido-da desigualdade, pois es
te procedimento violaria a regra que impoe sejam po-
sitivos os bi'

Seja a restrigao
S5x1+2x2-x354; a multiplicagao por =1 daria
-65x1-2x2+x34-4, resultando o termo indepen-
dente negativo, o que nao &
aceitavel no Simplex conven
cional.
Nao basta, tampouco, transformar a desigualdade em
igualdade, pela introdugao da variavel auxiliar x4, a

feta de coeficiente -1, ji que se trata de #reduzdin ova
lor do membro esquerdo da desigualdade:

Ex142x2-x3=-x4=4 (A)
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A expressao (A), embora satisfaga a primeira, nao sa
tisfaz a segunda condlgao da forma canonica, mencio-
nada na pagina 13, pois nao conta com uma variavel, a
feta de coeficiente +1, cujo coeficiente, nas demals
restrigoes, seja zero.

Como contornar a dificuldade? Sem a presenga de uma
variavel 'candnica', o sistema nao pode “arrancar",
pois nao apresenta a matriz identidade que identifi-
ca uma solugdo.

0 remédio é impor, arbitrariamente, nova variavel a
equagao, a qual, tal como as demais’, sera nao-nega-

tiva, isto €, igual a zero ou maior que zero. Mas,
contrariamente as variaveis auxiliares, esta varia-
vel n3o é uma "folga", algo que transforma uma desi-
gualdade em igualdade. Esta, a |gualdade, ja esta

assegurada, pela inclusao de uma variavel auxiliar,
precedida de coeficiente -1. Portanto, a nova varia-
vel, enquanto permanecer na solugao (isto e, "na ba-
se"), viola a restrigao inicial, com sua presencga
esplria. Seja xs esta variavel:

Ex1+2X3=X3-Xu+xs=h.

Ora, se xs#0, isto é, se esta variavel figurar na
base, evidentemente estard rompida a igualdade an-
terior, pois 5x;+2x3-x3-x, ja nao podera ser Lgual

a 4, Cumpre, pois, assegurar que seu papel seja efe
mero e que, cumprida sua missao de oferecer uma so-
lug3o de partida, ela seja, tao cedo quanto possi=
vel, expulsa da base, para assumir valor zero, tor-
nando-se inécua.

Como assegurar este objetivo, fazendo com que, auto-
maticamente, o algoritmo Simplex, em sua marcha,
promova sua expulsao da base?

Ha duas solucoes.

A primeira consiste em construir uma fungao-objetivo
preliminar, distinta da real, formada exclusivamente
da soma das variaveis artificialmente impostas ao
sistema (uma para cada restrigao do tipo "3'" ou do
tipo "=") A denominacgaoc, alias, destas variaveis, pa
ra distingui-las das auxiliares, €, precisamente,
de "varidveis artificiais'". A fungao-objetivo assim
construida serada minimizada; quando atingir o valor
zero, ter-se-a a eliminagao das variaveis artifici
ais, pois, gragas a sua nao-negatividade, quando
sua soma for nula, estard assegurada a nulidade de
todas elas.
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0 segundo procedimento, denominado "método do M gran
de", simplesmente adiciona as variaveis artificiais
a funcao-objetivo original, cuidando, porém, de lhes
atribuir, nesta fungao, coeficientes que superem, em
valor absoluto, por larga margem, todos os demais co

eficientes, aplicados as outras variaveis.

Tais coeficientes, porem, devem ten sinal oposto ao
sentido da otimizag¢ao, isto e, negativo, em 4e
trhatando de maximizacde da funcao-objetivo; positi-
vo, se 0 objetdivo for a mindimizacdo.

Desta forma, o Simplex, ao procurar maximizar, afas
tara, automaticamente, todas as variaveis afetas de
coeficientes negativos, de grande valor absoluto;in
versamente, procurard descartar-se de variaveis do-
tadas de coeficientes positivos muito grandes, sem-
pre que se tratar de minimizagao da fungao-objetivo.

Na sucessao de iteragoes, sempre que uma variavel ar
tificial for ejetada da base, a coluna que lhe cor-
responde, no quadro, pode ser inteiramente suprimi-
da, pois nao ha hipétese de ocorrer que o processo
inverta a convergéncia rumo a solugao Otima,para re
por na base esta variavel. Assim, com o tempo, a m§
triz se reduz as dimensoes originais, escoimada de
todas as variaveis artificiais. Lembrar, porém, que
esta faculdade s6 existe para as variaveis artifici
ais; as variaveis auxiliares devem permanecer até o
fim e podem, mesmo, retornar a base, em iteragaosub
seqlente, apos haverem sido removidas.

Convém, a esta altura, recapitular a distingSo en-
tre variaveis auxiliares e artificiais:

Coeficientes

Variavel Fungao . = - .

na restrigao| na fungao-obj.
. Transformar de | +1, se '"&" sempre zero

Auxiliar . = nen
sigualdade em | -1, se ">
igualdade.

Artificial Completar so- | sempre +1; -M, se maxi
lugao basica | so ocorrem mizagao; +M
de partida. em ">v e na minimiza

ll=ll. gso *

*|M|>>Max|q[.
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2.3. RESULTADOS ANOMALOS

Pode ocorrer que, em lugar de alcangar a solugao 6p-
tima, o algoritmo chegue a um impasse, incapaz de pros
sequir.

H3 duas situagoes em que a condigao de impasse pode
surgir.

A primeira se caracteriza pela impossibilidade de se
lecionar a variavel que 3al da base, embora bemcara?
terizada a variavel que deva entrar na base. Esta |m
possibilidade decorre de serem, todos, nao-positivos os
coeficientes a,. que formam a coluna da variavel que
deve ingressar,J tornando, destarte, impossivel a for
macao dos quocientes discriminadores, mencionados na
regra da pagina 18, que exigem denominadores positi-
vos.

Com efeito, se todos os coeficientes da coluna pivotal
forem nulos ou negativos, nao ha variavel cujo valor
caia para zero, a medida em que € incrementada a novava
riavel. Pelo contrario, algumas das variaveis da base
crescerao com a nova inclusao, outras permanecerao i
nalteradas. Isto significa que nao ha, no caso, efeH
vamente, um problema de programagao, pois este sempre
pressupoe a limitagao de recursos. Aqui, porem, uma
das variaveis nao € limitada, pode crescer indefini
damente. Ora, se esta variavel tem, na fungao obJetlvq
coeficiente positivo,e o problema € a maximizagao, €
evidente que nao haver3d solugao finita para o Simplex:
Quanto mais crescer a variavel, maior a fungéo-objeql
vo.

Seja maximizar Z=3x,+2x2, dado que

-2x2,210 e
2x1+ x2515

A simples inspecgao visual revela que o modelo esta
mal formulado: Quanto maior xz, maior a funcao-obje-
tivo, menor a primeira restrigao e maior a segunda.
0 Simplex, se intentado, revelara esta condigao: na
primeira iteragao, a varidvel artificial da segunda

restrigéo € substituida por x;; a sequir, a folga
da primeira restrlgao cede passo a da segunda. Neste
ponto, surge o impasse - € indicado o ingresso de x;

na solugao, mas os coeficientes da coluna correspon-
dente sao ambos negativos (-5 e -2)

A segunda situagao anomala surge quando o algoritmo

chega ao fim, a solugao € aparentemente G&tima e nao
ha como melhora-la, mas uma variavel artificial ain-
da perdura na base, nao tendo sido expulsa. Este re-
sultado exprime uma situagao de insanavel connadlgao

na formulagao inicial, impondo que uma variavel seja,
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simul taneamente maior e menor que determinada quanti-
dade, tornando inviavel o problema.

Seja maximizar 2x,;+5x, , dado que

2x1+3x2¢ 6 e
3x1+5%x2515

0 Simplex chegara a uma situagao insuscetivel de me-
lhoria logo apés a primeira iteragao, mantendo, na ba
se, a variavel artificial.

Esta condi¢ao decorre da impossibilidade de atender a
contradigao expressa nas restrigoes, como se depreende
da figura abaixo:

As restrigoes obrigam as varidveis a se situarem, simul
taneamente, em duas regioes do plano, abaixo da reta (1)
e acima da reta (I1).

A degenerescéncia € uma anomalia adicional, que, no
entanto, geralmente n3o afeta o resultado final.Con
siste no surgimento do valor zero, para uma varia-
vel da base. Ora, tal nao deveria ocorrer, pois as
variaveis as quais corresponde o valor zero deveri-
am se achar, precisamente por esta razao, fora da
base. Uma particular combinagao de coeficientes po-
de, no entanto, fazer com que, ao ingressar nova va
riavel na base, duas das antigas variaveis basicas
sejam levadas a zero, em lugar de uma so6. Uma das
causas possiveis desta anomalia € a existéncia de
restrigoes supérfluas, ja contidas em outras e, por
tanto, redundantes. Ora, como o numero de variaveis
nao-nulas deve corresponder ao de equagoes linearmen-
te independentes, nao € de admirar que, havendo uma
restricao desnecessaria, fruto da combinagao de ou-
tras, ja existentes, uma variavel da base fique nu-
la. E o que ocorre com o exemplo abaixo. Dadas as
restrigoes
5x1+2x2210, x1$2, x2%5, x150, e x250,

a segunda e a terceira sao supérfluas, pois ja se
contem na primeira, bastando, para comprova-lo, fa-
zer, nesta ultima, sucessivamente, x;=0 e x;=0.
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As degenerescéncias nao s3o vicios essenciais e nao
impedem o prosseguimento do método iterativo, mas
podem alongar consideravelmente o processo de con-
vergéencia.

2A. DUALIDADE
Seja o problema abaixo:
Minimizar W=20y;+33y.+42y3+58y, , dado que

by, ,+5y2+46y3+7y4516
3Y1+hYz+5Y3+6Yu525
2y1+3y2+hy +5y,336

A solugao deste problema lmpllca, pelo que ja foi ex
posto, em criar tres variaveis auxiliares e tres va
riaveis artificiais. Sejam ys, ys e y7 as auxiliares
respectivamente para a primeira, segunda e terceira
restrigoes, enquanto que yg, Ys € Y1pSa0 as variaveis
artificiais, para as mesmas restrigoes.

A solugéo final, como o leitor pode verlflcar,sur
ge apos sete |tera§oes, tendo o quadro final oseguin
te aspecto, quando atingida a solugao otima:

c. 20 33 L2 58 0 0 0
Jjvb b vy vz vs vl vs ve y7
20y, 18 | 1 1,5 2,0 2,5 0 -0,5
0]lys 56 o 1,0 2,0 3,0 1 0 0,8
0 Yo 29 0 0:5 ‘)0 1’25 1 115
Zj 360 {20 30 4o 50 0O 0 -10
Cj'Zj 0 3 2 8 o [ 10

Examine-se, agora, o seguinte sistema:
Maximizar Z=16x, +25x, +36x, , dado que

hxy+ 3x2+ 2x3220
S5x1+ hxa+ 3x3433
6x1+ 5x.+ 4x3242
7x1+ 6x2+ 5x3458

Este modelo € o dualf do anterior, que passa a ser cha
mado de paimal A dualidade reside em que o dual visa
a maxlmlzagao, quando o primal obJetnva a minimizagao
(e vice-versa); o primal tem "n'" variaveis e '"m" res-
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tricoes, enquanto que o dual tem'm'" variaveis e 'pv
restrigoes; os coeficientes b. do primal sao os coefi
cientes c., do dual e vice-ve}sa; a matriz de coefij
cientes Jai., das restricoes do dual, € a transposta
da matriz J analoga, do primal.

0s modelos ligados por dualidade tém solugoes afins
e esta propriedade pode ser explorada para reduzir o
trabalho na solugdo. Via de regra, € mais simples en-
frentar um problema de maximizagdo, com restrigoes do
tipo "menor ou igual', que lidar com as variaveis ar-
tificiais, proprias dos modelos contendo restrigoesdo
tipo '"maior ou igual'.

0 exame do quadro final do dual, ja alcangado na pri-
meira iteragao (portanto, muito mais rapidamente que

no primal), permite salientar a afinidade entre am-
bos:
cj 16 25 36 0 0 0 0
Vb b. X1 X2 X3 Xt X5 X g X7

36 x3 10 2 372 v 172 0 0 0
-1/2 1 0 0
0

Xs 3 -1 =1/2 0
0 X6 2 -2 -1 0 -2 ] 1
0 X7 8 -8 -3/2 0 -5/2 0 0 1
Zj 360 72 5L 36 18 0 0 0
Cj‘Zj -56 -29 0 -18 0 0 0

As duas solugoes apresentam as seguintes peculiari-
dades:

a). 0 valor otimo da fungao-objetivo, nos
dois casos, € o mesmo (diz-se que, na
solu¢ao optima, Z*e Wxformam um ‘'pon-
to de sela'').

b). O0s valores das variaveis x., na solu=+
gao otima do primal, se acﬁam, em va-
lor absoluto, reproduzidos na linha

c.-Z. do dual, o mesmo ocorrendo para

os valores oOtimos das variaveis
y. do dual, que se acham, em valor ab-
sdluto, na ultima linha do quadro fi-
nal do primal.
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A ligagao entre as variaveis do primal e do dual é ob
tida da seguinte forma:

A folga da primeira restrigdo do pri-
mal € Ys; o termo independente desta
restrigao esta associado, na fungao-
objetivo do dual, a variavel x,.Logo,
¥s €& X; sao assoc1adas, como se pode
verificar na solugao. Da mesma forma,
Ye, folga da segunda restrigao do pri
mal, esta ligada a x,, atraves do ter
mo 1ndenpendente 25, desta restrigdo.
Seque~-se a 11gaqao de Yz com X3, e
por analogia, passando as variaveis
auxiliares do dual, Xy, X5, Xg € x,,
determina-se sua assoc1aga0, respect1
vamente, com y,, Y2, Y3 € Yu4.

Desta forma, pode-se obter a solugao do primal pelo
dual, ou vice-versa, deste por via daquele.
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3. PROGRAMAGAO LINEAR EM NUMEROS INTEIROS

FreqUentemente, os problemas de programagao linearse
apresentam com uma restrigao adicional, segundo a qual
uma ou mais variaveis devem ter solug3ao em numerosin
teiros, nao sendo aceita a solugao fracionaria, seja
porque nao faz sentido, seja porque contraria fron-
talmente o significado fisico da variavel.

Sao exemplos tipicos de tais problemas os modelos de
determinagao de quantidades a produzir, quando, por
sua natureza, os produtos sO podem ser expressos por
numeros inteiros. Todos os problemas de desdobramen-
to de pegas inteiras, para gerar elementos menores,
recaem, também, nesta categoria, como € o caso do
exemplo abaixo:

"Como obter oito pedagos de cano, de 0,80m de compri-
mento, e nove pedagos de 1,20m, a partir de seis varas
de 1,80m e cinco varas de 2,40m,de modo a minimizar
o comprimento total das varas cortadas?'

Este tipo de problema exige a configuragao prévia de
todas as hipoteses de corte, constituindo cada hipo-
teseuma variavel:

Hipotese de corte A partir da vara de
1,80 2,40
1 de 0,80 X1 X2
2 de 0,80 X3 Xy
3 de 0,80 - X5
1 de 1,20 X X g
2 de 1,20 - Xg
1 de 0,80 + 1 de 1,20 - Xg

£ facil de ver que o problema se resume, agora, em:
Minimizar Z=1,80(x +x3+xg) 42,40 (Xo+x,+X5tX74+Xg+xg),
dado que

X1+X3+X6<6

X2+X“+X5+X7+XB+X9zS

X1+X 242X 342X, +3x5+x 958

Xg+x7+ 2xg+x959

onde, além da n3o-negatividade, surge a imposigao dos

resultados inteiros, pois, para fins praticos, de pou
co serviria saber que o resultado otimo seria
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X3=|3/‘l

Xg= ]/2
xg= 39/2
X]o=]]/‘l,

pois as varas nao poderiam ser cortadas, proveitosamen
te, nas fragoes indicadas.

Dois algoritmos sdo oferecidos, para a solugao em nua-
meros inteiros, ambos partindo da solug3ao no campo
continuo e procurando, depois, convergir para a solu-
¢ao discreta, mediante restrigoes adicionais, que vao
progressivamente sacrificando o valor o6timo da solu-
¢ao continua, até encontrar a solugado inteira.

3.1. 0 ALGORITMO DE GOMORY (OU “DOS PLANOS SECANTES"}

No exemplo anterior, sobre o corte de canos, a variavel
xg, na solucao otima continua, apresentou valor 9/2.
A linha correspundente a ela, no quadro final, tinha

os seqguintes valores:

0,5x¢+0,5x7+x+0,5x9-0,5x13=9/2 (em que x1;3 é a varia-
vel auxiliar da ha. restrlgao)

Escrevendo, agora, cada fragao como a soma de um in-
teiro e uma fracao menoh que um e poditiva, tem-se:

(0+40,5)xe+(0+0,5)x 7+ (140) x g+ (0+0,5) x o+ (-140,5) x, ,=4+0,5
Reunindo, agora, os termos inteiros no lado direito:
0,5x6+0,5x7+0,5x940,5%)3=0,5+(h-xgtx;3)

Quando todas as variaveis forem inteiras, a expressao

a direita, entre parénteses, sera necessariamente um
inteiro. A nao-negatividade das variaveis, por outro
lado, assegura que o membro esquerdo da igqualdade seja
positivo, pois s6 contém coeficientes positivos. Se-
gue-se que o inteiro, a direita, e, também, nao-nega-
tivo, pois, se fosse negativo faria todo o membro a
direita negativo, Jja& que este € um inteiro so-
mado a uma fragao menor que um (0,5), Mas, como ja

visto, pela nao-negatividade do membro esquerdo, tem-
se a nao-negatividade também a direita.

Portanto, (L-xg+x;3)50, seguindo-se que

0,5x¢+0,5x7+0,5x49+0,5%x,350,5, se todas as variaveis
forem inteiras. Esta expressao passa, pois, a consti-
tuir nova restrigao, que é aditada ao sistema original
Se a solugao 6tima do novo problema nao apresentar,
ainda , valores inteiros, cumpre, pelo mesmo raciocf
nio, introduzir nova restrig¢ao, e assim sucessivamente,
ate alcangar o resultado desejado.
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Para escolher qual a varidvel que fornecera a nova
restrigao, adota-se a praxe de recorrer adque apresente
o maior residuo fracionario. No problema anterior, por
tanto, teria sido preferivel eleger como equagdode par
tida a linha de x,,, folga da primeira restrigao, pona
no quadro final, exibe ela o valorde 11/4, com o resfi-
duo fracionério, portanto, de 3/4, maior que o de «xg.
Mas esta regra nao e mais que uma recomendagao puramen
te empirica.

Para escrever a nova restrigao, pois, basta escolher a linha que
lhe dar3 origem (b. com maior residuo fracionario) e
substituir todos os coeficientes da linha pelos meno
nes valores nao-negativos, congruentes destes coefi-
cientes; a expressao resultante deve ser feita maior
ou igual a parte fracionaria do valor de b,, na linha
considerada. Lembrar que dois niumeros sao congruentes
se sua diferenga € inteira, considerado zero como in-
teiro.

Assim, 22/17 € congruente de 5/17; -4/7 ¢ congruente
de 3/7.

Se a linha da variavel x3; for

7,567 = 0,75x1+4,67x2+x3-2,4x,-3,45%x5, a nova restri-
¢ao seria:

0,75x,+0,67%x,+0,6x4+0,55x550,567.

Para aditar a nova restrigao, pode-se, com vantagem,
recorrer a uma técnica ligeiramente modificada, no
algoritmo Simplex, para evitar a geragcao de uma varija-
vel artificial. Trata-se do método Simplex-Dual, que
aceita valores negativos de b,. Enquanto houver b. ne-
gativo, faz-se nova iteragao, cessando quando to-
dos os valores b, forem positivos (ou nulos), indica-
¢ao de haver sido alcangada a solugdo optima.

Partindo-se do quadro final da solugao continua, acres

centa-se uma linha formada pela nova restrigao, apos
a introdugdo da variavel auxifiar que a Ztrasforma em
igualdade e a muftipficagdao de toda a expressao pon

-1. Esta multiplicacdo pon -1 Ztorna negativo o valoxn
de b; e permite o emprego do Simplex-Dual.

Tome-se o Quadro (111), pagina 16. Se imposto que as
solugoes sejam inteiras, qualquer uma das tres varia-
veis fracionarias pode dar origem a nova restrigao.
Seja x3 a variavel eleita. A nova restrigao sera, en-
tao:

7/12 X1+]|/|2 Xn.+]/6 X55]/2

Com a variavel auxifiar, fica:
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7/12 x1+11/12 x4+1/6 xs-xg =1/2 e, multiplicada por -1:
«7/12 x1-11/12 x4-1/6 xs+xg ==-1/2

Assim ela é introduzida no quadro. Basta, agora, lembrar
que, na técnica Simplex-Dual, primeiro se deteamina a
variavel que sad da base, depois,a que nefa ingressa. Sai aque
apresentar bi "mais negativo" (no caso, a nova varidvel
xg, a Unica que tem b.<0). Ingressa a que apresentar ¢
menor quociente, em valor absoluto, dosvalores dalinha
c.-Z. pelos valores negativesd dos coeficientes a.., na 11
nha da variavel que deixa a base. No caso, onwnquuodeg
te surgird na coluna da variavel x,, pois os valores
obtidos sao:

Para xy - =17/L4:-7/12=7,29
Para xy - = 5/4:-11/12=1,35
Para xs - - 3/2:1/6 = 9,00

Portanto, ingressa na base, agora, a variavel x,. As
regras de pivotagao sao idénticas as do Simplex.

0 novo Quadro, com a simples adigao da nova restrigao
fica como abaixo:

c. 7 8 9 0 0 0 0 0
T bi Xy X2 X3 Xy Xs Xg X7 Xg
8 x, 115/2 3/4 ] 1} 174 0 0 0 0
9 x3 225/6 7/12 0 1 -1/12 1/6 0 0 0
0 xg 5 -17/6 0 0 -1/6 =2/3 1 0 0
0 x7 225/2 =-11/12 0 0 5/12 -5/6 0 1 0
0 xg = 1/2 -7/12 0 0 -11/12 -1/6 0 0 1
Z. 797,59 4s5/4 8 9 5/4 3/72 0 0 0
cj.-ZJ. -17/4 0 0 -5/4 -3/2 0 0 O
E, apds a pivotagao:
cj 7 8 9 0 0 4] 0 0
Vb bi X1 X2 X3 Xy X5 Xg X7 Xg
8| x» 57,36 0,59 1 0 0 -0,05 0 0 0,27
9 xs 37,55 0,64 0 1 0 0,18 0 0 -0,09
0 xe 5,09 2,73 0 ] 0 -0,64 1 o0 -0,18
0| x7 112,27 (-1.18 0 0 0 -0,91 0 1 0,45
0| x4 0,55 0,64 0 0 1 0,18 0 0 1,09
z. 796,82 |10,48 8 9 0 1,220 0 1,35
cj.-zj -3,48 0 0 0 -1,220 0 -1,35

Ve-se que _a nova restricao apenas reduziu o valor da
solugdo Otima inicial {a nova solugdo também € Ot
ma, pois todos os b. sao maiores que zero)sem tornar
inteiras as variavels. Novo '"corte' deveria ser fei-
to, possivelmente tomando, agora, como referéncia, a
linha da variavel x3;, que, juntamente com x4, tem o©
maior residuo fraciohario.
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3.2. 0 ALGORITMO “BRANCH AND BOUND"

A melhor tradugao para a denominagao do algoritmo pare
ce ser '"Bifurca e limita'"; a expressao descreve razoa-
velmente bem o procedimento seguido pelo algoritmo.

Seja um problema de programag3o linear cuja solugao,pa
ra algumas ou todas as variaveis, deva ser inteira: SE
ja x_ uma destas variaveis e seja K+r seu valor, na so
lugao Otima do problema, alcangada sem o requisito da
integralidade, em que K € um inteiro nao-negativo (ze-
ro inclusive) e r o residuo fracionario, também n3o-ne
gativo. Se xp, por exemplo, for igual 7,43, ter-se-3a K
igual a 7, r igual a 0,43.

Na busca da solugao inteira de xp,, duas hipGteses po -
dem ser feitas:

Xm 5 (K+1) ou, alternativamente,
xm €K

Cada uma das duas hipoteses acima gera uma nova restri
¢ao e, por conseguinte, um novo problema de programa -
¢ao linear, criando uma bifurcagao que devera ser in -
vestigada (diferentemente do algoritmo anterior, estas
novas restrigoes sempre sao perpendiculares aoc eixo de
Xxm). A investigagao dos novos problemas,assim gerados,
podera levar a uma das situagoes seguintes:

a). Ambos sao viaveis, isto €, nenhuma das
restricoes introduzidas no problema ini-
cial provocou contradigao insanavel, dian
te das restrigoes preexistentes.

b). Um deles € inviavel, precisamente porque
surgiu tal situacao, de insoldvel oposi-
¢ao, com o advento da nova restrigao.

Na hipotese a), resolvidos os dois problemas, as novas
solugoes optimas podem ser classificadas como segue:

a.l) ambas sao inteiras.

a.2) Uma é inteira, para todas as variaveis
que assim devam ser, enquanto que a ou
tra nao o €.

a.3) Nenhuma delas é inteira.

Na hipotese b), a alternativa em questao € abandonada,
cessando toda e qualquer proliferagao da busca, quanto
a esta hipotese sobre o valor da variavel.

Retornando a a.l), ter-se-a, como solugao otima, aque
la, dentre as duas solugoes inteiras, que apresentar o
valor mais satisfatério (maior ou menor, segundo se tra
te de maximizagdo ou minimizagao) para a fungao-objeti
vo.

Em a.2), a solugdo inteira serd otima, se mais satisfa
torio o valor de sua fungao-objetivo, em cotejo com a

"
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alternativa nao-inteira. Se esta, porém, apresentar o
melhor valor da fung3o-objetivo, ainda nao se podera
estar certo quanto a ser ©6tima a solugao inteira al-
ternativa, cumprindo criar, sobre a solugaoc nao-intei
ra, nova bifurcagao, fazendo com que uma das variaveis
nao-inteiras, desta dGltima solugao, seja feita, alter
nativamente, maior que o inteiro imediatamente subse-
qUente ao seu valor otimo, ou igual a ele, ou, ainda,

menor que o inteiro imediatamente precedente a este
mesmo valor (ou igual a ele), pois pode ocorrer que,
numa das solugoes, surjam os valores inteiros, com

fungao - objetivo ainda maior que o da solugao inteira
da bifurcagao anterior. Cessam as bifurcagoes quando
todas as solugoes nao-inteiras oferecem,para a fungao-
objetivo, valor menos satisfatorio que o ja obtido pa
ra uma solugdo inteira. -

Em a.3), evidentemente, cumpre bifurcar, novamente, a
solucao que apresente o melhor valor para a fung50-o§
jetivo, sobrestando-se, temporariamente, a investiga-
¢ao do ramo menos satisfatério. Tao logo, porém, na
bifurcagao, surjam solugoes Gtimas que comunicam va-
lor menos satisfatorio a fungao-objetivo, deve-se re-
tomar o ramo temporariamente sustado.

Em suma, a regra € investigar todas as dicotomias,
descontinuando definitivamente as solugoes inviaveis
e sustando temporariamente outras, prosseguindo, nas
ramificagoes descendentes, sempre em busca dos valo-
res mais satisfatorios da fungao-objetivo. Cabe lem-
brar, ainda, que, numa bifurcagéo, os dois problemas
resultantes terao, fatalmente, na solugao a&tima, fun
gao-objetivo menos satisfatdéria que a do nd de  onde
provieram, pois sao fruto de uma restrigao adicional,
limitadora, que inevitavelmente deprime a solugao an-
terior.

0 diagrama de blocos da pagina seguinte descreve o
procedimento, em suas diferentes opgoes.

Veja-se, a sequir, a aplicagao do algoritmo a solugao
do problema proposto por Claude McMillan Jr., em
""Mathematical Programming', J. Wiley, N. York, 1975,
pg. b72:

Maximizar Z=3x,+2x;+4x; , dado que:

x1- x2+2x3 € 158

X1+ X2+ X3 Z 12

’-lX1+3X2+3X3 4 25

2x1+hx,+45%x3 ¢ 30, e, ainda, Xj inteiros.
0s Quadros I, Il e Il1l, da pagina 38, contém a marcha,
pelo algoritmo simplex, até asolugao otima, nao-in-

teira, que se acha no ultimo Quadro.
Esta solugao constituird o no inicial (n6 n? 1) do al-

goritmo que buscara a solugao inteira. Qualquer uma
das variaveis nao-inteiras pode servir para a bifurca-
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c. -+ 3 2 4 0 0 0 0

+j Vb bi X1 X2 X3 Xy Xs X6 X7
0 xu 15 1 -1 2 1 0 0 0

0 xs 12 ] 1 1 0 1 0 0

0 xe 25 L 3 3. 0 0 1 0

0 x7 30 2 4 R 0 0 0 1

Z. 0 0 0 0 0 0 0 0
cj.-Zj 3 2 4 0 0 0 0

%S
QUADRO |1

c, » 3 2 4 0 0 0 0
3w bi X1 X2 X3 Xy Xs Xg X7
¥

0 X 3 1/5 -13/5 0 1 0 0 -2/5
0 xs 6 | 3/5 1/5 0 0 1 0 -1/5
0 xg 7 .|575| 3/5 0 0 0 1 -3/5
L x4 6 2/5 L/s 1 0 0 0 1/5
zJ 24 8/5 16/5 4 0 0 0 L/s
cj- j 7/5 -6/5 0 0 0 0 -/s5

&%
QUADRO 111

c, *+ 3 2 L 0 0 0 0

J Vb bi X1 X2 X3 Xy Xs Xg X7
¥

0 x4y 5/2 0 -37/14 0 1 0 -1/14  -5/14
0 xs 9/2 0 1/14 0 0 ] =3/14  -1/14
3 X1 5/2 1 3/14 0 0 0 5/14 =3/14
L x; 5 0 5/7 1 0 0 -1/7 2/7
Zj 27,50 3 3,50 4 0 0 1/2 1/2
cj- ] 0 -1,50 0 0 0 -1/2 -1/2
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¢ao inicial. Tomando x), tem-se, no N6 n%2, x;33, e,
no N6 n23, x,%2.

Para o primeiro caso, substituimos x; por.seu valor,
obtido no Quadro 111 da pagina 38:

x1=5/2-3/1kx,-5/1hxe+3/1k4x,

A razao desta substituigao esta em que & necessario,
no algoritmo Simplex, exprimir as variaveis basicas
em fungao das nao-basicas.

A restrigao adicional torna-se, entao:
-3/1hx-5/1hxe+3/14x75(3-5/2)

Acrescentando a variavel auxiliar xg e multiplicando
por -1, tem-se:

3/14x,+5/ 1 4xg=-3/1bxy4xg=-0,5

Introduzida esta restrigao ao pé do Quadro 111(NG6 n2l),
determina-se, pelas regras do algoritmo Simplex-dual,
que xg passa a ser substituida por xg7.

Feita a pivotagao, tem-se o quadro denominado 'NG 2",
na pagina 40. A solugao é 6tima, pois todos os bj sdo
positivos, mas nao inteira. Registre-se o valor de
2,=26,33. Para o n6 n? 3, tem-se, para x;22,

-3/1hx,- 5/1hxg+3/1xs4x9=-0,5,

em que xs € varidvel auxiliar. Acrescentada esta res
trigao ao N6 n? 1, verifica-se que xg substitui xg.0
quadro simplex assume o aspecto do '"NG6 3", pagina k0.
A solugdo € otima (bj>0), mas ainda nao inteira. No-
te-se, também, que Z3>Z,, ja que Z;=26,80.

Em virtude disto, o NO 2 é temporariamente sobresta-
do, passando-se a explorar o nivel mais conveniente
do N6 3, que € bifurcado, segundo, agora, a variavel
x3, arbitrariamente escolhida.

Fazendo-se, no N6 4, x336 (em razao de x3=5,2, no No
3), obtém-se a restrigao adicional:

L/5x,41/5%x7-2/5x94%10=k4/5,

levando a uma pivotagao em que x3p€ substituido por
xg, com o resultado seguinte, apos a pivotagao:

xy=3; xs5=6; x1=0; x3=6; xe=7; x9=2; Zu=24,

isto € 6tima e inteira, em relagao ao conjunto de
restrigoes relativas ao No n? LU, mas nao necessaria-
mente um Otimo absoluto! Cumpre verificar se, par-

tindo do mesmo N6 3, ndo surge uma solugdo inteira,
para x345 (N6 5), com Z5>Z,.
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A restrigcao a introduzir, neste caso, €
- 4/5 x2- 1/5 x7 + 2/5 x9 + x11 = - 1/5

Na pivotagao, x7 substitui x;;1, chegando-se ao seguinte
resultado:

xy=3; xs5=5; x1=2; x3=5; xg=2 x7=1; Zs=26

Esta solugao, por conseguinte, € inteira e mefhor que a
anterior.

Mas o problema nao esta, ainda,encerrado!

Haviamos deixado de lado, temporariamente, o N6 2, pois
o No 3 apresentava resultado mais encorajador. Mas, como
a solugao g&tima inteira, derivada deste Gltimo No, tem
valor 26, menor, portanto, que o valor de Z,, cabe, ain
da, verificar se, partindo deste N6 (2), n3ao se alcanga
uma outra solugdo inteira,com valor superior a Zs.

Cumpre, pois, bifurcar o N6 2, gerando os Nés 6 e 7, fa
zendo, respectivamente,

x355 (N6 6) e x32h4 (No 7).
Para o primeiro, a nova restrigao é:
- x3 = 1/3 x¢ - 4/3 xes 32/3
Vé-se, desde logo, que esta restrigdo torna inviavel o
problema, pois um conjunto de variaveis n3ao-negativas,
afetas de coeficientes negativos, nao pode oferecer
soma positiva. 0 problema e, pois descartado.
Para o N6 7, a restrigdo serd, ja com a variavel auxiliar:
- x2 = 1/3 xg = 4/3 xg+ x12=-1/3
A pivotagao decorre da permuta de x;, por xg, resultan
do uma solugdo nao-inteira, com valor, para a fungao-
dbjetivo, inferior ao da solugad inteira,ja encontrada:

x4=3,75; xs=4,75; x1=3,25; x3= 4,00; x7=3,50; xg=0,25;

27=25,75.

Esgotados, pois, todos os problemas resultantes de bi-
furcagoes, fica confirmada a superioridade da solugao
do N6 5.

A pagina seguinte resume a marcha, do N6 1 ao No 7.
A guisa de comparagdo, o mesmo problema € abordado pelo

algoritmo de Gomory, exigindo 4 'cortes', para chegar a
mesma solucdo (ver Quadros VI, VII, VIlle IX, a seguir).
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ALGURITMO "BRANCH AND BOUND' - EXEMPLO

No|Z*|E viavel?|Z>Z*?|Inteira?|Lista|[Novo Z*
1|-=| Sim Sim Nao NG 2
NG 3 | -
2|=o| Sim Sim Nao No 3
No 6
NG 7 | ==
Sim Sim Nao No 4
NG §
NG 6
NG 7 [ ==
Sim Sim Sim No 5
No 6
N6 7 | 24
Sim Sim Sim No 6
NG 7 | 26
6 Nao - - No 7 | 26
7126 \Sim Nao Nao Nada | 26

NO 6

INVIAVEL

X355
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QUADRO VI

Resultado da pivotagao do Quadro 11, com inclusdo da restrigdo I:
c. 3 2 4 0 0 0 0 0

3w b. X1 X2 X3 Xy X5 Xg Xy Xg

0 x4 35/13 0 =-34/13 0O 1 0 3/13 0 -5/13

0 x5 59/13 0 1/13 0 0 1 -2/13 0 -1/13

3 9xy1 347113 1 3/13 0 0 0 7/13 0 -3/13

L x3 63/13 0 9/13 1 0 0 -5/13 0 L/13

0 xz 7/13 0 1713 0 0 0 11/13 1 -1413

Z. 27,23 3 115/13 4 0 0 1713 0 7/13
cj.-zi 0 -19/13 0 0 0 -1/13 0 =-7/13

QUADRO VI

Pivotacao do Quadro VI, apds introduzida a restrigdo |1:

c. 3 2 4 0 0 0 0 0 0
J Vb bi X1 X2 X3 Xy Xs Xg X7 Xg Xgq
0 x, 19/8 0 -23/8 0 1 0 0 0 -4/8 3/8
0 x5 38/8 0 2/8 0 0 1 0 0 0 -2/8
3 x; 15/8 1 -3/8 0 0 0 0 o -L/8 7/8
L x; 43/8 0 9/8 1 0 0 0 0 L4/8 -5/8
0 x7 -5/8 0o -7/8 0 0 o} 0 1 -12/8 11/8
0 xg 11/8 0 9/8 0 1} 0 1 0 172 -13/8
Z, 27,13 3 27/8 4 0 0 0 0 L/8 1/8
cj-Zj 0 -11/8 0 0 0 0 0 -i/2 -1/8

QUADRO VII1

Pivotagdo do Quadro anterior, pois nao é otimo (b, negativo). Re-
sulta a seguinte solugao otima n3o-inteira:

xy= 31/12; xs= 38/8; x,=25/12; x3=31/6; xp=5/12; x¢=7/6; Z =26,92

Gera~se a restrigao 111, dando origem ao QUADRO IX, que ainda nac
apresenta solugao inteira:

x4,=8/3; xs=5; x1=5/3; x3=16/3; xs=b/3; xe=7/3; x9=1; Z = 26,33.

Finalmente, a restrigao IV leva a nova pivotagao, alcangando-se
a solugao otima inteira:

xy=3; x5=5; x1=2; x3=5; xp=2; xp=2; X9=1; x7=1.
Recapitulagao das restrigoes formuladas:
} - Oriunda da variavel xs, Quadro I11:

=114 x2-1V/1h x¢-13/1h x4 xg = =1/2
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1l - Oriunda da variavel x3, Quadro Vi:

-9/13 x2- B8/13 xg= U4/13 xg+ %o = - 11/13

Il - Oriunda da variavel xs, Quadro VIII:
- Xz - 3xg + %30 = -3
IV - Oriunda da variavel x;, Quadro IX:

=7/3 x2 = 2x3 = 5/12 x15 + x11 = -2

3.3. UMA PALAVRA FINAL SOBRE O ESTADO DA ARTE:

0s algoritmos de programagao linear em numeros inteiros
ainda deixam a desejar(¥).

Apesar dos progressos feitos, no aperfeigoamento dos al
goritmos existentes, ocorre, ainda, que alguns proble-~
mas relativamente pequenos exigem tempo desproporcional
mente dilatado, até encontrar-se a solugao inteira, muI
to embora, para problemas de grande porte, os métodos e
xistentes sejam, com freqlUéncia, razoavelmente eficazes.
Nao ha, de resto, como distinguir, previamente, os pro
blemas que podem ser facilmente resolvidos, daqueles que
irao oferecer consideravel resisténcia, na busca da so-
lTugao inteira. Tampouco € possivel prever qual o método
mais eficaz — ora o dos planos secantes predomina so-
bre o algoritmo "Branch and Bound", ora este Ultimo con
duz 3 solugdo inteira de forma extraordinariamente mais
eficiente que o primeiro.

()} Ver McMillan Jr, op.cit., pg 467.
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4.0 SIMPLEX COMPACTO

No quadro simplex convencional, as colunas corresponden
tes as variaveis basicas sao, sempre, formadas por va-
lores ""zero' ou "um', que compoem a matriz identidade
que assinala a solugao. A rigor, pois, nao h3a razao pa-
ra manté-las no quadro, surgindo, logo, a idéia de com-
pactar a matriz, pela supressao das colunas correspon-
dentes as variaveis basicas.

Seja o problema:

Maximizar Z = 20x1+15,5x2+10x3 , dado que
5x1+ 3x2+ x3%1200
Lxi1+ 3x2+2x321000
x1+ 2x2+2x3% 400

0 quadro inicial, pelo Simplex convencional, tem o se-
guinte aspecto:

QUADRO |
c, 20 15,5 10 0 0 0
J Vb bi X1 X2 X3 Xt X5 X
’o xv 1200 @ 3 1 | 0 0
0 xs 1000 L 3 2 0 1 0
0 x6 400 | 2 2 0 0 1
zJ. 0 0 0 0 0 0 0
cj-Zj 20 15,5 10 0 0
@

No quadro seguinte, x: substitui xu«, na base:

QUADRO 11
c. 20 15,5 10 0 0 0
J Vb bi X1 X2 X3 Xy Xs X6
20 x1 240 1 3/5 1/5 0 0
0 xs Lo 0 3/5 -4/5 ] 0
0 x¢ 160 0 7/5 -1/5 0 1
Zj L4800 20 12 4 4 0 0
cJ.-Zj 0 3,5 6 -4 0 0
=
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qura, xs cede passo a x3, fazendo com que a fungao-
objetivo se eleve para 5000:

QUADRO 11
c. 20 15,5 10 0 0 0
J Vb bi X1 X2 X 3 Xy X5 Xeg
20 x, 700/3 1 1/2 0 1/3 -1/6 0
10 x5 100/3 0 1 -2/3 5/6 0
0 xg 100 0 1/2 0 1 -3/2 1
Zj 5000 20 15 10 0 5 0
cj-Zj -0 0,5 0 0 -5 0
@

Ve-se que x, pode substituir x,, com vantagem:

QUADRO IV
c. 20 15,5 10 0 0 0
J vb bi X1 X2 X3 Xy X5 Xg
20 x, 200 1 0 -1 1 - 0
15,5 x, 200/3| o 1 2 -4 5/3 0

' 0 x¢ 200/3] o0 0 - -7/3 1
z 15100/3| 20 15,5 11 -2/3  35/6 0
¢}-2, 0 0 - +2/3  -35/6 0

.

Vé-se, finalmente, que x,, embora igualmente variavel
de''folga', pode, com vantagem, substituir xg, levando
a solugdo otima, que aparece no Quadro V:

QUADRO V
c. 20 15,5 10 0 0 0
J Vb bi X1 X2 X3 Xy Xs Xeg
20 x1 160 1 0 -2/5 0 2/5 -3/5
15,5 x2 120 0 i 6/5 0 -1/5 L4/5
0 x4 40 0 0 -3/5 1 -7/5 3/5
Zj 5060 20 15,5 53/5 0 hosreo 2/5
cj-Zj ] 0 -3/5 0 -49/710 =-2/5

Para resolver o mesmo problema pela tecnica do Simplex
compactado, escreve-se, preliminarmente, o sistema co-
mo segue:
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z

-20(-%x,)-15,5(-x2)-10(-x3)

Xy 1200+5(‘X1)+3('X2)+|(‘Xa)

xs= 100044 (=x,)+3{-x2)+2(-x3)

Xg= 1400"']('X1)+2(‘X2)+2('X3); Xj 50
Em que Zo € a contribuigao, para a fungdo-objetivo, das
variaveis basicas, que , na forma candnica inicial, sao
Xy, Xg € Xg.

0 quadro abaixo dispoe os elementos nesta forma compac-
tada:

QUADRO VI
Zy ~ X X2 ~X3
Z 0 ~20 ~15,5 -10
Xy 1200 Q? 3 1
X5 1000 3 2
X 400 ] 2 2

&a»

Como, agora, na fungEo-objetivo, as variaveis estao com
o sinal invertido, a regra para determinar o ingresso de
uma variavel na base, em se tratando de maximizacao, € a
de selecionar o maior valor negativo, entre os coeficien
tes da linha Z. Ingressa, pois, a variavel xi1, que apre-
senta o coeficiente -20. Para a variavel que deixa a ba-
se, como nac poderia deixar de ser, nao se altera a re -
gra de selecionar o menor quociente dentre os tres seguin
tes: 1200/5, 1000/4 e L0O/1, apontando para a variavel xu.

As regras de pivotagao, agora, em lugar de duas, como no
simplex convencional, sao quatro:

1."No quadro resultante da p&votacao o elemen
zo homoﬂogo do pivotal ¢ o inverso deste ul
timo.

"0s demais elementos da Linha pivotal, no no
vo quadro, obtém-se dividindo-se seus homo-
Logos, no quadro anternion, pelo elfemento pd
votal."

3."0s demais eclementos da coluna pivotak, no
nove quadro, obtém-se pon divisao,pelo cle-
mento pcvataﬂ de seus homologos, no qua-
dho anteador, tomados com sinal contrario”

4."0s clementos das demais Linhas e  colunas
sd0 obtidos pefa mesma regra a efesaplica-
vel, no simpflex convencional, Ls8to e, sao
Lgua&é acs scus homologos, no quadro ante-
nion, deduzidos do valon de uma fracao, cu
fo numeradon & o produto dos elementos s4i-
. tuados nas projecoes destes homologos sobre
a £inha e coluna pivotadis e cujo denom&na-
dorn & o phoprio elemento pivotal.'
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Note-se, ainda, que a linha Z, que identifica a fungao-
objetivo, é sujeita a pivotagao, como as demais, respei
tada a regra relativa ao elemento integrante da coluna
pivotal.

Estas regras, aplicadas sucessivamente, enquanto houver

elemento negativo na linha Z, leva aos quadros seguin-
tes, VI1, VIIl, IX e X, que reproduzem as colunas das
variaveis nao-basicas, respectivamente dos quadros |1,

I1l, IV e V, e chegam 3 solugao otima, com o mesmo nG-
mero de iteragoes, com apreciavel economia de operagags
e de espago ocupado pela matriz. Assim, na programagao
em computador, num problema de "n" varidveis e "m" res-
trigoes (n>m), o simplex convencional exige o armazena-
mento de uma matriz de (m+2)x(n+}), apenas para os valo
res numéricos, enquanto que, no simplex compacto, esta
dimens3o cai para (m+1)2.

QUADRO VI
Zo “ Xy ~X2 =X3
Z L3800 T -3,5 -6
X1 240 1/5 3/5 dﬁj
'XS bo | -4/5 375 (6
Xe 160 -1/5 7/5 9/5
%=
QUADRO V111
2y =Xy X2 “Xs
7 5000 0 -1/2 5
X1 700/3 1/3 1/2 -1/6
’x3 100/3| -2/3 (Eﬁ) 5/6
X6 100 1 /2 -3/2
4
QUADRO [X
Zo Xy -X3 -Xs
Z 15100/3] -2/3 1 35/6
X1 200 1 -1 -1
X2 200/3| -4/ 2 5/3
'xs 20073| /) -1 -7/3

%@
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QUADRO X

Zyg “Xg -X3 -Xs
Z 5060 2/5 3/5 4g9/10
X1 160 -3/5 -2/5 2/5 _
X2 120 Lys 6/5 -1/5 Solugao
Xy Lo 3/5 -3/5 -7/5 otima.
Cumpre observar que a aplicagao do algoritmo compacto

impoe a manipulag¢do da fungao- objetivo, sempre que, na
configuragéo inicial, a base ndo é formada exclusivamen
te por varlavens auxullares como € o caso quando sur-
gem variaveis artificiais ou, mesmo, quando ha uma ou
mais variaveis originais na base inicial (isto €, varia
veis que ocorrem em uma Unica restrigao, com coeficien-
te +1, ausentes das demais restrigoes). Neste caso, e
necessario, previamente, atribuir coeficiente zero, na
fungao-objetivo, a&s varidveis basicas, o que se consegue
substituindo-as, na fungao-objetivo, pelos respectivos
valores, extraidos das proprias restrigoes, através das
quans elas podem ser expressas em fungao das variavel

nao-basicas. { UFRGS/CPD
Seja o problema seguinte: . BKHJOTECA

Tres fabricas, situadas, respectivamente nas cidades A,
B e C, pertencem 3 mesma organizagao e produzem o mesmo
produto, que & consumido em tres outros centros, D, E e
F. A capacidade de produgao das fabricas €, respectiva-
mente, de 40, 180 e 230 unidades por mes. Toda esta pro
dugao pode ser colocada nos tres centros D, E e F, a ra
zao de 100 unidades para D, 150 para E e as 200 restan-
tes para F. Mas o custo de transporte de uma uynijdade
do produto, de qualquer uma das fabricas até qualquer
um dos centros consumidores, e diferente para cada uma
das rotas; o problema consiste em determinar o esquema
de distribuigao, especificando quanto da produgao de
cada fabrica ira ter a cada centro, de forma a esgotar
toda a produgéo, atender toda a demanda e, ao mesmo tem
po, minimizar o custo total do transporte. Por esta ra-
230, os problemas deste tipo recebem denominagao propria
("Problemas de Transporte') e apresentam algoritmos es -
peciais, que os solvem mais eficientemente que o Simplex.
No entanto, nada impede que sejam abordados por este UL
timo, como se farda a seguir, para demonstrar a manipula
¢ao da fungado-objetivo, deixando-se para mais tarde a a
bordagem dos algoritmos especificos para esta categoria
de problemas.

Chamando de x,, X2, x3 a produgao da fabrica A, a ser en

caminhada, respectivamente, aos centros D, E e F; x%,%T
xg a da fabrica B, destinada, tambem, respectivamente, a
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D, E e F; chamando, ainda, de x7, xs e xg3 a produgéo da
fabrica C, que vai ter aos destinos D, E e F, e supondo
que os custos de transporte da unidade do produto, en-
tre fabricas e centros de consumo, sejam os constantes
na matriz abaixo, ter-se-iam todos os dados para a for-
mulagao do problema:

Custos Unitarios de Transporte

Destino
D E F
A 10 12 6
Fabrica B 15 7 4
o 8 9 11

0 problema consiste, ent3o, em :
Minimizar Z=10x;+12x2+6x3+15x,+7xs+lxg+ Bx;+9xg+11xs,
respeitado que:

X1+Xa+X3= Lo
Xy+xs+xg=180
X7+Xg+Xx9=230
X1+x4,+x7=100
Xo+Xs+xa=150

Observe-se que, embora haja 4e¢{4 condigoes a satisfa-
zer, sao formuladas apenas c4inco restricoes. Foi omi-
tida a restrigao relativa a demanda de 200 wunidades,
pelo centro F, que seria x3+xeg+x9=200 (em lugar desta,
qualquer outra das seis condigoes poderia ser suprimi
da). A razao desta supressao esta em que tal restri-
¢ao seria supeérflua e poderia, se presente, gerar de-
generescéncia na solugdo, como ja apontado. Ela é su-
perflua porque esta contida, implicitamente, nas res-
trigoes ja formuladas; a soma das trés primeiras per-
mite escrever:

(x1+xy+x7)+(x2+xXs+xg)+X3+Xg+xq=h50;
logo, pelas duas Gltimas restrigoes:
100+150+x3+xg+x9=450 e
X3+xeg+x9=200

Tfara dar inicio 3 solug3o, € necessario dar forma ca-
nonica ao sistema. Desde logo, verifica-se que nao ha
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verd variaveis auxiliares, pois as restrigoes ja se a-
cham, todas, sob forma de igualdades; somente cabe, en
tao, incluir variaveis artificiais. Todavia, n3ao sera
necessario acrescentar uma variavel artificial em todas
as restrigoes, ja que o exame atento das restrigoes re
vela que trés das nove variaveis originais podem inte-
grar a base de partida do simplex: x3 s0 ocorre na pri
meira restricao, com coeficiente 1; x¢ s6 ocorre na se
gunda, também com coeficiente 1; finalmente, xs 56 ocor
re na terceira restricao e seu coeficiente também € 2
unidade positiva. Portanto, estas trés variaveis exibem
coeficientes que fazem parte de uma matriz identidade
e, por conseguinte, podem integrar a solugao de parti-
da do procedimento iterativo.

Nas duas outras restrigoes nao ha variaveis que satis-
fagam esta condigao e cumpre introduzir variaveis arti
ficiais, que se denominarao, respectivamente, xjpge X1

lsto posto, para aplicar o simplex compacto, € neces-
sario, antes, transformar linearmente a fungao-objeti-
vo, de modo a expressar Z em fungéo, tao somente, das
variaveis nao-basicas.

Com a adigao das variaveis artificiais, a fungao objetiva as
sume o seguinte aspecto:

Minimizar
Z=10x1+12Xx0+6x 3+ 165X, +7xs+hxg+Bx749xg+1 I xg+Mxyy +Mxyy ,
em que M representa um valor arbitrariamente grande.
As variaveis x3, Xg, Xg, x10 € xqp formam a primeira ba
se e cumpre, portanto, substitui-las na fungao-objeti~
vo. Isto se faz utilizando o valor destas variaveis,
extraido das restrigoes. Assim, da primeira restrigao,
tem-se:

x3=40-x;~x2.
As demais restrigoes fornecem:

xg =180-x4-X5;

Xg =230-x7-Xx38;

x10 =100=-x)-Xy=%x7;

X1 =150-x2-Xs~Xg.

Substituindo, em Z, os valores assim obtidos, tem-se,
apos a reuniao dos termos semelhantes:

2=34904250M+ (L4=-M)x 1+ (6=-M)x,+ (11-M)xy+(3-M)x5-(3+M) x7~
-(2+M)X3.

Ou, j3 na notag3do apropriada ao Simplex compacto:

Z= 25 {l=M) (=x1)=(6-M) (=x2)={11-M) (=x4)=(3-M) (-x5)+
+(3+4M) (-x7)+(2+M) (-xg), em que Z,=3490+250M.
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0 quadro inicial assume, entao, o aspecto seguinte:

QUADRO |

Zo =X} ~X2 =Xy ~Xs =Xz =X
Z  34904250M| -(B-M) =(6-M) <-(11-K) -{3-M) (3+M) (24M
X3 4o 1 1 0 0 0 0
Xg 180 0 0 1 1 0 0
X9 230 0 0 0 0 1 1
X190 100 1 0 1 0 1 0
X1y 150 0 1 0 1 0 1
No QUADRO !l (nao apresentado aqui), x; substitui a va-
ridvel artificial xjo(cuja coluna pode ser suprimida,

pois nao ha como possa esta varidvel retornar & base).
A fungao-objetivo cai para 3190+150M e a base serad for-
mada por x3=k40, xg=180, x4=130, x7=100 e x;:=150.

A solugao ainda nao € 6tima, cabendo substituir xg por
xa. Resulta Z¢=2930+20M, x3=40, xe¢=180, xg=130, x7=100
e xj1 =20. Finalmente, xs substitui x;;; a solugdo 6tima
€ alcangada: 2,=2990, x3=40, xg=160, xg=130, x,=100 e
X5=20.

Na segunda parte do curso, sera apresentado um algorit-
mo especial para a solugao deste tipo de problema.

A solugao final, com os respectivos totais, por fabrica
e por destino, figura na matriz abaixo:

Destino
D E F

A xy= 0] x,= 0 x;= 4o Lo

Fabrica
B x,= 0] xg= 20| x¢=160{| 180

C x,=100| xg=130| xg= O0f 230

100 150 200} 450

52



5. ANALISE POS-OTIMIZAGAO E O SIMPLEX REVISADO

Raramente um problema de programagao linear se encer

ra com a determlnagao da solugao otima. Com muita
freqUéncia, apos alcangada esta, surgem perquirigoes
do tipo: '""Que aconteceria se os termos independentes

(isto é os valores b;) sofressem alguma alteragao? As
variaveis basicas permaneceriam as mesmas, ou seriam
substituidas? Qual a gama de variag3ao que os termos
independentes poderiam assumir, 4em alterar a atual
solucao basica? Por sua vez, que efeitos, sobre as
variadveis basicas da solugdo otima, teriam eventuais
alteragoes nos coeficientes cj, da fung3ao-objetivo?"

£ evidente que estas perguntas podem ser respondidas
aplicando-se novamente o simplex, desde a origem, ao
problema alterado pela modificacao dos coeficientes.
Para evitar este trabalho e para permltlr que as res
postas sejam buscadas a partir da solugao ja alcanga
da, recorre-se aos procedimentos da anafldse pos- otdi~
mizacgao.

Para maior clareza, o assunto € dividido nos trés tJ
tulos seguintes:

A Matriz B
Efeitos da mudanga em bj
Efeitos da mudanga em cj

5.1. AMATRIZ

Num problema de programagao linear, com '""m" restri-
¢oes e "n'" variaveis, m<n, poderao surgir ate CQ so-
lugoes dlferentes, para cada uma havendo m varlavels
nao-nulas (isto €, "bisicas") e (n-m) nulas (isto e,
"nao-basicas'"); ao menos uma das solugces deverd ser
6tima, se o problema nao for ilimitado ou inviavel.

A enumeragao das m variaveis basicas, em qualquer so

lug3o, constitui uma “seqUencua basica'. Assim, no
problema resolvido na pagina 16, 3 seqUenCIa basica inicial
€ (x4, x5, X¢ € x7); a da primeira iteragao € (xy,

X3, Xeg, X7) €, fanalmente, a seqlléncia basica otima
é (x2, x3, xg € x7).



Dada uma seqliéncia basica, é possivel conhecer o aspecto
do quadro simplex a ela pertinente, sem efetuar as pivo-
tagoes intermediarias, isto ¢, partindo, apenas, dos va-
lores do quadro inicial.

Para tanto, é preciso recorrer a uma importante proprie-

dade dos sistemas lineares, ja invocada no método de Jor

dan-Gauss:

"Basita, para tanto, phre- muftiplicar a matriz oni
g&nat do sistema em forma canonica, pela ma =
trniz dnvensa daquela detenminada, na mesma con
figuragao original, pelas variavedls que 4inte -
gram a seqllencia basica desejada’

Suponha-se, entao, que fosse de alguma forma sabido que,
no problema resolvido na pagina 16, a sequencna basica
otima seria dada por x;,x3,xg € x7. Estas variaveis de-
terminam, na configuragao inicial (QUADRO 1), a seguinte
matriz de coeficientes:

O NN &
OoO—0 0

0
0
0
1

wmeEsono

A inversa desta matriz, denominada B, € a seguinte:

— —

P 0 0 0
1
pig-| 12 © e 0
- % % 1o
-
| 12§ | (ver Apéendice II)

Denominando de A a matriz dos coeficientes L originais e

por A' a dos coeficientes a , do quadro innal, tem
se: ij
BA = A'

RS 3 1

s 00 ¥ 0 1 0 0 v ! o L o o o
-1 1 7 1 1

iz & © 2 6 0 1 0 =1 ° 1 "1, & 0 0
-2, 7 1 2

) 2 & 0 0 1 - 0 o —§ ~3F 1 [}
.5, 1 5 _5

i27% 6 5 0 0 o L?r 0 0 - "¢ ¢° 1

->
-

QUADRO | (ver pg. 16) QUADRO 111



De mesmo passo, a pré-multiplicagdo do vetor b, do qua-
dro original, pela matriz B,produzira o vetor b', da so-
lugao final:

B*b = b'
~ 1 T .7 [11s 7]
™ 0 0 0 230 7
-1 1 225
iz g 0 O 340 3
. =
-1 _2
T°F 1 o0 270 5
5 _5 225§
e 0 1 300 5

Portanto, a matriz B € um instrumento importante para a
solucao de problemas de programagao linear - dada a for-
mulagao inicial do problema, ela permite obter, direta-
mente, a solugdo Otima, desde que identificada a 4eqldn
cia basica otima, isto &, o elenco de variaveis basicas
da solugao otima.

5.2. EFEITOS DA MODIFICACAO NOS TERMOS INDEPENDENTES

Suponha-se que, apds resolvido o problema de programa-
¢ao linear, sobrevenha alteracao nos termos independentes,
das restrigoes, isto e, os valores b.. Seria necessario

refazer todo o caminho percorrido?

A matriz B permite avaliar o efeito desta alteragdo so
bre a solugao anterior, sem retomar as iteragoes desde
a origem. A pré-multiplicagao do novo vetor b pela ma-
triz B fornece os novos valores otimos das variaveis ba
sicas (se algum dos valores do novo vetor b' resultar
negativo, a razao esta em que a variavel correspondente,
agora, deixou de ser basica - a alteracao nos valoresbj
foi demasiado profunda).

Se, por exemplo, o vetor b, no quadro original,em lugar
de

230 240
340 - 360
270 fosse 28¢
300] 291 |

a nova solugao otima seria dada por x;=60, x3;=U40, xg=5
e x7=91, sendo os valores das variaveis diretamente obti
dos da multiplicagao da matriz B pelo novo vetor original
b:
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£ facil ver-se que xg deixaria a base, se, em lugar de 285,
o terceiro elemento do vetor b passasse a qualquer valor in
ferior a 280, pois o elemento correspondente no novo vetor
b' se tornaria negativo.

Em linhas gerais, se o vetor b, original, se modificar para

230+Y]
3‘*0+Y2
270+Y3

As condicoes limitantes para yi, Y2, Y3 € Yu, para que nao
se altere o elenco de variaveis basicas da solugao otima
sao as seguintes, derivadas de 8+b > 0:

115/2 + y, /4 5 0

225/6 - y1/12 + ya/6 > 0

5 - yi1/6 = 2y;/3 4+ y3 50 (0
225/2 + 5y,/12 -5y,/6 + yy, > 0

Assim, se y;=y3=yy=0 e somente y,#0, quais os limites de
variagao de y;, dentro dos quais n3oc se altera a sequéncia
basica x2, X3, Xx¢ € X7 1

Evidentemente, estes limites sao obtidos por

y15'230
le 1050
yi1< 30
Y15'270

As limitacoes extremas sao a primeira e a terceira; logo,
-2304y,430

Para medir o efeito das modificagoes em b; sobre a fungao-
objetivo, basta introduzir, nesta Gltima, os novos valores
das variaveis basicas, ou, alternativamente, calcular dire
tamente o efeito, através de um artificio que permite ex-
pressar a fungao-objetivo em fungao dos valores b;

Retomando o problema resolvido na pagina 16, cuja formula-
¢ao canonica foi apresentada na pagina 14, tem-se:



Ix148%x2+9x3+0xu+0xs+0xe+0x7=2 (Maximizar)
3X1+Ax240Xx3+1 Xy +0x5+0xg+0x7=b
Sx1+2x2+6x3+0x 4+ 1 Xs+0xg+0x7=b,
I1x142x,+hbx 340x,+0xs5+1xg+0x7=b3
2x1+0Xx245x3+0xy+0x5+0xg+1x7=by

em que os termos independentes, nas restrigoes, supostos
variaveis, para fins da analise pés-otimicagao, foram
substituidos, respectivamente, por b;, b,, b; e b,.

Suponham-se, agora, quatro constantes,m;, T2, T3 € Ty,
que multiplicarao, respectivamente, as quatro restrigoes.
Estas constantes sao denominadas "multiplicadores do Sim-
plex'" e servem ao proposito visado, de expressara fungao -
objetivo er fun¢do dos valores de b,, bz, bs e by.

Efetuadas as multiplicagoes, as restrigoes assumem o se-
guinte aspecto, lembrando que, na solugao otima, x1, Xy
e X5 sao nao-basicas e, portanto, iguais a zero, podendo
os termos correspondentes a elas ser dispensados:

IOTT1X2+OTT1X3+OTT1XG+0TI’1X7=TT1b)
2ToXo+6TMax3+0Moxg+0MoXx7=T,b,
23X+ hmax s+ maxg+0Maxs=T3bs
Oy X2 +5 My X 3+0MyXg+1Myx7=Tyby

Somando, agora, as quatro restrigoes a fungac-objetivo,
tem-se (ja dispensando as variaveis nao-basicas):

(B+Um1+2mo4+2ma+0my ) X2+ (9+0m 1 +6Mo+ 4T3 +5T0 ) X3+ Waxe+Tux7 =
=Z+m1b1+m2bo+maba+myby

Basta, agora, determinar os valores de m , T2, Tie m, que
tornam nulos os coeficientes de x,, X3, Xg € X3, para que
se tenha Z expressa em fungao de by, by, bj e by:

= 'Tlel"Tszz'TT3b3'Th.bz. @

Para achar os valores convenientes dos multiplicadores,
cumpre resolver o sistema obtido da anulagao dos coefi-
cientes das variaveis basicas:

8+hm+2m,+273=0
9+61T2+L|TT3+STT|.=0
m3=0
TTI‘EO

Do que resulta: w3=-1,25; myo==1,5;m3=0;m,=0.

Note-se que m;, multiplicador da primeira restrig¢da.€ o
valor, na linha Cj-Z- , no quadro final, correspondegte a
variavel n3o-basica x,, folga desta mesma restrigao; ma,
analogamente, é o valor, na mesma linha, correspondente
3 folga da segunda restrigao, e assim por diante (ver pg.

16).
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t - .
Portanto,Z=-nt-b, em que W e o vetor linha, transposto do
vetor coluna, dos multiplicadores, e b € o vetor dos valo-
res originais dos termos independentes, das restrigoes,

Assim, se tivermos um conjunto de alteragoes y;, Y2, Y3 e
ys, aditadas, respectivamente, a b;, b, by e by, compati-
veis com as condigoes enunciadas em (), Pg. 56, a reper-
cussao destas alteragoes sobre o valor 6timo de Z pode
ser obtida por

Y1
'ETl T2 T3 TTL.:]'

Yu

Para b;=240 e b,;=360, tem-se y;=10 e y»=20. Logo,
= -(-1,25-10 - 1,520) = 42,5

Como o valor 6ptimo de Z era (ver Quadro 11}, pg 16) 797,5,
o novo valor, apés a alterag3o do vetor b, sera de

797,5 + 42,5 = 840

idéntice ao que se encontraria para x;=60 e x3=40, novos
valores otimos, encontrados pelo produto da matriz B pe-
lo vetor b, alterado (ver produto matricial, pg. 56)

Lembrando, por outro lado, a identidade entre os valores
do vetor w e os que formam a linha Cj‘Zj, para as folgas
das correspondentes restrigSes, bem como a igualdade C),
segundo a qual

Z = -wt-b,

tem-se um meio pratico de verificar os cdlculos, quadro a
quadro, cuidando que, em cada iteragao, o valor de Z seja
obtido tanto pela substitui¢ao dos novos valores das va-
riaveis, na fungdo-objetivo, como pela soma dos produtos
dos valores cj-Zj, para_as variaveis de folga, pelos b;
das respectivas restrigoes.

No problema da pagina 16, no Quadro |, os valores C"Zj,
para as quatro variaveis auxiliares, sao, todos, nulosie
Z=0; no Quadro I!, somente c5-Z5 € diferente de zero, i-
gual a -1,5; xs € a folga da segunda restrigao, para a
qual o termo independente original, b, € 340. 0 produ-
to 1,5+340=510 identifica o valor da fungao-objetivo, nes
ta iteragao. No Quadro Ill, tem-se, analogamente: .

-(-5/4-230 - 3/2-340)=797,5=Z otimo).
Qutra importante conclus3o a tirar de@e o fato de ser
possivel obter diretamente os multuplncadores T, para ca

da iteragao, a partir dos dados originais

Com efeito, em cada iteragao, Z € a soma dos produtos dos
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coeficientes das variaveis tésicas, na funcao-objetivo,
pelos respectivos valores, dados pelo vetor b':

Z=cp-b'
em que cp € o vetor linha, contendo os coeficientes das

varidveis basicas, na fung3o-objetivo, e b' é o vetor co-
luna, contendo os valores b; da solugao corrente.

Mas, b'=B-+b (ver pg. 55 ), em que b & o vetor dos valo-

res b; do quadro inicial.

Logo, Z=c,+*B*b e, por conseguinte, cp*B-* b=-nt *b, ou,
-‘n’t=cb'B ©)

Isto e, os multiplicadores, com o sinal invertido, podem

ser obtidos pela multiplicagdo dos coeficientes das vari-
aveis basicas, na fungao-objetivo, pela matriz B.

No quadro final do problema da pagina 16, tem-se

cp={8 9 0 0]; a multiplicagao acima indicada
fica:
1
Y 0 0 0
-L 1 0 0
t 12 6
~m=08 9 0 0|°|_1 _2 =[1,25 1,5 0 0
C A S ]
S5 -3
12 % o1

5.3. EFEITOS DA MODIFICAGAO NOS COEFICIENTES DA FUNGAO-OBJETIVO

Apos a determinagao da solugao otima, pode ser necessario
investigar possiveis efeitos, sobre a mesma, de alteragoes
nos coeficientes da fungao-objetivo, sem retomar, desde o
infcio, a solugao completa do problema.

Esta andlise distingue dois casos:Alteragéo nos coeficien-
tes das varidveis que, na solugdo otima, sao basicas, e
alteragao nos coeficientes das varidveis nao-basicas, na
solugdo Otima.

Iniciando pelo segundo caso, isto &, pela investigagao dos
efeitos da alteragao dos coeficientes das varidveis que n3o
sao basicas, na solugao d4tima, a analise visa determinar
o limite a que poderia chegar esta alteragao, sem quese mo
dificasse o &4tatus da variavel, isto é, a condigao de nao-
basica. Enquanto o valor correspondente a esta variavel,
na linha ci;-Zj,permanecer nulo ou negativo, ela permanece
fora da bage e, no que tange a ela, a solugao encontrada
€ otima, nao importa quao alterado tenha sido o seu coe-
ficiente cj-

Chamando de x, uma varidvel n3o-basica na solugao oGtima,
de ¢4 0 seu coeficiente na fungao-objetivo; de ¢} o
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vetor acima definido; de c{ o valor correspondente a esta
variavel, na linha c;-2; do quadro final,e dea; o vetor
coluna, dos coeficiehtes da matriz, na coluna da vari-
avel x4, tem-se:

c!=c_-c_*a'
s €5 %p'9s
Mas, B-as=a;, em que a_ € o vetor coluna, corresponden-
te a Xxg, no quadro original. Logo,
t
c!=c_-c,*Bea_=c 4T *a ver
s s bB s s s ( Q) (9

expressao que permite calcular o valor discriminante c!,
a partir, exclusivamente, dos dados originais do pro<
blema. Ve-se que o termo subtrativo nao depende de cg-
Portanto, qualquer alteragao Ac_, no valor original cg,
reproduzir-se-a, intacta, no valor Cs A condigao, pois,
para que xg permaneca fora da base, e:

t . C -
+ +T e 4
cS AcS m as 0, isto e,
Ac_ ¢ -ntea - c
s s
Esta condigao, aplicada aos coeficientes das variaveis

nao-basicas, na solugao final do problema da pagina 16
oferece as seguintes conclusoes:

Para x:
-[=1,25 -1L,5 0 0]« |7|=b5/h; 8x12 %2 - 7

Para xu:

-[=1,25 -4,5 0 0. |g)=5/h 5 Axad f - o

- |

Finalmente, para x5, tem-se Axs¢3/2-0.

Segue-se que x, poderia ter seu coeficiente original, na
fungaoc-objetivo, acrescido de 17/4, isto €, poderiaele cres-
cer ate 17 b5 _ 3

7+ T = T sem que a solugao otima se al

terasse. De mesmo passo, X, e x5, embora variaveis de fol
ga, que dificilmente assumiriam coeficientes nao-nulos na
fung3o-objetivo, ainda assim poderiam ter, respectlvamen
te, coeficientes 5/4 e 3/2, sem alteragao da solugdo Otl
ma.

Em suma, como regra pratica, tem-se que a solugac otima
nao se altera, enquanto_a alteragao dos coeficientes das
variaveis nao-basicas nao ultnapaébe os valores da linha
c:-Z:, sob as mencionadas variaveis, tomados com sinal
contrario.

Se estes limites forem ultrapassados, serd necessario efe
tuar novas pivotagoes, para introduzir na base as varia-
veis antes nao-basicas mas agora mais vantajosas e, por
tanto, suscetiveis de aumentar o valor da fung3o-objetivo.
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Para analisar o efeito de alteragées nos coeficientes
da fungao-objetivo, relativos as variaveis que sao ba-
sicas no quadro final, procede-se como segue:

Suponha-se que x,, variavel basica na solugao final da
pagina 16 (Quadro 111), tenha por coeficiente, na fun-
¢ao-objetivo, em lugar de 8, o valor 8+8.Esta alteragao
afetara os valores da linha Z e, por conseguinte, da
linha c-- para as variaveis nao-basicas, xi, Xy e
Xs. Enquan{o, porém, tal alteragao nao afete o caracter
nao-negativo dos citados valores c;-Z:, a solugao encon
trada no Quadro Ill ainda sera 5t|ma, nao obstante a
modificagao do coeficiente de xa.

No caso em tela, como se trata de maximizahr a funcao-
objetivo, os valores posit{vos de § soO tornam x; mais
Lucrativa e, portanto, tendem a confirmar o caracter
negativo de c¢j-Zj, para as variaveis nao-basicas. Mas,
se § for negativo, chegara o momento em que uma das
varidveis nao-basicas passe, com vantagem, a ser ba-
sica. Também podera ocorrer que valores positivos de

8§ determinem alteragao da base, bastando que sejam .ne-
gativos os coeficientes correspondentes a linha de x2 ,
nas variaveis nao-basicas. Tal nao ocorre, em relagao
a x2, no Quadro 111, mas, quanto a xs3, e facil de ver
que, por ser negativo o coeficiente de x,, na 1i-
nha de x3, mesmo os valores positivos das alteragoes
do coeficiente de x3, poderao afetar a base, pela in=
trodug¢ao eventual de x,, cessando, pois, de ser oti-
ma a solugao encontrada.

Em suma, se uma variavel basica, xp, tem seu coeficien-
te, na fungao-objetivo, alterado de c, para cp+6, deve-
se, para cada variavel nao-basica, ?tnplicar por § o
coeficiente apg, que se acha na intersecgéo da linha x}
com a coluna da variavel nao-basica xg. Seja Rg o valor
assim obtido e seja ¢¢ o valor da linha c--Z na colu-
na de xg. Para que nao sealtere a seqUencna éa sica da
solugao Stima _ja encontrada, é preciso que, para todas
as variaveis nao-basicas,

-RS<0

Estas condigoes permitem determinar os limites em que
se devem conter as alteragoes 8§, para que nao seja afe-

tada a sequUéncia basica ja determlnada.

Assim, para xz, tem-se:

- Ta-h3ei . =3z, 17 _ .
Variavel nao-bdsica xj: Ri=2s; % %650, 5,5 -%
Variavel nao-basica x,: Ruy=1 -% - %qgo; §,>-5
Variavel nao-bdsica xs: Rs=08; -3 - 0820; § 5- =

Evidentemente, a condigao mais exigente € a segunda, i
i

m
pondo que§, >-5, para que n3o se altere a seqléncia basica.
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Da mesma forma, para xi3, tem-se:

Variavel nao-basica xp: Ryi=f6s; -¢' - éﬁ;éo; 635-%}
Variavel nao-basica xy: Ru=-L63;%-& %pgéo; 8215

Variavel nao-basica Xs: R5=%& ;-% - %5360; 835 -9

Do que resulta, para que nao se altere a seqléncia basica,
a condigao:

-92§,415

Encerra-se aqui, com as discussoes precedentes, a analise
pos-otimizagao, que permite avaliar, na solugao otima, os
efeitos na alteragao dos coeficientes b; e cj-

5.4. 0 SIMPLEX REVISADO

Certas propriedades evidenciadas na discuss3o pés-otimiza
¢ao permitem revisar os procedimentos do Simplex, tornando-
os mais expeditos.

Com efeito, de G) pode-se obter o valor do elemento c:-Z;,
no novo quadro, para qualquer uma das variaveis nao-basicas

a partir, tao somente, dos dados do quadro original, lembran
do que também os multiplicadores podem ser obtidos dos mesmos
valores originais. Isto permitira, entao, identificar a va
riavel a entrar na base, na seguinte iteragao.

Identificada esta variavel, € possivel obter, imediatamente,
o vetor coluna desta variavel, no novo quadro, a partir da
matriz B e do vetor original, correspondente a esta mesma
variavel, bem como o vetor b, igualmente pela multiplicagao
dos coeficientes bj, originais, pela matriz B. Tal fato, por
sua vez, permitira identificar a variavel que deve sair da
base, o que permite identificar nova seqlencia basica. Se-
quem-se hova matriz B e novos multiplicadores W, que permitem
reiniciar o processo, pesquisando os valores c--Z das novas
variaveis nao-basicas, a fim de determinar se asdh@aopode
ser aperfeigoada, e assim sucessivamente.

Este procedimento, além de dispensar a morosa pivotagao de
todo o quadro, a cada iteraggo, permite trabalhar, sempre,
com os valores originais, o que evita a propagacao deerros
de arredondamento nos valores fracionarios.

Aplicada ao problema da pagina 16, esta técnica apresenta o
seguinte desenvolvimento:

No gquadro inicial, por simples inspecgao, vé-se que a varia
vel x; deve substituir xs.A nova base sera, pois, xu, X3,
xg e X7, tal como aparece no Quadro Il. Este, porem nao pre
cisa ser construido, para dar-se prosseguimento a solugado.



A matriz B, dos coeficientes das variaveis basicas, nas
restrigcoes, formulagao inicial, &, agora, dada por

1t 0 o o
0o 6 0 o
6» 1 0 (na ordem xu, X3, Xg € x7)
o 5 o0 1
Sua inversa e:
0 0
1
1 0
- -2
B = 3 1
_s
3 [}

A nova solugao, para as variaveis basicas, pois, ser3d dada
pela multiplicagao do vetor b, original, pela matriz B, ob
tendo-se, destarte, o novo vetor b:

0 4 230 30
1 0 340 70
6 3
_2 M = 130 C)
3 1 270 3
-3 50
s 0 300 N

0s valores sao os mesmos obtidos, por pivotagao, no Quadro
Il, pagina 16,

Segue-se o calculo do vetor w (ver () ):

nt =-Co s o o] B =[o -% o 0]

Logo,

t
Slw o

Agora, cumpre verificar se alguma variavel nao-bdsica deve
ingressar na base, ou se, alternativamente, a solug3o €& o-
tima. Isto se faz com recurso a relagao (@ , com aqual sao
obtidos, diretamegte, os valores da Cj'zj’ necessarios pa-
ra esta verificagao:

Para a variavel x;:

[a%¢]



3
- s -1
c,"Z,=¢c1= 7 + Eo 15 ] o:| . =7
2
Para a variavel x,:
Yy
2
€ =2 =c'= 4 + o -15 0 0 |2 5
R Lo - J -
o
Para a variavel xs:
0
. 1
c.-Z2.=¢c.= 0 + Eo -15 0 oj o=~ 2
5 “5 "5 2
0
0s mesmos resultados se acham no Quadro Il, pagina 16,
Verifica-se, assim, diretamente, sem a pivotagao, a
partir dos dados originais, que a variavel a entrar,
agora, na base, e x3.
Para determinar a variavel que deixara a base, impoe-

se, antes, encontrar o vetor a} que, no segundo quadro,
corresponderia a variavel xa.

Basta recorrer a matriz B e ao vetor original a,, mul-
tiplicando-os:

ol wlnd |~ o
o
1

.
N
]
wln w|o we- &

Cumpre, agora, identificar a variavel que saira da base,
atraves do menon quociente posi{tivo entre os valores co-
lineares do novo vetor b, obtido em () , € o vetor aj}, a-
cima. 0s quocientes sao:

230/4, (170/3):(1/3), (130/3)+(2/3); note-se que o Glti-

mo, relativo a xy, nao figura, pois &€ negativo.

0 menor quociente & 230/4, relativo a variavel x,, que se
ra, portanto, substituida, na base, por x:.

Surge, entao, nova seqléencia basica, formada por xz, x3,
Xs € x7, as quais subentendem, na matriz original, a se
guinte matriz B (de coeficientes das restrigoes), ja exi
bida na pagina 5h. -
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6 [}
B=

4 1

5 [+}

Sua inversa, B, ja foi determinada (ver pagina 54). Com
ela, reinicia-se o ciclo, determinando-se, primeiro, o
novo vetor b, prémultiplicando por ela o vetor b original.
A seguir, determinam-se os novos multiplicadores w, pré-
multiplicando a matrijz B pelo vetor formado pelos coefi
cientes das _variaveis basicas, na fungdo-objetivo (estas
multiplicagoes foram feitas, respectivamente, nas paginas
55 e 59). De posse dos valores T, obtém-se os discrimi-
nantes cl, para as variaveis nao-basicas x;, x4 e Xxs, para
verificar que a solugao é oOtima:

Para x;:

7 - [c1,25 =15 o 0] -

)

n

Para xu:

Para xs:

Naoc havendo discr

nante positivo, a solugao € otima como
ja verificado, al

mi
s, no Quadro 111, pagina 16,

]
i
Pode-se, desta forma, resolver o problema de programagao 1i
near operando, sempre, a partir dos dados originais, sem re
correr as iteragoes sucessivas dos quadros do simplex conven
cional, o que representa, do ponto de vista da precisao, uma
vantagem significativa. A tecnica do simplex revisado pode,
também, ser muito Gtil para quem deseje utilizar um computa
dor digital, mas nao possla, nem possaconstruir, um progra-
ma para executar o simplex convencional, possuindo, no en -
tanto, um bom programa de operagoes com matrizes. Simples -
mente utilizando produtos matriciais e inversoes,é possivel.
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encaminhar toda a solugao do problema.

Cabe, ainda, uma observagao: A cada troca de variavel, na
base, impoe-se calcular uma nova matriz B. Em lugar, po-
rem, de inverter, a cada passo, a nova matriz B, corres-
pondente 3 seqléncia basica vigente, pode-se obter a no-
va matriz inversa a partir da anterior, tirando partido
do fato de que a lnica diferenga entre a matriz B atual
e a anterior reside numa coluna, correspondente & substi
tuigdo de uma variavel basica por outra, nio-basica.

Suponha-se que, alcangada a situagao do segundo quadro,
com a seqléncia basica x,, X3, Xg € x7 (primeira itera -
gao), chegou-se @ conclusao de que a seguinte seqUéncia
bisica seria xs, X3, Xg € x7. A nova matriz B so diferi-
ra da anterior pela coluna da variavel substituida, isto
e, a primeira.

Procede-se como segue, para obter a nova matriz inversa:

1. Tomar a coluna a, dos coeficientes, no quadro original,
da variavel que entra na base e obter, por prémulti
plicagao por B, a coluna que lhe corresponde no qua-
dro atual (esta operagdo, de qualquer forma, € indis-
pensavel, para determinar, como vimos anteriormente,
a variavel que deixard a base - ver(® ).

wle

a':B-a =

wln  wln

2. Criar a matriz E', pela inclusao do vetor coluna as-
sim obtido, numa matriz identidade, ocupando, nesta,
a mesma posigao que a ocupa na matriz original, B.

Logo,
r_b 0 0 0
i 1 0 0
E'= | °
2
3 0 1 0
S
Y 0 0 14

3. Gerar a matriz E, a partir de E', operando sobre os
elementos da coluna substituida, da forma seguinte:
0 elemento pivotal € o que se acha na diagonal prin
cipal da matriz; substitui-lo pelo seu inverso.Divl
dir os demais elementos da coluna pelo elemento pivo
tal, tomado este com sinal contrario. -

No caso, tem-se:
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1
m 0 0 0

- 1 0 0
12

E =

-1
5 0 1 0
2 0 0 1

L 12 ..

L. Finalmente, a nova matriz B, denominada 8', sera ob

tida por -
1 1
+ 0 o o 1 0 o o + 0 0 o
_1 1 11
B 1 o 0 8 ¢ 0 0 "2 T 0 0
'=E+f3= . =
B _1 2 12
£ 0o 1 0 o "5 1 o £ TF 1 o
5 _5 5 _5
| 2o 0o [ ° 7 o 2°F o0 1
CONCLUSAD

Um diagrama de blocos, descrevendo o encaminhamento do
"Simplex Revisado', encerra este tratamento dos proce-
dimentos gerais da programagao linear. Seguem-se, no
curso, os algoritmos especiais, para a solugao de pro-
blemas de transporte e adjudicacao. O instrumental a7y
esta, a disposigao do aluno. Mas ele de pouco lhe vale
ra, se nao se dispuser ao esforgo de desenvolver sua
lmaglnagao criadora, para discernir, na pratica, situa
goes suscetiveis de representagao por um modelo de pro
gramagao linear, bem como sua aptldao para, identifica
da a possibilidade de aplicagao do método, dar forma a
fungdo-objetivo e as restrigoes aplicaveis ao problema
0 simples dominio da metodologia de algebra linear, con
tida no Simplex, nao basta para tanto. € precnso exerci
tar-se na construgao de modelos, para, atraveés doesfor
¢o continuado, desenvolver estas aptidoes.
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SIMPLEX REVISADO

SONSTRUIR
QUADRO S —

«NICIAL

|

IDENTIFICAR A
VARIA'VEL QUE
ENTRA NA BASE
IXe] £ A QUE A
OEIXA (XL)

CONSTRUIR A
MATRIZ B PARA
A SEQUENCIA
BASICA INICIAL

il

DETERM!NAR
A INVERSA

A =8

L.
—

CALCULAR ©S$ CALCULAR NOVA
MULTIPLICADORES MATRIZ f3°
“fitecy - p A=-e-f

1

CALCULAR CRIAR A MATRIZ E'
b'af-b o E A MATRIZ E,
zZe-Tt.n

l

PARA CADA VARIA - IDENTIFICAR NOVO
VEL NXO -BASICA, XL . PELD HINIMO
Xgy CALCULAR . b [(Qe)i, PARA

cym cy+ T, a, {Qex >o0.

IDENTIFICAR CALCULAR A

NOVO Xe. PELO | | coLuna oE Xe:
r’

MAIOR C'y Qs = - de

PROBLEMA
ILIMITADO

I"UNBOUNDED *1 I

VARIAVEL
ARTIFICIAL NA

© PROBLEMA
E INVIAVEL

* INPEASIBLE *} |%Fara maximizagdo; se minimizag¢do,a pergunta

serd :"Hd dgum C3<0 ?°
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6. 0S PROBLEMAS DE TRANSPORTE

O0s problemas de transporte dizem respeito a distribui
¢ao de um produto por diversos pontos de destino, a
partir de diferentes origens ou fontes de abastecimen
to.

As grandezas que surgem no problema referem-se 3 mes-
ma unidade e cada fonte de suprimento € caracterizada
por uma capadidade maxima de fornecimento, enquanto
que cada ponto de destino é definido por sua demanda.

0 transporte de uma unidade de produto, de uma deter-
minada origem atée o ponto de destino, faz-se sob de-
terminado custo. 0 problema consiste em deffnir uma
tabela de distribuigao que estabelega quais as ori-=-
gens que fornecer3ao aos diferentes pontos de destino
e as respectivas quantidades, de forma a que seja mi-
nimo o custo total da operagao.

6.1. FORMULAGAO DO PROBLEMA DE TRANSPORTE

0 problema de transporte, como atualmente & conhecido
possui a sequinte formulagao:

“"DETERMINAR 0 PROGRAMA DE TRANSPORTE Xij QUE MINIMIZE:

SATISFEITAS AS RESTRIGOES
n

& Xpp =ap U=1p)

p .

Iy Xip = by (i=t,....m)

Xij >0 (i=1,...,p; j=1,...,n)
P v (1]

ifr 3 =gk b

Devido a suas caracteristicas especiais, o© problema
pode ser abreviado na forma do quadro da figura 1.
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DESTINOS
1 ‘ * ¢ n CAP
ORIGENS
x" xln
1 . . a,
C" Cln
X
XPI .
p . ap
Cp1 an
DEM b, . . . b
Figura 1
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6.2. SOLUCAO BASICA INICIAL

0 primeiro passo, na resolugaoc de um problzma de trans
porte, consiste em determinar uma solugao compativel
basica inicial viavel, isto €, que atenda as restri-
¢oes marginais (demandas e capacidades), possua n+p-1
variaveis basicas e seja compativel, ou seja, a par-
tir do quadro original, com as variaveis basicas de-

terminadas, por redu;Bes sucessivas de uma linha ou
coluna que possua apenas uma variavel basica se redu-
za o quadro original a um quadro 1x1, ou seja, uma

célula com a Gltima varidvel basica a ser eliminada.
Uma base € uma solugao vidvel de um problema.

Variaveis nao basicas sao aque]as que nao estao na ba
se e portanto nulas; varidveis basncas sao as que com
poem a base e portanto podem ser nio nulas.

Todos os métodos ou algoritmos que ser3ao abordados nes
te livro tem a propriedade de fornecer uma solugao ba
sica compativel.

,f‘ir 123 [car
1

1 2 3 | CAP
10| [10]20 1 5 (15
2| 5{10| |15 2115
3 %5 |25 3 5120
M| 15 (10 |3 |60 pEMj15 110 |%D

»

\'

BIR|H| =

Figura 2. Figura 3.

Exemplo de Solugao Exemplo de Solugao

Compativel Viavel N3o Compativel Via
vel

Obs.: 0Os custos C.. foram omitidos propositadamente.

Uma solugao nao compatlvel nao pode ser tratada pe-
los algoritmos de otimizagao conhecidos, mas podera
ser explorada nos casos de multiplas solugoes oOti-
mas de um problema. Esta situagao sera abordada opor
tunamente.

6.3. CAPACIDADES £ DEMANDAS DESIGUAIS

Seja o problema formulado em 6.1:

inimi =,L., C.. X. . 6.1
Minimizar 2 l?J ij x i ]

. . n . 6 2

Sujeito a jél Xij = 3a;, i=1,2,...,p .



e X.. =b,, J =1,2,...,n : 6.3

i=1 ij Jj
X;: 20 6.4
J
Em muitos casos reais, nao se verifica a condigao
£ % b 6
2 b -

Basta para tanto, que a soma das capacidades das ori-
gens nao seja igual a das demandas dos destinos.

Nestes casos, para se adaptar o problema real ao mode
lo de transportes, tal como descrito nas equagoes an-
teriores cria-se segundo o caso, um destino ficticio
ou uma origem ficticia, com, respectivamente, demanda
ou capacidade capaz de satisfazer a condigao 6.5. Os
custos correspondentes sao considerados nulos.

A condigao 6.5 faz com queio problema sempre tenha so
lugao viavel e, conseqlentemente, tenha solugao otima

6.4. DEGENERESCENCIA

Em qualquer fase de um problema de transporte, o nime
ro de células ocupadas deve ser p+n-1, onde p € o nu-
mero de origens e n € o de destinos.

Se surgem mais de p+n-1 consignagoes, ha um erro na
solugao; se .surgem menos de p+n-1 consignagoes, esta
caracterizada uma solugao defenerada, que pode decor-
rer de erros, mas freqlentemente emana das proprias
condigoes do problema.

Uma degenerescencia implica na impossibilidade depros
seguir nas iteragoes, pois surge uma descontinuidade
no quadro, que impede o cidlculo dos valores de U e V,
ou, se tal nao ocorre, a solugao ingressa num ciclo
de iteragoes sucessivas que nao conduzem a progresso.

Degenerescéncia na solugao de partida.

A igualdade entre os totais marginais, no momento de
se fazer uma consignagao a uma célula, na solugao de
partida, pode causar uma degenerescéncia.

Esta dificuldade pode ser contornada, fazendo-se uma

consignagao, de "Valor Zero', onde necessario para
prosseguir no calculo.

65. METODOS DE OBTENGAO DE UMA SOLUGCAO
COMPATIVEL BASICA INICIAL VIAVEL

Nesta secgao serao abordados trés métodos de obtengao

72



de uma solugao compativel basica inicial viavel. 0
primeiro deles, pela sua importancia didatica e sim-
plicidade, trata-se do '"Método do Canto Noroeste', o
segundo por ser um método consagrado, apesar de novo
pois foi desenvolvido em 1955, trata-se do "“"Método
de Vogel', e o terceiro, por ser a mais recente con-
quista na obtencao de solugao inicial, proposto por
autores brasileiros, trata-se da '"Solugao Inicial de
Rodrigues''.

Existem ainda, varios outros métodos de obtengao de
solugao inicial que nao serao abordados por se situa
rem, em eficieéncia e importancia, abaixo dos aqui a-
bordados, como por exemplo o '""Método do Custo Mini-
mo'", o '"Método de Aproximagao de Russel' e outros.

Todos os métodos aqui abordados sofreram modifica=-
g¢oes, em relagao aos seus originais correspondentes,
para se precaverem do possivel surgimento de degene-
rescéncias na solugao durante a sua utilizagdo. Tais
modificacoes nao prejudicaram a sua heuristica origi
nal, tornando-os apenas mais eficientes.

6.5.1. METODO DO “CANTO NOROESTE”

Uma primeira solug¢ao pode ser obtida de forma prati-
ca através do '""Método do Canto Noroeste'. Esta deno-
minagao provém do fato de se iniciar o preenchimento
do quadro de distribuicao sempre pela intersecdao da
primeira linha com a primeira coluna, no canto supe-
rior esquerdo do quadro (o '"Canto Noroeste', se refe
rido a disposigao habitual, nas cartas, dos pontos
cardiais).

Procedimento

Toma-se o menor dos valores marginais (restrigoes)da
primeira linha e da primeira coluna e atribui-se es-
te valor a célula situada no canto superior esquerdo
do quadro (Canto Noroeste). Tal consignagao ira esgo
tar a demanda do primeiro destino ou a capacidade da
primeira origem ou, ainda, ambas, se os totais margi
nais forem iguais. Prossegue-se, sempre realizando
deslocamentos para a direita ou para baixo, dependen
do de qual restricao foi totalmente satisfeita, se
foi a demanda de um destino o deslocamento serd para
a direita, se foi a capacidade de uma origem, o des-
locamento sera para baixo, se ambos, o deslocamento
sera para a direita com consigna¢ao nula para esta
célula para previnir-se da ocorrencia de uma degene-
rescéncia na solugao de partida. 0 processo € encer-
rado quando se tiver esgotado a demanda de todos os
destinos e a capacidade de todas as origens, obten-
do-se, assim, um programa de transporte que consti-
tui uma solugdo compativel basica inicial viavel do
problema proposto.

73



ESTINOS
1 2 3 4 CAP
ORIGENS
180 20
———
! 200
17 13 24 54
|
Voo T
100 60
2 160
8 30 I 36 26
i
S0 90
s 140
20 42 28 45
DEM 180 120 110 90 500
Figura &4
Quadro de exemplo, '"Canto Noroeste'.
DESTINOS
1 2 3
4 CAP
ORIGENS
15 1™ 5
1 20
9 ' 5 6 10
’ 15 (o)
2 - 'QI\_/ 15
[}
7 6 \E 7 9
N
.
3 ¥ 10 25 35
6 7 9 3
DEM 15 20 10 25 70
Figura 5
Quadro de exemplo de degenerescéncia na solugao

de partida.
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65.2. METODO DE VOGEL MODIFICADO

Em 1955, W.R.Vogel desenvolveu um método que permite
a determinacao de uma solugao de partida bastante a-
proximada da solug3o o6tima e freqllentemente com ela
coincidente. Este método tem, sobre o do '"Canto Noro
este', a vantagem de economizar iteragoes subseqllen-
tes. Em 1977, N.A.Leonel introduziu modificagoes no
método original de Vogel, visando trés objetivos:

1) Facilitar sua utilizacao em computadores.

2) Eliminar as degenerescéncias que porventura ocor-
ram, forgando a ocupagao das celulas mais apropri
adas, com quantidade zero.

3) A possibilidade de estender o emprego do método
aos problemas de adjudicacao ("AssignmentProblem "
na literatura técnica norte-americana).

Procedimentos

a) Calcula-se a diferenca entre os dois menores cus-
tos de cada linha e de cada coluna ainda nao eli-
minada. Se apenas um custo restar a ser considera
do, a diferenga devera ser igual a ele préoprio.

b) Buscar a linha ou coluna com maior diferenga e,
nesta, a celula com o menor custo, dentre as que
nao pertengam a qualquer coluna ou linha ja elimi
nadas.

c) Consignar a esta célula o maior numero possivel
de unidades, isto €, o menor dentre os dois valo-
res marginais, capacidade e demanda, subtraindo
destes o valor consignado.

d) Eliminar a linha ou coluna cujo requisito margi-
nal foi atendido. Se ambos os requisitos margina-
is foram atendidos, simultaneamente, surge uma
degenerescéncia na solugao de partida, a qual €
resolvida eliminando-se apenas uma dentre as duas,
linha ou coluna; a escolha se fard considerando-
-se o nimero de situacoes andlogas ja ocorridas,
inclusive a presente, se este numero for impar, a
linha deve ser eliminada; se par a coluna. Se ape
nas uma linha ou coluna restar a ser eliminada, a
solugao esta completa. Senao retorne ao passo a).

6.5.3. METODO SIRO —SOLUGAO INICIAL DE RODRIGUES

Trata-se de solugao recentemente proposta em periodi
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Figura 6

X e}ajdwod eis2 oednjos e ojueysod
X etoudd 2
i 2
v -—
[
o -
© ° o =
[ ]
o L3 L3
o - e13udasasauabap | @
© - i
Olg o
2 AN
o 3
© b4 I8R5
ol & ©
) ] -2s213uab el ®f ~
° X < c
N A L] [ o o o
o > ©
@ > Q| = c
o ol of
° o o ot
3 © 8 o -4 I I
~ - - w
e o |w© H
w ~ A
©w
il [ o l{ 8 |°|°|X
-
o
- o |~ " - o
o|lo|o| o
ol w9l lela]l o || O—gcamtommo
(=] ~
o o © < o
& L] - [ 2 X
- - o
o
o|leo|lo - ° 8 |_~_ Q 8 3 3 X
L] L~ - b -l - -
< 2 b
< ©
~
™~

Quadro de exemplo do Algoritmo de Vogel Modificado.

Pode-se verificar que a solugd3o encontrada €& Stima.
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co

brasileiro, com o titulo "Desenvolvimento de uma

nova solugao inicial', comentada, posteriormente, em

edi
que
de

dis
tit

Pro

a)
b)

c)

Con
Fig

*

¢ao ulterior do mesmo peridodico, por outro autor,

deu ao método a denominagao de "Solugao inicial
Duas Etapas' e que, no trabalho desenvolvido como
sertagao de mestrado, com titulo SOPTA, recebe o
ulo atual SIRO.

cedimentos

Somar 0s custos unitarios de cada linha.

A partir da linha de maior soma de custos, uma a
uma, atée a Gltima linha, realizar as operagoes da
alinea "c"

Para cada célula da linha, pertencente a coluna
ainda nao eliminada, calcular a diferenga entre o
custo unitario da célula e o menor custo dentre os
das células da coluna correspondente, que nao per
tengam a linhas ja eliminadas. A partir da célula
que possuir a menor diferenga, atribuir a cada
uma o menor dentre os respectivos valores margi-
nais, deduzindo destes o valor adjudicado, ateé
que a linha seja totalmente satisfeita, eliminan-
do-se as colunas cujo valor marginal tenha sido
esgotado. Se ao esgotar-se o valor marginal da 1]
nha, o da coluna também o for, uma degenerescenci
a surgiria na solugSo de partida, neste caso, paT
ra resolve-la, a coluna deve ser eliminada e a 1i
nha nao o deve ser, restando um valor marginal i-
gual a zero, a inserir na proxima célula a preen-
cher, da linha, obedecida a ja mencionada ordem
crescente das diferengas, quando, entao, a linha
serd eliminada.

sidere-se o problema a maximizar, expresso pela
ura 7.

EST
1 2 3 CAP

ORIG
1 Fo_l_;,;llﬂ
G 0 I

3 [ [ E;j 20
M 120 (4o [ 20 | 90

Figura 7 _
Problema (*) Exemplo de Aplicacao da SIRO
Este problema é de Maximizacao.
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0 valor M da célula (3,2) indica que nao é possivel o
fornecimento da origem 3 para o destino 2. M deve ser
uma valor muito grande comparado com os custos e é
precedido do sinal menos (-) por se tratar de um pro-
blema de maximizagdo, for¢cando a nao utilizagao da c€
lula na solugao oGtima.

Como o problema € de Maximizagdo, os seus custos de-
vem ser tratados com o sinal contrario aos da figura
apresentada.

a) Soma dos custos das linhas:

Linha Soma
1 ~-153
-123

3 M

Portanto a ordem sera:

12 1linha 3 soma = M
22 linha 2 soma = -123
32 1linha 1 soma = -153

b) Linha 3:

c) Célula Diferenca
(3,1) -18 - (-30) = 12
(3,2) M - (-52) = M
(3,3) -56 - (-71) = 15

Portanto, a ordem de preenchimento das células é:

1o célula (3,1)
22 célula (3,3)
3¢ célula (3,2)

A célula (3,1) ¢ preenchida com 20 unidades, satisfa
zendo-se a linha 3 e restando 10 unidades, a serem
distribuidas na coluna 1. A linha 3 € eliminada.

b) Linha 2:

c) Celula Diferenca
(2,1) -18 - (-30) = 12*;7empate entre dife-
(2,2) -40 - (-52) = 12+ rengas
(2,3) -65 - (-71) = 6

Portanto, a ordem é : 12 célula (2,3),
2¢ celula (2,1),
32 célula (2,2).

A célula (2,3) € preenchida com 20 unidades, a colu-
na 3 € eliminada; a célula (2,1) é preenchida com 10
unidades. Neste ponto ocorre um empate entre as res-
trigoes marginais; portanto, s6 a coluna € eliminada,
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ficando a linha com capacidade zeno, que € adjudicada
a proxima célula, na ordem das diferengas, a célula
(2,2), o que permite, finalmente, eliminar a linha.

b) Linha 1:

c) Célula Diferenca
(1,1) eliminada
(1,2) -52 - (NADA) = -52
(1,3) eliminada

Apenas a célula (1,2) pode ser utilizada; preenchida
esta com 40 unidades, € eliminada a coluna 2, restan
do, como capacidade da linha, o valor zero, que deve-
ria ser adjudicado 3 préxima célula. Como nao ha ou-
tra celula, pois todas as colunas ja foram eliminadas,
o método € encerrado com a solugac inicial completa,
pois foram feitos '"n+p-1" langamentos, corresponden-
tes 3s variaveis basicas, o que equivale a eliminar
''n"' colunas e "p-1" linhas. A figura 8 mostra esta so

lugao.

STl
QRIG 1 3 ) cap

2
1 s M 40
2 | 104 04 204 3
20 -
LTy

3 el 20
peM | 30 20 | 90

Figura 8
Quadro resultante do problema

Pode-se verificar que a solugao obtida € 6tima e tam-
bem que possui solugoes Otimas alternativas, pois ao
se aplicar o método da Dualidade, "C..-U.-V." & zeho
para a célula (1,1). "Quando ocorre jo empate entre
diferengas, o método programado adota a ordem de me-
nor para maior indice da coluna (poderia ser qualquer
outro critério, desde que uma delas preceda a outra,
na ordem de escolha das células)."

6.6. METODOS DE OTIMIZAGAO DE SOLUGAO
COMPATIVEL BASICA

0s métodos que se seguem sao métodos iterativos e tem
por base avaliar se a solugao apresentada € 6tima ou
se pode convergir para uma solucao mais préxima do
6timo, caso em que a atual solugao sofre uma modifica
¢3o na base surgindo a nova solugao, e assim sucessi~-
vamente até que se encontre a solugao Gtima.

0s métodos apresentam ainda a caracteristica de, em
presenga da solugao otima, indicar se o problema apre
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senta solugoes otimas alternativas,

6.6.1. METODO DAS ALPONDRAS

0 método das alpondras consiste em avaliar sistemati-
camente, uma a uma, as possibilidades -de modificar a
solugdo, atribuindo-se uma unidade de produto &s celu
las vazias do quadro e verificando se esta modifica-
¢ao aumenta ou diminui o custo total. Se o aumenta, a
hipotese ¢ abandonada; se o diminudi, a possibilidade
e exptonada ac maximo, consignando-se a esta cé€lula o
maior nimero possivel de unidades, e assim sucessiva-
mente, até que nao haja mais possibilidade de qual-
quer mudanga que reduza o custo, quando se tera chega
do 3 solugao otima.

Para avaliar uma hipotese de alteragdo da distribui-
¢3o, € fundamental conhecer o "ecircuito de alpondras"
por onde passar para, partindo da celula vazia, vol-
tar a ela, "pisando" sempre sobre células ja ocupadas.
0s vértices deste circuito indicam as celulas onde de
verd haver adigao ou redugao de uma unidade, a fim de
que, respeitadas as condigoes marginais, se possa a-
tribuir uma unidade a referida célula vazia. Para ca-
da célula vazia, ha um e somente um circuito possivel
e qualquer circuito tera numero par de vértices, en-
tre eles a propria célula vazia. Quer percorrendo o
circuito no sentido horario, quer no sentido anti-ho-
rario, a partir da celula vazia, numerando-se os seus
vértices, ter-se-a metade do circuito com veértices de
numeragao impar e metade com numeragao par.

.Somando-se, de um lado, os custos unitarios dos vertl
ces impares, que sofrerao acréscimos de uma unidade,e,
de outro, os dos vertlces pares, que sofrerao redugao
de uma unidade, ter-se-a a avallagao da hipotese: se
predominar a soma dos vértices impares, havera acrés-
cimo de custo e a modificagao sera desvantajosa, caso
contrario, serd vantajosa e convém explora-la ao maxi
mo.

Neste método, apenas se introduz procedimento preven-
tivo para as degenerescéncias que surgem quando mais
de uma célula par, no circuito, contém a mesma consig
nagao minima. A provudencna consiste em liberar ape-
nas a primeira (*) das c€lulas de valor minimo fican-
do as demais ocupadas com valor zeaxo.

(*) Nao importa em que sentido for percorrido o circuito. Af-
pondras - "Pedras que atravessam um nio ou um ribeiro  de
uma para outra margem". Denominagao proposta, em portugues,
ao método '"'Stepping-Stone', do inglés, pelo Prof. Manoel
Luiz Ledo, titular de Pesquisa Operacional da UFRGS, Dire-
tor do Centro de Processamento de Dados da UFRGS.
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DEST
1 2 3 ] CAP
ORIG
LR s |
1 15
s |4 5 |I 10
o
2 | ; 2 25
Y 7 : 6 7 9
o0
6 7 9 3
DEM 5 15 25 10 25
Figura 9

Quadro de exemplo do algoritmo das Afpondras modi-
ficado.
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6.6.2. METODO DE DISTRIBUICAO MODIFICADO

(TAMBEM CONHECIDO COMO METODO

DE DANTZIG OU METODO MODI)

Para a descrigdo deste método € necessdrio que se defina an

tes o Problema DUAL do problema de transporte, que €:

0 Problema Dual

do Problema de Transportes,

X11 X12 . Xln sz Xzz... an ttt pr sz e
U1 1 1 .1 al
u, 1 | I | a,
1 1 oo a
Up p
v, 1 1 o 1 bl
v, 1 1 .. | b2
v, 1 1 ... b
c C C C c ...C .. C C .o
1i 12 in 21 22 2n pP1 p2
"Maximizar 2' a U+ aU, + ... + apup + bV, + ... nVn
Satisfeitas as restrigoes:
U, +V, Ci1
U, +V, Ci2
U, +V Cln
U, +V, €2,
u, +V, Caz
Uz +V CZn
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- P
v +V <
p z < L,
v, Woos o

e Ui e Vj livres'
ou resumidamente:

"MAXIMIZAR Z' = T a.U.+Z b. .V,
il|iJJ

Satisfeitas as restrigdes:

U, € uma variavel livre (i =1, ., P),

Vj € uma variavel livre (j =1, ..., n),

u, + Vj < Cij (i =1,...,ps J=1,..., n)."
Representando por X = (xij) uma solugado do primal e

por U = (Ui) e V = (Vj) uma solugdo possivel do DUAL,

pode-se, entdo escrever:

Z -2'= 3 Cini. - L aiUi -Z bV,

i i
Z-271'= I Ci°xi' -z Ui.E X.. - V,.I X..

R P B FERLE I R
Z -2' = ¢ Cini. - I Ui'xi' - L V.. i

i,J b, R I B
Z-2'=5%¢ (C,. -U, ~V.) . X..2>0

. ij i Jj ij

1,J
pois zz> 7

Z' (max) > If Z{(min)

Para a solugao otima do PRIMAL e do DUAL, Z = Z', isto
€, a cada par "ij", dever3d ser nulo um dos dois valo-
res, Xij ou (Cij-Ui-Vj), para que se anule o somatorio

de produtos cujos fatores sdo necessariamente positi-
vos.

Procedimentos do Método de Distribuigao

0 método de distribuigdo modificado atribui valores es
pecificos para Ui e Vj’ de modo a ter cij_Ui-Vj = @ nas
células para as quais xij>0’ isto €, para as variaveis

basicas. Nas células restantes estao as variaveis nao-



basicas e, portanto, nulas. Logo, a soma
T (C.. - U, - V.,}) x X., €& nula
. ij i j ij
1,1
Entretanto, devem ser verificados os valores de Hj-uiqﬁ

resultantes para as variaveis nao-basicas, pois deve-se

ter Ci.-Ui-VJZ g para todas as c€lulas.

Um valor de Ci.-Ui-Vj<G implica na violagao de uma res
tricdo e a solugdo correspondente nao € viavel para 0

dual.

0 valor de Z pode ser expresso como abaixo:

Z2=12'"4+ L (C,, -U, -V.,). X.,
] i J ij
)
Lembrando que o valor de Z' corresponde a uma solugao in
vidvel para o dual, conclui-se que a variavel nao-basi-
ca Xi" que corresponde ao coeficiente mais negativo
cij - Ui - V., deve ser incluida na base. Isto é feito
com auxilio do circuito de alpondras. A seguir, determi
nam-se os novos valores de U e V, e assim sucessivamen-
te até obter-se:

i):J_(ciJ.-ui-vJ.) X;;=8 e CpmU-vd
Para i =1,..., p e j =1, ..., n

Exemplo de Aplicagdo do Método de Distribuigdo

Considere-se o programa obtido anteriormente, pela apli
cagao do processo do canto noroeste, onde foram preen-
chidas as células 1,1; 1,2; 2,2; 2,3; 3,3 e 3,4.

0 primeiro passo consiste em determinar os valores de

Ui e Vj tais que Cij - Ui - Vj = @ para as células on-

de Xij>ﬂ. Como o problema tem n+p-1 restrigoes indepen-

dentes e como ha n+p variaveis Ui e V., uma delas pode
ser arbitrada. J

Habitualmente, comega-se por fazer u, = 0.

A partir desta adjudicagao pode-se determinar os demais
valores de Ui e Vj, utilizando as cé€lulas preenchidas,
pois, para elas, Cij'_ Ui - Vj = f.



Ciy - Uy - V1=0 ou 17 -0 - V;=0, onde V, =17.

Ci2 - Uy - V2=0 ou 13 - 0 - V=0, onde V, 13.
Ca2 - Uz - V2=0 ou 30 - Uy~ 13=0, onde U, = 17.

Cz3 - Uz - V3=0 ou 36 - 17- Vv;3=0, onde V4

i}
0

Cas - Us - V3=0 ou 28 =- Uz- 19=0, onde U3 = 9.
Csy - Us - Vu=0 ou 45 - 9 - v,=0, onde V, = 36.

A Figura 10 mostra os valores de Ue V resultantes.

EST | vi=17 | V2=13 |vi=19 |Vi= 36
ORIG 1 2 3 Iy CAP

“‘;‘ 180 | 20
7] [15]  [] [z 200
Y 100 |%%0 (9
2 [8 Fﬁf’é |36 ] i [26 160
U3=9 o- ro)

—
3 | | ] 0w fes] 140
oen | 130 | 120 | 110 90 | 500

Figura 10
Quadro de exemplo Método de Distribuigao
Modificado.
Apés todos os valores de U, e V. serem determinados,
procede-se ao calculo de C..-U; V. para as células

J t )
n3o ocupadas. Este valor fornece a repercussao sobre
o custo total da transferéncia de uma unidade para a
referida célula. Se o resultado for positivo, nao ha
vantagem em a utilizar; se negativo, €& conveniente
sua utilizagao.

Avaliacgao das células vazias:

Célula Cij - U - Vj Vantagem na utilizagao
(1,3) 24 - 0 - 19 = 5 Nao
(1,4) 54 - 0 - 36 =18  Nao
(2,1) 8 - 17 - 17 = -26 Sim
(2,4) 26 - 17 - 36 = =27 Sim
(3,1) 20 - 9 -17 =-6 Sim
(3,2) 42 - 9 - 13 =20 Nao
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Em geral opta~se pela utilizagdo da célula para a qual
o valor de C|J - U - V., seja "o mais negativo", isto
€, max |(c, ;7YY )|/(c ;7% .)<o

Opta-se, assim, pela célula (2,4), para a obtengdo da
primeira solugao melhorada, figura 11, aplicando-se o
método das alpondras.

Para prossegunr € preciso recalcular os valores de U
Vj’ pois a modificagdo feita alterou a base,

DEST V1=l7 V2"'|3 V3='8 VI.-B
1 2 3 y CAP
ORIG
=0 [N Ton 4 ,/’-\\
v,=0 @380 C? 20 x*_’f\ ey
1 1 : 200
1R 24 54
T N O SRS €
R EE Y T, tay) [P 60
2 i 8 30 36 |1 26 160
1 ]
S RS T E
3 = = 140
20 42 28 4s
DEM 180 120 110 90 500

Figura 11

Quadro de exemplo, primeira solugao melhorada pelo
Método de Distribuig3do.

0BS: 0Os valores de cij- Ui - VJ para as células va-

. -
zias aparecem no quadro dentro dos circulos

pontilhados.

A célula (3,1) cujo valor CIJ - - Vj é -33,
€ escolhida, obtendo-se o quadro da figura 12,



DEST| Vi=17 V2=13 Vi3=25 Vu=9
1 2 3 Y CAP
ORIG
Ui=0 C?}Is'o""{? 50 Co | s
O I T2 I T 24 54 200
u2=17 O 5@ -
2 0 =2 0 959
8 30 36 26
Us=3 426 (r33)
30 ~ - 110 KN,’ 140
20 42 28 45
DEM 180 120 110 90 500
Figura 12

Segunda solug3o melhorada.

A célula (2,1) é escolhida, obtendo-se o quadro da
figura 13,
EST Vi=17 Vz2=13 Vi=25 V=35
1 2 3 Y CAP
ORIG
Up=0 - N /’\\
(? 80 120 ? 7
1| ! 200
! 17 13 : 24 54
Uz=-9 || e A
' 70 20| | Geot| 90
2 j | 160
+ 8 30 il 36 26
TP S AT [0 o
30 2261 11 A
3 140
20 42 28 4s
DEM 180 120 110 90 500
Figura 13

Terceira solugao melhorada.

A célula (1,3),

(Gnica com C,
é esco]hlda, obtendo -se © quaéro dadfi
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DEST | v,=16 | v,=13 | v,=24 | v, =34
1 2 3 ly CAP
ORIG
SR D m | s |
1|7 ; 200
17 13 24 54
U,=-8 la3) 20}
2 0 |- S 90 160
8 30 36 26
Uy=4 (’;2 .r:) ("+7“,
3 110 |-~ 30|~ 110
20 42 28 45
DEM 180 120 110 90 500
Figura 14

Quarta solugao

melhorada (e otima).

Que € a solugao otima do programa, pois, aqui,

c..-uU
')

0 retrospecto do custo total

Solugao ''Noroeste

12 Solugao
23 Solugao
32 Solugao
La Solugado

melhorada
melhorada
melhorada
melhorada

i-VJZU para todas as células.

em cada etapa é€:
13.930
12,310
11.320
9.500
9.420 (solugcdo 6tima)
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6.6.3. 0S PROBLEMAS DE ADJUDICAGAO (“ASSIGNMENT PROBLEM”,
DISTRIBUICAO BI-UNIVOCA OU ALOCAGAO)

Existe um conjunto de problemas de programagao linear
que devido as suas particularidades sao tratados por
algoritmos ou métodos de solugao particulares, tais
como o caso dos problemas de transporte, os problemas
de adjudicagao, também conhecidos como problemas de
"distribuicao bi-univoca ou 'Alocagao'" ou ainda,
"Assignment Problem' na literatura técnica Norte-Ame-
ricana, sao tratados, na literatura conhecida, por mé
todo particular de resolugao.

Os probelams de Adjudicagao possuem a seguinte formu-
lagao:

Min 2Z=3I. C,. x X,. 6.6.3.1
] ] ij

sujeito A:

B oxg ey Gimt,2,. ) 6.6.3.2

j=1

£y ox ey Utz 6.6.3.3

xijzo (todo i e todo j) 6.6.3.4

r

I a;= E b. 6.6.3.5

i=1 j=1 J

ai=1 (i=1,2,...,p) 6.6.3.6

bj=l (i=1,2,...,n) 6.6.3.7

p=n 6.6.3.8
As condigoes 6.6.3.6, 6.6.3.7 e 6.6.3.8 caracterizam
os problemas de adjudicagdo como um caso particular
dos problemas de transporte, como se pode verificar

pelas equagdes que definem um problema de transporte,
6.1 a 6.5 e as equa;oes 6.6.3.1 a 6.6.3.5 dos proble-
mas de adjudicacao.

Devido as condigoes 6.6.3.6 a 6.6.3.8, esta classe de

problemas apresenta como solugao n variaveis X,.=1, ou
seja, uma base degenerada, em relagao a base cérres-
pondente do problema de transporte, do qual € caso

particular, com n-1 degeneragoes. E, razao desta si-
tuacao e como os algoritmos utilizados nos problemas
de transporte nao previam que as degeneragoes fossem
resolvidas naturalmente pelos préoprios, estes proble-
mas sao tratados por métodos particular de solucio,
" ", A partir das modifica-

[
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goes realizadas nos métodos de solugao dos problemas
de transporte, apresentados, ja modificados, neste
livro, esses tipos de problemas podem ser resolvidos
também pelos mesmos métodos, como mostra o exemploda
figura 15, resolvido pelo método de Vogel Modificade.

¢

- | =

[and o

N
— — —

Figura 5§ ) _
Quadro de exemplo de um problema de adjudicagao.

Note-se que o método se adapta perfeitamente a este
tipo de problema; pode-se comprovar, também que a
solug3o € 6tima, o que normalmente ocorre, pois es-
ta € uma caracteristica do método de Vogel, mesmo
quando aplicado em problemas de adjudicagao.
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APENDICE |

UM SISTEMA PARA RESOLVER PROBLEMAS DE
TRANSPORTE E ADJUDICACAO EM COMPUTADOR

0 sistema foi programado na linguagem "ALGOL", Burroughs
B-6700/B-7700, que oferece alguns recursos importan-
tes neste tipo de aplicagoes.

Opgoes oferecidas o tornam utilizavel tanto para fins
didaticos como comerciais, oferecendo recursos impor-
tantes para ambas as situagoes, sob custo muito bai-
X0.

Para a solugao de partida

a) NOROESTE: Método do Canto Noroeste Modificado.
b) VOGELMOD!F: Método de Vogel Modificado.
¢} SIRO: Solugao Inijcial Rodrigues.

Para as otimizagoes:

UFRGS/CPD

a) MINIMIZAGAO ("Default") Bﬁ“JOXECA

b) MAXIMIZACGAD

Para o fornecimento dos dados ao sistema
a) Formato livre

0 sostema pode resolver um ou mais problemas em cada
execugao, bastando, para tanto, fornecer os dados de
cada problema logo apbs os dados do anterior. Pode-se,
ainda, utilizar qualquer das opgoes em cada problema
fornecido.

Para os resultados

0s resultados sao fornecidos de acordo com o valor X.

a) X = -1: Somente a solucao otima & listada.
b) X = 0: A solugao de partida e a 6tima sao lista-
das.

c) X > 0: A solugao de partida, que recebe nimero 1
(UM), as solucgoes intermediarias cujo nime
ro é miltiplo de X e a solucao OTIMA sao
listadas.

d) A cada iteragao sao fornecidos, ainda, se deseja-
dos: o numero da solugao, a célula utilizada para
se obter esta solugao, o custo da solugao de parti
da e o custo da solugao atual.
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A |mpressao dos resultados € feita em formato "matri
cial expansivel", que depende do tamanho da matriz e
dos valores.

DADOS DE ENTRADA DO SISTEMA

As opcoes oferecidas pelo sistema, e, os dados de ca
da problema devem ser fornecidos na seguinte ordem:

Resultados desejados

0 valor "X'" da opgao deve ser fornecido através do
atributo '"vafue'" da ordem de execugao do sistema e €
usado para todos os problemas desta execugao.

ex.: RUN SOPTA ; VALUE = X:

Dados de entrada e outras opgoes

0s demais dados e opg¢oes sao fornecidos por um arqui
vo de cartoes, de nome "thransporte", na seguinte or-
dem e formato:

a) Nimero de origens e destinos, formato livre.

b) Opgao de Partida, op¢ao de otimizagao e opgao (d)
dos resultados; formato fixo, um cartao com 10(dez)
posigcoes contiguas para cada opgao.

c) Capacidade de cada origem, formato livre.
d) Demanda de cada destino, formato livre.

e) Custos unitarios de transporte de cada origem pa-
ra cada um dos destinos, formato livre.

Ex.: (cada linha corresponde a um cartao).
RUN SOPTA ; VALUE = -1;
DATA TRANSPORTE
3, b
NOROESTE..MINIMIZE..FALSE......
200, 160, 140
180, 120, 110, 90,
1700, 1300, 2400, 5400,
800, 3000, 3600, 2600,
2000, 2400, 2800, 4500,
END

0 exemplo acnma especifica um problema cujo resulta-
do desejado € apenas a solucao 6tima, o problema con
siste em trés orlgens e quatro destinos sendo que as
capacidades das origens sao 200, 160 e 140 respecti-
vamente e a demanda dos destinos 180, 120, 110 e 90;
os custos unitarios de transporte da origem 1 (um)pa
ra cada destino sao, respectivamente, Cr$17,00, Cr§
13,00, Cr$ 24,00 e Cr$ 54,00.
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t—_——— o ———— - - —— G e -
l*DEST' ] ]
x ! 1! 2 ! 3

'ORIC*. ] |

—————  Satubabaininb b intatalaiaibd Sadet bttt
1 1 0 1 40

1 1 ] '

t 1 $30.00 $52.001 $71.00
- o ————— o m—————— -
' ! 10 ' ! 20
] 2 ] H ]

1 1 1 1

————— +---318.00 _ _$40.00 ___$65,00
] ) 20 1 1

] 3 ] 1 1

! ! $18.00'$9.999.99" $56.00
=== frmmm————— Lottt bl Rttt kbt
] ] ] 1

1t DEM 1 30 40 20
1 1 1 ]

- o o mmm——— o m—————
PROBLEMA NRO: 1 A MAX,
CUSTO SOLUCAO INICIAL ( SIRO )=
CUSTO SOLUCAO ATUAL (SOL.NRO, 1)=

DIFERENCA CUSTO(SOL

A SOLUCAO NUMERO

AS CELULAS A SEGUIR
DE SOLUCOES OTIMAS

( 2, 2 )

Figura 16

1 E'

APRESENTAM

Exemplo de saida do sistema.
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CONDIGAO
ALTERNATIVAS.:

$3.920,00
$3.920,00

$0,00

A SOLUCAO OTIMA DO PROBLEMA,

DE OBTENCAO



APENDICE I
INVERSAO DE MATRIZES — O METODO DA ELIMINAGAO

0 algoritmo assenta-se na idéia de converter a matriz
dada em matriz identidade, executando uma série de o-
peracoes elementares sobre as linhas da matriz. 0 as-
pecto interessante € o de que as mesmas operagoes,exe
cutadas na matriz identidade que tem as dimensoes (nx
n) da matriz dada A, permitem chegar a inversao de A,
isto €, a A”!

Veja-se, a seguir, como certa matriz A, nao-singular,
pode ser reduzida a matriz identidade (1), por meiode
uma seqllencia de operagoes elementares como:

1. Multiplicagao de uma linha por um escalar «,
(llnha)i “« a (llnha)i.

2. Permuta de linhas,
(linha)i pe (linha)h.

3. Substituigao de uma linha [(linha) .], pela soma
dessa linha, (linha);, com outra linha [(linha)]
que pode ser previamente multiplicada por um esca-
lar,

(Iinha)i + (linha)i-+a(linha)k.

Estas operagoes elementares podem ser <caracterizadas
pelas matrizes U, Uz e U;, respectivamente. A pré-mul
tiplicagEo da matriz A por U, ou U, ou U; daria, em
A, as operagoes elementares citadas.

Exemplo: R 3 1 0] 31 0
UiA = |J0 1 o] - 0 2 1 = J0o 2 1
0 0 al ] 2 3 (& 20 3o
o que equivale 3 operagao (linha)s<a(linha);.
0 1 0] 3 1 o] [0 2 1]
U, A =J1 0 Of°- 0 2 1}1=13 1 0
0 0 1 1 2 3 U 2 3
= - ke - -l
o que equivale 3 operagao (linha), S (linha),.
1 0 1 3 1 0 L 3 3
Us;A =0 1 07}« 0 2 1]=10 2 1
-0 0 1- J 2 3- -l 2 3-
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o que equivale a operagao (linha); + (linha),;+(linha),

As trés operagoes elementares, com auxilio das matri-
zes U;, podem ser usadas para converter a matriz (A)em
matriz identidade (1). Se, ao mesmo tempo, ou em momen
to diverso, mas da mesma forma, as operagSes fossem
aplicadas a matriz identidade I{ o resultado seria a
matriz inversa de A, isto &, A~

Pois se:
UBI... UBL... UBn'A= |

com Bi=1 ou 2 ou 3, entao, multiplicando-se cada mem~
bro da equagao por A~! chega-se a

-1_yp-1
UBI... UBL°" UBHAA IA
esta equagao se simplifica e fornece
=a-1
UBI... UBL"' UBnl A

0 algoritmo para computador pode ser formulado wusando
o que se chama de "matriz aumentada'", que tem a forma
[All], ou seja,

A1 A12 e ecessees A1p 10....0
[AI1] = @1 .0ceeeeeinnacenat 01....0
App e tenrvnenane.a,, 00....1
0 processo principia com a "normalizacgdo da primeira

linha da matriz aumentada, o que se consegue mediante
a divisao de seus elementos por ai; (pivd). Esta opera
¢ao pode ser indicada, por meio da formula recursiva,
desta maneira:

ag .
1 !
a,.= - =1
lj aj, J ’
em que o fndice superior "1", de al;, identifica os no
vos elementos da primeira linha. Cabe notar que a}1=l,
o primeiro elemento da matriz identidade.

cee 320,

0 passo seguinte € reduzir os demais elementos da pri-
meira coluna a zero, por meio de uma seqUéncia de ope-
ragoes executadas pelas matrizes U; e Us. A implementa
¢ao, no computador, de tal operagao, faz uso da chama-
da "equagao de redugao".

1 [ =
al.za..-a. +al. 4L = 2,3,...,n
1 1 .
44 44 4 ) = 1,2,...,2n

Essa equagao reduz a zero os elementos que se acham fo
ra da diagonal, na primeira coluna; além disso, altera,
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€ claro, os elementos restantes da matriz aumentada
neste primeiro '"ciclo". A matriz resultante tem, na
coluna um, exatamente a coluna um da matriz identida
de. -

1 —
1 al, @y gz 0::0..-.0
0 al, veeveevneen.. B2 4 o ...:
o n :
o . 0 1....:
-t T
0 Q2 %n a,; 0 0....1

0 processo de ''normalizagao'" dos elementos da diago-
nal e de redugao a zero dos elementos fora da diago-
nal, na metade esquerda da matriz aumentada, tem pro
segunmento até que a matriz adquira a forma final

n n n
1 0....0 al'i alz......-.?ln
0 1....0 azln.-...--....:
T L : =[11A™}]
.. . :n :n
LU 0....1 Ay eoeeerenes "annJ

com a matriz identidade a esquerda e a inversa a di-
reita.

As formulas de recursao abaixo incorporam os n'ciclos’
necessarios para efetuar a conversao:
k-1

b %ks f=k,...,2n
O~ ;E%T
kk k=1,...,n
PLIEPLOLIL SIS i=1,...,n
S (i7k)

Obs.: E possnvel que um pIVO seja igual a zero. Nes-
te caso € necessario uma pré-preparag¢ao da ma-
triz original, realizando-se permutas de linhas
com a finalidade de afastar os elementos zeros
ou muito reduzidos da diagonal principal.

E importante salientar que o produto dos pivds
dos n "ciclos" fornece também o determinante d
matriz original. Se uma permuta de linhas é re
alizada, o sinal do determinante se altera.

n -
det[A]l= (-l)p- n azhl , onde p é o numero de
k=

permutas realizadas.

0s recursos necessarios para inversao de matriz pelo



método acima sao:

- espago_de memoria para a matriz aumentada - (nx2n)

- operagoes elementares (divisao, multiplicagao e sub
tragao) - 3n3- n2 ;n

METODO REDUZIDO DE INVERSAO DE
MATRIZES POR ELIMINAGAO

Trata-se de uma versao simplificada do método ante-
rior, onde se elimina a matriz indentidade da matriz
aumentada, conservando-se as operagoes sobre ela rea
lizadas, porém, realizadas sobre a matriz identidade
que surgiria a esquerda da matriz aumentada.

Tais simplificagoes resultam no seguinte conjunto de
formulas de recursao:

k

X _ k-1
Pivo = ahh
h-l
Upp = 1
k “ﬁzl fk+1 n,1 k-1
akj. = : » » » » ’ h=l,n
Pivo
kR k-1 k-1, R . .
aij = aij - ay, akj L=1,...,n{ifk)
k-1
k "2
Aip = —p— }L'=1, o
Pivo

Os recursos necessarios, para este método, sao:

- espago de meméria para a matriz original: (nxn)

- numero de operagoes elementares (divisao, multipli
cagdo, subtragdo): 2n?- 2n + n

Comparando os dois métodos chega-se aos seguintes re
sultados:

Método Elimi- [Método Elimi-| Diferenca
Recursos nagao Matriz |nacao R(Iedlg Pré-rRegg
Utilizados Aumentada [zido zido
MEMORIA (nx2n} (nxn) {nxn)
OPERAGOES In-gn®+n) | 2n-2n%+n | n¥-In?-n

Operacoes para

= 2 21 10 11
3 75 39 36
b 182 100 82
10 2940 1810 1130

100 {2.994.950  |1.980.100 | 1.014.850
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Exemplo de aplicag¢3do do método reduzido.

Dada a matriz

Ay 2 3 4
2 3 4 1
A =
3 0k 1 2
1 2 3]

o método deve conduzir, sucessivamente, as seguintes
outras matrizes

k=1, PIVD=1 k=2, PIVO=-1_
1 2 3 4 -3 2 -1 A0
22 7 Rz ot 2 T
3 2 -8 -10 -2 SR
-4 7 -10 <13 [0 -7 36 |
k=3, P1v0=-4 k=b, PIvO=40 -
-3 1 _1 g [ ] L L pi
Y 4 4 40 4o 40 u3
oo L 2 1 B n -3
™ 2 4 e . 40 40 40
-1 2 1 -1 S T T W
u 4 &4 (Y] ue Lo 40
1 -9 1 LG LI T S
L .~ - L uo w0 40 w0

a matriz resultante, apés as quatro pivotagoes, deve
ser a inversa da matriz original. Para comprovar, bas
ta pré-multiplicar esta matriz pela matriz originale
obter a matriz identidade.

e 1 1 1)
%0 40 40 40
1 2 3 4 1 0 0 0
Lo o 9.
2 3 4 40 40 40 40 o 1 0 0
A.A_l= . = =]
304 1 2 Lon o.s a1 0 0 1 0
4O 40 40 40
L 1 2 3 0 0 0 1
-8 1 1
| W0 w0 wo w0 ]
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No conjunto de férmulas de recursao, do método reduzi
do, nao esta previsto a ocorréncia de pivos iguais a
zero, o que deve ser evitado. Uma forma de se resol-
ver o problema do pivo igual! a zero € permutar a li-
nha do pivdo com uma outra linha que ainda nao tenha
servido de linha plvotal e cujo elemento corresponden
te a coluna pivotal seja diferente de zero. No entan-
to, deve-se guardar os indices das linhas permutadas,
em uma 'pilha'" de permutas realizadas durante a pivo-
tagao, pois, no método reduzido, para que se obtenha
a matriz inversa da matriz original, € necessario que
se realize, na ordem inversa das permutas realizadas
sobre as linhas, as correspondentes permutas sobre as
colunas de mesmo indice das linhas na matriz resultan
te das n pivotacoes. -

Por exemplo, dada a matriz

100 2 1 \k=1 SR 11
B Pivo=d | - 31 ’_:_\
= s 175 —n
Aefr 23 permuta 123 15, 3
>
3 1 0 (214-‘63) 0 2 1 0 2 ]
[ N = J S T | .
5 5 k_3A S RERRE 1 f!m da
Pivo=-2 . \ . pivota
3 9 3 s -~
s s 1_3 13 1 &L,
_5 I _2 & _s | permuta
NN &2\~E:_—:} (C,2C3)
T T
13 13 13
9 23 1 - -1
1—3 13 13 A
-5 & -2
13 13 13
.31
0 2 1 13 13 13 100
ATls 2.3 1= -
AA V23 a 0 1 0 !
31 0] |-& &-% 0 0 1

13 13 13

Note-se que a permuta pode ser com qualquer outra 1]
nha que ainda nao tenha servido como linha plvotalpo
mo por exemplo a linha 2.

70y 2 1\ k=1 fiv2 2 3] k=2

= Pivo=¢ |~ P Pivo= 2
= enma———— ————
A= |12 3l 2 2y

3 1 n (31232) 3 1 _5 _9
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- -3 b i
i 1 2 5 03 f!m da _
pivotagao
—_—l 1 1 12 Yl —
2 ’% 3 3 Permuta
- 3l -2 .2
3% 7 h 33 54 (c2c)
o=
-3 1L &
13 13 13
SIS [ T R N S
3 1B B
-5 & _2
13 1B
Outra caracteristica importantissima, que pode ser

explorada para eliminar passos de trocas de linhas, €
que:

Qualquer que_seja a ordem de apllcagao das n pivota-
g¢oes - reducoes realizadas com o método reduzido, so
bre a matriz original, tem como resultado a inversa
da matriz original, quando esta nao for singular:

Exemplo:

Seja a matriz A

L]
-
N

w

3
19 Pivotagao-redugao: k=2, PIVO=a,, =2

0 2 i -1 -1 -2
14
@ p|+r + 2
5 1 3
3 1.0 T "7 "7
29 Pivotagao- redugao: 3°Pivotagao- redugao:
k=1, PlvO=al, =-1 k=3, Pivo=a}, =-%
a1 -y -2 -1 12 -3 L.
1 1 3 |22 ) 1 3¢ 1; ? l: -1
T T 7 z 0 = [ J TRt R
5 -1 -2 s -3 [y -5 & .2
z 2 z 2 13 13 13
ou, 2°9 Plvotagao regugao
k=3, PIVO=aj;=-3 k=1, PIVO=al, =-&
-1 -1 . R T TS
3 3 3(1 13 13 13 -1
1 : =
7 7 o 5t 5| =R
R & 1.2 -5 B -2
2 2 3 3 13 13 13
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Ora, esta propriedade permite que PIVDS iguais a zero
sejam evitados, sem a necessidade de pré-preparacaoda
matriz original com trocas de linhas, etc,

0 que ace-
lera e simplifica o método.
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PROCEDIMENTO PARA INVERSAO DE MATRIZES PELO METODO RE
DUZIDO DE INVERSAO POR ELIMINAGAOD.

COMENTAR!O:

Este procedimento tem como parametros de entrada a ma
triz original a ser invertida e a sua dimensao N(NxNT.
A matriz inversa € calculada sobre a mesma area da ma
triz original, portanto a matriz original e destrui
da, mesmo que esta seja singular, o que € determinado
durante o processo e & indicado por um parametro de
retorno que se for '"verdadeiro' a inversa foi calcula
da, se for '"falso'" a matriz original era singular. 0
processo fornece ainda o determinante da matriz origi
nal, em outro parametro de retorno.

PROC:
INVMA (A, N, DET, Ns);
MATRIZ A, DE DIMENSDOES NxN, PARAMETROS DE ENTRADA
DET, DETERMINANTE DE A,
Ns, INDICADOR DE NAO SINGULARIDADE SAO PARAMETROS
DE RETORNO.

S1: DEFINE-SE DOIS ARRAYS AUXILIARES, KK E 1J, DE
UMA DIMENSAO COM "N'' POSIGDES.
KK{1): SINALIZADOR DE PIVOTACAO.
= ¢, SE A PIVOTAGAO DE TNDICE 'I'" JA SE
REALIZOU,
1, EM CASO CONTRARIO.
tJ(TROCA): ARRAY QUE SERVE COMO PILHA DE SALVAMEN
TO DOS [NDICES DE TROCA DE LINHAS Qlizjﬁ
DURANTE 0 PROCESSO.
DET +—1;
Kg <+N;
KK(1) =—1; PARA 1 < | < N.
S2: SE Ké=4 VA PARA FIM.
K <+— N;
K1 «— 1;

X «— 1;
$3: SE IX>N VA PARA — Sh
SENAO CONTINUE;
COMENTARIO0: (K1 MOD N) £ O MESMO QUE O RESTO DA
DIVISAO DE K1 POR N.

SE (KK(K1) =¢ 0U A(K1,K1)=4) E K#KI
FACA: K1 « (K1 MOD N)+1 E VA PARA S3
SENAO: CONTINUE;

SE KK(K1)#d E A(K1,K1)#d
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FACA: K +— K1,

KK(K) ""d»

Ké +— Kdé-1,
PIVO +— A(K,K),
A(K,K) + -1,

PARA J +-K+1 K+2, N, 2,...Kk-1,
FACA: [A(K,J)+ A(K, J)/PIVO
PARA 14+ 1,2,,...K-1,K+1,...,N,
FACA:  A(1,d)« A(1,3)~ALI,K) «A(K,J);
PARA 1+ 1,2,...,N.
FACA: |A(| K) - -A(1,K)/PIVO;

DET + DET=*PIVO;

Kl+ (K1 MOD N)+1;
| X= 1 X+1;
VA PARA —S3;

Sk: SE Kg > ¢

FAGA: [SE A(K,K1)#d E KK(K)#4
FAGA: |TROCA< TROCA+1,
IJ(TROCA)+ K+100000+K1,
(PERMUTA LINHA K COM LINHA K1)
A(K,*)2ZA(K1,+),
VA PARA —S2
SENAO
FAGA: |K+ (K1 MOD N)+1;
ENQUANTO (A(K,K1)=¢ 0U KK(K)=d)E K¢K1
FACA: K+ (K MOD N)+1;
SE K#K1 VA PARA —S&

SENAO

FACA: | NS« "FALSO",
Ké+ &,
DET+¢;

SENAO

FAGA: | NS+ "VERDADEIRO";
FIM: ENQUANTO TROCA>¢

FACA: | I+ 1J(TROCA) DIV 100000,
J«< 1J(TROCA) MOD 100000,
(PERMUTA COLUNA | COM COLUNA J)
A(*,1)2A(*,J),
TROCA« TROCA-1;
DET+ -DET

COMENTARIO:

Neste ponto termina o processo.

Se NS for 'verdadeiro'", a inversa da matriz original
foi determinada e ocupa a mesma area da matriz origl
nal.

Este procedimento encontra-se a seguir programado, em
uma linguagem de computador dirigida para algoritmos
e denominada '"ALGOL'", juntamente com um programa de
teste gue o utiliza para inverter algumas matrizesco
mo exemplo.
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IEoalnenl] > 0 dau <nlal ~= v . “
Trra nroly TroLai=#+13 [Jliruladi=n®iyuguu+xls

Fure 13=1 siee 1 UNTIL N VU o)
almnef Ji=nb ADLUCK (ALNe [ ) eALlALY I ) S
[
FLal SeUIN RIS(RL MUD N)Y+13% >
anlte (alnsrl)=u Ox ARLIKI=U)} AND >

Ka=n1 DO Ki=(n MUD N) ¢ 15
ir n A= k1 THEN 0O L2
eLSt bwvma  $=FALSES AUt=ul

[ATRA]
[ 1% 2

Lot laviaa  i=iwkues 4
L)
sl TadCa > 0 VU >
“cola [8= 1ulinuCa) DIV LULU00F J3= 1UlTrUCAT MUD lupOUVO3

Fos at=] STEP 1 unTlt 4 VU alRe TiEAULULK (ALK [)sALKYJ]) 4 3

IrJLai=¢=13 peli= =pe i3
[ARPX]

C Ja PryChus 3
AHILE nul wehs{evleZor) DU 2l
SEOLIN Inltous Ledi

WEAIL Al 4

WEAL vzis
4re2Y AsAlwvaclituelio;
Weav(enbezorun L3S Sicr b UNTIL N wU A(Le® ) LFIMI;
wwlledonje<szovanln]e URIGINAL = A Ye/>) 3
Fus 1i=1 >lrP | UNTIL 1 VU
wrTetoule< #Fneu>9ar N210 frcy 10 clbe Ny bun J3=1 SIeP 1 UNTIL W
ud XLl lsoli=Alledld)s
1t Iwvra(ALlsivoeuz )
Tt « szula axlie(dale<murllA)] = YencUes>rutT) i
w2l (sapec Zeaalrld INVEKDA = AL Me/2); 3
Pur L3S aler | ouwlilL v VU
wlle(onleclonlcen>saltlo¥ )i
AL P (A NINe ALsiuaNeAZ)
axlle(Sate</ola)oalar) = L11"e/>)3
rare 13=1 STee 1 LUNEIL N LU
wllt(ouleclyxlgen>eaclilo®)}i

[ 19
tlor a<tic(salec//ea Mulrle URIOINAL £H SINGULAR"//>) 3 3
ks
bl 2l
(AW

EINVIN

OMENTS = . Tulac SeOmMeNT >ler = 4ug aURUDe  CUKE EDTIMALE = 1237 WORDSe STACK ¢
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105



TAITRIZ URIGINAL = A

UQUU()U loU\'UU CsUUU
c.0000 U.sUVUD l.VUUUY
10000 2.0000 JeUUUY
DETLX] = VRV ESRVEVAVAVEY)
MATRIZ INVERSA = A |
=slcelee Vel quy Uelldllll
b [ 9 =\lelreceer Ded4b4444
0ebaq44q Vs ll 1L et
(X1a[A] )= W
1e00U00LU Ve LUV VSVEVEVEVEVAY!
D.00UO0LUV l.UDUUVUY VeUUUVOUU
00000V U 0UOVLOLY leVUUUVU

MATRIZ URIGINAL = A

U.UUUU CQOUUU loUU\)‘,I

1.0000 ¢2.0000 J.0v00u

3.0000 1.0000 WV.OLUOU
DETILX] = l3.0000ULUY

MATRIZ INVERSA = X1

-0423076Y DaU/lD923 Ued0D /697
DebY2308 —Ue3U (v VeUlD9eS
-0.384615 Ved 1534 —VU.l>3840

(X)elX1]) = (1)

l«O0OOULU =U.VUUUQNDesDDY0E—]¢

leab51l9cE~-11 l.uoo0vog =0esU0U0UU
l.818989~=]¢ =V 00000V0O Ll«VUUOUU
MATKRIZ ORIGINAL = X

IQUUOU d.OUOO JOUUU\) '#.UUU'U

2.0000 33,0000 4.0000 leUuUUU

3.0000 49,0000 1.0000 ¢evVuUUU

40000 140000 ¢2.00U0 3e0UVY
DETILX) = l5ue.000UULUY

MATRIZ INVERSA = X1

-U.deUUU U-UdbUUU U-UCbOUU

Ue 025000 UeUZSUVO Vel /500U

0275000 =-0.225000 JelUZZo0uU
(X).[X1) = {1}

1e0000009.094947FE=12 UsUULULOVO

1.273293E-11 l.000U0U4 a4 /a4 74E—~]13

1.637090E=-111.637090cE=11 l.00000U0

=0.000000 =U.000000UD.0U2C2IE~]C
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