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Resumo

Neste trabalho apresentamos os teoremas de globalizagao para (co)acoes par-
ciais de algebras de Hopf de multiplicadores sobre algebras nao necessariamente
unitarias. Além disso, definimos (co)agoes parciais sobre dlgebras de Hopf de mul-
tiplicadores, apresentamos exemplos e propriedades. Para um comédulo coalgebra
parcial, construimos um coproduto smash parcial generalizando as construgoes de

L. Delvaux em [§] e E. Batista e J. Vercruysse em [4].

Palavras-chave: Algebras de Hopf de multiplicadores, globalizagao, comdédulo
codlgebra parcial, coproduto smash parcial, médulo codlgebra global, médulo coalgebra

parcial.



Abstract

In this work we present the globalization theorems for partial (co)actions of
multiplier Hopf algebras on not necessarily unital algebras. In addition, we define
partial (co)actions on multiplier Hopf algebras, present examples and properties.
For a partial comodule coalgebra, we construct a partial smash coproduct genera-

lizing the L. Delvaux in [§] and E. Batista and J. Vercruysse in [4] constructions.

Keywords: Multiplier Hopf algebras, globalization, partial comodule coalge-

bra, partial smash coproduct, global module coalgebra, partial module coalgebra.
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Introducao

A nocao de acgao parcial de grupos sobre dlgebras em um contexto algébrico
foi introduzida na literatura por R. Exel e M. Dockuchaev em [10]. Neste mesmo
artigo, os autores apresentam um teorema de existéncia de agoes envolventes para
tais agoes parciais. Alguns anos mais tarde, em [5], S. Caenepeel e K. Janssen
estenderam a teoria de agdes parciais a (co)agoes parciais de algebras de Hopf em
algebras. Posteriormente, agdes envolventes também foram estendidas ao contexto

de agdes parciais de élgebras de Hopf por E. Batista e M. Muniz em [2].

Muitos resultados importantes envolvendo (co)agoes parciais de algebras de Hopf
sobre algebras, foram obtidos no caso em que as dlgebras sao unitarias e a algebra
de Hopf é de dimensao finita. Neste sentido, investigar a existéncia de alguma
estrutura nao necessariamente unitaria, que estenda o conceito classico de algebra
de Hopf e que possa (co)agir sobre édlgebras sem unidade, se torna um problema

extremamente relevante.

Sabemos que para um grupo qualquer GG, a algebra de grupo correspondente é
uma algebra de Hopf. Além disso, somente no caso em que o grupo ¢ finito, o dual
de tal dlgebra de Hopf também é uma &algebra de Hopf. No entanto, considerando-
se o conjunto das fungdes com suporte finito sobre G (qualquer), obtemos uma

algebra nao necessariamente unitaria com um coproduto, counidade e antipoda



generalizados e, tal que sob certas condigoes, € possivel construir uma algebra dual,
independente da dimensao. De fato, este é o exemplo motivador para a teoria de
algebras de Hopf de multiplicadores, introduzida por A. Van Daele em [19] no ano
de 1994. Desde entao, esta teoria vem sendo desenvolvida em moldes similares aos
da teoria classica de dlgebras de Hopf. Em particular, acoes e coagoes globais de
algebras de Hopf de multiplicadores sobre algebras nao necessariamente unitarias

foram introduzidas por A. Van Daele em [I1] e [29], respectivamente.

A teoria de agoes e coagOes parciais de dlgebras de Hopf de multiplicadores em
algebras foi desenvolvida por G. Martini em [15], generalizando a teoria construida
por S. Caenepeel e K. Jassen, em [5], e também a teoria desenvolvida por A. Van
Daele em [I1] e em [29]. Assim, definidas as estruturas parciais, a pergunta natural

que surge é sobre a existéncia de (co)agoes envolventes para tais objetos.

Outra questao natural a ser investigada é sobre as (co)agoes de dlgebras de Hopf
de multiplicadores em coalgebras ou em estruturas que as generalizam. No contexto

de élgebras de Hopf, (co)mdédulos codlgebra parciais foram introduzidos em [4].

A nocao de comédulo coalgebra no contexto de dlgebras de Hopf de multiplicado-
res foi inicialmente investigado por L. Delvaux em [8]. Para isso, sdo consideradas
duas algebras de Hopf de multiplicadores e isto é necessario pois supor apenas
“coalgebra”’nao é suficiente, tendo em vista que o coproduto fica bem definido para
algebras com produto nao degenerado e, o uso da notagao de Sweedler s é possivel

se exigirmos mais propriedades sobre a algebra, como veremos em [1.1.4]

Este trabalho esta organizado como segue. No capitulo 1 apresentamos as nogoes
preliminares da teoria de dlgebras de Hopf de multiplicadores, (co)agoes globais
destas algebras e os resultados pertinentes necessarios a compreensao dos demais
capitulos. Também recordamos as defini¢oes de (co)agdes envolventes no caso Hopf

usando como referéncia [1] e [3].



O capitulo 2 esta dividido em duas partes, na primeira secao temos por objetivo
apresentar o teorema de globalizacao para modulos algebras parciais e na segunda
secao, o teorema de globalizagao para comoédulos dlgebras parciais, em ambos casos
sob condigdes especiais. Para isso, em cada se¢ao, relembramos de acordo com [15]

algumas defini¢oes, exemplos e resultados que serao indispensaveis as construgoes.

O capitulo 3 esta dividido em trés segoes. Na primeira secao, para duas algebras
de Hopf de multiplicadores Y e A, definimos comédulo codlgebra parcial, apresenta-
mos exemplos e alguns resultados tais como condigoes necessarias e suficientes para
que um comoédulo coalgebra parcial seja global. Mostramos que temos uma genera-
lizacao do caso Hopf e que a definicao global implica em parcial. Na segunda secao,
construimos o coproduto smash parcial associado a um comédulo coalgebra parcial,
generalizando a construgao global apresentada por L. Delvaux em [8] e também o
caso Hopf de E. Batista e J. Vercruysse construido em [4]. E, na tltima secao,
induzimos via projecao uma estrutura de comodulo codlgebra parcial a partir de

um comoédulo codlgebra global.

O ultimo capitulo estd dividido em quatro se¢oes. Na primeira secao, apresenta-
mos uma definicao de moédulo codlgebra global a qual é dual ao comédulo coalgebra
global definido por L. Delvaux em [§], além de exemplos e alguns resultados. Na
secao 2, definimos modulo codlgebra parcial, apresentamos alguns exemplos e re-
sultados. Na terceira secao induzimos um moédulo coalgebra parcial a partir de
um global. E finalmente, demonstramos um teorema de dualidade entre comédulos

codlgebra parciais e médulos codlgebra parciais.
Convencgoes

Produtos tensoriais e espacos vetoriais sem identificacao serao considerados so-
bre um corpo fixo k algebricamente fechado. Para nao sobrecarregar a escrita,

denotamos por 1 a unidade da algebra de multiplicadores de A e a unidade da



algebra de multiplicadores de Y, ficando claro ao longo do texto a qual algebra

estamos nos referindo. Demais notagoes, serao fixadas ao longo do trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo abordamos alguns conceitos bésicos que serao utilizados ao longo
deste trabalho. Para facilitar a leitura, nao vamos apresentar as demonstracoes
dos resultados enunciados, mas em cada secao indicamos as referéncia a serem

consultadas caso o leitor julgue necessario.

1.1 Algebra de Hopf de Multiplicadores

Iniciamos esta se¢ao com a definigao de algebra dos multiplicadores e na sequéncia,
introduzimos a nocao e propriedades de uma &algebra de Hopf de multiplicadores.
Apresentamos também alguns exemplos. No que segue, A serd uma &dlgebra nao

necessariamente unitaria. Para mais detalhes, indicamos [19], [21], [11] e [23].

Defini¢ao 1.1.1. ([I9]) A algebra dos multiplicadores de A é o espago vetorial dos

pares ordenados

M(A)={(\,p); A\, p: A— Ak-lineares},



tais que A(ab) = A(a)b, p(ab) = ap(b) e aA(b) = p(a)b, para todo a,b € A, munido

de uma multiplicacao definida por

<)‘7 p) ’ ()‘/7 p,) = (>‘ o\, p, o :0)

M(A) é algebra com unidade, denotamos 1j4) = (24,24) por 1, onde 24 é a

aplicacao identidade de A.

A aplicacao A é chamada um multiplicador a esquerda e p um multiplicador
a direita. Nessas condigoes, as composicoes acima, também definem a algebra de

multiplicadores & esquerda de A (L(A)) e a dlgebra de multiplicadores a direita de

A (R(A)).

A partir de agora, assumimos o produto em A nao degenerado no seguinte
sentido, se para todo b € A, ab = 0, entao a = 0 e similarmente se, para todo a € A,
ab = 0, entao b = 0. Essa propriedade é automaética para algebras com unidade.

Da mesma forma, podemos pensar no produto nao degenerado unilateralmente.
Obtemos uma imersao natural, ou seja, um homomorfismo de algebras injetor,
de A em L(A), R(A) e M(A), da seguinte forma:
A— L(A) A — R(A) A— M(A)

ar— L, a — R, ar— (Lg, R,)

onde L,(b) = ab, R,(b) = ba, para todo b € A. Se A tem unidade, entdo A =

Dessa forma, a € A pode ser considerado como um elemento (L,, R,) € M(A) e,
portanto, para z = (7,7) € M(A), ar e za podem ser interpretados como elementos
em M(A). Logo, pela definigao do produto em M (A), é natural escrevermos Z(a) =

ra e T(a) = azx, e assim, temos a seguinte relagao: a(xb) = (ax)b, para todo a,b € A.



A nao degenerescéncia de A também implica que uma algebra de multiplicadores

pode ser definida apenas usando a relagao
aA(b) = pla)b, (1.1)

para todo a,b € A. De fato,
aX(bc) = p(a)be = aA(b)e,

para qualquer a € A, assim A(bc) = A(b)c, para todo b,c € A. Similarmente,
p(ab)e = ab\(c) = ap(b)c, para todo ¢ € A, ou seja, p(ab) = ap(b), para qualquer

a,b € A e dessa forma, \ e p s@o unicamente determinados.

Nesse contexto, apresentamos a seguinte definicao.

Definicao 1.1.2. ([19]) Sejam A e B duas algebras com produto nao degenerado
e p : A — M(B) um homomorfismo de &lgebras. A aplicagao ¢ é dita nao

degenerada se, B = p(A)B e B = Bp(A).

Tal homomorfismo tem uma tnica extensao.

Proposicao 1.1.3. ([19]) Se ¢ é um homomorfismo nado degenerado de A para

M (B), entao existe um unico homomorfismo de M(A) para M(B) que estende .

Demonstragao. Definimos p(z) = (p(z),¢(x)) € M(B), para © € M(A), da se-

guinte forma:

o(z)

~—~

p(a)b) = p(za)b,
p(x)(bp(a)) = bp(ax),

para qualquer b € B e a € A. O



No que segue, consideramos o espaco vetorial A ® A, o qual é uma algebra de
maneira natural com produto nao degenerado. Assim, temos as seguintes inclusoes

naturais de algebras:

A® A= M(A)® M(A) — M(A® A). (1.2)

Nessas hipdteses, podemos introduzir a nocao de uma comultiplicacao em A.

Definicao 1.1.4. ([19]) Uma comultiplicacao (ou coproduto) em A é um homomor-

fismo A : A — M(A® A) tal que
(i) A@(1®b) e Ao Ae (a® A(D) € A A;
(i) (e®@1®1)((A@)(AB)(1®0)) = (@A) ((a®1)A(D)))(1®1Rc),
para todo a,b e ¢ € A, sendo ¢ a aplicacio identidade de A

Se A tem unidade, podemos tomar a = ¢ = 14 e com isso, obtemos a nog¢ao

usual de coassociatividade.

Observagao 1.1.5. Usando as imersoes em [1.2] temos:
(i) (I1®a)e(a®1l) e M(A® A);
(i) (a®@y)(z®b) = (azx @ yb) € A® A;
(iii) (a®@1)(1®b)=(a®b) =(1®b)(a®1),

para todo a,b € Aex,y € M(A).

Definicao 1.1.6. ([19]) Um par (A4, A), onde A é uma algebra e A é uma comul-

tiplicacao é dito uma dlgebra de Hopf de multiplicadores se as aplicagoes lineares

T': A A — A®A e Th: A A— AR A

a®b — Aa)(1®Db) a®br— (a®1)A(D)

sao bijetivas.



Semelhante a teoria de algebras de Hopf, a definicao acima implica o seguinte

resultado:

Proposicao 1.1.7. ([19]) Seja (A,A) uma dlgebra de Hopf de multiplicadores.

Entao, existe um unico homomorfismo € : A — k tal que

(e®1)(Ala)(1®0D)) = ab

(t@e)((a®1)A(b)) = ab,

para todo a,b € A. Temos também a existéncia de um unico anti-homomorfismo

S:A— M(A) tal que

m(S®1)(A(a)(1®Db)) = e(a)b

m(r® S)((a® 1)AD)) = e(b)a,

para todo a,b € A, onde m denota a multiplicacao em A e v a aplicacdo identidade
de A. As aplicagoes € e S sao chamadas de counidade e antipoda de A, respectiva-

mente.

Observacgao 1.1.8. O homomorfismo ¢ é nao nulo, logo existe pelo menos um
elemento b € A tal que £(b) = 1k, ou seja, € é um homomorfismo ndo degenerado,
pois k = ¢(A)k. Portanto, aplicando a Proposigao existe uma tnica extensao
e: M(A) — k.

Nessas condicoes, se A tem unidade, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.1.9. ([21]) (A, A) € uma dlgebra de Hopf de multiplicadores com uni-

dade se e somente se A € uma dlgebra de Hopf.

O exemplo motivador dessa algebra de Hopf generalizada surgiu considerando o

espaco das fungoes com suporte finito de um grupo G em k, como segue abaixo.



Exemplo 1.1.10. ([2I])Seja G um grupo qualquer e consideramos Ag o espago
das fungoes com suporte finito de G em k. Esse espaco vetorial é uma algebra com
produto pontual e possui produto nao degenerado. Uma base para tal algebra ¢é o
conjunto {6, ; p € G}, onde §, : G — k tal que §,(p) = lx e 6,(¢) =0,se ¢ # p. A
algebra de multiplicadores de Ag é o espago de todas as fungdes de G em k e serd

denotado por Bg.

E possivel identificar a algebra Ag® Ag com o espaco Ay e definir a aplicagao
A Ag — M(Agxa) por A(f)(p,q) = f(pg), para todo f € Ag e p,q € G. Entao,
Ag é uma algebra de Hopf de multiplicadores, pois para qualquer g € Ag, pelas

propriedades de grupo, segue que as fungoes

Al A®g):(p,q) — flra)g(q)

(9@ DA(f) : (p,a) — g9(p)f(pg),

também possuem suporte finito. Em outras palavras, vale o item (i) da Defini¢ao
e, consequentemente, A é uma comultiplicacdo. Note que, nas aplicagoes
acima, estamos usando fortemente o isomorfismo entre as algebras Ag® Ag e Agxq-
Além do mais, as aplicagoes T e Ty da Definicao [I.1.6] construidas a partir das

fungoes acima, geram todo espaco Agxg-

A counidade é definida por e(f) = f(e), onde e é o elemento neutro de G e

antipoda é dada por (S(f))(p) = f(p~'), para todo f € Ag e p € G.

Exemplo 1.1.11. ([2§]) Sejam C o corpo dos nimeros complexos ¢ A 0 espago
vetorial sobre C, gerado pelos elementos {e,d;p € Z e q¢ € N}. Definimos o

produto em A da seguinte forma
de, = epr1d e epe, = 0pr€p,
onde § é o delta de Kronecker. Assim, A é uma algebra sem unidade, mas com

produto nao degenerado. Seja ¢y = > Ae, € M(A), para A € C nao nulo, definido
reZ

10



da seguinte maneira:

ea(epd?) = Ne,d?

(epdf)en = AP e,d,

para todo e,d? € A, logo ¢, ¢ um elemento invertivel em M (A), cuja inversa é dada

por Y. A7"e, e, quando A = 1g, ¢y é a unidade de M(A).

reZ

O coproduto A, serd dado por,

Ax(e,) = Zer®ep_r, pEZ

reZ

Ay(d) = d®cy+1®d,

assim Ay(c)) =cx®@c) € M(A® A) e, portanto, (A, Ay) é uma &lgebra de Hopf de

multiplicadores, com antipoda e counidade dadas por

S(ep) = €_p, E(ep) = 50,}77 p € Z7

S(d) = —dc;!,  e(d) =0.

Observagao 1.1.12. Se A é um homomorfismo nao degenerado entao, pelo Teo-
rema|l.1.3] os homomorfismos (A®:) e 1 ®A) de AQ Aem M(A® A® A) possuem

uma tnica extensao para M(A ® A). Portanto, a coassociatividade da Defini¢ao

1.1.4] pode ser expressa na forma (A ®1)A = (1 ® A)A.
Para mostrar a nao degenerescéncia do coproduto é necessario introduzir a nogao

de unidades locais bilaterais, conceito trivial no caso de algebras com unidade.

Definigao 1.1.13. ([11]) Dizemos que uma algebra A possui unidades locais bi-
laterais se, dados aq,as,...,a, € A, existe um elemento e € A tal que ea; = a; e

a;e = a;, para todo i € {1,...,n}.

Teorema 1.1.14. ([23]) Seja (A, A) uma dlgebra de Hopf de multiplicadores, entao

A tem wunidades locais bilaterais.

11



Algumas consequéncias importantes sao geradas a partir desse resultado.

Coroléario 1.1.15. Toda dlgebra de Hopf de multiplicadores (A, A) € idempotente,

ou seja, A* = A.

Corolario 1.1.16. Se (A, A) é uma dlgebra de Hopf de multiplicadores, entao a

aplicacao A € um homomorfismo nao degenerado.

B. Drabant, A. Van Daele e Y. Zang, em [11], justificam o uso da notagao de

Sweedler para algebra de Hopf de multiplicadores usando unidades locais bilaterais.

Observagao 1.1.17. Se (A, A) é uma algebra de Hopf de multiplicadores, seria
util obtermos uma expressao para A(a), quando a € A mas, o problema é que A(a)
nao pertence a A ® A, em geral. Sabemos, no entanto, que A(a)(1 ®b) € A® A,
para todo a,b € A e, portanto, podemos escrever A(a)(1 ® b) = > a1 ® asbh. De
fato, pelo Teorema |1.1.14] existe e € A tal que b = eb e, com isso, podemos pensar
Yo, 01 ® as para A(a)(1 ® e). Essa notacao ainda depende de b € A, mas para
finitos elementos de A podemos usar a mesma unidade local e € A. Similarmente,

denotamos (b ® 1)A(a) por Y, ba; ® as € A® A.

A notagao de Sweedler é muito conveniente, pois podemos escrever as férmulas
de uma maneira mais clara, mas usa-la requer muita atencao. Para estar bem
definida, precisamos cuidar para no maximo um fator a, nao estar coberto por
um elemento de A. Em [23], A. Van Daele também justifica o uso da notacao de

Sweedler, nao utilizando a existéncia de unidades locais bilaterais.

No que segue, omitimos o uso do somatoério na notacao de Sweedler, dessa

maneira, a coassociatividade da Defini¢ao|l.1.4]|pode ser reescrita da seguinte forma:
ab11 & b12 ® bQC = abl ® b21 ® bQQC = ab1 ® bQ ® bgc,

para todos a, b, c € A.

12



Uma condicao importante é a regularidade pois nos fornece uma classe especial
de algebras de Hopf de multiplicadores. Para defini-la, denotamos 7 a aplicacao
linear de A ® A para A ® A dada por 7(a ® b) = b ® a, a qual é um homomor-
fismo nao degenerado. Portanto, pelo Teorema [1.1.3] 7 pode ser estendida a um
homomorfismo em M(A® A) e com isso, faz sentido compor as aplicagoes 7 e A, de-
notando por 7A. Note que, essa no¢cao em uma algebra com unidade é trivialmente

satisfeita.

Definicao 1.1.18. ([19]) Uma algebra de Hopf de multiplicadores (A4, A) é chamada

de reqular se (A, 7A) também for uma dlgebra de Hopf de multiplicadores.

Um importante resultado segue dessa nova classe de algebras.

Proposicao 1.1.19. ([19]) Uma dlgebra de Hopf de multiplicadores (A, A) € reqular

se, e somente se, S € bijetiva e S(A) C A.

Exemplo 1.1.20. As élgebras de Hopf de multiplicadores construidas nos Exem-

plos|1.1.10| e [1.1.11] sao regulares.

Exemplo 1.1.21. Sejam (A, A4) e (B, Ag) duas algebras de Hopf de multiplicado-
res regulares. Entao, (A ® B, A) é uma édlgebra de Hopf de multiplicadores regular

com produto e coproduto definidos de maneira usual.

Observagao 1.1.22. ([19]) Para algebras de Hopf de multiplicadores regulares,
temos que A(A)(A® 1) e (1® A)A(A) também geram todo o espaco A ® A e a

coassociatividade é equivalente a
(A®1)(1b)A@)(c@1l®]l) =110 A)(Ala)(c® 1)), (1.3)

para todo a,b e c € A. E, usando a notacao de Sweedler, escrevemos (1 ® b)A(a) =

a; @ bay e A(a)(b® 1) = a;b ® ag, para b,a € A.
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Note que, analogamente ao caso usual de dlgebras de Hopf, a inversa S=! de S
¢ a antipoda da algebra de Hopf de multiplicadores (A, 7A). Nessas condigoes, a
aplicacao S é um anti-homomorfismo nao degenerado e, com isso, pode ser unica-

mente estendida.

Ao longo deste trabalho, usamos uma outra escrita para os elementos do espaco

A ® A, conforme serd observado abaixo.

Observacao 1.1.23. Usando a sobrejetividade da aplicacao T3, da Definicao [1.1.6),
dados a,b € A, escrevemos a ® b = > . A(p;)(1 ® ¢;). Por outro lado, usando a
notagao de Sweedler e a regularidade da algebra de Hopf de multiplicadores, temos

as seguintes escritas:

a®b = Ala)(1® S(az)b)

= Ab) (S (b)a® 1), (1.4)

para todo a,b € A.

1.2 Grupos Quanticos Algébricos

Na teoria usual de algebras de Hopf, a algebra dual de uma &lgebra de Hopf
também sera uma &algebra de Hopf, se sua dimensao for finita. Essa hipdtese, no
contexto de algebras de Hopf de multiplicadores é muito forte, pois se A tiver
dimensao finita, pelo Teorema [1.1.14] A tem unidade e, consequentemente, A é
uma algebra de Hopf. Nesta se¢ao, introduzimos a nocao de uma algebra de Hopf
de multiplicadores dual e, para isso, o conceito de integrais. Para mais detalhes, o

leitor poderd consultar o artigo [21].

Para o que segue, (A, A) (ou simplesmente A) é uma algebra de Hopf de mul-
tiplicadores regular, A’ seu espaco vetorial dual e denotamos por ¢ a aplicacao

identidade de A.
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Sejam @ € A e w € A’ (um funcional linear em A), definimos um elemento

m € M(A) por

mb = (w®1)(Ala)(1®b))

bm = (w®1)((1®b)A(a)), (1.5)

para todo b € A e, escrevemos m = (w®1)A(a). Similarmente, definimos (1@w)A(a)
em M (A). Usando essa notacao, segue abaixo, a nogao de funcionais invariantes a

esquerda e a direita.

Definicao 1.2.1. Um funcional linear ¢ em A é chamado de invariante a esquerda
se (1®p)A(a) = p(a)l, para todo a € A. Analogamente, um funcional linear 1) em

A é chamado invariante a direita se (¢ ®1)A(a) = 1 (a)l, para todo a € A.

Exemplo 1.2.2. No Exemplo [I.1.10] o funcional linear ¢ em Ag definido por

©(f) = >_peq f(p) ¢ invariante a esquerda e a direita.

Observagao 1.2.3. Se ¢ ¢ um funcional invariante a esquerda, entao ¢y = o S ¢é

um funcional invariante a direita.

Funcionais invariantes nem sempre existem, basta considerar o Exemplo [1.1.11]
Também sabemos da teoria classica de dlgebras de Hopf, que sua existéncia esta
atrelada a finitude da dlgebra, mas como mencionamos anteriormente, este nao é o

caso que estamos interessados em estudar.

Definicao 1.2.4. Um funcional invariante a esquerda é dito uma integral a es-
querda, se este for nao nulo. Da mesma forma, funcionais invariantes a direita, nao

nulos, sao chamados de integrais a direita.

Se integrais a direita e a esquerda coincidem, chamamos a algebra de Hopf de

multiplicadores regular A de unimodular.
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Proposicao 1.2.5. Sejam ¢ uma integral a esquerda em A e a € A. Se p(ba) = 0,
para todo b € A, entdo a = 0. Similarmente, se p(ab) = 0, para todo b € A, entdo
a=0.

A propriedade acima, chamada de fiel, também é valida para integrais a direita.
Outro fato, anédlogo ao caso de algebras de Hopf, é a unicidade (a menos de um
escalar) das integrais, caso elas existam. Para esse propésito, enunciamos alguns

resultados basicos.

Lema 1.2.6. Se ¢ € um funcional invariante a esquerda em A e 1) € uma integral
a direita em A, entdo para cada a € A, existe b € A tal que ¢(ca) = (cb), para
todo ¢ € A. Similarmente, se ¢ € nao nulo, dado b € A, existe a € A tal que

@(ca) = (cd), para todo c € A.

Lema 1.2.7. Se 1 e o sao duas integrais a esquerda em A, entdo os espagos dos

funcionais

{oi(a)ia € A} e {ps(-a)ja € A}
840 1gUaLs.
Juntando esses fatos, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2.8. Seja (A, A) uma dlgebra de Hopf de multiplicadores reqular. Se A
admite uma integral a esquerda, entao ela é unica a menos de um escalar e, dessa

forma, existe uma unica integral a direita.

Finalizando as propriedades necessarias para a construcao da algebra dual de

uma algebra de Hopf de multiplicadores, apresentamos a seguinte consequéncia.

Proposicao 1.2.9. Se ¢ € uma integral a esquerda em A, entao para cada a € A,

existe b € A tal que p(ca) = p(bc), para todo ¢ € A.
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Aplicando S no resultado acima, obtemos uma propriedade analoga para inte-
grais a direita ¢ em A. Além disso, combinando a proposicao acima e o Lema|[l1.2.6]

obtemos a igualdade dos seguintes conjuntos de funcionais lineares:

{pla);ae A}y, {p(a);a € A}

{¢(a)jac A}, {P(a)ae A},

Para definir o dual de uma &algebra de Hopf de multiplicadores utilizamos os
funcionais invariantes acima mas para isso, precisamos supor a existéncia de uma

integral em A.

Definicao 1.2.10. Um grupo quantico algébrico é uma algebra de Hopf de multi-

plicadores regular com integrais.

Notagao 1.2.11. Se ¢ é uma integral a esquerda em A, entao denotamos a algebra

dual de A por
A={p(a)ac A}

Note que, elementos em A também podem ser escritos da forma ¢(b_), 1(_c) ou
¥(d.), para b,c,d € A. Usamos ao longo deste trabalho essas diferentes férmulas

em situacgoes apropriadas.

O espaco A é uma algebra com a seguinte estrutura.

Proposicao 1.2.12. Sejam w,u € A. Definimos um funcional linear wu em A por
(wu)(a) = (w @ u)Afa), (1.6)

para todo a € A. Entdo, wu € A e, esse produto transforma A em uma algebra com

produto nao degenerado.
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Observagao 1.2.13. Se w = ¢(_b) e u = p(_c) € A, entio
(wu)(a) = (w @ u)Aa) = (¢ © ¢)(Aa)(b© ¢)),

para todo a € A, e escrevendo b ® ¢ = Y. A(p;)(¢; ® 1), encontramos o funcional

wu = ¢(-d), onde d = ¥, (q;)p.

No caso em que A possui unidade, o produto acima, coincide com o classico
produto de convolucdo da teoria de algebras de Hopf. A seguir, consideramos uma

comultiplicacao Aem A.

Defini¢ao 1.2.14. Dados w,u € g, definimos a aplicacao A:A— M(E@) A\)
por

-~

(Aw)(1®u))(a®b) = (weu)((a®1)A(b))

(0@ DAW))(a®b) = (v@w)(A)(l®b)), (1.7)

para todos w,u,v € Ae a,b e A.

-~ ~

As férmulas acima, definem completamente A(w) = (A(w), A(w)) € M(A® A),

pois

~

Aw): AA — A®A

vRU +— ﬁ(w)(l ®u)(v® 1),

e analogamente, A(w)(v ® u) = (1 ® u)(v ® 1)A(w), para todo u,v € A. Além
disso, se € € E, as férmulas , generalizam a comultiplicacao usual em algebras

de Hopf, ou seja, A(w)(a ® b) = w(ab), para todo a,b € A.

Proposicao 1.2.15. Sejam Ae 3, conforme definidos acima, entdao (ﬁ, 3) € uma

dalgebra de Hopf de multiplicadores reqular.

18



Nesse caso, temos
(1@uwAw)(eeb) = (1o w)(12a)A®),
Aw)(ue1)(a®b) = (weu)(A)(bo1)), (1.8)
para todos w,u € Ae a,be A

A antipoda S ¢ dada por

o)
o)

S:A —
w — Sw)=wos (1.9)
e a counidade é a avaliagdo em 1, ou seja, £(w) = w(1), para todo w € A. Além

disso, se w = ¢(_a) € A, entdo w(l) = ¢(a).

~

Observagao 1.2.16. Se @ = ¢(_a) e b = ¢(_b) € A, entio

~

A@(1®b) =p(- S (b)a) @ @(- by). (1.10)

De fato, para todo ¢,d € A, temos

A1 @D (c®d = @ab)((c®1)Ad))
= (¢®9)((c® DA (a® D))
E (p ) (c®D)ADA®G) (S (b)a® 1))
= (p®9)((c® A(D)(S™ (b)a® 1))

Il
5
|
n
—
—
=
g
~
®
S
—
=
N
=
)
®
&

ou seja, A(@)(1®@b) = (LS~ (b)a) @ ¢(_bs).

O proximo resultado garante a existéncia de integrais na algebra de Hopf de

multiplicadores regular A
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Proposicao 1.2.17. Se ¢ é uma integral a esquerda e ¢ é uma integral a direita
em A, entdo J(w) = ¢(a), quando w = p(_a) e, p(w) = e(a), quando w = P(a_)

definem integrais a direita e a esquerda em E, para todo a € A.

Lema 1.2.18. Sejam w = ¢(.a) e u qualquer elemento em A, entdo {ZJ\(uw) =

u(S™H(a)).

Como consequéncia do Lema [1.2.18] segue o teorema da bidualidade.

Teorema 1.2.19. Sejam (A, A) um grupo quantico algébrico, (121\, 3) seu dual e
(A\, 3) seu bidual. Entao, as dlgebras A e A sdo isomorfas via a aplica¢io ¢(a) = 5,

onde g(w) = w(a), para todo a € A.

Para finalizar essa secao, definimos uma outra classe de algebra de Hopf de

multiplicadores e, para isso, introduzimos a nogao de cointegral.

Defini¢ao 1.2.20. Seja (A, A) uma algebra de Hopf de multiplicadores. Um ele-
mento nao nulo h € A é chamado de cointegral a esquerda se ah = e(a)h, para
todo a € A. Similarmente, um elemento nao nulo k € A é chamado de cointegral a

direita se ka = e(a)k, para todo a € A.

Teorema 1.2.21. Se (A, A) € uma dlgebra de Hopf de multiplicadores com cointe-

grais, entao ela também tem integrais.

Note que, a existéncia de cointegrais na teoria usual de dlgebras de Hopf estd
fortemente ligada ao fato da algebra ter dimensao finita. Em nosso contexto, a
existéncia de cointegrais também gera uma consequéncia muito forte, como sugere

o resultado abaixo.

Teorema 1.2.22. Se (A, A) € uma dlgebra de Hopf de multiplicadores com cointe-

grais, entao (ﬁ, ﬁ) ¢ uma dlgebra de Hopf.

Assim, ao longo deste trabalho, vamos nos limitar a trabalhar com grupos

quanticos algébricos.
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1.3 (Co)agoes de uma Algebra de Hopf de Mul-

tiplicadores em Algebras

Nesta se¢ao, apresentamos algumas nogoes acerca de acoes e coagoes da algebra
de Hopf de multiplicadores em uma algebra com o produto nao degenerado. Para

obter mais detalhes, indicamos ao leitor as seguintes referéncias [11], [29] e [§].

Inicialmente, (A, A) (ou simplesmente A) é uma algebra de Hopf de multiplica-

dores e Y um espago vetorial.

Definicao 1.3.1. ([1I]) Dizemos que Y é um A-mddulo @ direita, se existe uma

aplicacao linear
:Y®RA — Y

yR@a —— y<a
satisfazendo (y<a)<b = y<ab, para todos a,b € Aey €Y.
Analogamente, definimos um A-mddulo a esquerda. Nesse caso, a aplicacao <

(analogamente 1) é chamada de acao (global) de A em Y.

Se A tem unidade, é natural assumirmos que y <14 = y, para todo y € Y,
significando o mdédulo ser unitario. Em nosso contexto, como usual na literatura,

esta nocao é estendida da seguinte maneira.

Definigao 1.3.2. Um A-médulo a direita Y é chamado de unitdrio, se Y <A =Y.

Analogamente, definimos A-mddulo a esquerda unitdrio.

A propriedade a seguir serda fundamental para o uso da notacao classica de

Sweedler, nesse contexto.

Observacao 1.3.3. ([11I]) Se Y é um A-médulo a direita unitério, entdo dados
ai,...,a, € A ey, Y, ..., ym €Y, existe um elemento e € A tal que ea; = a; = q;e,

para todo i € {1,...,n} e y; <e = y;, para todo j € {1,...,m}.
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Proposigao 1.3.4. ([I1]) Sejam Y uwm A-mddulo a direita unitdrio e y € Y. Se

y<a =0, para todo a € A, entao y = 0.

Nessas condigoes, Y é um A-mdédulo a direita unitario nao degenerado. Similar-

mente, definimos um A-médulo a esquerda unitario nao degenerado.

Proposigao 1.3.5. ([11]) Se Y é um A-mddulo a direita unitdrio via <. Entao,
existe uma tinica extensio a um M(A)-mddulo a direita e, além disso, y<lyray =y,

para todo y € Y.

Exemplo 1.3.6. ([I1]) Seja A uma &lgebra de Hopf de multiplicadores, entao A é

um A-médulo a direita unitario com acao determinada pelo produto definido em A.

A partir de agora, vamos supor que Y é uma algebra com produto nao dege-
nerado e A uma &algebra de Hopf de multiplicadores regular. Observamos anteri-
ormente que agoes a direita e a esquerda sao definidos de forma analoga. Tendo
em vista isso e os propositos deste trabalho, as definigoes, exemplos e resultados a

seguir serao apresentados para agoes a esquerda.

Definigao 1.3.7. ([11]) Dizemos que Y é um A-mddulo dlgebra a esquerda se,
(i) Y é um A-médulo a esquerda unitério;
(ii) a> (zy) = (a3 >x)(az >y), para todos z,y € Y e a € A.

Analogamente, definimos um A-mddulo dlgebra a direita.

A identidade (ii) faz sentido pois, temos que Y é um A-mddulo & esquerda

unitario, assim, para todo z € Y, podemos escrever z = ) . b; > x;, €

av (zy) = aD((sz’D%‘)y)
= my(D _(Aa)(b @ 1))(> @) (2; @ y))

i
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— my(Z(albi ® az)(D ® D)(xz ® y))

)

= Z(albi > x;)(as > y)

i

= (a1>x)(a2>y),
para todos a € A, x,y € Y.

Nesse caso, dizemos que a; esta coberto por x e, da mesma forma, as esta coberto
por y. Observe que, se A e Y tém unidade, a Definicao [1.3.7] e a definicao classica

de médulo algebra sao equivalentes.

Exemplo 1.3.8. ([I1]) Seja A uma &lgebra de Hopf de multiplicadores regular.
Entao A é um A-moddulo algebra a esquerda via
p:A®RA — A
a®b — av>b:=abS(az).
Exemplo 1.3.9. ([15]) Sejam Ag a élgebra das fungoes com suporte finito de G
em k, definida no Exemplo [1.1.10| e Y a &lgebra de grupo kG. Entao, Y é um
Ag-modulo algebra a esquerda com acgao dada por
p:AG®Y — Y
Yy > 0>y = 0,(y)y.
Exemplo 1.3.10. ([II]) Seja Ag a algebra do Exemplo [1.1.10] e Y uma &lgebra
qualquer, com produto nao degenerado. Assim, se Y é um Ag-mddulo algebra a
esquerda via
> AG (%9} Y — Y
fe®y — [fry,

entao Y ¢ uma dalgebra G-graduada com graduacao dada por Y = @), sendo

Y, =9,>Y, onde §, € A;. Reciprocamente, se Y é G-graduada por Y = ®peqY,,
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entdao Y é um Ag-mdédulo dlgebra definindo a aplicacao >: Ag ® Y — Y por

y ,Yy€EY,
Op >y =

0 , caso contrario.

Lema 1.3.11. ([II]) Se Y é um A-mddulo dlgebra a esquerda, entao
(ava)y = ar>(2(S(az) > y))
v(avy) = a> ((S7'(ar) > 2)y),

para todos a € A, x,y € Y.

Para justificar o lado direito das formulas acima, estamos usando fortemente o
fato da aplicacao S ser bijetiva. Vamos mostrar que a primeira equacao estda bem
definida, ou seja daremos um sentido para o lado direito dessa equagao, de modo

analogo justificamos a segunda.

Escrevemos y = > . b; > y; e, pela bijetividade da aplicacao S, b; = S(¢;), para
cada i. Logo, podemos escrever (1 ® ¢;)A(a) = a1 ® c;as € A ® A, para cada i.

Assim,

Y oarn (a(S(eaz) v y) = Y are (2(S(a2)S(ci) b yi)

7 i

Nesse caso, dizemos que as esta coberto por y.

As identidades acima, sao tuteis para estendermos uma acao de A em Y para

M(Y).

Proposigao 1.3.12. ([11]) Seja Y um A-mddulo dlgebra a esquerda. Entao, a a¢ao
de A em'Y pode ser unicamente estendida para uma “agio” de A em M(Y') pelas

sequintes estruturas:

(a>m)y = ai>(m(S(az) >y))
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ylapm) = axe (S~ (a) > y)m),
para todoa € A, me M(Y) eyeY.

Proposicao 1.3.13. ([I1]) Nas mesmas condi¢oes da proposicao anterior, M(Y)

¢ um A-mddulo a esquerda e a> 1y vy = €(a)lyyy, para todo a € A.

Observe que M (Y') nao é um A-médulo algebra, pois nesse caso, a condigao de
unitario é muito forte e, dessa forma, ndo podemos dar um significado para (ii) da

Definigao [1.3.7, No entanto, M(Y) é um A-médulo a esquerda nao degenerado.

Proposigao 1.3.14. ([I1]) Se m € M(Y) e av>m = 0, para todo a € A, entao

m = 0.

Agora, vamos apresentar algumas notacoes e defini¢oes que serao muito utiliza-
das ao longo do texto, algumas destas, usaremos para justificar os itens da defini¢ao

de comdédulo que sera introduzida na sequéncia.

Notagao 1.3.15. Sejam A uma &algebra com produto nao degenerado e Y um
espaco vetorial. Vamos equipar A ® Y com uma estrutura de A-bimoédulo com
acoes a esquerda e a direita dadas pela multiplicagao no primeiro fator do produto

tensorial. Assim,

ar = a(Zai(X)yi)

= Z aa; @ Y
= (a®1)x
e, analogamente, temos que ra = z(a ® 1), para todos a € A, x € AQY.

Defini¢ao 1.3.16. ([22]) Se A® Y é um A-bimddulo nao degenerado. Definimos
My(A®Y) como o espago vetorial dos pares de aplicagoes lineares (), p) de A em

A ®Y satisfazendo

a\(b) = p(a)b, (1.11)



para todos a,b € A.

Podemos obter uma imersao de A ® Y em My(A ® V'), associando a cada = €
A®Y, aplicagoes lineares A e p definidas por A\(a) =z(a®1) e pla) = (a® 1)z.
Além disso, faz sentido escrever z(a ® 1) para A(a) e (a ® 1)z para p(a) sempre que
z = (A, p). E, assim podemos estender as acoes de A sobre A ® Y a agoes de A

sobre My(A®Y).

De fato, basta definir para todos a € A, z = (\,p) € My(ARY)
@z = (@A), p()) e 20 = (Aa),p()a).

O A-bimédulo My(A®Y') é chamado de completamento (ou bimédulo estendido)
do A-bimédulo A ® Y.

E facil ver que a construcao apresentada acima funciona para todo espaco veto-
rial X que é um A-bimoédulo nao degenerado. Ou seja, se X é um A-bimdédulo tal
que, sempre que ax = 0 para todo a € A ou za = 0 para todo a € A, entao z = 0.
Entao, sempre existe o seu completamento My(X). Observamos que, se X = A e
A é visto como um A-bimdédulo via multiplicacao, entao My(A) = M(A). Por este

motivo, é natural nos referirmos a um par em My(X) como um multiplicador.

Em particular, dada uma &dlgebra A e o espago vetorial Y, como na notagao
anterior, podemos considerar A ® A ® Y como um A ® A-bimédulo com agao via
multiplicagao a esquerda e a direita nos dois primeiros fatores do produto tensorial
e, definir seu completamento My(A ® A®Y'). Neste caso, escreveremos as agoes de
A® Acomo (a®d ®@1)ze z2(a®ad ®1) quando a,a’ € A e z é um elemento de
My(A® A®Y). Para mais detalhes sobre estas notagoes e construgoes, indicamos

ao leitor o artigo [22].

Em nosso texto, na maior parte dos casos, Y também tem estrutura de algebra.

Assim, também serd ttil, considerarmos ac¢oes via multiplicacao em fatores do tensor
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pertencentes a esta algebra.

Faremos a seguinte convencao: supondo que X ¢ uma combinagao de tensores
de A e Y e sempre que X for um A-bimédulo ou um Y-bimédulo, denotaremos
por Mé‘}i(X ) o completamento de X considerando a agdo por elementos de A no
i-ésimo fator do tensor e, analogamente, denotaremos M&j .(X) o completamento de

X considerando a agao por elementos de Y no i-ésimo fator do tensor.

Para ilustrar esta convencao, seja o espaco vetorial X = Y ® AQY com estrutura
de Y-bimodulo, sendo a acao dada pela multiplicacao no terceiro fator do tensor.

Denotaremos o seu completamento por My4(Y @ A®Y).

A seguir, definiremos a nogao dual de uma agao. Continuaremos assumindo ao
longo de toda esta secao que Y é uma algebra com produto nao degenerado e A

uma algebra de Hopf de multiplicadores regular.
Definicao 1.3.17. ([§]) Dizemos que Y é um A-comddulo a esquerda, se existe uma
aplicacao linear injetiva p: Y — M (A ®Y') que satisfaz:
i) p)(A®1) CARY e (A1)p(Y)CARY;
(il) (ta @ p)p = (A4 ®1y)p (coassociatividade).
Analogamente, definimos um A-comddulo a direita. Nesse caso, a aplicagao p é
chamada de coagao (global) de A em Y.

Observagao 1.3.18. O lado direito da igualdade (ii) tem sentido, pois A4 ®1y é um

homomorfismo de dlgebras nao degenerado, assim podemos estende-lo a M(A®Y).

Observagao 1.3.19. Para justificar o lado esquerdo de (ii), vamos utilizar o item
(i), e definir (14 ® p)(p(y)) como um multiplicador em My(A® A®Y) C M(A®

A®Y), para todo y € Y, da seguinte forma:

(1a@p)(p(y)(a®b) "™ (4@ p)(py)a@b@ 1)
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= (ep)(p(exl)(1xbe 1),
(La®@p)(p(y))(a®@b) = (a®b®1)(1a®p)(p(y))

= (1®b®1)(ta®p)((a®1)p(y)),

para todos a,b € A.

Verifica-se facilmente que a relacao de compatibilidade é satisfeita, e por-
tanto, o par estd bem definido em My(A® A®Y).

Assim, a coassociatividade pode ser expressa da seguinte forma:

(ta®p)(p(y)(a®@ 1)1 @b 1) = (As @ wy)(p(y))(a@b&1). (1.12)
E, similarmente, podemos escrever:

(1@b@1)(a®p)((a®1)p(y)) = (a®@bx 1)(As@1v)(p(y)), (1.13)

para todos y € Y, a,b € A.

O préximo resultado nos mostra que dada uma coagao p: Y — M(A®Y), a

injetividade de p ¢é equivalente a propriedade da counidade.

Proposigao 1.3.20. ([29]) Se Y € um A-comddulo a esquerda via p, entao

(ea®1y)(p(y)) =y, para todo y € Y.

Note que, (4 ® 1y)(p(y)) estd bem definida, pois €4 é um homomorfismo nao

degenerado e, com isso, podemos estender a aplica¢io 4 ® 1y a M(A®Y) .

Observagao 1.3.21. Usamos a notagao Sigma (sem somatério) para expressar uma
coagao p: Y — M(A®Y). De fato, os itens (i) e (ii) da Defini¢ao [1.3.17, podem

ser reescritos da seguinte maneira:

(i) p(y)a®1) =y lax )’ € AQY e (a@1)ply)=ay '@y’ € ARY;
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(i) ay™'@by’'@y® =3, bila;y ") 1®(a;y™1)2®9°, onde a®b = Y, (b;@1)A(a;).

Algumas propriedades sao obtidas usando a notacao Sigma.

Proposicao 1.3.22. ([8]) Para todosy € Y e a € A, temos:
(i) y° @y 1Sy (y a=y®a;
(ii) ™ © S (y* Ny la=y@a.
Observamos anteriormente que coagoes a esquerda e a direita sao definidas de

forma analoga. Tendo em vista isso e os propésitos deste trabalho, as definicoes,

exemplos e resultados a seguir serao apresentados para coacoes a direita.

Definicao 1.3.23. Dizemos que Y é um A-comaodulo dlgebra a direita, se existe uma
aplicacao p: Y — M (Y ® A) tal que p é uma coagao e também um homomorfismo

de algebras.

Analogamente, definimos um A-comddulo dlgebra a esquerda. Nesse caso, a
aplica¢do p também é chamada de coagao (global) de A em Y.

Se A e Y tém unidade, a Definicao [1.3.23] generaliza o conceito de comddulo

algebra da teoria classica de algebras de Hopf.

Exemplo 1.3.24. ([29]) Seja Y uma élgebra de Hopf de multiplicadores regular,

entdo Y é um Y-comédulo dlgebra com p := Ay (comultiplicagao de Y').

Exemplo 1.3.25. ([29]) Sejam Y uma algebra com produto nao degenerado e Ag
a algebra de Hopf de multiplicadores do Exemplo [1.1.10, considerando G o grupo

dos automorfismos de Y. Entao, Y é um Ag-comédulo édlgebra (a direita) via

onde 6,(h) = d, 5, para todo h € G (delta de Kronecker).
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Para finalizar a secao, vamos estabelecer uma relagao entre os conceitos de
modulo algebra e comoddulo dlgebra. Para isso, consideramos A um grupo quantico

algébrico e Y uma &algebra com produto nao degenerado.

Proposicao 1.3.26. ([29]) Se Y é um A-comddulo dlgebra a direita via p, entdo
Y é um A-médulo algebra a esquerda com acao dada por
b ARY — Y

pla) @y — p(a)>y:= (2 e)(py)(1®a)).

Reciprocamente, segue o resultado abaixo.

Proposigao 1.3.27. ([29]) Seja Y um A-mddulo dlgebra a esquerda via >, entio Y

¢ um A-comédulo dlgebra a direita, definindo-se p:Y — M(Y ® A\) tal que

p(y)(1@u) =S a1) >y ® ¢(- ag)
(1®@v)p(y) = S(ba) >y @ (- by),

onde u = (- a) ev=1(_0b), para todos a,be AeyecY.

Asigualdades acima fazem sentido, pois a acao é unitaria, logo existem elementos

na algebra A cobrindo a; e bs.

1.4 Comédulo Coalgebra (Global)

A seguir, apresentamos a definicao de comoddulo coalgebra no contexto de algebras
de Hopf de multiplicadores. Esta nocao foi introduzida por L. Delvaux em [§], no
qual seu principal propdsito era a construcao de um coproduto smash entre duas
algebras de Hopf de multiplicadores. Antes de apresentar a definicao e o teorema
demonstrado por L. Delvaux, veremos alguns resultados preliminares e notacoes

que serao utilizadas nessa secao e ao longo do texto. Continuaremos supondo que
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Y é uma algebra com produto nao degenerado e A é uma &algebra de Hopf de

multiplicadores regular.

Seja Y um A-comddulo a esquerda via p, definimos

T Y®A — A®Y (1.14)

ya — p(y)(a®1).

A boa definicao de T é imediata da definicao de coacao. Além disso, esta

aplicacao é bijetiva ([q]).

Proposicao 1.4.1. ([8]) Sejam Y um A-comédulo a esquerda via p e T como

definida em m Entio, (T ®14)(y ® Aula)) € Mgh(A®Y ® A).
Demonstracao. Basta definirmos,

(T®ia)y®@As(a))(d @1x1) = Zy’lala' Ry’ ® as,

1

onde a; é coberto por a’ e y~! é coberto por a;d’, e

(@ @1 )(TR®u)(yeA) = Y dy'aey’ a,
onde y~! é coberto por a’ e a; é coberto por a’'y . O
Proposicao 1.4.2. ([§]) Dados a,d’,a” € A, y €Y,

(a@T)((d @1 1) (T ®14)(yR@As(a)(1®d" ®@1) =

= (a®p)((a' @ p(y))(Aa(a)(1®a") ©1).

Demonstracdao. Basta usar a definicao da aplicagao T e a Proposicao [1.4.1 O

Proposigao 1.4.3. ([8])Sejam Y um A-comddulo a esquerda via p e T como defi-

nida em|1.14, Entao

(ta®@p)p=(Ba®y)p <= (a@T)(T ®14)(ty @ As) = (Aa @ 1y)T.
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Demonstragcao. Supondo que vale a coassociatividade da Definigao [1.3.17], segue da

Proposigao 1.5 de [8] que (14 @ T)(T @ 14)(2y @ An) = (Aa ®1y)T.

Para a reciproca, usamos a Proposicao [1.4.2] O

Definigao 1.4.4. ([§]) Sejam Y e A dlgebras de Hopf de multiplicadores tais que
Y é um A-comédulo a esquerda via p (Defini¢ao [1.3.17)). Dizemos que Y é um

A-comddulo codlgebra a esquerda se
(1) (r @T)(Ay(y) ®a))(1010Y) €Y QAQY e,
1®1@y)((ty ®T)(Ay(y) ®a)) €Y @ ARY

(i) (14 @ Ay)T(y @ a) = (T @y )(oy @ T)(Ay (y) © a),

para todos v,y € Y, a € A.

Observagao 1.4.5. Observamos que o lado direito na condi¢do (ii) faz sentido

usando a condigao (i).
Observagao 1.4.6. Podemos definir, para todo y € Y, (14 ® €y )p(y) como um
multiplicador em M (A) da seguinte forma:

not.

(a®ey)p(y)(a) = ((a®@ey)p(y))a
= (®@ey)(p(y)(a®1)),
(a®ey)p(y)(a) = al(ra®ey)p(y))

= (u®ey)((a®1)py)).

Proposicao 1.4.7. ([8])Sejam Y e A dlgebras de Hopf de multiplicadores tais que

Y € um A-comddulo codlgebra a esquerda via p, entdo

(1a ®@ey)(p(y)(a® 1)) = ey(y)a,

para todosy €Y, a € A.
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A seguir, apresentamos o teorema demonstrado por L. Delvaux em [8] com a
construcao do coproduto smash. Para isso, vamos supor que Y e A sao dlgebras
de Hopf de multiplicadores regulares. Definimos para todos y € Y, a € A, uma

comultiplicacdo A sobre Y ® A.

Ay@a(y@d) ey @d)) = (v @ T)(Ay(y) ® m))(1* ® y") ® aza”)((y @ o) @ (17)),

(Y@d)o @y @d)Ayea) = ((11) @y @ad)(yn @ (@ @ 1P)(T @)y @ Aala)))),
para todos ¢/, y" € Y ed,d" € A.

A boa definicao destas aplicacoes segue imediatamente da Definicao [1.4.4]e Pro-

posicao [I.4.1] respectivamente.

Teorema 1.4.8. ([§]) Sejam Y e A duas dlgebras de Hopf de multiplicadores regu-
lares tais que A € comutativa, Y é um A-comaodulo codlgebra via p e esta aplica¢do
¢ um homomorfismo. Entio A é um homomorfismo sobre Y ® A tal que (Y ® A, A)

¢ uma dlgebra de Hopf de multiplicadores regular.

1.5 Globalizagao para (Co)Moddulos Algebra Par-

ciais - Caso Hopf

Exemplos naturais de agoes parciais podem ser facilmente obtidos quando res-
tringimos acoes globais a subconjuntos nao necessariamente invariantes. Investigar
a existéncia de agoes envolventes (ou globaliza¢ao) para uma determinada acao par-
cial significa descobrir sob quais circunstancias tal acao parcial pode ser obtida a

menos de equivaléncia como restricao de uma agao global.

O primeiro teorema no contexto algébrico sobre a existéncia de agoes envolventes
se deve a R. Exel e M. Dokuchaev, em [10], para acoes parciais de grupos em

algebras. Posteriormente M. Alves e E. Batista estenderam estas ideias ao contexto
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de agbes parciais de élgebras de Hopf, em [2] e [3].

A seguir, vamos relembrar as defini¢coes de médulo algebra parcial e comddulo
algebra parcial no contexto de algebras de Hopf, além das respectivas defini¢oes de
acao envolvente. No préximo capitulo, estenderemos estas ideias ao contexto de

algebras de Hopf de multiplicadores.

Definigao 1.5.1. ([5]) Seja A uma algebra de Hopf. Dizemos que Y é um A-mddulo

algebra parcial a esquerda se, existe uma aplicacao linear

CARY — Y

a®Yy —— a-y

tal que para todos a,b € Aex,y ey,

(i) La-y=y;
(ii) a- (z(b-y)) = (a1 - x)(azb - y).

Nesse caso, dizemos que - é uma a¢do parcial de A em Y. Se, além dos itens (i)
e (ii), tivermos a hip6tese adicional que a- ((b-x)y) = (a1b-x)(asz - y), a acdo parcial

¢é dita simétrica.

Definicao 1.5.2. ([2]) Seja S um A-mdédulo dlgebra parcial a esquerda. Uma agédo

envolvente, ou globalizagao, de S é um par (Y, 0) que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) Y é um A-médulo dlgebra a esquerda (nao necessariamente unitario);
(ii) A aplica¢do 6 : S — Y é um monomorfismo de algebras;
(iii) A subalgebra 6(S) é um ideal a direita de Y;
(iv) A agao parcial sobre S ¢ equivalente a agao parcial induzida sobre 6(S), ou

seja, O(a-s) =a-0(s) =0(ls)(a>0(s)), para todos a € Ae s € S;
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(v) Y =Ap0(9).

Agora, mencionamos a definicao de uma coacao parcial, quando A e Y pos-

suem unidade.

Definicao 1.5.3. ([5]) Uma algebra Y é um A-comddulo dlgebra parcial & direita

se, existe um homomorfismo de algebras p: Y — Y ® A tal que para todo y € Y,

(i) (v ®ea)ply) = y;

(i) (p®@24)p(y) = (p(1y) ® 14)(y ® Aa)p(y).

Nesse caso, p é chamada de uma coagao parcial de A em Y. Dizemos que Y é

um A-comédulo algebra parcial a direita simétrico se também satisfizer

(P ®@14)p(y) = (1y @ Aa)p(y)(p(1ly) ® 14),
para todoy € Y.

Definicao 1.5.4. ([3]) Seja S um A-comédulo dlgebra parcial & direita. Dizemos

que (Y, p,0) é uma coa¢do envolvente, ou globalizacao, de S se satisfaz:

(i) Y é um A-comédulo algebra a direita via p;
(ii) A aplicacdo 6 : S — Y é um monomorfismo de algebras;
(iii) A subélgebra 6(S) é um ideal a direita de Y;

(iv) 0 é um homomorfismo de A-comédulos dlgebra parciais onde 6(.S) tem coacao

parcial induzida, ou seja, (0®14)(p(s)) = ((0(1s)®14)p)0(s), para todo s € S;

(v) Y é gerado por 0(S) como um A-comédulo édlgebra.
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Capitulo 2

Globalizagao para (Co)Mdédulos

Algebra Parciais

2.1 Globalizacao para Mdédulos Algebra Parciais

Neste capitulo, vamos supor que A é uma algebra de Hopf de multiplicadores
regular e Y é uma algebra com produto nao degenerado. Além disso, as acOes
parciais de A em Y serao consideradas a esquerda, pois acoes parciais a direita sao

definidas de maneira similar.

2.1.1 Acoes Parciais da Algebra de Hopf de Multiplicadores

Estendendo a Definigao [1.5.1] para o contexto de agoes parciais de &lgebras de

Hopf de multiplicadores em algebras, temos a seguinte definicao.

Definicao 2.1.1. ([I5]) Dizemos que Y é um A-mddulo dlgebra parcial a esquerda

se, existe uma aplicacao linear
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GCARY — Y

aR®Y —— a-y
tal que, dados a,b € Aex,y €Y,

(i) a-(z(b-y)) = (a1 - z)(azd - y);

(ii) Existe uma aplicac¢éo linear e : A — M (Y') tal que

(1) e(A)Y CA-Y;
(2) e(a)(b-y) = a1 - (S(az)b-y).

(iii) Dados aq,...,a, € A, y1,...,ym € Y existe b € A tal que a;b = a; = ba; e
a;-y;=a;-(b-y;), paratodo 1 <i<nel<j<m;

(iv) Sea-y =0, para todo a € A, entdao y = 0.

¢ dita uma agao parcial de A em Y e, dizemos

Nessas condicoes, a aplicacao -

que a acao parcial é simétrica se também satisfizer os seguintes itens:

(v) a-((b-2)y) = (arb - x)(az - y);
(Vi) (b-y)e(a) = az - (S (ar)b- y);
(vii) Ye(A) CA-Y,

para todos x,y € Y e a,b € A.

Observe que, o item (i) faz sentido, pois A(a)(1 ® b) = a; @ azb € A® A. J4
no item (ii 2), estamos usando o fato da aplicagdo S ser um anti-homomorfismo
bijetivo, ou seja, existe ¢ € A tal que S(c) = b e, com isso,

(@S5)((1®c)Ala) = (& 5)(a @ cay)
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= & S(ag)b

Observagao 2.1.2. Se A e Y possuem unidade, definimos a aplicacao linear e :

A— M(Y) =Y tal que e(a) = a- 1y, para todo a € A, obtendo a Definigao [L.5.1]

Consideramos (A, A) uma &dlgebra de Hopf de multiplicadores regular e Y uma
algebra com produto nao degenerado. Sabemos que nao existe uma estrutura de

algebra natural em Hom(A,Y') dada pelo produto

(f9)(a) = py[(f @ g)A(a)], (2.1)

pois nem sempre o lado direito da igualdade faz sentido, j4 que nao existe garantia
de A(a) estar coberto. Nesse caso, a ideia é considerar um subespago de Hom(A,Y)
no qual podemos induzir uma estrutura de algebra semelhante a ({2.1]), mas que faca

sentido. Para isso, definimos

Hom"(A,Y) ={)_ fi(Lai);a; € A, f; € Hom(A,Y)}.

Toda combinagao linear de elementos f;(_a;) é da forma f(_e), para alguma

f € Hom(A,Y) e e € A. De fato, basta considerar

f= Zfi(,ai) € Hom(A,Y),
e, e € A tal que ea; = a; = ae, para cada i € {1,...,n}, desta forma obteremos que
> filas) = f(e).

Teorema 2.1.3. ([16]) Nas condigoes acima, Hom"(A,Y") é uma dlgebra com mul-
tiplicagao dada por,
(f9)(c) = py[(f @ g)A(c)],

para todos c € A e f,g € Hom"(A,Y).
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Demonstracao. Sejam f(_a), g(-b) € Hom"(A,Y), escrevemos
a®b= z”: Alp)(1® q).
Entao, para todo ¢ € A,
(a0 = 3 Ap)(e), 22)
onde h;(d) = py[(f ® ¢)(A(d)(1 ® ¢;))], para todo d € A e para cada i. O
Analogamente, definimos a algebra Hom'(A,Y) = {3, fila;i-);a; € A, f; €
Hom(A,Y)}.

Observacao 2.1.4. Na préxima secao, usaremos com frequéncia a escrita apresen-

tada na demonstragao do Teorema [2.1.3]

Apresentamos a seguir, um importante exemplo de médulo algebra nao trivial.

Exemplo 2.1.5. ([I6]) Sejam A a algebra definida no Exemplo [1.1.10/ e Y’ =
Hom™(Ag, M(Ag)). Entao, Y’ é um Ag-mddulo dlgebra com agao global dada por
> AG (%9 Y — Y’

a® f(b) — av f(b) = f(.ab).

2.1.2 Globalizagcao para Médulos Algebra Parciais sobre
Algebras

Nesta subsecao, introduzimos algumas defini¢oes, exemplos e resultados que serao
utilizados para a definicao e a construcao da globalizacao para mddulos algebra
parciais. Inicialmente, baseado na ideia de (co)agao parcial induzida via projegoes
de F. Castro e G. Quadros em [7], faremos o andlogo para médulos dlgebra parciais

em nosso contexto. Para o que segue, continuaremos assumindo que A = (A4, A)
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¢ uma algebra de Hopf de multiplicadores regular e Y é uma algebra com produto

nao degenerado.

Definigao 2.1.6. Seja S uma subalgebra de Y. Um operador linear 7 : Y — Y é
chamado de projegao sobre S, se Imm = S e 7(s) = s para todo s € S. Além disso,

se w é multiplicativa, dizemos que 7w é projecao de algebras.

Definigao 2.1.7. Sejam Y um A-mdédulo algebra a esquerda via >, S uma subalgebra
deY enm:Y — Y uma projecao de dlgebras sobre S. Dizemos que a aplicagao 7

é uma A-projecao se
w(a> (r(bes))) =n(av (ro(b>s))),

para todos r,s € S e a,b € A. Além disso, dizemos que 7w é A-projecao simétrica se

também satisfizer que
w(a> ((b>s)r)) =n(av (r(b>s)r)), (2.3)
para todos ;s € S e a,b € A.

Exemplo 2.1.8. Sejam Y um A-moédulo algebra a esquerda via >, S a subdlgebra

de Y gerada por um idempotente central f € Y. A aplicacao

7:Y — Y
y — fy

é uma A-projecao simétrica.

Demonstracio. E facil ver que 7 é uma projecao multiplicativa sobre a subalgebra

S =fY.
Vamos verificar que 7 é uma A-projecao simétrica.

Dados a,b € A, fr,fse S

m(av (fra(be fs))) = m(a>(fr(f(b>[fs))))
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— w(av (J(r))(b> f5)))
= w(av (J(/r)(b> f5)))
= (v (F)r(b> f5)))
— w(as (fr(b> f5))).

Ou seja m é uma A-projecao. A simetria segue de:

m(a> (n(b> fs)fr)) = w(av> (f(b> fs)fr))
= m(av((b> f5)ffr))
= w(a>((b> fs)fr)).

O

Proposicao 2.1.9. Sejam Y um A-mddulo dlgebra a esquerda via>, S uma subdlgebra
de Y. Se a aplicagcao w1 Y — Y € uma A-projecao simétrica sobre S, entao S
¢ um A-mddulo dlgebra parcial o esquerda simétrico via a-s = mw(a>s), a € A e

ses.

Demonstracao. Vamos verificar os itens da Definicao 2.1.1] Dados a,b € A, r,s,t €
S,

a-(r(b-s)) = mn(a>(r(r(brs))))
2L raw (r(be )

= 7((a;>7)(ab>s))

m(ay > r)m(azbr s)

= (ay-r)(agdb-s),

e, analogamente,

a-((b-m)t) = w(av(m(b>71)t))
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mw(a> ((b>1)t))
= w((a;>(br7r))(az>t))
= 7((a1b>71)(az> 1))

= (apb-r)(as-t)

Logo, os itens (i) e (v) estao verificados. E, como consequéncia imediata, pode-

mos escrever

(b-r)(c-t) = by-(r(S(by)c-t)), (2.4)

(b-r)(c-t) = co-((SHe))b-1)t). (2.5)

Usando as equacoes e , definimos e : A —— M (S) da seguinte forma:

e(a)(b-r)
(a)(b-r

m(ay > w(S(az)b> 1)),

e(a)(b-r) = w(ag>m(SHa)b>r)),

para todos a, b€ A, r € S.
Vamos verificar que a aplicacao estd bem definida. Primeiro, temos que A-S =
S, pois, dado s € S,

) B

s=m(s ers)=e-s,

e, reciprocamente, dado c-r € A- S, c-r=mw(cpr) € S.

Além disso, e(a) = (e(a),e(a)) € M(S), para todo a € A. De fato,

(b-rme(a)(c-t) = w(b>r)m(a;>7w(S(az)c>t))

= w((b>r)(a>7(S(az)c>t)))

= 7(ag> ((S™ (a1)b>r)m(S(az)e>t)))
-1
=" w(ay> (m(S™ (ar)b>r)m(S(as)c>1)))
217

m(ag > (7(S™Ha1)b>r)(S(as)cn>t)))
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= 7(ag> (m(S™Hay)be 7)) (azS(as)c>t))
= w(ag> (ST (a)b>r))w(e>t)
= (ea)(b-7))(c-1),

para todo b,c € A, r,t € S.

Logo, como o produto em S é ndo degenerado, temos que e(a) € M(S), para

todo a € A.

Observamos também que (1) e (2) de (ii) e, os itens (vi) e (vii) da Definigao
sao satisfeitos imediatamente da definicao do multiplicador e(a) e da igualdade
A-S=5.

Para o item (iii), sejam ay,...,a, € A, r1,...,7, € S, escolhemos b € A tal que
rj =b>7; e a;b = a; = ba;. Assim temos
a; Ty = 7T(CL¢|>?”]')
= 7'('(@1' > (b[>7'j))
= 7(a;>m(b>1;))
= a;-(b-ry),
paratodo 1 <i<n,1<j<m.

Supondo que a - r = 0 para todos a € A, r € S, escolhemos a € A tal que

r=ad>r. Assim,0 =a-r=mn(a>r)="7(r)=r.
Ou seja, o item (iv) também é satisfeito.

Portanto, S é um A-mdédulo algebra parcial a esquerda simétrico via a - s =

m(a>s), para todosa € AeseS. ]

No contexto de agoes parciais de algebras de Hopf, a definicao de acao envolvente,

bem como o Teorema de existéncia de tais agoes para mddulos algebras parciais,
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foram apresentados inicialmente por E. Batista e M. Alves em [2]. Inspirado nesse

trabalho, definiremos e faremos uma construcao analoga no contexto previamente

fixado.

Definicao 2.1.10. Seja S um A-modulo algebra parcial a esquerda. Uma agao
envolvente, ou globalizagao, de S é uma terna (Y, 0, 7) que satisfaz as seguintes

condicoes:

(i) Y é um A-moédulo algebra a esquerda;
(ii) A aplicacdo 6 : S — Y é um monomorfismo de algebras;
(iii) A subdlgebra 6(S) é um ideal a direita de Y;

(iv) A aplicagdo 7 : Y — Y é uma A-projegao simétrica sobre 6(S) tal que a
agao parcial de S é equivalente (via #) a agao parcial induzida em 6(5) via ,

ou seja
Ola-s)=a-0(s) = m(av0(s)),

a€A seS;

(v) Y = Av0(S).

A seguir, apresentamos alguns resultados e observagoes para a construcao da

globalizacao para moédulos algebra parciais.

Lema 2.1.11. Seja S um A-mddulo dlgebra parcial a esquerda. Entao, Hom" (A, S) =
{3 filtai);ai € A, f; € Hom(A,S)} € um A-modulo dlgebra a esquerda via

>:A® Hom"(A,S) — Hom"(A,S)

a® f(-b) — av f(b) = f(_ab).
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Demonstragao. Inicialmente, vamos ver que Hom' (A, S) é um A-médulo a esquerda

unitario. De fato,

a> (b f(.c)) =av f(-be) = f(_abe) = abr> f(-c),

para todos a,b € A e f(.c) € Hom"(A,S).

E, além disso, dada f(.c) € Hom"(A,S), considerando e € A tal que ec = ¢,
temos que f(_c) = e f(.c). Ou seja a agdo é unitaria.
Agora, sejama € Ae f(-b), g(.c) € Hom" (A, S). Escrevemos b®c = > A(p;)(1®

¢i) e, usando a escrita de ([2.2)) temos,

RUETEITINOS e
- O
= hildap)
= sl(7 @ (3 Adap)(1 9

= ps[(f® g)(i A(da)A(pi)(1® ;)]
— usl(f ® 9)(A(da)(b® )]

= usl(f ® ) (b ® dyazc)]

= f(dya1b)g(daasc)

— flab)g( ()

= (> S(B)(aze> g( D))

= (> (D)@ g(0))(d),

para todos d € A e ec = ¢. Logo, a5 (f(b)g(.c)) = (a1 f())(as > g(c)), para

todos a € A e f(.b),g9(.c) € Hom"(A,S). Portanto, Hom"(A,S) é um A-médulo

algebra a esquerda. O
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Definicao 2.1.12. Dizemos que um A-mdédulo algebra parcial a esquerda S é quase
unitario se, para finitos elementos si,...,s, € S, existe b € Atal que b-s; = s; e

cb-s; = c-s;, para todo ¢ € A. Neste caso, a acao parcial é dita quase unitdria.

Exemplo 2.1.13. Sejam Y uma algebra com produto nao degenerado, Ag a algebra
das funcoes com suporte finito de um grupo G em k definida no Exemplo [1.1.10] e

N um subgrupo finito de G tal que car(k) 1 |N|. Definimos a aplica¢do linear

/\IAG — k

1
5, — 4 M IEN

0 , caso contrario.
Entao, segue da Proposicao 2.1.10 de [15], que Y é um Ag-mdédulo élgebra
parcial a esquerda com acao dada por o, - = A(J,)z, para todos 6, € Agex €Y.
Agora, vamos mostrar que essa acao satisfaz a Definicao [2.1.12]

Seja N = {hq,...., hyn} € tome b = 2(5;”, entdo b-x = A(b)x = |N]W1|x =z,

=1
para cada x € Y. Além disso, d, - © = d,b - z, para todos d;, € Ag e x € Y pois,
e 1° caso: Se g € N, entao d,b = d4, e a igualdade ¢ verificada.

® 2° caso: Se g ¢ N, entdao 6,b=0 e d,b-2 =0 e, por outro lado i, - = =

A0g)x =0, ou seja 6gb - x = dy - x.
Portanto, Y é um Ag-médulo dlgebra parcial a esquerda quase unitario.
Observamos também que, o Exemplo [2.1.13] satisfaz a condicao de simetria da
acao parcial, ou seja, que A\(a)\(b) = A(a1b)\(az), para todos a,b € A.
Exemplo 2.1.14. Toda acao parcial induzida via A-projecao é quase unitaria.

De fato, sejam Y um A-moddulo dlgebra a esquerda via >, S uma subalgebra de

Yea-s=mw(ars),a € Aes €S, aacdo parcial induzida via uma A-projegao .

Dados s1,...,8, € S C Y, consideramos b € A tal que b>s; = s;, para todo
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1 <i < n. Assim, temos

b-s; =n(b>s;) =7(s;) = si,

a-s; = wlars;)
= w(a>(b>sy))
= w(ab>s;))

= ab-s,,
para todo a € A. Portanto, a acao parcial induzida é quase unitaria.

Lema 2.1.15. Sejam S um A-mddulo dlgebra parcial a esquerda quase unitdrio e

a aplicacao linear

¢:S — Hom'(A,YS)

s > p(s) = fs(D),
onde s=0b-s,ab-s=ua-s e f,(b)(a) =a-s, a €A Entao, temos:
(i) ¢ € monomorfismo de dlgebras;
(ii) o(s)(a>p(r)) = @(s(a-1)), para todos a € A er,s € S.

Demonstragao. (i) Note que ¢ estd bem definida. De fato, dados s,r € S tais que

s=b-s,r=c-res=r. Assim,

p(s)(a) = fo(D)(a) =ab-s =a-s=a-r=ac-r= [f(c)(a) = p(r)(a),

para todo a € A, ou seja, ¢(s) = ¢(r). E, é facil ver que ¢(s) € Hom" (A, S), para

todo s € S.
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Agora, tomamos b € A para o conjunto {r, s,rs}. Logo,

p(rs)(a) = @(b-rs)(a)

= ab-rs

= a-(r(b-s))

= (ar-7)(ash- )

= (ab-r)(azd- s)
= [r(aid) fi(asb)

= (£:(0)fs(-b))(a)
= (pr)e(s))(a),

para todo a € A. Ou seja ¢ é um homomorfismo de dlgebras.

Além disso, se s € S é tal que p(s) = 0, temos

para todo a € A. Em particular, se a € A é tal que ab = b, obtemos que s = 0. Ou

seja, @ € injetiva.
(77) Seja b € A para o conjunto {r, s, s(a - r)}. Logo,
e(s)(a>e(r))(c) = ¢(s)(a> fr(-b))(c)
= (c1b- 8)(ea(ad) - r)
= (¢1-s)(coa-r)

= c-(s(a-7))
= c¢b-(s(a-r))
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p(s(a-r))(c),
para todo ¢ € A.

Portanto, ¢(s)(a>p(r)) = ¢(s(a-r)), r,s €S, a € A. O
Lema 2.1.16. Sejam Y um A-mddulo dlgebra, a, b€ A er, t €Y. Entao,
(i) (a>7)t =a;>(r(S(ag)>t));
(i7) (a>r)(b>t) =ay> (r(S(ax)b>t)).
Demonstracao.

(1) a1 (r(S(ax)>t)) = (ar>r)(az> (S(az)>t))

= (av>r)t,
paratodosa € A, r,teY,ee€ Atal queent =t.

(17) a1 > (r(S(ax)bt)) = (a;>r)(aS(az)b>t)

= (a>r)(b>t),
para todos a,be Aer,teY. n

Lema 2.1.17. Nas condi¢des anteriores, sejam ¢ : S —» Hom"(A,S), e Y =

A p(S). Entao,

(i) Y é um A-submddulo dlgebra a esquerda de Hom' (A, S);

(i1) o(S) é um ideal a direita de Y .
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Demonstragao. (i) Y é um A-submédulo de Hom' (A, S) pois para todos a,b € A,
tesS ar (b e(t)) =ab>p(t) € Y. Além disso,

(as () (bo o) =Y ay o (p(r)(S(az)b e (1))
(2.1.15)

= a1 >p(r(S(a)b 1)) €Y,

para todos a,b € A, r,t € S. Ou seja, Y é um A-submédulo dlgebra.

(77) Inicialmente, observamos que ¢(S) C Y. De fato, seja s € S, tome b € A

tal que b-s=s, e € A tal que eb = b. Assim,

o(s) = fs(.b) = fs(-eb) = e> fo(b) = e p(s).
Logo, ¢(S) C Y. E, pelo Lema[2.1.15 temos ¢(S) é um ideal & direitade Y. [

Lema 2.1.18. A aplicacao linear

' i Hom"(A,S) — Hom"(A,S)

fa) — o(f(a)),

¢ uma A-projecao sobre p(S).

Demonstragao. e I'mm’' = p(S)

De fato, dado ¢(s) € p(S), tome b € A tal que b- s = s, assim
p(s) = p(b-s) = p(eb- s) = o(fs(eb)) = @(fs(b)) = 7'(fs(D)).

o 7'(¢(s)) = p(s), para todo s € S

De fato,

' (p(s)) = 7'(p(b-s)) = 7'(fs(b)) = @(fs(b)) = p(fsleb)) = p(eb-s) = p(b-s) = ¢(s),

ondebe Aétalque b-s=s, eb=0b.
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e 7' é homomorfismo de dlgebras.

Sejam f(a),g(_b) € Hom'(A, S), a @ b= A(p) (1 g:), e ep; = pi,

' (f ()7 (9(-0)) = @(f(a))e(g(b)

Logo, 7’ é homomorfismo de dlgebras.

e ' é A-projecao.

m(av (p(r)r'(b>e(s) =
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para todos a,b€ A, r,s € S, e,ce Atalquec-s=sebc-s=b-s.
Portanto, ' é uma A-projecao sobre (.5). O

Lema 2.1.19. Nas condicoes anteriores, sao equivalentes:

(i) o(S) € ideal de Y = A (S);
(ii) (a> o(s))(t) = ((a- s)t), para todos a € A, s,t € S;
(iii) a agio parcial de A em S é simétrica.
Demonstragio. (i) = (i) () é ideal de Y, assim (a v o(s))p(t) € ¢(S), logo
(av@(s))et) = 7'((a>p(s))p(t))
= m(a>p(s))p(t)

= 7(avp(b-s))p(t)

= 7(fs(-ab))p(t)

para todosa € A, s,t€ Sebe Atalqueb-s=seab-s=a-s.
(i4) = (i) Imediato pois sabemos do Lema [2.1.17] (ii) que ¢(S) é ideal & direita.
(17i) = (i1) Tome b € A para o conjunto {s,t, (a - s)t}. Logo,
(avp(s)p(t)(c) = (fi(ab)fi())(c)
= filcrab) fi(cab)
= (crab-s)(cab-t)

= (c1a-5s)(ca-t)
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= co((a- 5
= ¢b-((a-s)t)

= ¢((a-s)t)(c),
para todo ¢ € A. Portanto, (a> ¢(s))p(t) = ¢((a - s)t), para todos a € A, s,t € S.

(11) = (i1i) De fato,

c((a-s)t) = o((a-s)t)(c)
= (a>p(s))e(t)(c)

= (cia-s)(cy-t),
para todos a,c € A, s,t € S e, b € A para o conjunto {s,t,(a- s)t}. O

Teorema 2.1.20. (Globaliza¢do) Nas condigoes anteriores, (Y, p,m) é uma a¢ao

envolvente de S, onde m = 7'|y.

Demonstragao. Observamos que os itens (i), (ii), (iii) e (v) da Defini¢ao [2.1.10| sao
satisfeitos imediatamente dos lemas e observagoes anteriores. E, além disso, no

Lema [2.1.18 mostramos que a aplicacao

' i Hom"(A,S) — Hom"(A,S)

fb) = o(f(b)),

é uma A- projegao sobre ¢(S). Vamos verificar a propriedade de simetria para =’

ab (@ b0 pe(s) = was (@b o) (p(s)
= #ar (@ (05 e)e )
BB was (' (o0 1)5)
= 7lar (e 1))
= was (b pm)els),
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para todos a,b € A, r,s € S. Ou seja, 7’ é uma A-projecao simétrica.

Agora, mostraremos que a agao parcial sobre S é equivalente (via ¢) a agao
parcial induzida em ¢(S) via 7’. De fato, tome b € Atalque b-r =reab-r =a-r,

para todo a € A. Logo,
a-o(r) = 7'(axo(r))
= m(a>p(b-r))
= m(a> f(D))
= '(f(-ab))
= ¢(fr(ab))
= plab-r)

= pla-r).

Finalmente, consideramos m = 7’|y e o resultado segue. O

Observacao 2.1.21. O Teorema de Globalizacao nos fornece a construcao de uma

acgao envolvente, a qual chamaremos de ac¢ao envolvente padrao (Y, ¢, 7) de S.

Lema 2.1.22. Com as notagdes anteriores, seja (Y ,0,7) outra ac¢do envolvente de

S. Entao, para todos a € A, r,s € S,
O(r)(ax0(s)) =0(r(a-s)).
Demonstracao. De fato,

0(r)(av6(s)) = 7(O(r)(a>6(s)))
= #(0(r))7(a>0(s))

(a-6(s))

= 0(r(a-5))



para todos a € A, r,s € S. n

Proposicao 2.1.23. Com as notacdes anteriores, seja (Y ,0,7) outra agdo envol-

vente de S. Entao, a aplicag¢ao
P : (?707ﬁ) — (Y,QO,’]T)

ZCLZ‘DQ(T’Z') — Zaibw(ri)v

2

¢ um epimorfismo de A-mdodulos dlgebras.

Demonstracao. A aplicacao ® estd bem definida. De fato, seja x € Y tal que

x = Z a; > 0(r;) = 0. Assim, para todo a € A,

%

0 = aD(ZaiDQ(m))
= Zaaibe(m).

Portanto,

0 = 7> aa;>0(r;))

Como 6 é monomorfismo, temos que E aa; - r; = 0.

(2

Portanto, para todosa € Aebe Atal que b-r; =r;, cb-r; =c-r;, temos
®(z)(a) = @(Z a; > 0(r;))(a)
= (a0
= (s )
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= P a fulB)@)
- <ifTi<aib>><a>
S

- zz:(aaib)-ri

= 0.

Logo, ®(z) = 0, ou seja, ® estd bem definida. E, a linearidade de ® decorre da

construgao.

Agora, vamos mostrar que ® é homomorfismo de algebras.
@((aw 0(r) (b 0(1))) D(ar > (0(r)(S(a2)b> 0(1))))
ELE P(ay o 0(r(S(az)b - 1))

a; > p(r(S(ax)b - 1))

B 01 b (0(r)(S(az)be o(1))
=2 (v o(r) (b (1))
=  Pard(r)®(br0(t)),

para todos a,b € Aer,t €8S,

E, é facil ver que ® é homomorfismo de A-moédulos. Portanto ® é um homo-

morfismo de A-moédulos algebras.

Finalmente, ® é um epimorfismo, uma vez que,

Z a; > @(r;) = @(Z a; > 4(r;)),

7 %

para todo Z a; > @(r;) € Avp(9). O
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Definigao 2.1.24. Uma agao envolvente (Y60, 7) é minimal se, para todo A-

submoédulo M de Y que satisfaz 7(M) = 0, entdo M = 0.

Proposicao 2.1.25. A ag¢do envolvente padrao (Y, p,m) € minimal.

Demonstracao. Vamos provar o resultado para os submodulos ciclicos, pois dado
M um submoédulo de Y tal que 7(M) = 0 e x € M, considerando L = (z), temos
que 7(L) = 0. Assim, se mostrarmos a proposi¢ao para os submdédulos ciclicos,

obtemos que L = 0, ou seja, z = 0. Logo, M = 0.
Portanto, consideremos M um A-submddulo ciclico de Y tal que w(M) = 0.
Claramente, M = (Z a; > p(r;)) = (A (Z a; > p(r;))).
Das afirmacoes, t;mos para todo b € A,z
0 = W(bD(ZaiD@(n)))
= W(Z ba; > ¢(r;))
= W(XZ: ba; > p(c-r;))
= W(Z ba; > fr,(c))
= 7 (3 b))
= SO(Z Jri(bac))
= o> (baic) - 7y).

Como ¢ é um monomorfismo, segue que Z(baic) -r; = 0 para todo b € A.
Logo,

S@rer))b) = S(aisele- 1))

% %

= D a4 fr()b)

i
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= an(—aic)(b)
= Zfﬂ(balc>

para todo b € A. Portanto, Z a; > ¢(r;) =0, o que implica M = 0. ]

Teorema 2.1.26. Quaisquer duas agoes envolventes minimais sao isomorfas como

A-mddulos dlgebras.

Demonstrag¢ao. Vimos anteriormente que a aplicagao

O:(YV,0,7) — (Y,p,7)
ZaiDG(ri) — Zaiwp(ri)

é um epimorfismo de A-mdédulos algebras. Agora, vamos supor que Y é minimal e

provar que ® é injetora. Seja x = Z a;>0(r;) €Y tal que ®(z) = 0. Assim,

0 = ) (a>p(r))(e)

i

= > (aivp(b-r))(c)

i

= > (fulab)(e)

)

= E ca;b - ;.
i

= E ca; - Ty,
i

para todo ¢ € A. Em particular, podemos tomar ¢ € A de modo que ca; = a;, logo

Zai-ri =0 e,
0 = Q(Zaln)
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= Zai . 9(7"1)
= 7D _a;>0(ry)),

e, como Y é minimal, temos que z = Z a; > 6(r;) =0. ]
Observagao 2.1.27. Se A e S possuem unidade 14 e 1g, respectivamente, temos
que Hom'" (A, S) = Hom(A,S). De fato, basta basta tomar b = 14 e f = f(_14)
para toda f € Hom(A,S).

E, nesse caso particular, definimos

' Hom(A,S) — Hom(A,S)

o= 7 (f) = e(f(1a))

e, assim temos

mavp(s)) = ellare(s))(1a))

para todos a € Aes € S.
E, a-¢(s)=n"(a>¢(s)) = ¢(ls)(a>p(s)), para todos a € Ae s € S.

Ou seja, as Definicoes [2.1.10] e [1.5.2] coincidem e mais ainda, obtemos uma

generalizacdo da agao envolvente padrao, construida em [2], para o caso em que A

¢ uma algebra de Hopf e S é uma élgebra com unidade.
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2.2 Globalizacao para Comoddulos Algebra Parci-
ais
Neste capitulo, consideramos A uma algebra de Hopf de multiplicadores regu-

lar e Y uma &lgebra com produto nao degenerado. Além disso, as coagoes serao

consideradas a direita, pois o conceito a esquerda é definido de modo similar.

2.2.1 Coagoes Parciais da Algebra de Hopf de Multiplica-

dores

No contexto de algebras de Hopf de multiplicadores, a Definicao é estendida

da seguinte forma.

Definigao 2.2.1. ([15]) Dizemos que Y é um A-comddulo dlgebra parcial a direita se
existe um homomorfismo de dlgebras injetor p : Y — M (Y ® A) e um idempotente

EeMY®A)talque (1@ A)E e E(1® A) C M(Y) ® A satisfazendo
i) pY)Y1IRA) CEY®A) e (1A)pY)C(Y®AE,
(i) (p@ea)p(y)) = (E@ 1)y @ Aa)(p(y)),

para todo y € Y. Nesse caso p é chamada de uma coagao parcial de A em Y.
Usaremos, em alguns casos, a terna (Y, p, F) para denotar o A-comédulo algebra

parcial Y.

Dizemos que a coagao é simétrica se além dos itens acima p satisfazer

(it}) (p® 14)(p(y)) = (v ® Aa)(p(y))(E ® 1), para todo y € Y.

Analogamente, definimos A-comddulo dlgebra a esquerda.
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Observacgao 2.2.2. Pelo fato de A 4 ser um homomorfismo nao degenerado, o lado
direito das igualdades (ii) e (iii) fazem sentido, pois podemos pensar na extensao
da aplicacao (1y ® A4), o que nao ocorre com o lado esquerdo. Logo, utilizando o

item (i), damos um sentido a esses itens, da seguinte forma:

(r@ua)(py)(1@a)) = (E@1)(y @ Ax)(p(y))(1©1@a) (2.6)

(P@ua)(p(y)(1®a)) = (v @AL)(pY)E@1)(1®1®a). (2.7)

Observagao 2.2.3. Se A e Y possuem unidade, consideramos E = p(1y) e obser-
vamos que o item (i) de equivale a injetividade de p, assim obtemos a Definigao
L5.3

Lema 2.2.4. ([15]) Seja (Y, p, E) um A-comddulo dlgebra parcial, entio

Ep(y) =py) e py)E = p(y), (2.8)

para todo y € Y.

2.2.2 Globalizagao para Comaddulos Algebra Parciais sobre

Algebras

Nesta secao, apresentamos a definicao de coacao envolvente para coacoes parciais
de uma algebra de Hopf de multiplicadores regular sobre uma algebra, e também
mostramos que todo comoédulo algebra parcial, sob certa condicao, admite envol-
vente. No contexto de coagoes parciais de algebras de Hopf, esta construcao foi
apresentada em [3], que é de fato, uma das principais referéncias para a genera-

lizacao que apresentamos a seguir.

Definigao 2.2.5. Seja A = (A, A) uma élgebra de Hopf de multiplicadores regular
tal que existe e € A idempotente central ndo nulo sendo A(e)(e®1) = e ® e. Entao

todo A-comédulo algebra parcial a direita S é dito quase counitario.
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Exemplo 2.2.6. Sejam Ag a dlgebra das fungoes com suporte finito de um grupo
G em k definida no Exemplo|1.1.10| e, considere 8, € Ag tal que p* = p, ou seja, p é

o elemento neutro do grupo. Assim, temos que d,, ¢ um idempotente central tal que
A(6,)(0p ® 1) = 0, ® 9,. E, portanto todo Ag-comddulo élgebra parcial a direita é

quase counitario.

No que segue, sempre que mencionarmos um A-comoédulo algebra parcial a di-

reita, este serd considerado quase counitario.

Definigao 2.2.7. Seja S = (5,p, F) um A-comédulo élgebra parcial a direita.
Dizemos que ((Y,p),0,7) é uma coagdao envolvente, ou globalizagao, de S se

satisfaz:
(i) Y é um A-comddulo algebra a direita via p;
(ii) A aplica¢do 6 : S — Y é um monomorfismo de algebras;
(iii) A subélgebra 6(S) é um ideal a direita de Y;

(iv) (0 ®@14)(p(s) (1 ®e)) = (7 ®14)(p(0(s))(1 ® e)), sendo m uma projegao de
algebras de Y sobre 0(S) tal que:

(m@14)(p(m(y)) A @ €)) = E(m ®24)(p(y)(1 ® €))  (E-projegao)

onde E = ®(E) € M(6(S) ® A) é definido para todos s € S, a € A, da
seguinte forma:

(E)(6(s)
q):Gs

(E)(6(s)

®a) = (0®@14)(E(s®a)), (2.9)
®a) = (0®u)((s©a)E).

(v) Y é gerado por 6(S) como um A-comédulo algebra.
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Para construir a globalizacao, inicialmente, vamos apresentar algumas notagoes

e consideracoes importantes. Para mais detalhes, citamos [16] e [2§].

Seja A" o espago vetorial dual de A e A, = {>, wi(a;-b;),w; € A',a;,b; € A}. O

espago A/, possui uma estrutura de algebra assim como o espago Hom' (A, k).

Observagao 2.2.8. Se 7 é A-comoédulo a direita via p, podemos definir uma

aplicagao linear >,, como segue

wla-b) >yt = (17 @w(a))p(t)(1® D)

= (r @w)(1®@a)p(t)(1®Db)),

para todos t € T e w(a-b) € A.. Assim, 7 é um A/ -médulo a esquerda via >,.

Agora, desejamos saber quais A’ -médulos sao induzidos de comédulos. Para
isso, seja u 1 AL ® T — T uma aplicagao linear tal que 7 é um A/-médulo a
esquerda via p. Definimos a aplicacao linear injetiva v, de 7 em Hom(A.,T) por

V() (w) = p(w @ t), para todos t € T, w € AL

E, definimos também a inclusao canonica
n:T®A— Hom(A.L,T)
onde 7(t ® a)(w) := w(a)t, paratodost € T,a € Aew € A..
Usando estas notacoes, apresentamos a seguinte definicao.

Definigao 2.2.9. ([28]) Um A/-md6dulo a esquerda 7 (via p) é chamado de mddulo
racional se ambos v,(T)B(A) e v,(T)B'(A) estao contidos em n(7 ® A), onde
Ba)(w(bre)) :=w(bac) e, f'(a)(w(bre)) := w(ba_c), para todos a € A ew(bc) € AL

Proposicao 2.2.10. ([28]) Um Al-mddulo a esquerda T € racional se, e somente

se € induzido de um A-comddulo a direita T .
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Lema 2.2.11. Sejam T um A-comddulo dlgebra a direita via p e U C T uma
subdlgebra. A dlgebra V = (AL >, U) C T € o menor A subcomddulo dlgebra

contendo U.

Demonstra¢ao. Vamos apresentar a demonstracao dividindo-a em afirmagoes.
1. Al >, U é um A/-médulo.
Segue imediatamente da Observacao que A, >, U é um A/ -méddulo.
2. A, >,U é um Al-médulo racional.

2.1 Observamos que soma de moddulos racionais é um modulo racional, pela
Proposigao 3.5 de [28]. Consequentemente, para mostrar que A, >, U é um Al-
médulo racional, basta mostrar que A, >, u é um A/-mddulo racional para cada

ueU.

Consideramos p(u)(1 ® a) € T ® A, assim podemos escrever
p(u)(1®a) = th ® a;

onde {a;} é base de A. Denote por V,, = (t; 4)ay para cada a € A.
2.2 Vamos mostrar que V,, é um A-comddulo que contém u € U.
eucV,.

De fato, seja a € A tal que €4(a) = 1, assim

u = (’LT & 5A)p(u)
= (17 ®ea)(p(u)(1®a))
= (@7—®6A)(Z tia ® a;)

= Zti,agA(ai) € Vi
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e V, é um A-comodulo.

Sabemos que, (p@14)(p(u)(1®a))(1@c@1) = (17 © Ax)(p(u))(1@c©a), para

todos u € U, a,c € A, pois p é coacao global. Assim,

Zp(tz—,axl@c)@ai = (p®zA)<Zti,a®ai)<1®c®1>
= (p@u)pu)(l1®a)(l®ce1l)
= (17 ®A1)(p(v)(1®c®a)

= (17 @A) (pw)(1® > Auler)(1® dy))
= (17 @A) (pw) (7 @ ANA® D )1 ®1® dy)
= (17220 pw)(1©c)(1©1 & dy)

k

= (17 @A) tie ®ar)(10 1@ dy)
¥

= Dt ® Aalar) (1@ dy)

k.j
= E tiew ® E apji @ A
k,j

k7j7l

= E Ljcw @ Arji @ i,
k7j7l

onde {a;};cs é base de A. Observamos que, ndo necessariamente kjl = i, assim basta
considerar o funcional linear d, € A’ definido por d,(a,) = 1k se p = ¢ e J,(a,) =0
se p # ¢, e aplicar 1 ® 1+ ® (J; + Jxj1), na igualdade obtida, para concluirmos que

pPtia)(1®c) =3 tje @ ary €V, ® A.
kgl

Logo, p(tia)(tipy ®c) = th,thl,b ® ay;; € Vi, ® A. Com isso, temos que p(V,,) €
PR
M(V, ® A). Ou seja, V,, é um A-comddulo que contém u.

Portanto, V,, é um A’-submdédulo racional de T contendo u e, consequentemente

contendo A, >, u.
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23 V, =4 v, u.

Basta mostrar que V,, C A/ >, u. De fato, dados u € U, a € A e p(u)(l1 ®a) =

Z tia ® a;, considere e € A unidade local para o conjunto {a;}. Entao

tia = X)MM%)
= (rey)((le 6)(2 tia ® a;))
= (7 ®0)((1® )1 © )
= Jj(e-a)>,u,
onde d,(e_a) € A.. Ouseja V,, C A. >, u. Logo, segue a igualdade.

Portanto, A, >,u é um A/-submédulo a esquerda racional de 7. Assim, A, >,U é
um A’-médulo a esquerda racional (pois, a soma de médulos racionais é um médulo
racional). E, pela Proposicao [2.2.10} segue que A, >, U é um A-comédulo & direita
via p, ou seja, A, >, U é um A-subcomédulo de 7.

3. V={(A4, v, U)uy é um A-subcomédulo.

Sabemos que (A’ >, U, = [1(2 fio,ul), f7 € AL, ul € U, assim um elemento

i

J
de V' é um produto de elementos de S = A, >, U. Como S é um A-comddulo segue

que p(S) € M(S ® A), vamos mostrar que p(V) C M(V @ A). De fato,

p)u@a) = plss')(tt @ a)
= p(s)p(s)(t@a)(t' @ 1)
= (rob)t' el)

= rn'ebeV®A,

para todos v = ss’,u =tt' € V e a € A.

Além disso, precisamos mostrar que p(V)(10A) CV®Ae (1A)p(V) CVRA.

1@a)p) = (1®a)p(ss)
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= (1®a)p(s)p(s)
= (t®b)p(s)
= (t®b(lx®e)p(s)
= (tb){H' )
= tH'bdeV®A,
para todos v € V, a € A, e € A tal que be = b. Logo, (1® A)p(V) C V ® A.

Analogamente, mostramos a outra inclusao. Portanto, V' é um A-subcomédulo de

T.
4. 'V é o menor A-subcomédulo contendo U.

De fato, suponhamos que U C M com M um A-subcomddulo de T, entao M
é um A/-médulo via p,. Assim A, >, U C A, >, M C M, mas V = (A, >, U)ay,

entao V C M.
5. V é um A-comédulo algebra.

Sabemos que V' é um A-comoédulo, e T é A-comédulo algebra, assim V' C T

implica que V' também é A-comddulo dlgebra. O

Teorema 2.2.12. Todo A-comddulo dlgebra parcial quase counitdrio € globalizdvel.

Demonstracao. Seja (S,p, F) um A-comédulo dlgebra parcial a direita. Considere

(S® A, p=15®A,) como um A-comddulo algebra (global) a direita, e
V= (A 5,0}y CS®A,

onde U =p(S)(1®e) CS® A.

Observamos que U é uma subdlgebra de S ® A pois, para todos s,t € S, temos

p(s)1@e)pt)(1®e) = p(s)(1@e)(r©a)

— B(s)(r ® ca)
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= 7(s)(r ®ac)
OO
— Ae®e)
= p(st)(1®e) e U.
Definimos:
6g:5 — V e m:V—V

s — p(s)(1®e) vi— E(1®e)(v).
Entao, ((V,p = 15 ® Aa),0,m) é uma coagao envolvente, ou globalizac¢do, de
(5.5, E).
e 0 é monomorfismo de algebras.

Para mostrarmos que 6 ¢ injetor, lembramos que, se ¢? = ¢, A(e)(e®1) = eQe,
temos que €4(€) = 1y, pois e4(e) = ea(e?), assim e4(e) = 1 ou e4(e) = 0, mas por

outro lado,

e = ((a®ea)Aale)e
= (1a®ea)(Ale)(e®1))
= (141®eq)le®e)

= ecale)
logo 4(e) = 1. Assim, se 8(s) = 0, entdo p(s)(1®e) = 0 e,
0= (1s®ea)(P(s)(1®e€)) = seale) = s.
E, além disso,
0(s)0(t) = p(s)(L@e)p(t)(1@e)

— Bst)(l@e)
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= 0(st),

para todos s,t € S. Portanto 6 é monomorfismo de algebras.
e A subélgebra 0(S) é um ideal a direita de V.

Temos que V = (A, >, U)qy, assim V' é gerado por elementos da forma:

whe)p,u = (@w)((1®b)p(u)(l®c))
1@w)(1®1@D)(1s ® Aa)(p(s)(1®e))(1®1®c))

(1s @ An)(p(s)(1®e)) (1@ 1@ c))
15 @14 QO w (1s @A) (s"® s'e)(1®1®0c))
@ Au(ste)(1®c))

(t®
(
= (1sQQw
(
(
( ® (s'e)1 @ (s'e)ac)

(b-
(b-
15 ® 14 @ w(b-
15 ® 14 @ w(b-

(b(s

= '@ (s'e)w

onde w(bc) € AL, u=7p(s)(1®e) € U.

Agora, vamos mostrar que 6(r)v € 0(S5), para todos r € S, v € V. De fato,

(1 ®e)(s’ @ (s*e)w(b(se)sc))
r)(s” @ (s'e)iew(b(s'e)ac))
r)E(s° ® (s'e)re)w(b(s'e)qc)

)
)
)
r)(1s ® 14 ® w(b-))(E(s° ® (s'e)re) ® (s'€)ac)
)
)
)p

I I
S S N~

I
|

)
) (15 @14 @ w(b.))(s* @ s"e @ s'ec)
(

7)(s” @ s”'e @ w(bs'ec)

I
ol

mp(s®) (1 ® e)w(bs'ec)

I
sy

rs°)(1 ® e)w(bs'ec)

ol
(
(
(
(
(
(
ol
T

rs)w(bstec) € 0(S).
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Justificativa (x): Segue da igualdade ([2.6]) que
sP @ s%a® s'h =Y, E(s” ® (sta;)1b;) @ (s'a;)2, onde a @b =Y, Ala;)(b; ® 1),

seSeabe A

Agora, vamos mostrar o item (iv) da definigdo de coacdo envolvente. Inicial-

mente, faremos consideragoes sobre a projegao .
e 1 é uma projecao de algebras de V' sobre 6(5).
1. w(0(s)) =6(s), s € 8.
m(0(s)) = w(p(s)(1®@e))
= E(l®e)p(s)(l®e)
= FE(l®e)(r®a)

= E(r®ae)

Epa(s)1®e)(1®e)

Ep(s)(1®e)

I

>
—~

Va)
~—

Da igualdade anterior, temos que 0(S) C w(V). Sabemos também que todo

elemento de V' é gerado por elementos da forma v = s ® (s'e);w(b(s'e)zc). Assim

m(v) = 7(s" @ (s'e))w(b(s'e)sc)
= E(1®e)(s"® (s'e))w(b(s'e)zc)
= B(s"® (s'e)1e)w(b(s'e)sc)
= 5@ s"ejew(bs'eqc)
= 5P ® s ew(bs'ec)

= p(s°)(1 ® e)w(bs'ec)
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= 0(s")w(bs'ec) € H(9),
e disso segue que m(V') C 0(5). Portanto, segue a igualdade.
3. m é homomorfismo de algebras.
Sejam v, u € V', denotamos v = s®a e u =1r ® b, assim

m(vu) = w(sr® ab)

E(1®e)(sr ® ab)
— E(l®e)(s®a)(r®b)
2 ahA@e)(rob)
= p(t)(r ® be)
2 B B(r @ be)
221 S()EE(r @ be)

= PHEE(r®b)(1®e)(l®e)

PHE(1®e)E(rb)(1®e)
= p)(1e)E(rob)(lee)
= E(l®e)(s®@a)E(1®e)(r®b)
= w(v)m(u).

Justificativa (x): Segue de 2. w(V') = 6(S).

4. m é uma E-projecdo, onde £ = ®(F).

Precisamos mostrar que 7 satisfaz:

(m@14)(p(r(v)) 1@ 1@ e)) = E(r @) (p(v)1®1@¢)).  (E-projecao)

Sabemos de (2) que, m(v) = p(s°)(1®e)w(bs'ec), onde v = '@ (s'e)1w(b(s'e)qc).
Assim, por um lado, temos

(r @) (pE)1810e) = ()5 ® Aa)(B() (1@ ew(bs'e))(1® L@ e))
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®14)((15 ® Aa) (5P ® s ew(bsec))(1® 1 ® €))

®14)(s" © Aa(s”e)(1 @ e))w(bs'ec)
T @14)(s" ® (7€)1 @ (s e)2e)w(bs’ec)
E@1)(1®e®1)(s” @ (s”); @ (s"e)se)w(bs'ec)
E®1)(s”® (s”€)ie ® (s"€)qe)w(bs"ec)

(s

E®1)((1s @ Aa)(B(s°)(1 @ €))(1 @ e ® e)w(bs'ec)
E®1)(1s ® A)p(s°) (1 ® Ayle)(e ® e))w(bs'ec)

(
E®1)(1s ® A)p(s°) (1 ® ere @ ege)w(bs'ec)
(

B
)

)
)
E®1)(1s ® A)p(s°) (1 ® e ® e)w(bs'ec)
= (

(m
(7
(
( (
( (s
= (E®1)((1s® A4 (s ®s"%))(1® e® e)w(bs'ec)
( (
( (
(
(
(p®
(P

14)(P(s°) (1 ®e)) (1 ®e® 1)w(bs'ec)
(

(8" (1®e)® s e)w(bs'ec).
Por outro lado, inicialmente, observamos que

(A @A) ((e@1D)As(s'))(1R1Rc) = (e@101)(1a®As)AA(s'e)(1®1®c)
= (e®101)(As®1)As(s'e)(1®@1®c)
(e®1®1)(As@1)(Aa(s'e)(1®0))
(e®1)Aa((s'e)r) @ (s'e)ac

= e(s'e) ® (s'e)1a @ (s'e)ac.

(a®As)((e@DAu(s'e))(1@1®c) = (a®@Aa)(e(s'e)1 @ (s'e))(1@ 1@ c)
= e(sle)r@Aa((s'e)a)(1@0)
= e(s'e); @ (s'e)ar @ (s'€)aac.

ou seja, e(s'e)y; @ (sle)n @ (ste)oe = e(s'e); @ (s'e)ar @ (s'e)qsc.
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Assim, temos

E(r@u)p)(lolee) = ®214)((1s @ Aa)(s" @ (s'e)1)(1® 1 ® e))w(b(s"e)zc)

I
=

T ®124)(s° ® Aa(s'e)1(1® e))w(b(s'e)sc)

I
Dj|

®14)(s" @ (s'e)11 @ (s'€)12e)w(b(s'€)ac)

I
=

E®1)(1®e®1)(s"® (s'e)i1 @ (s'e)ae)w(b(se)sc)

I
i

EYE(s" @ (s'e)11e) @ (s'e)1pew(b(ste)qc)

g
&

P(E)(s” @ s"e @ (s*e)1e)w(b(se)sc)

)

B(r
(
(m
(
®(E)(E@1)(s" @ (s'e)ue @ (s'e)ze)w(b(se)zc)
(E)

(E)E(s° ® (s'e)1e) @ (s'e)arew(b(s'e)azc)

(E)

(E)

E)(0(s°) @ (s'e)1e)w(b(s'e)ac)
(0 ®@14)(E(s" @ (s'e)1e))w(b(se)sc)

I

)

(0 ®14)(s™ @ s"e)w(bs'ec)

= 0(s") ® s"ew(bs'ec)

(™) (1 ®e)® s"ew(bs'ec).

Portanto,

(7@ 14)(p(m(v)) (1@ 1@ e)) = E(r @ 14)(p(v)(1 @ 1 @ €)),
para todo v € V.
5. (0®ua)(p(s)(1®e) = (m ®14)(p(0(s)) (1 @ e)).

(O@u)@Bs)(1®e) = (0@u)(s’@s'e)

= (") ®ste

ps") (1 ®e)®s'e

s 2 e @ ste

I

E(s°® (s'e)ie) ® (s'e)ze
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= E(l®e)(s"®(s'e)) @ (s'e)qe

= m(s"® (s'e)1) ® (s'e)ae

= (m®u)(s"® (s'e)1 ® (s'e)ze)

= (r@u)(s"®@A(se)(1®e)

= T2u)((s®@A)(@se)(121xe))
= (@u)((ts®A)@s)(1ee)(lolwe)

= (m®@u)(p(0(s))(1 ®e)),

para todo s € S.
e V' é um A-comédulo dlgebra via p gerado por 0(S5).
Segue imediatamente da construcao e do Lema [2.2.11]

Portanto, (S,p, F) é um A-comddulo dlgebra parcial a direita quase counitdrio

globalizavel e, (V,p =15 ® Ay), 0, 7) é uma coagao envolvente para (5,7, E).

]

Observagao 2.2.13. Se A e S possuem unidade, 14 e 1g respectivamente, e 7(y) =

0(1s)y € 6(S). Entao, as definigoes e coincidem.

Demonstragao. Supondo que vale a Definigao [1.5.4] vamos verificar o item (iv) da

Defini¢ao 2.2.7 Observamos que 7 é uma projecao de édlgebras. De fato, m é
projecao e, m(yy') = 0(1s)yy = 0(1s)y0(1s)y = 7(y)7(y’), para todos y,y’ € Y.

Agora, vamos mostrar que E = (1®14)p(0(1s)). Para tal, note que M(S® A) =
S ® A e podemos definir:

P:S®A — 0(S)®A

s@a — 0(s)®a.
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Agora, segue da Proposigao 3.1.11 de [I5] que E = p(1g). Assim,

E=a(E)=2(p(ls)) = 2(r®b) =0(r) ®b= (0 ®14)(p(1s)) =
= (0(15) ® 1a)p(0(1s)) = (1 @24)p(0(1s)).

Logo,
E(r@u)(p(y)1®e) = (m®14)p(0(1s))(r @14)(p(y)(1 @ e)) =
= (r®14)(p(0(15))(p(y)(1 @ €)))
= (m®@u)(p(0(1s)y)(1®e))
= (m®14)(p(7(y))(1®e)),

para todo y € Y. Ou seja, 7w é uma E-projecdo.

A Definigao implica a classica. De fato, se m = (1g) temos que

(6 @24)(p(5)) = (6(15) @ 14)p(6(s)).
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Capitulo 3

Comoddulo Coalgebra Parcial

3.1 Comoébdulo Coalgebra Parcial

Nesta secao, apresentaremos a definicao de comodulo codlgebra parcial a es-
querda no contexto de algebras de Hopf de multiplicadores. Também mostramos
que esta definicao generaliza o caso Hopf para comddulos codlgebra parciais de E.
Batista e J. Vercruysse, apresentado em [4] e o caso global, do contexto Hopf de
multiplicadores, de Delvaux em [§] e, exibimos uma familia de exemplos. Ao longo
de toda a se¢ao, vamos supor que Y e A sao algebras de Hopf de multiplicadores

regulares. Inicialmente, relembramos a definicao classica.
Definigao 3.1.1. ([4]) Sejam Y uma codlgebra, A uma dlgebra de Hopfe p: Y —
A ®Y uma aplicacao linear. Dizemos que Y é um A-comddulo codlgebra parcial a
esquerda via p se, para todo y € Y, as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) (ca®wy)p(y) = y;

(i) (ea ® Ay)p(y) = (ma @1y @1y )(1a @ Ty,a @ 1) (p @ p) Ay (y);

(ii)) (24 ® p)p(y) = (Ma @ 14 @1y ){(1a @ ey )p @ [(Aa @ 1y )p]} Ay ().
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Dizemos que Y é um A-comddulo codlgebra parcial a esquerda simétrico se, para

todo y € Y, a seguinte condicao adicional é satisfeita:

(iv) (2a®p)p(y) = (Ma @14 @ 1y)(24 ® Tagy,a){[(Aa ®@1y)p] ® (14 ® ey )p} Ay (y).

Agora, estendendo essa nogao ao nosso contexto, temos a seguinte definigao.

Definigao 3.1.2. Sejam Y e A duas dlgebras de Hopf de multiplicadores. Dizemos
que Y é um A-comodulo coalgebra parcial a esquerda se, existe uma aplicacao

linear
p Y — M(A®Y)
tal que, dadosa € Aey,y €Y,

(i) (ea®@w)ply) =y;

(i) ((iy @T)(Ay(y) ®a))(1Q1QY) €Y RARY e,
110Y)((y ®T)(Ay(y) ®a)) €Y @ ARY;

(iii) (24 @ Ay)T = (T @ 1y)(1y @ T)(Ay @ 14);
(iv) (aRT)HT'®14)(y ®A4) = ((14Rey)T @14 R1y) (1y @ (A s @2y)T)(Ay ®14),
onde :
T:YRA — A®Y

étal que T(y®a) =p(y)(a®1l) € AR Y, paratodos y € Y, a € A.

Dizemos que Y é um A-comdédulo coalgebra parcial a esquerda simétrico

se, para todos y € Y, a € A as seguintes condicoes adicionais sao satisfeitas:

V) TRw)aAy(y)(1RyYy 1) cARY ®Y;
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(vi) (1a®T) (14 ®@Tyea) (T ®14) (14 @ Tagy ) (Aa®1y) = ((a®ey)T @14 Ry ) (14 ®
Taeyy) (A4 @ 15)T @1y ) (14 @ Ay),

onde :
T:AQY — AQY

étal que T(a®y) = (a®1)p(y) € ARY, paratodos y € Y, a € A.

Observagao 3.1.3. A aplicacao 7' nao é mais uma bijecao linear.

De fato, como mencionamos anteriormente em [1.14] para mostrar a bijetividade

da aplicacao T', a coassociatividade (|1.3.17)) da aplicacao p é fundamental.

Observagao 3.1.4. O item (ii) é necessdrio para dar sentido ao item (iii).

De fato, da definicao de T' e usando a notacao sigma, temos que para todos

y €Y, a€ A, aigualdade
(ta @ Ay)T(y ® a) = (T @) (r @ T)(Ay(y) © a),
pode ser reescrita como segue
v la® Ay (y°) = (T @)y @ T)(Av(y) ® a),
e, cobrindo-se adequadamente ambos os lados, obtemos para todo iy’ € Y,

y la@Ay(y)1®y) = (T@w)((y @ T)(Av(y) @a))1®1®y).  (3.1)

Portanto, se (1y @ T)(Ay(y) ® a)(1®1®y) €Y ® A®Y, para todos a € A e
v,y € Y. Entao o lado direito da igualdade faz sentido e pertence a AQY ® Y.

Precisamente, denotamos

2=y ®T)(Ay(y)®a), yeY,acA
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E, definimos o multiplicador (T ® 1y)z € M}3(A®Y ®Y) da seguinte forma:

(Tew)2)) = Tew)z)(1eley)

= Tow)(z(1®1y)).

(Tew)Z)Y) = 101y (Tw)(z)

= Tew)(1e1ey)2).

Vamos verificar a compatibilidade em M)3(A®Y ®Y).

v (T @1y )(2)(y") = 1212y )(TRw)(2)1®1xy"))

( ) )
loley)(Tew)z(leley"))
121Y)(T®w)(zb®1t))
( ) ) ®

121y)(T(x®b

t)
= TEebey't
T®wy)(r®b®y't)
Tew)(1eley)(z®bet))
(Ieley)z(1eley")
Teow)((leley))(leley"))
TRw)(p@cow)(l1®1ey")
= Tpe
= Tpe

(
(T@uw)p@cow)(1e1ey")
)

b)

( )

( )

= (T®w)
( )

( )
)@w)(1®ley")

c)

1®1®wy")

(
(Tew)(1eley))leley”)

= (Teow)(=W)y,

/ 7

para todos ¢, y" € Y.
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Logo, podemos ver o lado direito da igualdade [3.1] da seguinte forma:
(T@w)((y @ T)(Ay(y) ®a))(1©010yY) = (TR w)(w @T)(Ay(y) ®a)(1®1®Y)).(3.2)

Observagao 3.1.5. Note que (T'®14)(y ® A 4(a)) é um multiplicador em Mgly(A®
Y ® A) para todos y € Y, a € A, definido da seguinte forma :

(T®u)y®@As(a)(1®10d) = (T®w)(y®Asla)(1le1®d)

T®ua)(y®Aala)(l®d)),

(
(T®u)(y®As(e)(1®10d) = 1010d)(T @)y ® Aala))
(

T®ua)(y® (1®a)Ax(a)).
A compatibilidade segue de forma imediata. Analogamente, definimos o multi-
plicador (14 @ T)((T ®14)(y ® Aa(a))) € Mgh(A®ARY).

Observagao 3.1.6. Para todos ' € A, y € Y, temos:
[(ta @THT @ 1)y ® Au(a))](1®a’ ®@1) = (1a @ T) (T ®24)(y ® Au(a))(1 ® 1® a')). (3.3)
De fato, note que, para todo a” € A,

[(ta @ THT @ 14)(y © Aa(a)))(a" @’ @ 1) =

(14 @ T)(T ®14)(y @ Aula))(@” @12 ](1@d @ 1)

L (a0 Ty ad ©y° ©a))(10d ®1)

(y " @ T(y° ®ap))(1®@d ®1)

(y—lala// ® yO—la2 ® yOO)(l ® CL/ ® 1)

=yl @y Lagd @ 4
= (ueD)(y 'ad @y’ ad)
= (D) (T(y®aad") ® aa’)

= (T (T ®w)(y®Aa(a)(a” @ d)))
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(ta @ T)((T @ 14)(y ® Aa(a)(1® a’)(a" @1)))
= (meT)(T®u)(y©As(a)(l®d)))(a"©1®1)

3. 1.0l

= [ @T)(T @)y ®Asa)(1@10d))(d @1e1).

Portanto, provamos que:
[((a @ THT @)y @ A(a)](1@d @ 1) =[(ta @ T)(T® 24)(y ® Ala))(1 ® 1 @ d'))],(3.4)
para todos @’ € A, y €Y.

Observacao 3.1.7. O item (iv) pode ser escrito de forma explicita cobrindo-se

ambos os lados por (1®d ®y'), d € A, y €Y, como segue

vy tay @ YY" agd @ Yy = 17 by (2°) ® byd @ w. (3.5)

De fato,

yla @ y° ragd @ Yy =

=y ' @T (Y’ ®axd)(101®Y)
=N T(y®a)@axd|(1®1®Yy)

= (T[T @)y As(a)(1@d))]110Yy)

(A @T(TR14)(y @ Au(a))(1@12d)](121xY)

Y
I

[(ta @ THT ®124)(y © Aa(a))|(1®@a" @)

.1.2|(iv)

Y
IS

(1a®@ey)T® 14 @1y )(ty @ (Aa @ 1y)T)(Ay(y) @ a)(1®d @ y')

(( m@ey)T®a@w){ly ®Aa@w)[(y ®T)(Ay(y) ®a)(1@1ey)l101®d®1)}

D (a@ey)T @14 1y) (@ Au(d) @u)(1®1®d @ 1))
= (14 Rey)T @14 R1y)(z @ Ax(b)(1®d") @ w)
= (14 ®ey)T(x Qb)) @ bea' @ w

=2 'hiey (7°) @ byd' @ w.
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A observacao a seguir, serve para justificar a boa definicao do item referente a

simetria (3.1.2(vi)), que reescrevemos novamente abaixo:

(1A @ T) (14 @ Tyea)(T ®14) (14 ® Tagy)(Aa ®1y) = ((1a @ ey)T @14 @ 1y) (14 ® Tagy,y) ©

o((Aa @ 1y)T ® 1y) (14 ® Ay).

Lema 3.1.8. O primeiro membro da igualdade em (vi) pode ser justificado pela

sequinte equivaléncia:
(14 ®@T)(ta ® Tya)(T ®14) (14 @ Taoy ) (Aa ®1y) = (Aa @ )T <= (1a @ p)p = (Aa @1y )p.
Demonstra¢ao. Supondo que (14 ® p)p = (Aa ® 1y )p, dados a,b,b € A, y €Y,

P21 )(As@uy)Tlaxy)(V @1®1) =
= (el l)(Asew)(a@py)V@1x1)
= (b®1)As(a) @ 1)(As @ 1y)p(y)(V ® 1 ® 1)
= (bay®a; @ 1)(1a @ p)p(y)(V' @ 1® 1)
= (bar ® a2 ® 1)(2a ® p)(p(y) (V' ® 1))
= bayy 'V @ (az ® 1)p(y°)
= bayy 'V @ T(ay ®1°)
= (1a®T)(bary™ "V ® ay @ y°)
= (1A ®T)(1a ® Tyea)(bary 'V © ¢y’ ® ay)

= (1a®T)(1a @ Tyea)((bay @ 1)(p(y)(V ©1)) ® a)

= (a®@T)(ta @ 1yea)(T(bay @ y)(V' © 1) @ ay)

)
)
)

= (1a®T)(1a @ Tyea)(((bar @ 1)p(y))(V @ 1) @ az)
)

= (a®@T)(1a ® Tvea)(T(ba1 @ y) @ az)( ® 1 1))
)

= (14®T)(14 ® Tyea)(T(ba; @ y) @ az)(b ®1®1)

= ((1a®T) (14 ® Tyea)(T ®@14)(bay @ y @ a))(V @ 1@ 1)
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= (4 ®T) (14 ® Tya)(T ®14) (24 @ Tagy)(ba1 @ as @ y))(F @ 1 ® 1)
= ((1a®T)(14 © Tyea)(T ®14)(14 @ Tagy) (b @ 1)Au(a) @ y))(V' @ 1® 1)

= (@10 1)((1a®@T)(1a ® Tvea)(T ®14)(1a ® Tagy )(Aa @ 1y)(a @y))(V ® 1@ 1).

E, reciprocamente,

(b@1)As(a) @ 1)(1a @ p)p(y)(V @ 1@ 1) =
= ((b®1)As(a) ® 1)(2a ® p)(p(y)(t © 1))
= (b®1)Ax(a) @) (a®p)(y~ 'V @y’)
= (b1 ®@ax @ 1) (y~'0' @ p(y°))
= bayy 'V @ T(ay ®9°)
= (1a®T)(1a @ Tywa)((bar @ 1)(p(y) (V' ® 1)) @ az)
= (1A ®@T)(1a ® Tyea)(T ® 14) (14 ® Tagy ) (0@ 1)Au(a) @ y)) (V' @ 1® 1)
= (012 1)((1a@T)(1a @ Typa)(T ©®14)(14 ® Tagy)(Aa @1y )(a®@y)) (V' @ 1®1)
= 0212 1)(As4@n)Tlaxy)(V @1 1)
= tele)(Aa@w)((@a®1)p(y) (V' @1 1)
= (el (A1 w)(a®@)(As@w)p(y)(V @ 1®1)

= (b@1)As(a) @ )(Aa@w)p(y)( @ 1@ 1),
para todos a,b,b' € A, y €Y. ]

Proposicao 3.1.9. Todo comddulo codlgebra global é wm comddulo codlgebra par-

cial.

Demonstragao. Supondo que a aplicacao p: Y — M(A®Y) define uma estrutura
de A-comédulo codlgebra (global) a esquerda sobre Y. Segue da Proposigao
que (4 ®1y)p = 1y. Ou seja, o item (i) da Definigao é satisfeito. Os itens (ii)
e (iii) decorrem imediatamente da Definigao [1.4.4]
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Assim, basta mostrar o item (iv). Para isto, vamos usar a escrita obtida na

Observacao [3.1.7]

(14 ®@ey)T ®1a@1y)(ty ® (Aa @wy)T)(Ay(y) ®a)l(1®d ®@y) =
B0 - @ ey (%) ® byd' @ w
L7 ey (2) ® bod @ w
= (ey ®1A®14 Q1) (2 @b ® by @ w)
= ((y®ua®1a@w)(r®As(0)(1®d)®w)
= (v @A @uy)(z@bow)(1@d ®1)
= (v @A) (weT)(Ay(y) ®a)(1®10y))(1ed ®1)
= (sy®A10u)((y @T)(Ay(y) ®a))(1®d @)

= (Aa@u)((ey @T)(Ay(y) ®a))(1®d @)

(Aa @y )(T((ey @ y)Ay(y) ®a))(1@d ®@Y)

= (Aa@w)(Ty®a)ledey)

(L@ T)T @)y Aa)(1led®y),

para todos a,a’ € A,y €Y. ]

Proposicao 3.1.10. Seja Y um A-comddulo codlgebra parcial a esquerda simétrico

via p. EntaoY € um A-comddulo codlgebra (global) a esquerda se, e somente se
(ta ®ey)p(y) = ey (y)1u(a). (3.6)

Demonstragao. Se Y é um A-comdédulo codlgebra (global) a esquerda, segue da
Observagao e Proposigao [L.4.7 que (14 ® ey)p(y) = ey (¥)1ar(a)-

Por outro lado, suponha que Y um A-comddulo codlgebra parcial a esquerda

simétrico via p tal que (3.6)) ¢é satisfeita, temos que:

(1) p é injetora.
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De fato, seja y € Y tal que p(y) = 0, logo:

W

1.

[\

i)
Y.

0= (ca®2y)p(y)

(i) (1a®@p)p=(As®@1y)p.

Vamos provar que (A ®1y )T = (14T ) (T ®14)(1y @A 4) e usando a Proposigao

1.4.3| obtemos o resultado.

(Aa@wy)(Ty®a)(lodey) =

B3
15

!
[
[id

)

Ar @y )(T((ey @ 1y)Ay(y) ® a))(1®d @y')
Aa@y)(T(ey @1y @14)(Ay(y) @ a))(1®d @)

Ag@y)((ey @ T)(Ay(y) ®a))(1®@a' @)

(
(
(
(ey @ Ay @ 1y)((1y @ T)(Ay(y) ® a)(1®@d @)
ey ® A4 @uw)((ty @ T)(Ay(y) ®a)(1@1®y))(1®d ®1)

ey @A Q) (z@bRw)(1®d ®@1)

(ey(z) @ As(b) @w)(1®d ®1)

ey(2) @ Ax(b)(1®d") @w

ey (2)b) ® bea' @ w

ey (2)1aray(b1) ® boa’ @ w

(14 ® ey)p(z)(b1) @ by’ ® w

(14 ® ey)(p(x) (b1 ® 1)) ® byd’ @ w

2 ey (2°) ® byd' @ w

(14 ®@ey)T @14 @ y)(ty @ (A @) T)(Ay(y) @ a)(1®@d @)

[(ta @ THT @ 14)(y ® Aa(a)](1 @’ @),

para todos ¥,y € Y e a,d’ € A.

Os demais itens, decorrem imediatamente da Definicao |3.1.2 O]
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Proposicao 3.1.11. Sejam Y e A dlgebras de Hopf. Entdo, a Definicao e a
Definicao sao equivalentes.

Demonstracao. Supondo que vale a Defini¢ao [3.1.1], os itens (i) e (ii) da Definigao
sdo automaticamente satisfeitos. Vamos provar os itens (iii) e (iv).
Para o item (iii), por um lado, temos para todos y € Y, a € A,

a@Ay)T(y®a) = (a®Ay)(p(y)la@1))

=  yla®A®Y)

y la®y’ @y’

(1a ®@ Ay)p(y)(a® 1®1)

@

H
L=l 1l
S

=

(ma @1y @1y)(14a @ Tya @1y)(p @ p)Ay(y)(a®1®1)

e’ eolol)

1 'y la @y @ e

Por outro lado,

(T®@w)(y @T)(Ay(y) ®a) = (T@w)(ty @T) (11 ® y2 ® a)
= T®w)(y @py)(a®1))
= T( @y 'a) ®ys°

=y 'y ey’ @y

Portanto,

(ZA (059 Ay)T = (T@Zy)<ly ®T)(Ay &® ZA).

E, finalmente, para todos y € Y, a € A, por um lado temos

(ta @ T)T @124)(y © Aala)) =

= (T (T®)(y®a; ®ay)
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(1a®@T)(p(y)(a1 ® 1) ® az)

(@T)(y a1 ®y’ ® as)

yfla1 ® yofla2 ® yOO

_ v 20 ®yP(a; ® ax ® 1)
=  ((a®@p)p(y))(a1 ®az ®1)

(ma®14 @1y ){(1a@ey)p @ [(Aa @ 1y)p]} Ay (y)(a1 ® az ® 1)

(ma ®14 @1y){(1a @ ey)p(y1) @ [(Aa @ 1y)p(y2)]} (a1 ® ag ® 1)
= (ma®u@w){n ey @ Al ™) @ 12" Har ® ax ® 1)

(i ' @y @ ") (4 ® ag ® L)y (y1°)

Y1y a @y has ® v ey (11°).

Por outro lado,

(1A @ ey)T @14 @ 1y)(ty @ (Au @ 1y)T)(Ay (y) ® a) =
= (u®@ey)T @14 @2y) (11 @ (Aa @ 1y)T (32 ® a)
= (u@ey)T(y1 @y a1 @Yz 'has @ o)

= i 'y haey (1i°) @ y2 T has ® o’

Assim, obtemos o item (iv).
Reciprocamente, vamos mostrar que a Defini¢ao implica a Defini¢ao [3.1.1]
Para provarmos o item (ii) de vamos usar o item (iii) da Defini¢ao [3.1.2]
tomando a = 1,4. Assim, temos
(a®@AY)T(y®1a) = (T®w)iy @T)(Ay(y) ® 1) <
S (1 @Ay)p(y) = (TOw)(p @ T(y2®14))
= T oy )@y’

=y ' teou’ ey’
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Assim,

(14 @ Ay)p(y) = (Ma @ty @1y) (14 @ Tya @ ty) (11 ' @y’ @ ya ' @ o),

e, portanto, para todo y € Y, obtemos:
(14 @ Ay)p(y) = (Ma @1y @1y) (14 ® Ty,a @2y )(p ® p)Ay (y).

Agora, vamos mostrar a igualdade (iii) de usando o item (iv) da Definigao
3.1.2, tomando a = 14. Assim, temos que

(A @ THT @ 14)(y @ Aa(14)) = ((1a R ey)T @14 @1y ) (Y1 @ (Y2~ )1 @ (Y2~ 1)2 @ 12,
ou seja,
(AaRT)T(y@14)®@14) = (14 @ey)T (11 @2 ) Qo Ly Dy’ &

Sy tTW 1) =u ey 1 @y @y

Syt ey =y ey (D @y @

Logo, para todoy € Y,

(ta®@p)p(y) = (Ma®1a@0y)((1a @ey)p(yn) @ Aalya™") @ 12°)
= (Ma®1a@1y)((2a @ey)p(y1) @ (Aa @ 1y)p(y2))

= (Ma®1a @y ){(1a®ey)p @ [(Aa @ 1y)p]}Ay ().
O

Proposicao 3.1.12. Sejam Y e A duas dlgebras de Hopf de multiplicadores, con-

sidere

p:Y — M(ARY)

y — hQ®uy

uma aplicagao linear onde h € M(A). Entdo, Y é um A-comddulo codlgebra parcial

a esquerda se e somente se:
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(i) e(h) = Li;
(ii) h@h = (h®1)AR).

Demonstragao. Inicialmente, observamos que se h € M (A) satisfaz as condigoes (1)

e (it), entao h? = h. De fato, aplicando 2 ® € em (i), temos:

(t@e)(h®h) = (®e)((h®1)A(h))
= 1@ )Am)R)
= h(@e)(A(h))
= hua(h)

= h%

Logo, he(h) = h?. E, do item (i), segue que h = h?.

Suponha que Y é um A-comédulo codlgebra parcial a esquerda, entao para todo

yey,

E, portanto, o item (7) é satisfeito.

Agora, vamos mostrar o item (7). Sabemos da Defini¢ao [3.1.2] (iv) que:

(AT T ®@14) 1y @®A4) = (14 ®ey)T @14 Q@ 2y)(1y @ (Aa @ 1y)T)(Ay @124).

Assim, para todos y,y € Y, a,a’ € A, temos:

[(ta @ THT ®24)(y ® Au(a) 1@’ @ Y') =

= [((a®@en)T @ @)y @ (Ax @w)T)(Ay(y) @ a)](1 @' ®@y').
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Da equacao (3.4), da defini¢ao de par dada na Observagao e reescrevendo

0 2° membro, temos:

(AT (T @)y As(a)(1@d)](1®1Y) =

= (11 ®ey)T @14 Quy)|[(ty ® Au @1y )((ty @T)(Ay () ®a)(1®1®y))(1®1®d @1)].
Usando a defini¢ao de T" e o item (ii) da Defini¢ao obtemos:

(ta@T)p(y)(a1 ®1) @ axd](1®1xy) =
= (@) TR Rwy)[(ly ®Ax1@w)(z@b@t)(1®1®d @ 1)

= (@ey)T @ @w)[(z®As(b)(1@d) @1,
donde segue que,

hat @ T(y ® ad)(1@1R0y) = (14 @ey)T @14 Ry )(z @ by @ byd @) &
& hay @ hasd @yy = (14 @ey)T @14 @1y ) (7 @by @ boa’ @)

= (11®ey)T(z@by) @boa @t
= hbiey(z) @ baa' @t
= helel)(ty®@As@y)(zbat)(1®d 1)
= (helel)(ley ®As@w)((ty ®T)(Ay(y) @ a)(1® 1@ y))(1®d @ 1)
= h®101)(Ar1@uw)(ey 9T)(Av(y) @a)(101@y)(1®d 1)
= (h@1@1)(As@u)T((ey @1 )Ay(y) ®a)(1®1@y))(1®d ®1)
= h1)(Asuw)T(y®a)(l1®1ey))(1®d ®1)
= (h@1e1)((As(ha)@y)(1l01ley)(10d 1)

= (h®1)As(ha)(1®d)Ryy.
Logo,

ha; ® haza' @ yy' = (h @ 1)Ax(ha)(1® d') @ yy/,
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para todo ¢y’ € Y. Ou seja,
(h@hAs(a)(1®@d)@y=(h®@1)As(ha)(1®d) @y,
para todo y € Y, assim

(h@h)As(a)(1®d) = (h®1)As(h)As(a)(1l®d).

Além disso, sabemos que A (A)(1 ® A) = A® A, entdo Ay(a)(l ® a’) é um
gerador de A® A. E, (h®1)Aa(h) e h@h € M(A® A). Portanto

h®h=(h®1)A(h).
Reciprocamente, suponha que ¢(h) = 1y e que h @ h = (h ® 1)A(h).
(7) Para todo y € Y,

y = ea(h)y
= (ea®w)(h®y)

= (ea®wy)p(y).

(i7) Defina em M},(Y ® A®Y):

oy @ T)(Aly) @ a)(y) =

110y)(1y @T)(Aly) @ a) (3.8)

Vamos verificar a compatibilidade em My,(Y @ A®Y):

Yy 9 T)(Aly) @ a)(y) = 121y 9T)(Aly) @a)(l@10Y)]

= 11y |(y @T)(Aly)(1®y) R a)]
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/ !

para todos y, v, y" € Y, a € A.

(73i) Por um lado, temos:

(1®1®y")(y:1 ® ha @ yay')
v ® ha @ y"ys1/
(ty @ Tay) (1 @ Y"y2y’ @ ha)
(ty @ Tay) (1 ®y")(A(y)(1®@y) @ ha)
(ty ® Tay) (1@ y")(AY) (1 ®Y) & ha)
y1 ® ha @ y"ys1/
(1 ®ha®y"p)(1® 1Y)
v @Dy ®@ypedlleoley)

(b @T) (1@ y")A(y) ®a)|(1®@ 1Y)

[
[
(Teley") (i e T)(Ay)@a)l(le1ley)
(

i @ T)(Ay) @ a)(y")y,

(@A) Ty®a)(1210y) = (LAY (py(ee1)(1e1®y)

Por outro lado:

(T @y )((y @ T)(Ay (y)

®a)(1®1xy)

= ha®@Ay)(1®Y)

= ha®y Qysy.

Y
¥

T@Zy Zy®T Ay()

T®Zy

15

( )
( )
(ta®T)
( )

)
)
)
)
T ®w)(y1 @ p(y2y')(a @ 1))

)

(
(
(
(
(
T ®wy) (11 @ ha ® y2y)
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a)(1®1ey))

(

1@ T)(Aly) @ a)(y))
(Aly)(1®y)®a))
(

14T (1 @ Y2/ ®a))



= p(y)(ha® 1) ® yay/

= hha®y @ yay

h2=h
= ha®y Qyy.

Logo,
(ta@Ay)T(y®a)(101ey) =(T@w)y @T)(Ay(y) ®a)(l® 1Y),

para todo y’ € Y.

Portanto,
(ta @ Ay)T(y® a) = (T @)y © T)(Ay(y) ® a),
para todos y € Y, a € A.
E, finalmente vamos mostrar:
(1) (1ART)(T®14) 1y ®A4) = ((14®ey )T @14R12y ) (1y @ (Aa @1y ) T) (Ay ®@24).

Por um lado, temos

(1A ® T)(T ®14)(y © Aa(@))](d ® " @) =
= (DT ®u)y® Aa)(d ®ad" @ y)
T (D) (had @yewn)1ed 9y)
= (hard @ p(y)(az @ 1))(1 ®a" @)
= (hayd @ hay @ y)(1®d" @ y)
= (h@h)(ad Qa;@y)(1®d" Q1Y)
Y (heDAM)(A@E @) 2 y)(1ed ©y)

= (h®DA(ha)(d' ®ad") @ yy'"
Por outro lado,

[((ta @ex)T ® 14 @1y ) (oy @ (A4 @ )T)(Ay(y) ®a)l(d’ ® a" © y') =
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= (M @ey)T @u @)y @ (Aa@w)T)(Ay(y) @a)(1®ad" ®y)|(d @1®1)

= (11 @ey)T @14 @1y)[(ty @ Aa @ 1y)((1y @ T)(Ay(y) ®a)(1 @10y ) (1®1®ad" @ 1)]
old ®1®1)

D (e )T®uow) iy ® A 0uw)(y o T) Ayl 0y) ®a)(lolod 1)
old ®1®1)

= (M @ey)T @1 @)y @ Ax @) (1 @ plyy)a@1)) (1@ 10" @ 1))(d ®121)
= (14 @ey)T® 14 @1y)[(ly @ Aa@y) (1 @ ha @y ) (1@ 1®d" @ 1)|(d @1®1)

= (1A ®@ey)T ®14aQ1y) (11 @ Au(ha)(1 ®@a") @ yoy))(a' ®1® 1)

= (h(ha)iey (1) ® (ha)2a” @ y2y')(d’ ® 1 ® 1)

= (h®1)A(ha)(d' @ a") @ yy'.
Logo,

[(ta @ T) T ®124)(y © Aala)))(a' @ a" @ y) =

=[((a®ev)T @14 ®1y) (1 ® (A @ 1y)T)(Ay(y) @ a)](a' ® a” @ ¢),
para todos a’,a” € A,y €Y.
Portanto,
(1a @T)HT ®1a)(y ® Aala)) = ((a ®ey)T @14 @ 1y)(ty @ (Aa @ 1y)T)(Ay (y) @ a),

para todos y € Y, a € A. n

Exemplo 3.1.13. Considere Y uma algebra de Hopf de multiplicadores e Az o
espaco das fungoes de G em k com suporte finito do Exemplo[1.1.10] entao, ¥ é um

Ag-comodulo codlgebra parcial a esquerda via:

p:Y — M(Ag®Y)

y — h®y
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onde:

h:G — k

1 ,seN
5 —

0 , caso contrario

para N subgrupo de G.

De fato, pela Proposicao [3.1.12] basta mostrar que ¢(h) = 1y e h® h = (h ®
1)A(h).

(1) e(h) = h(eg) = 1, pois eg € N (elemento neutro do grupo G).
(71) Por um lado,
(h®h)(s,t) = h(s)h(t)

1 ,steN

0 , caso contrario .

Por outro lado,

(h®@ 1)A(h)(s,t) = h(s)h(st)
1 ,seN e steN

0 , caso contrario .

Agora, note que, se s € N e st € N entdao s 'st € N, ou seja t € N. Assim,
(h ® h)(s,t) = (h ® 1)A(h)(s,t), para todos s,t € N e, portanto, (h ® h) =
(h® 1)A(h).

Exemplo 3.1.14. Nas condigoes do Exemplo [3.1.13] podemos considerar um caso

ainda mais particular no qual p(y) = . ® y. Ou seja, o caso em que N = {e}.
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Exemplo 3.1.15. Considere Y uma &lgebra de Hopf de multiplicadores e A o
espaco linear gerado pelos elementos {e,d?;p € Z,q € N}. Sabemos do Exemplo
1.1.11)que A é uma algebra de Hopf de multiplicadores. Entao, Y é um A-comdédulo

coalgebra parcial a esquerda via:

p:Y — ARY

y —> ey
pois epey = € €,

(0@ DA(en) = (0@ 1)(D er®eqy)

reZ

= g €per & €g_y

rez
= € X €o.

e, e(eg) = 1i.
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3.2 Coproduto Smash Parcial

A construcao do coproduto smash associado a um comédulo coalgebra, como
nocao dual do produto smash, foi inicialmente formulada por M. Richard K. em
[18]. Em [8] L. Delvaux generalizou esta nogao ao contexto de élgebras de Hopf
de multiplicadores. No contexto de algebras de Hopf, E. Batista e J. Vercruysse
construiram em [4] o coproduto smash parcial associado a um comédulo coédlgebra
parcial. Nesta se¢ao, vamos estender ao contexto parcial os resultados apresentados

por L. Delvaux generalizando também o caso classico de algebras de Hopf.

Inicialmente, sejam Y e A dlgebras de Hopf de multiplicadores tais como na
Definigao . Vamos definir, conforme [8], duas aplicacoes lineares T, T sobre
YA (Y ®A). Sejam y,y' € A ea,d € A, definimos:

o Ti((y®a)@ (Y ®d)) = ((r ®T)(Ay(y) @ a1))(1 @ 1®y') @ aa’;

o To((y®a)®(y®a) =y ® (@ @1 (T @) ® Aa(a))).

A boa definicao destas aplicagoes segue imediatamente da Definicao[3.1.2]e Pro-

posigao [I.4.1] respectivamente.

Usaremos as aplicacoes T e T para definir uma comultiplicacdo A sobre Y ® A.

Proposicao 3.2.1. Seja Y um A-comddulo codlgebra parcial. Para todos y € Y,
a € A, Aly ® a) define um multiplicador em M((Y ® A) @ (Y @ A)) da sequinte

forma:

Ay®a)((y®d)® ' @d)=Ti(y®a ey @)y ©d)®1®1));

(Y@d)® @y ®ad)Ay@a=((121)e Y @d)T(y @d)ey®a), (3.9)

para todos y',y" €Y ed,d" € A. E, além disso, A € coassociativa.
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Demonstracdo. Para mostrar que A(y ® a) é um multiplicador, basta usar a asso-

ciatividade do produto em (Y ® A) ® (Y ® A), analogamente ao apresentado em
[3].

Agora, mostraremos a coassociatividade de A. Denotaremos por

W,
7

a aplicacao

identidade sobre Y ® A. Por um lado, temos:

AV ode1e)A(Yead)1e1110y" ®@d") =
=(28) (Y@@l )(Tou)(pedid))(leleleley’ ©ad)
L oR)(ynody, ' aop’@ae)(loleleloy’ ©d)
=Yy ®dyp la AR’ ®aw)(l1eley’ ®d)
=y ®adys a1 @ ((1y @ T) Ay (12°) @ a2)(1 ® 1 ® ") @ aza”
= [(veaey @ T @ 14) (Y11 @ d'yo"'a1 @ Ay (12°) ® a3 ® a3a")|(1® 1019 1Ry ®1)
= [(tvoaey @T ®@14)(ty @14 © Ay ® 14 @14) (Y11 @ a1 © 45" ® ap ® aza”)](1' @ y" @ 1)
= [(tveaey @ T @14)(ty ® 14 ® Ay @1404) (Y11 @ (@' @ 1°) (T @24) (92 © Au(a1)) @ aza”))](1' @ y" @ 1)
=(1®d @ 1M[(tyeasy @T @14) (tyes @ Ay @ taa)(ty @ T @ 1454) (Y11 @ 12 @ Alay) ® aga’)]
o(I'®@y" ®1)
=(1®d @1 [(ygasy @T ®14)(ty @ (14 @ Ay)T @ 1404) (Y11 ® y2 @ Alar) @ aza”)](1* @y @ 1)
= (12d @1 |(veaey @ T @14)(ty @ (T @ 1y)(ty @ T)(Ay @ 14) ® 14g4)
oYy @ Y2 ® Alar) ® aza”)| (1" @ y" @ 1)
=(12d @1ty 141y T @14)(1y @T @1y @14 @ 14)
oty @ (ty @ T)(Ay ®14) @ 1404) (¥ @ Y2 @ Aar) ®@ aza”)](1' @ ¢ ® 1)
=(10d @1ty T @ 1agvea)ty @ty @140 T ®@14) 0 (1y @ (1y @ T)(Ay ®@14) @ 1494)
oy ® Y2 ® Au(ar) ® azd”)](1' @ y" @ 1)
=(1®d @1ty ®T @ tagyea)(ty @ty Q14T @14)(ty @ty @ T ® 14 @ 1)

oty @ Ay ® 14 @ tapa) (Y11 ® ya ® Au(ar) ® aza”)](1* @ y" @ 1)
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=(1®d @[ty ®T @ tagyea)(ty @ty @ (14 @ T)(T @ 14) ® 14)
oty @ Ay ® 14 ® 14 @ 14)((y @ DAy (y) ® Alar) ® aza”)|(1" @ y" @ 1)
=(1®d @1 [(ty T ® tagysea)(ty @1y @ (14 @ T)(T ®14) @ 14)
oty @ Ay ® 14 @14 @ 14) 1y @1y @ Au ®1)((y @ DAy (y) ® a1 ® azad”)](1* @ y" @ 1)
=(1®d @1ty ®T @ tagyea)(ty @ty @ (14 @ T)T @14) @ 14)(1y @1y @1y @ Ay ®@14)
oty ® Ay @ 1aga) (¥ © 1)Ay(y) @ a1 @ azad”)](1* @y @ 1)
=(1®d @1 [(ty @ T ® tagyea)(tyey @ (14 @ TN (T ®@14)(1ty @ Aa) @14)

o(yy1 ® Ay (12) ® a1 ® aga”)](1* @y @ 1),
para todos v,y ,y" € Y, a,d’,d" € A.
Por outro lado,

Yodolelelo NAe)Byealeoley od) =

=Y 0de11ele)A0)(Ti(y®ary" ®d"))

Y
S
[z

Dy 2d21010101)([AR)r®e® z® ad)
= ®d2121)Az®e) @ 2® axd”
=yr1 @@ @1 1)((T®14)(r2 ® Aule))) ® 2 ® aza”
=(1®d @[ty ®T ®14 @1y ®14)((¥ @ 1)Ay(z) ® Aule) ® 2 @ aza”)]
=W Rd1) iy T R4ty ®14)(Ay ® AL @1y ®14)(T ® e ® 2 ® aza”)]
=W @d @1y T @14 @1y ®14)(Ay @ Ay @1y @ 14)((ty @ T)(Ay () ® a1)(1 © 1@ y") ® aza”)]
=W @d 21ty T @1asyes)(ty @1y @ Ay @1y @14)(Ay @14 @1y @14)((1y @ T)
o(Ay(y) ® a1) @ aza”)|(1* @ 3" @ 1)
=W ®d1 iy @T ®1igyes)(ty @ty @ As @1ty @14)(Ay @14 @1y @14)(1y @T ®14)
o(Ay(y) ® a1 ® azad”)|(1' @ y" ® 1)
=W/ @d 21ty @T @ 1asves) tyey @ As @ 1yea)(Ay @T ®@14)(Ay(y) ® a1 ® azd”)|(1* @y @ 1)

= (y/ Rad @ 14)[(2}/ RT® ZA@Y@A)(ZY Ry QA4 Ry ® ZA)(ZY Riy T ® ZA)(AY Rty Rig X ZA)
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o(Ay ®14@14)(y ® a1 ® aa”)|(1* @ y" @ 1)
=W/ @d 1)y @T ®1asvea)(ty @1y @ Ax @ty @14)(1y Rty @T ®14)
o((Ay ®1y)Ay ®14 ®14)(y ® a1 ® aga”)](1* @y @ 1)
=/ @d 11y ®T @ 1aeyea)(ty @ty @A, Rty @ 14)(ty @1y T @ 14)
o((ty ® Ay)Ay ® 14 ®14)(y ® a1 ® aga")](14 ®y' ®1)
=W/ @d 1)y @T ®1asvea)(ty @1y @ Ax @ty @14)(1y Rty @T ®14)
oty ® Ay ®14 ®14)(Ay(y) ® a1 ® aad”)](1* @ y" @ 1)
=/ ©0d @1ty T @ 1agyea)(ty @1y @ Ay @1ty @14)(1y ® (ty @ T)
o(Ay ®14) ® 14)(Ay (y) @ a1 @ apa”)|(1* @ y" @ 1)
=10d @1ty @ (T®14)(ty @ An) @1y @24) (Y11 @ (ty @ T)
o(Ay ®14)(y2 ® a1) ® aza”)](1* @ ¢’ @ 1)
Y 10d @1 {(y ®[((ta®ty ®ey)((14 ® Ay)T) @ 14) (ty ® Ag)] ® 1y @ 14)
o(y'y1 @ (ty @ T)(Ay @ 14) (4 ® a1) ® aga”)}(1* @y @ 1)
=(12d1"{(ty @[((1a@1y @ey)(T@1y)(ty @ T)(Ay ®14) @14)(1y @ Aa)] @ty @124)
o(y'y @ (v @ T)(Ay (y2) @ a1) @ aza”)} (1" @y @ 1)
=(1RdI"{[(r @ (@ @ey) (T @1y)(ty ®T) ® 14 @1y @ 14)
oty @ (Ay @14 ®14)(ty © An) @2y @ 14)](4'11 ® (1y @ T)(Ay (32) ® a1) @ azd”)}(1' @ y" © 1)
=(1®d @1ty ® (@1 ey)(T Ry )(ty ®T) @14 @ 1ty @ 14)
oty ® Ay ® Ay @1y ®124) (¥ @ (1y @ T)(Ay () ® a1) ® aza”)](1* @ y” @ 1)
=(12d 1Mty @ (1 @1y @cy)(T@1)ty T @14 @1y ®14))(1y @1y @1y @ Ay @1y ®@14)
o(y'y1 @ (Ay @ T)(Ay (y2) @ a1) ® aza”))(1' @ " @ 1)
=(1d1[(iy® ey @ey)(TRiy)(ty @T) @14 @ty @14)(ty @1y @1y @ Ag @ty @14)
oty @1y @1y @ T @ 14) (Y11 @ (Ay @1y @ 14)(Ay (y2) @ a1) ® aga”)](1* @ " @ 1)

=(10d1M[(ty @1 @1y @ey)(TR1y) 1y @T) @14 D1y @14)(ty Rty Rty @ (Ay @1y)T @14)
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o(y'y1 ® (Ay @ 1y ) Ay (12) ® a1 ® aza”)|(1' @ " @ 1)
=(12d2 1"y ® 1@y @ey)(TRiuy)(iy @T) @14 @1y ®@14)(1y @1y @1y @ (A4 @ 1y)T ®14)
o(y'y1 ® (1y ® Ay)Ay(12) ® a1 ® aza”)|(1' @ " @ 1)
=(12d 1)ty (1 @1y @ey)(T@1y)(ty @T) @14 D1y @124)(ty @ty Rty @ (As @1y)T ®@14)
o(y'yr @ (ty ® Ay @ 14)(Ay (y2) @ a1) ® aga”)](1' @ y" @ 1)
=(10d @1ty Ty @ (1 @ey)T) @14 @ty ®14)(1y Rty @1ty ®@ (Ax @1y)T @14)
oY1 @ (1y ® Ay ®14)(Ay (12) ® a1) @ aza”)](1* @ ' @ 1)
=(12d 1Mty @T @14 @1y ®14)(ty @1y @ (14 @ ey)T @14 D1y @14)
oty @1y ®1y @ (Aa @1y)T ®14)(ty @1y @ Ay @14 ®@14) (Y11 @ Ay (12) ® a1 ® azad”)](1* @ ¢ @ 1)
=(1d1M)[(iy T ®14 Rty ®14)(ty @1y ® (14 @ey)T ® 14 @1y)(1y @ (As @ 13)T)(Ay ®124)) @ 14)

o(y'y1 @ Ay (y2) ® a1 ® axad”)](1' @ y" ® 1)

Y
H
IS

D10d @1ty 9T @14 ® ty ©14)y @ty @ (14 ® T)T @ 14)(ty @ Ag) ® 1)
oY1 ® Ay (1) ® a1 ® aza”)|(1* @ y" @ 1),
para todos v,y ,y" € Y, a,d’,d" € A.
(¥) T®ia = (14a®1y ®14)(T ®14)

= (14 ® (v ®ey)Ay @1a)(T @ 14)
= (1a®1y ®ey)(1a ® Ay)T ® 4.

Portanto, provamos que

A (Y ede1e)AYed))(19121010y" ®d') =
= ®de12101)(A®1)(Aly®ad)(1®1y" ®d")),

para todos v, v,y €Y, a,d’,a" € A. Ou seja A satisfaz a coassociatividade. ]

Devemos mostrar que A é um homomorfismo de dlgebras. Para isto, vamos

apresentar algumas observagoes e resultados. Antes disto, precisamos da defini¢ao

a seguir.
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Definigao 3.2.2. Sejam Y e A duas dlgebras de Hopf de multiplicadores. Dizemos
que Y é um A-comdédulo bidlgebra parcial a esquerda se, existe uma aplicacao
linear p: Y — M(A®Y) que define uma estrutura de comddulo dlgebra parcial

a esquerda e comodulo coalgebra parcial a esquerda.

Dizemos que Y é um A-comdédulo bidlgebra parcial simétrico quando ambas

estruturas satisfazem as respectivas condi¢oes de simetria.

Nas condigoes da Definicao [3.2.2] vamos observar alguns fatos que serao impor-

tantes ao que segue.

Observacao 3.2.3. (i) Note que a injetividade de p nao implica a injetividade

de T De fato, dado ), y; ® ai € Ker(T), temos:
0=">pyi)(a; ®1).

Aplicando €4 ® 1y na igualdade acima, obtemos:

0= (ea®uwy)(p(yi)eala;) = Z yia(ai).

i
Assim, y; = 0 ou €4(a;) = 0 para cada i. Isto ndo implica necessariamente

que Y. y; ®ai = 0.

(ii) Sabemos da Proposi¢ao 3.2.3 de [I5] que, se Y é um A-comédulo dlgebra
parcial simétrico, entdo p : Y — M(A® Y) é um homomorfismo que pode

ser unicamente estendido a M (Y) e p(1yy)) = E.

(iii) Se A é comutativa entao a aplicagao linear 7' é, de fato, um homomorfismo

de algebras, pois:

T((y@a(y ®d) = T(yy ®ad)

= pyy)(ad' ®1)
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= py)e(y)(d ®@1)(a®1)
= py)b®z)(a®1)

= p(y)(ba ® 2)

= p(y)(a®@1)(b® 2)

= pW)(a®1)p(y)(d @1)

= Ty®adl(y @d),

para todos v,y € Y, a,d’ € A.

Uma importante consequéncia do item (iii) da observagao anterior é o seguinte

resultado.

Proposicao 3.2.4. Seja Y um A-comddulo bidlgebra parcial a esquerda simétrico
tal que A é comutativa. Entio a aplicacio T pode ser estendida unicamente a T

sobre M(Y @ A) e T(1pven) = E.

Demonstragao. Sabemos das Proposigoes 3.1.10 e 3.2.2 de [15], respectivamente,
que p(Y) (A1) =E(A®Y)eque (AR 1)p(Y) = (AR Y)E onde E é dado pela
estrutura de A-comoddulo algebra parcial em Y. Assim, definimos:

T-MY®A — MAQY)

m v+ T(m) = (T(m),T(m))

sendo, para todos y € Y, b € A,

(m)(b®y) = T(m(x®a)),

~.

onde F(b®y) =px)la®1l)=T(r®a), e,

~

(m)(b®y) =T(Mm(z @ c)),

onde (b®@y)E = (c®1)p(z) =T'(2® c).
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(1) Boa definicao do par T'(m).

(coyT(m)(dey) =

(= b))T(x © a)
2 Tz @ b)T(x ®a)
= T'(m(=®b)ECd oY)
= ([dewE)EC®Y)
= (dow)E(d @)

= T'(m(=obh) ([ ©y)
= Tm(zob)(d®y)

(m)(c@y)(d @Yy,

I
~

para todos ¢, € A, y,y €Y, E(d@y):=T(x®a) e (cRy)E =T (2®0D).

Justificativa de (x): Para todos y € Y, a € A, segue que,

T'ywa(doz) = (a@1)p(y)(de 2)

= (a® 1)(Zdz’ ® 2;)
= Zdia(@zi
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= (Zdi®2i)(a®1)
= py)d®@=2)(a®1)
= py)(a®1)(d®2)

= T(y®a)(d® 2),

para todos d € A, z € Y. Logo, usando que o produto é nao degenerado, obtemos

que T'(y ® a) = T(y ® a).

(2) T estende T.

Tyeddey) = T(yedsa)

= T(yz® ca)

= plyz)(ca®1)
p(y)p(x)(a®1)(c®1)
= pWEC®Y)(c®1)
p(y)(dexy)
py)(c@1)(d ®Y)

T(y®c)(d @y

= Tyoo(dy),

para todos iy € Y, ¢ € A. Logo, T(y ®c)=T(y®c).

Analogamente, mostramos que T(y ®c)=T(y®c). Assim, T(y@c) =T(y®c),

para todos y € Y, c € A.

(3) T(1myea) =FE

T(Iyyea)b@y) = T(luyes(r @ a))

= T(x®a)
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para todos b € A, y € Y. Ou seja T(lM(Y®A)) =F.

Analogamente, mostramos que T(l M(YoAd)) = E.

(4) T ¢ homomorfismo de &lgebras.

T(mn)(b@y)

= T(m)(T(n)(b®y))

= T(m)T(n)(b®y),

para todos b € A, y € Y. Logo, T(mn) = T(m)T(n). Analogamente, mostramos

para o segundo elemento do par.

(5) T é tnica.

Vamos supor que S é um homomorfismo que também estende 7" e S(1p(yga)) =

E. Assim, se E(b®y) = T(r ® a), entao

T(m)(bey) =

T(mi(z ® a))
T(m(z ® a))
S(m(z ® a))
S(m)S(z ® a)
S(m)T(z ® a)
S(m)p(z)(a® 1)
S(m)E(b®y)

S(m)S(Iyyea)(b®@y)
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= S(m)(bey)

= S(m)(b®y),

para todos b € A, y € Y. Assim, T(m) = S(m). Analogamente, mostramos para o
outro elemento do par. Logo, para todo m € M(Y ® A), temos que T'(m) = S(m)

e, portanto T = S.

Podemos mostrar também que:

6) T(lyyy®c) =(c®1)E, ce A

TAury ®c)(bey) = T((1uy) ®c)(z ®a))
= T(®ca)
- T(z®ac)
= p(x)(ac® 1)
= p@)a®1)(c®1)
= (c@l)p)(a®1)

= (c@1)E(b®y),
para todos b € A, y € Y. Portanto, segue a igualdade. O]

Teorema 3.2.5. Sejam Y e A duas dlgebras de Hopf de multiplicadores tais que A

¢ comutativa e Y € um A-comddulo bidlgebra parcial a esquerda simétrico. Entao

A € um coproduto.

Demonstracao. Pelas observacoes anteriores, basta mostrar que A é um homomor-

fismo. De fato,

(¥ ®d" @1®1)A(yy ® aa’) =
_ T2(y// Q a ®Q yy/ ® aa/)

= V() @@ @10 1)(T®)((yy)2 ® Aa(ad’)))
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1®d"@101)y @T®1a)((y" @ 1)Ay(yy') @ Aalad’))

—

(
=
(%) (

=

l@d"®1@ 1)y @ T ®@24) (Y"1 @ y2 ® Aa(a))(y @ T @ 14)(ey; @ y5 @ Aa(a))
YV 2d 21 1DA(YRa)(e®12121)AY ®@d)

(s4)

(v ®ad" @10 1)Aly®@a)Aly @d),

para todos ¢y’ € Y, a” € A. Analogamente, mostramos para o outro elemento do

par. Assim, A(yy’ ® aa’) = A(y ® a)A(y' ® d'), para todos y,y' €Y, a,a’ € A.

Justificativa de (x): Consideramos e € Y tal que y"y1e = y"y; e usamos que T

é um homomorfismo na extensao.

Justificativa de (xx): Basta usar que (' ®a"®@1®1)A(y®@a) e Y QARY ® A,
logo existe um elemento ¢ € A (unidade local) no tensor a direita de e, com isso,

podemos aplicar a definicao de Ts.

Justificativa de (% * x): Basta aplicar a definicdo para (' ® a’ @ 1® 1)A(y ® a)
emY ®ARY ® A e usar que y"yie = y"y;. m

Proposigao 3.2.6. Sejam Y e A duas dlgebras de Hopf de multiplicadores e, con-

sidere Y @ A com o coproduto /. Entdo

By ®a) := ey (y)eala)

¢ counidade a esquerda para Y ® A.

Demonstracao.

ERiy®1)AlyRad)(1e1ey ®d)) =

= (v ®ea®@1y @14)[((0y ©T @ 14)(Ay(y) ® a1 ® a2d))(1 @ 1@y @ 1)]

= (ca®@w @u)[((ey ®T @ 14)(Ay(y) ® a1 ® a2a))(1 @y ® 1)]

= (ea®ty @)[(T®1a)(ey @ty ® 14 ®14)(Ay(y) @ a1 ® aza’)(1 @y @ 1)]

= (ea®1y @u)[(T®14)((ey @ 1y)Ay(y) ® a1 ® azd’)(1 @ ¢ @ 1)]
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= (a9 @u)[(Ty®a)®ad)(10y @1)]
= (ea®uw @u)[(p(y)(a ®1) ®axd)(1 @y @ 1)]
= (a®@uw)(p(y)(a ®1)) @ axd’)(y' @ 1)

= ((ca®@w)(p(y)(ar ® 1)) @ azd)(y' ® 1)

(((ea®y)p(y))ealar) ® aza’)(y' @ 1)

w
—
%)
S
=

(y®ad)(y' ®1)

(y@a)(y ®d),

para todos ¢ € Y, d’ € A. Entao,
E®1y ®14)(Aly®a)) =y ®a,

para todos y € Y, a € A. n

Observamos agora que, como nao temos necessariamente, que a propriedade
counitaria,
(ta @ ev)ply) = ey (y)1ra)
¢ satisfeita, entao nao podemos garantir a existéncia de counidade a direita para
Y ® A no caso parcial. Todavia, é possivel garantir que a existéncia de counidade
a direita é satisfeita em um subespaco menor. Para este propdsito, apresentaremos

algumas defini¢oes e resultados.

Definigao 3.2.7. Seja A uma élgebra com unidades locais. Dizemos que A é uma
bidlgebra de multiplicadores, se existe um homomorfismo A : A —— M(A® A)

que satisfaz:

(i) AA)(1®A) CARAe (A2 1)A(A) C A® A

(i) (e®@101)(A®)(AM)(1®0)) = (e A)((e@1)AD)))(1e1x0)
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para todos a,b e ¢ € A, onde ¢ denota a aplicacao identidade de A.

Além disso, dizemos que A possui counidade d esquerda (resp. a direita), se
existe um homomorfismo ¢ : A — k tal que (¢ ® 1)A =1 (respec. (1 ® €)A =1).

E, que A é counitdria se tem counidade a esquerda e a direita.

Exemplo 3.2.8. Toda algebra de Hopf de multiplicadores é uma bidlgebra de

multiplicadores counitaria.

Definicao 3.2.9. Seja A uma bidlgebra de multiplicadores. Dizemos que uma

subdlgebra B C A é uma subbidlgebra de multiplicadores se:

(i) A(B) C M(B® B);
(i) ABBY1®B)CB®Be (B®1)A(B)C B® B.

Exemplo 3.2.10. Seja G um grupo (nao necessariamente finito) e H um subgrupo

de G. Entao, o subespago vetorial B com base {0, }rey é uma subbidlgebra de
multiplicadores de Ag (1.1.10)).

Inicialmente, vamos verificar que B é uma subdlgebra com produto nao degene-

rado. De fato,

0, ,se h=yg,
5,0n =4
0 , caso contrario,
ou seja 0,0, € B. Portanto B é subalgebra de Ag.

Agora, supondo que 6,0, = 0, para todo h € H, em particular se h = g, temos

que 04 = 9404 = 0. Ou seja, o produto em B é nao degenerado.

Vamos verificar que Ag(B) C M (B ® B). Sabemos que para todo b € B, Ag(b)
satisfaz as propriedades de um multiplicador pois pertence a M (Ag ® Ag). Assim,

basta mostrar que Ag(d,)(d, ® dx) € B ® B para g, h,k € H. De fato,

Ap(0g)(0n @) = Ap(dy)(1® ) (0, ®1)
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= (G @)D 1)

= 6gk—15h & (Sk €EB® B,

para todos g, h, k € H.

Note que, Ag(B)(1® B) € B® B. De fato, Ap(d,)(1®d,) = dgn-1 @) € BOB,

para todos g, h € H. Analogamente, verificamos que (B ® 1)Ap(B) C B® B.

Proposicao 3.2.11. Seja A uma bidlgebra de multiplicadores com counidade a

esquerda, defina Ay o k-espaco vetorial gerado por elementos da forma

(are(agd); e€a(b) = 1y).

Entao:

(i) Ay € uma subalgebra de A,
(ii) Ay € uma subbidlgebra de multiplicadores de A;

(1ii) Ay tem counidade o direita.

Demonstragao. (i) Observamos inicialmente que, para todo a € A,
(t@e)(Ala)(1®b) = (1©e)A(a),

como multiplicadores em M (A). De fato, para todo ¢ € A, temos

(@)A1 @b)(c) = are(asb)e
= ajez(azh)
= (®e)((Ala)(c®1))(1®D))
= arcz(ag)e(b)
= aice(ay)

= (@o(Al(cal))
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= (®e)A(a)(c).

Agora, provamos que A, é uma subalgebra de A. Dados ae(agb), die(dab) € Ay,

temos:

(a1e(agb))(die(dad)) = (1®e

= (ad)ie((ad)2b) € A,.

(77) Vamos mostrar inicialmente que A(Ap)(1® Ap) € Ay ® Ap e (A @ 1)A(A4y) C
C A, ®A.

A(als(agb))(l X d1€(d2b)) = A(al)(l X dl)f‘:(agb){f(dgb)

(CLl & a2d1)€(a3b)€(d2b)

—
~

a1€(agb) ® ase(asb)die(dsb)

—~
.
=

a1(azb) ® (aszd)e((azd)qeb) € Ay ® Ay

(dyi‘(dgb) X 1)A(a15(agb)) = d1a1€<dgb> X CLQ&‘(CLgb)
= dyae(dab) ® e(agb)aze(aygb)
= die(dab)are(azdb) ® aze(asd)

D (day)re((day)sb) ® aze(ash) € Ay @ A,
Justificativa de (x): Analogamente ao que fizemos no item (i), podemos provar que:
(e®)(Ala)(b® 1)) = (e ®1)A(a) = u(a),
para todo a € A e, a ultima igualdade segue pois € é counidade a esquerda, por

hipotese.
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Agora, veremos que A(A,) C M(A, ® Ap). De fato, provamos anteriormente
que A(A)(1® A) € A, ® Ap e (A, ® 1)A(Ay) C Ay ® Ay, Assim, obtemos que
A(Ap)(Ap® Ap) C Ay®@ Ap e (Ap® Ap) A(Ap) C Ap® Ay, pois A, é subdlgebra. Além
disso, para cada ¢ € Ay, A(c) é um multiplicador em A, ® A, pois, mais geralmente,

é um multiplicador em A ® A.
Portanto, A, é uma subbidlgebra de multiplicadores de A.

(1ii) Ay tem counidade a direita.

(@A me(ab)(c) = (®e)(Aae(ab)(cs 1)
—  ayce(as)e(asd)

= ares(e(as)asd)

(

ajce(ash)

= a(azd)(c),

para todo ¢ € A. Ou seja, (1 ®e)A(are(asgd)) = aie(aqgb), como multiplicador em A,

pois o produto é nao degenerado.

() (@)(A(@)(1®D)) = (e ©1)A(a)(b) = ab,
para todos a,b € A. O
Coroldrio 3.2.12. Y x A := (1 ®2)A(Y ® A) ¢é uma bidlgebra de multiplicadores

counitdria.

Demonstracao. Dados y € Y, a’ € A tais que ey (y') = ea(a’) = 1x. Os elementos

de Y x A sdo da forma:

(®AY®a) = (@HAY1I®10Y @)
= (89)(Ti(y®axy ®d))

= (@) _(weT)(Ay(y) ®a))(leley) @ ad)
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(1RE)((r®c®w)® axa)

31.2Yii)
=  zey(w) ® cealazad’),

para todos y € Y, a € A.

Agora, observamos dos resultados obtidos anteriormente, que ¥ ® A é uma
biadlgebra de multiplicadores com counidade a esquerda. E, com a Proposicao|3.2.11

concluimos que Y x A é uma subbidlgebra de multiplicadores counitaria de Y ® A.

O
Observagao 3.2.13. A bidlgebra de multiplicadores counitaria
Y xA:=008)AY @A)

também serd chamada de Coproduto Smash Parcial.

3.3 Comoddulo Coalgebra Parcial Induzido

Nesta se¢ao, construiremos um comédulo codlgebra parcial a partir de um comodulo
codlgebra global através de uma projecao. Para este propdsito, apresentamos a se-

guinte defini¢ao.

Defini¢ao 3.3.1. Seja (A, A4) uma &lgebra de Hopf de multiplicadores. Dizemos
que uma subalgebra B C A é uma subdlgebra de Hopf de multiplicadores de A se
(B, Ap) é uma algebra de Hopf de multiplicadores, onde Ag : B — M (B ® B)

denota o coproduto A4 restrito a B.

Exemplo 3.3.2. Seja G um grupo (nao necessariamente finito) e H um subgrupo

de G. Entao, o subespago vetorial B com base {0, }reg é uma subdlgebra de Hopf

de multiplicadores de Ag (1.1.10).
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No Exemplo [3.2.10] mostramos que B ¢ uma subbialgebra de multiplicadores de

Ag. Assim, basta mostrar que as aplicacoes T; e T, da Definicao sao bijecoes.
Seja T1(dy @ 0p) = Ap(dy)(1 ® 6p,), mostraremos que S1(5y @ ) = 0y @ O, € a
inversa de T7. De fato,
(5111)(0g ® 0n) = S1(Ap(dg)(1 @ o))
- Sl(éghfl ® 5h)

= 0, ® 0p,

(Tlsl)(ég ® (Sh) - Tl (5gh ® 5h)
= Ognn—1 @ 0y

= 59 ®5h7

para todos g, h € H. Portanto, 17 ¢ bije¢do com inversa S7. Analogamente, mostra-

mos que Ty é bijecao.

Agora, sejam Z um A-comdédulo codlgebra (global) & esquerda via p, Y uma
subalgebra de Hopf de multiplicadores de Z e m uma projecao de dlgebras de Z

sobre Y, conforme Definicao [2.1.6,

Definimos:

B:Y — M(AQY)

y — By) = (aem)py),

onde 5(y) é o multiplicador em M (A ® Y') definido por:

(ta@mp(y)la® 1) = (a@m)(p(y)(ee1)),

(a@mp(y)la@l) = (a@m)((e®1)(p(y)),
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para todos y € Y, a € A. E, denotamos

T'(y®a) =By a®l)=(ae7)T(y®a).

Além disso, vamos supor que:

(i) m é comultiplicativa para todos y € Y, z € Z, no seguinte sentido

Ay(r(2)(1@y) = (r & 7)(Az(2)(1 1)), (3.10)
Ay(r(2)y ©1) = (r &) (Az(2)(y @ 1),
(ii) Para todos z € Z, a € A,
T'(n(z) ®a) = (1ta @ 7)T(2 @ a). (3.11)
(iii) Para todosa € A, 2 € Z et € Y tal que ey (t) = 1,
(ta @m)T(7(2) ® a) = (14 @ m)T (22 ® a)ey (7(z1t)). (3.12)
Observagao 3.3.3. Os itens (i) e (ii) implicam a seguinte igualdade.
(ty T Ay(m(2))(y@1)®a) = (T R14a 7)1z @T)(Az(2)(y® 1) ®a). (3.13)
De fato,
(y @ T)(Ay(r(z))(y@ ) ®a) = (y @ T)((r@m)(Az(2)(y ©1)) @ a)

= (weT)(rem)(®z")®a)

7(2) @ T (7(2") ® a)

®
I[E

7(2)® (1h @m)T(Z" ® a)

paratodosy €Y, z € Z e a € A.
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Proposicao 3.3.4. Nas condicoes mencionadas, Y € um A-comddulo codlgebra

parcial a esquerda via 3.

Demonstracao. Vamos verificar os itens da Definicao |3.1.2

(1) (ca®w)Bly) =y, y €Y.

(ea®wy)Bly) = (ea®@y)(a®@m)p(y)

(ea®m)p(y)
= 7((ea®@w)p(y))

m(y)

(77) Sejam y,y € Y, a € A,
(y T Ay(y) ®a)(1®1RY)eY R ARQY;

1212y )((iy @T)(Ay(y) ®a)) eY R AR Y.

Usando a defini¢ao natural de multiplicador em My, (Y ® A ® Y), para todo

Yy’ €Y, temos

(y @ T)(Ay(y) ® a)) 1 @ 1@y )(y") =
= (weT) Ay @) ea)(leley)

= (weT)Av(r@)@" @) ®a)(lo1ey)

@
,_.
&2

(T®@ue7)((z@T)( Az ®1) ®a))(1@107(Y)))

(r@ae7)((z0T)(Az(y) (" @) ®a(leley))

(r@ae@7)((z0T)(Az(y) ®a)(1®10y)(y" ©1®1))
= (mRuemn)((tzeT)(Az(y)®@a(leley))(y’®1e1)

= (@@uen)((zeT)(Az(y)®@a)le1ey))y")
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Assim,
(y ®T)(Ay(y) ®a))(1®1@y) = (TR @7)((1z @ T)(Az(y) ®a)(1©1©y")).(3.14)
E, da Defini¢ao [1.4.4] (i), temos
1z T)(Az(y)®@a)(1®10y) e ZR AR Z,

para todos y,y' € Y C Z, a € A. Portanto ((1y @ T")(Ay(y) @ a))(1@ 1R y) €
Y ® A®Y, para todos v,y € Y, a € A. De modo andlogo, mostramos a outra
inclusao.
(ZZZ) (ZA X Ay)T’ = (T/ &® ly)(@y (24 T/)(Ay &® ZA).
(ta @ Ay)(T'(y®a)(1@ 1Y) =
= (@A) (uemTyea)(loley)
yla® Ay(r(y") (1@ y)

yla® (rem)(Az(y")(1ey))

(yla®Az(y")(1®y))
(a®@Az)(T(y®a)(l@1®y))
(

(

(A ®7T®

(

(a@Te7T)((T®12)(12 ®T)(Az(y) ®a))(1® 1Y)
(

(

<
=
=

m)
14 ®T Q)
)
)

AT RM)(T®iz)(2Q0bR 2))

] i
NS

| II! el 1l
= ,

1A QmMT(2®0) @ ()

3
il
=

T'(m(z) @b) @ (")

=

| ¢
||! [
=

T'"Ruw)(T@uuen) (@b 2

(T @ 1) (7 ® 14 © 1) (12 © T)(A2(y) ® @) (1@ 1 ©¢))
= T on) (e T) Ay ®a)(leley))
= (Tow)yoT)(Av(y) @a)(leley),

para todos v,y € Y, a € A. Portanto,

(14 @ Ay)T = (T" @1y ) ((y @ T')(Ay ®14)).

118



(iv) (1ART N T'R14) (1y @A 4) = ((14Rey )T @14R12y ) (1y R(A a1y ) T") (Ay R14).

Dados y,y' € Y, a,c € A, temos

(ta @ TN T ®14)(y ® Aa(a)) (1@ c®Y) =

(ta @ T [(T"®14)(y ® An(a)(1 @ )] (1@ 1@Y)

( T (T (y®a1) ®ax)(1®1®y)

D (e T (e nTyoa)®an)lelsy)
=y o, @ T (7(y°) ® aze) (1Y)

2yl @ (14 @ MT(r(y°) ® axe) (1@ y)

B2 10, ® (14 @ T)T (1% ® ase)(1 @ o )ey (m(y°4t))

14 @14 7)(y 'ar @ T(Y’y @ aze)ey (r(y°11)) (1 @ 1@y

@A) ((1a @ T)(y " a1 ® ylhey (m(y'1t) ® aze)) (1@ 1® Y)

1A® (eyT) @14 @1y) (14 @1y @T)(y a1 @ Ay ()t @ 1) ® a2e))(1 @ 1@ y)

~

AR

= ( )
( )((
(a4 @14 @) ((1a®T) (14 ® (eym) @ty @ 24)(y a1 @ Ay ()t ® 1) @ aze)) (1@ 1@ Y)
( )((
( )((

1A @14 Q) ((14 @ (eyT) @14 R 1y )14 Ry RT) (14 R AV)T(y ®a1) (1@t R 1) ®axe))(1® 1Y)

N
B
[l

i)

(14 ® 1 @ 1) (14 ® (ev7) ® 14 © 1) (14 ® 13 © T)(T ® 12) (12 ® T) (Ay (3) ® 1)
o(1®t®1)®@ay)(1®12y)
= (14 ® 14 © )14 ® (eym) ®14 @ 1) (14 © 1y B TY(T ® 17 ® 1)y @ T ©1.0) (Ay (4) © 1 © azc))
(letelel)])101ey)
= (14 14 © ™) (14 ® (eym) © 14 © 1) (T ® 12 @ 1)y ® 14 © 7)oy ® T ©14)(Av(y) © Aa(a)(1© )

o(1®te1e 11y

o(1®t®1e )11y

(
]
(
]
= (14 @14 @) (14 © (eym) © 14 @2y )[(T @24 @ 1y)(1y © (14 @ T)T ©24))(Ay (y) ® Aa(a)(1®¢))
]
= (14 @14 @) (14 @ (eyT) ® 24 @ 1y)[(T @24 @ 1y) 1y @ (14 @ T)T ® 24) (ty @ 2 @ An)(Ay (y) ® a)
)

o(1®1®c®1)|(1®ley)
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= (@@ (1@ (eym) @14 @y )[(T © 14 @ oy)((oy © (1a @ TYT @ 24)(1y @ A))(Ay (y) ® a))
(1®1®co)(1e1®y)

(4 @1 @) (1 © (ym) ©14 O w)[(T © 11 ® )iy © (Ax @1)T)(Ay (y) ® a)

o(1®l®cel)](lelay)

= (1 @) (u®ey)T @1 @)y @ (Aa®@w)T)(Ay(y) ®a)(1@10c@Yy)

(1A @ey)T' @14 @ 1y)(ty ® Ag @ 1y) 1y @ (14 @ )TN Ay (y) ® )10 1@ c®Y)

(1a®@ey)T' @14 @1y )ty @ Aa @1y)(ty @ T)(Ay(y) ®a))(1 @ c®Y)

(

= (

(

(a@ey)T" @14 @)ty ® (Aa @ iy)T)(Ay (y) ®a)) (1@ c®y),
para todos ¢y € Y, ¢ € A. Portanto

(ta @ TUT" @ 14)(y @ Ba(a)) = ((1a @ ex) T @14 @ 1y) 1y @ (Aa @ 0y)T")(Ay (y) ® a),

para todosy € Y, a € A.

E, portanto, Y é um A-comdédulo codlgebra parcial a esquerda via f3. O]

Nesse caso, dizemos que Y é um A-comoédulo codlgebra parcial induzido

via .
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Capitulo 4

Moédulo Coalgebra Parcial

4.1 Mébdulo Coalgebra (Global)

Nesta se¢ao, apresentamos uma versao alternativa a definicao de Médulo Coalgebra
apresentada por A. Van Daele e K. De Commer em [24]. Esta defini¢ao é proposta
com o inicial e principal objetivo de dualizar a definicao de comddulo coalgebra glo-
bal dada por L. Delvaux em [§]. Inicialmente, vamos relembrar a defini¢ao classica

de médulo codlgebra e uma consequéncia importante desta.

Definicao 4.1.1. Seja A uma &algebra de Hopf. Uma codlgebra Y é um A-mddulo
codlgebra a direita, via a aplicagao linear €4: Y ® A — Y/, se as seguintes proprie-

dades sao satisfeitas:

(i) y «1a=y;
(ii) (y 4a) b=y «ab;

(iii) Ay(y <a) = Ay(y)As(a),

para todos y € Y, a,b € A.
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Proposicao 4.1.2. ([7]) Sejam A uma dlgebra de Hopf e Y um A-mddulo codlgebra

a direita via 4 . Entdo, ey (y € a) =cy(y)ea(a), para todos y € Y, a € A.

Estendendo esta nocao ao contexto de algebras de Hopf de multiplicadores,

temos a seguinte definicao.

Definicao 4.1.3. Sejam Y e A algebras de Hopf de multiplicadores, sendo Y regu-
lar. Dizemos que Y é um A-mddulo coalgebra a direita se, existe uma aplicacao

linear

4:YRA — Y

y®a — y<a
tal que:
(i) ¥ é um A-médulo & direita unitério;
(i) (Ay(p)(I®a)1ey)eY®Y e (10y)(Ar(y)(l®a) €Y DY;
(i) Ay(y<a)(1®b) = Ay(y)(Aa(a)(l@b));
(iv) (v @ ev)(Ay(»)(1 @ a)(1® 2)) = yeala)ey(2),

para todos y,y',z € Y, a,b € A.

Observagao 4.1.4. (1) Para todos y,y' € Y, a € A, podemos pensar nas ex-
pressoes (Ay(y)(1®a))(1®y) e (1®y)(Ay(y)(1®a)) como multiplicadores

em Mg, (Y ®Y). Para isto, basta definirmos, para todo w € Y

(Ay(y) 1 ®@a))1 e y)(w) = (Ay(y)(we 1)1 a)(ley), (4.1)

(Ay(y)(1®a)(1@y)(w) = (w@ 1Ay (y)(1@a)(1@y). (4.2)

E, analogamente

1ey)(Ay()(1®a)(w) =12y )(Ay(y)(w@1))(1©a),
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(1ey)(Ay(y)(I®a)(w) =1ey)(we1)Ay(y)(1 a).

E facil ver que estes pares definem multiplicadores em Mgf (Y ®Y).

(2) As expressoes Ay (y)(1®a) e Ay (y)(a® 1) também fazem sentido como mul-
tiplicadores em M}, (Y ® Y) e Mj,(Y ® Y), respectivamente. O primeiro

multiplicador é definido como segue

Ay ()1 ®@a)(z) = (Ay(y)(z @ 1)) (1 @ a), (4.3)

Ay(y) (1 @a)(z) = ((z @ DAy (y))(1 @ a). (4.4)

para todos y € Y, a € A.

E, analogamente definimos o segundo multiplicador.

(3) Usando o item (ii) da Defini¢ao {4.1.3| escrevemos

Ay(y)(a®b)(1® 2) = (Ay(y)(1 R b)(1® 2))(a @ 1), (4.5)

(1®2)Ay(y)(a@?b) :

(1®2)Ay(y)(1®0b))(a®1).

(4) Nas condigoes anteriores, o item (iii) da Defini¢ao faz sentido da seguinte

forma:

Ay(y<a)(1@b)(1®@ z) = Ay (y)(Aa(a)(1®b))(1® z),
para todo z € Y.

(5) Usando a notagao de Sweedler, podemos reescrever o item (iii), para todos

Y,z €Y, a,be A, como segue

Ay(y<a)(1®d)(1©z) = Ay(y)(Aala)1©b)(1®2)

Ay (y)(a1 ® azb)(1 @ 2)

=
IZ)

(Ay(y)(1 @ azb)(1® 2))(ar © 1)
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onde w; f = w;.

Y Cwou)me
(Ay (y)(1 ® azb)(1 ® 2))(f @ 1)(a; ® 1)

(Ar(y)(f @ D)1 @ ab)(1® 2)(a @ 1)

y1f Qa1 ® (Y2 <agb)z,

Proposigao 4.1.5. Para todos y € Y, a € A, ey(y<a) = ey (y)ea(a).

Demonstragao. Sejam y € Y, a € Ae z €Y tal que ey (2) = 1i, logo

ey(y<a)

N
=
(e

I1Z]
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Exemplo 4.1.6. Sejam A uma algebra de Hopf de multiplicadores regular, Y = A
e a acao via produto. Entao, Y é um A-moddulo coalgebra a direita.
(i) Y é um A-mdédulo a direita unitario pois, para todos y, z,w € Y, temos
(y<az)<w = (yz)<dw
= (y2)w
= y(zw)
= ydzw,

e,y=vyf =y<f,onde f €Y é uma unidade local para y € Y.

(i) (Ay((1®2)(1Qw) =y ®(p)weY QY e
1ow)(Ay(y)(1®2)) =y @wyz) €Y @Y

(iii) Para todos y, z,w €Y,
Ay(y<z)l@w) = Ay(yz)(l®w)

= Av(®Av(z)(1ew)

= Av)(By ()1 w)).
(iv) Para todos y,z,w € Y,
(ty @ev)(Ay(y)(1@2)(1@w)) = (v @ey)(Ay(y))ey(2)ey(w)
= yey(2)ey(w).
Exemplo 4.1.7. Sejam Y um A-moddulo codlgebra a direita via <, e Z uma élgebra
de Hopf de multiplicadores qualquer. Entao Z ® Y é um A-mddulo codlgebra a
direita via
CIRYRA — ZRY

2@Y®@a — zQ®(y<a).
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Proposi¢ao 4.1.8. Se A ¢ Y possuem unidade. FEntdo, a Definicdo e a
Definicao sao equivalentes.

Demonstragao. Supondo que vale a Defini¢ao [£.1.1 vamos verificar os itens da
Definicao [4.1.3]

(1) Y é um A-médulo e, para todo y € Y, temos que y = y 4 14, ou seja a acdo
é unitaria.
(it) (Av(y)(l®a)(l®y) e Y @Y e (1Y )(Av(y)(l®a)) € Y @Y, pois

(1i) Para todos y € Y, a,b € A,

Ay(y 4a)1@b) B (AL (y)A4(a)) (1 ©b)

((yl | Cll) ® (y2 < Cl2))<1 & b)

(1 €a)) 414) @ ((y2 €az) 4b)

=
=
=
=,
=

(y1 €a1) ® (y2 €azd)

Ay (y)(Aa(a)(1 @ D)).

(iv) Para todos y € Y, a,b € A,

(y @ey)(Ay(y)(I@a)(1®2)) = y@ey((y2 <a)z)

= yev(y2 4aley(z)

.2

ﬁ
Il

yiey (y2)eala)ey (2)

yea(a)ey ().

Reciprocamente, supondo que vale a Definicao 4.1.3 Temos que Y é A-mdédulo
unitario com ac¢ao nao degenerada. Assim (y € 14) €4 b =1y 4 b, para todo b € A,

implica que y €414 =y, para todo y € Y.

E, o item (iii) é imediato. Portanto, vale a Definigao [4.1.1] O
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A seguir, apresentamos um teorema de dualidade entre moédulos codlgebra e
comédulos codlgebra para um grupo quantico algébrico. Com essa finalidade, para
0 que segue, vamos supor que A é um grupo quantico algébrico e Y é uma algebra
de Hopf de multiplicadores regular. Além disso, consideramos ¢ uma integral a

esquerda em A.
Nessas condi¢oes A = {p(a);a € A} é a dlgebra de Hopf de multiplicadores

dual de A, construida na Segao 1.2.

Proposicao 4.1.9. Sejam Y e A dlgebras de Hopf de multiplicadores requlares tais
que Y é um A-comddulo codlgebra a esquerda via p. FEntao, Y é um A-médulo

codlgebra a direita via
YA — Y
y@p(a) — yap(a):=(ew)(p(y)(a®1)).
Demonstragdo. Note que, usando a notagao sigma, y < ¢(_a) = p(y 'a)y’, para
todosy €Y eac A.
(i) Y é um A-médulo & direita unitério.

Dados y € Y, ¢(_a), o(_b) € A, temos

(ap(a)ap(b) = ((p@w)T(y®a))<e(b)
= ply o)y’ ap(h))
= oy a)p@uw)T(y’ @b)
p @)y la®T(y’ ®@0))

@@y )((ta@T)(y la®y’ b))

0@ ®R1y)((14a @ TT @14)(y @ Aplc)(d® 1))

—
*
~

(
(
(P @e@uw)(a@THT ®14)(y @ a@b))
(
(

@0 R1y)((14a @ T)(T ®14)(y @ Au(e))(d® 1@ 1)))
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T3 (L@@ u) (MA@ )Ty ) (d®1®1))
= (p@puw)(Asly 'o)dal)y’)
= (peeeuw)((y'hde (y ') ®y")
= oy " hd)e((y™ e)2)y"
= p(dely o)y’
= (p@w)(T(y®c))p(d)
= yap(cp(d))
2y alpa)e(b).

Portanto, Y é um A-médulo A direita.

Justificativa de (x): Vamos mostrar que

(T@1)[(y@A4()1®d1)] =[(T @)y @Ase)](d@1®1),  (4.6)

como multiplicadores em Mgh(A®Y ® A). De fato, seja a € A,

(T®1)[(y@A()1@dD](1®1®a) = (T®u)(y®As(c)d®1)(1®1®a)
= TRuw)yad®e) (1911 a)
= T(y®cid) ® caa
= (T®u)(y® (Aalc)(d®1))(1®a))
= (T®u)(y®(Aalc)1®a))(d®1))
= T(y®cid) ® ca
= y'ad®y’ @ ca
('@ @cad)(de1e1)
= Tly®ca)®ca)(de1®1)
(T®u)(y®As(c)(1®a)))(d®1@1)
( (

(T®14)(yRA4()(1®1Ra))(d®1®1)
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= [(TRw)(y@As(e)](d1x1)(1®1& a),

para todo a € A.

Logo, segue a igualdade, para todos y € Y, ¢,d € A,

TRy As()1®0do1)] = [(TRw)(yRAs()(do1o1).

Justificativa de (xx): Segue da Observagao [1.2.13] ¢(-a)p(-b) = ¢(_cp(d)), onde
a®b=Auc)(d®1).

Além disso, a acao é unitaria, pois

Y = ¢(A)Y
= (p@w)(A®Y)
= (pow)(T(Y ®A))
= Yap(A)

= Y<1E.

(1)) Ay(1) (1@ ¢(wa)(l®z) e Y @Y e, (1®2)(Ay(y)(l®p(a)) eY Y,

para todos y,z € Y e ¢(a) € A

Inicialmente, observamos que, para todo w € Y,

Av(y) 1@ p(a)(l@z)(wel) = (Ay(y)(w®1))(1® ¢(a)(l® =)
= (y@e@uw)(nwdT(pea)(le z2)
1y @0 ®@1y)(y @T)(w @y ®a)(1®1® 2))

1y @ ®1y)(1y @T)(Ay (1) (w® 1) ®@a)(1®1® 2))

A)(l®lez)(wel®l))

~—— ~—  ~— =

)
)

o @ T)(Ay(y)
)

~~ o~ o~

(
(

= (w®e®y
(

&
ty @ R1y)((ty @T)(Ay(y) ®a)(1®1® 2))(w® 1).
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Logo,
Ay(p) 1@ e(a)(1®z) = (r @ @uw)((y ©T)(Ay(y) @ a)(1®1® z)).

E, da Defini¢ao[1.4.4] (i), temos que: ((2y ®T)(Ay (y)®0a))(101®z2) € Y QAQY.

Assim

Ay(y) 1@ e(a)(1@2) =y @p@uw)((y @ T)(Ay(y) @a)(1®1©z2)) eV Y.

Analogamente, mostramos que: (1 ® 2)(Ay(y)(1® ¢(.a))) €Y QY.

(iii) Ay (yap(-a)) (1@ p(b))(1®2) = Ay (y)(Az(p(-a)) (1@ ¢(-)))(1®2), para
todos y,z € Y e p(.a), p(b) € A

De fato, sejaw € Y,
Ay (y<ap(a))(1@¢(b)(1@2)(w® 1) =

Py~ a)(Ay (") (w @ 1) (1 ® o()(1® 2)

=y a)(y’w @ (e @uw)T (Y, @b)(1® 2)

iy @@ @) ey a)y’w @ T (Y’ @b)) (1@ 2)
YRy @0 @1y)(y ta®y’we T (¥, @b)(1® 2)

PRy @p@1y)((a @1y @T)(y 'a® Ay(y°)(w® 1) @b))(1® 2)

)
1@y @T) (¥ e Ay(1°) @b) (1w 1®1)))(1® 2)
)
)

= (2
= (
= (
=(P®1w @p 1y
= (PR QpQiy
(2

(
)(( (
)(( (
(14 @1y @ T) (14 ® Ay ®14)(T(y ® a) @ b)) (w ® 2)
)(( (

Rty @ @1y)((1a @1y @ T)((14 @ Ay)T(y ® a) @ b)) (w @ 2)

1.4.4|(¢

4 (pow o) (e @ T(Tew) iy @ T)(Ayv(y) ©a) @ b)(we 2)

(

)

=Ry @ @1y)((1a @1ty T)(T @1y @14)(ty @ T ®14)(Ay(y) @ a @ b)) (w  2)
)

(

( (
= PRy Reu)(TR14R1y) 1y @14 RT) 1y @ T ®14)(Ay(y) ® a® b)) (w @ 2)

( )

( )

)(( )
)(( )

=Rty @01y )((T®14aR1y)(1y @ (1a @THT ®14))(Ay(y) ®a®Db))(w R z)
)(( )

= (@ @@ )(T®1a@wy)(ty ® (14 @T)T ®124))(Ay(y) @ Au(c)(d® 1)))(w & 2)
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= (PR @e@uw)(T®14@1w)[((ty ® (1a @THT @14))(1y @1y @ Aa)(Ay(y) ®c))
o(l®de1®1)])(we z)
=(p @1y @@ )(T ® 14 @wy)[((ty @ (1a @ T)T @ 14) (v ® An))(Ay(y) ®c))
o(1®d®1®1))(ve z)

Yoy @p@u) (T )y ® (MA@ u)T)(Ay(y) @)1 do 1 1)) (we 2)

(
= (@ ®e@w)(T®u@w)ly ® A @w)((y ®T)(Ay(y) @ )1®1®2))(1®d® 1))

o(w®1).

Logo,

Ay(yap(a)(1® e(b)(1®2) =
D o@ ®e@u)(Tuew) |y ®As0u) (v ®T)(Ay(y) @101 2))

o(1®d®1?)]).

Note que, da Definicao [1.4.4] (i), ((oy @ T)(Ay(y) ®0))(1®1®2) €Y ® A®Y.
Vamos denotar ((2y @ T)(Ay(y) ® ¢))(1 ® 1 ® z) Z Y ® a; @ z,.
Assim,

Ay(y<p(a)lee(h)(1®z) =

= (@ @p@w) (TR @w)(y ®As01w) ) 300 z)10de 1 1)),

i

Por outro lado, usando que a ® b = A4(c)(d ® 1) e a equagao obtemos

Ay () (Az(p(a)(1©¢(h)(1 @ 2)

Ay (y)(e(-d) @ ()1 ® 2)
(Ay (1)1 @ ¢(0))(1 ® 2))(p(d) ® 1)
Z%®Z d)@1).

&
115

S

Agora, vamos tomar f € Y tal que y;f = y;, e, y;-/f = y;-/, para todos 1, j.
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E, voltando a (xx), temos:

D (oo ®eew)(TOue )y 8o w) iy 9 T)AyH)([FO) 81818 2)1ode 1)

)
= (@ @) (T®u @)ty @240 u)(nfOT(1r©c)(1®2)(10do 1 1))
= (PR ®@p@wy)(T®1 @)y f @ Aa(y ) (d® 1) ®y:°z])
=(p @y @@ )(T(y1f @ (127 '¢)1d) @ (7' c)2 @ y2"2)

= (e @uw) (T f @ (1~'chd)) @ p((y2" " c)2)ys">

= (p@uw)(T(yf ®d) @ oy c)ya">

(

= (y1f <p(d) @ (y2 2 p(0))z.

Logo, Ay (y<a¢(-a)) (1@ ¢(b))(1®2) = (y1.f <p(-d)) ® (y2 9p(-c))z, para todos
y,z €Y, p(a),o(b) € A, sendo a®b=Au(c)(d®1).

Mas,
Ay Aze(a)iee)ie:) £ Oy ez)elde)
= e enEde
= Ay @ ()18 ) ® Dip(d) & 1)
= (@ @NA@ (1) p(d D)

= (nfap(d) ® (y2<9(0))z,

para todos y, z € Y,p(_a),o(b) € A. Portanto,

Ay (y<e(a))(1@e(0)(1 @ 2) = Ay (y)(Az(p(a)(1© ¢(h)))(1 2),

~

para todos y, z € Y,p(_a), p(-b) € A.

Justificativa de (x): Basta mostrar que, para todos y € Y, ¢ € A, temos:

(ty @ (1a @ T)(T @24) oy ® Ba))(Ay (y) @ ¢) = (v @ (Aa @1y )T)(Ay (y) © ).
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Para tal, definiremos dois multiplicadores em M, (Y @ A® A®Y). Sejaw € Y,
1° Multiplicador:

(v @ (Aa @) T)(Ay (y) @ ¢)(w) = oy @ (Aa @ oy)T)(Ay (y)(w @ 1) © ),

(1y ® (Aa ®@1y)T)(Ay(y) @ ¢)(w) = (1y @ (Aa ®@1y)T)((w @ 1) Ay (y) ® c).

2° Multiplicador:

(ty @ (1a @ )T @14) 1y ® Aa))(Ay (y) @ c)(w) =

= (y®@(a@T)T ®14)(2ry ® Au))(Ay(y)(w®1) ® c),

(ty ® (1a @ T)(T @ 24) oy @ A4))(Ay (y) @ ¢)(w) =

= (@ (@ T)(T @14)(ty ® An))((w @ 1)Ay(y) @ c).

E facil ver que estes pares estdo bem definidos. Vamos verificar a igualdade (%)
apenas para os multiplicadores a esquerda e, usando que o produto é nao degene-

rado, concluimos a igualdade para o outro elemento do par. Assim,

(ty ® (A @1y)T)(Ay (y) @ ¢)(w) =
= (@ (Ba2w)T)(Ay(y)(we 1) @c)

= (@ Aa@w)T)(hw ey, @ c)

y1w @ ((Aa @) T)(y2 © ¢)
= @ ((Aa®w)T(y2@0)

1w @ (14 @T)T @ 14)(2y @ An))(y2 ® c)

(oy @ (1a @ T)T ®14)(1y @ An)) (110 @ Y2 @ €)

)
(

(ty ® (1a @ T)T ©14) sy @ Ba))(Ay (y)(w @ 1) @ ¢)
(

= (v @ @T)T @)y @ Aa))(Ay(y) @ c)(w),
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para todo w € Y. Portanto,
(1 ® (14 @T)HT ®14)(ty ® An))(Ay(y) ® ) = (1 ® (As @ y)T)(Ay (y) ® ¢),

para todos y € Y, ¢ € A.

(iv) (v @ey)(Ay (y) (1@ ¢(a))(1®2)) = ye 5(p(-a))ey (2), para todos y, 2 € Y,
o(_a) € A.

(ty ® ey)(Ay (y) (1 © () (1 ® 2)) =
(i)

y @ey)(y @ p @uy)((y @ T)(Ay(y) @ a)(1 @ 1® 2))

—
*
~

(

= (y @)ty ®ua®@ey)(ty @T)(Ay(y) @ a)(ty @14 Rey)(1®1® 2)]
(
(

w ® p)(y ® asy(z))
= ypla)ey(2)

= yealpla))ey(2).

)
[
w ® @)[(ty ® (1a ®ey)T)(Ay (y) ® a)ey (2)]
(
(

para todos y,z € Y, ¢(_a) € A.

Justificativa de (x): Para todo z € Y, temos:

(ty @ (a@ey)T)(Ay(y) ®a)(z®1) = (v @ (a®ey)T)(Ay(y)(z2®1) ®a)
= 120 eey)T(1®a)
gz @ ey ()
= yz®a

= WRa(zx1l).

Logo, (1y ® (14 ® ey)T)(Ay(y) ® a) = y ® a, para todos y € Y, a € A. ]
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4.2 Moébdulo Coalgebra Parcial

Nesta segao, apresentaremos a definicao de modulo codlgebra parcial a direita
no contexto de algebras de Hopf de multiplicadores. Também mostramos que esta
definigao generaliza o caso Hopf de E. Batista e J. Vercruysse apresentado em [4]
e o caso global definido neste trabalho, na secao anterior. Além disso, exibimos
alguns exemplos. Ao longo de toda a se¢ao, vamos supor que Y e A sao algebras
de Hopf de multiplicadores, sendo Y regular. Inicialmente, relembramos a defini¢ao

classica, ou seja quando A é uma algebra de Hopf e Y uma codlgebra.

Definicao 4.2.1. (J4]) Uma codlgebra Y é um A-mddulo codlgebra parcial a direita
via a aplicagao linear —: Y ® A — Y se, para todos y € Y, a,b € A, valem as

seguintes propriedades,
() y = 1la=y;
(i) A(y = a) =y1 — a1 ® y2 ~ as;
(iii) (y < a) — b=-cey(y1 — a1)(ya < asb).

Um modulo codlgebra parcial a direita é dito simétrico se a seguinte condigao

adicional é satisfeita:
(iv) (y = a) <= b= (y1 — a1b)ey(y2 < as), para todos y € Y, a,b € A.

No contexto de algebras sem unidade, temos a seguinte definicao.

Definigcao 4.2.2. Sejam Y e A édlgebras de Hopf de multiplicadores. Dizemos que
Y é um A-médulo coalgebra parcial a direita se, existe uma aplicacao linear

— Y @ (AU{lymhe — Y tal que:

(i) y ~ 1aa) =y, para todo y € Y;
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() (Ay(y)(10a))loy)eY®Y e (10y)(Ayv(y)(1®a) €Y @Y, para

todos a € A, v,y €Y;
(iii) Para cada a,b€ A, y,z €Y,
(y = a) = b)z =cey(y1f — a1)(y2 — azd)z,

onde f € Y é unidade local para o primeiro fator do tensor na expressao

Ay(y)(1®ab)(1®2) €Y QY.
(iv) Para cada a,b € A, y,y €Y,
(Ay(y = a)1@0)1@Y) = (yf = a1) ® (y2 = azb)y/,

onde f € Y ¢é unidade local para o primeiro fator do tensor na expressao

Ay(y)(1®@ab)(1®@y)eY QY.

(v) Se y «— a =0 para todo a € A, entao y = 0 (ac@o é nao degenerada).

Além disso, dizemos que Y é um A-mddulo coalgebra parcial a direita

simétrico ou que a acao parcial de A em Y é simétrica se também vale que:
(vi) (Ay(y)(a®1))(2®1) €Y ®Y, paratodos a € A, y,z €Y
(vii) Para cada a,b€ A, y,z €Y,

((y = a) = b)z = (y1 = arb)ey (yaf ~ a2)z,

onde f € Y é unidade local para o segundo fator do tensor na expressao

Ay()(abe )(ze1) e Y ®Y.
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Observagao 4.2.3. (1) O segundo membro das igualdades em (iii) e (iv) podem

ser reescritos, respectivamente, da seguinte forma:

ey(f = a)(yz —azb)z = (ev @ oy)((Ay (y)(1 ® a2b)(1 ® 2))(f @ 1)(a1 @ 1))
(ey @ w)((Ay (1) (1 © azb)(1 @ 2)) (a1 © 1));

(f =) ® (g2 = ab)y’ = (Ay(p)A@awb)(1ey)(fe)(ael)  (47)
(

Ay (y)(1 @ azb)(1 @ y'))(ar ® 1),

onde Ay (y)(1 ® azb)(1 ® 2) e Ay (y)(1 ® azb)(1 ® 3/') sdo multiplicadores em
My, (Y ®Y).

(2) As expressoes em (iii) e (iv) independem da escolha da unidade local. De fato,
para (iv), denotamos Ay (y)(1 ® a2b)(1 ® y') = >, w; ® w; e consideramos

f,g €Y tais que w; f = w; e w;g = w;. Assim, temos:

(nf = a) @ (2= ab)y’ = (Ay()(f @11 ®ab))(1®y) (a1 @1)
= (Av(p) A @ ab)1@y))(f©1))(ar ®1)

- (Cweu)( el
- (Cwfeums
- <iwig®w;><a1®1>
= <<Z; w9 1)(ar 9 1)

= (Av(y)(1®@ab)(1©y))(g® 1)) (a1 ®1)
= Arv()(g@ DI @azb)(1@y) (a1 @ 1)

= (119 < a1) @ (y2 ~— azb)y’.

A mesma justificativa vale para o item (iii).
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(3) Podemos reescrever o item (vii) (simetria), usando a mesma ideia das ob-
servagoes anteriores. Para isso, assumimos o item (vi) (Ay(y)(a®1))(z®1) €
Y ®Y e definimos esta expressao em MOY, ,(Y ®Y) convenientemente. Assim,

obtemos a seguinte escrita para o item (vii)

((y = a) = b)z = (1w @ey)(Ay (Y)(ab @ 1) (2@ 1)) (1 © [))(1 © az).

Proposicao 4.2.4. Todo A-mddulo codlgebra global é um A-mddulo codlgebra par-

cial.

Demonstracao. Seja Y um A-moédulo coalgebra a direita global via <. Sabemos
da Proposigao que < pode ser unicamente estendida a uma agao de M(A),
em particular, podemos estender a < : Y @ (AU {1y a})x — Y e, além disso
y < 1ya) =y, para todo y € Y. Assim o item (i) da Definicao estd verificado.
(ii) E imediato da Definicao m (ii).
(iii) Para cada a,b € A, y,z € Y, temos

(yaa)ab)z P29 (4 qab)2
= (yev(f)lu) <ab)z

= (v @w)Ay(y)(ey @) (f ® 1) qab)z
=  (ey @w)(Ay(y)(f @ 1)) <ab)z

= ((ev(nf)y2) <ab)z

((ey (y1f)y2) <ealar)agd)z

ﬁ
5
SA

(ey (y1f <a1)(y2 Qagb))z,

onde f € Y ¢ unidade local para o primeiro fator do tensor na expressao Ay (y)(1®
azb)(1 ® z) = -, wi @ wj e ey (f) = 1k (¥).
Portanto,

((y<a)<b)z =ey(y1f<ar)(yz <agd)z.
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Justificativa de (x): Seja l € Y tal que ey (l) = 1k e, tome f € Y unidade local

para os finitos elementos wy, .., w,,l € Y, assim 1y = ey (1) = ey (fl) = ey (f).

(iv) Para cada a,b € A, y,y € Y,

Av(yaa)leb)1ey) B2 Ay (A@A )1 eyY)

Ay (y)(a1 @ azb)(1 @ ¢/)

2 Armewhiey)mel)

= Ce@e
= (Area)(ley)(fel)(ae]l)
|D

(Ay () (f @ 1)1 © azb)(1 @ y') (a1 @ 1),

(y1f <ar) @ (y2 Qazb)y’.

onde f € Y é unidade local para os finitos elementos y.s € Y. Portanto,
(Ay(y<a)(1®0)1@y) = (y1f <a1) ® (y2 < azb)y’.

(v) Este item é imediato, pois toda acao global unitéria é nao degenerada. [

Proposicao 4.2.5. Um A-mddulo codlgebra parcial a direita unitdrio é global se e

somente se ey (y — a) = ey (y)ea(a), para todos y € Y, a € A.

Demonstracao. Se'Y é um A-médulo codlgebra global entao a igualdade ¢é satisfeita

devido a Proposicao [4.1.5]

Reciprocamente, supondo que Y é um A-médulo coalgebra parcial a direita
unitario tal que ey (y < a) = ey (y)ea(a) para todos y € Y, a € A, temos:
(i) Y é um A-mddulo a direita unitario.
29 (44)

(y=a)=0bz —=" ey(nf — a1)(y2 — azb)z

e ey (yrf = a1)(y2 = azbh)z
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= ey(yfealar)(y2 — ash)z

= (ev(nf)yz = ab)z

= (ey®w)(Ay)(f @)1 ®ab))z

= ((ey ®w)Ay(y)(ey @w)(f' ® 1))(1 ® ab))z

= av(N((ey @ w)Ay(y)(1 @ ab))z

= (y+—ab),
para todos y,z € Y, a,b € A e f € Y unidade local para o primeiro fator do tensor
na expressio Ay (y)(1® axb)(1©2) € Y @Y e tal que ey (f') = 1.

Em (*) estamos usando a Observagao 4.2.3 (2) que garante a independéncia na

escolha da unidade local.
(i) (Ay()(1@a))(1®y)eY @Y e, 10y)(Ayv(y)(1®a)) Y QY.
Imediato da Defini¢ao item (ii).
(iii) Ay (y < a)(1®b) = Ay (y)(Aa(a)(1®D)).

Dadosa,be A,y €Y,

Ay () (Aa(a)(1 @ b))(1® 2) Ay (y)(a1 ® azb)(1 ® 2)

[l

(Ay(y)(1 ® a)(1® 2))(a; ® 1)
(Z Y ® 2) (a1 ® 1)

(Ay (y)(1 ® azd)(1 @ 2))(f @ 1)(a; ® 1)

=
H
[Lio
S
&

[=|

(y1f — a1) ® (y2 — azd)z

(Ay(y = a)(1©0))(1® 2),

=]
N
[ IS
=
N

para todo z € Y, onde f € Y é unidade local para os finitos y;S ey.
(iv) iy @ ey)(Ay(y)(1 ®a)(1® 2)) = yeala)ey(2), y,z €Y, a € A.

Inicialmente, observamos que (1y ® ey )(Ay(y)(1 ® a)) € M(Y). De fato, para
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todo w € Y, basta definir

(ty @ey)(Ay(y) (A @a))(w) = (v @ey)(Ay(y)(w @ 1D(1® a)),

(ty @ey)(Ay ()1 @a))(w) = (i @ey)((w@1)Ay(y)(1© a)).

Vamos verificar a compatibilidade,

Wy BB G @) = iy @a)Bvk)(we )1 ea)
= Wy ®ey)(yiw @ y2 < a)
= w(pw) ®ey (e — a)
"y1)w @ ey (Y2 — a)
W'y @ ey (Y2 “— a))w
(1y @ ey) (W' ® yo — a))w

(v @ ev)(Ay (y)(1 @ a))(w'))w,

(w
(
(
(

para todos w,w’ €Y.
Portanto, (1y ®@ ey )(Ay(y)(1 ® a)) € M(Y).

Além disso,

(ty ®ey)(Ay ()1 ®a))(w) = (v @ey)(Ay(y)(w @ 1)(1 ®a))
= (w®ey)(y1w @y — a)
= ywey(y2 — a)
= yiwey(y2)eala)

= yeala)w

= yeala)(w),
para todo w € Y.

Assim, temos para todos y € Y, a € A,

(ty ® ey)(Ay (y)(1 @ a)) = yeala).
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E, note que (1y ® ey )(1 ® z) = ley(z), para todo z € Y. Portanto,

(ty @ev)(Ay(p)(1®a)(1®2)) = (v Qey)(Ay(y)(1®a))(y @ey)(1® 2)
= yea(a)ey(2),
para todos y,z € Y, a € A. n

Proposicao 4.2.6. Sejam Y e A dlgebras de Hopf. Entao, as Definicoes e

2.1 sao equivalentes.

Demonstragdo. Inicialmente, observamos que 1pray = 14 € (AU {1y} = A.
Supondo que vale a Definicao
(1) y ~— 14 =y, para todo y € Y.

(77) Dentre finitos elementos de Y, tome 1y € Y| assim, necessariamente, f =

ly. Note que esse elemento f € Y é o mesmo para todo y € Y.

Logo, para cada y,y’ € Y, a,b € A, temos que
Ay(y = a)1@b)(1@y) =y — a1 @ (y2 — axb)y’,
e, para ¥y = ly e b = 14, temos que, para cada y € Y, a € A,

Ay(y —a) =y — a1 @ y2 “— as.

(7ii) Dentre finitos elementos de Y, tome f = 1y € Y. Logo, para cada y,z € Y,

a,b € A, temos

((y = a) = b)z = ey (y1 = a1)(y2 ~— azb)z,
e, para z = 1 e a igualdade é satisfeita.

Reciprocamente, vamos supor que vale a Definigao [£.2.1]

(7) Imediato.
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(17) Este item é automaticamente satisfeito pois M(Y @ Y) =Y ® Y.
(i7i) Sabemos que
(y = a) = b=cey(y1 = a1)(y2 — azb),

logo, basta tomar f = 1y e a condicao sera satisfeita.

(1v) Sabemos que Ay (y — a) = Ay (y)Aa(a), para todos y € Y, a € A. Tome

f = 1y, assim temos que, para cada y’ € Y, a,be€ A

(Ay(y—a)1@b)1ey) = (Ar(y)Aala)(1®0))(1eY)
= (= a)®((y2 = a) = H)(1®Y)
= (41— a1) ®ey (2 — a2)(ys — asb))(1 @ Y)
= ()= @) ® (y2 = a2b)) (1@ y)

= y1— a1 ® (y2 — azb)y’.

(v) Supondo que y «— a = 0 para todo a € A, basta tomar a = 14 e obtemos

que y = 0. ]

Proposicao 4.2.7. Sejam Y e A dlgebras de Hopf de multiplicadores e

A (AU {1y e — k wma aplicacao k-linear. Entao

—Y® <AU {1M(A)}>k — Y

y®a —> y\a)

define uma estrutura de A-modulo codlgebra parcial sobre Y se, e somente se:

(1) M1arcay) = Li;

(ii) Ma)A(b) = 1)\ asb).

Demonstrag¢ao. Supondo que A define uma agao parcial.
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Segue do item (i) da Defini¢ao m que yA(Laay) =y “— La(ay =y, para todo
Yy € Y, IOgO )\(1M(A)) = 1k-

Para o item (7i), por um lado, temos
((y = a) = b)z = yAa)A(b)z,
e, por outro lado,

ey(yrf — a1)(y2 < azb)z = ey (y1f)A(a1)y22A(asd)

= yzey ()N (a1)A(asd).

Logo, assumindo que ey (f) = 1i, segue da Defini¢ao [4.2.2] (iii) que
yAa)\(b)z = yzA(a1)A(agd),
para todos y, z € Y. Portanto, A(a)\(b) = A(ai)A(azb).
Reciprocamente, vamos verificar os itens da Definicao [4.2.2]
(1) v = Larcay = yA(1aa)) =y, para todo y € Y.

(77) Para todos a € A, y,y’ €Y,

*

Ar(lea)ley) = (Arie)(ley)eY Y.

—
=

Analogamente, verificamos a outra inclusao.
(7i1) Para cada a,b€ A, y,z €Y,
((y = a) = b)z = yzMa)A(b)
= ey (y1f)y22A(a1)A(aszb)

= ey(yf = a1)(y2 — azb)z.

onde f € Y ¢ unidade local para o primeiro fator do tensor na expressao Ay (y)(1®

CLQb)(l X Z) cY®Ye Ey(f) = 1.
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(1v) Para cada a,b€ A, y,z €Y

(Ay(y—a)(1®b)(1®@2) = Ma)(Ay(y)(1®0))(1® 2)

= Ma)Ab)Ay(y)(1 © 2)
Aar)A(azb)(y1 @ y22)
Aar)Mazb)(yrf @ y22)

= Aa)Mazb) Ay (y)(f @ 1)(1 ® 2)
Aar) Aazb) (y1 f ® y52)

= (S = a1) @ (1 — azb)z,

onde f € Y também é unidade local para o primeiro fator do tensor na expressao

Ay()1®a)(1®z2) €Y QY.

Justificativa de (x): Definimos o seguinte multiplicador em My, (Y @ Y) :

Al)1@a)(z) = (Aly)(1©2)(1ea),

Aly)lea)(z) = (1©2)Al)(®a).

Verifica-se facilmente a boa definicao deste par.

(v) Supondo que y < a = 0 para todo a € A, assim y\(a) = 0 para todo a € A.

Logo, basta tomar a € A tal que A(a) = 1 e obtemos que y = 0. ]

Exemplo 4.2.8. Sejam Y uma édlgebra com produto nao degenerado, Ag a dlgebra
definida no Exemplo [1.1.10| ¢ N um subgrupo finito de G tal que car(k) { |N|.

Definimos a aplicagao linear

A:(Agu{lM(AG)}>]k — k
w 9EN,

0 , caso contrario.

Laragy = Z)‘((Sg)

geG
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Entao, Y é um Ag-mdédulo codlgebra parcial a direita com agao y < a = A(a)y,

para todo a € (Ag U {lyuntkey €Y.
Vamos verificar os itens (i) e (ii) da Proposigao [4.2.7

(7) Sabemos que a &dlgebra de multiplicadores de Ag é o espago de todas as

fungoes de G em k e que 1y/(a,) = dec d, (soma formal). Logo,

M) = Y AG)

geG

- 1
- gGNW
|N]
[N

= Ij.

(1) Sejam &4, 0, € A, entao

# b g7 h 6 N7
)‘(59))‘(5h) =

0 , caso contrario.

Por outro lado,

M) DA(B)20) " A(Gyn-1)A(0n)

ﬁ ,gh™tehe N=ge N

0 , caso contrario.

Logo, A(0g)A(6n) = A((64)1)A((d4)20), para todo dy e 0), € Ag.

Assim, concluimos que A define uma acao parcial de Ag em Y.
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Exemplo 4.2.9. Sejam as dlgebras Ag e Y do exemplo anterior, definimos um

elemento idempotente f € M(Ag) tal que (f ® 1)A(f) = f ® f por

f:G — k

1 ,g€N,
g

0 , caso contrario,

onde N é um subgrupo qualquer de G (recordamos que G também é um grupo
qualquer). Entao, Y é um Zl\g—médulo codlgebra parcial a direita via y — b = yA(b),
onde A(h) = A(p(-h)) = @(fh) e ALy m) = £(f)-

() Inicialmente, lembramos do Exemplo que €(h) = h(e), onde e é o ele-
mento neutro de G, h € Ag. Podemos estender ¢ para todo m € M(Ag), definindo

g(m) = e(m)e(c) = e(me), onde €(c) = 1,

Logo,

My = £(F) = £(f8.) = (£8.)(€) = f(e)de(e) = L.
(17) Sejam /f\L,/g\ € AAg, entao

A(B1)A(h3) o(£S7H(g)h)p(fg2)
o(F(1® @) (Afg2) (ST (g)h © 1))
2((1® 9)((f ® DA(fg2) (S (g1)h © 1))
(1@ @) ((f ® DA A(g) (S (g1)h @ 1))

e((2 @ @)((

p((1® ) ((f ® [)Ag2)(S™ (g)h @ 1))
p((e®@)((

p((1 @)

i g

((2 F® 925 (g1)h ® g3)))
((e (f® f)(heg)))

= o(fh)e(fg)
= AMA@G).

&
&
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onde na igualdade (%) estamos usando a propriedade (f ® 1)A(f) = f ® f. Assim,
M) = Mn)A(heg), para todo h = () e § = ¢(.9) € Ag.

Portanto, «—— é uma acao parcial parcial de Ag em Y.

4.3 Moébdulo Coalgebra Parcial Induzido

Nesta se¢ao, construiremos um maédulo coalgebra parcial a partir de um maédulo
codlgebra global através de uma projecao. Para isso, vamos supor que Z ¢é um
A-médulo codlgebra a direita (global) via <, Y é uma subélgebra de Hopf de mul-
tiplicadores de Z (Defini¢ao e m uma projecao de algebras de Z sobre Y,

conforme Definicao [2.1.6| Além disso, também vamos supor que 7 satisfaz:

(i) Paratodosy € Y, z € Z, a € A, a comultiplicatividade no seguinte sentido

Ay(r()y @ 1)1 ®a) = (r7)(Az(2)(y®1)(1® a)). (4.8)

(ii) Paratodosa € A,z € Z ey €Y tal que ey(y) = 1,
m(n(z)<a) = w(ey(m(z1))z2 <a). (4.9)

Proposicao 4.3.1. Nas condi¢ées mencionadas, para todos y € Y, a € (AU

{Lrray }x, a aplicagao linear
y—a:=n(y<a)
define sobre Y uma estrutura de A-mddulo codlgebra parcial.

Demonstracdo. De fato,

(1) v laeay = 7(y <1laa) = 7(y) =y, para todo y € Y.

(@) (Ay(y)(1®a)(10y)eY ®Y, e 12y)(Ayy)(1®a)eY @Y,
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para todos a € A, y,y € Y.

Sabemos da Defini¢ao que para todos y,y' € Y, a € A, (Az(y)(1®a))(1®
y') € Z® Z, assim

(rem)(Az(y)(1®a)(ley)) eY @Y,

e, para todo y” € Y, temos

(rem)(Azy)(1ea)(ley)(y' ©l) = (r

g
EEEE)
® ® ®
2
>
N
s
=
® ©® ®
Q
—
®
@\
=X
®
=

I

3
—~
<
—
<

S
I
~—~ — — —

s
I

Logo,

(r@m)(Az)(1@a)l®y)) = (Ay(y) 1 ®a)(ly),

para todos y,y' € Y, a € A. Portanto (Ay(y)(1®a))(1®y) €Y QY.
Analogamente, mostramos a outra inclusao.

(7ii) Para cada a,be€ A, y,y €Y,

ey(pf —a)(ya —a2d)y’ = ey(m(yf <2ar))m(y2 < ad)w(y’)
= ey(m(yf am))m((y2 <azd)y’)

(eym@7)(y1f Qa1 @ (y2 <azb)y’)

4.1

(L

27 ey @) (@ M)Ay (yaa) 1@ D)L ® y))ey (1)
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(ey @y )(r@7)(Ay(y<a)(1®b)(1@Y)(t® 1))

Y erowren@ryaaite N1 ley)
= ey aant)r(((y2a) <b)y)

= ey(r((yan)r((yaa) ab)y

()

m(m(y <a) 2b)y’

(m(y<a) = b)y

= ((y=a) =)y,
onde t € Y é tal que ey (t) = 1x. Portanto
((y = a) = 0)y = ey (ynf — ar)(y2 = azb)y/,

onde f € Y é unidade local para o primeiro fator do tensor na expressao Ay (y)(1®

agb)<1 ®y’) eY®Y

(1v) Para cada a,b € A, y,y' €Y,

(Avly—ale)ley)y' el = (Ay(ryaa)y’ e)(1eb)ley)
(r o™ (Ay(yaa)y’ © DAL O Y))
- renAry)len)(ley)y ©1)
= renArya)lenley)y ®l)
S (r o)y ca ® (g2 2asb)y) (v @ 1)

m(yrf <a1) @ 7((y2 2azb)y’)(y" ® 1)
= (m(ynf9a) @ w(y2 <azb)y’)(y" @ 1)
= (nf = a @y — ab)y)(y' @ 1),
para todo y” € Y.
Logo, (Ay(y = a)(1®@b)(1®Y) =y1f < a1 ® (y2 = axb)y/,

onde f € Y ¢ unidade local para o primeiro fator do tensor na expressao

Ay(P(1@ad)(1®y) eY @Y.
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(v) y < a = 0 para todo a € A entao y = 0.

De fato, supondo que 0 = y <~ a = w(y <a) para todo a € A. Seja e € A tal que

y<e =y, assim temos

O=y—e=mn(y<e)=7(y) =y.
]
A acao parcial + definida na Proposicao ¢ chamada de acao parcial indu-

zida via m. Dizemos também que Y é um A-médulo coalgebra parcial induzido

via .

4.4 Dualizacao

Nesta secao, estabelecemos a dualidade entre médulos codlgebra parciais e comédulos
coalgebra parciais para um grupo quantico algébrico. Para o que segue, vamos supor
que A é um grupo quantico algébrico, Y é uma &dlgebra de Hopf de multiplicadores

regular. Além disso, consideramos ¢ uma integral a esquerda em A.

Proposicao 4.4.1. Se Y é um A-comddulo codlgebra parcial a esquerda simétrico

via p, entao Y € um A-médulo codalgebra parcial a direita simétrico via
— Y @ (AU{ly e — Y,
onde y — p(-a) = (p @y )(p(y)(a®1)) ey < 13 = (ea @ w)p(y).

Demonstragao. Vamos verificar os itens da Definigao [£.2.2]

)p(y) B12) y, para todo y € Y.

(1) y — Lyiay = (ea®y
(i1) Sejam y,y' € Y, o(_a) € A, mostraremos que

Arv(m)1®pla)(ley)eY Y.
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Inicialmente, vamos pensar esta expressao como um multiplicador em M}, (Y ®

Y) para todos v,y € Y, ¢(_a) € A. Assim,

[Av(y) (1@ e(a)]1ey)(z®1) =

= ArEeD)Iee(a)ley)

/

=  12® (2 — p(a)y
= 2@ (p@w)(p(y)(a® 1))y’

= Z(ZY ® P @) (Y12 ®a; @Yy
= D) r®een)(120e4oy)(118y))

1y @ @1y) (112 @ T (Y ®a))(1 ® 1Y)

( )(( (
(v @@ )((y @T)(Ay(y)(z@ 1) ®a)(1010Y))
= (r@eaw)(weT)(Ar(y) @a)(z@10Y))
( )(( (
( )((

®
1y T Ay(y) @a)(1®12y)(z0121))

= ly Q@ p iy

5. 1.2(¢) 1y Q@ ® 1y Zzi®bi®wi)(z®1®1))
= ZZiZSD(bi) @ w;
= ) (zp(b) @wi)(z @ 1)

i

= (weeew)(weoT)(Av(y)@ad(1le1@y))(z@1).
Entao:

Ayl ee(a))1ey)(:@1) = (wee@wy)((ty ®T)(Av(y) @a)(l®1ey))(z©1),
para todo z € Y.

Portanto,

Ay eela)]ley) = (v @eew)((y 9T)(Ay(y) ®a)(11®y)) e Y @Y.

Analogamente, mostramos que (1 ® y')[Ay(y)(1 ® p(.a))] € Y ® Y, para todos

.y €Y, ¢(a) € A,
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(i1i) Dados y € Y, p(_a), o(.b) € A, temos

ueT)(y ey’ ®b))z

(

(

(

=(p®eRuw)(y la@ Ty’ @0b))z

= ( (

( (1@ T)(T @) (y@a®b))z

( (14 @ T)T ®14)(y ® Aa(c)(d ®1)))z
Y (0@ @1)((1a @ D)((T ®14)(y ® Aa(0))(d @ 1® 1))z

= (P @e@w)[((a@T)T @14)(y ® An(c)))[d®@1®1)]2

= (R R1)[((1a @T)HT ®14)(y @ Au(c))([d®1® z)]

ELX (P @@ @uw)[((a®ey)T ®1a @ 1y)(ty ® (Aa @ 1y)T)(Ay(y) ® c)(d®1® 2)]

= (0w (®ey)T®uw) (v ® (A @ uw)T)(Ar(y) )1 de 1 2))
= (90 ® YR ZY)[((ZA ®ey)T @iy ® ZY)(lY ® AL Ry )((1y ® T)(Ay(y) & C)

o(1®1®2))(10d®1®1)]

w

.1.2(4%

D @@ (u®ey)T®1@w) iy ® A ® )z @e®uw)(l0d® 1o 1)

. (PR 1) [((1a®@ey)T @14 @ 1y) 1y @ AL R1y)((ty @ T)(Ay () @) (f®1® 2))(1 ®d® 1%)]

= (0@ ew)[(®ey)T @1 @w)(y @ Aa®@w)((y ® TN Ay (Y)(f® 1) ®)(1I°®2))(1® d @ 1%)]
= (R0 u)[(1a®ey)T ®14 @1y )ty A4 @ 1y) (1 f T (12 ®))(1®1®2)(1®dR1® 1)]
= (@ ®1w)[((ta ®ey)T @14 @ 1y) (Y1 f ® Aulye ') (d® 1) ® 12°2)]
= (@@ w)[(ta @ey)T (1 f @ (Y27 )1d) ® (127" ¢)a @ 47
= ¢((1a @ ey)T (i f @ (y2 " )id))o((y2 7" ¢)2)ye"2
= o((ta @ey)T (1 f @ d)p(ya~" c)y">
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=o((pf)™ )
(i f) D)y f) ey e)y2"z
)
— (

”E I él)

(Ay(y —

= (
=
=
(
(
(
(
(
(

ey ((wf) = (p(a)1)(y2

ey (Y1 f)*) ey~ e)yz

ey (1 f) = () (y2 — ()2

p(-a))2p(-b))z.
Portanto, para cada ¢(-a), p(-b) € Ay,z€ey,

((y = pla)) = @(b)z = ev((ynf) — (0(-a)1)(y2 — (p(-a))20(0))z,

onde f € Y é unidade local para o primeiro fator do tensor nas expressoes
(1y @T)(Ay (1) ®c)(1®1®2) e YRARY e Ay(y)(1®p(ca)ep(b))(1®z) € YRY,

justificando (x).

(iv) Vamos mostrar que, para cada o(_a), p(_b) € A, y,y/ €Y,
(Ay(y = p(a)(1@ (b)) 1@Y) = (Y1 f = ¢(-a)) ® (y2 — p(-a)2p(-b))y"

De fato, para todo z € Y, temos

pla))1@e(h)1ey)zel) =

ey a) Ay (") (1@ (D)1 @y )(z©1)

ey 'a)Ay (1°)(z @ 1)1 @ @(b)) (1@ Y)

)
)
)
)

(
(
Py~ 'a)(y’12 @Y%) (1@ (D) (1@ Y)
Py la)(y’12 @y’ — (b)) (1 @y)

(p@y @)y la®y" 2@ (p@uw)T(y; ®D))) (1Y)

PRy @p@uw)(y ey’ 20Ty’ b)) (1Y)

(P@y @eR@u)(1a®1y @T)(y 'a®y’120y° @)1 1Y)
(P @e®@iy) @y @T)(y 'a®Ay(y’) (2@ 1) @) (1®Y)
( I

PRy ®P@uy)(a®y @T)[(y 'a@Ay(1°)@b)(1®20101))(1®Y)
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w

—~

@1y @ @uy)(ta @ty @T)(y 'a® Ay (y°) @)|(z® )
[(p@R1y @0 @1y)(1a @1y @T)(14 @ Ay @ 14)(T(y ® @) @ D)|(2 @ Y)
[(

PRy @PRiy)(1a®1y @T)((14a @ Ay)T(y ®a) @)](2 @)

H
||'°

D@1y @p@1)(1a @y @T)(T@1y)(ty @ T)(Ay(y) ® a) @ b)](2 @ y/)

(P @1y @p@1y)(1a®@1y @THT @1y ®14)(10y ®T @ 14)(Ay(y) @ a @ b)](2 @ ¢/)

PRy @@ )(T@®uUR)(ty ®uAT)(y ®T ®@14)(Ay(y) ® a @ b)](2 @ ¢)

(p@1y @@y )(T @14 @1y)(ty @ (14 @ T)(T ®124))(Ay (y) ® a®b)](z @)

[(p @1y @@y ) (T @14 @1y)(ty ® (1a @ T)(T ®14))(Ay (y) ® An(e)(d @ 1))](z @)

[(p@ty ®p @iy )(T @14 @ty)((1y ® (1a @T)NT @ 14)(Ay (y) ® Au(0))(1@d®1®1))](2 ®Y)

= (e @1y @@y )(T®1a @y ){[(ty ® ((1a @ T)T @ 14)) 1y @1y @ Au))(Ay(y) ® )]

o(l®d1®1)}zeY)

D (o0 ®p@uw)T®u® )iy ® (i ®ey)T®u® )y ® (A ®w)T))(y ® Ay ®1)

o(Ay(y) ®@0)](1®d® 12 1)} z0Y)

=(p@1y @@ ) (T ®14 1) {[(ty ® (14 ®ey)T @14 @1y )(ty @ (As @ 15)T))((1y @ Ay)Ay(y) @ )]

o(l®d1®1)}HzeYy)

=(p®1y @ 0 1y)(T @14 @1y ){[(ty ® ((14 @ ey)T @14 @ 1y)(1ty @ (Aa @ 1y)T))((Ay @ 1y) Ay (y) ® )]
o(ld®1l®1)}zey)

=(pR1y @Ry )(TR14R 1y ){[(ty @ (14 ®ey)T @14 R1y))(ty @1y @ (Aa R 1y)T)(Ay Q1y @14)
o(Ay(y) @ oJl®d®l® )} z®Y)

= (@1 @) (T ®1a @1y ){[(ty ® (14 @ ey)T @14 @ 1y)(Ay @ (Ay @ 25)T)(1y @1y @ 14)
o(Ay(y) @ 0)]1®d® 12 1)} z0Y)

= (@1 ®pRu)(T®1a®wy){[(ty @ (ta®ey)T @14 @1y)(Ay @ (A @1y)T)(Ay (y) @ )]

o(l®d®1®1)}z®y)

=(pRiy @ R1y)(T @14 Rty ) {[(ty @ (14 ®ey)T @14 Ry )(Ay @14 Q14 Q2y)(ty @ (Aa @1y)T)
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Doy @p@u (T Ouen) |y ® (1a®ey)T®u®n)(Ay ® 14 @1 )iy ® (As @ wy)T)

o(Ay(y) @ )(d®10 1@ 1)} (z®Y)
(

ol Ay(y) @ o)]1®d®1®1)}Hz®y)
[

= (p®R1y @Ry ){(T®14aR1y)[(ty ®14Rey 14 @1y )1y @T R 14 R1y)(Ay @14 @14 R 2y)
oty ® (Au @ )T)(Ay(y) ®o)](d® 1@ 1@ 1)}z ®Y)
=(p®1y @Ry ){[(ta @1y ®ey RuaR1y)(T Ry @14 R1y)(ty T @14 R 1y)(Ay ® 14 Q14 @ 1y)

)
(
oty ® (Aa ®@1y)T)(Ay(y) @ )](d® 11 1)} (z®Y)
=(e@ty @@y ){[(u @ty ey ®14 @ 1y) (T ®1y)(ty @T)(Ay ®14) @14 @ 1y)
)

o(ty ® (Aa @ w)T)(Ay(y) @ )](d@ 1010 1)}z 0y

3.1.9|(ii1)

1S

PRy @p@uw){[(a®@1 @ey ®1a@1y)((1a @ Ay)T @ 14 @1y ) (ty @ (Aa @ 1y)T)
o(Ay(y) @)](d®1010 1)} z® )

=(p @1y @@y ){[((1a ® (ty @ ey) Ay )T @14 @ 1y) 2y @ (A4 @ 1y)T)(Ay (y) @ ¢)]
o(d®1®11)Hz®1y)

p @y @p@u {[(T®u@w)y ®(Aa@w)T)(Ay(y) @)(de110 1)} z0Y)

PRy @Ry ){(T®14R1y)[((ty @ (Aa @ 1y)T)(Ay(y) ®)(1®dR1®1)]}Hz®Y)
)

(p@uw)T®pe@w)[((ty ® Aa ®1y)(ty @ T)(Ay (y

= (

= (

(@) TR e@1y)[((ty ® (Aa@1)T)(Ay(y) ®c))(10de1®1)|(2 Q)
( 2c)(10do1y)|(z®1)
(

)

) ) ®
(p@w)T@e®w)[ty ® Aa®@w)((y @ T)(Ay(y) © c)(1®1©Y))
(z@1)

Y (@) TR @)ty ®As @ 1y)(zReuw)(1®d®11)|(2® 1)

o(1®d®1®1)]

@
o
i

x

(e (p@W)T @ @wy)[(ty @ Ax @1y)((y T)(Ay(y) @ c)(f@1®Y))

o(l®del®l)|l(z®1)
=((Pew)T®ew)lly ®As@uw)((r T)(Ar(H)(f @) @)1 10Y))

(1®d®1®1)(z®1)
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(Pew) TRty ®Au@w) i f@T(1pRc)(1ey))(1edelel)(z@1)
(e®u)T @9 @w)nf @Aa( ) ®p’yY)1®de1e1)(:@1)
(e @uw)T(y1f @ (g2 'c)1d) @ p((y2~"c)2) ® y2"y ) (2 @ 1)

(p@uw)T(y1f @ d)p(y""c) @ 1"y ) (2 @ 1)

(W1f) = ()2 @ (g2 — ¢(0))y’

(
(
(
(
(
(1 f) = p(a))z @ (y2 = p(-a)p(b))y'.

Assim:
Ay(y = (@) 1@ () (z@y) = ((nf) = v(a)) @ (y2 = p(a)p()y)(z @ 1).

E, como f € Y depende apenas de 3y’ € Y e independe de z € Y, entdo a

igualdade vale para todo z € Y.

Portanto, segue que, para cada ¢(_a), ¢(_b) € A y.y ey,

Ay(y — ¢(a)1@p(0)(1@y) = ((yuf) = p(a)) @ (Y2 — p(a)2p(D))Y,

onde f € Y é unidade local para o primeiro fator do tensor nas expressoes
(ty @T)(Ay(y) @c)(101®2) € YO ARY e Ay (y) (10 ¢(-a)p(h))(10Y) € Y ®Y,

justificando (% * ).

Justificativa de (x): Sabemos de [3.1.2(iv) que, para todos y € Y, a € A,
(ta @THT @ 14)(y ® An(a)) = ((ta @ ey)T @14 @ 1y ) 1y @ (A4 @ 2y)T)(Ay (y) ® a).
Usaremos esta igualdade para mostrar:

(ty @ (1a @ T)T @24))(ty ® 1y @ Aa)(Ay (y) @ a) = (i @ )y © Ay @ 24)(Ay (y) ® a),

para todos y € Y, a € A, onde:

0

(1a®ey)T @14 @1y )(ty @ (As ®1y)T).
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Para tal, definiremos dois multiplicadores em M}, (Y ® AQ A®Y).

1° Multiplicador:

((oy @ (1a @ THT @ 14))(ty ® 1y ® Aa))(Ay (y) @ a)(2) =

= (v @ @T)T ®u))ly @1y @ Aa)(Ay(y)(z @ 1) @ a),

((oy @ (a @ TYHT @14)) oy ® 1y ® Ax))(Ay(y) @ a)(2) =

= (@ @T)(T®1))(y @1y ®A4)((2@ 1Ay (y) ® a).

Vamos mostrar a boa defini¢do do par em M) (Y ® A® A®Y). Para isto,
basta mostrar a relacao de compatibilidade de multiplicadores, pois sabemos que o

produtoem ¥ ® A ® A ®Y é nao degenerado. Denotamos:

V = (ZA ®T>(T®ZA).

Assim,

(v @ V)(oy @ 1y @ An))(Ay(y) @ ) (2)J(w @ 1@ 1@ 1) =
= [(we@V)(iy @y @ A0 (22 DAy (y) @a)l(w @101 1)
= [y @V)(ty @1y @A) (21 @12 Q@ a)|(w ®1@1®1)
= (G @Viy @A4)(12®a))(we1l®1e1)
= (2w ® V(iy @ Au)(y2 ® a)
= (y®V)y @1y @ A0)(((z®@ DAy (y))(w @ 1) ® a)
= (y@V)y @1 @ Ax)((z@ 1)(Ay(y)(w® 1)) ®a)
= 2(nw) @ V(iy Aa)(y2 ® a)

= (elela )y @ V)i @y @ As)Ay(y)(ve 1) ®a)

= 2010101ty @ V)(iy @1y @ Ax)(Ay(y) ® a)(w)),

para todos y,z,w € Y, a € A.
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2° Multiplicador:

((y @ D) (oy @ Ay @124))(Ay (y) @ a)(2) = ((r @ D)oy @ Ay ®14))(Ay () (2 @ 1) ® a),

((y @ D)oy @ Ay @124))(Av (y) @ a)(2) = ((or @ D) (oy @ Ay @ 14))((2 @ DAy (y) @ a).

Vamos mostrar a compatibilidade em M) (Y @ A® A®Y).

[y @ O)(ty @ Ay @ 14)(Ay(y) @ a)(2)](w@1®1®1) =
[(oy @ O)(oy ® Ay @ 24)) (2 @ 1Ay (y) @ a)[(w ®1© 1@ 1)
[((ty @ O) oy ® Ay @14)) (21 ® 2 @ a)](w ®1® 1 ® 1)
[(z51) @ O(Ay @ 24) (12 @ @) (w @ 1® 1@ 1)

= (zy)w @ O(Ay @ 14)(y2 ® a)
((ty @ D)1y ® Ay ®24))((( @ DAy (y))(w @ 1) ® a)
(v @ O)(oy ® Ay ®24))((z @ 1)(Ay (y)(w ® 1)) ® a)

= 2(yw) @ O(Ay @ 14)(y2 ® a)

= 201012 1) (11w O(Ay @14)(y2 ® a))

= 20111ty @0)(ty ® Ay ®14)(Ay(y)(w® 1) ® a)]

= (ele1a)[((y ®0)(y @ Ay @14))(Ay(y) @ a)(w)],

para todos y,z,w € Y, a € A.

Agora, vamos mostrar que estes multiplicadores sao iguais em Mgf (Y RARA®
Y’). Novamente, usando que o produto em ¥ ® A ® A®Y é nao degenerado, basta

mostrar a igualdade para apenas uma das ordenadas.

((y @ V) (oy @1y @ An))(Ay (y) @ a)(z) =
= (w@V)(y @y @AL))(Ay(y)(z®1) ®a)
= (weV)(ty @1y ®As))(112 @y @ a)

= 12 @ V(y2 @ Ay(a))
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= 2@ (@ T)(T ®14)(y2 ® Aa(a))

112 @ (14 ®ey)T @14 @ 1y) 1y @ (Aa @ 2y)T)(Ay (y2) ® a))

112 @ O(Ay (y2) ® a)

=  (w@D)(y @Ay @) (Ay(y)(z® 1) ®a)

para todos y,z € Y, a € A.

Justificativa de (xx):

((ty @ O)(1y ® Ay ®24))(Ay (y) ® a)(2),

Suponha que w € Mgh(Y ® A® A®Y). Assim:

(TRiaRy)(wW)(dR1®c®1)

para todo ¢ € A. Portanto:

TRuy) (wleleexl)(delelxl)
(TR®uuw)(yodele/)(de1olel)
y'_la’d®y’0®b’®z’

(T®uaQw)(y ®ddebt ®2')
TRuey)(wWlelecel)(l®edel®l))
TRuaRy)(wledelel)(lelecxl))

TR®aRy) wledel®l)(1le®l®cl).

(TRaR1y) (W) ([d1101)=(TR14Q1y)(w(1l®d®1®1)).

(v) y — ¢(_a) = 0 para todo (-a) € A entdo y = 0 (agio é nao degenerada).

Inicialmente, observamos que:
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||§

(€' (ca))

/

= plea)(o),
para todo ¢ € A. Ou seja ¢(_a) = p(€’_a) para todo a € A. E, também vale que:
p(bd)(c) = ¢((bc)d)
= o(d (b))

= ((db)c)

— p(dB)(0),

para todo ¢ € A. Ou seja ¢(b_d) = ¢(d'b-) para todos b,d € A.
Assim, para todos b,d € A, ¢(b_d) € A, e considerando a escrita p(y)(d®1) =
> ;i ®y;, onde {y;} é um conjunto linearmente independente, temos
0 = y+ ¢(bd
= (p@uw)((be p(y)(de 1))

= (g0®2y)(zbai®y¢)
= Z@(bai)yi-

Logo, ¢(a;a) = 0 para todo i, e a € A. E, pela Proposicao [1.2.5] obtemos que

a; = 0 para cada i.

Donde segue que, p(y)(d ® 1) = Y. a, ® y; = 0 para todo d € A. Portanto,
p(y) = 0 e da Definigao [3.1.2] (i), temos que y = 0.

(i) (Ay(y)(p(.a) ®1)) (2@ 1) € Y ®Y, para todos p(_a) € A, y,z € Y.

A demonstragao segue analogamente ao apresentado no item (7).
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(vii) Dados y € Y, ¢(_a), (_b) € A, temos

14@7)(c®10N(A®w)([doy)(1® 1 2))

=(e@e@uw)(c@1@)([(u@T)(a®@T)(T®14)(1a @ T)(As @ 1y)(d @)1 ® 1@ 2)))

= (P@e@y)(c@1@1)([((1a®ey)T ®1a @ 1y)(14 @ Taeyy)(Da @ )T @ 1y) (14 ® Ay)(d @ y)]
o(1®1® 2)))

=(e®@e®1y)(((1a@ey)T @14 ®1y) (14 @ Tagyy)[(c®1 0 1@ 1) (A @ 15y)T @1y ) (14 @ Ay)(d ® y)]

)

(

o(1®1® 2))

= (e Ry )((1a @ey)T @14 @ 1y) (14 @ Tapyy)[(c® 10 1@ 1)((As @ 1) T @1y )(d @ Ay (y))]
(191 ® 2))

= (2o @uw)(((1a®@ey)T @14 @ 1y) (14 @ Tagyy)[(c© 1@ 1@ 1)((As @ 1y)T © 1) (d @ Ay (y))
o(1®1®2®1)])

= (@@ 1y)(((1a @ ey)T ® 14 ® 1y) (14 @ Tazyy)[(c® 1@ 1@ 1)((As @1y @1y )(T @1y)(d @ Ay (y)))
o(1®1®z® 1))

=(pRe@1y)((1a®@ey)T @14 @1y)(14 @ Tagyy)[(c®@1@ 12 1)((As @1y @ 1y)(T @1y)(d @ Ay (y))
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o(l®z®1))])

[¥8]
R
[l

R (p®e@1y)(((1a @ey)T @14 ®1y) (14 @ Taeyy)[(c@ 1 1@1)((As @1y @1y)(e ® 2 @ w))])

—~

2@ @n) ()T @14 @) (14 @ Tasyy) (€@ 1810 (A @1y @ )T @ 1)(d @ Ay(y))

o(l®z® f))])
= (R e@1y)(((1a ®ey)T ®14 @1y) (14 @ Taeyy)[(c@ 1@ 1@ 1)((As @1y @1y)

o(T@w)(de Ay(y)(1® f))(1®z@ 1))

(
)
= (e ®p @1y )(((1a ®ey)T @14 @1y) (14 ® Tazyy)[(c®1®1®1)((As @1y @ ty)(dyr " @ 11°2 @ a2 f))])
=(p@e@1y) (14 ®ey)T @ 14 ® 1y ) (14 ® Tagy,y)[(c® DAA(dy1 ™) @ 112 @ 1o f])
= (p@e@w)(((1a ®ev)T @14 @ 1y)(14 @ Tagyy)[e(dyi ™ )1 @ (dyr )2 @ 41"z @ g f])
= (P @ @) (((1a @ey)T 14 @ 1y)(c(dys™ 1 @ paf © (dyr )2 ® 11°2))
= (p @ 0@ )((1a @ey)(c(dyi™ N (y2f) " @ (120)°) @ (dyi )2 @ y1"2)
= o(c(dyr )1 (y2f) ey (y2h)")e((dyr )2z

= (c(y2f) " )o(dyr ey ((yof) ")y 2
= o(dy1 ") zey (@(c(yaf) " (v2)°))
d))ey (yof — p(co))z

a_)1p(b2))ey (o f — @(a-)2)z.

Il
—~ —~~
<
=
S
—~ ~—~

Assim, para cada ¢(_a), p(-b) € Ay, zey,

((y = w(a-)) = b))z = (y1 = pla)1p(b))ey (yof — v(a-)2)z,

onde f € Y é unidade local para o segundo fator do tensor na expressao
Ay (y)(pla)i1p(b) @ 1)(z®@ 1) € Y ®Y, e também para o terceiro fator do tensor
na expressiao (T @1y )(d @ Ay (y))(1®2®1) € A®Y ®Y, justificando (¥).
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