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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes de certos proble-
mas p-sublineares envolvendo o operador p-laplaciano usando teoria de Morse.

Palavras-chave Equacdes diferenciais parciais, p-laplaciano, teoria de Morse.

Abstract

The purpose of this text is to provide a didactic exposition of the paper “Solutions of
p-sublinear p-Laplacian equation via Morse theory” by Yuxia Guo and Jiaquan Liu [8].
This paper addresses the existence and multiplicity of solutions for the problem

—Apu = f(x,u) in Q,
u=0 on 0f),

where Q is a smooth, bounded domain of RV, A, is the p-Laplacian operator and f
satisfies certain conditions, in particular f is p-sublinear at 0. Morse theory is used to
infer the existence of critical points of a functional associated to this problem.

In Chapter [2] we introduce the necessary Morse theoretic concepts, assuming basic
knowledge of singular homology theory. In Chapter |3, we introduce basic properties of
the p-Laplacian operator, assuming knowledge of Sobolev spaces, including imbedding
and compactness results. Finally, in Chapter [4] we follow Guo and Liu’s paper itself.

Keywords Partial differential equations, p-Laplacian, Morse theory.
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1 Introducao

Este trabalho consiste em uma exposicao didatica do artigo “Solutions of p-sublinear
p-Laplacian equation via Morse theory” de Yuxia Guo e Jiaquan Liu [8]. Nesse artigo,
investiga-se a existéncia e multiplicidade de solugoes para o problema

—Apu = f(zx,u) em Q
4 f( Y ) 9 (11)
u =20 em 0f),

onde Q é um dominio suave e limitado de RY, A, é o operador p-laplaciano e f sa-
tisfaz certas condi¢Oes, em especial alguma condi¢do de p-sublinearidade. O operador
p-laplaciano é uma versdo homogénea de grau p — 1 do operador laplaciano usual, Ao, e
o espaco de Sobolev WO1 P(Q2) é conveniente para tratd-lo. Com respeito as condigoes de
p-sublinearidade, supomos, em um primeiro problema, que

t
m pf() f(xa 8) ds < )\1|t|p_1
[t|—o00 |t]

(cf. (3-8), (f4)), isto &, f é, em média e para ¢ grande, dominada por A1 |t[P~1, uma funcéo
homogénea de grau p — 1. Em um segundo problema, supomos que

f(x,t) = M |tP~2t + g(x,t) onde |l‘im glz, t)/[tP~! = 0.
t|—o00

(cf. (f5)), ou seja, f é assintoticamente equivalente a A1 |t[P~t.

Consideraremos a formulacdo variacional destes problemas e aplicaremos teoria de
Morse para. inferir a existéncia e multiplicidade de pontos criticos do funcional associado
a equagao diferencial.

O texto estd organizado da seguinte forma. No Capitulo [2| apresentamos as idéias
de teoria de Morse utilizadas no restante do texto. Para isso, assumimos conhecimen-
tos bésicos de homologia singular (propriedade da excisdo, invaridncia por homotopia
e seqiiéncia exata longa de um par e de uma tripla), que recapitulamos abaixo. No
Capitulo [3] introduzimos as propriedades basicas do operador p-laplaciano. Demonstra-
mos um teorema de representacdo para o dual do espaco de Sobolev VVO1 (), enunciamos
alguns resultados de regularidade e principios de méaximo e de comparagao, e definimos
autovalores do operador (nao linear) p-laplaciano. Para isso, assumimos conhecimentos
sobre espacos de Sobolev, incluindo as imersoes de Sobolev e resultados de compacidade.
Por fim, no Capitulo 4] seguimos o artigo de Guo e Liu propriamente dito.



1.1 Teoria de Morse classica

Classicamente, a teoria de Morse abrange o estudo das fungbes “mais simples” em
uma variedade diferenciavel compacta M e da relacdo destas com a topologia de M.
Neste texto, precisaremos de uma versao dessa teoria para o caso de dimensao infinita.
Por sorte, sera suficiente considerar casos bastante particulares de alguns resultados da
teoria generalizada, de forma que uma apresentacao razoavelmente autocontida daquilo
que utilizaremos poderd ser dada em poucas paginas, no Capitulo[2l Para situar o leitor,
enunciamos a seguir o resultado fundamental da teoria de Morse classica, a saber, as
desigualdades de Morse.

Seja f: M — R uma fungdo suave e x € M um ponto critico, isto é, df(z) = 0.
Dizemos que x é um ponto critico ndo degenerado se a hessiana da expressdo de f em
um sistema de coordenadas é uma forma quadratica ndo degenerada, e o indice do ponto
critico x é a dimensao maximal de um subespago em que essa hessiana é negativa definida.
Uma fungdo f: M — [a,b] é chamada func¢do de Morse se s6 possui pontos criticos nao
degenerados, e nesse caso dizemos que é de tipo (vp,...vk) se possui exatamente v;
pontos criticos com fndice i. Por fim, f é chamada admissivel se f~1(a)U f~1(b) = OM
e a,b sdo valores regulares. Escrevemos (), = dim Hy(M, f~'(a)); se f~'(a) = 0, este é
0 k-ésimo numero de Betti de M. Podemos enfim enunciar as desigualdades de Morse.

Teorema 1.1 (Morse). Seja M uma variedade diferencidvel compacta de dimensdo n
e f: M — [a,b] uma fungdo de Morse admissivel de tipo (vo,...vx). Entdo, para cada
0<m<n,

PG SV W G D e/ (1.2)

0<k<m 0<k<m
S (DRu= Y (—1)F B (1.3)
0<k<n 0<k<n

A demonstracdo pode ser encontrada em Hirsch [9].

1.2 Revisao de homologia singular

Nesta secao, apresentamos rapidamente a teoria de homologia singular. Uma re-
feréncia para este topico é Greenberg [6]. X,Y,Z denotardo espagos topologicos. Es-
crevemos f: (X,A) — (Y,B) quando A C X, B C Y e f(A) C B. Dizemos que
fo, fi: (X, A) — (Y, B) sao homotdpicas quando existe uma homotopia satisfazendo
ft(A) C B para todo t.

Para cada inteiro ¢ > 0, o q-simplexo padrao é o conjunto

Al = ¢ (21,...2¢) ERGzq,...20 >0e Z xp <1
1<k<q
Em particular, A = {0} é um ponto. Para cada 0 < p < ¢ temos a aplica¢do face
F,: A? — A% dada por Fy(z1,...,24) = (T1,...,Tp—1,0,2p,...,74) para 1 <p < g, e
F()(l’l, L) 1‘(1) = (:Elv < Ty 1- Zlgkgq xk)



Se X é um espago topoldgio, um g-simplexo singular é uma aplicacao continua s: A? —
X, e uma g-cadeia com coeficientes em um dado anel R é um elemento do R-mdédulo livre
Cy(X; R) gerado por todos os g-simplexos singulares em X. Em outras palavras, uma
g-cadeia é uma combinacao linear formal com coeficientes em R de g-simplexos. Interes-
sam em especial o caso R = Z, em que Cy(X; R) é simplesmente o grupo abeliano gerado
livremente por todos os g-simplexos, e o caso em que R é um corpo, e portanto Cy(X; R)
¢ um espaco vetorial. Definimos o operador bordo Og+1: Cyqy1(X; R) — Cy(X; R) esten-
dendo linearmente a aplicacdo que mapeia um (g + 1)-simplexo s em

Og4+15 = Z (-1)¥s o Fy.

0<k<q

Chama-se a z € Kerd, um g-ciclo e a b € Im 411 um g-bordo.
Verifica-se que Oy42 © Og11: Cyq2(X; R) = Cy(X; R) = 0. Isso motiva a definicdo dos
modulos de homologia singular de X com coeficientes em R,

Ker 9,

HQ(X; G) - Im 6q+1’

como uma medida da ndo exatidao da sequéncia

2o (X:R) S o xR S

(essa sequiéncia é chamada complezo de cadeias singular) Daqui em diante, omitiremos,
como usual, referéncias desnecessarias ao anel R e subindices q.

Seja Y outro espago topoldgico. Uma aplicagdo continua f: X — Y induz natural-
mente um homomorfismo Cy(X) — Cy(Y) (que mapeia o ¢g-simplexo s: A? — X em
fos: A7 —»Y). Esse homomorfismo “desce” da maneira natural a um homomorfismo
for Hy(X) — Hy(Y).

O funtor homologia singular associa a cada espaco topoldgico X a seqiiéncia de
moédulos Hy(X), e a cada aplicacdo continua f: X — Y a seqiiéncia de homomorfis-
mos fy: Hy(X) — Hy(Y). Para utilizar com propriedade essa terminologia, deve-se
verificar que (Idy). = Id H,(x) € que se g: Y — Z é outra aplicagao continua, entao
(go f)x = g« o fs, 0 que é evidente.

Se A C X, podemos considerar Cy(A) C Cy(X), e o operador bordo induz um ho-
momorfismo Cq+1( )/Cqt1(A) = Cy(X)/Cy(A) da maneira natural. A homologia do
complexo de cadeias assim definido é chamada homologia relativa, e é denotada por

Hy(X,A). Uma definicao mais direta de homologia relativa pode ser dada da seguinte
forma: Chamamos z de g-ciclo relativo se 0z € Cy—1(A), e b de g-bordo relativo se
beImo+ Cy(A). Entao

H,(X, A) = {g-ciclos relativos}

{g-bordos relativos}

As propriedades fundamentais do funtor homologia singular estdo sumarizadas nos
seguintes axiomas de Eilenberg-Steenrod.



1. Se f,g: (X, A) — (Y, B) sao homotédpicas, entdo f, = g, (invaridncia por homoto-
pia).

2. SeV C ;1, entdo Hy(X,A) = Hy(X \ V,A\ V) (propriedade de excisdo).
3. Se P é o espago dado por um ponto, entdo H,(P) = {0} para todo ¢ # 0.
4. Se X ¢é a unido disjunta de {X,}, entdo Hy(X) = P, Hy(Xa).
5. Para cada par (X, A), existe uma seqiiéncia exata longa
oo Hyt (4) 5 Hypa(X) 5 Hyn(X,A) %5 Hy(A) -
ondei: A— X ej: X — (X,A) sdo as inclusoes.

A seqliéncia exata de um par é funtorial no sentido de que, dada uma aplicagao
f:(X,A) — (Y, B), temos um diagrama comutativo

- Hy(A) — Hy(X) —— Hy(X, A) —— Hg1(A) — -

l | |

= Hy(B) —— Hy(Y) —— Hy(Y, B) —— Hg—1(B) — -

onde as setas verticais sdo as aplicacoes induzidas por f.
De forma semelhante, uma tripla A C B C X dé origem a uma seqiiéncia exata

<o Hop1 (B, A) ™ Hoor (X, A) 25 Hypr (X, B) % Hy(B,A) = -+

que é funtorial.



2 Um pouco de teoria de Morse em
dimensao infinita

Neste capitulo, vamos associar a cada ponto critico de um funcional J: F — R, onde
E ¢é um espago de Banach, uma seqiiéncia de grupos Cy(J,u), ¢ > 0 inteiro, chamados
grupos criticos de J em u e obter, sob certas condicbes, restricbes sobre a natureza
destes. Isso sera utilizado no Capitulo {4 para inferir a existéncia e multiplicidade de
pontos criticos de funcionais resultantes da formulagdo variacional de certas equagoes
diferenciais envolvendo o operador p-laplaciano.

2.1 Grupos criticos

Seja E um espaco de Banach e J: E — R um funcional de classe C'. Isso significa
que para cada u € F existe um funcional J'(u) € E* tal que

S (u+v) = J(u) = J'(u)(v)]

[[o]]

— 0 quando ||v|| — 0,

e a aplica¢do u — J'(u) é continua. Dado ¢ € R U {oo}, definimos os conjuntos de
subnivel fechado e aberto de J por

)

Jo =T ((~o00,q), J=J'((~o0,c)).

Dizemos que u € E é um ponto critico de J se J'(u) = 0, e nesse caso J(u) é chamado
de walor critico de J. No que segue, denotaremos o conjunto dos pontos criticos de J
por K. O g-ésimo grupo critico de Morse de J no ponto critico u é definido como o
grupo de homologia relativa

Cq(J,u) = Hy(J%, T\ {u}).

Aqui, bastara considerar grupos de homologia com coeficientes em R. Segue-se da pro-
priedade da excisao que se U é uma vizinhanca de u, entdo Cy(®,u) = Hy (N U, (PN
U)\ {u})-

Dizemos que o funcional J cumpre a condigdo de deformacao (D.) no nivel ¢ € R se,
dados € > 0 e uma vizinhanga N de K. = {u € E; J(u) = ce J'(u) = 0}, existem € > 0
e uma deformacéo continua 7: E x [0,1] — E tais que

e no=1d: E— E;

o ni(u) =n(u,t) =uparau g J tec—ec+eletec|01];



e J(n:(u)) é decrescente em t para todo u € E;
° nl(JchE\N) C JE€,
e 1: ' — F é um homeomorfismo para todo 0 <t < 1.

E possivel provar que um funcional satisfaz a condi¢io de deformagao (D.) a partir
de certas condigoes de compacidade. Dizemos que um funcional J € C'(E) satisfaz a
condigdo de Palais-Smale se, para toda seqiiéncia {u,} C E tal que {J(uy)} é limitado
e J'(u,) — 0, tem-se que {u,} possui uma subseqiiéncia convergente, e dizemos que J €
C!(E) satisfaz a condigdo de compacidade de Cerami (C..) se, para toda seqiiéncia {u,} C
E tal que J(up) = ce (1+||un|)||J (un)|| — 0, tem-se que {uy,} possui uma subseqiiéncia
convergente. Sabe-se que tanto a condi¢ao de Palais-Smale quanto a condigao (C.) para
todo ¢ € R implicam a condi¢do de deformagéo (D.) para todo ¢ € R. Para o caso
envolvendo a condi¢ao de Palais-Smale, ver Chang [4, §1.3]. A demonstragao é semelhante
aquela do Teorema abaixo e sera omitida.

Proposig¢ao 2.1. Se J satisfaz (D.) e K. = () para todo ¢ € [a — §,b+ §] entdo, dado
e € (0,9), existe uma aplicagio continua n: E x [0,1] — E tal que ng = 1d, ni(z) = = se
v J Y a—eb+e]), J(n(z)) é decrescente em t para cada x € E e ni(J°) C J2.

Demonstragao. Seja A C [a,b] o conjunto dos [ tais que existe uma deformagcao como
acima, substituindo a condicao n;(J%) C J* por m(J®) € J!, e ponhamos Iy = inf A. E
claro que [lp,b] C A, logo basta mostrar que nao pode ser Iy > a. Como efeito, nesse
caso, por (Dy,) terfamos uma deformagao 7 tal que 7j;(J0*€)  J~¢. Tomando  uma
deformacao tal que 11 (J°) C J+¢ obterfamos a deformacio 7j; on;, e fj; ony (J°) C Jo~¢,
um absurdo. O

Da proposic¢ao acima, segue-se que se K é limitado inferiormente por b e J satisfaz
(D,) para todo ¢ < b, entdo os grupos de homologia H,(E, J*) ndo dependem de a < b.
O tipo de argumento para mostra-lo serd usado véarias vezes, por isso faremo-lo em
detalhes agora. Seja 7 como na proposi¢io acima e i: (E,J%) — (E,J) a incluséo.
Entdo n; 04 é uma aplicagao (E,J*) — (E, J*) para todo t, ja que J(n(u)) é decrescente
em t. Como 11 o4 é homotdpica a 19 o7 = Id, segue-se da invaridncia por homotopia
do funtor homologia singular que 7, o i, = (91 04), = Id. Analogamente, i o7 é
homotépica a i o 19 = Id como aplicagdo (F,J*) — (E,J?), e portanto i, o 1y, = Id.
Logo Hy(E,J*) = H,(E,J). Note-se que é essencial considerar as homotopias acima,
pela seguinte razao: nao faria sentido escrever ng, o i, = (1 © i), pois My ndo é uma
aplicacdo (E,J%) — (E, J%).

Em vista disso, se K ¢é limitado, podemos definir o g-ésimo grupo critico de J no
infinito como Cy(J,00) = H,(E,J®*) para qualquer a < inf K. A proposi¢do abaixo,
juntamente com um argumento semelhante ao do pardgrafo anterior, mostra que se J
satisfaz D, para todo ¢ ¢ [a,b] onde a < inf J(K) < sup J(K) < b, entdo Cy(J,00) =
H,(J J%).
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Proposigao 2.2. Se J satisfaz (D.) e K. = 0 para todo ¢ > b— 4§ entdo, dado € € (0,4),
existe uma aplica¢ao continuan: Ex[0,1] — E tal que no = 1d, ni(z) = = se J(x) < b—e,
J(ni(x)) € decrescente em t para cada x € E e ni(E) C J°.

Demonstragdo. Pela Proposi¢ao 2.1} podemos encontrar, para cada k € N, uma de-
formacio n*: Ex[0,1] — Etal que nf =1Id, nf(z) =z sex & J Y ([b—e+k—1,b+e+k]),

J(nf(u)) decrescente em t e nf(J*+F) ¢ Jo+E=1. Definamos 1y = nf onf onfo---. Essa
aplicagdo estd bem definida e é continua porque, em J**<+* 5, é dada por n} o ---onf.
E evidente que n é aplicagdo procurada. O

Como um exemplo simples de calculo de grupos criticos, mencionamos o fato de que
se u é um ponto de minimo estrito de J, isto é, ¢ = J(u) < J(v) para todo v em uma
vizinhanca U de u, entdo Cy(J,u) = 0 para ¢ > 1, Cy(J,u) = R. De fato, nesse caso
temos Hy(J°NU, (J°NU)\ {u}) = Hy({u},0). Um exemplo nao trivial, que serd usado
posteriormente, é dado abaixo.

Proposicao 2.3 (Bartsch e Li [3, Prop. 3.8]). Suponhamos que E =V & W € uma
decomposi¢ao em subespagos fechados, que o funcional J: E — R satisfaz (D) para todo
¢ suficientemente negativo, que J € limitado inferiormente em W e que J(u) — —oo para
u €V quando ||u|]| = co. Entdo Ci(J,00) #0 se k =dimV < oo.

Na demonstracao dessa proposi¢cao, e em outros pontos adiante, usaremos o fato de
que a aplicacio E — V x W, v+ w — (v,w), onde a norma em V x W é dada por
||(v,w)|| = ||v||+]|w||, ¢ um homeomorfismo. De fato, essa aplicagdo é continua e bijetiva,
logo, pelo teorema da aplicacao aberta, sua inversa é continua.

~

Demonstragao. Seja a < inf,cw J(u) tal que Ci(J,00) = Hy(E,J*). Entao, para uma
bola B centrada em 0 suficientemente pequena, J* C E \ (W U B). Além disso, temos
C ={u € V;|u|| > R} C J* para algum R suficientemente grande. Assim, temos as
inclusoes

i: (E,J%) - (E,E\(WUB))ej: (E,C)— (E,J.
Definamos h;: E — E por

v+weVaW— (1+Kt)v+ (1—-thw

onde K > 0 é escolhido de forma que h; mapeie E \ (W U B) em C. Entao hyoioj
define uma homotopia entre hgoioj=1d e hj oio j como aplicacgoes (F,C) — (E,C).
Assim,

(h101). 0 jx = 1d,

e portanto j.: Hy(E,C) — Hi(E,J%) é injetiva.

Para terminar, basta ver que Hy(E,C) # 0. Isso é ao menos intuitivo, e vamos fazé-lo
para o caso k = 1, que é o que nos interessara adiante; os demais casos sao semelhantes.
Recordemos que, por defini¢cdo, uma classe de homologia relativa em H;(F,C) é dada
por z+0(C2(E)) + C1(C) onde z é um 1-ciclo relativo, isto é, 0z € Cy(C'). Suponhamos
que z é um simplexo. Temos duas possibilidades: ou os extremos de z estdo na mesma
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componente de C, ou entdo cada extremo estd em uma componente diferente. No pri-
meiro caso, z ¢ homélogo a um segmento de reta contido em C| logo [z] = 0. No segundo
caso, £z é homdlogo ao segmento Z = [—x,z| relativamente a C, onde x € C ¢é fixo.
De fato, z + [2(1), £z] — [£x, Fz| + [Fz, 2(0)] é um bordo. Se fosse [Z] = 0, terfamos
Z = Jco + ¢1 onde ¢ é uma 2-cadeia em E e ¢; uma l-cadeia em C, de onde 9Z = Jcy.
Isso é impossivel, pois a parte de 0% contida em uma das componentes conexas de C' é
um ponto, enquanto que a parte de dc; contida nessa mesma componente é um bordo.
Portanto, Hx(E,C) = R. O

2.2 Relacoes de Morse

Nesta secao, seguimos Chang [4, §1.3]. Ali, considera-se o caso mais geral de variedades
de Banach-Finsler, que sdo espagos localmente modelados por um dado espaco de Ba-
nach, mas nos ateremos a espacos de Banach. O leitor percebera que os argumentos da
teoria da Morse classica continuam funcionado em dimensao infinita mediante a adig¢do
de hipoteses de compacidade convenientes.

Um campo de vetores pseudogradiente para uma funcao C' J: E — R é uma aplicacdo
X: F — F tal que

IX@ll <27l e J'@(X(w) > w)]?

para todo u € E. Em particular, || X|| > ||J'||. Se E é um espago de Hilbert, um exemplo
de campo pseudogradiente é o gradiente de J, isto é, o campo que correspondente a J’
via a identificacdo E* = E. No caso geral, é preciso recorrer a construcdo abaixo.

Proposigio 2.4. Se J: E — R ¢ de classe C', e K = {u € E;.J'(u) =0}, entdo existe
um campo pseudogradiente suave para J em E '\ K.

Demonstragao. Sejau € E\ K, e escolhamos X, € F com || X,|| = 1 tal que J'(u)(X,) >
(2/3)||J' (u)]]. Fagamos Yy, = (3/2)||J'(u)]| X,. Entdo, para v em uma vizinhanga sufici-
entemente pequena de u, temos ||V, || < 2[|J'(v)]|, J'(v)(Yy) > ||J/(v)]|?. Tomando uma
parti¢do da unidade {&y},ecp\x subordinada a essas vizinhancas, temos que

Y(v) =) &)Y,

é um campo pseudogradiente para J. 0

z

Lema 2.5. Suponhamos que J cumpre a condicdo de Palais-Smale, que a € o dnico
valor critico de J em [a,b] e que K, = K N J~'(a) consiste de pontos isolados. Entdo
J* é um retrato por deformacdo de J°.

Demonstracdo. Pela condicao de Palais-Smale, K, é compacto, ou seja, consiste em um
numero finito de pontos. Seja X um campo pseudogradiente para J e seja o(t) = o(t, u)
a curva integral do campo —X /|| X||? iniciando em u € J~(a, b].
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Mostremos que o atinge J* em tempo finito. Temos

o) ~u) = [ o <|r;<<(?(>€3)||)2>d5§‘i’

logo T, = sup{t; o(t) € J~'(a,b]} < co. H4 duas possibilidades:

OSIE‘Tu dist(o(t,u), Kq) >0 ou 0§1?<fTu dist(o(t,u), Kq) = 0. (2.1)
Consideremos o primeiro caso. Decorre da condi¢ao de Palais-Smale que ||.J' (o (¢))| >
a para todo 0 <t < T, e certo o > 0. Assim,

t

2 1
lo(t2) — o (t1)]] < /t lo"(s)llds < —(t2 = t1)-
1
Isso implica que existe z = limy 7, o(t,u) € J~!(a) \ K,. Consideremos agora a se-
gunda possibilidade em (2.1)). Mostraremos que lim; 7, 0(t) = z € K,. Temos que
limy_, 7, dist(o(t), K4) = 0. Isso é claro ao menos para uma seqiiéncia t, — T,,. Se exis-
tisse tI, — Ty, com dist(o(t],), K,) > €9 > 0, terfamos seqiiéncias r,, < 7/, convergindo a
T, tais que
. €0 .
dist(o(ry), Kq) = > dist(a(r],), Ka) = €0

e e9/2 < dist(o(t), Ka) < € para todo t € [ry,7,]. Novamente pela condi¢ao de Palais-
Smale,
inf ||’ >
)] = a >0
para algum « independente de n. Assim

3 < llo(h) = o))

/

< [Tl )l ds

1
< &(r; — 1) — 0,
uma contradigdo. Temos portanto limy 7, J'(o(t)) = 0, e, verifica-se facilmente que o
conjunto limite da érbita o estd contido em K, e de fato é dado por um tnico ponto z.
Agora, devemos mostrar que a aplicagao u — T, é continua. No primeiro caso em ([2.1)),

temos J(o(Ty,u)) =a, e

d 7/ —X(U(Tu,u)) 1
Gt ) = 7o) (oo ) <=4

logo a continuidade de T, decorre do teorema da aplicacdo implicita. No caso z =
limy_,7, 0(t) € Kg, se v — T, ndo fosse continua em u, terfamos uma seqiiéncia v, — u
tal que, digamos, T,, > T, + €y para certo ¢g > 0. Mas

Un

Ty—e€
J(o(Ty — e,v) — J(o(t,v)) < /t o' (s,v) ds < —i(Tv p—
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e portanto J(o(t,v)) > a+ (1/4)(T, — t). Sabemos de equagdes diferenciais ordinarias
que (T, — €,v,) — o(T, — €,u) e assim

J(o(T, — €,u)) =lim J(o(Ty — €,v,))

1
> lim (a + 3 (To, = Tut e)>

1
2 a+ (0 +e).

Fazendo € — 0, obteriamos a > a + €¢p/4, um absurdo. O caso T, < T, — € é andlogo.
Por fim, definimos 7: [0,1] x J* — J® por

o(tTy,u), seu € J (a,bl;

U seu € J,

77(157 u) = {

onde, ¢ claro, o(Ty,u) = lim; .7, o(t,u). Esta é a retracio por deformacio de J® em

J% que procuramos, e falta apenas verificar sua continuidade. Em [0, 1] X :.7“, vale
n(t,u) = u. Em [0,1) x J~!(a,b], a continuidade de 7 segue-se da teoria de equagdes
diferenciais ordinarias. Para verificar a continuidade de n em {1} x J~1(a,b], supomos
que existem € > 0, v, — u € J '(a,b] e t, — T, tais que ||o(tn,vs) — 2| > €, onde
2z = o(T,, u). Podemos supor que B(z,¢) N K, C {z}. Uma vez que

llo(s,u) — o(Ty,u)|| = 0 quando s — Ty,
llo(t,v) —o(t,u)|]] — 0 quando v — u,

para cada t € [0,1) fixo, temos, a menos de uma subseqiiéncia, t, — T, tal que
o(th,v,) = z. Podemos assumir que ¢, < t), e obter, para todo n suficientemente
grande, t,, < rp, <1, <t tais que

€/2 < |lo(t,vn) — 2|| < e para t € [rp, 7],

lo(rn,vn) = 2ll =€, llo(ry, vn) — 2]l = €/2

Entéo, pela condigao de Palais-Smale, ||.J'(o(t,vy,))|| > 5 > 0 para t € [ry,r}], €

Tn 1
< llo(rp,vn) = o(rn, vn)l| < / lo” (s, vn) [ ds < 5l = ) =0,

T

DN ™

n

um absurdo. Resta assim analisar a continuidade de i em [0,1] x J~!(a). Esse caso é
similar ao anterior e serd omitido. O

Teorema 2.6. Sejam J: E — R é um funcional de classe C' satisfazendo a condicdo de
Palais-Smale e ¢ um valor critico isolado com K. formado por pontos isolados. Entdo,
para € > 0 suficientemente pequeno,

Hy(JH,J7) = @ Cy(J,u). (2:2)
uEKC
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Demonstragao. Tomando N uma unido disjunta de vizinhancas dos pontos em K., ob-
temos, pela propriedade da excisdo e pelo fato de que os grupos de homologia de um
espago sdao dados pela soma direta dos grupos de homologia de suas componentes,

Hy(J¢ J°\ K.) = Hy(J°NN,J°“NN\ K.) = P Cy(J,u).
UGKC

Agora, mostremos que H,(J\ K., J°°¢) = 0 para € > 0 pequeno. Pela Proposi¢ao
podemos obter, para cada k € N suficientemente grande, uma deformacéo n*: E x
[0,1] — E tal que ny = Id, hy(u) = u para u & J e — e — 1/k,c + 1/k], J(n:(u))
é decrescente em t e ny(J°\ Ny) C Je<V(k+) onde Nj, é uma vizinhanga de K..
Podemos também supor que NNy = K.. Definamos, entdo, n; = ---on onZont. A
aplicagao 7 obtida dessa forma é continua em (J\ K.) x [0, 1], j& que em cada vizinhanga
J¢\ Ny, temos 1, = nf o---on}. Além disso, 7, mapeia J¢\ K, em J° ¢ e 1; define uma
homotopia de aplicagdes (J¢\ K., J¢) — (J¢\ K, J¢). Portanto,

Hy(JE\ Ko, J€) = Hy(J¢¢,J°¢) = 0.

Pelo lema anterior, H,(J", J¢¢) = H,(J¢, J°¢) e, para finalizar a demostragio do
teorema, basta olhar para a seqiiéncia exata de homologia para a tripla J¢ D J\ K. D
J€

coo = Hy(JN\ K, J) = Hy(JC, JTC) = Hy(J, JN\Ke) = Hyo1 (JN\ K, J€) — - -
Dai obtemos H,(J¢, J7¢) = H,(J¢, J¢\ K.), ou seja,

Hy(JH, ) = @ Cq(J,u). D
ue K.

Podemos estender ligeiramente o teorema acima da seguinte forma. Se a, b sdo valores
regulares e J possui um ntmero finito de valores criticos em [a, b], sendo que a apenas
um desses valores criticos estao associados grupos criticos nao triviais, entao

Hy(J*,J) = @ Cy(J,u), (2.3)
ueK}

onde K = {u € E;a < J(u) < be J'(u) = 0}. De fato, se, se ¢; < cp sdo valores
criticos em (a,b) e K N (c1,c2) = 0, entdo a seqiiéncia exata de homologia da tripla
Jexte o jate 5 ja—¢ ¢ dada por

o= Hg(JOH, JO7) = Hy(J2T TN — Hy(J2Te, Jate) =
= Hy(J?T,J%27C) = Hy 1 (JOH,J97) — -+

Se H,(J~¢, Jt€) ¢ trivial, concluimos que H(J2te, Jo1—€) = H, (Jo-ite Ja-i=€). O
resultado geral segue-se por indugao.
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2.3 Contratibilidade de esferas de dimensao infinita

Mais tarde, precisaremos usar o fato de que a esfera do espago de Sobolev VVO1 P(Q) é
contratil. Mostraremos isso nesta secao.
Lembremos que [,,, 1 < p < oo, é o espaco de Banach formado por todas as seqiiéncias

x = (!, 22,23,...) de niimeros reais tais que
1/p
lzlp, = | D_l="P ] < oo
neN

Proposigao 2.7. [, \ {0} € contrdtil para 1 < p < oco.
Demonstra¢ao. Basta mostrar que o: I, \ {0} — [, \ {0} dada por
(b, 2%, 2%, ) = (0,24, 2%, 23,...)
é homotdpica a aplicacao identidade, ja que
(b, 22,23, ) = (1 —t), tat ta® ta3, .. ) para 0 <t < 1

define uma homotopia entre o e uma aplicacdo constante.
Definamos n*: (I, \ {0}) x [0,1] — I,, \ {0} por

nf(ajl’xZ’x3’ o ) = (.’1717 T 7l‘k717tl‘k7 (]- - t)mk;l‘k+17 e )

Vamos definir 7: (I, \ {0}) x [0,1] — I, \ {0} deixando n* agir no intervalo de tempo
[%, k—f_l], isto é,
ko k1l

k xr) sete
m(x) = {n(kﬂ)kt(k?l)( ) [
T set=1.

Entdo no = n§ = o, e n é claramente continua em (I, \ {0}) x [0,1). Falta mostrar,
portanto, que se z,, — x em [, e t,, — 1, entdo n, (x,) — = em [,. Dado y € I,
escrevamos

TRY = (yl,...,yk,O,...), Wk(y) = (O,...,O,yk+1,yk+2,...).

Se t, > k/(k + 1), entao os k primeiros termos de x,, e 1y, () coincidem, e

= 1t (@) lp < 172 = e (@00))lp + 17" (2 = 1, ()l
< Nl = zmllp + 7" (@) llp + 2'/7 |7 (@)l
< llz = zmllp + 17 @)llp + 2" l|7* (2 — ) lp + 277" (@)

Fazendo m — oo, podemos fazer k — o0, e a estimativa acima mostra que ||z —
Nt (Tm)|lp = 0. Logo n é continua. O
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Proposigao 2.8. W, ?(Q)\ {0} ¢ contritil.

Demonstragio. Seja {e,} € Wy™(Q) uma seqiiéncia de fungdes com norma 1 e suportes
disjuntos dois a dois. A aplicagao

{an} €1y > ane, € WyP(Q)
neN

é uma isometria linear, logo sua imagem V é um subespago fechado. Mostremos que V'
possui um complementar fechado. De fato, seja W = Npen ker Aye,, (ver ) E claro
que W é fechado e VN W = {0}. Logo, falta mostrar apenas que V + W = W, (Q).
Dada u € Wol’p(Q), temos

/Q|Vu]pdm2/us ) |VulP do = Z/ |Vul|P de.
ptén

neN Spten

Como [[Apen|| = 1, temos [(Apen)ul < (fope, [Vul? dz)'/P (ver ([3.2)); e pela desigual-

dade acima, fazendo oy, = (Apey,)u, temos {ay,} € 1,. Entao é claro que

neN neN

u:Zanen+ (U—Zanen) ceV+W.

Afirmamos que o espaco V& W\ {0} pode ser deformado em V'\ {0}. Dali seguird, pela
Proposigao que Wol’p(Q) \ {0} é contrétil. Definindo n;: VW \{0} - Ve W\ {0}
por

(Z anen> +weVoWw— (Z Oén€n+1) + t||wller + (1 — t)w

temos que 79 é homotépica a aplicagdo identidade, pois é essencialmente a aplicacao o
da demonstragao da proposi¢ao anterior, e 17; tem imagem em V' \ {0}. O

17



3 O operador p-laplaciano

Classicamente, o operador p-laplaciano A,: C*(Q) — C°(Q), onde O C RY é um
aberto e p > 1, é definido por

Ap(u) = div(|VuP2Vu).

Isso motiva a definicio de A,: WyP(Q) — (Wy?(92))*, onde © é um aberto limitado
com fronteira suave, como sendo o operador que leva u € T/VO1 P(Q) no funcional Ayu
dado por

6 e WhP(Q) s — /Q\WVHW Vo da. (3.1)

Pela desigualdade de Holder, temos

‘/Q|V’LLP_QVU -Vodz| < (/Q(IVUV’—l)pfl dx>p;1 18], (3.2)

logo esse funcional é de fato limitado, e tem norma ||u||P~!. (Neste texto, sempre usare-
mos a norma |[ul| = (fo,|Vul? dz)/? em W, P(€2). Esta norma é equivalente & usual pela
desigualdade de Sobolev.)

3.1 Representacao de funcionais lineares em espacos de
Sobolev

Para uso posterior, e como aquecimento para o uso de técnicas variacionais, provaremos
o seguinte resultado.

Teorema 3.1. —A,: Wol’p(Q) — (Wol’p(Q))* ¢ um homeomorfismo.
Para isso, precisamos da seguinte estimativa.
Lema 3.2. Se 51,50 € RN e p > 2, entio
(Is2/P~2s9 — [s1/P"2s51) - (51 — 52) > Cls2 — s1[P.
Sel < p<2, entdo

|52 — s1/?

-2 p—2
Sgp SS9 — |81 S1) - (81 — 82 ZC—
(| ’ ’ ‘ ) ( ) (‘82| + |81|)2_p

Aqui, C' > 0 depende apenas de p.
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Observe-se que se p,q > 1 e p~t+q~! = 1, entdo as aplicacdes s + |s|P~2ser > |r|972r
sdo inversas. Logo, aplicando o lema anterior para s; = |r;|9~2r;, obtemos

‘\r2|q*2r2 — ]rl\qﬁrl‘ < Clrq — rl\qfl sel<qg<2, (3.3)

q—1

‘|7’2’q_27”2 - \7“1\’1_27“1‘ < Clrg — 1| ‘Irglq_l + |y ]2t se g > 2. (3.4)

Demonstragao do Teorema[3.1]. Primeiramente, notemos que se uj, ug € Wol’p(Q) entao,
dada ¢ € W, P(Q) com ||¢|| < 1, temos

[(Apua — Apur)(@)] = ‘/Q(|Vu2p_2Vu2 — |Vu1 [P72Vuy) - Vo da

P Lgl
p—1 d )
X

Assim, se 1 < p < 2, segue-se imediatamente de que —A,, ¢ um operador continuo.
Para o caso p > 2, a continuidade de —A,, segue-se de e de uma aplicacao conve-
niente da desigualdade de Hélder.

Verifiquemos que —A,, é injetivo. Se p > 2, entdo, pelo Lema

< (/ “V’LL2|p_2V’LL2 — ’vulyp—Zvul
Q

1
[Apug — Apur || = Tor =l /Q(|VU2|p_2VU2 — Vi [P2Vur) - V(ur — ug) da

[

(3.5)
> Cllug — ug |71

para ui,us € Wol’p(Q) quaisquer. Se 1 < p < 2, entdo

[V (ug —u)P (2-p)/2
_ p — p p
SVt e = [ (a0 da

-
2—p

< (f ottt o) (f i)

p/2
<C (/ (Vs P2V — [Vua[P~2Vur) - V(uy — up) dx) (/ (Jus| + [ua])P d:c> ?
Q Q

ou seja
| fus — ]

(Juzll + llua]})>=#-

[Apuz — Apus|| = C (3.6)

Mostremos agora que —A, é sobrejetivo. Dada f € (VVO1 P(Q))*, definamos o funcional
J: WyP(€) = R por

J(u) = ;/Qwuwdx ~ F(u).

Dada ¢ € Wol’p(Q), temos, para cada x € €2,

d
—[Vu+ Vgl = p|Vu + tVo|P2(Vu +tVe) - Vo
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Portanto, para certo 0 < ¢t = t(z) < 1, temos
J(u+ ) — J(u) = /Q Vi + 1Yo ~2(Vu + tV6) - Vo dz — f(¢)

_ /Q\vw—?w Vdr — f(¢) +r(¢)
onde

r(¢) = /Q (IVu+ EV[2(Vu + tV9) — [VuP~2Vu) - Vo da

L e
an) "l

Usando novamente as desigualdades (3.3]) e (3.4)), concluimos que r(¢) = o(||#]|) ou seja,
r(¢)/|l¢| = 0 quando ¢ — 0. Portanto, J € CH(W,?(Q)) e J'(u) = —Apu — f.
O operador J é limitado inferiormente. Com efeito,

J(u) = l[ull” = f(u) = (Jul”~" = £ D]ull- (3.7)

Mais do que isso, J possui um ponto de minimo. Seja m = inf J e {u,} uma seqiiéncia
minimizante, isto é, J(u,) — m. Por 37), {un} ¢ limitada. Como WyP(Q) é re-
flexivo, todo conjunto limitado é pré-compacto na topologia fraca, e, passando a uma
subseqiiéncia, podemos supor que u, converge fracamente a uma certa u. Recordemos
que a norma é fracamente seqliencialmente semicontinua inferiormente, que é um nome
pomposo para o fato de que, tomando L é um funcional linear de norma 1 tal que
|lu|| = L(u), obtemos

< < / ‘IVU +tVOP2(Vu + tVe) — |[VulP>Vu
Q

|lul| = L(u) = lim L(uy,) < liminf||u,||.

Assim, J(u) < lim(1/p)(|lun||? — f(u,)) = lim J(u,) = m. Portanto, u é um ponto de
minimo e J'(u) = 0, ou seja, —Apu = f.
Por fim, a continuidade da inversa (—A,) ™! segue-se de (3.5) e (3.6). O

3.2 Regularidade, principios do maximo e de comparacao

O operador quase linear Aj, nao ¢é eliptico, ja que, formalmente, podemos escrever

Apu = Z aij(Vu) gz,
1<ij<N

onde

ai;(€) = [€P7%8;5 + (0 — 2)IEPP 65
Assim, a matriz (a;;(£)) ndo é positiva definida se (e somente se) £ = 0. Isso sugere,
porém, que uma teoria de regularidade e principios de maximo e comparacao semelhan-
tes aos dos operadores elipticos podem ser obtidos. Nessa se¢do, enunciamos alguns

resultados desse tipo. Mais informacdes sobre o assunto podem ser encontrados na tese
de doutorado de Edson Iriarte [10].
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Lema 3.3 (Anane [1]). Seja u € Wol’p(Q) tal que Apu € L (), e ponhamos p* =
Np/(N —p) se 1l <p < N ep* € (p,oo) se N < p. Se existem a > 0, o € [1,p*),
q € [1,p*/p) e uma funcio ndo negativa b € LY/ 4=D(Q) tais que

—ulApu < alul|” +blu| ¢.t.p. em Q,

entdo u € L>(Q) e [lulloc < C, onde C s6 depende de a, o, q, N, p, [|bllg/(q—1) € |[ullpos
onde po = p* se p < N e py =2max{pq,c} se N <p.

Lema 3.4 (Lieberman [11], Tolksdorf [15]). Seja Q um dominio limitado de classe C_Qﬁ,
0< B <1, eseauc WyP(Q)NLX(Q) tal que Apu € L=(Q). Entio u € CH*(Q) e
[ullgra@y < C para algum 0 < a <1 e C >0 que s6 dependem de N, €2, p, ||lul|< €
1Apulloo-

O préximo lema é um caso particular de um teorema de Garcia-Melidn e Sabina de
Lis [5] sobre principios de maximo para operadores da forma —A,u + a(z)|u/P~2u.

Lema 3.5. Se Q ¢ RN ¢ um dominio limitado de classe C1%, a ¢ uma constante
estritamente maior que o primeiro autovalor de A, em Q, e u € C?%(Q) satisfaz

—Apu+ alulP~2u >0, wulso=0

entiou=0ouu>0emQ e 5
fu<06m89.
ov

Lema 3.6 (Guedda e Véron [7]). Suponhamos que p > 1, Q é um dominio limitado
com fronteira C?, f,g € L®(Q) e u,v € CH(Q) satisfazem —Apu = f, —Apv =g em Q,
u=v=0em IR, 0< f<g qtp. emQ e que{xreQ;f(x)=g(x)} tem interior vazio.
Entao

ov  Ou

< —_— — < .
0<u<wvem? ), aI/<ay_06m8§2

3.3 Autovalores do p-laplaciano

Dizemos que A é um autovalor de —A, em {2 com condi¢do de fronteira zero se o
problema p-homogéneo
—Apu = AMuP"2u  em Q,
{u =0 em 0f),

possui uma solugdo nao nula. De acordo com a Se¢ao essa condicao é equivalente a
que o operador ®, de classe C' dado por

Q) (u) = /Q]Vu\p — ANul? dz

possua um ponto critico diferente de 0.
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Seja

P
M = inf {W;u € WP (Q)\ {0}} . (3.9)
Pela desigualdade de Sobolev, temos Ay > 0. Além disso, o funcional ®,, é limitado
inferiormente por 0. Por outro lado, podemos tomar uma seqiiéncia {u,} minimizando
0 quociente tal que ||u,|| = 1 para todo n. Pelo teorema de Rellich-Kondrachov
e pela reflexividade de Wol P(Q)), podemos passar a uma subseqiiéncia convergente em
LP(§2) e convergente fracamente em I/VO1 P(Q) a uma certa funcio e;. Entdo, pela semi-
continuidade da norma, concluimos que @), (e1) = 0, e e; é um ponto de minimo de @, .
Como ®(le;|) = ®(e1), podemos supor e; > 0. E facil verificar que podemos aplicar os
Lemas e para concluir que e; € C1*(Q) para algum 0 < o < 1.

Se A é um autovalor de —A, em ), e u um autovetor associado, entdao aplicando o
funcional —A,u— Alu[P~?u em u, obtemos [o|VulP dz = X [ Q|u|P dz, e portanto A > A;.

Também pode-se mostrar que A\; é um autovalor isolado e simples, isto é, todo auto-
vetor de A1 é um multiplo de e;, e que e; > 0 em Q (ver Lindqvist [12]).
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4 Solucoes de equacoes p-sublineares
envolvendo o operador p-laplaciano

Neste capitulo, vamos procurar solugdes nao triviais para o problema de Dirichlet

{—Apu = f(z,u) em Q,

4.1
u=0 em 0f), (4.1)

onde © é um aberto limitado de RY com fronteira suave e as seguintes condicoes sio
impostas em f: Q x R — R. Primeiramente, exigimos que f € C(Q x R) e f(z,0) =0
para todo x € €. Isso implica que tem a solucdo trivial u = 0. Além disso,
suporemos que existe ¢ tal que

|f(z,t)] < c(1+[t|77!) para z € Q,t € R, (f1)

onde 1 < g < Np/(N—-p)sel <p< Nel<gqg< ooseN < p. Definindo

F(x,t) fg f(z, s)ds, suporemos que existem 1 < v < p e r,a, > 0 tais que
F(x,t) = ar|t|” para x € Q, [t <7 (f2)
e que
pF(z,t) — f(z,t)t >0 parax € Q et #0. (f3)

Vamos procurar solugdes nao-triviais de (4.1) em I/VO1 P(Q). Portanto, entenderemos
(4.1)) no sentido das distribuigoes, ou seja, vamos mostrar que sob certas circunstancias
existe u € W, P(Q) tal que, para toda ¢ € C3°(Q), vale

/Q\Vu|p72Vu V¢ — f(z,u)pdr =0. (4.2)

Segue-se do teorema da divergéncia que para fungdes v € C2(Q2) com u = 0 em 9%, as

condigoes (4.1]) e (4.2) sdo equivalentes.

Os resultados que mostraremos neste capitulo sdo os seguintes.

Teorema 4.1. Suponhamos que f € continua a Hoélder, f(x,t) > 0 parat >0 e f(x,t) <
0 caso contrdrio, e que f satisfaz as condigoes , e . Suponhamos também

que
. pF(z,1)
lim ———= < A
lt|soo  |t[P ! (a)
onde A1 € dado em (3.8). Entdao o problema (4.1) possui ao menos trés solugdes nio
triviais em W, (Q).
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Teorema 4.2. Suponhamos que f satisfaz as condi¢des , , e que

f(z,t) = At|P~%t 4+ g(z,t) onde lim g(x,_t) = 0. (f5)
jtl =00 [t~

Entao o problema (4.1) possui uma solugdo nao trivial em Wol’p(Q) contanto que uma
das sequintes condicdes se verifique:

A=A e ‘tlli_l)noo(f(w,t)t —pF(z,t)) = —o0 (fo)
A€ (M Nig) \a(=4y). (fr)

Na condicao (f7), {\} é uma seqiiéncia de autovalores de —A, construida através do
indice de Yang (ver Perera [13]). Para este teorema, apresentaremos apenas a demons-

tracdo do caso .

4.1 Formulacao variacional

Utilizaremos métodos variacionais para encontrar solugoes de (4.1)), ou seja, faremo-lo
através do estudo do seguinte funcional ® definido em I/VO1 P(Q):

_!

®(u) p

/Q|Vu\pdm—/QF(a:,u) dx. (4.3)

Ja provamos, na demonstragdo do Teorema [3.1] que a primeira integral acima define
um funcional de classe C1. Fagamos o mesmo para o funcional u — [, F(z,u) dz. Dada
S Wol’p(Q), temos, para quase todo x € Q, um certo 0 < ¢t < 1 tal que F(x,u + ¢) —
F(z,u) = f(x,u+ top)p. Logo

/QF(x,u—i-qﬁ)da:—/QF(a:,u)dxz/Qf(x,u)ﬁf)d$+7"(¢)

onde

r0) = [ (Flo,us0) = Sz, w)o da

Para mostrar que ® é de diferencidvel, basta tomar um seqiiéncia ¢, — 0 em VVO1 P(Q)
e mostrar que 7(¢y)/||én| — 0. Se N < p, notamos que

r(on) < ([ 1@+ t00) = fla )T dz) 7 onlle

Pelas desigualdades de Sobolev, ¢, — 0 em C(Q), e como f € C(Q x R), o mesmo vale
para o integrando da integral acima. Por outro lado, se 1 < p < N, notamos que

Np—N+p
Np

(o) < ([t ton) — e FTdn) T ol s ()
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e que, por ,
£ (2,0 + ) — F(@,u)| K55 < C (14 ul” + [¢a]") (4.5)

onde
. Nplg=1) _ Np
Np—N+p N-p
Novamente pelas desigualdades de Sobolev, a fungao a direita em (4.5)) é integravel, e é
claro que

. r r _ . r r
Jim [ a0 do = [ lim (14 [uf" + [6u") da.

Isso é suficiente para aplicar o teorema da convergéncia dominada (ver Royden |14,
Prop. 11.18]) da seguinte forma. Se a integral da equacao (4.4) nao tende a zero, temos,
a menos de uma subseqiiéncia,

/Q!f(wvqut%) - f(x,u)INﬁ%ﬂ’ dx > e > 0.

Passando novamente a uma subseqiiéncia, podemos supor ¢, — 0 q.t.p., e dai obtemos
uma contradigdo pelo teorema da convergéncia dominada. (Note que, a rigor, no caso
p = N deveriamos substituir p por um certo p’ < p de forma que valha ¢ < Np'/(N—p').)

Assim temos, em ambos os casos, que 7(¢) = o(]|¢||), e, portanto, ® é diferencidvel
com ®'(u)(¢) = [q f(z,u)¢ dz. Usando esse mesmo tipo de argumento, vemos que ®’(u)
depende continuamente de u.

Por , temos que u € Wol’p(Q) é uma solucgao fraca de se, e 86 se, u € um
ponto critico do funcional ®.

4.2 Grupos criticos em zero

Proposicao 4.3. Suponhamos que f satisfaz as condig¢oes , , equeu=0¢
um ponto critico isolado de ®. Entdo os grupos criticos de Morse de ® em 0 sdo todos

triviais.

E evidente que sempre podemos supor que os pontos criticos de ® sdo isolados; do
contrario haveria um ndmero infinito de solugoes para (4.1). Para demonstrar a pro-
posicao acima, vamos usar os seguintes lemas.

Lema 4.4. Se f satisfaz , , entao para toda u # 0 existe tg > 0 tal que
O (tu) < 0 para todo 0 < t < tg.

(Portanto, a func¢ao 0 é mdximo local estrito de ® em cada subespago de dimensao finita
de Wol’p(Q), mas ndo necessariamente é um mdximo local.)
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Demonstragdao. Por (|fi]), temos

|F (2, u)| =

/Ou Fl,1) dt'
< [M1sta )
< /Ou c(1+ |t 1) dt

= c(Jul + [ul?).
Como ¢ > 1, temos que dado r > 0 existe uma constante A, tal que
|F(z,u)| < Ap|ul? para z € Qe |u| > 7. (4.6)

Portanto,

[t

(tu) = 1L |ul|p — / Fle, tu) da
p Q
[t
= g — / Fla, tu) do — / Fla, tu) da
p [tu|<r [tu|>r

P
< |zl”“|!p _/It | ar|tu]” dz + Apltul?dz (por [&.6) e (f2))
u|<<r

] >r
[P v v
= —u|” - | arltu]” dx + arltul” dx + Ar|tul|? dx
b Q [tu|>r [tu|>r
t|P—v
_ (HpHu]p—/QaT\u\de—i—/t N ar!u”dx+\t]p_”/|t _ Ar\u\qu>.
ul>r u|=r

(4.7)
Note-se que, pelo teorema da convergéncia dominada,

/It - arlu|” dz = /Qx|tu|ZTar|u]” dx — 0 quando t — 0.
u|>r

Portanto, para t suficientemente pequeno, o termo entre paréntesis em (4.7)) é negativo,
e dai segue-se o lema. O

Lema 4.5. Se f satisfaz , , entdo, para toda u # 0 e todo t > 0,

d P
— (¢ Zo(tu).
7 (“)>t (tu)
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Demonstracgdo.

o) = 4 (“Lpup - [ P, az)

— el — [ 5 F(te)da

=l = [ o tuude

7 (= [ )
== —l|ul|?— | —f(x, tu)tudx
(Sl = [ - (et

> p (t:Hqu — /Q F(z,tu) dm) (por )

t
- I%I)(tu).

O]

Demonstragao da Proposicao [{.3 Primeiramente, vamos mostrar que se B, = {u; ||u|| <
p} é uma vizinhanca que contém apenas o ponto critico 0, entdo ®°N B, é um conjunto
estrelado, ou seja, para quaisquer u € ®° NB,e0<t<1,temos tu € 0N B,. De fato,
se o maximo de ®(tu) para 0 < ¢t < 1 fosse atingido em um certo ¢ty com ®(tou) > 0,
teriamos, pelo Lema

d
0= —<I>(t0u) > @(t(]u) > 0.
dt
Logo ®(tu) < 0 para todo 0 <t <1, e &N B, é contratil (uma deformacao de YN B,
em {0} é dada por (t,u) — (1 —t)u).

Mostremos agora que ®° N B, \ {0} também é contratil. Dado u € (B, \ ®°) \ {0},
ponhamos
ty = inf{t € (0,400); ®(tu) > 0}.

Como ®(u) > 0, temos t,, < 1. Pelo Lema t, > 0 para toda u, e pela continuidade
da aplicacao t — ®(tu), temos @ (t,u) = 0. Além disso, ¢, é o tnico ¢ € (0,400) tal que
®(t,u) = 0. De fato, pelo Lema o aberto {t > t,; ®(tu) > 0} é ndo-vazio e fechado
em (ty, +00).

Uma vez que

4
dt

O(tu) > tﬁcp(tuu) — 0,

t=ty, u

temos, pelo teorema da fungdo implicita, que a aplicagio u € (B,\ ®°)\ {0} — ¢, € (0,1]
é continua. Portanto, a aplicacdo h: B, \ {0} — ®°N B, \ {0} dada por

. L seue(Bp\ciZO)\{O}
u  seu€ (B,N®%)\ {0}
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é continua. Com efeito, h(u) = u para u € (B, N ®Y)\ {0}, logo h é continua em cada

um dos fechados (B, \ <_OT_>0) \ {0} e (B,Nn @Y%)\ {0} de B,\ {0}. Assim, h é uma retragdo
de B, \ {0} em ®° N B, \ {0}.

Pela Proposigao B, \ {0} ¢é contratil. Assim, se ¢: B, \ {0} x [0,1] = B, \ {0}
¢ uma homotopia entre a aplicagdo identidade de B, \ {0} e uma aplicagdo constante,
h o ¢ é uma homotopia entre a aplicacio identidade de ®° N B, \ {0} e uma aplicagdo
constante. Logo ®° N B, \ {0} é contratil.

Para finalizar a demonstragdo, usamos a seqiiéncia exata de homologia para o par
X=0"nB, A=o"nB,\ {0},

o= Hy(A) = Hy(X) = Hy(X,A) = Hy—1(A) — - -

Como Hy(X) = Hy(A) = 0 para todo ¢ > 1, seque-se imediatamente que Cy(®P,0) =
H,(X,A) é trivial para todo ¢ > 2; e Hy(X,A) = 0 porque X ¢é conexo por caminhos e
A # (). Para calcular Hq(X, A), temos a seqiiéncia exata

02 Hy(X) = Hi(X,A) L Hy(A) =R,

e é preciso saber que o homomorfismo 0: Hy(X,A) — H, 1(A) é definido da seguinte
forma. Um elemento [z] € Hy(X, A) é representado por um g¢-cadeia z tal que 0z é uma
(¢ —1)-cadeia em A. Mas, como 00 = 0, temos que 0z é, na verdade, um (g — 1)-ciclo de
A, e definimos 0[z] como sendo a classe de homologia [0z] € Hy—1(A) (ver Greenberg [6]).
Como A ¢é conexo por caminhos, temos que 0: Hi(X,A) — Hy(A) é o homomorfismo
nulo, logo C1(®,0) = Hi(X, A) também é trivial. O

4.3 Demonstracdo do Teorema [4.]]

Pela Proposigao 2.1} demonstrar o Teorema [4.1]é tao simples quanto determinar a nao
trivialidade de algum grupo critico. E precisamente isso que faremos.

Lema 4.6. Suponhamos que valem as condi¢oes e . Entao o funcional ® cumpre
a condicdo de Palais-Smale.

Demonstragio. Suponhamos que {u,} C Wy*(€2) é uma seqiiéncia com {®(u,)} limi-
tado e ®'(up,) — 0 em (Wol’p(Q))* quando n — co. Precisamos mostrar que {u,} possui
subseqiiéncia convergente.

Mostremos, primeiramente, que {u,} é limitada. De fato, segue-se de que existe
e > 0 tal que para |t| suficientemente grande e x € (2,

F(z,t) < —=(A1 — o)|t]P.

R

Como F € C(Q x R), temos que F é uniformemente limitada em z para |t| pequeno, e
portanto

F(xz,t) < —=(M —€¢)|t|P + C para x € Q,t € R

K=
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Assim, dada u € Wy (Q),
1
O (u) :f/\VuV’dx—/ F(z,u)dz
P JQ 0
> L = 2w = ol + 019
—Jul|? — =(A1 — €)||u
=D D 1 Lp

1 Al —
> (1= 255) lull + i
p A1

(Na tltima desigualdade, usamos (3.8)). Como a constante multiplicando [ul/? é positiva
e {®(uy,)} é limitado, segue-se que {||uy||} é limitado.

Recordemos que toda seqiiéncia limitada em Wol P(Q) possui uma subseqiiéncia fra-
camente convergente. Além disso, pelo teorema de Rellich-Kondrachov, I/VO1 P(Q) cc
LP(Q). Portanto, passando a uma subseqiiéncia, temos, para certa ug € Wol P(Q),

Un — g fracamente em WyP(Q), u, — ug em LP(Q).

Usando argumentos como o da Segao podemos mostrar que f(z,u,) — f(x,ug)
em (VVO1 P(Q))*, isto é, a seqiiéncia de funcionais

ve (WyP(Q)) — / f(z,up)vdz
Q
converge para o funcional
ve (WyP(Q)) — / [z, up)vde.
Q

De fato, se ||v|| < 1, entao

(@) = s
Q

< [ I (@) = S )l
< |1 wn) = fla, )]l = ol
< Cllf (o) - Fla, )] =,

r—1

Se N < p, tomamos r = p e usamos o fato de que f(x,u,) — f(z,u) uniformemente.

Se 1 < p < N, fazemos r = Np/(N — p), e, como podemos supor que u, — Uy €

f(x,up) — f(z,u) pontualmente, aplicamos o teorema da convergéncia dominada. Em

ambos os casos, obtemos f(z, u,) — f(z,u) em (WyP(Q))*.
Uma vez que

& (up) = —Apupn — f(2,u,) = 0 em (W, P(Q))*

A 1

e a seqiiéncia f(z,u,) converge, temos que —Ayu, converge em (W' (2))*, e como
. , 1

—A, é um homeomorfismo, concluimos que u, converge em W;”*(Q). Isso completa a

demonstragcao. O

Na demonstragao da proxima proposi¢do, utilizaremos o seguinte teorema, cuja prova
omitimos.
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Teorema 4.7 (Azorero, Alonso e Manfredi |2]). Seja ® definido em Wol’p(Q) por
1
O(u) = f/ |Vul? dz — / F(z,u)dz.
Q Q

p

onde F(x,t) = [ f(z,s)ds e f cumpre a condigio (fi). Entdo um minimo local de ®
em C1(Q) é um minimo local de ® em Wol’p(Q).

Proposicao 4.8. Suponhamos que f satisfaz as hipdteses do Teorema [{.1 Entao o
funcional ® possui dois minimos locais, ut >0 e u™ <0 com ®(ut), P(u~) < 0.

Demonstragdo. Por e (f4), limm_)oo(f(x,t)/\t]p*zt) < A1 uniformemente em x, logo
existem constantes 0 < ¢ < A1 e d > 0 tais que

f(z,t) < c|t|P~2t + d para todo = € Q,t > 0.

Consideremos o problema

—Apu = clulP?u+d em Q,
u=20 em 0.

Pelo que foi visto Secao as solugoes do problema acima sdo os pontos criticos do
funcional de classe C' em VVO1 P(Q) dado por

1
U(u) = - / |Vul? dz —/ E]u]p + dudzx.
pJa Qp
Comop>1,c<Ae
pY(u) = ||lull” = cllully = Cllulli = (A = )l[ully — Cllullp,

temos que ¥ é limitado inferiormente e ¥(v) — oo quando ||v]| — oco. Assim, podemos
tomar uma seqiiéncia minimizante limitada {u,}. Passando a uma subseqiiéncia, de
forma que

U — u, fracamente em Wy (Q),  up — u, em LP(Q),

e usando a semicontinuidade inferior da norma, concluimos que u. é um minimo de
U. Como Y(|u.|) < ¥(u.), podemos supor u. > 0. Pelos Lemas e temos que
u. € C1(Q), e usando Lema para comparar u. e 0, concluimos que u. > 0.

Agora que temos um par de sub- e supersolugdo, podemos usar técnicas padrao de
truncagem para obter uma solucdo. Definindo

f(z,0)0=0 set<0,
f(x,t) = f(x,t) se 0 <t < ue(x),
f(@,uc(z))  seuc(z) <t

obtemos uma funcdo continua e limitada. Definindo ® de forma ansloga ao feito em

@3). temos
- 1
B(u) > 7/|Vu|pdaz—C'||uH1,
P JQ
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e isso mostra que ® é limitado inferiormente e ®(u) — oo quando ||u|| — co. Portanto
uma seqiiéncia minimizante sera limitada, e, pelo mesmo argumento dado acima, o
funcional ® assume o seu valor minimo em uma certa ut. Afirmamos que ®(ut) < 0.
De fato, se Q CC Qe u. > 7 em 2, entdo F e F coincidem em € x [0, 7], logo, tomando
vE Wol’p(Q) com Sptv C Qe 0 < v < r, temos, por ,

D(tv) = @(tv) < (1/p)t?|[o]|” — art”|Jv]l; <O (4.8)

se t # 0 é pequeno. Como claramente @(maX{O, ut}) < ‘i’(zﬁ), podemos supor u™ > 0.
Mais que isso, o conjunto {u™(z) = 0} tem interior vazio. Com efeito, se assim ndo
fosse, poderiamos tomar v como em e com suporte em {u™(z) = 0}. Assim, seria
d(ut + tv) = ®(ut) + @(tv) < ®(ut), uma contradicio. Por outro lado, temos

0 < —Aput = f(z,uh) < cluelP?u, + d = —Apue.

Assim, usando os resultados de regularidade e o Lema concluimos que 0 < ut < u,

em ) e 5 Bt
Ue u
8l/<$<06m89

Portanto, se ||[v — “+||01(Q) é suficientemente pequeno, entdo 0 < v < u, e ®(v) = ®(v).

Logo u* é um minimo local de ® em C'(f2). Pelo Teorema ut ¢ um minimo local
de ® em Wol’p(Q).

De forma semelhante, podemos encontrar um minimo local u= < 0 de ® com ®(u~) <
0. O

Para finalizar a demonstra¢ao do Teorema [£.1] vamos usar teoria de Morse para con-
cluir @ precisa possuir ao menos um ponto critico além dos trés que conhecemos até o
momento.

Demonstragao do Teorema[{.1. Suponhamos, por absurdo, que o conjunto de pontos
criticos de ® ¢ {0,u~,u*}. Entdo, como u™, u~ sio minimos locais, temos Co(®, u*) = R
e os demais grupos criticos de ® em u™,u~ sdo triviais. Sejam c; < c3 os valores de ®
em ut, e

a<inf® <cp,co<0<b
Pela Proposic¢ao temos

R = 0;
Hq@b,@a)%Hq(W&’p(m,@)%{ B

0, caso contrario.

0] Teoremaexclui a possibilidade de que ¢; = c»; nesse caso, HO(CI)b, ®?) teria posto 2.
Assim, podemos tomar um € > 0 apropriado e considerar a seqiiéncia exata de homologia
da tripla ®21¢ D 2¢O P1—¢:

o Hy(DFE, 87 — Hy (@7, 0% 7) = Ho(9F, $°17) —
N HO((I)C2+€,(I)01_6) N Ho(q)cz-i-s’q)cg—e) 0. (4‘9)
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Notando que

R, seq=0;
0, caso contrario.

Hq(q)ci+e7(1)cife) o~ Cq(@,ui) o~ {

e Ho(dete dc17¢) = Hy(d% d%) = R (o ponto critico 0 “ndo conta”, conforme a ob-
servagao apos a demonstracdo do Teorema , obtemos a seqiiéncia exata

0 R—R-—=R—O0,

e isso é um absurdo, ja que a soma alternada das dimensoes de espac¢os em uma seqiiéncia
exata é nula. Mais diretamente, note que v é injetiva, logo sobrejetiva, logo vy seria ao
mesmo tempo nula e sobrejetiva. O

4.4 Demonstracao do Teorema [4.2]
Lema 4.9. Suponhamos que valem as condigoes e . Entdao o funcional ® cumpre
as condi¢do (C;) para todo ¢ € R.
Demonstragio. Seja {u,} C Wy*(€) um seqiiéncia tal que
D(uy) —c e (14 |lunl)]|® (un)] — O. (4.10)

Vamos mostrar que essa seqiiéncia é limitada. Suponhamos, por absurdo, que ||u,|| — oo,
e ponhamos v, = u,/||u,||. Como vimos no lema anterior, podemos supor, a menos de
uma subseqiiéncia, que v, converge fracamente em VVO1 P(Q) para uma certa fungdo vg e
que v, — vg em LP(Q).

Por , dado € > 0 existe M tal que

lg(z,t)] < e|t|P~! para |t| > M.
Portanto, definindo G(z,t) = F(x,t) — (1/p)A1[t|P, temos G(x,t) = [3 g(x, s) ds e, assim,

|G(z,t)| < ];e|t\p para [t| > M.

Note-se que M nao depende de x, ji que f, e portanto todas as demais fungbes que
consideramos, sdo uniformemente continuas na variavel z.
Usando isso, podemos calcular

Oun) _ 1 ( lwn [P /F:E un)daz)

lunllP [unlP

s~ T U )

=—-— —A1|u T,
p " Tanllp g pt1enl” = Gl um)
1 )\ 1 1

— = ol - — | Glayun)do — 0 G, un) d
p lun [P Jjun (@)1 > M [wnllP Jjun(@)1<m
1\ 1 C

> = = gflp = o [ Efunlrdo -
p P [unll? Jo p [|un|[?

> 1 M I - I G

P o pA1 o ualP
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(A existéncia de C' acima decorre de que G(z,t) é continua até a fronteira de 2 e por-
tanto o integrado da integral correspondente ¢é limitado. Para estimar W Ja §|un|p dx

usamos ((3.8]).)

Fazendo n — oo e depois € — 0, e usando o fato de que v, converge a vy em LP(2),
obtemos
1 S )\1”1)0“2

Como a norma é semicontinua inferiormente, temos
)qHUOHg < |lwollP < lim inf|jv, 0[P = 1.

Portanto, A1 = [lvol[P/[|vol[b, de onde decorre que vg pertence ao auto-espago do auto-
valor A;. Em particular (mudando o sinal de u,, se necessario), temos vg > 0 q.t.p. em
Q. Portanto, u,(x) — oo q.t.p. e, por ,

lim(f(z, un(x))un(z) — pF(x,un(x))) = —00 q.t.p. em £ (4.11)
No entanto, por (ET0), [®'(un) - tn] < |9/ () [l = 0 logo
p®(up) — @ (up) - up — pe,

ou seja,

/ |vun|p —pF((L‘,un) dr — / (_Apun - f(xvun))un dz
9) Q
= /Qf(x,un)un — pF(z,uy)dz — pc

Isso contradiz ([4.11]), logo u,, ¢ limitada em VVO1 P(Q).

O restante da demostragdo é idéntico ao final da demostragdo do Lema[4.6] Como, por
(#.10), ®'(un) = —Apuy — f(z,un) converge e —A, é um homeomorfismo de Wol’p(Q)
no seu dual, segue-se que

tn = (=0p) " (@, up)

converge. Por outro lado, (fs)) implica (note que 1 < p < Np/(N —p) se N > p).
Logo, pelo mesmo argumento do lema anterior, a aplicacao

ue WyP(Q) — flz,u) € (WyP(Q))*

leva seqiiencias fracamente convergentes em seqiiéncias convergentes na norma. Assim,

passando a uma subseqiiéncia, temos que u,, converge em VVO1 P(Q). O
Proposicao 4.10. Suponhamos que valem as condi¢oes , e . Entdo
Cl(‘:b, OO) 75 0.
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Demonstragao. Consideremos a decomposicao Wol’p(Q) =V @W onde V=R{e} é
o subespago associado ao autovalor A\; e W é um subespago complementar (estenda o
funcional ae; € V — a a T/VO1 P(Q) e defina W como sendo o seu ntcleo). Tomamos
e1 >0 e |ler|| = 1. Entdo existe A > \; tal que

/\vuv’ dx > X/ [uf? (4.12)
Q )
para toda u € W.
Vamos mostrar que
®(v) — —oo para v € V, ||v]| = o0 (4.13)
e
inf ® =m > oo. (4.14)
w

Para mostrar (4.13]), ponhamos G(z,t) = fg g(z,s)ds. Entao, por e (fd)), temos
G(z,t) = F(x,t)—(1/p)M[t]P e limpy o (g(, 1)t —pG(z,t)) = —oo. Além disso, segue-se
da regra de L’Hoé6pital que

t F(x,t
[tl=oe [2[P tl—oe [2]P
Portanto, dado M > 0 existe R > 0 tal que
g(z,t) — pG(z,t) < —M para |s| > R,z € Q.

(Pela continuidade uniforme de g em relacdo a x, R ndo depende de z.) Assim, para
[t,t1] C [R,+00), temos
G(z,t1) Gx,t) (M dGx,s) (" g(z,s)s —pG(z,s) - M (1 1)
= o

ty i ods s Sy |s|pFL P

Fazendo t; — oo na equagao acima e usando (|4.15]), obtemos
M
G(z,t) > — parat > R,x € Q.
p

De modo similar, G(z,t) > M/p para t < —R, logo

lim G(z,t) = 400 uniformemente em x € Q.
[t]|—o0

Assim, se v = ae; € V, temos, pela defini¢do de autovalor de A, e pela defini¢do de G,

o(v) = ;/{ZAllv]p—AF(x,v) dx = —/QG(I‘,U)CLT}.

Logo a@ — oo implica ®(v) — —o0, e assim mostramos (4.13)).
Para mostrar (4.14)), notemos que, por (4.12), existe d > 0 tal que

[w|” > (A1 + d)||[w||b para w € W.

34



Mas, por (4.15)), existem 0 < e < d e C > 0 tais que

F(z,t) < =(AM +¢)|t|P + C parat € R,z € Q.

SR

Logo

o) =l - [ Fle.w)do

1
_ p_ Py _
2 (lwll” = Cu + e)llwlly) - €

1 At €
>—(1- P_C
de onde obtemos (|4.14]).

Para finalizar a demonstragao, basta aplicar a Proposi¢ao [2.3]
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