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Resumo

Este texto vai apresentar as partes mais interessantes, tanto matematica-
mente quanto historicamente, da formulagao e avancos relacionados ao teo-
rema da geometrizagao, bem como apresentar uma aplicagao do mesmo.

Palavras-chave: Orbifolds, Espacos Fibrados de Seifert, Geometrias mo-
delo, Geometrizacao, Topologia Geométrica.



Abstract

This text will present the most interesting parts, both mathematically and
historically, of the formulation and advances related to the geometrization
theorem, as well as presenting an application of it.

Keywords: Orbifolds, Seifert Fibered Spaces, Model Geometry, Geometri-
zation, Geometric Topology.
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Capitulo 1

Introducao

J4& se sabe ha muito tempo que, em dimensao dois, existe uma ligacao intima
entre a geometria e a topologia, e que a métrica de curvatura constante que
podemos colocar em uma superficie fechada depende do seu ntimero de Euler
X- Essa classificacao se da em trés casos: y <0,y =0,x > 0.

Existem apenas duas superficies fechadas com y > 0, que sao S? e RP,,
que admitem métricas de curvatura constante positiva = 1. Analogamente,
existem apenas duas superficies fechadas com y = 0, que sao o toro T2 e
a garrafa de Klein, e ambas admitem métrica de curvatura constante = 0.
Todas as outras superficies fechadas possuem y < 0 e admitem uma métrica
de curvatura constante = —1. Podemos notar que de fato existem apenas
trés geometrias “disponiveis”em dimensao dois. A geometria das linhas retas
em R? ¢ chamada de geometria Euclideana, e as geometrias das geodésicas
na esfera S? e no plano hiperbélico H? sao chamadas de nao Euclideanas.

Dizemos que F', uma superficie topoldgica fechada, é modelada em X
(uma dentre R? S? ou H?) se F' = X/G, no qual G é um grupo de isometrias
de X tal que X — X/ seja um recobrimento.

Exemplo 1.0.1. Tomemos X = R? ¢ G = Z x Z que age em R? por
translagoes horizontais e verticais. Dado um ponto p = (x1,22) € R?, sua
imagem por um elemento (g1, g2) € Z X Z € dada por (x1+ g1, 72 + g2) € R

O quociente R?/G identifica todos os quadrados unitdrios com vértices de
coordenadas inteiras e, além disso, como as linhas verticais x = ¢; € 7 sao
identificadas entre si e as linhas horizontais y = d; € Z também, o espago
R?/G um toro T?.



(a) @

Figura 1.1: (a) Ladrilhamento de R? gerado pela agao do grupo G;
(b) Cilindro gerado pela identificagdo das retas horizontais y = d; € Z;
(c) Cilindro com componentes de bordo a, correspondentes as retas verticais

x = ¢ € Z; (d) Identificagao dos lados do quadrado que geram o toro,
R?/Z x 7 = T2.

Exemplo 1.0.2. Tomemos X = S? ¢ G o grupo de isometrias gerado por

_ ~ 27 :
w = rotagao da esfera por - ao longo do eizo que passa pelos polos.

O grupo G age na esfera por rotagoes de forma que o quociente X/G
identifica as seis “fatias”da esfera e as linhas que delimitam estas “fatias”.
quociente por G

p=1m

(b) ()

Figura 1.2: (a) S? sob a acdo de G; (b) as fatias sobrepostas e identificadas;
(c) o espago quociente F' = S? /G, que é modelado em S2.



Existe um resultado geral sobre as geometrias de superficies, chamado de
Uniformizagao, que foi enunciado por Poincaré (1882) primeiramente como
conjectura e depois foi demonstrado por Poincaré[29] e Koebe [I§] (de forma
independente) em 1907.

Teorema 1.0.3 (Uniformizacao ). Toda superficie fechada e conera admite
estrutura geométrica modelada em R? S* ou H?.

Uma continuagao intuitiva desse resultado seria nos perguntarmos se
existe um analogo em trés dimensoes, e o primeiro problema encontrado no
caminho até a generalizagao é que existem mais geometrias modelo do que
as naturalmente esperadas (R?,S® e H3). De fato, Thurston [39] mostrou
que surgem mais cinco, totalizando oito_geometrias modelo 3-dimensionais:
R3, M3, S3, S? xR, H? x R, Sols, Nils, SLy(R). Além disso, com o aumento
de duas para trés dimensoes até uma pergunta aparentemente simples sobre
a relacao entre geometria e topologia ficou sem resposta por muito tempo,
conhecida como:

Conjectura 1.0.4 (de Poincaré [30]). Toda 3-variedade fechada M simples-
mente conemﬂ ¢ homeomorfa a 3-esfera S3.

Nao é dificil produzir 3-variedades compactas que nao admitem uma tinica
geometria dentre as oito, entao para obtermos um resultado analogo a uni-
formizagao se fez necessario considerar “pedacos’da 3-variedade, ao invés
da variedade inteira, e depois determinar se cada uma das partes possui
estrutura geométrica. Resultados de Kneser [I7] e Milnor [23] garantem a
existéncia e unicidade de uma decomposicao ao longo de esferas, mas com
o avango da teoria notou-se que 3-variedades com bordo toroidal possuem
um papel importante e foi necessario considerar decomposicao ao longo de
toros, conhecida como decomposigao JSJ (definida , que possibilitou
a formulacao da versao mais moderna da conjectura da geometrizacao de
Thurston [40].

Conjectura 1.0.5 (Geometrizacao). O interior de toda 3-variedade fechada
e ortentada possui uma decomposi¢ao canonica, ao longo de toros, em com-

ponentes geométricas (veja a Definigdo |3.5.11).

Thurston, além de enunciar a conjectura da geometrizacao também enun-
ciou a conjectura da eliptizacao (que tem a conjectura de Poincaré como co-
rolario) e a conjectura da hiperbolizacao, provada por Thurston em [41] para

lsimplesmente conexa significa que 71 (M) é trivial.



o caso Haken. De fato, a geometrizacao dependia apenas destes dois resulta-
dos, que foram provados por Perelman [25 26] [27] em 2002/2003 seguindo
os passos indicados por Hamilton [10} [T, 12].

Este texto vai apresentar as partes mais interessantes, tanto matematica-
mente quanto historicamente, da formulagao e avancos relacionados ao teo-
rema da geometrizagao, bem como apresentar uma aplicagao do mesmo.
Para percorrermos esse caminho precisamos de alguns pré-requisitos que
serao apresentados no capitulo 2, como consideragoes importantes sobre ge-
ometria Riemanniana, a apresentacao de estruturas como orbifolds e espacos
fibrados de Seifert, que serao tteis ao falamos sobre geometrias modelo.

No capitulo 3 vamos entender mais sobre o que é uma estrutura geométrica,
bem como quais estruturas geométricas existem em 3 dimensoes, e vamos
apresentar um panorama histérico da conjectura da geometrizagao e os pas-
sos que foram dados na teoria até que fosse provada por Perelman. Esse
texto nao contém a demonstracao da geometrizacao, pois tem como objetivo
fazer com que o leitor entenda seu enunciado e consequéncias.

No capitulo 4 usaremos boa parte do que aparece nos capitulos anteriores
pra construir um contra-exemplo para uma conjectura de Meeks, Perez e
Ros, que foi apresentado por Lima em [19]. A demonstracao usa o teorema da
geometrizagao e esperamos que nesse ponto do texto os conceitos relacionados
estejam internalizados de forma natural, a ponto do leitor se sentir confortavel
com a argumentagao.

Como autora deste texto espero também que o tamanho nao afaste quem
pretende explorar-lo, isso se deu pela quantidade de imagens ilustrativas,
quase todas de minha autoria, com excecao apenas da imagem ilustrando
(4,4, 3) o ladrilhamento do modelo do disco de Poincaré, feita por Tom Ruen
[32] (Isso acontece porque eu ndo tenho os conhecimentos necessarios pra
fazer uma imagem tao fiel).



Capitulo 2

It’s dangerous to go alone, take
these

Neste capitulo vamos explorar alguns pré-requisitos do texto, dentre eles te-
mos geometria Riemanniana para entendermos o que é uma superficie minima
e como determinar se uma superficie minima é estavel ou nao. Logo depois
vamos passar por duas segoes focadas em topologia, nas quais vamos aprender
o essencial sobre orbifolds e espacos fibrados de Seifet.

2.1 Geometria Riemanniana

Ao longo de todo o texto vamos falar sobre variedades Riemannianas, mas
vamos comegar o texto assumindo que o leitor (ou leitora) possui familiari-
dade com conceitos “basicos”de geometria Riemanniana. Nesta se¢ao vamos
ver um pouco sobre como calcular a curvatura de variedades Riemannianas,
como definir superficies minimas e determinar se sao ou nao estaveis.

2.1.1 Curvaturas

Seja S uma superficie S C R, um ponto p € S e n, o vetor unitdrio normal
a S no ponto p. Tomemos entao um plano que passa por p e contém n,,
localmente a intersecao desse plano com S é uma curva plana. Escolhendo a
orientagao de tal forma que n, seja o vetor normal unitdrio da curva em p,
podemos calcular a curvatura da curva plana, definida como k.

Como o vetor normal fixa apenas uma dire¢ao do plano, é facil ver (caso



nao seja facil ver, temos um desenho logo abaixo) que existe uma familia
a um parametro de planos que passam por p e contém n,, que depende do
angulo 6 de rotacao em torno do eixo gerado pela normal.

Figura 2.1: A variacao dos planos ao calcularmos a curvatura média.

Definimos entao a curvatura média de p € S como a média das curva-
turas das curvas geradas ao variar 6:

1 2w
, / k(0)d6.
0

T on

Além disso, H,, é também igual a média das curvaturas principais
H, = %(/{1 + ko). As curvaturas principais K1, k2 880 0 maximo e o minimo da
curvatura k(). Por um resultado de Euler [8] (1760) sabemos que as dire¢oes
(vetores no plano tangente) que dao origem a k1, k9 sao perpendiculares, essas
que sao chamadas de direcoes principais.

Esse resultado também decorre da teoria espectral, que nos da as direcoes
principais como eixos principais do tensor da segunda forma fundamen-
tal. Além disso, usamos as curvaturas principais para definir a curvatura
Gaussiana K = kks.

Quando pensamos em geometria Riemanniana estamos pensando em ob-

jetos com dimensao > 2 que nao estao imersos em um espago ambiente, e
por causa dessa auséncia de espaco ambiente, precisamos introduzir alguns

6



conceitos para conseguirmos definir coisas importantes como a curvatura de
uma variedade Riemanniana. Nesta parte do texto que trata de geometria
Riemanniana usamos como referéncia principal o livro ” Geometria Rieman-
niana”, escrito por Manfredo do Carmo [3].

Riemann descreveu uma maneira de calcular a curvatura seccional de uma
variedade Riemanniana (ndo depende da existéncia de um espago ambiente)
e embora esse jeito de entender a curvatura nao seja bom do ponto de vista
prético, pois teriamos que conhecer todas as geodésicas que passam por um
ponto p da variedade, é uma forma intuitiva de enxergar tal conceito.
Vamos comecar nossa construgao pela aplicagao exponencial que, na mai-
oria das vezes, ¢ aplicada a vizinhancas abertas da origem no espago tangente.
Definimos, a partir da aplicagao exponencial o conceito de vizinhanga normal.

Definig¢ao 2.1.1. Seja exp, a aplicagcio exponencial no ponto p. Se exp, €
um difeomorfismo em uma vizinhanca V' da origem em T, M, entao a imagem
dessa vizinhanga pela aplicagdo exponencial, exp,(V) = U, é denominada
uma vizinhanca normal de p.

Tomemos M™, com n > 2, uma variedade Riemanniana, p € M e ¢ C
T, M um subespaco de dimensao 2 do espago tangente a M no ponto p.

Figura 2.2: A construcao da vizinhanca de p em o dada por o N exp, ' (U)

Consideremos o conjunto de geodésicas que passam por p e sao tangentes a
o, € tomemos uma vizinhanga normal U C M de p . Por definigao, exp, W)

7



é uma vizinhanga da origem de T, M, portanto, exp,(cNexp,* (U)) determina
uma subvariedade N C M de dimensao 2 que é composta por segmentos das
geodésicas que passam por p e sao tangentes a o.

N =exp, (o N expljl(ll))

Figura 2.3: Construcao de N.

Claramente N possui uma métrica induzida pela métrica de M e é uma
superficie. Podemos entao calcular a curvatura Gaussiana de N em p, que
nesse caso depende intimamente do subespaco o de T, M, e serd denotada por
K(p, o), denominada curvatura seccional. O conceito de curvatura seccional
¢ importante pois ao conhecermos K (o) de todos os subespagos o C T, M
podemos determinar a curvatura R.

Depois de alguns anos Christoffel [4] indicou como calcular a curvatura sec-
cional utilizando a métrica de M, criando um método mais pratico para
calcularmos a curvatura de variedades Riemannianas.

Definigao 2.1.2. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagdo

R(X, Y)Z =VvVxZ -VxVyZ + V[ny]Z,
Z € X(M), onde V € a conexdo Riemanniana de M.

Dado um espaco vetorial V e z,y € V' estabelecemos a notagao

Ayl = /|22 y[2 — (2, y)?

que representa a area do paralelogramo determinado pelos vetores x e y.



Definicao 2.1.3. Dado um ponto p € M, um subespaco bi-dimensional
o CT,M e {x,y} uma base qualquer de oﬂ o numero real

K(z,y) = W ~ K(0)

¢ chamado curvatura seccional de o em p.

2.1.2 Formulas da primeira e segunda variagoes de area

A férmula da primeira variacao de area é, intuitivamente, uma maneira
de medir localmente o quanto a area de um pedaco de uma superficie varia de
acordo com um campo vetorial de deformagao que depende de um parametro
t. E uma das ferramentas que utilizamos para saber se uma superficie é
minima, pois para encontrarmos um minimo do funcional drea devemos pri-
meiramente encontrar seus pontos criticos, e fazemos isso da forma usual:
Derivando e igualando a zero.

Comecamos tomando X¥ C M"™ uma subvariedade k-dimensional de uma
variedade Riemanniana n-dimensional M. Definimos uma variacao de X
com suporte compacto e que fixa o bordo de ¥ como uma funcao suave
F: ¥ x(—g,e) — M tal que F(z,0) = z,Vz € 3, e para todo z € 9% e
fora de um compacto tem-se F'(z,t) = x, Vt € (—¢,¢).

Assim, F; = %(F(x,t)) é um campo vetorial, que quando restrito a X
em t = 0 é chamado de campo variacional. Nosso objetivo é calcular
a primeira derivada do funcional drea para essa familia de variacoes a um
parametro, entdo vamos defini-lo como em [6].

Como M é uma variedade Riemanniana e > C M, em cada ponto z € X
podemos tomar coordenadas locais x; em z (que podemos tomar como sendo
ortonormais) e, desta forma, usamos a métrica Riemanniana g de M para
definir:

gij(t) = g<Fl‘7j7FIj) = <Fmex]~>7 (2'1>

onde Fy,, F;, sao derivadas nas diregoes z;, ¥; respectivamente.

v(t) = /det(g;;(t))\/det (g3 (0)), (2.2)

15 possivel mostrar que essa definicao independe da escolha da base.




onde (¢*) denota a matriz inversa de (g;;).

O funcional drea (que chamamos volume porque ¥ tem dimensao k) pode

ser escrito como
VallF(£.1) = [ v(t)y/det(9,;(0)).

%

Podemos fazer a derivada desse funcional area com respeito a t, obtendo
a expressao:

L yope) = 4

dt li=o T dt t_o/zu(t) V det(gi;(0)).

Como escolhemos o sistema de coordenadas locais {z;} ortonormais em
T, temos

9i;(0) = g(F,,(0), F,,(0)) = &; = {0, se i #j

1, se 1 =3

Segue que, /det(g;;(0)) = \/det(I) =1 e agora precisamos derivar ape-
nas v(t).

d

dt

Vol(F(S,t)) = /E%

v(t). (2.3)

t=0 t=0

Definicao 2.1.4. A sequnda forma fundamental A € definida como
AXY) = (VxY)Y,
onde X,Y € T,> e o expoente N denota a componente normal.

Apés fazermos algumas contas (que podem ser encontradas com mais
detalhes em [6]), obtemos a seguinte expressao:

k
d . |
% t:oy(t) = dwz(Ft) = — iZI<FtN’A(Fa’“ le» + dwthT,

onde Fy = FN + F' é a decomposigao de F; nos espagos normal e tangente
a Zt'
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. iy k . 7z
Consideramos H = ) - | A(E;, E;). H ¢é o chamado vetor curvatura
média de X e a sua norma se relaciona com a curvatura média de X através
de ||H|| = kH. Utilizando essa nomenclatura, temos que:

d

- vt = —(FN, H) + divg F{.

t=0

Voltando a nossa integral sobre ¥ obtemos:

L yors ) - /

divg(F}) = —/(FtN,FI>+/dingtT.
dt t=0 b ) )

Usando o teorema da divergéncia, temos que fz divs FF' = 0. Entao
chegamos na seguinte expressao, que é denominada férmula da primeira
variagao de area:

L o ) - /

by

—

i divs (Fy) = — /E (FN H).

Figura 2.4: Campo variacional F; sendo projetado na direcao normal a ¥ no
ponto p.

Agora que temos essa férmula, podemos (re)definir superficie minima,
pois vemos que X é um ponto critico do funcional area se, e somente se, a
curvatura média H ¢ identicamente nula.
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Definicao 2.1.5. Uma subvariedade X% C M™ imersa é dita minima se
sua curvatura média € identicamente nula.

Agora vamos ver como surge a formula da segunda variacao de area,
pois nosso objetivo é encontrar superficies que minimizam &area, na verdade
estamos tentando encontrar pontos de minimo do funcional que calcula a
area das variacoes de uma subvariedade imersa Y¥ C M" dependendo de
um parametro t (e isso sé serd possivel pois vamos impor como condigao
que o campo de variagdo seja normal a superficie ). Nos ja sabemos en-
contrar pontos criticos usando a férmula da primeira variacao de area, mas
a0 nos perguntarmos se o ponto critico é um ponto de minimo local, i.e.,
Area(f) < Area(f;),¥t € (—e,e) precisamos computar a segunda deri-
vada do funcional area.

Dai surge a necessidade da féormula da segunda variagao de area, que pode
ser vista como uma férmula que se relaciona com os invariantes geométricos
da imersao da subvariedade Y na variedade Riemanniana ambiente. Vamos
usar uma formulagao que é uma continuagao das contas feitas para chegarmos
na férmula da primeira variacao de érea.

Tomemos novamente X*¥ C M" subvariedade minima de dimensiao k
de M™ variedade Riemanniana. Como anteriormente, definimos uma va-
riacao de X com suporte compacto e que fixa Jd¥ como uma funcao F' :
Y X (—g,e) — M tal que F(z,0) = x,Vax € X, F = Id fora de um com-
pacto, e Vo € 0% tem-se F(x,t) = x,Vt € (—e,e). Mas para facilitar nosso
trabalho vamos assumir, sem perda de generalidade, que F' é uma variacao
normal a ¥, ie, I/ = 0.

Novamente, tomamos g¢;;(t) como definida em (2.1 e v(¢) como definida
em . Desta forma, Vol(F(X,t)) = [;v(t)\/det(g;;(0)) e a formula da
segunda variagao de area ¢ dada por

d? d?

e Vol(F(Z,t)):/Eﬁ v(t)y/det(g;;(0)).

Como ja calculamos a primeira derivada de v com respeito a t, podemos

t=0 t=0
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partir dela:
Cott) = 5 (el (1) /det(g(0)))
= (et (1)) y/det (g (0)) + det(y (1)) - (1/det(g(0)
_ %(\/det(gij(t)))(\/det(g"j(O)))tT (g“ (t) - %(Qij(t))>

_ %y(t)tT’((gij(t)) : (g{-j(t))>

Portanto, 24 v/(t) = v(t)tr <gij(t) ~g§j(t)> , onde tr é o trago definido como
tr(aij) = > (a;), para uma matriz (a;;)nsxn-

Queremos calcular

2|0 =5 o (o))

Usamos entao a férmula de Jacobi para derivar o determinante de uma
matriz que depende de t, que é dada por:

t=0

d

%det(A(t)) = det (A(t))tr (A*l(t) : E(A(t))» (2.4)

Devemos também lembrar que para avaliar essa expressao em um ponto z € ¥
podemos tomar {z; } um sistema de coordenadas ortonormal em z, facilitando
um pouco as contas, no ponto x temos:

d? )
| v = =I(AG), Ft)|2+|VgFt|2—trg((RM(EI»,Ft)Ei, Ft))+dw2(Ftt).

Integrando essa expressao e usando o fato de que ¥ é minima, obtemos a
formula da segunda variacao de area:

il v == [ [( e, ). mae. ) + o

+trs(Ru(,F) ). 1)

- / (., LF). (2.5)
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Em (2.5) o operador L ¢é definido da seguinte maneira
LX = ANX +tr[Ruy(-, X) | + A(X),

onde A é denominado operador de Simons, dado por
k
AX) =Y g(A(E;, E), X)A(E;, E)),
ij=1
e AY é o laplaciano no fibrado normal, definido por
k k
AYX =D (Ve Ve X))V = (Vi zyr X)N.

i=0 i=0

Esse operador L é chamado de operador de estabilidade (ou operador
de Jacobi) e esta definido no espaco de campos vetoriais normais a ¥, como
é o caso de F; por construcao.

Como por hipétese F = 0, a variagao de ¥ (quando X é de dois lados)
pode ser escrita como Fi(x) = tf(z)n(z), onde n(x) é o vetor normal unitério
emx € Xe f:X — R uma funcao de classe C*°. Podemos definir outro
operador L, equivalente a L, que nio é mais aplicado em campos, mas sim
na funcao f que pode ser associada ao campo F;.

Definimos L : C*° — R, como L(f) = Ax.f +|A|2f 4+ Rica(n, 1) f, onde
Ricyq € o tensor de Ricci e 17 é o campo unitario normal a ¥, e a identificagao
L(F,) = L(f)n pode ser vista com mais detalhe em [6].

Por simplicidade, vamos identificar L a L, o leitor (ou leitora) serd capaz
de entender de qual das duas estamos falando pelo contexto.

2.1.3 Estabilidade

Definicao 2.1.6. Seja > uma subvariedade minima de dois lados de M.
Dados u,v € C§(X) o operador bilinear Q : C§° x C3° — R € definido da
sequinte maneira:

Q(u,v):—/zuiv

onde L ¢ o operador de Jacobi definido acima e () € denominado operador
de estabilidade.

Definicao 2.1.7. Se Q(u,u) > 0,Vu € C$°(X), dizemos que 3 € estdvel.

Portanto, se uLu > 0 ¢ uLu > 0 em algum ponto para u € Ce (%),
teremos Y instével.
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2.2 Orbifolds

Nessa se¢ao vamos estudar orbifolds, que sao estruturas utilizadas para en-
tender de forma mais efetiva a agdo de um grupo (que age propriamente
descontinuamente, mas nao necessariamente livremente) sobre uma varie-
dade. Considemos entao o quociente desse espaco pela acao do grupo ao
invés da imagem do espago pela agao do grupo. Esse tipo especifico de
espaco quociente ¢é usado, por exemplo, para provar a existéncia de estru-
turas hiperbdlicas em 3-variedades.

Um conceito muito utilizado ao longo das duas proximas secoes é o de
espaco quociente. Para facilitar o trabalho vamos comecar definindo e cons-
truindo nossa intui¢ao com respeito a esses espagos.

Definicao 2.2.1. Seja (X, 7x) um espago topoldgico, e ~ uma relagio de
equivaléncia em X. O conjunto quociente Y = X/ ~ € o conjunto das
classes de equivaléncia dos elementos de X. A classe de equivaléncia de um
ponto x € X € denotada por [z]. O mapa de proje¢ao/quociente é:

q:X = X/~ (2.6)
T [z]

Saimos de um espaco topolégico e obtivemos um conjunto, mas para
transformé-lo em espaco topoldgico precisamos muni-lo de topologia. Por
sorte, existe uma topologia natural para Y induzida por 7.

Definicao 2.2.2. O espaco quociente gerado pela relacao ~ € o conjunto Y
munido da topologia quociente. A topologia quociente € a topologia cujos
abertos sao subconjuntos U CY = X/ ~ tais que {x € X : [x] € U} = Uyepu
¢ um aberto de (X, 7x). Portanto, a topologia de'Y , 7y € caracterizada como
seque:

v ={UCY : {zreX:[z]ceU}erx}

Depois destas defini¢oes é natural peguntarmos como se parecem os espagos
quocientes. Nada melhor que um exemplo.
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Exemplo 2.2.3. Tomemos o espago topoldgico D* e a relagio de equi-
valéncia ~ identifica todos os pontos de OD?.

o(D?)

Figura 2.5: Ao colpsarmos dD? em um tnico ponto através da relacao de
equivaléncia ~ obtemos uma esfera S?

No caso em que a relacao de equivaléncia ~ é a acao de um grupo I'
no espaco topoldgico X, o quociente X/T" identifica os abertos com suas
imagens pela acao I', como pode ser visto nos exemplos e

Definicao 2.2.4. O quociente de um espaco X por um grupo G, cuja repre-
sentagao € X/G, é o conjunto das drbitas com a topologia quociente.

Vamos primeiramente definir o que significa um grupo agir propriamente
descontinuamente sobre um espago topoldgico:

Definicao 2.2.5. Seja I' um grupo agindo em um espaco topoldgico local-
mente compacto X, dizemos que a acao de I' é propriamente descontinua
se para todo conjunto compacto K C X, existe apenas um numero finito de
v eT tal que yK N K # ).

Vamos ver alguns exemplos de orbifolds antes de apresentarmos uma
versao formal da sua definicao. Essa inversao da ordem usual tem como
objetivo treinar a intuicao antes de vermos a definicao formal (que é um
pouco complicada).
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Exemplo 2.2.6. Dado um retangulo R, tomamos G como sendo o grupo
de isometrias de R? geradas pelas reflexoes ao longo dos quatro lados do
retangulo R.

a

&
CL T4

L

c

<

Figura 2.6: Ladrilhamento de R? gerado pelas reflexoes a, b, ¢, d ao longo dos
lados de R.

As reflexoes em lados paralelos a, b e c,d dao origem a dois grupos diedrais
Do, = Zy % Zs (produto livre entre duas copias de Zs, que é o grupo ciclico
com dois geradores). Desta forma, temos G = Do, X Do, O espago quociente
R?/G € o préprio retangulo R.

Chamamos esse espaco de bilhar retangular porque se pensarmos nos pon-
tos como bolas de bilhar e quisermos acertar x em y, basta mirar em qualquer
outra y dentro das reflezoes de R, como mostra a imagem |2.2.6.

Exemplo 2.2.7. Tomando um subgrupo H de G do exemplo anterior, como
sendo o subgrupo de isometrias que preservam orientacao (subgrupo de indice
2 de G). O espago quociente R*/H ¢é que chamamos de “travesseiro”.

O espaco quociente R?/H € topologicamente uma esfera com 4 pontos de
singularidade.

Com estes exemplos frescos em nossas mentes podemos olhar para a de-
finicao formal do que é orbifold. Uma orbifold O é um espaco modelado
localmente em R™ quocientado por finitas agoes de grupos com uma estrutura
adicional. Ao leitor (ou a leitora) que estiver disposto(a) a entender orbifolds
mais formalmente, segue a defini¢do dada por Thurston em [38], caso esteja
interessado(a) apenas na parte intuitiva, vocé pode pular a definigao e seguir
adiante no texto.
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Figura 2.7: Quociente de R? por H. Note que H leva os retangulos preen-
chidos do ladrilhameto em outros retangulos preenchidos.

Definigao 2.2.8 (Thurston). Uma orbifold O de dimensio n é um espago
de Hausdorff Xo munido de uma estrutura adicional. Xo deve possuir uma
cobertura por uma cole¢do de abertos {U;} fechados com respeito a intersegies
finitas. A cada U; associa-se um grupo finito I';, uma a¢ao de I'; em um
aberto ljz C R™ e um homomorfismo p; : U; = (NJZ/FZ

Sempre que tiwermos U; C Uj, deve existir um homomorfismo injetivo f;;
I'; = I'; e um mergulho ;; : U, — Uj (equivariante com respeito a f;;, ou
seja, v € Iy, Gij(vx) = fij(v)ij (x) ) tais que o diagrama comuta.

. Dij .
0, U,
. 0ij = @ij /T4
Ui/l—‘i f T;
U;/T;
Pj
U, c U,

Consideramos ¢;; como sendo definidas a menos de composi¢ao com elemen-

tos de I'j, e fi; como sendo definidos a menos de conjugacdao por elementos
de Fz

18



Além disso, nao € necessariamente verdade que
Gik = Pjk © Pij, quando U; C U; C Uy,
mas deve existir um elemento v € 'y, tal que
1Pk = Pj 0 Pij €y fulg) v = fr o fij(9)-

A cada ponto x de uma orbifold O podemos associar o grupo I',, grupo
de isotropieﬂ de x, que esta bem definido a menos de conjugagao. Numa
vizinhanga de z, U = U/F, I';, é o subgrupo de I' que age em U no ponto Z,
que se projeta sobre x.

Definicao 2.2.9. O locus singular de uma orbifold O € definido como
Yo =1z | I'y # 1}, ou seja, Xo o conjunto dos pontos de O cujos corres-
pondentes em U possuem grupo de isotropia nao trivial.

O locus singular é um conjunto fechado e um ponto p é dito singular se
seu grupo de isotropia é nao trivial, e é dito regular caso contrario.

Exemplo 2.2.10. Voltando ao exemplo do bilhar retangular, com grupo H
de isometrias que preservam orientacao geradas por reflexoes ao longo dos
quatro lados do retangulo R.

P, P,

P, Py

Figura 2.8: Os vértices dos retangulos preenchidos possuem grupo de isotro-
pia nao trivial.

Sabemos que H leva retangulos preenchidos em outros retangulos preen-
chidos, e nao ¢é dificil notar que ao levarmos A em B o ponto P, € fizado

’Definicao: Dados X um espaco topoldgico e G um grupo agindo em X.
O grupo de isotropia de um ponto x € X é o subgrupo G, C G cujos elementos fixam z,
isto é, G, :=={g € G : gz =z}
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pelas reflexoes. Por definicao temos P, € Yo, pois Py possui grupo de iso-
tropta nao trivial. Analogamente, ao levarmos A em C, D, E, notamos que
P27P37P4 € ZO'

Depois de alguns exemplos e munidos da definicao de orbifold estamos
aptos a enunciar e provar uma proposicao muito interessante de Thurston
identifica sob quais condi¢oes um par de espaco topoldgico e grupo, agindo
nesse espaco, geram uma orbifold.

Proposicao 2.2.11 (Thurston [38]). Seja M uma variedade e I um grupo
agindo propriamente descontinuamente em M, entao M /T possui estrutura

de orbifold.

Demonstragao. Dado © € M /T, tomamos & € M se projetando em x pelo
quociente e I', o grupo de isotropia de x.

Pela definicdo de grupo de isotropia, existe uma vizinhanca U, de Z inva-
riante por I',. Como a acao de I' é propriamente descontinua, podemos tomar
uma vizinhanca U, de 7 tal que U, é disjunto de suas imagens por elementos
de I que nao sao elementos de I', (elementos diferentes da identidade).

A projecio U, = U, /T, é um homeomorfismo. Para que M/T" possua
uma estrutura de orbifold, precisamos mostrar que existe uma cobertura
por abertos (com uma estrutura igual ao que acabamos de construir) que é
fechada com respeito a intersecoes finitas. Vamos entao aumentar a cobertura
{U,} adjuntando intersecoes finitas de abertos que cobrem M/T.

Sejam x1, T3, ..., r} pontos de M/I" e (~fr os abertos que sao invariantes
por I';, (grupo de isotropia de z;) que se projetam em U,, pelo quociente
tais que Uy, NU,, N...NU,, # 0. Queremos construir um aberto em UeM
que se projeta nessa intersegdo e possui um grupo de istropia I tal que
Uy MU, NN U,, =U/TY.

Dizer que U, N U, N ...N U, # 0 nao significa necessariamente que
ﬁzLﬂ (712 Nn..n Umk #+ Q, mas podemos afirmar que existem ; € I, tais que
YUz N2Us, N NyeUy, # 0. Podemos, entdo, definir U := ﬂf:ﬂiUxi, com
grupo de isometria 7, wal Ny F272_1 N Ny ka_l.

Desta forma, M /T" possui estrutura de orbifold. n

Definicao 2.2.12. Uma orbifold de recobrimento de uma orbifold O € uma
orbifold O com um mapa de projecao p : X — Xo entre os espacos base,
de forma que cada ponto v € Xeo possui uma vizinhanca U = U/F (U é
um subconjunto aberto de R™) para o qual cada componente v; de p~(U)
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é isomorfo a U/I‘Z-, onde I'; C T' € algum subgrupo. O isomorfismo deve
respeitar as projecoes

Q (U)
v; U)cXx
=l
Xo lp

(I UcXo, U=0T

A principal diferenca entre recobrimentos de orbifolds e recobrimentos
usuais de espacos topoldgicos é que o conjunto das pré-imagens de um aberto
da orbifold recoberta nao sao necessariamente isomorfos nem ao aberto, nem
entre si. Isso ocorre pois cada componente v; dessa pré-imagem é um quoci-
ente de um aberto de R™ por I'; C I'.

Exemplo 2.2.13. Munidos da definicao acima nao € dificil ver que o “tra-
vesseiro” (esfera com quatro pontos de singularidade) é uma orbifold de reco-
brimento do bilhar retangular.

=

gaus

Figura 2.9: Um bilhar retangular, que possui o travesseiro como orbifold de
recobrimento.

Definicao 2.2.14. Uma orbifold é dita boa se possui alguma orbifold de
recobrimento que é uma variedade. Caso contrario, é uma orbifold ruim.

Neste texto estamos interessados em orbifolds 2-dimensionais e, nesse
caso, a caracterizacao do locus singular é mais simples. Vamos tentar en-
tender melhor como esses pontos singulares da orbifold se relacionam com
os subgrupos de isometria. Para isso vamos usar o fato de que dado um
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sistema local de coordenadas U = U/T" em uma orbifold O, e z € U, existe
um homeomorfismo entre essa vizinhanca em O e uma vizinhanca da origem
na orbifold R?/T", onde I' ¢ um subgrupo finito de O(2) - o grupo ortogonal
de dimensao 2.

Proposicao 2.2.15 (Thurston [38]). O locus singular de uma orbifold
2-dimensional possui um dentre os trés modelos locais:

1. Linhas de reflexiao: R? /7y, onde Zy age por reflexdo no eizo y;
2. Pontos elipticos de orden n: R*/Z,, onde Z,, age por rotacoes;

3. Cantos refletores de ordem n: R*/D,, onde D,, é o grupo diedral de
ordem 2n, com representacio {(a,b : a® = b* = (ab)" = 1), e os
geradores a e b correspondem a reflexoes em retas que se intersectam
com um angulo m/n.

Demonstracao: S6 podem ocorrer esses trés tipos pois esses sao os Unicos
subgrupos finitos de O(2). O

b

>b

a

Figura 2.10: Quocientes de R? pelos grupos Zs, Z, ¢ D,,.
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2.3 Espacos fibrados de Seifert

Nosso préximo passo na jornada até a geometrizagao ¢ o estudo dos espagos
fibrados de Seifert, e para lidar com espacgos fibrados de Seifert primeiro
temos de entender como funcionam espacos fibrados por circulos.

Inicialmente consideramos D? := {(z,y) € R* : 2% + y? < 1} o disco
unitario 2-dimensional. Definimos o toro sélido fibrado trivial como o
produto S' x D? munido da folheacao produto por circulos, de forma que
St x {y}, y € D? seja uma fibra.

Figura 2.11: Imagem do toro sélido fibrado trivial.

Definicao 2.3.1. Um toro sélido fibrado € um toro sélido munido de uma
folheagao por circulos que € finitamente recoberta, no sentido de orbifolds,
por um toro solido fibrado trivial.

O espago fibrado de Seifert T'(p, q), chamado de toro sélido fibrado padrao
para p,q € Z coprimos, é um toro construido cortando um toro sélido fibrado
trivial ao longo de um disco D e colando de volta depois de um giro de %27r.

Olhando o exemplo abaixo pode-se notar que as fibras nesse caso giram
p vezes ao redor do gerador do grupo fundamental do toro sélido e q vezes
ao redor da fibra central.

Exemplo 2.3.2. Tomemos o toro solido padrao T'(8,3), onde p =38, q = 3.
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fibra central X
wy

Figura 2.12: z; é a intersecao da fibra com o disco depois de 7 — 1 voltas.

Note que a fibra gerada pela colagem apos a rotagao de 0 = %’r passa oito
vezes pelo disco D?. Além disso, podemos contar quantas voltas a fibra deu

ao redor da fibra central ao analisarmos a ordem dos pontos de intersecao da
fibra com D2

T'(p,q) também pode ser descrito da seguinte maneira:
D? x [0,1]
{(2,0) ~ (¥pq(2), D}

onde 1, , : D* — D? é dada por 9, ,(z) = eCm0/P2,

Nesta construgao, a fibra central é obtida colando os extremos da fibra {0} x
[0,1] onde 0 é o centro do disco D?. Para T(p,q) o inteiro p é chamado de
multiplicidade da fibra central.

Definicao 2.3.3. A garrafa de Klein soélida fibrada ¢ uma garrafa
de Klein solida cuja folheagao por circulos € finitamente recoberta pelo toro
solido fibrado trivial.

Munidos dessas duas defini¢oes, podemos finalmente definir o que é um
espaco fibrado de Seifert:

Definicao 2.3.4. Um espacgo fibrado de Seifert ¢ uma 3-variedade M
que possui uma decomposicao em circulos, nesse caso chamados também de
fibras, tal que toda fibra possui uma vizinhanca em M que é uma unido de

fibras e além disso é homeomorfa a um toro solido fibrado ou a uma garrafa
de Klein solida fibrada.

Exemplo 2.3.5. Um exemplo de espago fibrado de Seifert é o cubo com a
identificacao dos lados opostos, mas ao identificarmos o quadrado da base
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com o do topo, fazemos uma rotacao de 180°. Nesse caso, as fibras do espaco
fibrado de Seifert sao as que ligam a base e o topo do cubo.

\_é) giro de 180°

] PZT é T

Figura 2.13: Identificagoes do cubo da construcao do espaco fibrado de Sei-
fert.

Definigao 2.3.6. Uma fibra de um espago fibrado de Seifert é dita regular
se possui vizinhancga isomorfa ao toro solido fibrado trivial e é dita singular
caso contrario.

Exemplo 2.3.7. Ao olharmos o exemplo anterior, nao € dificil ver que a fibra
central possui vizinhanga isomorfa ao toro sélido fibrado padrao T(2,1).

:/\0

.»\4’/

oS

11— A

« 2/

/
&> T(,1)

Figura 2.14: Identificacao entre uma vizinhanca da fibra central em A e
T(2,1).

Portanto, temos que a fibra central €, por defini¢cao, singular. Vale também
ressaltar que essa € a unica fibra singular desse espaco.

25



Se p = 1 temos claramente um toro sélido fibrado recoberto ¢ vezes pelo
toro solido fibrado trivial e a fibra central é regular. Se p > 1 temos que a
fibra central é singular.

Em [7] Epstein provou o seguinte:

Teorema 2.3.8 (Epstein). Toda folheagdo por circulos de uma 3-variedade
compacta é um fibrado de Seifert.

Segue naturalmente da construcao que todo espaco fibrado de Seifert é
folheado por circulos. Juntando essa informacao com o teorema de Epstein,
temos que uma 3-variedade nao homeomorfa a garrafa de Klein sélida admite
uma estrutura de fibrado de Seifert se, e somente se, admite folheagao por
circulos.

Definigao 2.3.9. Dado M? um espaco fibrado de Seifert, o espago topoldgico
obtido ao colapsar cada fibra em um unico ponto, denotada por X, é chamada
de espago base de M3. Além disso, chamamos a tripla (M3, X, 1), uma

fibracao circular na qual © é o mapa de recobrimento generalizado m: M3 —
X, de fibragao de Seifert.

De fato, uma das proposi¢oes fundamentais sobre fibrados de Seifert 3-
dimensionais é o fato que o espaco base possui estrutura de uma orbifold
boa, onde as fibras singulares se tornam pontos de cone.

Se olharmos novamente pra 7'(p, ¢) podemos enxergar uma agao de Z, em
St x D? que é gerada pelo homeomorfismo dado pelo produto de uma rotacao
de 2?“ na diregao das fibras S' x {y} com uma rotacio de %27r no disco D?

Por causa dessa separacao natural da acdo em S! da acdo em D? temos
uma acao induzida por Z, no espacgo base X gerado pela rotacao de %2% no
disco.

Exemplo 2.3.10. Tomando T(p,q) com p =4,q = 2, podemos vizualizar a

acao de Zy induzida no espago base realizando uma rotacao de %TW na dire¢cao
das fibras S* x {y} composta com uma rotagdo de QW% no disco D?.
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todos os pontos

azuis caem aqui!

Figura 2.15: Acao induzida por Z4 no espaco base com p = 4,q = 2.

Proposicao 2.3.11. Seja M? um fibrado de Seifert 3-dimensional. Entdo
X, o espaco base de M3, possui estrutura de uma orbifold boa, chamada de

orbifold base do fibrado.

Demonstracao. Por definicdo, o espaco fibrado de Seifert M3 possui uma
decomposicao em ciculos no qual toda fibra & possui uma vizinhanca em
U, C M que é uma unido de fibras, e além disso, é isomorfa ou a um toro
sélido fibrado (T'(p, ¢) ou trivial) ou a uma garrafa de Klein sélida fibrada.

Ao quocientarmos M por suas fibras, o espago base resultante é uma
superficie na qual cada ponto z (projecao de Z) possui uma vizinhanga U,
que ¢ isomorfa:

o Ou ao toro sélido fibrado trivial (TSFT) quocientado por suas fi-
bras,

o ou ao toro sélido padrao T'(p,q) quocientado por suas fibras,

o ou & garrafa de Klein sélida fibrada (GKSF) quocientada por suas
fibras.

Desta forma, para mostrar que o espaco base X é uma orbifold, basta
mostrar que os quocientes do TSFT, do T'(p, q) e da GKSF sao orbifolds.
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o U, vizinhanca da fibra r isomorfa ao TSFT:
Ao quocientarmos U, por suas fibras, obtemos U, uma vizinhanga do

ponto x € X. U, é claramente um disco e U, — U, é um fibrado no sentido
usual. Portanto U, é uma orbifold.

o U, vizinhanga da fibra 7 isomorfa ao T'(p, q):
Temos, que U, é uma p-fold recoberta pelo TSFT S x D2 Sabemos que

U, possui acdo de Z, (induzida pela acao natural de Z, sobre S x D?) e
essa acao é gerada por um homeomorfismo que é simplesmente a rotagao por
27 /p no fator S* do produto e uma rotacao de 2¢w/p no fator D2.

st xD? —Us

L

U ———U,
Em particular, a agao de Z, restrita ao disco define a forma do espago
base U, (pois U, —> U, colapsa as fibras S').

Stx D2 ———>Us

D? ———D?/Z,

Portanto, U, é uma orbifold.

o U, vizinhanga da fibra 7 isomorfa a GKSF":
Temos que U, é 2-recoberta pelo toro solido fibrado trivial. Desta forma,

existe uma acao induzida por Zs, sobre SxDD? gerada pelo produto da rotacao
por 7 no fator S! e uma reflexao no fator D% O espaco base U, obtido a

partir de U, identificando cada fibra com um ponto pode ser identificado com

D?/Zs, que é uma orbifold com bordo.

28



>

Figura 2.16: Acao induzida por Z; através da reflexao em D? por .

Assim, temos que o espaco base U, U, de um fibrado de Seifert possui
estrutura de orbifold, na qual pontos de cone correspondem a fibras criticas
que preservam orientacao e pontos em curvas de reflexao correspondem a
fibras criticas que revertem orientacao. O

Podemos pensar num espaco fibrado de Seifert como um tipo de fibracao
no qual os circulos da folheacao sao fibras. Para entender as agoes propria-
mente descontinuas sobre esses espacos podemos usar orbifolds, que sao mais
apropriadas para este tipo de estudo de acgoes sobre um espaco topolédgico
(como vimos anteriormente).

Definicao 2.3.12. Dado E um fibrado sobre um espaco base B, 7 : E — B,
uma segao desse fibrado é um mapa continuo o : B — E tal que w(o(x)) =
x,Vor € B.

Seja M um espaco fibrado de Seifert e ¥ C M uma superficie fechada e
mergulhada em M. Dizemos que X é vertical se é a uniao de fibras regulares.
Nesse caso, ou X é um toro cuja projecao no espago base ¢ uma curva simples
fechada contida no espago complementar aos pontos de cone de X, ou X é
uma garrafa de Klein, que se projeta em uma curva fechada simples que
reverte orientagao, novamente no espago complementar aos pontos de cone
de X.

Por outro lado, dizemos que ¥ é horizontal se ¥ for transversa as fibras
em todo ponto.
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Para espacos fibrados de Seifert M fechados podemos definir um inva-
riante que detecta a existéncia de superficies horizontais. Esse invariante,
chamado niimero de Euler de uma fibracao de Seifert.

O nimero de Euler foi inicialmente definido para fibrados circulares (com
fibra tipica S') sobre superficies fechadas e foi extendido posteriormente para
fibracoes de Seifert. Vamos comecar definindo o ntimero de Euler para fibra-
dos circulares e depois vamos extender tal conceito para fibrados de Seifert.

Seja S uma superficie compacta. Se 0S # () existe essencialmente apenas um
fibrado circular, e quando 0S = () existem infinitos fibrados nao isomorfos.

No caso em que 9S # (), todo fibrado M sobre S é uma 3-variedade
com bordo. Pela natureza do bordo da superficie fechada S (composto por
circulos) sabemos que o bordo de M é composto por toros que se projetam
sobre cada uma das componentes de 0S.

Lema 2.3.13. Se 0S # (), todos os fibrados circulares orientdveis sobre S
sao isomorfos.

Vamos mostrar que as fibracoes por circulos sobre superficies com 9.5 = ()
sao parametrizadas por um inteiro chamado ntimero de Euler, nos forne-
cendo uma forma eficiente de classifica-las.

Para estudarmos as fibracoes por circulos sobre superficies fechadas pre-
ferimos considerar tais fibragoes como preenchimentos de Dehn de fibragoes
por circulos sobre superficies com bordo.

Defini¢ao 2.3.14. Dada uma 3-variedade M cujo bordo é composto por
toros 2-dimensionais Ty U --- U Ty, podemos colar toros solidos ao longo de
seus bordos em cada uma das componentes T; do bordo de M. Este processo
¢ chamado de preenchimento de Dehn.

Seja S uma superficie compacta com bordo nao vazio. Definimos M =
SxS! e fixamos ma orientacao para M. Além disso, denotamos por S a
zero-secio Sx{0}. Cada componente de bordo T' de M é um toro orientado
que contém duas curvas naturais, simples e nao-orientadas:

I- O bordom =TnNAoS da secao S,
II - A fibra [ do fibrado circular.
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Figura 2.17: As curvas naturaism =TnNS e [.

As curvas m el (quando orientadas) formam uma base (m, [) para H, (T, Z),
e escolhemos as orientagoes de m e [ de forma que a base (m,[) seja positi-
vamente orientada. O preenchimento de Dehn de uma componente de bordo
T é determinado pelo par (p,q) de inteiros coprimos que indicam a curva
+(pm + ¢l) que vai ser eliminada pelo preenchimento.

m l

Figura 2.18: As curvas naturaism =T7TNS e (.

Vamos supor que S possui uma inica componente de bordo 7', e definimos
M como o fibrado obtido através do preenchimento de Dehn de M ao
longo de (1,q). Seja S a superficie fechada obtida ao fecharmos o bordo de
S preenchendo-o com um disco.

Proposigao 2.3.15. O fibrado circular definido como M — S se extende a
um fibrado circular M/™ — S. Toda fibragcdo por circulos, orientada, sobre
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S € obtida desta forma, e valores distintos de q possuem fibrados vetoriais
que nao sao isomorfos preservando a orientacado.

A fibracio sobre um disco D C S ¢ o toro trivial D x S2. Se o remover-
mos de M7 obtemos M — S novamente. O niimero ¢ é intrinsecamente
determinado: o meridiano m nao depende da secao de M — S, e a igualdade
m’ = m + ql determina q. Portanto, valores diferentes para ¢ correspondem
a fibragoes nao isomorfas.

Definicao 2.3.16. O inteiro q é o numero de Fuler da fibra¢ao por
circulos fechada, e € usualmente denotado por e.

Corolario 2.3.17. Para cada e € Z e cada superficie fechada S existe uma
unica fibracao por circulos sobre S com numero de Fuler e.

A coisa mais importante sobre o nimero de Euler de uma fibracao por
circulos M — S sobre uma superficie fechada é que podemos vé-lo como
uma obstrucgao a existéncia de uma segao i : S — M tal que 1 o T = 1d.

Como os fibrados de Seifert sao casos particulares de fibracoes por circulos,
vamos generalizar o conceito de nimero de Euler para fibragoes de Seifert e
usa-lo para determinar a existéncia de segoes.

Para facilitar a adaptacao do conceito de ntimero de Euler para fibrados
de Seifert, vamos passar a ver fibrados de Seifert como preenchimentos de
Dehn de fibragoes por circulos, triviais, sobre superficies com bordo. E uma
abordagem similar a que usavamos anteriormente ao considerar um fibrado
de Seifert como trivial fora das vizinhancas das fibras singulares, a diferenca
é que agora vamos estudar a parte trivial para depois preenchermos as vizi-
nhancas destas fibras singulates utilizando preenchimentos de Dehn.

Seja M o (tinico) fibrado circular orientado SxS! sobre uma superficie S
compacta, conexa, possivelmente nao orientdvel com 95 # (). Denotaremos
por S a fatia S x {0} da fibragao.

Como 9S # (), temos que OM # (). De fato, as componentes de bordo
de M devem ser toros Ti,..., T}, e para cada T; escolhemos uma orientacao
para o meridiano m; = T; N AS e para fibra [;. Tal orientagao é escolhida de
forma que (m;,[;) seja uma base positivamente orientada para H;(T;,Z).

Um (my,l;)-preenchimento de Dehn de T; elimina a curva p;m; + g;l;.
Dizemos que o preenchimento de Dehn ¢ fibra-paralelo se p; = 0, isto é, o
preenchimento elimina Om; + ¢;l; = ¢;l;, que é uma fibra.
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Definigao 2.3.18. Uma variedade de Seifert é toda 3-variedade N obtida
a partir de M ao realizarmos n < k preenchimentos de Dehn em toros de
OM de forma nao fibra-paralela, isto é, com p; # 0.

A variedade de Seifert é fechada se h = k e possui kK — h componentes
de bordo caso contrérioﬂ A proposicao a seguir garante que nao precisamos
nos preocupar com a ordem dos h toros de oM.

Proposicao 2.3.19. Toda permutacao dos toros de OM sao realizadas pelos
automorfismos de m que preservam os pares +(my;, ;).

O par (p;,q;) é determinado a menos de sinal, desta forma, podemos
sempre assumir que p; > 0 e desta forma podemos descrever por completo
uma variedade de Seifert A utilizando a sequinte notacao:

N = (S, (p1,q1), -+ (P> an)), (2.7)

na qual S denota a superficie gerada ao fecharmos h componentes de 0.5

utilizando discos. A razao para utilizarmos S ao invés de S é que N possui
uma fibragao trivial sobre S.

Recordemos da definicao que o mapa N — S é de fato o que cha-

mamos de fibracao de Seifert. A superficie S por hipdtese possui bordo nao

vazio e é possivelmente nao-orientavel. Além disso, S possui estrutura de

orbifold.

Observacao 2.3.20. Note que uma fibracao de Seifert que nao possui fibras
singulares € simplesmente um fibrado circular.

Proposi¢ao 2.3.21. A wvariedade de Seifert N = (S, (p1,q1), -, (Pn,qn))
possui yna fibragao de Seifert N — S sobre a orbifold (S,p1,...,pn), onde
D1y -, P SGO pontos singulares de S, que correspondem as fibras singulares
de fato. Toda fibracdo de Seifert surge desta mesma construcao.

A notagao [2.7 define uma fibragao de Seifert N'— S e uma variedade de
Seifert A/. Agora que construimos uma notacao que codifica completamente a
estrutura das fibracoes de Seifert podemos utiliza-la para fins de classificagao.

Dizemos que duas fibracoes de Seifert m; : N7 — S and m : Ny — S,
sao isomorfas se existe um difeomorfismo ¥ : N; — N5 tal que m; = mp 0 U,

3Vale ressaltar que o nimero de componentes de bordo de uma variedade ser zero
nao significa que ela é fechada, para garantir isso precisamos invocar a compacidade da
variedade de Seifert.
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Proposigao 2.3.22. Duas notagées N1 = (S, (p1,q1), ..., (r,qn)) e No =
(S, (11,51), -, (13, 8;)) podem descrever fibragdes isomorfas se as notagoes pu-
derem ser transformadas uma na outra utilizando uma sequéncia finita das
operacoes listadas abaixo:

® (pi,4), (Piv1, Giv1) = (Di, G + Pi)s (Pis Giv1 — Pig1)s
L4 (p17 Q1)7 ceey (pha Qh) — (pb Q1)7 ceey (ph7 Qh)7 (17 0)7
o (pi,qi) — (pi, @i +pi), se ON # 0;

e permutagoes dos pares.

Esta proposicao classifica espagos de Seifert a menos de isomorfismo. E
natural nos perguntarmos sobre a classificacao a menos de difeomorfismos,
mas essa classificacao é bem mais dificil de obter.

Munidos desta notacao que classifica fibrados de Seifert podemos ex-
tender a definicao de nimero de Euler de fibragoes por circulos para
fibracoes de Seifert. Definimos o nimero de Euler de uma fibracao N =

~

(S, (p1,q1) -y (Pnyqn)) como sendo o nimero

e(N) =Y (72) .

i—1 i

O numero de Euler mede o quao distante estamos de conseguir uma secao
no nosso espaco fibrado. Em particular, N/ contém superficie horizontal
mergulhada ¥ se, e somente se, e(n) = 0, onde 1 denota a fibracao de Seifert

de V.
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Capitulo 3

Topologia das 3-variedades

Para conseguirmos chegar na conjectura da geometrizagao de Thurston pre-
cisamos entender melhor as estruturas geométricas. Ao longo da préxima
secao vamos apresentar conceitos relacionados a geometria das 3-variedades,
bem como um teorema que nos diz exatamente quais os tipos de geometria 3-
dimensionais existem (provado por Thurston) e um resultado que nos ajuda
a classificar 3-variedades que possuem estrutura geométrica modelada nessas
geometrias.

Depois disso estaremos aptos a entender o significado da conjectura da
geometrizagao e por que ela, depois de provada, nos da um resultado elegante
e geral de classificacao, que tem como corolario um dos problemas do milénio

.

3.1 Geometrias modelo

Vamos tomar como ponto de partida o conceito de geometria. A primeira
definicao de geometria que temos historicamente ¢é a de Euclides, chamada de
classica, na qual se discutem apenas conceitos basicos como pontos, retas,
relagoes de incidéncia, angulos e comprimentos. Com o avancgar do tempo e
a evolucao da matemadtica, também evoluiu a definicao do que é uma geome-
tria. Surge uma segunda definicao de geometria, relacionada com o desen-
volvimento da geometria diferencial, na qual a geometria de um espaco pode
ser recuperada através da sua métrica Riemanniana.

A definicao mais moderna do que é uma geometria surgiu pelas maos
de Klein, ela diz que dado um conjunto X e G um grupo agindo em X, a
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geometria do par (X,G) é o estudo das propriedades de X invariantes
(usualmente a esquerda) por G. Além disso, se X é o recobrimento universal
de X, uma 3-variedade suave nao simplesmente conexa, existe uma geometria
natural (X, G) na qual G é o grupo de todos os difeomorfismos de X que sao
levantamentos de elementos de G. Desta forma, como a geometria (X, G)
induz naturalmente uma geometria no recobrimento universal X, e podemos
nos restringir, sem perda de generalidade, a estudar geometrias (X, G) nas
quais X ¢ simplesmente conexo. Vamos também nos restringir as geometrias
com G maximal e que possui subgrupo H C G, agindo em X como grupo
de recobrimento, que possui quociente compacto. Dizemos que, nesse caso,
a geometria admite quociente compacto.

Definicao 3.1.1. Uma geometria 3-dimensional X € uma 3-variedade suave,
simplesmente conexa equipada com uma ag¢ao suave e transitiva de um grupo
de Lie G por difeomorfismos em X, com estabilizadoredl] compactos.

Sabendo o que caracteriza uma geometria, também é necessario saber
quando duas geometrias sao equivalentes

Definigao 3.1.2. Dizemos que duas geometrias (X, G) e (X', G") sao equi-
valentes se existe um difeomorfismo X — X' que mapeia a agao de G sobre
a acao de G'.

Defini¢ao 3.1.3. Uma estrutura geométrica em uma S-variedade N ¢
um difeomorfismo de N para X/m, onde (X,G) é uma geometria e ™ € um
subgrupo discreto de G agindo livremente em X.

Dizemos que a geometria de X modela N, e diz-se nesse caso que N
admite uma X —estrutura, ou que N é uma X —variedade.

H& muito tempo ja se sabia através do teorema da uniformizacao, [3.3.2]
que toda superficie compacta, conexa admite uma estrutura geométrica mo-
delada em R2, S? ou H? e que essas sdao as Unicas geometrias modelo 2-
dimensionais, mas ao contrario do que seria natural esperar, existem mais
geometrias modelo 3-dimensionais do que simplesmente a “versao em di-
mensao maior”das ji conhecidas em dimensio 2 (que seriam R?, S? e H?).

'também chamado de grupo de isotropia
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De fato, Thurston provou um teorema classificando todas as geometrias 3-
dimensionais maximais, que sao oito no total. Mas vale ressaltar que existem
alguns outros resultados de classificagao com condigoes diferentes, ou seja,
resultados que nao pedem que a geometria seja necessariamente maximal ou
admita quociente compacto.

Teorema 3.1.4 (Thurston [39]). Toda geometria 3-dimensional mazximal,
simplesmente conexa, que admite um quociente compacto € equivalente a
uma das oito geometrias (X, Isom(X)), onde X é uma dentre as sequintes
variedades Riemannianas.

R?, H3, S®, S? x R, H? x R, Soly, Nily, SLy(R). (3.1)

Vamos agora apresentar uma ideia da demonstracao, que é um tanto
longa, mas facil de acompanhar.

Dada (X, G) como descrita acima (X simplesmente conexo e G = Isom(X))
munimos X de uma métrica G-invariante.

Definicao 3.1.5. Se G' € um grupo topologico, entao a componente iden-
tidade ¢ a componente conexa do elemento identidade e de G.

Tomamos = € X e consideramos a componente identidade I(G,) do es-
tabilizador de z, G, (elementos de G que fixam x). Como G age em X
por isometrias, G, age em T, preservando o produto interno induzido pela
métrica em X. Temos entdao que G, é subgrupo de O(3). Como I(G,) é
conexo por definigao, temos que ou I(G,) é trivial, ou I(G,) ¢é isomorfo a
SO(2), ou I(G,) é isomorfo a SO(3). Vamos considerar separadamente estes
tres casos e entender quais geometrias sao geradas por cada caso.

- Se I(G,,) for isomorfo a SO(3), ent@o a curvatura seccional em todos os
pontos de X é a mesma, e portanto temos que X possui curvatura constante.
Por este motivo, sabemos que a geometria (X, G) é equivalente a R3 H?, ou
S? dependendo apenas da curvatura ser igual a zero, menor que zero ou maior
que zero.

- Se I(G,) for isomorfo a SO(2), podemos construir um campo de retas
G-invariantes, que denotaremos por L,, e um campo de planos G-invariantes,
que denotaremos por P,. Note que I(G,) ser isomorfo a SO(2) nos diz que
X possui um espaco 2-dimensional que é G-invariante, o que precisamos res-
ponder ¢é se podemos “separa-lo”do resto do espago. Como X é simplesmente
conexo, podemos utilizar o campo L, para construir um campo vetorial, V,
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em X. Este campo pode nao ser G-invariante, mas ¢ invariante por um
subgrupo de G; C G. O campo vetorial V, define um fluxo ¢, em X que
preserva o produto interno (além disso, o fluxo ¢; descende para variedades
recobertas por X desde que o grupo de recobrimento seja um subgrupo de
G1). Novamente nossa analise deve ser dividida em casos, e dessa vez os casos
dizem respeito a integrabilidade do campo de planos P, (isso vai responder
nossa pergunta sobre conseguirmos ou nao “separar’o espaco 2-dimensional
invariante do resto). Se P, for integravel, temos que a menos de mudangas
de escala X deve ser isométrico a S? x R,H? x R, ou a R? x R = R3 (que
ja apareceu anteriormente). Se P, nao for integravel, temos que a menos de
mudancas de escala X deve ser isométrico a S, S’\EQ ou a Nils.

- Se I(G,) for trivial, significa que a componente identidade G, age livre-
mente em X, de forma que X é naturalmente identificado com o grupo de Lie
G.. Além dlSSO o grupo G, deve ser unimodular, e essa condigao nos diz que
existem apenas seis grupos de Lie posswels S? SLQ( ), EQ, Sols, Nils e R3.

As condigoes de maximalidade excluem S3 SLQ( ), ]EQ, Nils e R3. Portanto,
a Unica opc¢ao possivel é que X seja o grupo de Lie Sols.
Desta forma, obtivemos todas as oito geometrias modelo R3, H3, S3, S%x

R, H? x R, SOlg, N’ilg, SLQ(R)
Além de existirem apenas essas oito geometrias, pelo teorema a seguir temos
que a geometria associada a uma 3-variedade fechada é unica.

Teorema 3.1.6. Se M é uma 3-variedade fechada que admite estrutura
geométrica modelada em uma das oito geometrias discriminadas acima, entao
a geometria envolvida € unica.
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3.2 As geometrias de Thurston

Nosso objetivo nesta sessao é entender um pouco mais sobre cada uma das

oito variedades Riemannianas homogéneas e simplesmente conexas H?, R3, S3, S

R, H? x R, Nils, Sols, Efg(R), bem como suas métricas e grupos de isome-
tria.

Essas oito geometrias podem ser divididas em 3 classes. A primeira é a
classe das geometrias isotrépicas, que sao chamadas de classicas. Logo depois
temos a classe das Geometrias produto e por tltimo a classe das Geometrias
de grupos de Lie. No caso do espaco ser um fibrado de Seifert, y vai denotar
a caracteristica de Euler da orbifold base e e 0 nimero de Euler da
fibracao de Seifert do espago (quando a mesma existir).

3.2.1 Geometrias classicas R?, H?, S?

e R3 - E familiar a todos que estudam matematica.

O espaco R? munido da métrica euclideana é caracterizado principalmente
por possuir um total de zero surpresas: é simplesmente conexo e possui
curvatura identicamente nula.

Dados dois pontos p,q, podemos medir a distancia entre eles usando
de(p,q) = /{p — ¢, p— q)r na qual (u,v)g = uzv; + uyvy + u,v,. O grupo
de isometrias de R3 é o grupo euclidiano F(3), que possui seis graus de
liberdade das quais 3 sao atribuidas a simetrias translacionais e as outras
3 sao atribuidas a simetrias rotacionais. Além disso, podemos listar os ti-
pos de isometria de Isom(R3) facilmente. Sao elas: Identidade, translacao,
rotacao ao redor de um eixo, reflexdao em um plano, inversao por um ponto,
“screw displacement” (ou deslocamento em parafuso em tradugao literal) que
¢ uma combinacao de rotagao ao redor de um eixo e translacao, “transflec-
tion” (transflecc@o em traducao livre) que é uma combinagao de reflexdo por
um plano e translacao e rotagao imprépria que é uma combinacao de rotacao
e inversao por um ponto.

Uma 3-variedade M que possui estrutura geométrica modelada em R3
pode ser relacionada a quocientes de R? pela acdo de subgrupos de isome-
trias de R®. Tomemos como exemplo de 3-variedade o espaco fibrado de
Seifert construido no exemplo Existem no total 10 3-variedades fecha-
das e planas, que sao precisamente as variedades que admitem uma estrutura
de espago fibrado de Seifert com x e e iguais a zero. Em [37] pode-se encon-
trar uma classificacao detalhada de todas.

39

2

X



e H? - Essa ¢ a tinica 3-variedade simplesmente conexa com curvatura —1.
Além disso, H* é modelado pelo 3-espago superior R? = {(z, y, z) € R?:
z > 0} munido da métrica hiperbélica dada por ds® = (1/2?)(dz?+dy*+dz?).

Tal qual o espaco euclideano, o grupo de isometrias de H? também possui
dimensao 6. Porém, enquanto topologicamente s existem 10 3-variedades
fechadas distintas que sao quocientes de R?, existem infinitas 3-variedades
hiperbdlicas topologicamente distintas que sao quocientes de H?, o que mos-
tra que o seu grupo de isometrias possui uma estrutura muito mais rica do
que a de E(3). De fato, a riqueza no numero de variedades modeladas pela
geometria hiperbdlica ficara evidenciada ao longo da Secao [3.3] Por hora,
apenas observamos que nenhuma variedade fechada modelada em H? possui
estrutura de fibrado de Seifert.

e S? - Uma forma de ver S ¢ vé-lo como a esfera unitdria em R* mu-
nida da métrica euclideana usual induzida pela de R* dada por ds(p, q) =
cos t((p, ¢)r). O grupo de isometrias de S* é o grupo ortogonal O(4).

Além disso, se M é uma 3-variedade fechada que admite estrutura geométrica
modelada em S3 entao M possui uma estrutura de fibracao de Seifert 1 com

e(n) # 0 e x(X) > 0.

Exemplo 3.2.1. Um exemplo famoso de quociente da esfera S* é o espaco
dodecaédrico de Poincaré, também conhecido como a esfera de homologia
de Poincaré. Este espaco topologico que serviu como contra-exemplo para a
primeira versao da conjectura de Poincaré.

Poincaré supos inicialmente que toda 3-variedade com grupo fundamental
finito seria homeomorfa a 3-esfera, mas o espaco dodecaédrico também possui
grupo fundamental finito (de ordem 120). A descoberta deste contra-ezemplo
levou a reformulagao da conjectura para considerar o grupo de homologia ao
mwvés do grupo fundamental.

A homologia de Poincaré € isomorfa a 83/f, onde I € o grupo bindrio
tcosaédrico. Além disso, existe outra construcao que parte de um dodecaedro
e identifica as faces opostas fazendo a menor rotacao possivel para que a
identificacao faca sentido.

Exemplo 3.2.2. Uma familia de exemplos de quocientes S*/G aparece ao
quocientarmos S* por subgrupos finitos, e portando ciclicos, de S' agindo
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livremente em S* preservando fibragoes de Seifert infinitas e ndao isomorfas.
Os espagos dessa familia sao isomorfos aos espacos lenticulares L(n;1),n >
2.

Definicao 3.2.3. Sejam p, q inteiros coprimos e considere S® como a esfera
unitdria C. Entdo a Z/p-agdo em S gerada pelo homeomorfismo

(21,22) — (e%zl, 6273(1 29)

¢ livre. O espago quociente é chamado espago lenticular L(p;q).

3.2.2 Geometrias produto S? x R, H? x R

e S? xR -E a mais simples dentre as 8 geometrias.

Possui métrica induzida de forma canonica pelas métricas das componen-
tes S? e R, e tem como grupo de isometrias Isom(S?) x Isom(R).

Se M é uma 3-variedade fechada com estrutura geometrica modelada em
S? xR e se a folheacao natural de S? x R por retas se projeta numa folheacao
de M por fibras S!, entdao M possui uma estrutura de fibracao de Seifert 7.
Claramente a orbifold base é recoberta por S?, ou seja, é esférica, e portanto
X(X) > 0. Além disso, e(n) = 0.

Como o grupo de isometrias de S? x R ¢ Isom(S?) x Isom(R) podemos
estudar os quocientes de (S* x R)/G apenas entendendo G através dos seus
geradores (a, 3) € Isom(S?) x Isom(R). Os elementos a € Isom(S?) e
B € Isom(R) nos dizem quais identificagoes de S? e R vao dar forma ao
espago quociente.

Os quocientes fechados e orientdveis de S? x R sao construidos da seguinte
maneira;:

Tomamos G como sendo o grupo infinito ciclico gerado por («, ), com « a
identidade em S? e 3 a translagao em R, entdo o espaco quociente (S* xR)/G
¢ homeomorfo & S? x S'. Além disso, se substituirmos a pelo mapa antipodal
em S? obtemos uma fibracao nao trivial por S? sobre S!, a qual denotaremos
S?xSt.

Para construirmos o segundo quociente fechado e orientdvel de S? x R
tomamos G o grupo gerado por (ay, 31), (g, B2) € Isom(S?) x Isom(R),
onde o, a3 sao o mapa antipodal em S? e /31, 32 sao reflexoes distintas de R.
Desta forma, o quociente (S* x R)/G ¢ homeomorfo a P3# P3.
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Vale ressaltar que podemos também construir os espacos quocientes nao
orientdveis P? x R e P? x S,

e MH? x R - A geometria desse espaco produto é dada pela métrica produto,
como em S? x R, mas nesse caso temos infinitas 3-variedades com estrutura
geométrica modelada em H? x R. Tomamos como exemplo o produto de uma
superficie hiperbélica por R ou S!.

O grupo de isometrias, assim como em S? x R, é dado por um produto,
mas nesse caso Isom(H?) x Isom(R).

Supondo que G é um subgrupo discreto de isometrias de H? x R agindo
livremente no quociente M de forma que M seja um fibrado de Seifert, existe
uma projegao natural G — Isom(H?) com imagem I" e a orbifold base X
em M é H?/T. Se X é compacta, temos x(X) < 0. Além disso, a estrutura
de fibracao de Seifert induzida em M tem ntmero de Euler e(n) = 0.

3.2.3 Geometrias de grupos de Lie S\EQ(R), Nils, Sols

. :STZQ(R) - Para entender :S’\Z/)Q(R), que é o recobrimento universal de SLy(R),
podemos comecar conhecendo mais sobre o seu espaco base.

SLy(R) é o grupo de Lie 3-dimensional de todas as matrizes reais 2 x 2
com determinante igual a 1. Isso significa que os elementos de SLy(R) sao

matrizes <CCL Z) tais que ad — bc = 1.

Podemos entao tomar seu recobrimento universal, §Z2(R), e a partir de
agora vamos passar a omitir (R) por simplicidade.

Considere agora o plano hiperbélico, H?, temos que a métrica em TH? in-
duz uma métrica no fibrado tangente unitério UH? de H?, que ¢é subvariedade
de TH2. Além disso existe uma identificacao entre UH? e PSLsy, o grupo de
isometrias que preserva orientacao de H? (construgao da identificagao apre-
sentada em entao conseguimos também uma métrica para PSLy. Como
PSLy é coberto duplamente por SLs, seu recobrimento universal é §Z2, 0
que nos fornece o seguinte mapa de recobrimento:

SL, 5 SL, -5 UH?. (3.2)

Estamos interessados na métrica induzida em é\iz pelo recobrimento
1} Vamos explorar a construcao da geometria de SL, durante a ela-
boragao do contra-exemplo para a conjectura de Meeks, Pérez e Ros (4.2)).
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Toda 3-variedade com estrutura geométrica modelada em §E2 é um espago
fibrado de Seifert, onde as fibras da fibragao de Seifert sao imagens das fibras
de SL2

Uma 3-variedade M fechada que admite estrutura geométrica modelada
em §Z2, pelo teorema , herda naturalmente uma estrutura de fibracao
de Seifert n sobre uma orbifold X, que é o quociente de H? por algum grupo
de isometrias e portanto x(X) < 0. Além disso, e(n) # 0.

e Nil3 - Nilg é¢ um grupo de Lie 3-dimensional que consiste de todas as
matrizes triagulares superiores da forma

1

[
— < w

0

0
com zx,y, z € R, munidas de multiplicagao usual de matrizes, tem esse nome
pois sua algebra de Lie é nilpotente. Nils é uma fibracao por retas sobre
o plano Euclidiano R? e como as isometrias de Nil; preservam a estrutura
de fibragao, cada isometria de Nil3 induz também uma isometria no plano
R?, desta forma podemos ver que o grupo de isometrias I'som(Nil3) possui
exatamente duas componentes.

Podemos identificar Nils com R? munido de uma métrica invariante por
Nilz dada por ds? = dx? +dy* + (dz — xdy)?. Existe uma acao de S' em Nil3
que é um grupo de automorfismos que preservam a métrica que acabamos
de apresentar. Ela também preserva a estrutura de fibracao, mas induz uma
rotagao em R? que fixa a origem. O grupo Isom(Nilz) é gerado pelo grupo
Nil e por essa acao nas fibras.

Se M é uma 3-variedade fechada com estrutura geométrica modelada em
Nilz, entao M deve herdar a estrutura de fibragao de Seifert n da folheagao
de Nils por retas. A orbifold base X de n é o quociente de R? por algum
grupo de isometria e portanto x(X) = 0, e além disso, e(n) # 0.

e Solz - O espaco Solz é um exemplo de grupo de Lie soluvel, que consiste
de todas as matrizes



com xz,y,z € R, munidas de multiplicacao usual de matrizes. Solz é difeo-
morfo a R? e quando equipada com a métrica invariante a esquerda definida
por ds* = ¥ dz? + e % dy? + d2?, (z,y, z) € R3 é uma das oito geometrias
modelo.

O grupo de isometrias Isom(Solz) possui oito componentes.

3.2.4 As 6 geometrias fibradas

Depois de termos visto um pouco sobre cada uma das oito geometrias e como
se parecem as 3-variedades fechadas com estrutura modelada nelas, podemos
pontuar que seis destas oito geometrias modelo, todas as variedades fechadas,
sao espacos fibrados de Seifert.

O teorema a seguir nos diz que quando a estrutura geométrica de uma
3-variedade é modelada em uma das geometrias fibradas ela pode ser deter-
minada por Y, o nimero de Euler da orbifold base X do espaco fibrado de
Seifert, e e, o nimero de Euler da fibragao de Seifert 7.

Teorema 3.2.4 ([37]). Seja M uma 3-variedade fechada. M possui es-
trutura geométrica modelada em uma das geometrias S3, R?, S? x R, H? x
R, SLs, ou, Nils se, e somente se, M for um espaco fibrado de Seifert. Além
disso, se M possui estrutura de fibragao de Seifert n sobre uma orbifold X,
entio a geometria apropriada para M € determinada por x(X) e e(n) de
acordo com a tabela abaixo:

‘X<0 x=0 x>0

e=0H>xR R® S?xR
6#0 §ZQ(R) NZlg Sg

O teorema nos da uma boa divisao de espacos fibrados de Seifert
fechados em 6 classes que dependem de que tipo de estrutura geométrica eles
admitem. Determinamos qual a geometria apropriada a partir de y e e. E
embora seja muito geral, infelizmente o inico tipo de demonstracao que existe
consiste de fazermos uma avaliacao caso a caso, o que foge completamente
do escopo deste texto, mas pode ser encontrada com todos os detalhes em
[37].

Outro teorema util para a classificacao de quais estruturas geométricas
podem modelar quais 3-variedades é o seguinte:
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Teorema 3.2.5 ([37]). Seja M uma 3-variedade fechada. M possui estru-
tura geométrica modelada em Solz se, e somente se, M € finitamente reco-
berta por um “torus bundle”sobre S' com mapa de identificacdo hiperbdlico.

Definicao 3.2.6. Seja f : T? — T? um homeomorfismo que preserva ori-
entacdo. Tomamos o produto cartesiano T? x I deT com o intervalo unitdrio
I A 3-variedade M (f) obtida ao identificarmos as duas componentes de fron-
teira da variedade pelo mapa f € um “torus bundle”com monodromia f.

Munidos destes dois teoremas podemos tomar uma variedade fechada
que possui estrutura geométrica modelada em uma dentre as oito geometrias
modelo 3-dimensionais e saber se sua estrutura é modelada em uma das seis
geometrias fibradas ou em Sol3. Como sabemos que s6 existem oito geome-
trias modelo, se sua estrutura geométrica nao for compativel com nenhuma
dentre S?, R3, S? x R, H? x R, SLs, Nils ou Sols, entdao temos que ela deve
ser modelada em H?.

3.3 (Geometrizacao

A histéria da geometrizacao teve inicio com Henri Poincaré, que apés desen-
volver ferramentas importantissimas para o estudo de geometria e topologia
(tais como homologia, homeomorfismos e grupo fundamental) passou a se
perguntar se homologia e homotopia eram a mesma coisa (e a resposta é
nao, como ele mesmo provou com um contra-exemplo). Essa pergunta gerou
a conjectura de Poincaré:

Teorema 3.3.1 (Conjectura de Poincaré). Toda 3-variedade fechada e sim-
plesmente conexa é homeomorfa a 3-esfera, S3.

Além disso, Poicaré enunciou em 1882 (e Klein em 1883) o teorema da
uniformizacao, que foi provado de forma independente por Poincaré[29] e
Koebe [18] em 1907.

Teorema 3.3.2 (Uniformizagao). Toda superficie compacta e conexa admite
estrutura geométrica modelada em R?, S? ou H?.

Este é um resultado de classificacao 6timo, pois toma todas as superficies
conexas, compactas e diz exatamente que tipo de estruturas geométricas elas
podem ter como modelo. Thurston, inspirado por esse resultado, desejava
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generaliza-lo para dimensoes maiores, em particular dimensao 3 e ao longo do
processo provou que existem nao apenas 3 geometrias modelo 3-dimensionais,
mas sim 8.

Agora vamos ver agumas defini¢oes relacionadas a decomposigoes e somas
de variedades antes de voltar ao nosso interesse principal.

Definicao 3.3.3. A soma conexa M = Mi#Ms de duas 3-variedades ori-
entadas e conexas é construida retirando o interior de uma bola fechada de
cada uma das duas variedades, My e My, e entao colando as duas esferas re-
sultantes (como componentes de bordo das variedades) por um difeomorfismo
que reverte orientacao.

Definicao 3.3.4. Uma 3-variedade M é dita prima se toda soma conexa
M = M# M, € trivial, isto €, se alguma das duas componentes da soma
My, ou My for uma esfera 3-dimensional.

Definicao 3.3.5. Seja M uma 3-variedade. Dizemos que M ¢é irredutivel
se toda bola 2-dimensional mergulhada em M € fronteira de uma 3-esfera em

M.

Nao é dificil notar que as defini¢oes de prima e irredutivel sao parecidas.
De fato, a tinica 3-variedade prima que nao é irredutivel é S? x S!, e é o que
diz a proxima proposicao.

Proposicao 3.3.6. Toda 3-variedade orientada N # S* x St € prima se, e
somente se, € irredutivel.

Demonstracao: A operacao inversa de uma soma conexa N = N;#N, con-
siste em cortarmos N ao longo de uma esfera de separagéoﬂ S C N e depois
fechando as variedades resultantes com bolas.

A componente N; cortada é S? se, e somente se, N; é uma bola. Desta
forma, a soma conexa ¢ trivial se, e somente se S delimita uma bola em um
dos lados do corte. Portanto, N é prima se, e somente se toda esfera de
separacao S C N delimita uma bola.

Se N é irredutivel, entao pela afirmacao acima N é também prima. Pelo
outro lado, se N for prima e nao irredutivel, entao ela possui uma esfera
S C N tal que N — S possui uma unica componente conexa. Existe uma
curva simples fechada o« C N que interseciona S transversalmente em um

2separating sphere - é uma esfera S C N tal que N — S é ndo conexa.
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ponto, tomando as vizinhancas tubulares de S e a vamos definir M como a
uniao destas vizinhangas.

Notemos que M é uma esfera, denotada por S’. A esfera S’ separa N
em duas componentes e como N é prima, temos que ou M é uma bola ou
N — M ¢é uma bola. Como a« C M e « é homotopicamente nao trivial, de
fato N = M U B, onde B é uma bola.

Vamos mostrar que N = S? x S'. Mergulhamos S U o naturalmente em
S? x S* pois S é homeomorfa a S* X {y} e @ é homeomorfa a {z} x S'.

Decompondo S? = D U D' em dois discos e St = I U I’ em dois interva-
los, a variedade M também admite o mergulho de S? x (I U D) x S! e seu
complemento B = D’ x I’ é uma bola. Portanto N = S? x S*.

]

Nao é dificil produzir 3-variedades compactas que nao admitem uma tinica
geometria dentre as oito, entao para obtermos um resultado analogo a uni-
formizacao se fez necessario considerar ”"pedacos’da 3-variedade, ao invés
da variedade inteira, e depois determinar se cada uma das partes possui
estrutura geométrica. Resultados de Kneser [17] e Milnor [23] garantem a
existéncia e unicidade de uma decomposicao ao longo de esferas.

Teorema 3.3.7 (Kneser-Milnor). Toda 3-variedade M fechada e orientdvel é
soma coneza de variedades primas. Os fatores sao determinados unicamente
a menos de homeomorfismo.

Mas com o avanco da teoria notou-se que 3-variedades com bordo toroidal
possuem um papel importante e foi necessario considerar decomposi¢ao ao
longo de toros, conhecida como decomposicao JSJ, que possibilitou a versao
mais moderna da conjectura da geometrizagao de Thurston [40].

Definicao 3.3.8. Seja S uma superficie propriamente mergulhada em uma
3-variedade M suave ou linear por partes. Um disco de compressao D é um
disco mergulhado em M tal que DNS = 0D e a intersecao € transversal. Se
a curva 0D nao delimita um disco em S, entao dizemos que D € um disco
de compressao nao-trivial.

Se § nao possui disco nao-trivial, entao dizemos que S é uma superficie
compressivel. Se S nao é nem uma 2-esfera nem uma superficie compressivel
entdo S € dita itncompressivel.

Definicao 3.3.9. Um toro essencial pode ser definido geometricamente como
um toro incompressivel, mergulhado e nao paralelo ao bordo. Uma 3-variedade
é dita atoroidal se nao contém um toro essencial.
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Teorema 3.3.10 (Decomposicao JSJ). Seja M uma 3-variedade irredutivel,
orientdvel e fechada (compacta sem bordo). Entao M possui decomposi¢ao
(a menos de isotopia) em uma colecao minimal de toros incompressiveis
mergulhados e disjuntos tal que cada uma das componentes da 3-variedade
obtidas ao cortar M ao longo dos toros €, ou atoroidal, ou um fibrado de

Seifert.

Definicao 3.3.11. Dizemos que uma 3-variedade compacta com bordo toroi-
dal (possivelmente vazio) é geométrica se o inlerior possui uma estrutura
geométrica completa de volume finito modelada em uma das oito geometrias.

Agora que sabemos o que significa uma variedade ser geométrica e que
pode-se decompor 3-variedades de forma canonica longo de esferas ou toros,
estamos prontos para enunciar a conjectura da geometrizacao de Thurston.

Conjectura 3.3.12 (Thurston 1982 [40]). Toda 3-variedade fechada e irre-
dutivel possui uma decomposicao, ao longo de toros, em componentes geométricas.

Nesse mesmo texto Thurston demonstra que a conjectura vale para 3-
variedades Haken, num resultado que ficou conhecido como teorema da hi-
perbolizacao.

Teorema 3.3.13 (Hiperbolizacao). Seja N uma 3-variedade compacta, ori-
entdvel e irredutivel com bordo toroidal (possivelmente vazio). Se N é ato-
roidal e i (N) € infinito, entao N € hiperbolica.

Definigao 3.3.14. Dizemos que uma 3-variedade orientdvel fechada é Ha-
ken, se € irredutivel e contém uma superficie incompressivel de dois lados
mergulhada 3 de género > 1. Caso contrdrio, é dita nao-Haken.

Além da hiperbolizagao, Thurston também escreveu a conjectura da elip-
tizacao, que tem a conjectura de Poincaré como corolario. O teorema da
Eliptizacao junto com o teorema da Hiperbolizacao nos dizem que toda 3-
variedade atoroidal ou ¢ esférica ou é hiperbdlica.

Teorema 3.3.15 (Eliptizacdo). Toda 3-variedade fechada orientdvel com
grupo fundamental finito € recoberto pela esfera.

Demonstracoes completas para esses dois teoremas foram apresentadas
por Perelman [25] 26] 27] ao provar a conjectura de Thurston (que implica
tanto a Hiperbolizagao quanto a Eliptizacao), e o caminho percorrido por
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Perelman na demonstracao usando fluxo de Ricci foi indicado por Hamilton
em [10, [1T), 12].

Apoés a demonstracao da geometrizacao, passamos a poder utilizar o grupo
fundamental de A/, uma X —variedade, para determinar em qual das oito
geometrias NV é modelada. De fato, a partir do grupo fundamental podemos
também caracterizar sua topologia e estrutura fibrada (ou a inexisténcia de
tal estrutura). Essa classificacao se dd de acordo com a tabela abaixo que
pode ser encontrada em [1].

Definicao 3.3.16. Dada uma propriedade P de grupos, dizemos que um G
¢ virtualmente P se G admite um subgrupo de indice finito satisfazendo P.
Além disso, podemos usar essa nomenclatura quando P € outro grupo, i.e.,
se H é um grupo dizemos que G ¢é virtualmente H se G possui subgrupo
finito K tal que K € isomorfo a H.

Proposigao 3.3.17. Seja N uma 3-variedade fechada modelada em X dentre
as oito geometrias de Thurston , entao a tabela abaizo nos diz como
determinar qual X a partir de m (N') e apresenta o tipo de topologia que N
possui. Além disso, as ultimas duas colunas dessa tabela recuperam o teorema

324
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Geometria 1 (N) Topologia X(X) | e(n)
‘ N finitamente
3
S mi(N) finito recoberta por S? >0 | #0
Caso contrdrio N ou seu recobrimento
2 ) _
SR m(N) =7 ou Dy duplo € igual a S* x S >0 =0
3 Caso contrdrio, N finitamente recoberta
R 5 0y 3 1 1 1 =0 1=0
m(N) € virtualmente 7 por S* x S x S
Caso contrario, N finitamente recoberta
Nils i (N) virtualmenée por um "torus bunldle” —0 | £0
nilpotente, mas nao com monodromia
virtualmente 73 nilpotente
Caso contrario, N ou seu recobrimento
m(N) solivel, mas duplo é um "torus bundle”
SOlg ~ . .
nao virtualmente com monodromia
nilpotente Anosov
Caso contradrio, .
. N finitamente recoberta
1 (N) virtualmente um or S xS onde S
H? x R produto Z x F, po? P <0 | =0
, ¢ uma superficie
com F' livre e com y(%) < 0
nao ciclico X
Caso contradrio, .
P ~ N finitamente recoberta
m(N) € uma extensao 1
P K , por S* bundle sobre
SLy nao separdvel de . <0 | #0
; R uma superficie 3
um grupo livre nao ciclico com x(%) < 0
F por Z X
H3 caso contrdrio N atoroidal
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Capitulo 4

Aplicando nossos
conhecimentos

Superficies minimas fechadas, compactas e sem bordo nao existem em R?,
pois colapsam durante o processo de minimizacao. Se ao invés de R? conside-
rarmos superficies minimas fechadas, compactas e sem bordo em 3-variedades
Riemannianas, podemos impor condicoes topolégicas que garantem a existéncia
de tais subvariedades. Estas condigoes topolégicas impedem a superficie de
colapsar.

Definicao 4.0.1. Uma imersao f : F — M de uma superficie compacta F
em uma 3-variedade Riemanniana M é minima se possui curvatura média
1qual a zero.

Definicao 4.0.2. Um mapa de uma superficie € dito de menor drea se
possui drea nao maior que qualquer outro mapa homotopico a ele.

Definicao 4.0.3. Um mapa f : F — M é dito minimizante de drea
se este mapa € homologicamente minimizante, de forma que a drea da sua
imagem (f(F) em M) nao seja maior que a drea de qualquer superficie na
mesma classe de homologia.

O estudo da existéncia de superficies minimas, fechadas e compactas em
3-variedades Riemannianas comecou, naturalmente, com a esfera e depois
seguiu para superficies de género maior. Consideremos M uma 3-variedade
Riemanniana fechada com segundo grupo de homotopia, s, nao trivial.
Isso nos diz que existe ao menos uma familia de esferas 2-dimensionais ho-
motopicas e nao contrateis em M.
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Seja .Z a familia de mapas suaves f : S? — M da esfera 2-dimensional
em M tais que f(S?) é nao homotdpica a um ponto (ie, consideramos ape-
nas imersoes nas quais a imagem é nao-contratil) ou equivalentemente f(S?)
representa um elemento nao-trivial de my(M).

Definimos .# := {area(f): f € F}.

O teorema de Sachs-Uhlenbeck [34] a seguir mostra que, embora nao
possamos garantir a existéncia de um representante minimizante de area
para um elemento particular de mo(M), é possivel garantir a existéncia de
um elemento minimizante de area dentre todas as esferas nao contrateis.

Teorema 4.0.4 (Sachs-Uhlenbech). Se (M) € nao-trivial, entao existe um
mapa f € F tal que area(f) = 7.

Além deste teorema sobre a existéncia de esferas minimas estdveis em
3-variedades Riemannianas, devemos destacar também o teorema da esfera
de Papakyriakopolus [24]. O teorema da esfera afirma que se m3(M) é nao-
trivial, entao existe uma esfera 2-dimensional mergulhada e nao-contratil em
M.

Quando passamos a pensar sobre superficies de género maior, precisamos
mudar a abordagem, pois utilizarmos uma restricao em 7y ja nao é tao util.

Para entendermos melhor a estrutura topolédgica de 3-variedades é comum
utilizarmos abordagens na qual cortamos a variedade ao longo de superficies
em blocos mais simples (como vimos anteriormente quando consideramos a
decomposig¢ao JSJ ou ao longo de esferas) para entendermos de que forma
podemos recombinar os pedagos para obtermos a variedade inicial. Duas
classes de superficies sao comummente utilizadas para cortar 3-varidades, as
superficies incompressiveis e as superficies de Heegaard.

Procuramos por superficies incompressiveis definidas de forma a terem
seus grupos fundamentais injetados em (M), e o teorema de Schoen-Yau
[35] discorre sobre a existéncia de tal classe de superficies.

Teorema 4.0.5 (Schoen-Yau). Se uma 3-variedade Riemanniana M contém
uma superficie incompressivel de género g > 1, entdo existe uma superficie
de menor drea imersa.

A demonstracao deste teorema mostra que de fato uma superficie de
menor area existe na classe de homotopia de cada superficie incompressivel,
se mo(M) = 1. Além disso, o teorema de Freedman-Hass-Scott [12] trata do
mergulho dos mapas de superficies incompressiveis.
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Teorema 4.0.6. A superficie de menor drea homotdpica a uma superficie
ortentada, incompressivel e mergulhada em uma variedade Riemanniana ori-
entdvel e irredutivel ou é mergulhada ou recobre suplamente uma superficie
de um lado orientada.

Aplicagoes de resultados subsequentes incluem o teorema de Peter Scott
[36] sobre a rigidez topoldgica dos espagos fibrados de Seifert. Além disso,
Waldhausen provou em [43] que uma 3-variedade com grupo fundamental
isomorfo ao de M ¢ na verdade homeomorfa a M.

Vimos que a existéncia de superficies minimas estaveis em uma 3-variedade
Riemanniana tém relagao com a nao-trivialidade da topologia da variedade.
Por outro lado, os quocientes de S* munidos de métrica com curvatura de
Ricci positiva nao admitem superficies minimas estaveis, fechadas e de dois
lados. Estes fatos sugerem que existe relagao entre a topologia de um espaco
ambiente e a existéncia de superficies minimas estaveis e fechadas no mesmo.
Uma das conjecturas nesta direcao foi enunciada por Meeks, Perez e Ros em
[22] como segue.

Conjectura 4.0.7 (Meeks, Pérez e Ros ). Seja (M, g) uma 3-variedade
Riemanniana. Se (M, g) nao admite superficie minima fechada e mergulhada
cujo recobrimento de dois lados € estdvel, entao M € finitamente recoberto
pela esfera S3.

Vamos comegar construindo a familia de contra-exemplos de 3-variedades
modeladas em S L, depois seguiremos para a demonstracao do teorema que
explica por que a familia de 3-variedades construida é de fato um contra-
exemplo para a conjectura Ao fim do capitulo apresentamos um teo-
rema também provado em [19] que é uma versao desta conjectura trocando
a hipotese de mergulho por imersao. A demonstracao nao sera apresentada
em detelhe, mas faremos algumas consideragoes sobre o método utilizado.

4.1 Construcao do contra-exemplo

Agora vamos apresentar a constucao de um espago quociente que servira
como base para o contra-exemplo da conjectura de Meeks, Pérez e Ros.
Comecamos tomando pi,p1,p3s > 2 nimeros naturais e A o triangulo
cujos angulos internos sao pil, p%, pls. Esse triangulo pode estar em R? ou em
H?2, isso depende apenas se a soma dos angulos internos do triangulo é igual

1 1 1 1 _ L 141
aﬁoumenorquew,le,sepl+p2+p3_1oup1+p2_|_p3<1.
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Podemos usar A para gerar uma triangulacao T do espaco ambiente, R?
ou H2, através de reflexoes nos lados do mesmo.

(6,3,2)

Figura 4.1: Triangulacoes de R? e H? [32] onde (pi,ps,p3) é uma notagao
para a triangulacao gerada pelo triangulo A com angulos internos pil, pﬂg, 1)13

Definimos I'(py, p2, p3) como o grupo de isometrias do espago ambiente
gerado pelas reflexoes ao longo dos lados do triangulo A, parecido com o que
fizemos no capitulo de orbifolds no exemplo [2.2.6] Esse grupo é chamado de
grupo triangular.

Consideramos I" := I (py, p2, p3) <I'(p1, p2, p3) 0 subgrupo de isometrias
que preservam orientagao geradas pelas mesmas reflexoes ao longo dos lados
de A. A agao de I' é livre e transitiva nos triangulos de 7' (e I' é subgrupo
normal pois tem indice 2).

Definicao 4.1.1. Dado um espaco topolégico X e um grupo G agindo em X,
a orbita de um elemento x € X € a classe de equivaléncia de x, com respeito
a relacdo de equivaléncia determinada por x ~ y se existir g € G tal que
y = g(x), onde g(x) € a imagem de x pelo homeomorfismo de x associado a

g.
Sabemos por que X/G é um espaco topoldgico e por [2.2.11| que se G

age propriamente discontinuamente no espaco ambiente X, entao o quociente
X/G é uma orbifold.

Tomemos a triangulacao T do espago ambiente. As isometrias geradas
pelas reflexdes ao longo dos lados do triangulo que preservam orientacao
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(elementos do grupo I') sdo as transformacgoes que levam os triangulos pre-
enchidos, em outros triangulos preenchidos.

Olhando para uma parte da triangulacao de R? e de H? na figura
podemos notar que os elementos a, b, ¢ € T'(py, p2, p3) geram os elementos de
I', que levam triangulos preenchidos em outros triangulos preenchidos.

A A )
A 49

Figura 4.2: Os triangulos A, B,C, D em (4,4, 3) e (6,3, 2).

Note que para levarmos o triangulo A em B,C, D podemos realizar o
produto de duas reflexoes.

A— B=uac
A—C=uab
A— D =bc

Nao é dificil ver que esses produtos podem ser interpretados como rotagoes
ao redor dos pontos P, P; e P53 respectivamente, e isso nos diz que Py, Py, P3 €
Yg, isto é, os vértices fazem parte do locus singular da orbifold S.Além
das rotagoes, também temos a identidade I e translagoes. Por se tratar de
uma orbifold 2-dimensional, ao analisarmos os grupos de isotropia associados
a esses pontos podemos tentar entender a estrutura topoldgica do espaco
quociente de acordo com o teorema [2.2.15]

Os pontos no interior do triangulo A, dominio fundamental, tem estabi-
lizador trivial, bem como os pontos nas arestas de A. Basta entao entender
os estabilizadores de Py, Py, Ps.

Exemplo 4.1.2. Tomando A o triangulo com angulos internos 3,% e .
Como % + % + % = 1 temos um triangulo em R%.  Além disso, os pontos
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P, sdo o0s pontos da nossa triangulacio de R? que se projetam sobre P; pelo
quociente.

e P - o estabilizador desse vértice € o grupo Zy, pois as isometrias em
I’ que fixam os pontos Py, sao a identidade I e uma rotagao por m, que
podem ser identificadas com elementos de Z.

o P, - 0 estabilizador desse vértice € o grupo Zs, pois as isometrias em I’
que fizam os pontos Py sdao a identidade I, uma rotagao por %’r e outra
por 4?”, que podem ser identificado com elementos de Zs.

o P5 - o0 estabilizador desse vértice € o grupo Zg, pois as isometrias em
I que fitam os pontos Py sio a identidade I, e as rotagoes por &, 2

37 37
, %’r e %’T, que podem ser identificado com elementos de Zg.

D (.r-\.
X /e 5 N
A/ N,

A
e
O X_n
Figura 4.3: Identificacao entre os estabilizadores de Py, Py, P; com Zs, Z3, Zg

Usando o que jé conhecemos sobre orbifolds, vemos que os pontos P; se
projetam em pontos de cone de indice 2, os pontos Py se projetam em pontos
de cone de indice 3 e os pontos Py se projetam em pontos de cone de indice
6. Portanto R?/T = (S, g), onde S é uma esfera com 3 pontos de cone com
indices p1,p2,p3 € a métrica g € flat.

Se pil + p% + pig = 1. A métrica induzida no espaco quociente é flat e

se p% + p% + p% < 1 a métrica é hiperbodlica. Para a construcao do contra-
exemplo da conjectura de Meeks, Pérez e Ros vamos nos concentrar no caso

onde pil + p% + p% < 1, isto é, o espaco ambiente onde construiriremos a

56



triangulacao a partir de A ¢ H2.

A geometria da 3-variedade na qual estamos interessados ¢ modelada em
SLy(R), entdao devemos primeiramente apresentar a geometria de SLo(R).
Como ja vimos anteriormente SLy(R) é o grupo 3-dimensional de matrizes
2% 2 com entradas reais e determinante iguala 1, e SL, (R) é seu recobrimento
universal. -

Para construirmos a geometria de SLs(R) vamos comegar munindo o
fibrado tangente de H?, TH?, de uma métrica Riemanniana definida de forma
que o produto interno no espago tangente T, (TH?) é tal que V e H sao
ortogonais, onde V' ¢ o plano tangente a T,z € H?, H é o plano horizontal
em w € THs.

Tomando TH? podemos considerar o fibrado tangente unitdrio do plano
hiperbdlico UH? C TH?, desta forma UH? possui métrica induzida pela
métrica de THZ.

Além disso, existe uma identificacao entre UH? e PSL,, que é o grupo
de isometrias de H? que preservam orientacao. Isso se d4 pois PSL, age
transitivamente em UH?, ie, dado (p,v) € UH? existe uma tnica isometria
¢ € PSL, tal que ¢(0) = p e dp(0) = v, a existéncia de tal acdo transitiva
nos diz que existe UH? ~ PSL,. Para construirmos o caminho inverso da
identificacdo, PSLy +— UH?Z, basta notarmos que uma isometria ¢ € PSL,y
pode ser associada ao ponto (¢(0),dy) € UHZ.

Por definicao PSLy é 2-recoberto por SL,, desta forma, §E2 ¢é recobri-
mento universal de PSLs, e por causa da identificacao entre UH? e PSLg
temos que SL2 também ¢ recobrimento universal de U H2, isto é, U UH2 6
identificado com SL2 de forma que p : SL2 — UH? seja um mapa de
recobrimento. Desta forma, podemos munir SL, Ly de uma métrica pullback
induzida pela métrica de UH?Z.
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PSLy = UH? ¢ TH?

| g

HQ

~_ UHP? é um fibrado sobre H* com fibras isomorfas a S' e, naturalmente,
SLy é um fibrado sobre H? com fibras que sdo retas (mas nao é um fibrado
trivial).
Sejam I'(pq, p2, p3) definido anteriormente, e I' o subgrupo de I'(py, pe, p3)
que preserva orientacao definido como
[ :=T"(py, pa, p3) C ['(p1,pa,p3). T age em H?, portanto dada uma isome-
tria f € T, a aplicacao derivada de f no fibrado tangente df : TH? — TH? é
uma isometria quando TH? é munido da métrica apresentada anteriormente,
e desta forma, sua diferencial df | ., - UH? — UH? é uma isometria de UH?.
Tomamos f € I, e df isometria de U H2. Queremos determinar quando
existe um levantamento de df para UHZ2.

Teorema 4.1.3 (Existéncia de levantamentos). Sejam, um mapa de recobri-
mentop : C — X e f: Z — X um mapa continuo, com Z um espaco
conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos. Fixamos um ponto
base z € Z, e escolhemos um ponto ¢ € C tal que p(c) = f(z). Entao existe
um levantamento de f (um mapa continuo g : Z — C pro qualpog = f e
g(z) = c) se, e somente se, os homomorfismos induzidos no nivel de grupos
fundamentais, fu: m(Z,2) — m(X, f(2)) e pg : m(C,c) — m (X, p(c)),
satisfazem a sequinte relacao:

fa(mz2) Cpy(m(Cic)) (4.1)
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Zez/ﬁXBf(Z)zp(@

Portanto, ao tomarmos o seguinte diagrama vemos que dada df : UH? —
UH?, existe um levantamento para uma classe [df] se e somente se

cif#(m([}f-l@)) C p#(m(ﬁﬁ/?)). Como UH2 é o recobrimento universal, tem-

se m (UH?) trivial, portanto existe [df] levantamento de isometrias para SLs.

P U2 e — Y s 1Y 57,
9
(e]
\ p p p p P
UH? UH? UH2T>UH2 UHQTUHQ

(a) (b) ()

Figura 4.4: (a) Diagrama que justifica a existéncia do levantamento de df o
7 por p através do teorema de existéncia de levantamentos; (b) Diagrama
mostrando a construcao da classe [df]; (¢) Diagrama usando a identificagao

—2
entre UH e SL,.

Como ja vimos durante sua construcao, os elementos de I' sao na verdade
rotacoes ao redor dos vértices das copias de A na triangulacao. Além disso,
fazer tais rotagoes ao redor dos vértices mantém dentro da triangulagao T.

Uma isometria de H? se levanta a uma isometria de SLs e, desta forma,
existe em 5’\[//2 um grupo de isometrias T que é o levantamento de I elemento
a elemento, como feito anteriormente para f. Assim, temos que I' é uma
extensao de I' pelo subgrupo central Z do grupo de isometrias [ som(ﬁg).
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T foi construido de tal forma que obtemos a sequéncia exat
0—-Z—-T—=T=0.

Definicao 4.1.4. Uma ac¢ao de um grupo G sobre um espaco topologico X,
G x X — X € dita livre se Ve € X,g-x = x = g = I, i.e., apenas a
identidade fixa algum ponto.

Nosso objetivo agora é mostrar que o quociente §Z2 / [ é um espaco fi-
brado de Seifert. Para fazer isso, vamos comegar verificando que a agao de
[ ¢ livre para depois usarmos o teorema que classifica SLo/ ' como um
espaco fibrado de Seifert. -

Para mostrar que a acao de I é livre em SL,, basta mostrar que a agao
nao possui pontos fixos, e para mostrar que I nao possui pontos fixos basta
mostrarmos que df : UH? — UH? nao possui pontos fixos. Isso acontece
pois pois dada f € T, se para algum a € UH? tem-se df(a) = a, como o
diagrama (c) na pagina anterior comuta, temos df op~t(a) = ptodf(a)e
desta forma, (If(pil(a)) = p~1(a). Portanto, se df possui ponto fixo, entao

seu levantamento, c,ilvf , também possui ponto fixo.

Seja (x,v) € UH? e f € T, entao df(z,v) = (z,v) se, e somente se,
flz) =z e (df).(v) =v. Como f €T, fé conjugado ou a uma rotagao ou
a uma translagao hiperbdlica. Translagoes hiperbdlicas nao possuem pontos
fixos, e as rotagoes fazem com que df nao possua pontos fixos (porque muda
a dire¢ao do v). Assim, T ndo possui pontos fixos, portanto age livremente

em SLs.

Podemos finalmente aplicar o seguinte teorema, cuja demonstragao pode
ser encontrada em [37] (teorema 4.15), para afirmar que SLy/T" é, de fato,
um espaco fibrado de Seifert.

Teorema 4.1.5 ([37]). Seja G um grupo discreto de isometrias de SL,
agindo livremente e com quociente M = SLg/f. A folheagcao de SLo por
retas verticais descende a uma folheagdo de M e ocorre uma das sequintes
0pCOes:

'Uma sequéncia de homomorfismos entre grupos G; dada por Gg ELN G1 ELN G ELN

fn . 1s . . ,
... = G, é dita exata se a imagem de cada homomorfismo é igual ao nicleo do homo-

morfismo seguinte, ie, im(fx) = ker(fit1)-
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1. A folheacdo da a M uma estrutura de fibrado por retas sobre uma
superficie nao fechada.

2. A folheagcao de M é uma fibracao de Seifert.

3. A folheagio de M € por retas cuja imagem em M nao € fechada. Nesse
caso I' deve ser isomorfo a Z, 7. X Z ou ao grupo da garrafa de Klein.

Como vimos anteriormente, o grupo I' age livremente em S Lo, tomamos
entao com a sequéncia exata

0—-R— ]som(é’zg) L Isom(H?) — 1.

Onde p induzido pelo recobrimento SLy — H2, entdo p(I) = T por
construcao. Seja K = I' R, podemos reescrever a sequéncia exata com os
subgrupos de Isom(SLy) e Isom(H?).

0 TNR—=>T =T =1

Temos que I é discreto e, de acordo com [37] a intersegao 'NR ou é trivial
ou ¢ infinita ciclica. Mas I N R nao pode ser trivial, pois isso implicaria que
df(a) = a,Vdf € T' e Ya € UH?, assim a = p(df(a)) = df (p(a)), terfamos
entao I trivial (o que ja provamos nao ser verdade). Portanto, 'NR é infinito
e ciclico e cada linha no fibrado, que é uma fibragao de SL, por linhas, cobre
um circulo em SLy/K e ocorre o que foi descrito no item 2 do teorema,
portanto, M é uma fibracao de Seifert. -

Pela construgao do recobrimento temos 5L, 5 H2 e T 5T, desta forma

M = SLy/T se projeta em H2/T" = (S, g).

~_Como M ¢é um espago fibrado de Seifert com geometria modelada em
S Ly, a orbifold base X = (S, g) é H? quocientado por um grupo de isome-
trias, que possui métrica hiperbdlica e (S,g) = X implica que x(X) < 0.
Além disso, temos que o niumero de Euler do fibrado de Seifert e(n) # 0 pelo
teorema

Antes de apresentarmos o contra-exemplo para a conjectura de forma
mais concreta, vamos apresentar alguns resultados que serao tteis pro nosso
entendimento de superficies minimas em espacos fibrados de Seifert.
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Lema 4.1.6 (Pitts, Rubinstein [28]). Seja ¥ uma superficie minima, fe-
chada, estavel e de dois lados mergulhada em um espaco fibrado de Seifert
M munido de uma métrica geométrica h. Entao ou X € horizontal ou é
vertical.

Demonstracao. Se M é um espaco de Lens, entao h possui curvatura de Ricci
positiva, e nesse caso nao existe superficie minima, fechada, de dois lados e
estavel em M.

Vamos entao supor que M nao é um espaco de Lens, além disso, a
fibracao de Seifert associada ao espaco fibrado de Seifert é II : M — S.
Nesse caso, existe um recobrimento finito F' : M — M, um recobrimento de
orbifolds f : S — S e uma fibracdo de Seifert IT : M — S tal que S é suave,
M é um fibrado circular sobre S e [To F = f o1I.

. il )
M——=F§

F Q S

M——>S
II

Além disso, M possui métrica geométrica gerada gerada pelo pullback
h = F*h. S e S estdo munidas das métricas § e g de (mesma) curvatura
constante.

Consideramos o levantamento ¥ de ¥ para M. Desta forma, ¥ ¢ uma
superficie minima fechada, de dois lados, estavel e mergulhada em (M iz)

Seja § o campo de Killing unitdrio associado a I1, isto é, o campo unitdrio
na direcéo das fibras de IT e N a normal unitéria a 3. Denotamos ¢ = (N, £).

Vamos supor que ¥ nao é horizontal nem uma unido de fibras, isso signi-
fica que ¢ # 0, mas ¢ = 0 para pelo menos um = € 3. Além disso, como &
¢ um campo de Killing, temos que L(¢) = 0, onde L é o operador de Jacobi
de X.

Como X é estdvel e vale que L(¢) = 0, por “standard eliptic theory” podemos
afirmar que ou ¢ # 0,Vz € ¥ ou ¢ = 0, o que contradiz a hipétese que 2
nao é horizontal nem uma uniao de fibras.

Portanto, ou ¥ é horizontal ou é uma unido de fibras, e como essa clas-
sificacao é local a afirmacao se extende a Y. Para mostrarmos que ou X é
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Figura 4.5: Vetor N normal a um ponto de 3 e vetor ¢ elemento do campo
de Killing unitario associado a II.

vertical ou é horizontal precisamos garantir que > nao possua fibras singula-
res.

Supondo que Y seja uma uniao de fibras e que contém uma fibra singular.
Desta forma, v = II(X) é uma curva simples e fechada (pois ¥ é fechada e
mergulhada) que contém um ponto de cone z € S de angulo 2?”, para algum
inteiro p>1.

. I i

M———F
F f
SCM—>85D7

II

Consideramos uma vizinhanca D de z € S tal que f~'(D) seja uma
colecao de discos geodésicos disjuntos Dy, ..., D,, de (S,§). Cada D; é de-
composto em 2p setores circulares com angulo %, ey = f1(yN D) pode ser
descrita da seguinte maneira:
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/ -4- fibra singular

Figura 4.6: A curva v passa por uma fibra singular.

Em cada setor existem dois arcos se encontrando (de forma tnica) no
centro de D;, temos entao que 1:[_1(&) nao é mergulhada. Desta forma, como
[IoF=fo II, podemos concluir que ¥ nao pode ser mergulhada, mas isso
contradiz a hipotese inicial.

(a) (b)

Figura 4.7: (a) O disco geodésico D; dividido em 2p setores. (b) Comporta-
mento da curva 7 em um setor do disco geodésico D;.

Concluimos entao que ¥ nao contém fibras singulares, portanto vale que
ou % é horizontal ou X é vertical. O

Agora vamos ver mais uma proposicao muito 1util para a demonstracao do
teorema principal de [19], mas antes vamos passar por um dos meus teoremas
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favoritos, que relaciona geometria e topologia de uma forma muito bonita e
contra-intuitiva.

Teorema 4.1.7 (Teorema de Gauss-Bonnet). Seja (M,d) uma variedade
Riemanniana 2-dimensional com bordo OM. Seja K a curvatura Gaussiana
de M e kg a curvatura geodésica de OM. Entao

/ K dA+/ k, ds = 2mx (M)
M oM

onde dA € o elemento de drea da superficie, ds € o elemento de comprimento
ao longo da componente de bordo OM e x(M) € a caracteristica de Euler de

M.

Uma demonstragao muito interessante para o teorema de Gauss-Bonnet
pode ser encontrada no livro [42]. Agora podemos passar para o proximo
resultado auxiliar.

Proposicao 4.1.8. Seja (S, g) uma 2-esfera munida de uma métrica flat
ou hiperbdlica g com 3 pontos de cone. Entdo (S,g) ndo possui geodésicas
fechadas simples na sua parte reqular.

Demonstracao. Vamos supor que existe tal geodésica, que serda denotada
por 7. Consideramos entao discos D;, imagens dos discos geodésicos pela
projecao, que sao vizinhancas dos pontos de cone p;,i = 1,2,3 tais que
ycCS=8—(U,D).
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Figura 4.8: Discos D; e D; os discos em E? se projetando nos cones com
vértices p;.

Tomamos entao os discos geodésicos D; no espaco E2, que pode ser R2
ou H?,com centros Z; que se projetam por 7 nos pontos de cone p; (como na
imagem acima) onde 7 é o quociente pela acao de uma rotacao de 2q—:r, q; € 2.
OD; = T (0D;).

Por essa construcao, as componentes de bordo possuem curvatura geodésica
negativa com respeito a normal unitaria que aponta para parte interior de S.

Como a superficie com a qual comecamos é uma esfera, temos que uma
curva fechada simples deve separar S (teorema de Jordan), e nesse caso,
também deve separar S pois esta completamente contida em S. Entao podem
ocorrer uma das duas possibilidades abaixo ilustradas na imagem [4.1]

I - v delimita um disco em S;
IT - v é homotopica a uma das componentes de bordo de S.

(I) Se 7 é bordo de um disco U em S, entdo podemos usar Gauss-Bonnet
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Figura 4.9: As duas possibilidades para v € S.

27x(U) = /UK dA + /BU ky ds (4.2)

27rz/KdA+/kg ds (4.3)

U vy

27r=/KdA—|—/Ods (4.4)
U ol

Se a métrica é flat temos 27 = [, K dA = [;0 dA = 0 e se a métrica é
hiperbélica temos 27 = [, K dA = [, —1 dA = —|U|, onde |U| é a érea da
regiao U. Portanto temos uma contradicdo, e nos resta analisar (II).

(IT) Se v é homoto6pica a uma das componentes de bordo, que denotaremos
por 7, consideramos o anel A cujas componentes de bordo sao 7y e 7.

Como 4 possui curvatura geodésica negativa e vale y(A) = 0, temos:

Oz/KdA+/ ky ds

A
/KdA—i—/k’ ds—l—/k ds
/KdA—l—/Ods+/k ds.

Se a métrica é flat temos 0 = [, K dA+f kg ds = f k, ds < 0 que é uma
contradigao, e se a métrica é hiperbdlica temos 0 = f A K dA+ f7 ky ds =

67



/

< #

Figura 4.10: O anel em S que tem 7 e 4 como bordo.

f a1 dA+ f% kg ds < 0 que também gera uma contradigao. Desta forma,
também nao ocorre (II).

_ Isso nos diz que nao existem geodésicas simples fechadas na parte regular
S. O

68



4.2 O teorema

Em [I9] o autor apresenta duas versdes do teorema, na primeira versao é
mais facil notarmos o motivo dele justificar a existéncia do contra-exemplo

para [L.0.7}

Teorema 4.2.1. Seja (M, h) uma dentre SLy e Nils munido de uma métrica
geométrica homogénea h cujo grupo de isometrias tem dimensao 4. Fxiste
uma 3-variedade (M, h) obtida como quociente de (M, fz) e que nao contém
superficie minima fechada e mergulhada cujo recobrimento de dois lados €
estdvel.

Ao demonstrar tal teorema, Lima também mostra que existe uma 3-
variedade que nao contém superficie minima fechada e mergulhada cujo reco-
brimento de dois lados é estavel e também nao é finitamente recoberta pela
esfera S?. Como sabemos pelo teorema | 2 geometria modelo envolvida
é tnica, entdo como (M, h) é modelada em SLs ou Nils, ela ndo pode ser
finitamente recoberta pela esfera S3.

Teorema 4.2.2 (Lima [19]). Seja (M, h) um espago fibrado de Seifert fe-
chado, wrredutivel, nao-Haken, com grupo fundamental infinito e munido da
métrica geométrica h. Entao (M, h) nao contém superficie minima, fechada
e mergulhada cujo recobrimento de dois lados € estdvel.

Demonstragao. Utilizando a proposicao 2 de [15] vimos que, como por hipétese
(M, h) é nao-Haken, entéao:

ou M é um espaco lenticular;

)
b) ou M é um fibrado S? ou P? sobre S!;
) ou M= P3#PpP3;

)

ou M possui orbifold base X isomorfa a uma esfera com trés pontos
de cone.

Como por hipdtese (M) ¢ infinito, nado ocorre (a). Nao ocorre (b)
pois M ¢ irredutivel, e como vimos na proposicao |3.3.6 esses dois tipos de
fibrado sobre S! nao sao irredutiveis. Por fim, nao ocorre (c) pois M é nao
irredutivel.
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Desta forma, temos que M possui orbifold base é uma esfera (S, g) com
trés pontos de cone e e(M) # 0. Pela construgao que fizemos em sabe-
mos que as estruturas geométricas possiveis para M sao SLs e Nils.

Vamos supor que (M, h) possui uma superficie ¥ minima, fechada e mer-
gulhada cujo recobrimento de dois lados é estavel. Como o recobrimento de
dois lados € estavel, existem duas possibilidades: ou X é de dois lados ou é
de um lado.

- Supondo ¥ de dois lados: Entao pelo lema ou X é vertical ou ¥
é horizontal.

Se X é vertical, entao sua projecao no espago base, denotada por v, é
uma curva simples fechada contida na parte regular da orbifold base que é
uma esfera com trés pontos de cone. Como ¥ é vertical, temos (Ny, &) = 0,
onde Ny, é o campo normal a ¥ e £ é o campo vetorial associado a acao
SO(2) nas fibras. Desta forma, ser vertical nos diz que a projegao v é em
uma curva, e o fato de X ser fechada nos diz que ao projetarmos > sobre o
espaco base obtemos uma curva também fechada. Além disso, sabemos que
~ é uma curva simples pois > é mergulhada em M.

Com a métrica em X é induzida pela métrica h de M podemos mostrar
que v é uma geodésica. Sejam T e 1 0os campos unitarios tangente e normal
a v. Dado x € ¥ tomamos uma vizinhanga U de II(z) no espago base S de
forma que I : TI"}(U) — U seja uma submersao Riemanniana.

7( X)

X I(x)

Figura 4.11: Figura mostrando a pré-imagem da vizinhanga U de [I(x) e T,
com sua base ortogonal dada por {{(z),T(z)}.
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Sejam T, 7j os levantamentos de T' e i para II-1(U). Temos que {T(x), ()}
¢ uma base ortonormal para o plano tangente a Y no ponto x, 1,3, onde &
é o campo de Killing de TT71(U).

Vamos denotar por V a conexdao Riemanniana em M e V a conexao
induzida em S. Podemos entao calcular a curvatura média de ¥ utilizando
estes campos. Como por hipétese X é minima, temos:

0=H = Z A(E;, BN = (VT 5) + (Ve€, i)

= (VrT,n) = curvatura geodésica de v no ponto II(x).

Desta forma, temos que v é uma geodésica, e pela proposicao S nao
admite geodésicas simples e fechadas na sua parte regular. Portanto, > nao
pode ser vertical.

Ao analisarmos a hipotese de ¥ ser horizontal devemos recordar que,
como M é um espaco fibrado de Seifert, o niimero de Euler e é um indicador
da existéncia de superficies horizontais em M, isto é, M admite superficie
horizontal ¥ se, e somente se, e(M) = 0. Como sabemos que e(M) # 0,
temos entao que M nao possui X horizontal. Portanto, > nao pode ser de
dois lados. Devemos entao analisar a existéncia de ¥ de um lado.

- Supondo ¥ de um lado: Por hipdtese ¥ C M é minima, fechada e
mergulhada, podemos entao tomar o recobrimento duplo M de M de forma
que o levantamento 3 de ¥ seja uma superficie minima, fechada, conexa e
de dois lados que é estavel por hipdtese.

Desta forma, M é um espaco fibrado de Seifert munido de uma métrica
pullback induzida pelo mapa de recobrimento, portanto, o lema nos diz
que 3 deve ser ou horizontal ou vertical, e isso deve valer também para ¥
por causa do jeito que X foi definida e porque ser horizontal ou vertical é
uma propriedade local. Entao podemos usar a mesma argumentacao feita
no caso anterior, na qual tinhamos ¥ de dois lados, gerando novamente uma
contradicao. Desta forma, nao pode existir tal >. O]

Além deste resultado, Lima prova que a conjectura é vélida se en-
fraquecermos uma das hipdéteses de mergulhada para imersa:

Teorema 4.2.3. [19] Seja (M, g) uma 3-variedade Riemanniana. Se (M, g)
nao admite superficie minima fechada e imersa cujo recobrimento de dois
lados € estdvel, entdo M € finitamente recoberto pela esfera S3.
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Demonstra¢ao. Vamos supor que M nao é quociente da 3-esfera, e mostrar
que neste caso (M, g) possui superficie minima estavel, fechada, de dois lados
e imersa. Pelo trabalho de de Perelman temos que se M nao é quociente da
3-esfera, entao M possui grupo fundamental infinito, portanto M se encaixa
em um dentre os seguintes quatro casos:

[- M é nao-irredutivel,
IT- M é irredutivel e nao orientavel;
III - M é irredutivel, orientavel e nao-Haken;

IV - M é irredutivel, orientavel e Haken.

I - Se M é nao-irredutivel existe esfera S C M que representa um ele-
mento nao-nulo do grupo de homologia de M. Combinando o teorema de
Sacks-Uhlenbeck [34] e [21] obtemos que existe uma esfera minima e estével
Y em (M, g), e que ¥ ou é mergulhada ou recobre duplamente um plano
projetivo mergulhado.

IT - Se M ¢ irredutivel e nao orientdavel e nao possui plano projetivo
de dois lados mergulhado P, entdo por [2] (M,g) contém uma superficie
mergulhada e estavel ¥ homeomorfa a P. Além disso, > é de dois lados
(caso contrario, por [[14], lema 2] M é RP3, o que contradiz a hipétese da
nao orientabilidade).

Se M possui plano projetivo de dois lados mergulhado P, pelos lemas 6.6
e 6.7 de [16], M contém uma superficie incompressivel, que nao separa M,
de dois lados mergulhada S. Utilizando os teoremas 3.1 e 5.1 de [9] obtemos
uma superficie minima e estavel 3 homotépica a S em (M, g). Além disso, %2
¢ mergulhada ou recobre duplamente uma superficie de um lado mergulhada.

ITI - Se M ¢ irredutivel, orientavel e nao-Haken podemos dividir nossa
andlise em dois casos dependendo se 7 (M) possui subgrupo G isomorfo a
Z & 7 ou nao.

Se 1 (M) possui subgrupo isomorfo a Z @& Z entao existe um toro incom-
pressivel imerso em M. Desta forma, segue de resultados em [34] e [33] que
(M, g) contém toro minimo, imerso e estavel.

Se (M) nao possui subgrupo isomorfo a Z & Z, pelo trabalho de Perel-
man sabemos que M admite superficie orientavel, incompressivel e imersa
de género g > 2. Usando novamente [33] e [34] podemos concluir que (M, g)
contém superficie minima, estavel e imersa de género g > 2.

72



IV - Se M ¢ orientavel, irredutivel e Haken, combinando os resultados de
[33] e [34] com o de [9], obtemos que (M, g) contém superficie minima estével,
orientavel e incompressivel de género g > 1. Além disso, tal superficie é ou
mergulhada ou recobre duplamente uma superficie nao-orientavel e mergu-

lhada. O

E notével que a conjectura de Meeks-Pérez-Ros difere do teorema an-
terior apenas pela hipétese do mergulho das superficies minimas em (M, g).
Para descobrirmos se o resultado pode ser provado na versao mais forte (com
mergulho ao invés de imersao) esbarramos diretamente no caso I11. Se m (M)
possui subgrupo isomorfo a Z & Z, segue de [31] que M é um espago fibrado
de Seifert nao-Haken com 71(M) infinito. O teorema [1.2.2] garante que M
admite uma métrica que nao contém superficie minima fechada e mergulhada
cujo recobrimento de dois lados é estdvel. Quando 71 (M) nao possui sub-
grupo isomorfo a Z & Z, M ¢é hiperbélica, e nao temos resultados sobre a
existéncia de superficies minimas fechadas e mergulhadas cujo recobrimento
de dois lados ¢ estavel.

Existem exemplos de M nao-Haken e hiperbdlicas que nao contém su-
perficies nao-orientaveis mergulhadas, o que nos diz que as superficies pro-
duzidas pela demonstragao do teorema nao sao mergulhadas e nao re-
cobrem nenhuma superficie nao orientavel.

Questao 4.2.4. Seja M uma 3-variedade fechada, hiperbolica, nao-Haken e
seja g uma métrica Riemanniana arbitrdria em M. A 3-variedade Rieman-
niana (M, g) admite superficie minima fechada e mergulhada cujo recobri-
mento de dois lados é estdvel?

E importante ressaltar que esta pergunta nao possui estd aberta até
mesmo para o caso no qual g é uma métrica hiperbdlica.
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