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RESUMO

Neste trabalho solucionamos a equacao de transporte unidimensional
com condigoes de contorno semi-refletivas em um dominio nao homogéneo para os
casos com espalhamento isotropico e anisotropico. Determinamos a solu¢ao do pro-
blema com espalhamento isotropico por meio de duas diferentes metodologias nas
quais usamos o método de Nystrom na discretizacao. Essencialmente esse método
se resume no truncamento da formulagao integral da equagao do transporte usando
uma quadratura numérica. A primeira metodologia consiste em aplicar o método de
Nystrom para discretizar o problema originalmente proposto, enquanto, a segunda
consiste em transforma-lo em um problema mais simples através de uma mudanca
de variavel para depois aplicar a discretizacao. Ambas as equagdes integrais envol-
vem operadores com singularidades que sao tratadas através de técnicas analiticas
e computacionais. O problema de transporte com anisotropia, para os casos linear
e quadratico, é solucionado aplicando somente a segunda metodologia. Os algorit-
mos dessas metodologias sao implementados em linguagem de programacao C com
o auxilio de rotinas da GNU Scientific Library. O fluxo escalar é calculado para
duas diferentes quadraturas numéricas, a saber, Gauss-Legendre e regra de Boole.
A fim de validar a eficiéncias das metodologias propostas para o problema com
espalhamento isotrépico nés comparamos nossos resultados numeéricos nos casos ho-
mogéneo, multirregiao e nao homogéneo com dados disponiveis na literatura. Além
disso, produzimos novos resultados numéricos resolvendo diversos problemas nao
homogéneos e comparamos as solugoes obtidas pelas duas abordagens propostas.
No caso do problema de transporte com anisotropia, simulamos os casos com espa-
lhamento isotrépico, linear e quadratico e comparamos nossos resultados com dados

da literatura.
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ABSTRACT

In this work we solve the one-dimensional transport equation with semi-
reflective boundary conditions and non-homogeneous domain for isotropic and ani-
sotropic cases. We determine the solution the isotropic problem using two different
methodologies and in both we use the Nystrom method for discretization. This
method consists of truncating the integral formulation of the transport equation
using a numerical quadrature. The first methodology consists of applying the Nys-
trom method to discretize the problem originally proposed, while the second consists
of transforming it into a more simple problem through a change of variable and then
applying the discretization. Both integral equations involve operators with singula-
rities that are treated through analytical and computational techniques. The aniso-
tropic transport problem, for isotropic and anisotropic cases, is solved by applying
only the second methodology. The algorithms are implemented in C programming
language with the use of routines of GNU Scientific Library. The scalar flux is cal-
culated for two numerical quadrature, namely Gauss-Legendre and Boole’s rule. In
order to validate the proposed methodologies for the isotropic problem, we compare
our numerical results in homogeneous, multiregion and non-homogenneous cases
with those numerical results from the literature. Furthermore, we produce new nu-
merical results solving several non-homogeneous problems and compare our solutions
obtained by the two approaches proposed in this work. In the case of the anisotro-
pic transport problems, we simulate the cases with isotropic, linear and quadratic

scattering and compare our results with those from the literature.



1 INTRODUCAO

A equacao de transporte é uma versao linear da equacao de Boltzmann
desenvolvida por Ludwig Boltzmann em 1872 em seus estudos de cinética de gases
[9]. Essa ¢ uma equagao integro-diferencial que descreve a distribui¢ao de particulas,
tais como néutrons [15, 48| e fotons [12, 31| e é determinada a partir de um balango
entre a producao e a perda de particulas em um volume arbitrario, como apresentado
nos trabalhos [8, 37]. A equagao de transporte possui sete varidveis independentes,
sendo trés variaveis que determinam a posicao espacial das particulas, duas que
definem a direcao de propagacao da particula, uma variavel para a energia e uma

para a evolugao temporal.

As aplicagoes deste modelo podem ser encontradas em diferentes areas,
tais como na fisica de reatores [18, 26|, medicina nuclear [17], transferéncia radia-
tiva [29, 37, 38| e analise de blindagens [10, 20|, entre muitas outras. Em virtude
do numero diversificado de aplicagoes para a equacao de transporte, ela se tornou
o foco do estudo de muitos pesquisadores, cujos interesses estao concentrados em
desenvolver metodologias analiticas e computacionais para calcular a solucao deste

problema.

As metodologias para resolver numericamente a equacao de transporte
em diferentes geometrias e condi¢oes de contorno sao classificadas em duas grandes
familias: os métodos deterministicos e probabilisticos. Dessa ultima familia, desta-
camos o método de Monte Carlo [19], que é obtido a partir de uma modelagem
computacional probabilistica do fenémeno, tratando o problema fisico diretamente.
Dentre a variedade de métodos deterministicos disponiveis na literatura, cuja abor-
dagem ¢ solucionar modelos mateméaticos aproximados da equacao de transporte,
podemos citar os métodos de ordenadas discretas, Sy, [12], os métodos de Harmo-

nicos Esféricos, Py, e os métodos integrais |28].



O método Py consiste na expansao da dependéncia angular da equagao
em harmonicos esféricos. Esta metodologia foi primeiramente aplicada na area de
transferéncia radiativa por Jeans [25| e, na teoria de transporte de néutrons, este
método pode ser encontrado nos trabalhos desenvolvidos por Mark [30]. O método
Sy tem como base a discretizagao da varidvel angular da equagao de transporte
e aproximacao do seu termo integral por uma quadratura numérica. Como resul-
tado deste procedimento temos um sistema de equagoes diferenciais para o fluxo
de particulas [13, 43]. A aplicagdo do método de ordenadas discretas na solugao
de problemas de transporte de néutrons foi proposta por Wick [24] e na éarea de

transferéncia radiativa por Chandrasekhar [12].

Os métodos LTSy, Diamond Difference, Degrau, Degrau Caracteris-
tico e ADO sao algumas metodologias que solucionam a formulacao de ordenadas
discretas. A ideia do método LTSy é aplicar a transformada de Laplace no conjunto
de equagoes gerado pela aproximagao Sy do qual resulta em um sistema algébrico.
Da solugao do sistema e aplicacao da transformada inversa de Laplace obtém-se
fluxo angular [47]. Os métodos Diamond Difference, Degrau e Degrau Caracteristico
discretizam as variaveis espaciais das equagoes Sy e utilizam o tradicional esquema
de iteracao de fonte, para convergir para a solugao do sistema de equacoes algébricas
resultante [32]. E ainda, o método de Diamond Difference considera que o fluxo an-
gular médio em cada nodo é a média aritmética dos fluxos angulares nas interfaces
da célula espacial [5]. No método Degrau temos que o fluxo angular médio em cada
nodo é aproximado pelo fluxo angular em uma das interfaces da célula e no mé-
todo Degrau Caracteristico o termo de espalhamento é inicialmente aproximado por
uma constante [32, 41]. J4 o método ADO consiste em representar analiticamente
a solucao das equacoes Sy através de uma expansao em termos das autofuncoes do

problema [6, 7].

Os métodos integrais sao aqueles que resolvem uma forma equivalente

da equacao integro-diferencial de transporte chamada de formulagao integral. O



procedimento para determinar a formulagao integral consiste em integrar a equagao
ao longo das linhas caracteristicas e reescrever o problema como uma equacao de
Fredholm do segundo tipo. Esta metodologia nos permite tratar com exatidao a
variavel angular, visto que a solucao da equacao integral, que é o fluxo escalar,

depende somente das variaveis espaciais.

Dentre os métodos numéricos com os quais podemos solucionar a equa-
¢ao integral de transporte temos os métodos GF'D e de Nystrém. O método GF' D,
aplicado no trabalho de Azevedo et al. [4], consiste na discretizagdo obtida a partir
da formulagao integral do problema de transporte o qual aproxima os operadores

projetando-os em espagos de dimensao finita e transformando-os em matrizes |4, 40|.

O método de Nystrém, desenvolvido por Evert Johannes Nystrom em
1930 [33], foi aplicado inicialmente na teoria de transporte de néutrons por Tsai e
Loyalka [44]. A ideia deste método consiste basicamente em aproximar os operadores
integrais por uma quadratura numérica e assim obter um sistema de equagoes algé-
bricas [27]. Em [16] e [27] encontramos a descrigao deste método numérico aplicado

na aproximagao de solugoes de equacgoes integrais de Fredholm do segundo tipo.

Em trabalhos recentes, o método de Nystrom foi aplicado na resolugao
de problemas de transporte em diferentes geometrias. O caso unidimensional da
equacao de transporte, considerando dominio homogéneo e condigoes de contorno
semi-refletivas, foi resolvido por Dalmolin et al. [14]. J& a solugao desse problema em
geometria bidimensional ¢ apresentada por Azevedo et al. [3] e por Sauter et al. [39)].
O primeiro trabalho calcula a solugao numeérica para a equagao integral do transporte
com condicao de contorno de vacuo, enquanto o segundo, generaliza para condicoes
de contorno semi-refletivas. Também podemos encontrar esse método aplicado na
solugao do problema de transporte em geometria cilindrica, como apresentado no
trabalho de Bublitz et al. [11]. Visto que a formulac¢do integral do problema de
transporte envolve operadores com singularidades nos ntucleos, a aplicagao direta

do método de Nystrom nao funciona. Assim, um esforco significativo nos trabalhos
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citados consiste em aplicar técnicas analiticas e computacionais para contornar essa

dificuldade.

Neste trabalho propomos resolver numericamente a equacao de trans-
porte de particulas unidimensional para um dominio nao homogéneo e condigoes de
contorno semi-refletivas para os casos com espalhamento isotrépico e anisotropico.
O problema com espalhamento isotropico é solucionado por meio de duas metodolo-
gias. Na metodologia 1 iniciamos determinando a formulagao integral do problema
de transporte e removendo, através de técnicas analiticas e computacionais, as singu-
laridades do operador integral e na sequéncia aplicamos o método de Nystrém para
discretizar esse operador. Este mesmo método integral é aplicado na metodologia
2 no entanto, em nossa segunda proposta de solugao aplicamos inicialmente uma
mudanga de varidvel, a qual nos permite transformar nosso problema que esta de-
finido para um dominio nao homogéneo em um problema equivalente mais simples.
Definido este novo problema, determinamos o fluxo escalar de particulas seguindo
os mesmos passos descritos na metodologia 1. A solucao para o caso com espalha-
mento anisotrépico do problema de transporte é determinada aplicando somente a
metodologia 2, visto que foi aquela com melhor desempenho. Para este problema,
apresentamos especificamente a solugao para os casos com espalhamento linear e

quadratico.

Ao propormos diferentes metodologias para solucionar o problema de
transporte com espalhamento isotrépico e anisotréopico temos, além da natural com-
paracao com resultados obtidos na literatura, uma ferramenta adicional para va-
lidagao das simulagoes. Embora nao encontramos na literatura, até o momento,
trabalhos cuja solu¢cao numérica considere a se¢ao de choque macroscopica total va-
riando continuamente, esse trabalho compara com sucesso resultados para fungoes
constantes por partes, os conhecidos problemas de multirregiao, e, para os casos

gerais, as duas metodologias propostas aqui apresentam resultados consistentes.



O modelo de transporte que estamos considerando é para o caso unidi-
mensional, no estado estacionério, monoenergético, com espalhamento anisotropico
e em geometria cartesiana. Definimos o problema para um dominio nao homogéneo,

D = {(z,pn); (z, ) € [0, L] x [—1, 1]}, da seguinte forma,

B ) o) ) = T [ sty vead + 8@, (1)

onde ¥(z, 1) é o fluxo angular de particulas, 0 < x < L é a variavel espacial e 1 é o
cosseno do angulo entre a direcao de propagacao das particulas e o eixo x. A fungao
S(z) é a fonte interna do problema, w(x, u, ') é o nicleo de espalhamento e ou(z)
e o4(x) representam as se¢oes de choque macroscopica total e de espalhamento,
respectivamente. Estamos considerando as seguintes condi¢oes para as segoes de

choque oy(z) > o4(z), or(z) > 0 e o4(x) > 0.

O nucleo de espalhamento, w(zx, i, 1'), é definido como

wia,py i) =Y Bilx) Pp) (i), (1.2)

onde P;(u) sao os polinomios de Legendre e f;(x) sdo contantes. Assumimos que f;
depende de x para que a partir da solugao do problema anisotropico seja possivel

resolver problemas considerando um dominio constante por partes.

Para completar a equagao (1.1), foram definidas condigoes de contorno

semi-refletivas, dadas por:

(L, 1) = pr(p) (L, —p) + (1 — pr(p))Br(p), 1 <0, (1.4)

onde By e By, sao as fungoes que representam a contribuicao da fronteira, 0 < py < 1

e 0 < pr <1 sao os coeficientes de reflexao.

Definimos o fluxo escalar médio de particulas como sendo

O(z) = / Uz, 1 )dp'. (1.5)



Organizamos o trabalho da seguinte forma: no capitulo 2 descrevemos
a metodologia 1 para o caso com espalhamento isotrépico, desde o céalculo da for-
mulacao integral até os detalhes da discretizacao e das técnicas para remocao das
singularidades dos ntcleos. No terceiro capitulo deste trabalho apresentamos a me-
todologia 2 para o caso com espalhamento isotrépico, mostrando a mudanca de
variavel que leva o problema proposto em outro equivalente com se¢ao de choque
total constante e, assim como na metodologia 1, descrevemos todos os detalhes da

discretizacao.

No quarto capitulo apresentamos a validagao das metodologias descri-
tas nos capitulos 2 e 3. Comparamos nossos resultados com problemas em meio
homogéneo, multirregiao e nao homogéneo, disponiveis na literatura. Para o caso
em dominio ndo homogéneo geral, com oy(x) variando continuamente, simulamos
diferentes problemas a fim de comparar os resultados das duas metodologias, visto

a dificuldade de encontrar dados comparaveis na literatura.

No capitulo 5 apresentamos a solucao para o problema de transporte
com espalhamento anisotrépico para os casos linear e quadratico. Neste caso a solu-
¢ao do problema ¢é determinada seguindo os passos da metodologia 2, os quais sao
detalhados no capitulo. Na sequéncia, capitulo 6, verificamos a eficiéncia da nossa
metologia, comparando nossos resultados numéricos para os casos isotropico, linear
e quadréatico com dados da literatura e por fim apresentando as conclusoes do nosso

trabalho.



2 SOLUCAO DA EQUACAO DE
TRANSPORTE COM ESPALHAMENTO
ISOTROPICA EM DOMINIO NAO
HOMOGENEO PELO METODO DE NYSTROM

Neste capitulo solucionamos a equagao de transporte isotropica em do-
minio nao homogéneo com condigoes de contorno semi-refletivas através de uma
metodologia baseada no método de Nystrom, a qual denominamos como metodo-
logia 1. Esta metodologia foi dividida em dois casos, a saber, um com parametros

continuos e outro com parametros constantes por partes, o conhecido multirregiao.

Para ambos casos temos como primeiro passo a determinacgao da for-
mulacao integral do problema de transporte na se¢ao 2.1. Esta formulacao apresenta
algumas singularidades no operador integral as quais sao removidas através de téc-
nicas analiticas. A técnica para remocao de singularidade quando o problema possui
parametros ares continuos esta apresentada na secao 2.2 e, quando o problema pos-
sui parametros descontinuos, na segao 2.3. Em seguida, apresentamos para ambos

os casos as discretizagoes dos problemas.

O problema de transporte dado em (1.1)-(1.4) tem como nucleo de
espalhamento a func¢ao w(x, i, ') dada na equagao (1.2). Para determinarmos o caso
com espalhamento isotropico solucionado neste capitulo consideramos o polinémio
de Legendre para [ = 0, ou seja, Fj(n) = P(p') =1 e 1 = 1. Assim, o problema de

transporte em dominio nao homogéneo com espalhamento isotropico é dado por

a0 + @)W ) = 5 [ v 5@, @

o qual esta sujeito as condigoes de contorno,

(0, ) = po(p)¥ (0, —=p) + (1 = po(p)) Bo(p), > 0, (2.2)
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(L, 1) = pr(p)U(L, —p) + (1 = pr(p)) Brp), p < 0. (2.3)

2.1 Formulacao integral

A formulagao integral do problema de transporte, apresentado em (2.1)-
(2.3), é determinada a partir do fluxo escalar médio de particulas definido na equagao
(1.5). Assim, considerando a equagao (1.5), vamos reescrever ®(z) como a soma do

fluxo angular de particulas para p > 0 e para p < 0, ou seja,

@@Z—/¥W%WWZ%A[W%ﬂO+M%MMm (2.4)

onde as fungoes W(x, —u) e WU(x, p) sdo solugoes do problema dado em (2.1)-(2.3).

Por simplicidade, reescrevemos a equacao de transporte definida em

(2.1) da seguinte da forma

oW, ) + o) U, ) = Q) 2.5)

onde a func¢ao Q(z) é dada por

Q(z) = os(x)®(x) + S(x). (2.6)

Dividindo a equag@o (2.5) por p obtemos a equagao diferencial

0 () _ Qx)
a—x\lf(x,,u)—k . U(x,pu) = i (2.7)

cuja solucgao é determinada aplicando o método do fator integrante. Assim, usando

L [® oy (k)dk

o fator multiplicativo ex , podemos reescrever a equagao (2.7) como sendo

0 Lo (k)dk) _ 1 L ¥ oe(k)dk
— (Wl e ) = . Q(z), (2.8)

a qual integramos nos intervalos (0, ) e (x, L).
Para o intervalo (0, x) a integral da equacdo (2.8) é escrita como

/O (% (‘I’(Ta M)eifgat(k)dk>) dr :/0 (%e“ﬂwt(k)de(TO dr, (2.9)
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cuja solucao para o fluxo angular de particulas é dada por

x 1 z 1 x
U(z,pu) = \I/(O,,u)e_ifo oe(k)dk —/ e udr Ut(k)de(T)dT. (2.10)
K Jo

A integral da equagao (2.8) no intervalo (z, L) é dada por

/ (2 (wrpget B m00) ) ar - / C(LebEmengmYan
T or o T H 7 |

a qual tem como solucao

1 1 L 1 rz
(w, 1) = W(L, p)er L Bk —/ e il 7 WEQ(7)dr. (2.12)
e

Ambas solugoes, V(z,u) e ¥(x, —pu), sao validas para u > 0 e p < 0.
Logo, vamos considerar a equagao (2.10) para valores de 2 maiores que zero e equagao

(2.12) para valores y menores que zero.

Considerando o fluxo angular em x = L na equagao (2.10) e trocando

[t por —j obtemos

1 1 [
U(L, —p) = ¥ (0, —p)er Iy oe(kydk _ —/ e dr @ WkQ(r)dr. (2.13)
HJo
Tomando agora x = 0 na equagao (2.12) e trocando p por —u temos
1 1 L 1 T
U(0,—p) =V (L, —p)e Jo or(k)dk + —/ e wlo Ut(k)de(T)dT. (2.14)
HJo

Substituindo as equagoes (2.13) e (2.14) nas condigbes de contorno da-

das em (2.3) e (2.2), respectivamente, obtemos

L[y oukydk  _ po(#) g —L [T o (k)dk
(0, 1) — po(p) ¥ (L, —p)e » = ) Q(7)dr
0

+ (1= po()Bo(p), p >0 (2.15)

1 L _ L 1L,
\II(L, —Iu) — PL(_,U)\I’(O,/L)eiﬁ fO O't(k)dk — #\/ e ,uf‘r z(k)dk'Q<7_>d7_
0
+ (1= po(=p))Br(—p), p < 0. (2.16)

Note que nesta tltima equagao trocamos o sinal da varavel pu.
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Das equagoes (2.15) e (2.16) podemos determinar W (0, ) e W(L, —pu)

como solucao do seguinte sistema:

1 —po(p)e 7 Jo ok W(0, 1)
1L,
—pr(—p)e o Rk 1 W(L, —p)

_1(7g,
200 b= 7 WD Q () dr 4+ (1~ po(u)) Bolp)

o Lk o (2.17)
e [ el Q) + (1 pr(=pm) Bu(=p)

O sistema dado em (2.17) tem solugao tinica se o determinante da matriz

principal for diferente de zero, ou seja,

1 — polp)pr(—p)e” i 3o 70 - g, (2.18)

Lembramos do Capitulo 1, onde a secao de choque total, a secao de
choque de espalhamento e os coeficientes de reflexao do problema foram definidos

com as seguintes restri¢oes: 0 < po(u), pr(p) <1 e oy(k) > 0. Assim, temos que

1 — pol(p)pr(—p)e i Jo t®dk > =5 fy ok - (2.19)

A partir do resultado dado em (2.19) garantimos que o sistema (2.17)
possui solucao tnica e pode ser reescrito como

L (L oy (k)dk

W (0 1 2 L polwe * 2 L
(0, 1) L—po(p)pr (—p)e 1w 10" THEME 1o (u)py (e i S0 ot

\Ij(La _[1}) a pL(—,u)e_%fOL o¢(k)dk X
1—po(p)pr(—H)

67% I§ or(k)dk 57% JE or(k)dk

1—po(p)pr(—p)

2000 b =32 7 Q) dr 4+ (1~ po()) Bo(p)

ot [ e I O Qr)dr + (1= pu(—10)) Bu(—p)

(2.20)
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Assim, determinamos os fluxos angulares ¥(0, 1) e W(L, —u) dados por

(oL o Jo @k =5 J e W ()i 4 (1 — po()) Bo(p)
(0, ) = —2 (Lo (k
e~ ulo ot(k)dk

1 — po(p)pr(—p)

L 1 Ta't -1 LUt
QG dr + (1 pu(—) Bu(—p)po(p)e I O
Je ik I o (k)dk

1= po(p)pr(—p
(2.21)

po(w)pr (= fo or(k)dk L — & Jo oe(k)dk dr+(1—p; (=) By (—
M o Q(7)dr+(1—pL(=p)) BL(=p)

L= ot T o

(1
e ()T (1 po () Bola)ps e+
(10 (—p)e 2 o 09 |

1 — po

Substituindo o fluxo ¥ (0, 1) dado na equagao (2.21) em (2.10) obtemos

e’i I3 ot(k)dk

U(z,p) =

T pO(,U) /L 6_% N Ut(k)de(T)dT
1— po(p)pr(—p)e s Uo oe®dk) | Jo

L
+p0(M>ZL<_M) e—ﬁ(foL O't(k)dk) A G_i fTL ot(k)de<T>dT + (1 . pO(,U/))BO<,U/)

1 xX
+—/ e w7 WO ar (2.22)

HL = pu(=m) Bl #5709 o f

e substituindo (2.22) na equagao (2.12) apos trocar p por —u em (2.12) obtemos

1

,;sz ot (k)dk . L

Uz, —p) = e pr(—p) o 1 at(k)de( )dr

T H —2 Loy (k)dk 1
1= po(p)pr(—p)e r ' 0

L

— 1 rL 1 7

+—p0(u)[;f( M) 4 5 “t(k)dk/ e i do TRy 4 (1 — pp(—p)) Br(—p)
0

1

L L 1
(1 po(42)) Bo(pt)pr (—p)e Jo w10k +;/ ¢ LI (1) 4 (2.93)
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Definidas as fung¢oes ¥ (z, —u) e ¥(x, 1), podemos determinar o fluxo

escalar de particulas a partir da equagao (2.4). Portanto ®(z) pode ser escrito como

_/1/L [pL(_M)e—;(ffat(k)dkaat(k»)dk)+po(me—;(fgat(k)dk+fo””at(k)dk)

- 2p (1 — pol)pr(—p)e ko Ut(k)dk)

(ppe O (e )
200 (1= polp)pr(—p)e = 1o 7 1%) ]Q( i

e il O (1 pu ) Bulpn) e 0 O (1o (1) Bo()p 1)

2 (1= ol < ek i o)
= I (1 1) By () e 51—, (u))BL(u)po(u))]d
(1—P0(/~L)PL( )e_ﬁfo o k)dk> 8

1 Le—ﬁlf; ot (k)dk|
[
o Jo 2u

(2.24)

+

1
/
0

+

A equagao para o fluxo escalar dada em (2.24) pode ser reescrita como

a soma dos operadores L, e Ly, ou seja,

O(z) = (LyQ)(x) + (LyB) (), (2.25)

onde a fun¢ao L,Q(z) é dada por

LgQ(x):/O k(x, 7)Q(T)dT, (2.26)

cujo nucleo k(x,7) é escrito da forma:

1 pL(—u)efi (fF oe(k)dk+[F ot (k)dk) + 0o (u)eii (Jg oe(k)dk+ [5 ou(k)dk)
k(x’T):/ ~2 (L gy (k)dk
0 2u (1 — po(p)pr(—pe w0 )

(LT o] po(u)pr(—pr)e” s o o (e*i JTo®dk 4 o=y J7 m(k)dk) ]
dp

I + 2 rL
24 21 (1 — po()pr(—p)e n o at(]g)dk>
(2.27)
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A fungao L,B(z) é dada por

LyB(z) = /T_ifomUt(k)dk(l_p()(u))BO(“H ¢ i de MR () Br(—p)
’ 2 (1 — po(p)pr(=p)e” I ‘”(’“)d’“)

e I o WAIT o) (1 — po () Bo()pu (1)

+ 2 rL
: <1 — pol(p)pr(—p)e”#Jo ‘”"“)d’“)

+ R pL(—u))BL(—u)po(u)] dys. (2.28)
’ (1 — pol)pr(—p)e o ”*(k)dk>

Definimos inicialmente a fun¢ao Q(x) como dado na equacgao (2.6). Va-

mos agora substituir esta defini¢do em (2.25) para obter

O(x) = Ly(ou(2)®() + S(x)) + LyB(z)
— L,(0,(2)®(2)) + L,S(x) + LyB(a). (2.29)

Podemos também reescrever essa equacao como
L
O(x) = / os(T)k(z, 7)®(7)dT + g(x), (2.30)
0

onde g(z) = L,S(z) + LyB(x).

2.2 Parametros continuos

Nesta se¢ao, trataremos o caso onde o(x) e o¢(z) sdo fungdes continuas.

2.2.1 Tratamento da singularidade

Ao determinarmos a formulagao integral do problema de transporte
com dominio ndo homogéneo, dada pela equagao (2.30), encontramos como nicleo
do operador integral uma fungao k(z, ), apresentada na equagao (2.27). Esta funcao

possui uma singularidade na diagonal. Assim, quando 7 = z temos que o terceiro
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termo da fungao (2.27) sera dado por 1/2u tornando esta fungao singular quando p
assumir o valor de zero. Em virtude disso nao podemos aplicar o método de Nystrom

diretamente na equagao (2.29).

Para lidar com a singularidade em 7 = x vamos aplicar a técnica de
subtracao de singularidades na fungdo L,(os(z)®(x)) e assim o nicleo da integral

(2.30) pode ser escrito como
k(z, )@(1)os(1) = k(z,7)[@(1)0s(1) — ®(x)0s(2)] + k(z, 7)®(2)o(2). (2.31)

Ao substituirmos (2.31) na equacao (2.30) temos que o fluxo escalar assume a se-

guinte forma:
®(z) = /O k@, 7)[®(7)os(1) = ®(x)os(x)]dr + @(x)os(x)R(x) + g(x), (2.32)

onde R(z) = fOL k(x,7)dr, ou ainda

1

L 1 pL(_M)G_EUZLUt(k)dk—f—fTL ou(k)dk) | pO(M>6_i(fofgt(k)dk+f5” ot (k)dk)
R = | Je
0 Jo 24 (1 = pol)pr(=p)e”wdo o) )

o2 I or(k)a (e—if; or(k)dk 4 =5 [7 Ut(k)dk>

el [T okl po(p)pr(—p)
+ +

" 24 (1 - PO(M)PL(—u)e’%foL Ut(k)dk)

] dudr.

(2.33)

A fungao R(z) dada na equagdo (2.33) é representada pela integral
dupla, nas variaveis 7 e u, da fungdo k(z,7). Como mencionado anteriormente, o
algoritmo utilizado na solugao do problema de transporte nao homogéneo foi imple-
mentado em linguagem de programacao C. Este programa disponibiliza rotinas de
integracao que removem as singularidades do problema e também ¢é possivel realizar
a integracao dupla. No entanto, devido a complexidade da fun¢ao R(x) nao obtive-
mos bons resultados ao implementar esta funcao diretamente no programa. Assim,
foi necessario integrar analiticamente a fungdo R(x) com respeito a variavel 7. A

integral na variavel p é solucionada utilizando as rotinas de integracao numérica da

GNU Scientific Library (GSL) [21].
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2.2.2 'Tratamento analitico da parte singular

Nos observamos que o nicleo da equagao (2.33) apresenta uma singu-
laridade na diagonal 7 = x. Assim, temos o interesse de integrar analiticamente a
equagao com respeito a 7 para remover as imprecisoes da integracao numérica. Com
esse proposito, trocamos a ordem de integracao para obter a seguinte representacao

para R(z):

1 oL pL(_M)e—i(foot(k)dk—i-fTLoz(k)dk)_i_po(ﬂ)e—ﬁ(fg ot (k)dk+ [ oe (k)dk)
e o
0o Jo 2 (1 = po(p)pL(—p)e o )

o Lok po(ﬂ)pL(_M)e*%foLat(k)dk (e*i Jobdk |~k [ Ut(k)dk)
drdy.

+ ' 2 (L
2# 2,“ <1 — pO(,UJ)PL(—,u,)e_ﬁ I Ut(k)dk>

(2.34)

A integral com respeito a variavel 7 da fungao k(z,7) que solucionare-

mos analiticamente é dada por

L pL(—u)e_i ([ oe(k)dk+[F o+ (k)dk) + o (M)e—i (fy oe(k)dk+ [ ou(k)dk)
Riz)= /
0

_ e
24 (1 — pol)pr(—p)e”w Jo (k’dk)

(BT po(p)p (e i o 7 <e‘i c ok o= J7 Jt(k)dk)
dr. (2.35)

+ n o
2M 2M (1 — pO(u)pL(—u)e_ﬁ fo Ut(k)dk)

Para facilitar a descrigao das integrais, escrevemos:

R.(z) = Ri(x) + Ry(x) + R3(x) + Ry(x) + Rs(x), (2.36)
onde
e b I aman2 [ ayar) oL kT akydh
Ri(x) = pr(—p)e - / e o 237
. (1 — po(p)pr(—p)e# Jo 0t<k>dk> 0 Iz
—L(J5 oe(k)dk) L L1 [Tou(k)dk
Ry(x) = polpe * T / S dr, (2.38)
2 (1= polp)pr(—pe i B @) Joo
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Lo= L1 [Jou(k)dk
R :E:/ —dr, 2.39
()= (2:39)

O(M)pL(—u)e
R4($) ) : 2 (L
2 (1 — Po(ﬂ)ﬂL(—u)e_ﬁ I Uz(k)dk)

—L(2fy oe(k)dk—[§ ov(k)dk) L e’i J oe(k)dk
/ dr, (2.40)
0

I

Ra(z) = PoloL(=1

2 (T dr.  (2.41)
2 (1= pol)pu(—p)e i I or0)

)e‘ﬁ@ Ji oe(k)dk+ [ o (k)dk) /L 65 I oe(k)dk
0 K

Para determinar a solu¢do da integral da fungdo R;(x) multiplicamos

seu integrando por o) 1 ¢ assim obtemos

wo ot(7)
L L [T oi(k)dk L L [T ou(k)dk
/ e = / e olr) 14 (2.42)
0 H 0 H poo(T)
cuja solugao ¢ obtida fazendo integragao por partes, ou seja, [udv = uwv — [vdu
onde
/
we M du__w;t(T)’
o¢(T) o (7)
1 7 1 7
o Jo ot(k)dk L 17 oy ()dk
dv == 5 oi(7) e v= o (2.43)
1 [t
Utilizando (2.43) podemos reescrever a integral (2.42) como
R O N I L S C B ()
T= - + 5 dr, (2.44)
0 p pooy(7) ol(L)  a(0)  Jo o (7)

a qual apresenta a seguinte solucao,

(z) PL(—M)ei Jy v (k) @—i i oe(k)dk 6—% [F ou(k)dk
Rl xTr) = .
2 (1= po(on (e 2 5 =) |l 7 0)
PL(—,UJ)eﬁ(’fox ou(R)dk+2 [ or(k)dk) oL ok 7 ot(k)dkaé(T)d 2.45
- —_ _ —gfoL o¢(k)dk A 0'152(7') 7. ( : )
2 (1= po(p)pr(—ple »
O segundo termo da integral (2.35) é dado por
2= 2 T. .
2 (1 — po(p)pr(—p)e » IS Ut(k)dk) 0 H
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Para solucionarmos o termo integral da equagao (2.46) vamos utilizar a
mesma estratégia aplicada na equacao R;(x). Assim, reescrevemos o termo integral

da equagao (2.46) como

L 7ﬁ Jy ot(k)dk
/ ‘ g olr) 14 (2.47)
0 f oi(T)

no qual aplicamos integragao por partes com

ue du = (1)
(1)’ of ()’
5 Jo o (k)dk e Jo o)k
dv = 5 %(7) e v= c (2.48)
M Il

Utilizando (2.48) reescrevemos a equagao (2.47) como

LefifoTUt(k)det(T),ud __e*%foL o (k)dk 1 - fo o (k) de/(T)d
5 T= + S 7, (2.49)
0 p2ou(7) a(L) a1(0) Jo a¢(7)

cuja solucao ¢é dada por,

,i(fw g't(k:)dk> -1 L (Lo (k)dk
Rala) = —— LW i
2 (1 — pol(p)pr(—p)e o ‘”“”‘"“) ot(L) a:(0)
L[ oelk)dk) L —+ [y ou(k)dk
+ polule 2 / e T W (250)
0 o (7)

(1 — po(p)pr(—p)e” 2 [y o k)dk)

De forma analoga determinamos a solugdo para as fungoes Ry(z) e

Rs5(x), as quais sao dadas por

po(lu’)pL(—,u)e
2 (1 — PO(H)PL(—,UJ)Q*%fo Ut(k)dk)

_PO(M)PL(—M)G_i(z foL ot (k)dk— [ Jt(k)dk) /L G_if(;— Ut(k)dko-{g(T)
0 i (7)

2 (1 — po(p)pr(—p)e b ”“’“)d’“)

o(L) + o.(0)

L[5 oe(k)dk _e—gf(f ot (k)dk e—%foL ot (k)dk
R4(x) =

dr

(2.51)
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Rs(z) = po(p)pL(—p)
: <1 — polp)pr(—p)e b "t(’“)d’“)
- 7i<2f0L o (k)dk+[g Ut(k)dk) L ﬁfoT ai(k)dk s
oo - 2 Lo (k)dk / - ) Ut(T)dT. (2.52)
2 (1= po(p)pr(—p)e = 1 O%) o

o I3 or(k)dk e do ok =% [ ou(k)dk
Ut(L) Ut(o)

+

o7 (7)

Para determinarmos a solugao da fungao Rs3(x) reescrevemos a mesma

como a soma de duas integrais,

R3(I) = R31<17> + R32(I)7 (253>
onde,
R e k(o SSo o) 2.54
niw) = [ - : .
e

L efi(fOTat(k)dkffOxat(k)dk)

24

Vamos iniciar resolvendo a integral da equagao (2.54). Esta equacao

pode ser reescrita como

Rs (37) = %ei(f(; ot (k)dk+ [ Ut(k)dk)dT
0
o~ o oe(k)dk /x ok T o)k Ut(T)/Md
T.
0

2 po oT)/p

(2.56)

Resolvemos o termo integral da equagao (2.56) usando integragao por
partes, onde os termos da integragao sao dados em (2.43). Assim, aplicando essa

técnica temos que a solugao da integral Rsi(x) é dada por

. ] ) e’ifox oo(k)dk . efﬁfow ot (k)dk /z ei I at(k)dk0£<T)d
0

20,(L) 20:(0) 9 (D2 (2.57)
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Solucionando a integral da equagao (2.55) temos

L% o (k)dk  pL )
R32(;p) = L/ 16_%&) Ut(k)dde

2 Y
_ ! _ei(fo””o—xk)dkfffot(k)dk) - /Lei(fo%(k)dkffodk)dk)gg(ﬂm
20}(1') 20t(L) T 2[0-75(7-”2 7
(2.58)

na solucao desta integral também aplicamos integracao por partes cujos termos sao

dados em (2.48).

Assim, temos que a soluc¢ao do termo R3(z) é dada por

1 ei (f oe(R)dk— [y ov (k)dk) e_i [ oe(k)dk
R = — —
@) = o 2at(L) 20,(0)
e—if; ot(k)dk fO o(k)dk /(7_) ifol ot(k)dk L e—i fOT ot( dkO’;(T)
+ 5 dr — 5 dr.
2 0 [o4(7)] 2 . [o4(7)]
(2.59)
Portanto, a fun¢do R(x) integrada com respeito a variavel 7 tem como
solugao

1 4 or (g k)b [ or(k)dk) =[5 ov(k)dk
R — _ _
(z) /0 () 20,(L) 20:(0)
1 ou(k)dk) [ —€ i Jo ok 1
+ > L %O(N)e Uit ( +
2(1=po(u)pr (e E e 0) olL)  al0)
*lfoL ot *gfoL ot
o %f; o’t(k‘)dk‘ e ~ _ e H

+ pL( lu)e < O_t<L) Ut(0> )

_ 2 [ ou(k)dk 2 (L oy (k)dk
ek S eeman [ =€ " e n
+ po(p)pr(—pe ( A REr)

_lfoL o¢(k)dk -2 fOL ot (k)dk
e n Jo otk [ €1 e p
+ po(p)pr(—p)e ( D) ~0 "

+ 1 . po (N)e_i (foz Ut(k)dk"!‘f(;— gt (k‘)dk‘) 0_1{/ (7_)
—2 (Lo (k)dk o2(7)
1 po(p)pr(=pe” :
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. pL(—,u)efﬁ(*fOx ou(k)dk+2 [ o (k)dk— [ ot(k)dk)(T;(T)
ot (7)
B 00 (M)pL(_M)e—i(Q fOL ot(k)dk— [ ot (k)dk+ [ Ut(k)dk)a’;(’r)
o7 (7)
-1 Lo Yo [ o
4 Polpr (e w I WIS SIS 00 gy ]
5 T
o (7)
e*ifox ou(k)dk  px ei N at(k)dko_é(T)
-+ 5 dr
2 0 [o(7)]
1 rx 1,7
Loy kydk L~ [T ou(k)dk s
en e oy (7)
— dr pdy. 2.60
| o }“ (260

Como podemos observar na equagao (2.60), em alguns termos da fungao R(z) ainda
temos integracao dupla. No entanto, como removemos a variavel ;1 do denominador
dos integrandos é possivel obter bons resultados numéricos com a implementagao

das mesmas.

2.2.3 Método de Nystrom

O método de Nystrém foi criado por Evert Johannes Nystrom em 1930
[33] e consiste na aproximagao baseada na integragao numérica do operador integral
[1]. Assim, a partir da escolha de um esquema de quadratura podemos aproximar o

operador integral da seguinte forma:

[ wts)ds =3 wiats) (2.61)

onde o conjunto {w(s;)} que s@o os pesos do esquema de quadratura enquanto os
N pontos {s;} sao as abscissas [34]. Nesta se¢@o aplicaremos esta metodologia na
forma integral da equagao de transporte em dominio nao homogéneo obtida na segao

anterior.
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Aplicando o método de Nystrom na equagao (2.32) obtemos a aproxi-

macao da equagao integral do transporte dada por

Zw 1) k(x, 1) [Q(7;)05(15) — P (2)0s(2)|+P(z)0s () R(x)+g(z). (2.62)
Tﬂém

2.2.4 Calculo do fluxo escalar na malha

Para determinarmos o fluxo escalar de particulas em cada ponto i da
malha, com i = 1,..., N, vamos avaliar a equagao (2.62) nos pontos da quadratura e

assim obtemos

Zw 73k, 73)[@(7)05(7)) = B (2:) 05 (2:)] + @ (1) 0 () B (i) + 9 ()

J#z
(2.63)

Para simplificar a notagao reescrevemos a equagao anterior considerando os vetores
®(z;), g(z;) e R(x;), como sendo ®;, g; e R;, a matriz k(x;, 7;) definida por k; ;, a

funcao o4(z;) = oy; e os pesos da quadratura w(7;) = w;. Assim, temos que

CIDi =~ ijk:ij[cbjasj - q)io-si] + (I)igsiRi + g, 1= ]_, ceey N. (264)

j=1
JF
A partir da equagao (2.64) podemos escrever seguinte sistema para o

fluxo escalar,

(1—0s1R1+0s101) —0sowa2k12 e —osnywnkin ] g1
—0os1wikoy (1—0g5Ra+0s2c2) - -+ —0sNWNkoN D) | 92
—os1wikn —osowokny -0 (1—osnRy+osyen) | | @8 | | g |

(2.65)
onde ¢; = > ﬁ-\il wiki;, ©=1,2,3,...,N.
i
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Note que se assumirmos que a secao de choque de espalhamento é nula,
ou seja, o, = 0, temos que a matriz principal do sistema (2.65) é a matriz identidade
e portanto teremos uma sistema com solugao tinica. Podemos ainda estender a in-
versibilidade dessa matriz em torno de uma vizinhanga de o, = 0. Os experimentos

numéricos apontaram que essa matriz ¢ inversivel sempre que o, < 0.

2.2.5 Interpolacao

A discretizagao dada na equagao (2.62) tem como resultado uma apro-
ximagcao para o fluxo escalar nos pontos da malha. Ocorre que, as malhas produzidas
pelas quadraduras de Gauss-Legendre e Boole, quadraturas que serao consideradas
nas simulagoes, sao distintas, fazendo necessario calcular interpolagdes para compa-

rar os resultados para o fluxo escalar.

Para determinarmos a interpolacao vamos iniciar reescrevendo os so-

matorio da equagao (2.62) como,

O(x)

Q
=4
o)
~—

o
—
8
-
~—

A
3

Q

»
3
N
|
=4
iy
~—

5
—
8
3
~—

s

8
~—

Q

»
—
B

Passando para o lado esquerdo da igualdade os termos com a fungao

®(x) temos

O(z) | 1+ Z w(r;)k(z,7j)0s(x) — 05(x) R(x)
Té;lx
~ Y w(m)k(z, 1) (o) + g(w), (2.67)
7‘?';11‘
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por fim isolamos a fun¢do ®(z) na equagao (2.67) e obtemos a interpolagao,

> w(myk (e, )8 (15)0(13) + g()
O(z) v —22 . (2.68)
1+ ZT];lm w(r)k(z,75)0s(x) — os(x)R(x)

2.3 Parametros constantes por partes

2.3.1 Tratamento da singularidade

Para um dominio multirregido temos que as fungoes oy(x) e os(x) sao

fungoes constantes por partes, ou seja,

p

051, 0=x1 <2 <9
Os2, T2 <1 < I3
os(7) =
| Osvy AN ST <ayn =L
e
)
o, 0=x <x <@
O, To ST <3
o) =
| o, v ST <y =L

Para esse dominio também aplicamos a técnica de subtracao de singularidades na
funcao L,(os(x)®(z)) a fim de remover a singularidade do ntcleo do operador inte-
gral da funcao k(x, 1), apresentada na equagao (2.27). No entanto para este caso a

fungdo o4(7) ndo é considerada na subtragdo, como mostramos a seguir,

k(x, T)®(T)os(T) = k(z,7)0s(7)[®(T) — ®(2)] + k(z, 7)P(x)0s(T). (2.69)

Ao substituirmos (2.69) na equagao (2.30) temos que o fluxo escalar

assume a seguinte forma:
O(x) = /0 k(xz,m)os(7)[®(T) — ®(x)]dr + ®(x)R(x) + g(z), (2.70)
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onde R(zx) = [

o 0s(T)k(x, 7)dT. Observe que para este caso temos no integrando da

funcao R(x) a fungao o4(7).

Assim como no caso continuo nés solucionamos analiticamente a inte-
gral com respeito a variavel 7 da fungdo R(x). Este processo facilitou na implemen-

tacao do algoritmo e também melhorou os resultados numéricos.

2.3.2 'Tratamento analitico da parte singular

O ntcleo da fungao R(z) apresenta uma singularidade quando 7 = z, a
remocao dessa singularidade é feita resolvendo analiticamente a integral na variavel
7 em cada intervalo do problema multirregiao. Assim, reescrevemos a fun¢ao R(z)
como

- N oz 1 pL(—u)e_i(wa”tiko“fTL o, dk) n po(u)e_i(fowtid“foz o1;dk)
i=1 i 0 2p (1 = po(p)prl=p)e wio s )

L T x
T ok po(p)pr(—p)e e o 7 (eﬁfz 7l el Utidk)
+ 5 + e
Z 2 (1 — po(p)pr(—p)e w0 7t )

1 N
= [ Yo Ri@n (2.71)
0 =1

] dudr

sendo
(z) /%H[/)L(—M)e_i(fo“tikoffTL odk) | po(p)e i o oudktfi ovdk)
r) = o

z 24 (1 — po(p)pr(—p)e o id'“)

L - .
ol ST oridk] po(ﬂ)ﬂL(_M)e_%fo ot 4k (e_%fx oudk | =i )7 Utldk)] ;
-

Ri

T
i

+ + o
21 2u (1 — po(p)pr(—p)e w b “fidk)
(2.72)
Para facilitar na solugao vamos reescrever a fungao R: como
R. = Ri(z) + Ry(x) + Ri(x) + Ri(z) + Ri(z). (2.73)
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Supondo z, < ¥ < Zp41 temos

Rzl(x) = dr

L
PL<_,UJ)€7i(*fox o1 dk+2 [§ ov;dk) /’”“rl ei Jg ot;dk
x

2 (1= po(ppr(—ye =l o) o "

6*&(*21;11 Otp (Tn41—Tn)) (6*ﬁ0ti(m*1i+1) _ 1)
= Al(l’) s
O'tl.
onde
—L(= P2 ot (wja1—2))—0ou, (w—2p) 42 0 01 (w41 —25))

L(—,U)e Iz
A(z) =2 o
2 (1 — polp)pr(—p)e 7 (Z= (wjﬂij)))

Para a fungao Ri(x) temos

) _%(foz Utidk) Tit1 e‘%foT ot;dk
/ —dr
x

Ryr) = — 2 -

€
_2 (L.
2 (1 — po()pr(—p)e 1o de)
6_%(22—:11 ot (xn+1—xn)) (_e—iUti (Tit1—i) + 1)

= As(z)

Ot.

1
onde

L (P2 o1y (w1 =) +ou, (z—ap))

o(pe »
Aafa) = 7 o
2 (1 - pO(N)PL(_N)e_ﬁ(ijl"tj (ijrl_Ij)))

Para a fungao Ri(x), dada por

] b; 6—%|f;—0tidk\
Ry(x) :/ Tdﬂ

temos trés situagoes:

Se a; < x < b; entao,

| b =21 [ v,
Ri(z) — / crT

; 2p
T (fi oeydk— [y ov;dk) bi o= (fy ovydk—f3 ov;dk)
= d
/m 2 o /gc 21
_ L (2 _ e_lgtl( ai+) ~Loy, (bs x))
QUti

dr

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)



Se x < a; entao,

, b = I ST vy
Ri(n) — / e

i 2p
b; 6_%(f07 ot dk— [y Utidk)
_ / dr
20
1 ) 1 _
_ E <e—iati(az—w) —e Flto'ti(bl .Z’)> . (280)
Se x > b; entao,
. b; €*i|f;‘7tidk‘
B = [
b; efi(fow ot dk— [y Utidk)
_ / dr
21
L (e _ o poutca). 281
20ti

Assim temos que a funcao R4(z) ¢ dada por

EEU 1y (b
21 (e poti(@i—e) o=y (b I)> se T <aq
Uti
; L5, (z—a; Lo (b;—
a(p) = 2;5. (2—6 et (@) _ omyonGimo)) g g < <y
1
1, (o—b, 1y (eea
oy (6 woti(embi) _ om0 aﬂ) se x> b

A funcao RY(z) tem como solugao

(o) - ol R R pun iBo,
4 2 (1 - Po(u)pL(—u)e‘%foL Utz-d’f> zi 7

o~ 2 (T o (@na—en)) (1 B e,igti(miﬂim))
= Alo) : (2.82)

O¢.

7

onde

N -1
_i(2 Z]‘:l a'tj (‘rj-‘rl_l‘j)_Z?:l Utj (xj+1—xj)—atp (:E—:Ep)+)

Ay(x) = Polon(=pe

Y (2.83)
2 (1 — po()pr(—pr)e”H (=7 (““‘”“))
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E por fim

dr

Ry () pol)pr(—pr)e % I oudht [T ondk)  painn o J7 oed
5 X _= 2 Lo_ / _—
2 (1 — pol)pr(—p)e”  fo dk) . Z

e—ﬁ(fo:ﬂ Jtn(l’nﬂ—ﬂfn)) (e—%vti(wiﬂ—wi) _ 1)
= As(z) , (2.84)

O¢.

k3

onde

-1
—L (22, o0y (w1 =)+ 8521 00y (w01 —a5) o1, (1—2p)+)

Ay () = Lolpn(=pe

2 (NN (2.85)
2 (1 o po(ﬂ)ﬂL(_M)e_ﬁ(zjzl"fj ($j+1—xj))>

2.3.3 Método de Nystrom

Com a remogao da singularidade do operador integral podemos agora
aplicar o método de Nystrom na equagao (2.70) e com isso obter a aproximagao da

equacao integral do transporte dada por

Oz w(ry)os(ry)k(x, 7)[®(1;) — D(2)] + B(x) R(x) +g(x), (2.86)

onde {w(7;)} que sdo os pesos do esquema de quadratura e {7;} sdo as abscissas.

2.3.4 Calculo do fluxo escalar na malha

O fluxo escalar de particulas em cada ponto i da malha, comi =1, ..., N,

é obtido avaliando a equagao (2.62) nos pontos da quadratura, ou seja,

N
i
onde os vetores ®(x;), g(z;) e R(x;) foram escritos como ®;, g; e R;, a matriz k(z;, 7;)

definida por k; ;, a fungao o4(z;) = 0, e os pesos da quadratura por w(7;) = w,.
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A partir da equagao (2.64) podemos escrever seguinte sistema para o

fluxo escalar,

(1-Ri+c1) —osqwokia -+ —osywnkin g} [}
—0 w1k21 1—R2+ cp) ++ —0O ka N (192 2
°! ( ) SN -1 7, (2.88)
| —osiwikyt —osgwakne - (1—Rn+en) | [ ON ] [ 9n |

onde ¢; = Zﬁ\il w;kijos;, i =1,2,3,...,N.
J#i

Assim como no caso continuo se assumirmos que a se¢ao de choque de
espalhamento é nula, ou seja, o, = 0, temos que a matriz principal do sistema (2.88)
¢ a matriz identidade e portanto teremos uma sistema com solugao tnica. Podemos

ainda estender a inversibilidade dessa matriz em torno de uma vizinhanca de o = 0.

2.3.5 Interpolacao

Para comparamos os resultados do fluxo escalar gerados pela aplicacao
das quadraduras de Gauss-Legendre e Boole foi necessario determinar a interpola-
gao da discretizacao dada em (2.86), uma vez que as malhas produzidas por essas

quadraduras sao distintas.

Determinamos a interpolagao reescrevendo a equagao (2.86) como,

b(w)rY  w(r))os(r)k(z, 7,)®(7;) + () | R(x) = > w(r))ou(r)k(z,7) [+g(z)
Pt Pt
(2.89)
e isolando a fun¢ao ®(x) na equagao (2.89), ou seja,
S0 w(m)k(x, 7)®(7))04(7;) + 9(x)
B(r) v —T _ (2.90)
[+ S5, w()(r o) ~ ()
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3 SOLUCAO DA EQUACAO DE
TRANSPORTE ISOTROPICA EM DOMINIO
NAO HOMOGENEO USANDO MUDANCA DE
VARIAVEL E O METODO DE NYSTROM

Neste capitulo apresentamos uma segunda metodologia de solucao para
a equagao de transporte isotropica em dominio nao homogéneo com condicoes de
contorno semi-refletivas, denominada metodologia 2. Nesta metodologia iniciamos
fazendo uma mudanca de variavel, descrita na se¢ao 3.1, a fim transformar o pro-
blema em dominio nao homogéneo em um problema equivalente onde somente a

secao de choque de espalhamento varia e a secao de choque total é constante.

A partir desse novo problema determinamos, na secao 3.2, sua formu-
lacao integral cujas singularidades sao removidas por meio de técnicas analiticas e
usando diferentes estratégias conforme o caso considerado: parametros continuos, na
se¢ao 3.3, ou multirregiao, na segao 3.4. Por fim, para cada caso, apresentamos a

discretizacao do operador integral.

3.1 Mudanca de variavel

A metodologia de solucao para o problema de transporte com espalha-
mento isotrépico em dominio nao homogéneo, (2.1)-(2.3), proposta aqui, tem como
base uma mudanca na variavel espacial do problema, que é dada em termos da secao

de choque macroscopica total, ou seja,



A fungao o4(z), apresentada na equagao (3.1), é uma funcao estrita-
mente positiva, assim temos que y(z) dada na equagao (3.1) ¢ uma funcao crescente
e portanto bijetora. Por y(x) ser uma fungao bijetora podemos aplicar a mudanga
de variavel proposta em (3.1) no problema (2.1)-(2.3) para obter um problema mais
simples e ao final determinarmos as solugoes para o problema original em dominio

nao homogéneo.

Considerando a mudanca de variavel (3.1) no termo da derivada com

respeito a variavel = da equagao (2.1) temos

W) ) = V)G = e (32)

Pela mudanga de variavel (3.1) temos que a equagao de transporte (2.1)

é rescrita da forma

9 M/

uat(x(y))a—y‘lf(:v(y),u) +U(zy)n) = — (x(y), u)dp' + S(x(y)) (3.3)

1

e dividindo a equagao (3.3) pela fungao o;(z(y)) obtemos

D e o) [Py SG)
V) )+ ¥a).p) = 2D [ v+ T 3a)

Para simplificar a notagao tomamos as fungoes, ¥(x(y), u) = V(y, 1),

os(x(y)) = as(y), oe(z(y)) = a4(y) e S(z(y)) = S(y) e reescrevemos (3.4) como

0 - _ oy [ ()
ua—yﬁ’(y,u) + W (y, p) = 2:(4) /1‘1’(y,u)dﬂ 50 (3.5)

Assim, considerando a mudanga de variavel (3.1) obtemos um novo problema de

transporte dado pela equagao (3.5) e condigoes de contorno (2.2) e (2.3).

3.2 Formulacgao integral

A forma integral da equagao do transporte, dada em (3.5), é determi-

nada a partir da definicao para o fluxo escalar médio que é dada por
1

b) =5 [ V=g [ )+ F )] do (3.6)
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onde os fluxos angulares W(y, 1) e ¥(y, —u) sdo solucdo da equagdo (3.5) com con-

digdes de contorno (2.2) e (2.3).

Considere a equagao (3.5) escrita da forma

9 Gy )+ 0y, ) = Q).

onde Q(y) = ZHWd(y) + 24 e ®(y) = 5 [, V(y, p)dp.
Dividindo a equag@o (3.7) por p obtemos a equagao diferencial

OV(y,p)  Viy.p) _ Qy)
dy 0 H

(3.7)

(3.8)

Determinarmos os fluxos angulares W(y, —u) e ¥(y, 1) solucionando a

equagao diferencial (3.8) com o método de fator integrante. Na sequéncia, seguindo

os mesmos passos descritos no Capitulo 2 determinamos o fluxo angular para p > 0

epn<0.

O fluxo angular de particulas V(y, ) é dado por

Y L [W(“) / ’ e Q1) dr

qj ) = 2L
I e E |0
+—po(,u),jf(—/i) /o e_i(zL_Ter)Q(T)dT + (1 - IOO(M))BO(M)B_%

— 4 (y+L)

+(1 = pr(—p)Br(—p)po(p)e” 2 /Oy e wIQ(r)dr

]

e o fluxo W(y, —u) é escrito da forma

_ 1
1= po()pr(—p)e

PO(M)ZL(_/J) /0 e—%(2L+r—y)Q(T)dT +(1— pL<_,U))BL(_,U)e_%(L_y)

_ L 1 _
pL( ﬂ/) / 67;(2[/7771/)@(7')(17'
2 0

_2L
“w

_|_

+(1 - pO(N))BO(M)pL(—,u)efi(*EWQL) .
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+— / eiﬁ(Tfy)Q(T)dT.
y

(3.9)

(3.10)



Substituindo as equagoes para o fluxo angular (3.9) e (3.10) na equagao

(3.6) obtemos o fluxo escalar que ¢ dado por

_l(aL—re 1 (of g L(yir

é(y):/l/L [/)L(—u)e R CET  po()pr(— e T 4 po (e 0T
2L
0o 2u (1—PO(M)PL(—M)€ )

e w ) ] 1L =yl
+p0(1)pr(=n)e ] Olr)drdu + / / ¢ 2MQ<T> drd
0 0

2L

2 (1= polwpu(—e )
(L= prp) Bu(=me =+ (1= po(pa)) Bo()pr (e »
2(1 — po(p)pr(—p)e™ )
(1 — pol4) Bo())e ™ + (1 — pL(—u))BL(—u)po(u)e—i<y+L>]
2(1 = po(u)pr(—pm)e” )

dp. (3.11)

Reescrevemos a equagao para o fluxo escalar (3.11) como a soma dos

operadores L, e Ly, assim temos

®(y) = (LyQ)(y) + (Lo B)(y), (3.12)

L,Q(y) = /0 k(y, 7)Q(7)dr, (3.13)

com niicleo k(y,7) dado por

k(y,7) =

(oL (9L
1/1 [pL(‘u)e WG 4 () pr(—p)e w BTV
2 Jo

0 (1 - po(u)pL(—u)e_%)

+po()e =) 4 po(M)pL(—u)fLi(””y) . ei”/'] " (3.14)
T (1 — po(u)pL(—u)e_T) H
A fungao L,B(y) é definida como:
LyB(y)= / 1 [(1 — (=) Br(=pe” # " 4 (1—po()) Bo(p)pr ()e” »*E Y
0 21— po(u)pr(—w)e *)
0= polBo(u)e* + (1 - pL(—u))BgL—M)po(u)e_*l‘(ym] d (5.15)
2(1 = po(p)pr(—ple )
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Definimos no inicio deste capitulo a funcao Q(y) = 65(‘1’;@)(31) + S(y)).

Substituindo esta fun¢do na equagao (3.12) obtemos
: 7s(y) & ) ( S(y) > A
Oy) =L, | —= + L, | —= | + LyB(y), 3.16
(y) g (O_t(y) <y> g Ut(y) b (y> ( )

a qual pode ser reescrita como

D(y) /

-/ %) . VB + (), (3.17)
onde g(y) = L, (@%) + Ly B(y).

a(T)

L

3.3 Parametros continuos

Nesta se¢ao, trataremos o caso onde o;(x) e o4(x) sdo fungdes continuas.

3.3.1 Tratamento da singularidade

A formulagao integral da equacao de transporte em dominio homogéneo
determinada com a mudanga de variavel, equagao (3.17), possui em seu nticleo uma
singularidade na diagonal, 7 = y. Assim, nao podemos aplicar o método de Nystrom
diretamente na equagao para o fluxo escalar, dada em (3.17), sem antes removermos

esta singularidade.

Para tratar a singularidade 7 = y, apresentada no ntucleo do operador

k(y, ), vamos aplicar a técnica de subtragao de singularidade [34], ou seja,

2, 1(r) = 2Dk, 78 (1) + 2k, 1)) - 2Dy, ()

o+(7) a4(7) i 5t_<y) i a:(y)
= bl 7) (20800~ 2000 + 0k na) (319

+(7)
1

o
e assim reescrevemos a equacgao (3.17) da forma

o(o) = [ For) (53(7)%) A <I><y>) ar+ 2D g0 Ry + 5w), (319)

a(7)



onde R(y) = [

0 k(y,7)dr, ou ainda

[ en(eme T 4 po(u)pr (e T
R(y)_/o /0 [ 21 <1_PO<N)pL(_N)6_%)

— 4 (y+7) e (CL—T+y) — =yl
+po(p)e + po(p)pr( ui I . ] dudr. (3.20)
2 (1 — po(p)pr(—p)e” » ) a

Para facilitar na implementacao do algoritmo da funcio R(y) vamos
solucionar analiticamente a integral com respeito a variavel 7. Esta manipulagao
foi necessaria para obtermos bons resultados numéricos para essa fungao, ja que
apesar da possibilidade de implementacao da integral dupla e solugao das integrais
usando rotinas numéricas disponiveis na linguagem de programacao C, os resultados
obtidos nao foram bons. Portanto, para garantir uma boa aproximagao solucionamos
analiticamente a integral com respeito a variavel 7 e para a integral em p utilizamos

rotinas de integragao numérica da GNU Scientific Library.

3.3.2 'Tratamento analitico da parte singular

A funcao R(y) é composta de duas integrais, uma na variavel 7 e outra
na variével e seu integrando ¢ dado pela funcao k(y, 7). Como mencionado ante-
riormente, esta fun¢ao possui uma singularidade na diagonal. Assim, quando 7 =y
temos que o ultimo termo da fungao (3.20) sera dado por 1/2u tornando esta fungao
singular quando p assumir o valor de zero. Portanto, para lidar com essa singula-
ridade trocamos a ordem de integracio da fungdo R(y) e resolvemos a integral na

variavel T analiticamente.
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Trocando a ordem de integragao da equagao (3.20) obtemos a seguinte
representacao para a funciao R(y):
R(y) = /1 /L [PL(—M)e_}‘@L_T_y) + po(u)pL(—;i)Le—i@LM—y)
2u (1 - po(#)pL(—u)e’ﬂ
+po(p)e” # T + po(p)pr(—p)e BT el
200 (1= polppr(~m)e ) 21

+ ]deu. (3.21)

A integral com respeito a variavel 7 da funcdo k(y,7) que solucionare-

mos analiticamente é dada por

_1 T_
R.(y) = 1/L [pL(—u)e T py()pr(—p)e T
T o _2L
2Jo i (1= polpr(-me )
—L(y+7) e @L—T+y) — =yl
+oulp)e”H) 4 po(on (e L ] o (322
i (1= polm)pr(—pe ™) z

Para facilitar a descrigao das integrais, escrevemos:

R-(y) = Ri(y) + Ra(y) + Rs(y) + Ra(y) + Rs(y). (3.23)

Descrevemos a seguir a solucao de cada termo da funcio R, (y).

A solugio para a fungdo R (y) é dado por,

—Lior—y) L ir
_ —ule w en
Rl(y) _ pL( lu) _2L> /0 dr

_ pL(—n) [ej(L v _ o n@Lw)] (3.24)
2 (1 — po()pr(—ple » )
A fungao Ry(y) tem como solugéo
3 2L y) L e~ uT
2 (1 - po(m w) Jo
_ Po (M)pL |: L—vy) +€—E(2L y) (325>
2 <1 — po(K)prL )
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Resolvendo a funcao R3(y), obtemos

Rg(y) _ 1/L po(u)e—;(%r) "
2 Jo u(l—po(u)pL(—u)6_7>
_ po(p) [_e—aym n (;i@] ' (3.26)

2L

2 (1 - po(u)pL(—u)6_7>

Integrando com respeito a variavel 7 a funcio Ry(y) temos

- L . —L2L—7+y)
_ / po(p)pr(—p)e » ir
0

2L

21 (1 - po(u)pL(—u)eﬁ)

po(p)pL(—p) [e*ﬂ”y)—e*i@”” . (3:27)

2L

2 (1 - po(u)pL(—u)e’T)

A fungdo Rs(y) é reescrita inicialmente como a soma de duas integrais
cujos intervalos de integracao sao (0,y) e (y,L). Solucionando cada uma dessas

integrais obtemos a seguinte solucao

B L e—g\T—y|
R5(y> = dr
0

2
Y o5 (- ) L ==y
= / + / dr
0 2 y 2
- % (2 ek e*i“y“)) . (3.28)

A partir da solucdo para cada termo da funcao R(y) temos a solucao

analitica para a integral com respeito a variavel 7 dada por

_ L 1 i teny

Rl) :/ —i | PL(=H) (6 WY e y>
0 L2 (1 = po(p)pr(—p)e» )

+po(p)pr(—p) (—e*ﬁ@“y) + e*;@L*y)) + po(p) <_67<y+L) n e*;@))

1 1
+ 3 (2 ek — efﬁ(nyrL)) }du. (3.29)

—l—PO(M)pL(—M) (e*i(Lﬁy) . 675(2L+y)>
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3.3.3 Método de Nystrom
Nesta secao vamos aproximar o operador integral, dado na equacgao
(3.19), utilizando o método de Nystrom. A ideia deste método foi descrita no capitulo

anterior e a aproximacao para termo integral apresentada na equagao (2.61).

Aplicando o método de Nystrom no termo integral da equacao (3.19)

obtemos a seguinte aproximagao:

£Os() = 0] | =
(TJ> _t<7—j (I)(y) +(I)(y) 5t(y>

Qi

Q
Ql
S

By~ S w(r)k(y.m) {

~ L. N ~ .
onde {w(7;)};2; sdo os pesos da quadratura numérica e {7},Z, sdo as abscissas.

3.3.4 Calculo do fluxo escalar na malha

Avaliando a equagao para o fluxo escalar dada em (3.30) em cada ponto

7 da malha com 7 =1, ..., N obtemos

()~ 3w s, ) 07) 2
7 J

Para simplificar a notagao reescrevemos a equagao (3.31) da forma

|

N _ _ _
T Otj 47 47
J#i
onde (i)(yl> = (I)i, 53(1/1) = O ];;(yszy) = %1]7 R(yl) = Rw g(@h) =gie w(TJ> = Wy



A partir da equagao (3.32) podemos determinar um sistema para o fluxo

escalar:
i _ Os1 P Os1 A _0s2 __OsN 175 1 [~ ]
(1— 2R+ 2La) 5 2wazk12 oy WNK1IN Dy g1
_0Os1 _ Os2 0s2,.) ... _3OsN 0 e
o twika (1—22Ry + 22c9) s wNkan Dy | | 92
- )
_a'sl _5'32 _ OsN OsN .~ B Vel
i lwikn 22wakno (1—ZXRN+ Z8cn) | [P ] [9N ]
(3.33)

onde c; = Zﬁ\il wjkij, 1= 1, 2,3, P N
J#i
Observe que se tomarmos a se¢ao de choque de espalhamento nula, ou

seja, ds = 0, a matriz principal do sistema dado em (3.33) é uma matriz identidade e

assim teremos o sistema com solucao tnica. Podemos ainda estender a inversibilidade

dessa matriz em torno de uma vizinhanga de o, = 0.

3.3.5 Interpolacao

A discretizagao obtida em (3.30) ¢ uma aproximacao para o fluxo escalar
nos pontos da malha. Ocorre que, as malhas produzidas pelas quadraduras usadas

nas simulagoes, quadratura de Gauss-Legendre e regra Boole, sao distintas, fazendo

necessario calcular interpolacoes para comparar os resultados para o fluxo escalar.

A interpolagao da equagao (3.30) ¢ determinada isolando a fungao ®(z),

para tal iniciamos reescrevendo essa equac¢ao como,

Qi
»

w(ry)k(y, 77)®(7;) t(tj)) = 2 w(m)k(y, ) 2() o(y)
i
) (3.34)

z *
)

N

Q

D(y) ~
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e na sequéncia isolamos a fun¢ao ®(y) na equagao (3.34) para obtemos a interpola-

Gao,

SV wlr)k(y, )@ () 22 + g(y)

= 7Y
B(y) ~ I (3.35)
L 0wk )28 — 2B AW

3.4 Parametros constantes por partes

3.4.1 Tratamento da singularidade

Para um dominio multirregiao temos que as fungoes a;(y) e ds(y) sao

fungoes constantes por partes, ou seja,

(
0s1, 0=y1 <y <y
_ Os2, Y2 <y<uys
08<y) =
| OsNy YN <y<ymyr =1L,
( —
on, 0=y <y<uys
B O, Yo <T7<UYs3
Ut(?/) =
N, YN <y <yms1 = L.

\

Neste caso a remocgao das singularidades do niicleo do operador integral, apresentado

na equacao (3.17), também é feita através da técnica de subtragao de singularidade.

No entanto, para o dominio multirregiao nao consideramos

7s(y)
at(y)

na subtracao, como

mostramos a seguir,

Q
Q

Fyr) [3(r) — 3]+ 2Dk, 18, (330)

A ];;(% T)(i)(T): 75(7_) =)

a(T) a ()

Logo reescrevemos a equagao (3.17) da forma

60) = [ k) [B(7) - B)] dr 4 BWRG) +90) (337
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Assim como no caso continuo nos solucionamos analiticamente a inte-
gral com respeito a variavel 7 da fun¢ao R(y). Este processo facilitou na implemen-

tacao do algoritmo e também melhorou os resultados numéricos.

3.4.2 'Tratamento analitico da parte singular

O ntcleo da funcdo R(y) apresenta uma singularidade quando 7 = x, a
remocao dessa singularidade é feita resolvendo analiticamente a integral na variavel
7 em cada intervalo do problema multirregido. Assim reescrevemos a funcao R(y)

) —i(ZL-i—T—y)

como
_l(op e
pr(—pe **T 4 po(p)pr(—p
2L

Rly) = ; = /y /0 [ 2 (1 — po(p)pr(—p)e” )
—L|r—y|

—LorL—7+y)
€’ <’ ]dudr

L(ytr
Lol =T+ po()pr(—p) N
2 (1 - po(u)pL(—u)e’T) 2
1 s
= [ > 2R (3.39)
0 = Tt
sendo
Ry = 1| eEme =TT po(u)pr (—p)e”# BT
T(y) - _ 2L
vi 24 (1 — po(p)pL(—pe = )
— 5 (y+) e (2L=T+y) — =yl
L Polpe + po(r)pi( u); I . ]dT' (3.39)
24 (1 — po()pr(—ple» ) H
Para facilitar vamos reescrever a funcao R’ (y) como
R: (3.40)

R R(y) + Rs(y) + Ri(y) + Ri(y).

R.(y) = Ri(y) + R,
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A solucio para a fungdo R:(y) é dado por,

-5 (2L—y) Tit1
_ —u)e w en
2(1—po(u)pL(—u)6 ) w M
_ pr(—H)

A fungio Ri(y) tem como solugao

—L@L—y) Yit1 -ir
i po(p)pr(—pe €
Ri(y) — (1) ) — / dr
2 (1 = po(p)pr(=ple » ) v N
_ po(1)pr(—p) - [e‘%m—yﬂh) e~ (L= W’“]- (3.42)
2 (1 — po(p)pr(—pe” » )
Resolvendo a fungao Rj(y), obtemos
1
o 1 [Yi+1 e_ﬁ(y—H)
Ry = 5/ po(1) v dr
uoop (1 — po(p)pr(=ple» )
_ po(,u) [e—%(y—i-yi) _ e—i(y-&-yﬁ-l)] ) (343)

2 (1 - po(u)pL(—u)ffﬂ

Integrando com respeito a variavel 7 a funcao Ri(y) temos

B - [ mni
4 - 2L
24 (1 — po(p M>€77>

Lo (/.L)pz( ,u) —Llr—y, —Lor—y
oI |:6 “( Yir1ty) _ e f‘( Y y):| . (344)
2 (]_ — po(,LL)p[ (—u)e K >

A fungdo RL(y) é reescrita inicialmente como a soma de duas integrais
cujos intervalos de integracao sao (0,y) e (y,L). Solucionando cada uma dessas

integrais obtemos a seguinte solucgao.
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Se y; <y < Y41, temos:

_. Yit1 e—ih—y\
R - | ir
Y

; 2p
y = (T +Y) Yir1 =3 (T—Y)
Yi 2’“ Y 2”
_ % <2 —e 5 (~yity) —e ﬁ(yiﬂ—y)) ) (3.45)

Se y < y;, temos:

_. Yi+1 e H|T y‘
R - [
Yit+1 e ” 7— y)
_ / dr
_ % (e,i(yry) B efi(ywlfy))‘ (3.46)
Se y > y;11, temos:
By - [ A
s(y) = !
Yi 2’u
Yit1 L(—74y)
_ / eu—dT
Yi 2u
_ %(e sty _ ﬁ(—yﬁy))_ (3.47)
Isto &
1 —L(yi—y) — L yit1-y)
5<euy y_euyﬂy) se Yy <y
Riy)={ 1 (2 e ) _ *i(y“rl*y)) se Y <Y< Yirr
%(e L (—yi+1) 6—;(y yz)> se Y > Yit1.

3.4.3 Método de Nystrom

Com a remocao da singularidade do operador integral é possivel agora
aproximar o operador integral da funcao (3.37) aplicando o método de Nystrom.

Portanto temos,

B(0)~ Y 0lr) K )25 ) () =B +BGRG) o), (48)
2 :
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onde {w(7;)}L; que sdo os pesos da quadratura numérica e {7} sdo as abscissas.

3.4.4 Calculo do fluxo escalar na malha

Avaliando a equagao para o fluxo escalar dada em (3.48) em cada ponto

i da malha com ¢ = 1,..., N obtemos (3.48) da forma

tj

N _

; ~ ij/‘%g (&, — &) + ;R +gii = 1,..., N, (3.49)
j=1
JF

onde ®(y;) = i, 64(yi) = Gsi, k(yi, 7;) = ki, R(yi) = Ri, g(yi) = gi e w(my) = wj.

A partir da equagao (3.49) podemos determinar um sistema para o fluxo

escalar:
(1—Ri+c) —wak12 e —wnkiN P4 I
—wikay 1—Ry+ca) - —wykan Dy 92
( ) =, (3.50)
—wikn1 —w2kN2 -+ (I1=Ry+cn)|[®n] [9n]

_ N Gs; -
onde ¢; = > ;5 wjkij—a:>2 =1,2,3,....,N.
J#

Observe que se tomarmos a se¢ao de choque de espalhamento nula, ou
seja, ds = 0, a matriz principal do sistema dado em (3.50) é uma matriz identidade e
assim teremos o sistema com solugao tnica. Podemos ainda estender a inversibilidade

dessa matriz em torno de uma vizinhanga de 6, = 0.

3.4.5 Interpolacao

Assim como no caso para parametros continuos nos determinamos aqui
a interpolac¢ao da equagao (3.48) a fim de compararmos os resultados para o fluxo
escalar, uma vez que as malhas das quadraduras de Gauss-Legendre e Boole sao

distintas.
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Para determinarmos a interpolacao vamos iniciar reescrevendo a equa-

¢ao (3.48) como,

B(0) = 3wl o )2 8(5) — 3wk, m)Z )+ 50) )+l
e J 2 J

(3.51)

e na sequéncia isolar a fungao ®(y) na equagao (3.51) para obtemos a interpolagao,

~—

N 2 D(7;) 28 4 g
22 w(m)k(y, )®(7) 5 + 9()
L+ 0 w(r)k(y. 7)) 250 — R(y)

i~y

d(y) (3.52)
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4 RESULTADOS NUMERICOS DO
PROBLEMA DE TRANSPORTE COM
ESPALHAMENTO ISOTROPICO

Neste capitulo validamos as metodologias dos capitulos 2 e 3, que cha-
maremos de metodologias 1 e 2, respectivamente, através da simulacao de diferentes
situagoes problemas para a equagao de transporte isotrépica em dominio nao homo-
géneo, cujos resultados numéricos sao comparados com dados da literatura e entre
as proprias metodologias. Também analisamos o desempenho das quadraturas de
Gauss-Legendre e regra de Boole e em alguns casos comparamos o tempo compu-
tacional das duas metodologias. Todos os tempos aqui apresentados, referem-se ao
tempo de parede e foram obtidos tomando a média dos tempos de, pelo menos, trés

repetigoes.

Na primeira secao deste capitulo descrevemos detalhes da implemen-
tagao numérica dos algoritmos das metodologias 1 e 2. Na secao 4.2, validamos as
metodologias para o problema de transporte em dominio homogéneo, na secao 4.3
para um dominio multirregiao e por fim nas sec¢oes 4.4 e 4.5 consideramos um meio

nao-homogéneo.

4.1 Implementacao numérica

Os resultados numéricos apresentados neste trabalho foram determina-
dos através de algoritmos implementados em linguagem de programacao C e simu-
lados em um computador Intel Core i7. Para a solu¢ao dos sistemas lineares dados
em (2.65), (2.88), (3.33) e (3.50) aplicamos o método de decomposigao LU, cuja ro-
tina utilizada esta disponivel em GNU Scientific Library (GSL) [21]|. Desta mesma

biblioteca utilizamos as rotinas de integracao numéricas para a resolucao dos termos
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integrais do sistema. Todas as integracoes foram realizadas com tolerancias relativas

e absolutas menores que 1071,

4.2 Dominio homogéneo

A fim de validar as metodologias 1 e 2 desenvolvidas nesse trabalho,
iniciamos comparando nossos resultados numeéricos com os dados apresentados nos
trabalhos de Dalmolin et al. [14]| e Nunes e Barros [32] para o problema de transporte
em dominio homogéneo. As solucoes para cada problema foram geradas aplicando

as quadraturas de Gauss-Legendre e regra Boole.

Nas simulacoes, ambas metodologias geraram os mesmo resultados nu-
méricos portanto, apresentamos esses dados somente uma vez. Os problemas resol-

vidos aqui sao:

e Problema 1: Comprimento da placa L = 1 cm, se¢oes de choque oy () =
os(z) = 1lem™! coeficientes de reflexao po (i) = pr(i) = 0, contribuigao

da fronteira By(u) = Br(p) = £ e termo fonte S(z) = 2.

e Problema 2: Comprimento da placa L = 50 cm, se¢oes de choque oy(z) =
lem™ e oy (z) = 0.97cm™!, coeficientes de reflexdao po(p) = pr(u) = 0,

contribuicao da fronteira By(u) = Br(p) = 2 e termo fonte S(z) = 0.

No problema 1, proposto por Dalmolin et al. [14], a equagao de trasporte
em dominio homogéneo também é solucionada pelo método de Nystrom juntamente
com a técnica de remocao de singularidades do operador integral. Neste trabalho os
resultados numéricos foram comparados com as solugoes determinadas por Vargas
et al. [45], Azevedo et al. [4] e com a solucao exata disponivel em [45]. No trabalho
publicado por Vargas et al. [45] a solugao deste problema é obtida pelo método

LTSy para N = 300 e em Azevedo et al. [4] pelo método GF'D.
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No problema 2, consideramos os parametros da simulacao apresentados
por Nunes e Barros [32]. Neste trabalho trés diferentes métodos iterativos foram
aplicado na solucao do sistema de equacoes Sy para N = 8 método Diamond

Difference (DD), método Degrau(D) e método Degrau Caracteristico (DC).

Nas tabelas 4.1 e 4.2 apresentamos os resultados numéricos obtidos para
o problema 1 e comparamos os mesmo com os dados apresentados no trabalho de

Dalmolin et al. [14] e com a solucao exata [45].

Tabela 4.1: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo escalar do problema
1, ®(x), gerados pelas quadraturas de Gauss-Legendre em um meio homogéneo com

os resultados publicados por Dalmolin et al. [14] e com a solugao exata [45].

x  Exata®®  Nystrom14 N =101 N =201 N-=401 N-801 N = 1601
0.0 0516842 0516842  0.516842 0.516842 0.516842 0.516842  0.516842
0.1 0.600637  0.600637  0.600635 0.600637 0.600637 0.600637 0.600637
0.2 0.647999  0.647999  0.647994 0.648000 0.647999 0.647999  0.647999
0.3 0.678718  0.678718  0.678721 0.678718 0.678718 0.678718  0.678718
04 0.696308  0.696308  0.696308 0.696308 0.696308 0.696308  0.696308
0.5 0.702056  0.702056  0.702056 0.702056 0.702056 0.702056  0.702056

Tabela 4.2: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo escalar do problema
1, ®(z), gerados pelas regra de Boole em um meio homogéneo com os resultados

publicados por Dalmolin et al. [14] e com a solugao exata [45].

x  Exata®  Nystroml4 N=101 N=201 N=401 N=2801 N = 1601
0.0 0516842 0516842  0.516830 0.516838 0.516841 0.516841 0.516842
0.1 0.600637  0.600637  0.600633 0.600636 0.600637 0.600637 0.600637
0.2 0.647999  0.647999  0.647996 0.647998 0.647999 0.647999  0.647999
0.3 0.678718  0.678718  0.678715 0.678717 0.678718 0.678718  0.678718
04 0696308  0.696308  0.696305 0.696307 0.696308 0.696308  0.696308
0.5 0.702056  0.702056  0.702053 0.702055 0.702055 0.702055  0.702056
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Os resultados numéricos, dados nas tabelas 4.1 e 4.2, apresentaram o
mesmo comportamento da solugao determinada por Dalmolin et al. [14], ou seja, te-
mos a mesma solug¢ao para o mesmo nimero de pontos. Com relacao ao desempenho
dos esquemas quadraturas observamos que para a quadradura de Gauss-Legendre
obtemos a solugao exata para 401 pontos enquanto que na regra de Boole obtemos
a mesma solucao exata quando consideramos 1601 pontos. Para ambas metodolo-
gias os resultados numeéricos obtidos foram idénticos no entanto, a metodologia 2
apresentou melhor desempenho computacional sendo até 8 vezes mais rapida na

determinacao da solucao, como podemos observar na tabela 4.3.

Tabela 4.3: Tempo computacional do problema 1.

Quadratura de Gauss-Legendre Regra Boole
N Metodologia 1  Metodologia 2 | Metodologia 1 Metodologia 2
101 0.9s 0.2s 1s 0.2s
201 3s 0.4s 3s 0.5s
401 11s 1s 11s 1s
801 43s 5s 42s 5s
1601 164s 19s 162s 20s

Os resultados numéricos apresentados nas tabelas 4.4 e 4.5 foram de-
terminados considerando os parametros do problema 2 e comparados com a solugao

dada no trabalho de Nunes e Barros [32].
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Tabela 4.4: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo escalar do problema
2, ®(z), gerados pela quadratura de Gauss-Legendre em um meio homogéneo com

os resultados publicados por Nunes e Barros [32] .

¢ DDB2 pB2l  poB2l N=501 N=1001 N=2001 N=4001 N=8001 N=16001

0.0 1.704731 1.703453 1.704683 1.704733 1.704732 1.704732 1.704732 1.704732 1.704732
25.0 0.001956 0.002012 0.001958 0.001954 0.001955 0.001955 0.001955 0.001955 0.001955
50.0 1.704731 1.703435 1.704683 1.704733 1.704732 1.704732 1.704732 1.704732 1.704732

Tabela 4.5: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo escalar do problema
2, ®(x), gerados pela regra de Boole em um meio homogéneo com os resultados

publicados por Nunes e Barros [32] .

z DDB2 pB2 peB2l N—501 N=1001 N=2001 N=4001 N=8001 N=16001

0.0 1.704731 1.703453 1.704683 1.705322 1.704897 1.704778 1.704745 1.704735 1.704733
25.0 0.001956 0.002012 0.001958 0.001954 0.001955 0.001955 0.001955 0.001955 0.001955
50.0 1.704731 1.703435 1.704683 1.705322 1.704897 1.704778 1.704745 1.704735 1.704733

No trabalho desenvolvido por Nunes e Barros o método Diamond Dif-
ference apresentou os melhores resultados, quando comparado aos outros métodos
aplicados pelos autores na solucao do problema de transporte. Assim, comparando
a nossa solucao com o método DD percebemos que para ambas quadraturas, Gauss-
Legendre e regra de Boole, os resultados numéricos apresentam uma boa ordem de

precisao.

O fluxo escalar calculado pela quadratura de Gauss-Legendre apresen-
tou cinco digitos significativos e obtivemos a mesma precisao quando aplicamos a
regra de Boole. Com relacao ao desempenho das quadraturas numéricas observamos
que com apenas H01 pontos obtivemos cinco digitos corretos com a quadratura de

Gauss-Legendre ja para a regra de Boole esta mesma precisao foi determina para
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8001 pontos. Simulamos este problema utilizando as metodologias 1 e 2 e para ambas
obtivemos os mesmos resultados numéricos. No entanto, nas simulagoes utilizando

a metodologia 2 o custo computacional foi menor.

4.3 Dominio multirregiao

Nesta secao validamos as metodologias 1 e 2 simulado dois problemas
em dominio multirregiao. Na primeira simulagao consideramos o,(x) fixo e os demais
parametros variando de acordo com a regiao do problema. Os resultados numéricos
desse problema podem ser encontrados nos trabalho de Nunes e Barros [32] e Prolo e
Rodrigues [35]. E a segunda simulagao consiste em um problema proposto por Reed
[36] onde a se¢ao de choque macroscopica total também varia nas quatro regices do

problema.
Os problemas simulados nesta se¢ao sao:
e Problema 3: Dominio L = 40cm e condigoes de contorno W(0, u) = 1

e W(L,pu) = 0. As fungbes o,(z), os(x) e S(x) para cada regido sao

apresentadas na tabela 4.6.

Tabela 4.6: Parametros do problema multirregiao 3

Regiao 1 2 3
S(x) 0 0 1
o¢(x) 1 1 1
os(x) 0.97 0.95 0.99

Espessura 0<zx <15 15<zx<30 30<z<40
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Problema 4: Dominio L = 8cm, condi¢bes de contorno W(0,u) =1 e
U(L,p) = 0 e os pardmetros para as fungoes o.(z), os(z) e o,(x) em
cada regiao sao apresentadas na tabela 4.7. Na primeira regiao temos
uma fonte de magnitude 50.0 e na regiao de 5.0 cm < x < 6.0 cm uma

fonte de magnitude 1.0.

Tabela 4.7: Parametros do problema multirregiao 4.

Regiao 1 2 3 4
oo(x) 50.0 5.0 0.0 0.1
o¢(x) 50.0 5.0 0.0 1.0
os(x) 0.0 0.0 0.0 0.9

Espessura 0<zx<2 2<zx<3 3<zx<)5 5H<z<8

Nas tabelas 4.8 e 4.9 apresentamos os resultados numéricos do problema

3 aplicando as quadraturas de Gauss-Legrendre e regra de Boole, respectivamente.

Compramos nossos resultados numéricos com os obtidos pelos métodos Diamond

Difference (DD), Degrau(D) e Degrau Caracteristico (DC), apresentados no trabalho

de Nunes e Barros [32] e com o método ADO apresentado no trabalho de Prolo e

Rodrigues [35].

Tabela 4.8: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo escalar do problema

3 gerados pela quadratura de Gauss-Legendre com os resultados publicados por

Nunes e Barros [32] e Prolo e Rodrigues [35].

x

DDB2

D2l pcB2l ADOBY N=1001 N=2001 N=4001 N=8001 N=16001

0.0 0.852638 0.851075 0.850716 0.852637 0.852639 0.852638 0.852638 0.852638 0.852638
20.0 0.481766 0.512658 0.504515 0.481821 0.484256 0.482214 0.482542 0.482026 0.482108
40.0 7.090416 7.126999 7.245023 7.090392 7.095029 7.091948 7.092451 7.091686 7.091813
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Figura 4.1: Grafico para o fluxo escalar do problema multirregiao 3.
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Tabela 4.9: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo escalar do problema
3 gerados pela regra de Boole com os resultados publicados por Nunes e Barros [32]

e Prolo e Rodrigues [35].

¢ DDB2 pB2l  poB2l ApoBY N=1001 N=2001 N=4001 N=8001 N=16001

0.0 0.852638 0.851075 0.850716 0.852637 0.852693 0.852653 0.852642 0.852639 0.852638
20.0 0.481766 0.512658 0.504515 0.481821 0.481965 0.481968 0.481969 0.481969 0.481969
40.0 7.090416 7.126999 7.245023 7.090392 7.088971 7.090871 7.091401 7.091546 7.091586

Nossos resultados numéricos, apontados nas tabelas 4.8 e 4.9, estao na
mesma ordem que os determinados por Nunes e Barros, quando comparados ao mé-
todo DD, método que apresentou o melhor desempenho no trabalho [32]. Além disso,
nossa solugao tem o mesmo comportamento grafico que a solugao apresentada no
trabalho de Prolo e Rodrigues [35]. Analisando o desempenho dos esquemas de qua-
dratura na solugao do problema multirregiao observamos o mesmo comportamento
do caso homogéneo. Para a quadratura de Gauss-Legendre os melhores resultados
foram obtidos para 501 pontos enquanto que para regra de Boole foram necessérios

8001 pontos.

Quando comparamos o desempenho das metodologias 1 e 2 observamos
que, apesar das duas gerarem a mesma solucao, o custo computacional da metodolo-
gia 2 é menor, o que também pode ser observado pelo tempo computacional, tabela

4.10, para cada valor de N considerado na simulagao.

O segundo problema multirregiao que simulamos foi proposto por Reed
[36] e esta definido em um placa unidimensional composta de quatro regides cujos pa-
rametros estao descritos no problema 4. Este problema foi posteriormente estudado
por Garcia e Siewert [22] e sua soluc¢do determinada pelo método Fly. Recentemente

esse mesmo problema foi solucionado por Schulz [42] utilizando o método DD.
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Tabela 4.10: Tempo computacional do problema 3

Quadratura de Gauss-Legendre Regra Boole

N Metodologia 1  Metodologia 2 | Metodologia 1  Metodologia 2
501 4s 0.5s 4s 0.5s
1001 13s 2s 13s 2s

2001 92s 8s 11s 8s
4001 448s 41s 222s 40s

8001 891s 223s 879s 230s
16001 4095s 1511s 4095s 1489s

Na simulagao do problema 4 a terceira regiao do problema foi descon-
siderada, visto que a mesma é uma regiao de vicuo e nao possui fonte externa.
Assim, as regioes do problema foram reescritas da seguinte forma: 3.0 cm < x < 4.0
cm como a terceira regiao do problema e 4.0 cm < x < 6.0 cm como a regiao 4 e

reorganizamos os parametros do problema da seguinte forma:

Tabela 4.11: Parametros do problema multirregiao 4 reescrito.

Regiao 1 2 3 4
S(x) 50 0 1 0
ot () 50 5 1 1
os(x) 0 0 0.9 0.9

Espessura 0<2x <2 2<x<3 3<zxr<4 4<z<6
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Tabela 4.12: Comparacao do fluxo escalar do problema 4 gerado pela metodologia
1 considerando quadratura de Gauss-Legendre com os resultados publicados por

Garcia e Siewert [22| e Schulz [42].

x Fy DD N=501 N=1001 N=2001 N=4001 N=8001 N=16001
0.00  1.000 1.000  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.00  1.000 1.000  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.90 09995  0.9995 0.999506 0.999506 0.999506 0.999506 0.999506  0.999506
1.95 09902  0.9902 0.990160 0.990160 0.990160 0.990160 0.990160 0.990160
1.99 08372  0.8372 0.837236 0.837236 0.837236 0.837236 0.837236 0.837236
2.00 0.5010  0.5010 0.500992 0.500993 0.500993 0.500993 0.500993 0.500992
2.05 0.2602 0.2602 0.260192 0.260192 0.260192 0.260192 0.260192  0.260192
2.09 0.1798  0.1798 0.179791 0.179791 0.179791 0.179791 0.179791 0.179791
2.10 0.1651  0.1651 0.165099 0.165100 0.165100 0.165100 0.165100 0.165100
2.50 0.03009 0.03009 0.030091 0.030093 0.030094 0.030094 0.030094 0.030095
290 0.3520  0.3520 0.351950 0.351991 0.352002 0.352006 0.352007  0.352021
295 0.5650  0.5650  0.564908 0.564981 0.565003 0.565009 0.565011  0.565034
299 09151 091510 0.914885 0.915049 0.915096 0.915109 0.915113 0.915156
5.00  1.106 1.1063  1.105829 1.106210 1.106329 1.106366 1.106377 1.106424
5.10  1.441 1.4414  1.441110 1.441312 1.441344 1.441360 1.441364 1.441437
5.50 1941 1.9410 1.940961 1.941024 1.941048 1.941055 1.941057 1.941109
6.00 1.634 1.6339  1.634003 1.633949 1.633938 1.633941 1.633946 1.634144
7.00 0.7085  0.7085 0.708500 0.708518 0.708526 0.708529 0.708530  0.708553
8.00 0.2225  0.2225 0.222494 0.222501 0.222503 0.222504 0.222505 0.222509
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Tabela 4.13: Comparacao do fluxo escalar do problema 4 gerado pela metodologia
1 considerando regra de Boole com os resultados publicados por Garcia e Siewert

[22] e Schulz [42].

x Fy DD N=501 N=1001 N=2001 N=4001 N=8001 N=16001
0.00  1.000 1.000  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.00  1.000 1.000  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.90 09995  0.9995 0.999506 0.999506 0.999506 0.999506 0.999506  0.999506
1.95 09902  0.9902 0.990160 0.990160 0.990160 0.990160 0.990160 0.990160
1.99 08372  0.8372 0.837236 0.837236 0.837236 0.837236 0.837236 0.837236
2.00 0.5010  0.5010 0.500993 0.500993 0.500993 0.500993 0.500993  0.500993
2.05 0.2602 0.2602 0.260192 0.260192 0.260192 0.260192 0.260192  0.260192
2.09 0.1798  0.1798 0.179791 0.179791 0.179791 0.179791 0.179791 0.179791
2.10 0.1651  0.1651 0.165100 0.165100 0.165100 0.165100 0.165100 0.165100
2.50 0.03009 0.03009 0.030095 0.030094 0.030094 0.030094 0.030094 0.030094
290 0.3520  0.3520 0.352021 0.352003 0.352007 0.352007 0.352007  0.352007
295 0.5650  0.5650  0.565034 0.565004 0.565011 0.565011 0.565011  0.565011
299 09151 09151 0.915156 0.915102 0.915113 0.915114 0.915115 0.915115
5.00  1.106 1.1063  1.105196 1.105603 1.106002 1.106193 1.106288  1.106335
5.10  1.441 1.4414  1.441686 1.441362 1.441361 1.441366 1.441365 1.441366
5.50  1.941 1.9410 1.941225 1.941042 1.941060 1.941058 1.941059 1.941059
6.00 1.634 1.6339  1.634213 1.633892 1.633959 1.633943 1.633948 1.633946
7.00 0.7085  0.7085 0.708584 0.708525 0.708530 0.708530 0.708530  0.708530
8.00 0.2225  0.2225 0.222518 0.222500 0.222505 0.222504 0.222505  0.222505

Para simularmos o problema 4 aplicando a metodologia 2 nés conside-

ramos a mudanga de varavel

y(z) = /O " o), (A1)

proposta na metodologia, nos parametros do problema. Considerando essa mudanca
de variavel temos que o comprimento do dominio do problema sera L=108 cm o qual
é dividido da seguinte forma: regiao 1 dada no intervalo 0 cm < x < 100 cm, regiao

2,100 cm < x < 105 cm, regiao 3, 105 cm < x < 106 cm e para a quarta regiao ,
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106 cm < x < 108 cm. A fungao 74(y) na primeira e segunda regiao ¢ igual a zero
e nas demais regioes é igual a 0.9 ja o temo fonte é 1 nas regides 1 e 3 e zero nas

demais.

Tabela 4.14: Comparacao do fluxo escalar do problema 4 gerado pela metodologia
2 considerando quadratura de Gauss-Legendre com os resultados publicados por

Garcia e Siewert [22] e Schulz [42].

x Fy DD N=501 N=1001 N=2001 N=4001 N=8001 N=16001
0.00  1.000 1.000  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.00  1.000 1.000  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.90 09995  0.9995 0.999506 0.999505 0.999506 0.999506 0.999506  0.999506
1.95 09902  0.9902 0.990160 0.990159 0.990160 0.990159 0.990160  0.990160
1.99 08372  0.8372 0.837237 0.837235 0.837236 0.837235 0.837236 0.837236
2.00 0.5010  0.5010 0.500990 0.500995 0.500992 0.500994 0.500993  0.500993
2.06 0.2602 0.2602 0.260185 0.260200 0.260191 0.260197 0.260193  0.260193
2.09 0.1798  0.1798 0.179780 0.179803 0.179790 0.179799 0.179792  0.179792
2.10 0.1651  0.1651 0.165088 0.165113 0.165098 0.165108 0.165101  0.165101
2.50 0.03009 0.03009 0.029908 0.030304 0.030069 0.030221 0.030111 0.030108
290 0.3520 0.3520 0.349189 0.355010 0.351642 0.353859 0.352258  0.352215
295 0.5650  0.5650 0.561636 0.568342 0.564592 0.567155 0.565312  0.565258
299 09151 09151 0.914152 0.914702 0.915094 0.915367 0.915206 0.915177
5.00  1.106 1.1063  1.110530 1.098301 1.107211 1.102728 1.106006 1.106020
5.10  1.441 1.4414  1.453461 1.425680 1.443172 1.432682 1.440275 1.440442
5.50 1941 1.9410  1.955305 1.925221 1.942776 1.932284 1.939978  1.940140
6.00 1.634 1.6339  1.644931 1.624400 1.634663 1.629035 1.633363 1.633448
7.00 0.7085  0.7085 0.711364 0.705684 0.708795 0.706999 0.708354 0.708380
8.00 0.2225  0.2225 0.223292 0.221737 0.222575 0.222085 0.222460 0.222466
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Tabela 4.15: Comparacao do fluxo escalar do problema 4 gerado pela metodologia
2 considerando regra de Boole com os resultados publicados por Garcia e Siewert

[22] e Schulz [42].

x Fy DD N=501 N=1001 N=2001 N=4001 N=8001 N=16001
0.00  1.000 1.000  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.00  1.000 1.000  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.90 09995  0.9995 0.999506 0.999506 0.999506 0.999506 0.999506  0.999506
1.95 09902  0.9902 0.990160 0.990160 0.990160 0.990159 0.990160  0.990160
1.99 08372  0.8372 0.837237 0.837238 0.837236 0.837235 0.837236 0.837236
2.00 0.5010  0.5010 0.500987 0.500994 0.500994 0.500994 0.500993 0.500992
2.05 0.2602 0.2602 0.260179 0.260193 0.260195 0.260197 0.260193  0.260192
2.09 0.1798  0.1798 0.179772 0.179791 0.179795 0.179799 0.179791 0.179791
210 0.1651  0.1651 0.165078 0.165099 0.165104 0.165108 0.165100 0.165099
2.50 0.03009 0.03009 0.029777 0.030069 0.030163 0.030221 0.030100  0.030087
290 0.3520  0.3520 0.347189 0.351781 0.353107 0.353859 0.352104  0.351897
295 0.5650  0.5650  0.558971 0.565194 0.566461 0.567155 0.565140 0.564881
299 09151 09151 0.912207 0.917572 0.916301 0.915367 0.915223  0.915088
5.00  1.106 1.1063  1.111896 1.112269 1.106784 1.102728 1.106423 1.106585
5.10  1.441 1.4414  1.477071 1.446442 1.438398 1.432682 1.441043 1.441883
5.50 1941 1.9410 1.954956 1.950887 1.937182 1.932284 1.940790 1.941560
6.00 1.634 1.6339  1.611912 1.645807 1.630513 1.629035 1.633780 1.634231
7.00 0.7085  0.7085 0.708400 0.710421 0.708037 0.706999 0.708492 0.708614
8.00 0.2225  0.2225 0.220057 0.223027 0.222216 0.222085 0.222489  0.222524
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Tabela 4.16: Tempo computacional do problema 4

Quadratura de Gauss-Legendre Regra Boole

N Metodologia 1  Metodologia 2 | Metodologia 1  Metodologia 2
501 5.05s 1.37s 4.57s 0.94s
1001 13.66s 3.37s 12.91s 2.39s
2001 44.69s 10.85s 42.46s 8.74s
4001 171.56s 46.44s 166.19s 40.86s
8001 776.84s 244.27s 7600.67s 231.44s
16001 2274.93s 1587.23s 2349.98s 1460.82s

Apresentamos nas tabelas 4.12 - 4.15 os resultados numéricos para o
problema multirregiao 4 simulado com as metodologias 1 e 2 aplicando as quadratu-
ras de Gauss-Legendre e Regra de Boole. Na regiao 1 do problema, que é totalmente
absorvedora e com termo fonte, obtivemos a mesma solu¢ao quando aplicamos as
metodologias 1 e 2 e para ambas quadraturas, em todos os casos a solug¢ao convergiu
em N = 1001. Nas demais regioes do problema, para ambas metodologias, obtive-
mos as mesma precisao que os dados da literatura com diferencas no tltimo digito

em alguns valores tabelados.

Com relagao as quadraturas consideradas nas metodologias, observa-
mos que por estarmos trabalho em um dominio multirregiao a quadratura de Boole
apresenta melhor desempenho uma vez que a transicao entre as regioes do dominio
fazem parte da malha. Analisando o tempo computacional gasto pelas metodologias
na solucao do problema novamente a metodologias 2 teve um custo computacional
menor no entanto, os resultados numéricos apresentados pela metodologia 1 foram

melhores.
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4.4 Dominio nao homogéneo

Nesta se¢ao validamos as metodologias 1 e 2 desenvolvidas com o intuito
de solucionar o problema de transporte com espalhamento isotrépico em dominio
nao homogéneo. A fim de verificarmos a eficiéncia numeérica das metodologias nos
simulamos diferentes situagoes problemas onde oy(x) e o4(z) variam conforme uma

funcao linear, quadratico ou exponencial.

Nas simulagoes consideramos dois esquemas de quadraturas, Gauss-
Legendre e regra de Boole, cujas solugoes geradas foram idénticas. Tomamos o nu-
mero de pontos da malha variando entre N = 501 e N = 8001, intervalo suficiente
para obtemos a convergéncia da solu¢ao. Em alguns casos também calculamos o
tempo computacional a fim de ter outro parametro de comparagao entre as meto-

dologias.

Os problemas simulados nessa se¢ao sao os seguintes:

Tabela 4.17: Dados para os problemas de transporte em dominio nao homogéneo.

Problema Dominio o(z) os(x) po(e) pr(p) Bo(p) Br(p) S(x)

5 1 41 1 0.3 0.6 0 0 1/8
6 1 r+1 T 0.3 0.6 0 0 1/8
7 1 r+1 T 0.9 0.5 1/8 1/8 1
8 1 ?+1 z4+1 03 0.5 1 1/8 x
9 1 exp(x) x 0.5 0.6 1/8 3/8 1

Quando aplicamos a metodologia 2 a mudanca de variavel dada em
(3.1) deve ser considerada nos parametros das simulagoes. Logo, para a metodologia

2, teremos os seguintes parametros para os problemas em dominio nao homogéneo:
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Tabela 4.18: Dados para os problemas de transporte em dominio nao homogéneo

metodologia 2.

Problema  Dominio ot(x) os(x) po(p)  pr(p) Bolu) Br(p) S(z)

5 s VI+2y 1 0.3 0.6 0 0 1/8
6 3 VIit2y -1+y1+2y 03 0.6 0 0 1/8
7 3 VIt2y -1+yI+2y 09 0.5 1/8 1/8 1
8 3 a®+1 a+1 0.3 0.5 1 1/8 a
9 exp(l)—1 y-—1 In(y — 1) 0.5 0.6 1/8 3/8 1

_ (MHy)% B 2}

a 23 (\/Wﬁy)% ’

Nas tabelas 4.19, 4.20 e 4.21 apresentamos os resultados numéricos para

os problemas 5, 6, ¢ 7 onde a func¢do o(x) varia linearmente de acordo com a lei

o) =x+1

Tabela 4.19: Resultados numéricos do problema 5: comparacao entre as solugoes

determinadas pelas metodologias 1 e 2.

r  N=501* N=1001* N=2001* N=4001*> N=501> N=1001" N=2001" N=4001P
0.0 0.287286 0.287286  0.287286  0.287286  0.287286 0.287286  0.287286  0.287286
0.1 0.331989 0.331989  0.331989  0.331989  0.331989 0.331989  0.331989  0.331989
0.2 0.347312 0.347312  0.347312  0.347312  0.347312 0.347312  0.347312  0.347312
0.3 0.349979 0.349979  0.349979  0.349979  0.349979 0.349979  0.349979  0.349979
0.4 0.344387 0.344387  0.344387  0.344387  0.344388 0.344387  0.344387  0.344387
0.5 0.333111 0.333111  0.333111 0.333111  0.333112 0.333111  0.333111  0.333111
0.6 0.317920 0.317919 0.317919  0.317919  0.317920 0.317919  0.317919  0.317919
0.7 0.300046 0.300046  0.300046  0.300046  0.300046 0.300046  0.300046  0.300046
0.8 0.280219 0.280219  0.280219  0.280219  0.280220 0.280219  0.280219  0.280219
0.9 0.258342 0.258342  0.258342  0.258342  0.258342 0.258342  0.258342  0.258342
1.0 0.228825 0.228825  0.228825  0.228825  0.228825 0.228825  0.228825  0.228825

a. Metodologia 1 e b. Metodologia 2
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Tabela 4.20: Resultados numéricos do problema 6: comparacao entre as solucoes

determinadas pelas metodologias 1 e 2.
T N=501* N=1001* N=2001* N=4001* N=501> N=1001> N=2001" N=4001P
0.0 0.149586 0.149586 0.149586 0.149586  0.149586 0.149586  0.149586  0.149586
0.1 0.172635 0.172635 0.172635 0.172635 0.172635 0.172635  0.172635  0.172635
0.2 0.184556 0.184557 0.184556  0.184556  0.184557 0.184557  0.184556  0.184556
0.3 0.192535 0.192535  0.192535 0.192535 0.192535 0.192535  0.192535  0.192535
0.4 0.197873 0.197873  0.197873  0.197873  0.197873 0.197873  0.197873  0.197873
0.5 0.201019 0.201019 0.201019 0.201019 0.201019 0.201019 0.201019 0.201019
0.6 0.202053 0.202053 0.202053 0.202053  0.202053 0.202053  0.202053  0.202053
0.7 0.200778 0.200778  0.200778  0.200778  0.200778 0.200778  0.200778  0.200778
0.8 0.196635 0.196635 0.196635 0.196635 0.196635 0.196635  0.196635  0.196635
0.9 0.188274 0.188274 0.188274  0.188274  0.188274 0.188274  0.188274  0.188274
1.0 0.169018 0.169018  0.169018 0.169018  0.169018 0.169018  0.169018  0.169018

a: Metodologia 1 e b: Metodologia 2

Nos resultados numeéricos apresentados nas tabelas 4.19, 4.20 e 4.21 cal-

culamos o fluxo escalar quando o,(z) = x + 1 e consideramos os demais parametros

diferentes em cada problema a fim de analisar o comportamentos das metodologias

na solucao desses problemas. Nas trés simulagoes observamos que ambas metodolo-

gias tiveram desempenho semelhante e para N = 501 ja obtivemos bons resultados

quando comparamos as duas metodologias.
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Tabela 4.21:

Resultados numéricos do problema 7: comparacgao entre as solugoes

determinadas pelas metodologias 1 e 2.

r  N=501* N=1001* N=2001* N=4001* N=501" N=1001> N=2001> N=4001°
0.0 1.808297 1.808297  1.808297  1.808297  1.808297 1.808297  1.808297  1.808297
0.1 1.829798 1.829797 1.829797  1.829797  1.829798 1.829797  1.829797  1.829797
0.2 1836774 1.836775 1.836775 1.836775 1.836776 1.836775  1.836775  1.836775
0.3 1836192 1.836193 1.836193 1.836193 1.836194 1.836193 1.836193  1.836193
0.4 1.828564 1.828563 1.828563  1.828563  1.828562 1.828563  1.828563  1.828563
0.5 1.813071 1.813071 1.8130v1 1.813071 1.813070 1.813071 1.813071  1.813071
0.6 1.787865 1.787866 1.787866  1.787866  1.787866 1.787866  1.787866  1.787866
0.7 1.749707 1.749706 1.749706 1.749706 1.749706 1.749706 1.749706  1.749706
0.8 1.692779 1.692778  1.692778  1.692778  1.692778 1.692778  1.692778  1.692778
0.9 1.604706 1.604706 1.604706 1.604706 1.604706 1.604706 1.604706  1.604706
1.0 1.426584 1.426584  1.4265684 1.426584  1.426584 1.426584  1.426584  1.426584

a. Metodologia 1 e b. Metodologia 2

Os resultados numeéricos dos problemas 8 e 9 sao apresentados nas ta-

belas 4.22 e 4.23 onde consideramos a secao de choque macroscopica total como

sendo uma fun¢ao quadratica e uma fungao exponencial, respectivamente. Para es-

ses dois problemas também calculamos o tempo computacional das metodologias,

tabela 4.24.
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Tabela 4.22: Resultados numéricos do problema 8: comparacao entre as solucoes

determinadas pelas metodologias 1 e 2.

r N=1001* N=2001*> N=4001* N=8001* N=1001> N=2001> N=4001> N=8001P

0.0 7.007874 7.007874  7.007874  7.007874  7.007874  7.007874  7.007874  7.007874
0.1 7.900344 7.900344 7.900345 7.900345 7.900344  7.900344  7.900345  7.900345
0.2 8.635990 8.635988  8.635988  8.635988  8.635989  8.635988  8.635988  8.635988
0.3 9.261079  9.261077  9.261077  9.261076  9.261076  9.261076  9.261076  9.261076
0.4 9.737944  9.737941  9.737941  9.737941  9.737942  9.737941  9.737941  9.737941
0.5 10.026061 10.026061 10.026061 10.026061 10.026061 10.026061 10.026061 10.026061
0.6 10.090796 10.090797 10.090797 10.090797 10.090797 10.090798 10.090797 10.090797
0.7 9.906846  9.906847  9.906847  9.906847  9.906849  9.906847  9.906847  9.906847
0.8 9.457277  9.457277  9.457277  9.457277  9.457276  9.457277  9.457277  9.457277
0.9 8.719339 8.719339  8.719340 8.719340  8.719338  8.719340  8.719340  8.719340
1.0 7471531 7.471531 7.471531 7.471531  7.471531 < 7.471531  7.471531  7.471531

a. Metodologia 1 e b. Metodologia 2

No problema 8, tabela 4.22, assumimos a se¢ao de choque macroscopica
total variando de acordo com a lei o, = 22 + 1. Analisando o desempenho das meto-
dologias na solucao do problema temos que para metodologia 1 a solugao convergiu
em N = 8001 pontos enquanto que a metodologia 2 a soluc¢ao convergiu para metade
dos pontos, N = 4001. No problema 9, tabela 4.23, tomamos o, = exp(z). Neste

caso obtivemos seis digitos de precisao em ambas metodologias em N = 2001.
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Tabela 4.23: Resultados numéricos do problema 9: comparacao entre as solucoes

determinadas pelas metodologias 1 e 2.

T N=501* N=1001* N=2001* N=4001* N=501> N=1001" N=2001" N=4001P
0.0 1.390772 1.390772 1.390772  1.390772  1.390772 1.390772  1.390772  1.390772
0.1 1.497259 1.497259 1.497259  1.497259  1.497258 1.497259  1.497259  1.497259
0.2 1.539992 1.539993 1.539993 1.539993  1.539993 1.539992  1.539993  1.539993
0.3 1.554832 1.554833  1.554833  1.554833  1.554833 1.554832  1.554833  1.554833
0.4 1.548536 1.548535 1.548535 1.548535 1.548535 1.548536  1.548535  1.548535
0.5 1.524310 1.524310 1.524310 1.524310 1.524310 1.524310 1.524310  1.524310
0.6 1.484529 1.484530 1.484530 1.484530 1.484530 1.484529  1.484530  1.484530
0.7 1431586 1.431585 1.431586 1.431586 1.431586 1.431586  1.431586  1.431586
0.8 1.368242 1.368242 1.368242 1.368242 1.368242 1.368242  1.368242  1.368242
0.9 1.297521 1.297521 1.297521  1.297521  1.297521 1.297521  1.297521  1.297521
1.0 1.214099 1.214099 1.214099 1.214099 1.214099 1.214099 1.214099  1.214099

a. Metodologia 1 e b. Metodologia 2

Tabela 4.24: Tempo computacional do problema 8 e 9.

Problema 8

Problema 9

Metodologia 1

Metodologia 2

Metodologia 1

Metodologia 2

501
1001
2001
4001
8001

90s
222s
622s
1988s
6850s

24s
63s
119s
572s
2059s

88s
325s
1221s
4792s
19042s

23s

57s
159s
507s
1833s

Na tabela 4.24 apresentamos o tempo computacional para os proble-

mas 8 e 9 consideramos N variando em entre 501 e 8001. Para problema 8 temos

que a metodologia 2 é em média 3,5 vezes mais rapida no célculo do fluxo escalar

quando comparada com a metodologia 1. No entanto quando analisando o tempo

computacional considerando que a solucao obtida pela metodologia 2 convergiu em
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N = 4001 e para a metodologia 1 em N = 8001 essa diferenca no tempo computa-
cional se torna maior, ou seja, tempos que a metodologia 2 ¢ 12 vezes mais rapida

na determinacao da solucao do problema 8 que a metodologia 1.

J& no problema 8 a diferenga no tempo computacional entre as meto-
dologias, considerando o mesmo niimero de pontos na malha, é maior. No caso em
que N = 8001 por exemplo, temos que a metodologia 2 ¢ 10 vezes mais rapida no

calculo do fluxo escalar que a metodologia 1.

4.5 Problema de transferéncia radiativa com albedo

variando exponencialmente

Nesta secao simulamos um problema de transferéncia radiativa com al-
bedo variando exponencialmente apresentado por Garcia e Siewert [23|. Neste traba-
lho o método Fy foi aplicado para determinar as distribui¢oes de saida de radiagao,
dadas por W(0, —u) e W(L, i), e no calculo dos coeficientes A* e B*, os quais repre-
sentam uma relagao entre as quantidades de radiacao emergentes nas fronteiras do

meio, relativas as quantidades incidentes nesta mesma fronteira definidas por,

5 Ji 100, =) pdlpa (42)

- fol [F1 () + Fa(p)] pdp

e R
fol [F1 () + Fa(p)] pdp

4.5.1 Resultados numéricos para as distribuicoes de saida

Nas metodologias 1 e 2, apresentadas nos capitulos 2 e 3, respectiva-
mente, determinamos o fluxo escalar de particulas para o problema de transporte.

Para comparamos nossa solugao com a apresentada no trabalho de Garcia e Siewert
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[23] devemos determinar os fluxos de saida, W(0, —u) e W(L, u). Para tal partimos

das equagoes 3.9 e 3.10 dadas por,

_ 1 po(i) [* _1in)
U(y, p) = T e n Q(1)dr
o 1—po<u>pL<—u>ew[ ! "

Yy

+W/O e—i(QL_TJFy)Q(T)dT + (1 = po(p))Bo(p)e »

1

(1= pr (=) Br(—mpo(pye s +0 | 4 L / b ar
HJo

1

2L

e po(p)pr(—pe »

L
+—p0(“)if(_“)/ e wPHTVQ(r)dT + (1= pr(—p)) Br(—p)e w7V
0

pr(—p) /L 6—5(2L—r—y)Q(7)dT

U (y, —p) T

1 1 L 1
+(1 = po()) Bo(pe) pr(—p)e » 0 | 4 ;/ e #TYQ(r)dr.

(4.4)

(4.5)

No problema de radiacao apresentado no trabalho de Garcia e Siewert [23] o4(y) = 1,

logo temos que as equacao (4.4) e (4.5) apresentam a mesma forma para ambas

metodologias.

Para determinarmos W (0, —u) e W(L,u) vamos considerar y = L na

equagao (4.4) e y = 0 na equagao (4.5),

L
V(L) - O [””L"’) | e

1 — po(p)pr(—p)e” +
P, [ Q)i+ (1~ o) Bl

H 0
LI ST
+— [ e® Q(7)dr
HJo

2L

+(1 = pr(—=p)) Br(—m)po(p)e” *
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B 1 pr(=p) (¥ 1@ m
U0, —p) = T e n Q(r)dr
0 1 — po(p)pr(—p)e” = [ H /0 "

+—P0(M)//:L(—ﬂ) /0 e_i(ZLJFT)Q(T)dT + (1 - pL<_N))BL(_N>6_£

1 (" .
—|—;/0 e =Q(7)dr. (4.7)

2L

+(1 = po(p))Bo(p) pr(—p)e” »

Substituindo a func¢ao Q(y), definida como Q(y) = o,(y)®(y) + S(y),

nas equagao (4.7) e (4.6) obtemos,

L 1
U(L, ) = { iz
8 / L~ po(m)pr(—p)e *

PO(M)ZL(—M) e—i(gL—T) [05(7)®(7)+5(7)]

P 54 g, ()0 () + (7))

%6_’1‘(“) [Us<f><1>(f)+s(f)]}d7

+ ! = [(1—po(u))Bo(u)6f+(1—pL(—u))BL(—u)po(u)e51 (4.8)
L—po(p)pr(—p)e™

) = " 1 PL(—M)efi(szT)g (T -
v(0.-10 = [ {_powm(_m [ - 7,(r) () + S(r)]

—I——po(u)'jf(_'u)ei(%”) los(T)®(T) + S(7)] + %e;[as(r)é(ﬂ + S(7)] }dT

+ S [(1 —m(—u))BL(—mef+<1—po<u>>Bo<u>pL<—u>eff] (4.9)
L —po(p)pr(=p)e

Por fim, as distribui¢oes de saida sao determinadas aproximando as

integrais na variavel 7 por uma quadratura numérica,
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W) =3 { oml [pm e B o ()0 (7)) + ()]
o L= po(p)pr(—p)e

AP 5103 1)) 450

+ w(n) i [O’S<Tj)q)(Tj)+S(Tj)]}dT

+ — [ﬂ—%(u))Bo(u)e_f +(1_pL(_M»BL(_,U)pO(,U)e_EL]
L—po(p)pr(=per

(4.10)

) — a w(T)) PL(_H)e—i(zL—q) o (7D (7 .
\Ij<0= N) Z { 1 po(#)pL(—,u)@i% [ 1 [ S( J)q)( J) + S( J)]

J=1

+W6_;(2L+m[as(7j)®@) S+ ng)e_:tj[as(rj)@(q) + S(Tj)]}dr

+ : = [(1 _pL<_M>>BL(_N)e_”L+(1_PO<N))BO<N)PL(_N)6_”2L] :
1 —po(p)pL=p)e

(4.11)

A fim de comparar nossos resultados numéricos com os apresentados

por Garcia e Siewert [23] nés simulamos o seguinte problema:

L oy(z) = exp(—x/s)em,

po(p) = pr(p) = Br(p) =0, Bo(p) =1 e S(x) = 0.

e Problema 10: L = 5cm, o(z) = lem™

Nas tabelas 4.25 - 4.32 apresentamos os resultados numéricos para as
distribuicoes de saida com s variando entre 1 e 1000 e aplicando quadratura de
Gauss-Legendre. Estes mesmos problemas também foram simulados considerando
regra de Boole no entanto omitimos esses resultados visto que a solugao aplicando

quadratura de Gauss-Legendre convergiram mais rapidamente.

70



Tabela 4.25: Comparacao dos resultados numeéricos para o fluxo angular em x = 0

com s = 1 com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23].

F29 N =101 N=201 N=401 N =801

0.1 0.53112 0.53112  0.53112  0.53112  0.53112
0.2 0.44328 0.44328  0.44328  0.44328  0.44328
0.3 0.38031 0.38031  0.38031  0.38031  0.38031
0.4 0.33296 0.33297  0.33296  0.33296  0.33296
0.5 0.29609 0.29609  0.29609  0.29609  0.29609
0.6 0.26656 0.26656  0.26656  0.26656  0.26656
0.7 0.24239  0.24239  0.24239  0.24239  0.24239
0.8 0.22223 0.22224  0.22223  0.22223  0.22223
0.9 0.20517 0.20518  0.20517  0.20517  0.20517
1.0 0.19055 0.19055  0.19055  0.19055  0.19055

Tabela 4.26: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo angular do problema

10 em z = 0 com s = 10 com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23].

po F2Y 0 NZ101 N=201 N=401 N =801

0.1 0.73398 0.73398  0.73398  0.73398  0.73398
0.2 0.68632 0.68632  0.68632  0.68632  0.68632
0.3 0.64418 0.64418  0.64418  0.64418  0.64418
0.4 0.60647 0.60648  0.60647  0.60647  0.60647
0.5 0.57257  0.57257  0.57257  0.57257  0.57257
0.6 0.54197 0.54197  0.54197  0.54197  0.54197
0.7 0.51427  0.51427  0.51427  0.51427  0.51427
0.8 0.48910 0.48910 0.48910  0.48910  0.48910
0.9 0.46615 0.46615 0.46615  0.46615  0.46615
1.0 0.44517 0.44517  0.44517  0.44517  0.44517
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Tabela 4.27: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo angular do problema

10 em z = 0 com s = 100 com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23].

F29 N =101 N=201 N=401 N =801

0.1 0.85028 0.85028  0.85028  0.85028  0.85028
0.2 0.82523 0.82523  0.82523  0.82523  0.82523
0.3 0.80181 0.80181  0.80181  0.80181  0.80181
0.4 0.77946  0.77947  0.77946  0.77946  0.77946
0.5 0.75799  0.75800  0.75800  0.75799  0.75799
0.6 0.73730 0.73731  0.73730  0.73730  0.73730
0.7 0.71734 0.71734  0.71734  0.71734  0.71734
0.8 0.69805 0.69805  0.69805  0.69805  0.69805
0.9 0.67943 0.67943 0.67943 0.67943  0.67943
1.0 0.66146 0.66146  0.66146  0.66146  0.66146

Tabela 4.28: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo angular do problema

10 em z = 0 com s = 1000 com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23].

po F2Y 0 NZ101 N=201 N=401 N =801

0.1 0.88319 0.88319  0.88319  0.88319  0.88319
0.2 0.86410 0.86410  0.86410  0.86410  0.86410
0.3 0.84606 0.84606  0.84606  0.84606  0.84606
0.4 0.82857 0.82857  0.82857  0.82857  0.82857
0.5 0.81143 0.81143 0.81143 0.81143  0.81143
0.6 0.79455 0.79455  0.79455  0.79455  0.79455
0.7 0.77788 0.77788  0.77788  0.77788  0.77788
0.8 0.76139 0.76140  0.76139  0.76139  0.76139
0.9 0.74510 0.74511  0.74510  0.74510  0.74510
1.0 0.72904 0.72904  0.72904 0.72904  0.72904
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Tabela 4.29: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo angular do problema

10 em z = L com s = 1 com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23].

po F2 N=101 N=201 N=401 N =801

0.1 0.69252E-5 0.69252E-5 0.69252E-5 0.69252E-5 0.69252E-5
0.2 0.96423E-5 0.96423E-5 0.96423E-5 0.96423E-5 0.96423E-5
0.3 0.16234E-4 0.16234E-4 0.16234E-4 0.16234E-4 0.16234E-4
0.4 0.43858E-4 0.43858E-4 0.43858E-4 0.43858E-4 0.43858E-4
0.5 0.16937E-3 0.16937E-3 0.16937E-3 0.16937E-3 0.16937E-3
0.6 0.57347E-3 0.57347E-3 0.57347E-3 0.57347E-3  0.57347E-3
0.7 0.15128E-2 0.15128E-2 0.15128E-2 0.15128E-2 0.15128E-2
0.8 0.32437E-2 0.32437E-2  0.32437E-2 0.32437E-2  0.32437E-2
0.9 0.59604E-2 0.59604E-2 0.59604E-2 0.59604E-2  0.59604E-2
1.0 0.97712E-2 0.97712E-2 0.97712E-2 0.97712E-2 0.97712E-2

Tabela 4.30: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo angular do problema

10 em x = L com s = 10 com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23].

po F2 N=101 N=201 N=401 N =801

0.1 0.63702E-2 0.63701E-2 0.63702E-2 0.63702E-2 0.63702E-2
0.2 0.76183E-2 0.76182E-2 0.76182E-2 0.76183E-2 0.76183E-2
0.3 0.91482E-2 0.91482E-2 0.91482E-2 0.91482E-2 0.91482E-2
0.4 0.11119E-1 0.11118E-1 0.11119E-1 0.11119E-1 0.11119E-1
0.5 0.13725E-1 0.13725E-1 0.13725E-1 0.13725E-1 0.13725E-1
0.6 0.17183E-1 0.17183E-1 0.17183E-1 0.17183E-1 0.17183E-1
0.7 0.21680E-1 0.21680E-1 0.21680E-1 0.21680E-1 0.21680E-1
0.8 0.27331E-1 0.27331E-1 0.27331E-1 0.27331E-1 0.27331E-1
0.9 0.34166E-1 0.34166E-1 0.34166E-1 0.34166E-1 0.34166E-1
1.0 0.42142E-1 0.42142E-1 0.42142E-1 0.42142E-1 0.42142E-1
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Tabela 4.31: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo angular do problema

10 em = = L com s = 100 com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23].

po F2 N=101 N=201 N=401 N =801

0.1 0.69024E-1 0.69023E-1 0.69024E-1 0.69024E-1 0.69024E-1
0.2 0.80567E-1 0.80566E-1 0.80567E-1 0.80567E-1 0.80567E-1
0.3 0.91918E-1 0.91916E-1 0.91917E-1 0.91918E-1 0.91917E-1
0.4 0.10342 0.10342 0.10342 0.10342 0.10342
0.5 0.11523 0.11523 0.11523 0.11523 0.11523
0.6 0.12744 0.12744 0.12744 0.12744 0.12744
0.7 0.14010 0.14010 0.14010 0.14010 0.14010
0.8 0.15319 0.15319 0.15319 0.15319 0.15319
0.9 0.16667 0.16667 0.16667 0.16667 0.16667
1.0 0.18047 0.18047 0.18047 0.18047 0.18047

Tabela 4.32: Comparacao dos resultados numéricos para o fluxo angular do problema

10 em z = L com s = 1000 com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23].

FI2P N=101 N=201 N=401 N =801

0.1 0.10629 0.10628  0.10629  0.10629  0.10629
0.2 0.12363 0.12363  0.12363  0.12363  0.12363
0.3 0.14012 0.14012  0.14012  0.14012  0.14012
0.4 0.15622 0.15622  0.15622  0.15622  0.15622
0.5 0.17211 0.17211  0.17211 0.17211  0.17211
0.6 0.18790 0.18790  0.18790  0.18790  0.18790
0.7 0.20364 0.20364 0.20364  0.20364  0.20364
0.8 0.21933 0.21932  0.21933  0.21933  0.21933
0.9 0.23496 0.23495  0.23495  0.23496  0.23496
1.0 0.25049 0.25049  0.25049  0.25049  0.25049

Nas tabelas 4.25 - 4.32 apresentamos os resultados numéricos para as
distribuicoes de saida do problema de transferéncia radiativa com albedo variando

exponencialmente. Em todas as simulagoes ambas metodologias geraram a mesma
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solugao para os fluxos de saida, além de apresentarem cinco digitos de precisao

quando comparadas com o método Fly.

4.5.2 Resultados numéricos para os coeficientes A* e B*

Os resultados numéricos para os coeficientes A* e B*, (4.2) e (4.3), sdo
comparados com os resultados obtidos por Garcia e Siewert [23] aplicando o método
Fy, por Vilhena e Vargas [46] aplicando o método de decomposi¢do nas equagoes

Sy, método DSy, e por Machado [29] pelo método LTSy

Os coeficientes A* e B* do problema 10 sao dados por,

Iy I [ F o) drd
Jo nap

A = (4.12)

(L=7)
Jo do |7 o0 (r)] drdpu + fy e dﬂ
fo pdp

Quando aproximamos a integral dupla numericamente temos,

B* =

(4.13)

- QZZG wo, (7)) (73)w(7;)w(pi) (4.14)

=1 j=1

(L‘r

=2) 3¢ m ) mwlmw(u) £ 23 me Huw(n)  (415)

Nas tabelas 4.33 - 4.40 apresentamos os resultados numeéricos para os
coeficientes A* e B* do problema 10. Nas simulagoes consideramos a quadratura de
Gauss-Legendre, wy igual a 0.7 e 1.0, s variando entre 1 e 1000 e os dominios L=0.1
cm, L=1.0 cm, L=5.0 cm e L=10.0 cm. No problema 10 a secao de choque total é

igual a 1 logo os resultados gerados pelas metodologias 1 e 2 sao iguais.
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Tabela 4.33: Comparacao dos resultados numéricos para o coeficiente A* do pro-

blema 10 em L=0.1 cm com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23],

Machado [29] e Vargas e Vilhena [46].

wo s FiZ3) LS Dol N =101
1 0.530284E-1 0.530284E-1 0.531624E-1 0.530284E-1
07 10  0.554877E-1 0.55487SE-1  0.556210E-1 0.554877E-1
100 0.557431E-1 0.557433E-1 0.558736E-1 0.557431E-1
1000 0.557687E-1 0.557687E-1 0.557687E-1 0.557687E-1
1 0.799031E-1 0.799031E-1 0.800804E-1 0.799031E-1
10 10  0.838411E-1 0.838413E-1 0.840173E-1 0.838411E-1
100 0.842514E-1 0.842517E-1 0.844274E-1 0.842514E-1
1000 0.842925E-1 0.842028E-1 0.844686E-1  0.842025E-1

Tabela 4.34: Comparacao dos resultados numéricos para o coeficiente A* do pro-

blema 10 em L=1.0 cm com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23| e

Machado [29].

wo s FZ 0 orsPY N—101 N =201
1 0152071 0.152072 0152071 0.152071

07 10 0211600 0211602 0211600 0.211600
100 0.220966 0.220968 0.220966 0.220966

1000 0.221950 0.221960 0.221959  0.221959

1 0.258891 0.258892 0.258891 0.258891

10 10 0412506 0.412509 0.412506 0.412506
100 0442863 0442865 0442863 0.442863

1000 0.446217 0.446219 0446217 0.446217

76



Tabela 4.35: Comparacao dos resultados numéricos para o coeficiente A* do pro-
blema 10 em L=5.0 cm com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23] e

Machado [29].

wo s FP s N —101 N=201 N =401

1 0.155240 0.155241 0.155241 0.155240 0.155240

0.7 10 0.235414 0.235416 0.235415 0.235414 0.235414
100  0.254017 0.254019 0.254017 0.254017 0.254017

1000 0.256264 0.256266 0.256264 0.256264 0.256264

1 0.265892 0.265894 0.265893 0.265892 0.265892

1.0 10 0.531182 0.531188 0.531184 0.531182 0.531182
100 0.725972  0.725974 0.725974 0.725972  0.725972

1000 0.784073 0.784075 0.784075 0.784074 0.784073

Tabela 4.36: Comparacao dos resultados numéricos para o coeficiente A* do pro-

blema 10 em L=10.0 cm com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23].

wo s FZ 0 N=101 N=201 N=401 N =801

1 0.155240 0.155241 0.155241 0.155240 0.155240

0.7 10  0.235418 0.235420 0.235418 0.235418 0.235418
100 0.254044 0.254046 0.254045 0.254044 0.254044

1000  0.256300 0.256301 0.256300 0.256300 0.256300

1 0.265892 0.265895 0.265892  0.265892 0.265892

1.0 10 0.531268 0.531275 0.531269 0.531268 0.531268
100  0.741935 0.741945 0.741936 0.741935 0.741935

1000  0.854489 0.854498 0.854489 0.854489 0.854489
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Tabela 4.37: Comparacao dos resultados numéricos para o coeficiente B* do pro-
blema 10 em L=0.1 cm com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23],

Machado [29] e Vargas e Vilhena [46].

wo s FZ 0 prsPI pslO N0
1 0.884557 0.884558 0.884630 0.884557
07 10 0887231 0.887232 0.887307 0.887231
100 0.887509 0.887511 0.887585 0.887509
1000 0.887537 0.887530 0.887613 0.887537
1 0910943 0910943 0.911046 0.910943
10 10 0915208 0915209 0.915317 0.915208
100 0.915653 0915655 0.915763 0.915653

1000 0.915698 0.915699 0.915808 0.915698

Tabela 4.38: Comparacao dos resultados numéricos para o coeficiente B* do pro-

blema 10 em L=1.0 cm com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23| e

Machado [29].

wo s FZ 0 orsPY N—101 N =201
1 0.293658 0.293659 0.293658 0.203658

07 10 0358263 0358264 0.358263 0.358263
100 0369812 0369814 0.369812 0.369812

1000 0.371056 0.371058 0.371056 0.371056

1 0.349433 0.349434 0.349433  0.349433

10 10 0512428 0512429 0512428 0.512428
100 0548858 0548860 0548858 0.548858

1000 0.552046 0.552048 0.552046 0.552946
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Tabela 4.39: Comparacao dos resultados numéricos para o coeficiente B* do pro-

blema 10 em L=5.0 cm com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23] e

Machado [29].

wo Fi23) LTS N=101  N=201 N =401
1 0.233520B-2 0.233530E-2 0.233529E-2 0.233520E-2  0.233529E-2
0.7 10  0.647245E-2 0.647247E-2  0.647242E-2 0.647244E-2  0.647245E-2
100 0.113268E-1 0.113269E-1 0.113267E-1 0.113268E-1 0.113268E-1
1000 0.122743E-1 0.122745E-1  0.122742E-1 0.122743E-1  0.122743E-1
1 027824652 0.278247E-2 0.278246E-2 0.278246E-2  0.278246E-2
1.0 10  0.228739E-1 0.228739E-1 0.228737E-1 0.228730E-1 0.228739E-1
100 0136939 0136941  0.136938 0136939  0.136939
1000 0198147 0198149 0198145 0198147  0.198147

Tabela 4.40: Comparacao dos resultados numéricos para o coeficiente B* do pro-

blema 10 em L=10.0 cm com os resultados publicados por Garcia e Siewert [23].

wy s FI23) N =101 N =201 N =401 N =801
1 0.918404E-5 0.918405E-5 0.918404E-5 0.918404E-5 0.918404E-5
0.7 10 0.325450E-4 0.325440E-4 0.325449E-4 0.325450E-4  0.325450E-4
100 0.139581E-3  0.139567E-3  0.139580E-3  0.139581E-3  0.139581E-3
1000 0.186945E-3  0.186923E-3 0.186942E-3 0.186944FE-3  0.186945E-3
1 0.107906E-4 0.107906E-4 0.107906E-4 0.107906E-4 0.107906E-4
1.0 10  0.148970E-3 0.148958E-3 0.148968E-3 0.148970E-3  0.148970E-3
100 0.157519E-1 0.157494E-1 0.157516E-1 0.157518E-1 0.157519E-1
1000 0.86889E-1  0.868813E-1 0.868888E-1 0.868888E-1 0.868889E-1

Os resultados numeéricos, tabelas 4.33 - 4.40, que nés obtivemos para os
coeficientes A* e B* do problema de transferéncia radiativa apresentaram a mesma
precisao que a solucao calculada por Garcia e Siewert [23] aplicando método Fy.
Considerando isso temos que nossas metodologias apresentaram melhor desempenho
quando comparada aos métodos como DSy e LT Sy. Com relagao a convergéncia da

solugao, para dominios menores como L=0.1 cm e L=1.0 cm obtivemos seis digitos
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em N = 101 pontos e para os demais dominios variou entre 201 e 801 potos na

malha.
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5 SOLUCAO DA EQUACAO DE
TRANSPORTE NAO HOMOGENEA COM
ESPALHAMENTO ANISOTROPICO PELO
METODO DE NYSTROM

Neste capitulo apresentamos a solucao para a equagao de transporte ani-
sotropica em um dominio nao homogéneo com condigoes de contorno semi-refletivas.
A solugao deste problema ¢é determinada seguindo os passos da metodologia 2, visto
que a mesma apresentou melhor desempenho computacional quando aplicada ao

problema com espalhamento isotropico.

Na primeira se¢ao nos determinamos a formulacao integral do problema
de transporte com espalhamento anisotrépico em dominio homogéneo, obtido com
a aplicacao de uma mudanga de varidvel no problema original em dominio nao ho-
mogéneo. A partir desta formulagao integral nos apresentamos, nas segoes 5.2 e
5.3, as solugoes para os problemas de transporte com anisotropia linear e quadra-
tica, respectivamente. Para determinarmos as solucoes desses casos nos aplicamos a
técnica de remogao de singularidade nos operadores integrais e discretizamos esses

operadores aplicando o método de Nystrom.

5.1 Formulagao integral

Para determinarmos a formulagao integral do problema de transporte
com espalhamento anisotropico, (1.1)-(1.4), nés iniciamos considerando a mudanga
de variavel aplicada no caso com espalhamento isotrépico e apresentada na metodo-

logia 2, dada por

y(z) = /O * (7). (5.1)



A partir dessa fungao nos reescrevemos a equagao de transporte (1.1), que esta em

um dominio nao homogéneo, na seguinte equacao equivalente em meio homogéneo
05 (y) ! I\NT; / !/ g<y)

o 00 + 8 ) = 20 [ty B+ 28, 62)

dy 204(y) J a:(y)

sendo esta sujeita as condigoes de contorno (1.3)

e (1.4).

A partir (5.2) nés determinamos uma equagao auxiliar dada por

Moy U(y, 1) + Wy, 1) = a(y, p), (5.3)
onde B
_ 7s(y) 5(y)
qy,p) = ——<Jy, p) + —=- 5.4
o) = 28I + 2 (5.4
A funcao J(y, pu) é definida por,
1 /! _
Iy, ) = 5/ w(y, p, 1)U (y, 1)dit, (5.5)
—1
onde o nucleo de espalhamento anisotropico, w(y, i, i'), € dado por
(5.6)

w(y, i, 1) Zﬁz )Pi(12) P (1)

onde P;(u) sao os polindmios de Legendre e 5;(x) sdo contantes. Assumimos que f3;

depende de x para que a partir da solugao do problema anisotropico seja possivel

resolver problemas considerando um dominio constante por partes

A formulagao integral do problema (1.1)-(1.4) é determinada solucio-
e (1.4). Seguindo os

nando a equacao (5.3), sujeita a condigoes de contorno (1.3)
mesmo passos apresentados no capitulo 3 determinamos os fluxos angulares V(y, )

1 L
pO(/J’)/ e “(erT)C_I(T, —M)d’f
0

Uy, 1) =
s 1= po(u)pr(—p)e” H

0P [ e gt s+ 0 ) B

u
1 (Y _a
+= / e # W g(r, pydr (5.7)
H Jo

e U(y,—p),

2L
M

+

+(1 = pr(—) Br(—p)po(p)e » 2
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_ 1 - L
\D(y, _,U) _ — [pL( ILL) / e—i(QL—T—y)q—(T’ /,L)dT
L= po(p)pr(=pe v | # Jo

_ L
_'_PO(M)ZL( 1) / e—%(QL-i—T—y)q(T’ —p)dr + (1 — pL<_M))BL(_,U/)e_%(L_y)
0

+(1 = polp)) Bop) pr (—p)e ™ 7v 20

1 L
+ = / e w T Vg(r, —p)dr. (5.8)
1Sy

Podemos escrever (5.7) e (5.8) como a somas de dois operadores, ou

seja,

U(y, p) = Lyq(y, p) + Ly (Bo, Br) - (5.9)

Substituindo a defini¢ao da funcdo ¢(y,u), dada em (5.4), na equagao (5.9) nos

obtemos

W) = 1 [ 20,0+ S8 1 (84, 2. (5.10)

Considerando agora a fungao J(y, 1) dada em (5.5) e usando a definigao

da fungao espalhamento dada em (5.6), temos que J(y, 1) sera reescrito como,

T =5 [ 3 BWPAGPGOT ) (5.11)
ou ainda u
Ty, 1) = Bily)Pi() i(y), (5.12)
=0
onde
o) = | R )i (5.13)
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Substituindo a defini¢do de ¥(y, ) dada em (5.10) em (5.13) e consi-

derando J(y, ) como apresentada na equagao (5.12) obtemos,

Ji(y) = %/13 [ Zy/ Zﬁk (W) + ig))] dyl
+% /_IPZ(M’)ij' (Bo, By) i (5.14)

Utilizando operadores integrais nos reescrevemos (5.14) como

ZK”“ w(y) + K.,S(y) + K} (Bo, Br) (5.15)
onde
Kh) = = [ R %W P | i 5.16
ahly) = 3 V() LA Br(y) = () Pe(p') | dyt, (5.16)
-1 o (y)
Koty = 4 [ meomy [ L) (5.17)
” 2. T L) ’ '
1 [ :
-1
Podemos ainda reescrever a equagdo (5.15) na forma de um sistema
como
1—K§i° —Ko’l —Kf,)iM Jo(y) K2%S(y) + K} (Bo, By)
—K;io 1—K11 —K;iM J1(y) _ K;15(y)+Kbl (Bo, Br)
K =Kt 1=K | July) || KN S(y) + K (Bo, Br)

(5.19)
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No sistema (5.19) temos a fungao K Jk( ) a qual é definida como,

Kt = 5 [ ooy | 28w e a

I
C\
o
O\_>
h
[\
—~
—_
|
e
o
—
t\
SN—
) —
h
—~
|
t\
N—
[
‘;\‘ &
N~—

-+ VN
.
0
t\
N—

® |
=]~
<
+
2
+
)
h
0
=
N—
-
—
t\
S~—
® |
e
°
T
\‘
+
)
~__

B L LT
o Jo 20'74(7)

+ / | / L 58(7)3(_M//)—P’€<_M/>Jk<7>e‘ﬁ“‘y)drdu/.
o Jy 207 (T)

(5.20)

A fungao K},S(y) ¢ dada por,

KLSG) = 5 / A

1
2(1 = po(p")pr(—p)e” ")
( e L’(yw)-i-p (— M/)e_ul’(QL_Ter))
+

Pi(—=p)pr(—=1)S(7) <e 7 (2L=7-y) + po(i)e — 7 (2Lt7— y))] }de,u’

M'Ut(T)

Y Bi(p a1 P(—
+ / / l —w ) drdy’ —I—/ / l rSe y)drdu.
2u o (T 2/! o4(T)

(5.21)
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E por fim K} (By, Bz) ¢ dada por:

1/t ,
Ki(BoB) = 5 [ RGOLY (BB did
-1

2
_ / P=4)(0 = pul—p)) Bul—pl)e 7
0 2(1 = po()pr(—p)e »")
Pi=1)(1 = polp) Bl )pu e
21— po()pr(—p)e™ )
Pi(i) (1 = polp!) Bo(4'))e”
2L — po()p(—p)e™ )

. Pl(,u')(l—pL(_,u,))BL(_,U/)/)O(épe_;l(y+L) i/, (5.22)

2(1 = po()pr(—p')e #")

5.2 Anisotropia linear

Nesta se¢ao vamos considerar a equagao de transporte (1.1) com espa-

lhamento linearmente anisotrépico, ou seja,

0 og(x) [* , N
-1
sendo esta sujeita as condigoes de contorno (1.3) e (1.4).

A formulagao integral para o problema de transporte com anisotropia

linear é determinada considerando M = 1,1 =0 e [ = 1 na equagao (5.14), ou seja,

Jo(y) — K Bo(w) Jo(y) — Koy Bi(y) Ji(y) = KLS(y) + KL (Bo, Br),  (5.24)

N (y) — K Bo(w) Jo(y) — Ki' Bi(y) Ji(y) = KppS(y) + K (Bo, B),  (5.25)

com as quais podemos escrever o seguinte sistema,

1 - Kgio —Kgil Jo(y) | K2%S(y) + Ky (Bo, B) (5.26)
_Kglio - Kglil J1(y) K315(y) + K (Bo, BL)
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No sistema (5.26) temos que a funcado KgioJo(y) ¢ dada por,

K30 = [ K0 () )i (527
sendo
1t 1 !
K0y, 1) = { o7 [ o1 pr (') [ e w BT
’ 2/0 W (1= po(p')pr(—p')e +") PPl (

el i

1%

+€—M1/(2L+T—y)) _i_pO(M/)e—ﬁ(erT) +pL(_M/)e—ﬁ(2L—T—y)

Temos que Kgil Ji(y) é dada por,

K5 = [ K Z0 8 @A (5.29

sendo

I 1 1
K ) =5 { 2 [0< Npn(=p) (e T
»7=3), e B e

pr(=p)e

_e—i(QL-"-T—y)) B pO(M/)e—i(y-&-T) + pL(—/L,)G_"l/(QL_T_y)] + ue_ih/—ﬂ }d,u’.

ly =7l
(5.30)
A funcao K ;iOJO(y) é escrita da forma,
1,0 Yoo 05(7)
Kif ) = [ 80,0 250 () () (5.31)
0 a¢(7)

onde kM(y, 7) é dada por,

1t 1 !
K0y, 1) = 5 { 7 [ o(1W)pr(—p') (e wE T
! 2/0 (L = po(p)pr(—p')e +") s (

1

_e_i(mw)) + polp)e V) — pL(—u’)e_‘b(QL_T_y)] R }d“/'

ly — 7l
(5.32)
E por fim, K;iljl(y) ¢ dada por,
1,1 t 1,1 0s(7)
Kot Ji(y) = i ko (y, ) () Bi(T)Ji(7)dr (5.33)
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onde

1,1 _ ! W N~ (2L—7—y)
k (yaT) - 5 — 2L _/)L<_N )e .
o (' (1=po(p)pr(—p)e ")

1 (of_r A (oLtr _ 1 (ytr
HonlpYpu (=) (€7 O 4 THET) e 0

No lado direito do sistema temos as fungao K$%,S(y) e KJ,S(y), as quais

sao dada por,

K§2S(y):/0 %ko’o(yﬁ)dﬂ (5.35)
K,5(y) = /0 %W(y,ﬂd@ (5.36)

e fungoes K} (By, By) e K}} (By, Br) escritas como,

s (B Br) = /1 [(1 B Gﬁ@ﬂ” + po(p')e »
b 0, 2L 0 2(1 — pO(U,)PL(—u’)e_%)

(L = po(p')Bo(1')) (6_% + PL(AL’)eul’(QL?J))] |

dp

+ 2L
2(1 = po()pr(—p')e ")

2L

2(1 = po(p)pr(—p)e” #")
1 (L= po(1')Bo(1')) <€7% + PL(—M')e*ﬁ(QL*y» ] Wy
1

2(1 — po(p)pr(—p)e™ )

_ 11— 1

1 L' (1= pp(—p)Br(—u') (_e w W) 4o (i)e H,(y+L)_i_>
K, (Bo, Br) = /
0

_|_
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5.2.1 Remocao da singularidade

As funcoes Koi' Jo(y), Kgi' J1(y), Ki Jo(y), Kgi' Ji(y), KpS(y) e KgpS(y)
apresentam uma singularidade quando 7 = y. Para remover tal singularidade, apli-

camos a técnica de remocao de singularidades em cada funcao.

Para a fungao KgiOJo(y) temos

75(y)

G, (y) 50<7_)']0(y)

K3 Jo(y) = /0 ko’“(@/ﬁ)(%ﬂo(ﬂfo(ﬂ—

7s(y)
+ (1) 50(7)J0(y)> dr

. L 0,0 - 6-3(7—) 7) — 5s(y) e e
- [ . ><5t<T)J0<> e >Jo<y>)d
b 20 R ), (5.39)

onde RY(y) = fOL KO0 (y, 7)d.

A singularidade que agora aparece na funcao R%%(y) é removida anali-
ticamente solucionando a integral na variavel 7, assim como foi feito no Capitulo 3.

Portanto temos

1
RO,O(y) = / { ! [pL<_'u’) (eii(L*y) _ efi@Lfy))
_2L
0 (2 (1 — po()pr(—p)e u’)
_ 1 _ _ 1 o 1 1
+p0(,U/)PL(_,U/) (—6 7 (3L—y) Le W (2L—y) +P0(Ml) (—6 7 (y+L) S (y))
_1 _ 1 1 oy e
+p0(,ul)pL(_,U/) (e :/(L‘i‘y) —e :/(QL"F?J)) + 5 2 —e 3/ —e :/( y+L)> }d/,l/

A remogao da singularidade da fungao Kgil Ji(y) é dada por,

0 a4(7) ai(y)

7s(y)
a¢(y)

KOS (y) = / K9y, 7) (“S“’W)Jl (r) - “S<y>ﬁl<T>J1<y>) dr

+ Bu(r) 1 (y) R (y), (5.41)
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onde R%(y) = fOL k% (y, 7)dr, ou ainda,

1 !
R (y) = / : o |peln) (7w Y - B
0 (2 (1 — po( - )

)oL(—p)e »

+PO(MI)0L(—NI> (e—ﬁ(SL—y) o e—ﬁ(?L—y)) o Po(,u/) (_e—%(y‘FL) 4 6_%(?/))

L 1
ool pu(—pt) (€770 — e B)

quando a integral na variavel 7 foi resolvida analiticamente.

- . . - 1,0 , .
Com a remogao da singularidade a fungdo K,j Jo(y) é reescrita como,

KiPain) = [ 107 (%wmm -2 5O<T>Jo<y>) ir

5s(y> 1,0
SRR ), (5.43)

_|_

onde R (y) = fOL k'9(y, 7)dr. Solucionando analiticamente a integral na variavel T

da funcao R"(y), a fim de remover a singularidade dessa fungao, temos

/

1
RY(y) = / K | — pr(—p) (e—ﬁ(L—y) _ e—ﬁ(ZL—y)
o L2 (1= pol )

JoL(—p')e

_1 — _1 — _1 L
+o0(t)pr (= 41) (e (BL=y) _ (2L y)) + pol(1t) <_e L) 4w ®)

_ 1 _1
+po(1)pr(=1) (e ZASLy u'@””)

Por fim, a funcao Kglil Ji(y) é dada por

ki = [ k1’1<y,7>(gs(T)J1<T>—?(y)Jl(y)#?s(y)Jl(y))df
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sendo RM (y) = f kM (y, 7)dr, ou ainda

Ll ' pn? (=) (e e n
R (y)—/o {2(1/)0( o )6@[ P u)(

_ 1 _ _
o Ypn () (=T O 4 BV o) (—ew O e
2

+E (2t — i) }d,/

_ 1
oo )pr () (7 A - B

quando soluciona a integral na variavel 7.

Aplicando a remogéo de singularidades nas fungoes K3%S(y) e K,5(y)

obtemos,

_ L 0,0 . B g(y) - % 0.0
- /0 Ky, )(@(T) @(y))d ot (y).  (5.47)

5.2.2 Calculo do fluxo escalar na malha

. : . 00 7-1,0 7-0,1 1,1 .
Aproximando os operadores integrais, K i, K, K,i e K i, aplicando

o método de Nystrom e avaliando as equagoes (5.24) e (5.25) em cada ponto da malha

obtemos,
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Jo(y [ Z w TJ koo(yl T]) <J0<Tj)50(7j)
2

03(5) _ 1o () 22 W)
5t(Tj) JO(:gl)ﬁO(yl) &y >

+Jo(y:) Bo(y:) ijgg RO’O(%)]

[Zw )K" (yi, 7)) {J1(Tj)51(7'j)—(;j§:j§ — J1(yi)ﬂ1(yi)z_8(y%)

+J1(yz‘)ﬁ1(yz'):§zj>)RO’I(%)] = K S(yi) + K (Bo, Br) (5.49)

;) — 3 w(T) M (y;, 7 T T; M— ’ »63(%)
Ii) [Z (01,7 () 22 = ) o) 2
+Jo (i) Bo(vi) ngj:i Rl’o(yi)]

3 Ve |8 ) 22— 1B 22
| i ) [ T - s

+J1(Z/i)51(yi)%31’1<%)] = K,5(yi) + K, (Bo, Br).  (5.50)

Podemos reescrever as equagoes (5.49) e (5.50) como o sistema,
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5.3 Anisotropia quadratica

Nesta se¢ao vamos considerar a equagao de transporte (1.1) para o caso

com anisotropia quadrética, ou seja,

ua%clll(x,u) +o(x)V(x,u) =

Uséx) /1 (50(@ + Bu(z)up’ + Ba(x) <3g/2 - %) (37#2 - %))W%M’)dﬂl +5(x),

sendo esta sujeita as condigoes de contorno (1.3) e (1.4).

Considerando a resolugao apresentada na secao 5.1 temos que a formu-
lacao integral para o problema de transporte com anisotropia quadratica ¢ dada pela

equagao (5.14) considerando M =2,1=0,1=1e [ = 2. Assim temos que

Jo(y) — K Jo(y) + Kgi Ji(y) + Koi Ja(y) = K%S(y) + K)(Bo, B1),  (5.53)

Iy) — K3 Joly) + K I (y) + K da(y) = KWS(y) + KX (Bo, By),  (5.54)

Jo(y) — Kiiojo(y) + Ksiljl(y) + Kﬁsz(y) = ngg(y) + KgQ(Bo, By).  (5.55)

Podemos escrever (5.53), (5.54) e (5.55) como o seguinte sistema,

1 - Kgio —Kgil —K;)f Jo(y) K2,S(y) + Ky (Bo, By)
—K;io 1— Kglf —Kgf J(y) | = | KLS(y)+ K} (Bo, Br)
—Kjio —Kjil 1-— Kjiz Ja(y) K2, 5(y) + K2 (Bo, By)

(5.56)

As fungao KgiOJo(y), KgilJl(y), KgliOJo(y) e KglilJl(y) sao dadas em
(5.27), (5.29), (5.31) e (5.33), respectivamente.

75(7)

Ky Ja(y) / Jo(T)KO2 (y, 7) Ba (1) 22 :

a(7)

A fungao Kgfjg(y) é escrita como,
~Jo

dr (5.57)
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A funcao K;iQJg(y) ¢ dada por,

as(T)

5-t 7')

Kitn) = [ ROk 25 i (5.50)

sendo
1
3, 1 | o
kM2 (y, ) :/ (Zﬂlz - Zl) [ 3L (Po(ﬂl)e w (W +7)
0 (1= po()pr(—p)e ")
oo )pr () (7w BETTH) — i BETY)

(= M/)e—l,@L—T—y)) LYo 6—;,@,—71 m

=

ly =7l
(5.60)
Escrevemos K, gziojo(y) como,
2ta) = [ A7) 2 501
gl Y0 0 0 ) 0 5'15(7_) .
onde k?%(y,7) = k%?(y,7) e é dado em (5.58).
A fungao Kjiljl (y) ¢ dada por,
2,1 t 2,1 0s(7)
Ky h(y) = JU(T)E (y, 7)Bu(T) ——=dT (5.62)
0 ou(7)
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onde

173 1 1 _1
! /0 T (1= po(p)pr(—p')e ") o

_1(of—r 1 (ol (oL re
polp ) pr(—p') (&1 CHTH) T G ()i B y)>

+u€*ﬁ\y77| d,u'
ly — 7l
(5.63)
e por fim a funcao KQQfJQ(y) ¢ dada por,
2,2 g 2,2 0s(7)
Ko la(y) = | Jo(T)E"(y, 7)B2(T) == dr (5.64)
’ 0 ou(7)

sendo

2
173 1 1 ST
k“(y,f):/ (Z’“‘/Lz —— | polp)e
0 1 (1= po(p)pr(—p')e ")

1 (of—7— _ (o7 _1 —
PL(—M/)G_“’(QL v + po(u)pL(—1) (e w GLoTH) g B y)>> +

Nas equagdes (5.35) e (5.36) temos as funcoes K, S(y) e KJ,S(y), res-

pectivamente, ja a fungao K§2S’(y) é dada por,

K2S(y) = /0 &W(y, 7)dr. (5.66)

a(7)

As fungoes K} (By, Br) e K} (By, Br) sao dadas em (5.37) e (5.38)

respectivamente e K7 (By, By) ¢ dada por,
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0 L3, 1\ [ pr(=p) B(—p)e Y
o B /2 ( g 4) [ 1 — po(p)pr(—p)e i
e po()Bo('))e # + (1= pr(—=p)) Bu(=)po(pt)e ")

1= po(W)pr(=p')e”
L=l B pr e w70

L— po(p')pr(—=p)e” »

(5.67)

5.3.1 Remocao da singularidade

A fungoes Kf]’lk Ji(y) e K%S(y) apresentam uma singularidade nos ni-
cleos quando 7 = y. Logo, aplicamos a técnica de remocao de singularidade nessas
funcoes. A remocao da singularidade das fungoes KSiOJO(y), KgilJl(y), K;iOJO(y),
K, Ji(y), K%S(y) e KLS(y) sio dada em (5.39), (5.41), (5.43), (5.45), (5.47) e

(5.48), respectivamente.

No caso da fungao K, giQJQ(y) quando aplicamos a técnica de remocao

de singularidades ela é reescrita como,

K%székwwﬂQMﬂﬁgéw—&@ngwvw

(5.68)

onde R™?(y) = fOL k%2(y, 7)dr. Assim como nos casos anteriores a remogao da singu-
laridade da fungao R%?(y) é feita analiticamente resolvendo a integral com relagao

a variavel 7, ou seja,
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0,2/, \ _ ! 3, 1 1 Lo w WD) o om W)
) _/0 <4/L 4){1 — pol)pr(—p)e” * [,OO(M) ( i )

po(i)pr(—p) (_e—azL—y) Lo #@Ly) 4 i (Lty) 6—5(2L+y)> .

+pr(—p) <€—i(L—y) _ e—ﬁ(QL—y))

+2 ek — e_»l«(_y+L)}du.

(5.69)
Removendo a singularidade da fun¢do K’ J>(y) nés temos
Kitn) = [ K200 (52@ 2 n(r) - e 2 J2<y>> ir
() 0 R R ),
(5.70)

onde RY?(y) = fOL kY2(y, 7)dr, ou ainda,

= /0 GM& ) ;l) { 1 - po(M)pl:(—u)eQ;f oK) <€_% N e_i(ym)

+po(1)pr(—p) (e—i(?)L—y) — e n@LY) 4 (Y e—ﬁ(2L+y)>

—or(—p) <675<L7y> _ eﬁmfy))

— ek e nvD }du

(5.71)

quando solucionada a integral na variavel 7.

A funcao KjiOJo(y) ¢ dada por,

0

KEa) = [ 1) (m(ﬂf“) hf) — ol ) Jo(?J)) i

com R*%(y) = R**(y).
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Para Ksil J1(y) temos,

Kﬁmwzlkﬂmﬂomﬁ§3Mﬂ—&@%%A@0M

onde R*!(y) = fOL k> (y, 7)dT.

Resolvendo a integral na variavel espacial da fungao R*!(y) temos,

2,10, — ! 35 1 H o w WD) _ =)
R(y) /0 <4u 4){1—Po(u)pL(—u)6_2ﬂL [pe(u)< )

+po(18)pr(—1) (—e‘%“”L‘y) +e w4 Tl e‘i(”*y))

+pr(—p) (e—ﬁ(L—y) _ e—ﬁ(QL—y)> ] —eTh 4+ €_P1”(_y+L)}d,u.

(5.74)
Por fim temos
Kﬁuwzékﬁmﬂomﬂﬁghm—@@zgﬁwﬁm
w8 2 R, (6.75)

onde R*?%(y) = fOL k*?(y, T)dr, ou ainda,

2,20, _ ' 3, 1 i 1 e w W _ gmulwtD)
) /o <4u 4) {1—po(u)pL(—u)€_2“L [pO(“)( )

+po()pr(—p) <—€_i(3L_y) L wP gy lty) e—ﬁ(2L+y))

pr(—p) (e—ﬁ(L—w _ e—ﬁ(%—y))

42—k — e_i(_y”LL)}d/L

(5.76)

quando solucionada a integral na variavel 7.
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As fungdes K3 S(y) e K2, S(y) sdo dadas em (5.47) e (5.48) respectiva-

mente e a fungao K72,5(y) é reescrita da seguinte forma

ngg(y) = /0 K22 (y, 7) (:g(—T) - _§<y> > dr + _S'(y) R (y). (5.77)

a(1) o) a1 (y)

5.3.2 Calculo do fluxo escalar na malha

Aplicando o método de Nystrom nos operadores integrais da equagao de
transporte com anisotropia quadrética, equagoes (5.53), (5.54) e (5.55), e avaliando

essas equacoes em cada ponto da malha nés obtemos,

N = AR XX, ) B (7 s(75) A |\ 0s(y1)
JO(%) [ ]2_1: ( J)k (yz: ]) <JO( ])60( J)a-t(Tj) ‘]0(?/%)50(?/2) at(yi))
TiF#Yi
o)) 2 RQO@»]

S
:(75) Ot

- [zw@km(m) (A5 2 = it 29 )

j=1

+J1<yi>ﬁl<yi)‘zs(y%)Rlv“(yi)]

R I X (e DRV )
[; ( ])k (yl’ J)<J2( ])62( j)a't(Tj) ‘]2(?/1)62(?/2) 5_t<y2))
TiFYi

US(yZ:)ROQ(yi)] _ K;)Zg(yi) + KS(BO,BI), (5.78)

+J2<yl)ﬁ2<yl) 6t(yz)
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- [ 5wl s ) (o)l 2 = o) o)

5=
TiFYi

+J0(yz 60 yz —

)
[iw i)k (Y 7) (Jl(Tj)ﬁl(Tj)Zj((:j; 1) B ( yz - )

iy >at5y3RH( >]

[ > w(r)k A (y, n)(ijz(m" () ) )7 )

o4(75)

Jj=1
T]#Z‘/

+J2(yi)ﬁ2(yi)gj83 Rl’z(yz')] = K},S(y;) + K} (Bo, B1) (5.79)

N _

> ), ) () 2 -

JQ(%) - [

—~
<
S~—
—
<
N—
™
(e}
S
<
N>
1| Ql
—~
<
N—
N—

TiFYi

[Zw TR (i, 7)) <J1(Tj)51(7j)05(

4(75) -

+J1(yi)B1(yi) Zs(yf) R>! (?/z)]

[ > w(m)k> (yi, 7 <J2(Tj)52(7j)% - JQ(yi)*B?(yi)iS(y%))

T #y

) o) 2 2<yz>] = K2,8() + K2(Bo, By). (580

Considerando as equagoes (5.78) - (5.80) obtemos o seguinte sistema,
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6 RESULTADOS NUMERICOS DO
PROBLEMA DE TRANSPORTE COM
ESPALHAMENTO ANISOTROPICO

A fim de validar a eficiéncia da nossa metodologia na solugao do pro-
blema de transporte com espalhamento anisotropico em dominio nao homogéneo
com condicoes de contorno semi-refletivas, nés apresentamos nessa secao simulagoes

deste problema para os casos isotropico, linear e quadratico.

Nossos resultados numéricos sao comparados com os trabalhos desen-
volvidos por Vargas et al. [45] e Azevedo et al. [2] e também a solu¢ao obtida pelo
método Diamond Difference (DD). O problema de transporte com espalhamento
isotropico ¢ solucionado em ambos trabalhos, Vargas et al. [45] utilizam o método
LTSy com N = 300 enquanto Azevedo et al. [2] utilizam o método GF D, neste 1l-
timo trabalho também encontramos simulagoes para os casos com anisotropia linear

e quadratica.

Os algoritmos dessa metodologia foram implementados em linguagem
de programacao C e simulados em um computador Intel Core i7. Os sistemas linea-
res foram solucionadas aplicado o método de decomposicao LU, cuja rotina utilizada
esta disponivel em GNU Scientific Library (GSL) [21] e dessa mesma biblioteca uti-
lizamos as rotinas de integracao numéricas para a resolucao dos termos integrais do
sistema. Todas as integracoes foram realizadas com tolerancias relativas e absolutas

menores que 10719,

103



6.1 Resultados numéricos

Nessa secao nés apresentamos os resultados numéricos para os seguintes

problemas de transporte:

e Problema 1: Comprimento da placa L = 1 cm, se¢oes de choque o4(z) =

1

os(x) = 1.0cm™", coeficientes de reflexao po(p) = pr(p) = 0, contri-

—x

buigao da fronteira By(u) = Br(p) = 1.0, termo fonte S(z) = e e
w = 1.0.
e Problema 2: Comprimento da placa L = 100cm, secoes de choque

1. coeficientes de reflexao po(p) = pr(p) =

o(z) = os(r) = 1.0cm™
0, contribui¢do da fronteira By(u) = 1.0 e Br(p) = 0, termo fonte

S(z)=e*/* e w=1.0.

e Problema 3: Comprimento da placa L = 1 cm, se¢oes de choque o4(z) =
os(z) = 1.0cm™, coeficientes de reflexao po(p) = pr () = 0.5, contri-
buigao da fronteira By(u) = 0.5 e Br(p) = 1.0, termo fonte S(z) =e™*
ew = 0.5+ Gy

e Problema 4: Comprimento da placa L = 1 cm, se¢oes de choque oy () =
os(z) = 1.0cm™!, coeficientes de reflexao po(u) = pr(u) = 0.5, contri-
bui¢ao da fronteira By(u) = 0.5 e Br(u) = 0.25, termo fonte S(x) = e™*
e w = 0.1+ B2 Po(p) Po(1).

Nos problemas 1 e 2 temos o caso com espalhamento isotréopico, no pro-
blema 3 consideramos espalhamento linearmente anisotrépico e no problema 4 temos
um problema com anisotropia quadrética, em todos os casos [j(z) sdo constantes.

Nas simulagoes desses problemas utilizamos a quadratura de Gauss-Legendre.
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Tabela 6.1: Comparacao entre os resultados numéricos para o fluxo escalar, 2.Jy, do

problema 1, com os resultados publicados por Vargas et al. [45] e Azevedo et al. [2].

sl

GFD2

aFD2

N = 200

N = 400

N = 800

N=1600

N=3200

0.00
0.20
0.40
0.60
0.80
1.00

3.514736
4.193457
4.306992
4.162764
3.820951
3.196350

3.514725
4.193456
4.306991
4.162763
3.820951
3.196338

3.514742
4.193467
4.307001
4.162773
3.820960
3.196349

3.514748
4.193470
4.307005
4.162780
3.820961
3.196353

3.514748
4.193471
4.307005
4.162778
3.820963
3.196353

3.514748
4.193471
4.307005
4.162776
3.820963
3.196353

3.514748
4.193471
4.307005
4.162776
3.820963
3.196353

3.514748
4.193471
4.307005
4.162776
3.820963
3.196353

Tabela 6.2: Comparacao entre os resultados numéricos para a corrente, 2.J;, do

problema 1, com os resultados publicados por Vargas et al. [45] e Azevedo et al. |2].

x LTS Grp2 GFDZL N -200 N-400 N-800 N-1600 N-3200

0.00 -0.682658 -0.682651 -0.682656 -0.682658 -0.682658 -0.682658 -0.682658 -0.682658
0.20 -0.320120 -0.320119 -0.320119 -0.320121 -0.320120 -0.320119 -0.320119 -0.320119
0.40 -0.023208 -0.023208 -0.023298 -0.023207 -0.023208 -0.023298 -0.023298 -0.023298
0.60 0219718 0219718 0219719 0219721 0.219719  0.219719 0219719  0.219719
0.80 0418684  0.418683 0418684 0.418688 0.418685 0.418685 0.418685  0.418685
100 0581583 0.581579  0.581582 0.581584 0581584 0.581584  0.581584  0.581584

Nas tabelas 6.1 e 6.2 apresentamos os resultados numéricos de 2.Jy e 2.J;

do problema 1, no qual o espalhamento é isotrépico. Para este problema a precisao

dos resultados foi entre 4 a 5 digitos quando comparadas com os outros dois métodos

de solugao.
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Tabela 6.3: Comparacao entre os resultados numéricos para o fluxo escalar, 2.Jy, do

problema 2, com os resultados publicados por Vargas et al. [45] e Azevedo et al. [2].

x LTS qEplRl GFDZl N =400 N =800 N=1600 N=3200  N=6400
0.0 8425920 8.429517 8.443685  8.449803  8.449655  8.449635  8.449633  8.449632
20.0  16.949000 16.920820 16.945922 16.956025 16.952232 16.951756 16.951746 16.951759
40.0 12747300 12734579 12746721 12750944 12752013 12751032 12751148 12.751131
60.0 8547020 8.539338  8.547520  8.550850  8.549620 8550580  8.550461  8.550478
80.0 4347820  4.344008  4.348319 4345778 4.349402 4349856  4.349863  4.349850
100.0 0121203 0.120914 0121160 0.121087  0.121230 0121259  0.121262  0.121262

Tabela 6.4: Comparacao entre os resultados numéricos para a corrente, 2.J;, do

problema 2, com os resultados publicados por Vargas et al. [45] e Azevedo et al. |2].

x LTSy GFDPZL GFDZ N -400 N800 N-1600 N-3200 N-6400

0.0 -3474830 -3.474830 -3.472449 -3.474998 -3474910 -3.474899 -3.474807 -3.474897
200 0.070045 0.069921  0.069987  0.070708 0.070204 0.070044  0.069994  0.070014
400 0070015  0.069921  0.069987 0.069510  0.069950  0.069923  0.070026  0.070012
60.0  0.069994 0.069921  0.069987  0.069510  0.069950  0.069923  0.070026  0.070012
80.0  0.069981 0.069921  0.069987  0.070708  0.070204 0.070044  0.069994  0.070014
1000 0.069977  0.069845 0.069964  0.069910  0.069997  0.070009  0.070010  0.070011

Os resultados numéricos do segundo problema simulado sao apresenta-

dos nas tabelas 6.3 e 6.4. Neste caso temos um problema com espalhamento isotro-

pico cujo dominio é igual a 100 cm. Por ser um dominio grande nossa metodologia

nao gerou resultados com a mesma precisao que os dados da literatura para 2.J, ja

no calculo 2J; obtivemos mais digitos de precisao.
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Tabela 6.5: Comparacao entre os resultados numéricos para o fluxo escalar, 2.Jy, do

problema 3, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] para 5, = —0.4.

x  GFDZ N=100 N=200 N=400 N =800
0.00 2171404 2171407 2.171408 2.171408 2.171408
020 2287915 2287913 2287916 2.287916 2.287916
040 2228408 2228409 2.228407 2.228408 2.228408
0.60 2.120973 2120969 2.129973 2.129973 2.129973
0.80 2.039060 2.039062 2.039060 2.039060  2.039060
1.00  1.999342 1.999341 1.999341 1.999341 1.999341

Tabela 6.6: Comparacao entre os resultados numéricos para a corrente, 2.J;, do

problema 3, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] para 5, = —0.4.

x  GFDZ N-100 N-=200 N-400 N =800
0.00 -0.179493 -0.179403 -0.179493 -0.179493 -0.179493
0.20 -0.043131 -0.043130 -0.043130 -0.043130 -0.043130
040 0.027270  0.027268 0.027271  0.027271  0.027271
0.60 0.052272  0.052270  0.052273  0.052273  0.052273
0.80 0.042098  0.042998  0.042999  0.042099  0.042999
100 0.004747  0.004747  0.004747  0.004747  0.004747

Tabela 6.7: Comparagao entre os resultados numéricos para o fluxo escalar, 2.Jy, do

problema 3, com os resultados publicados por Azevedo et al. |2] para 5 = —0.2.

x  GFDZ N-100 N-=200 N-400 N — 800
0.00 2172810 2.172813 2.172813 2.172813 2.172813
0.20 2.285582 2.285581 2.285583 2.285583 2.285583
0.40 2225975 2.225077 2.225074 2225075  2.225075
0.60 2128928 2.128024 2.128929 2.128028 2.128928
0.80 2.039572 2.039574 2.039571 2.039571 2.039571
1.00 2000564 2000563 2.000563 2.000563 2.000563
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Tabela 6.8: Comparacao entre os resultados numéricos para a corrente, 2.J;, do

problema 3, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] para 5, = —0.2.

x  GFDZ N=100 N=200 N=400 N =800

0.00 -0.179721 -0.179721 -0.179721 -0.179721 -0.179721
0.20 -0.043268 -0.043268 -0.043268 -0.043268 -0.043268
0.40 0.027390  0.027388  0.027391  0.027390  0.027391
0.60 0.052573  0.052570  0.052573  0.052573  0.052573
0.80 0.043322 0.043322  0.043323  0.043323  0.043323
1.00 0.004973  0.004973  0.004973  0.004973  0.004973

Tabela 6.9: Comparagao entre os resultados numeéricos para o fluxo escalar, 2.Jy, do

problema 3, com os resultados publicados por Azevedo et al. |2]| para §; = 0.

x  GFDZ N-100 N—=200 N-—400 N — 800
0.00 2174212 2.174216 2.174216 2.174216 2.174216
0.20 2.283228 2.283229 2.283220 2283220 2.283229
040 2223519 2223522 2.223518 2223519 2.223519
0.60 2.127872 2.127860 2.127873 2.127873 2127872
0.80 2.040092 2.040093 2.040091 2.040091  2.040091
100 2.001812 2001811 2.001811 2.001811 2.001811

Tabela 6.10: Comparagao entre os resultados numéricos para a corrente, 2.J;, do

problema 3, com os resultados publicados por Azevedo et al. |2] para §; = 0.

x  GFDZ N-100 N-200 N-400 N — 800

0.00 -0.179948 -0.179948 -0.179948 -0.179948 -0.179948
0.20 -0.043404 -0.043404 -0.043403 -0.043403 -0.043404
0.40 0.027514 0.027512  0.027515  0.027515  0.027515
0.60 0.052879  0.052876  0.052880  0.052879  0.052879
0.80 0.043653  0.043652  0.043653  0.043653  0.043653
1.00 0.005203  0.005203  0.005203  0.005203  0.005203
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Tabela 6.11: Comparacao entre os resultados numéricos para o fluxo escalar, 2.Jy,

do problema 3, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] para 5; = 0.2.

x  GFDZ N=100 N=200 N=400 N =800
0.00 2175611 2175615 2.175615 2.175615 2.175615
0.20 2280854 2280856 2.280855 2.280855 2.280855
040 2221039 2221044 2.221039 2.221039 2.221040
0.60 2.126806 2.126803 2.126807 2.126806 2.126806
0.80 2.040620 2.040621 2.040620 2.040620 2.040620
1.00 2.003085 2.003084 2.003084 2.003084 2.003084

Tabela 6.12: Comparagao entre os resultados numeéricos para a corrente, 2.J;, do

problema 3, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] para $; = 0.2.

x  GFDZ N-100 N-=200 N-400 N =800
0.00 -0.180173 -0.180174 -0.180174 -0.180174 -0.180174
0.20 -0.043537 -0.043537 -0.043537 -0.043537 -0.043537
040 0.027644  0.027641  0.027644  0.027644  0.027644
0.60 0.053192 0.053189  0.053192 0.053192  0.053192
0.80 0.043990  0.043988  0.043990  0.043990  0.043989
100 0.005439  0.005438  0.005438  0.005438  0.005438

Tabela 6.13: Comparacao entre os resultados numéricos para o fluxo escalar, 2Jp,

do problema 3, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] para 5, = 0.4.

x  GFDZ N-100 N-=200 N-400 N — 800
0.00 2177005 2.177009 2.177009 2.177009 2.177009
0.20 2278450 2.278462 2.278460 2.278460 2.278460
040 2.218536 2218542 2.218536 2.218536  2.218536
0.60 2125720 2.125726 2.125730 2.125720 2.125729
0.80 2.041158 2.041150 2.041157 2.041157 2.041157
1.00 2004384 2004383 2.004383 2.004383 2.004383
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Tabela 6.14: Comparacao entre os resultados numéricos para a corrente, 2.J;, do

problema 3, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] para 5, = 0.4.

x  GFDZ N=100 N=200 N=400 N =800

0.00 -0.180398 -0.180398 -0.180398 -0.180398 -0.180398
0.20 -0.043668 -0.043668 -0.043668 -0.043668 -0.043668
0.40 0.027778  0.027775  0.027778  0.027778  0.027778
0.60 0.053511  0.053508  0.053512  0.053511  0.053511
0.80 0.044333 0.044332  0.044333  0.044333  0.044333
1.00 0.005679  0.005678  0.005678  0.005678  0.005678

Na tabelas 6.5 - 6.14 sao apresentados os resultados para o problema
de transporte com anisotropia linear cujos resultados numéricos sao comparado com
o método GFD [2] . Pra esse problema foram calculadas as quantidades 2.Jy e 2.
com f3; variando entre -0.4 e 0.4. Em todas as situacoes simuladas nés obtivemos
5 digitos de precisao na solugao quando comparada com dados da literatura, sendo
esta precisao obtida em N = 200 pontos na malha. Na maioria dos casos nossa

solucao convergiu em N = 400 pontos.

Tabela 6.15: Comparacao entre os resultados numéricos para o fluxo escalar, 2J,
do problema 4, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] e com o método

DD para gy = —0.8.

x  GFDZ DD N=100 N-—200 N-—400 N =800
0.00 1420313 1.420312 1420205 1.420205 1.420205 1.420205
0.20 1.418733 1.418733 1.418583 1.418583 1.418583 1.418583
040 1.316498 1.316498 1.316393 1.316393 1.316393 1.316393
0.60 1196469 1.196469 1196431 1.196432 1.196432 1.196432
0.80 1.082103 1.082102 1.082124 1.082124 1.082124 1.082124
1.00 0980052 0.980051 0.980104 0.980104 0.980104 0.980104
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Tabela 6.16: Comparacao entre os resultados numéricos para a corrente, 2.J;, do
problema 4, com os resultados publicados por Azevedo et al. |2] e com 0 método DD

para 3o = —0.8.

x  GFDZ DD N=100 N=200 N=400 N =800
0.00 -0.051574 -0.054057 -0.054085 -0.054085 -0.054085 -0.054085
020 0.052266 0.049549  0.049547 0.049548  0.049548  0.049548
0.40 0101442  0.099644  0.099664  0.099665  0.099665  0.099665
0.60 0117132 0.116452 0.116486  0.116487 0.116487  0.116487
0.80 0.110456 0.110536  0.110571  0.110572  0.110572  0.110572
1.00 0.087691 0.087843 0.087872 0.087872 0.087872  0.087872

Tabela 6.17: Comparacao entre os resultados numeéricos para o fluxo escalar, 2Jp,
do problema 4, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] e com o método

DD para gy = —0.4.

x  GFD2 DD N=100 N=200 N=400 N =800
0.00 1.422188 1422187 1422159 1.422159 1.422159 1.422159 8
020 1.420928 1420928 1.420888 1.420888 1.420888 1.420888
040 1.317645 1317645 1.317617 1.317617 1.317617 1.317617
0.60 1.196410 1.196409 1.196398 1.196399 1.196399 1.196399
0.80 1.081049 1.081048 1.081053 1.081053 1.081053 1.081053
1.00 0.978640 0.978640 0.978653 0.978653 0.978653 0.978653
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Tabela 6.18: Comparacao entre os resultados numéricos para a corrente, 2.J;, do
problema 4, com os resultados publicados por Azevedo et al. |2] e com 0 método DD

para 3o = —0.4.

x  GFDZ DD N=100 N=200 N=400 N =800
0.00 -0.052534 -0.053833 -0.053840 -0.053840 -0.053840 -0.053840
020 0050794 0.049364 0.049363 0.049363  0.049363  0.049363
040 0100112  0.099150  0.099155 0.099156  0.099156  0.099156
0.60 0116247 0115862 0115870  0.115871  0.115871  0.115871
0.80 0.110036 0.110051 0110060 0.110061  0.110061  0.110061
1.00 0.087532  0.087600  0.087607 0.087607 0.087607  0.087607

Tabela 6.19: Comparacao entre os resultados numéricos para o fluxo escalar, 2Jp,
do problema 4, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] e com o método

DD para §; = 0.4.

x  GFDY DD N=100 N =200 N=400 N =800
0.00 1.426277 1426277 1426246 1.426246 1.426246 1.426246
0.20 1.425790 1425790 1425744 1.425745 1425745 1425745
040 1.320271 1.320270 1.320239 1.320237 1.320238 1.320238
0.60 1196412 1.196411 1.196396 1.196398 1.196398 1.196398
0.80 1.078875 1.078875 1.078879 1.078878 1.078878 1.078878
1.00  0.975655 0.975655 0.975668 0.975668 0.975668 0.975668
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Tabela 6.20: Comparacao entre os resultados numéricos para a corrente, 2.J;, do
problema 4, com os resultados publicados por Azevedo et al. |2] e com 0 método DD

para 3o = 0.4.

x  GFDZ DD N=100 N=200 N=400 N =800
0.00 -0.054730 -0.053207 -0.053306 -0.053306 -0.053306 -0.053306
020 0.047398  0.048999  0.048998 0.048998  0.048998  0.048998
0.40 0.096981  0.098095 0.098100 0.098101  0.098101  0.098101
0.60 0114078 0114573 0114583 0.114583 0.114583  0.114583
0.80 0.108919  0.108969 0.108979  0.108979  0.108979  0.108979
1.00 0.087067 0.087022 0.087031  0.087031  0.087031  0.087031

Tabela 6.21: Comparacao entre os resultados numéricos para o fluxo escalar, 2Jy,
do problema 4, com os resultados publicados por Azevedo et al. [2] e com o método

DD para By = 0.8.

x  GFDY DD N=100 N =200 N=400 N =800
0.00 1.428517 1428517 1.428385 1.428385 1.428385 1.428385
0.20 1.428410 1.428499 1428307 1.428308 1.428308 1.428308
040 1.321786 1.321786 1.321646 1.321644 1.321644 1.321644
0.60 1.196498 1.196498 1.196434 1.196436 1.196435 1.196435
0.80 1.077769 1.077768 1.077779 1.077778 1.077778 1.077778
1.00 0.974080 0.974080 0.974134 0.974134 0974134 0.974134
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Tabela 6.22: Comparacao entre os resultados numéricos para a corrente, 2.J;, do

problema 4, com os resultados publicados por Azevedo et al. |2] e com 0 método DD

para 3o = 0.8.
x  GFDZ DD N=100 N=200 N=400 N =800
0.00 -0.055999 -0.052973 -0.053012 -0.053012 -0.053012 -0.053012
0.20 0.045420 0.048826  0.048818  0.048819  0.048819  0.048819
040 0.095117  0.097532  0.097555  0.097556  0.097556  0.097556
0.60 0112738 0.113867 0.113908 0.113909  0.113909  0.113909
0.80 0.108177 0.108360 0.108406  0.108407  0.108407  0.108407
100 0.086735 0.086675 0.086716  0.086716  0.086716  0.086716

Os resultados para o problema de transporte com anisotropia quadréa-

tica, dados nas tabelas 6.15 - 6.22, sao comparados com os métodos GF D4y € DD.

Quando comparamos nossa solugao com os resultados obtidos pelo método DD

temos 4 digitos de precisao para N = 200 pontos e uma menor precisao quando

comparada com o método GF Dyg. Em todos os casos simulados obtivemos a con-

vergéncia da nossa solu¢ao em N = 400 pontos.
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7  CONCLUSOES

Neste trabalho determinamos a solugao numérica para a equagao de
transporte em dominio nao homogéneo com condi¢oes de contorno semi-refletivas
para os casos com espalhamento isotropico e anisotropico. O problema com espalha-
mento isotropico é solucionada através de duas metodologias. A primeira metodo-
logia consistiu em aplicar o método de Nystrom na formulacao integral da equagao
do transporte e, a segunda, em fazer uma mudanca de variavel a fim de obter um
problema equivalente com secao de choque total constante e aproximar o opera-
dor integral utilizando o método Nystrom. As formulagoes integrais determinadas
em ambas metodologias apresentaram algumas singularidades logo, a aplicagao de
técnicas analiticas para a remocao de tais singularidades foi essencial para discreti-
zarmos desses operadores pelo método de Nystrom e também para garantir melhor

desempenho computacional.

A fim de validar as metodologias 1 e 2, simulamos o problema de trans-
porte com espalhamento isotrépico para os dominios homogéneo, multirregiao e nao
homogéneo. Em todos os casos, as duas metodologias foram eficientes na deter-
minac¢ao da solugao dos problemas, visto que elas apresentaram a mesma precisao
que os dados da literatura. Para o problema em dominio nao homogéneo simula-
mos ainda diferentes casos com oy(x) e o4(x) variando continuamente ao longo do
dominio e comparamos os resultados numéricos entre as metodologias. Aplicamos
esse critério de validagao pois nao encontramos, até o momento, na literatura dados
que abrangessem este tipo de situacao problema. Neste caso as duas metodologias
apresentaram a mesma precisao e em alguns casos a metodologia 2 convergiu mais
rapidamente. Em todas as simulacoes feitas, a metodologia 2, na qual aplicamos a
mudanca de variavel, apresentou menor tempo computacional quando comparada a
metodologia 1. Isto ja era esperado visto que a mudanca de variavel transformou o

problema inicial em um problema computacionalmente mais simples. Portanto, con-
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cluimos que a metodologia 2 foi uma estratégia melhor que a metodologia 1, visto

que mostrou-se mais precisa e computacionalmente mais eficiente.

Na validagao do problema de transporte com espalhamento isotrépico
o fluxo escalar de particulas foi determinado aplicando duas quadraturas numéricas,
a saber, quadratura de Gauss-Legendre e regra de Boole. Analisando o desempenho
de ambas na solugao dos problemas, observamos que nos casos em que temos um
dominio continuo a quadratura de Gauss-Legendre se destacou convergindo mais
rapidamente, mas para os casos multirregiao a regra de Boole apresentou melhor
precisao. Esse fendmeno acontece porque as transicoes entre as regides do dominio
fazem parte da malha. Mesmo que as solugoes obtidas com a aplicacao da quadra-
tura de Gauss-Legendre convirjam mais rapidamente no caso homogéneo, quando
consideramos um numero de pontos suficientemente grande os resultados numéricos

obtidos por ambas quadraturas tem a mesma ordem de precisao.

Na solugao do problema de transporte com espalhamento anisotrépico
em dominio nao homogéneo apenas a segunda metodologia de solucao foi aplicada,
uma vez que para o caso com espalhamento isotropico esta apresentou resultados com
a mesma precisao que a metodologia 1 e melhor desempenho computacional. A fim
de verificar a eficiéncia da nossa metodologia, simulamos o problema de transporte
para espalhamento isotrépico, linear e quadratico. Para o caso isotrépico obtivemos
solucoes com a mesma precisao que as apresentadas nos dados da literatura e para
os casos linear e quadratico os resultados numéricos presentaram 5 e 4 digitos de
precisao, respectivamente. Para os casos linear e quadratico obtivemos, em todas os

problema simulados, a convergéncia da solucao.

Em nosso trabalho apresentamos metodologias que solucionam o pro-
blema de transporte em dominio nao homogéneo com espalhamento isotrépico e
anisotropico. Apesar de nao encontrarmos na literatura situagoes problema onde
o(z) seja uma fungao continua arbitraria, nossas metodologias possibilitam a solu-

¢ao de problema onde esse tipo de funcao seja considerada.
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Como sequéncia do nosso trabalho propomos a determinagao da solugao
da equacao de transporte em dominio nao homogéneo com espalhamento linearmente

anisotropico considerando um dominio multirregiao.
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