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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos os resultados, desenvolvidos por Caffarelli e
Silvestre em [5], que caracterizam o operador Laplaciano fraciondrio em ter-
mos de uma extensao que envolve um operador local em forma divergente.
Além disso, aplicamos esta caracterizagao para mostrar, seguindo Caffarelli-
Silvestre, uma desigualdade do tipo Harnack para funcoes s-harmonicas nao
negativas. Finalmente, mostramos que a Desigualdade de Harnack implica
em regularidade de Holder.

Palavras-chave: Laplaciano fracionario, Extensao s-harmonica, Desigual-
dade de Harnack, Regularidade Holder



Abstract

In this Master’s thesis, we analyze results, developed by Caffarelli and Silves-
tre in [5], that characterize the fractional Laplacian operator in terms of an
extension that involves a local operator in divergence form. In addition, we
apply this characterization to show, following Caffarelli-Silvestre, a Harnack-
type inequality for non-negative s-harmonic functions. Finally, we show that
Harnack Inequality implies Holder’s regularity.

Keywords: Fractional Laplacian, s-harmonic Extension, Harnack Inequa-
lity, Holder Regularity
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Introducao

Nos ultimos anos, tem crescido bastante o interesse no estudo de opera-
dores do tipo fracionario. Muitos trabalhos tém sido publicados provando
existéncia, multiplicidade e regularidade de solugoes de problemas envolvendo
tais operadores. O prototipo é o Laplaciano fracionario que definimos na
Secao 1.2. Do ponto de vista das aplicagoes, estes operadores desempenham
um papel crucial na descricao de varios fenomenos, tais como: o processo de
difusao de Lévy, propagacao de chamas, mecanica continua, estudos que en-
volvem dinamica populacional e também teoria de jogos. Para mais detalhes
a respeito das aplicacoes e motivagoes para o estudo de tais operadores, men-
cionamos os trabalhos de Applebaum, Vazquez e Servadei-Valdinoci [2, 17,
15]. Devido a sua importancia, muitos problemas tém sido investigados como,
por exemplo, nos trabalhos de Brandle-Colorado-Pablo, Servadei-Valdinoci,
[annizzoto-Pereira-Squassina, Goyal-Sreenadh, Bisci-Servadei e Xiang-Zhang
-Radulescu [3, 14, 12, 11, 13, 18], bem como suas referéncias, onde os autores
provaram resultados de existéncia e multiplicidade para problemas envol-
vendo o operador Laplaciano Fracionario e o p-Laplaciano fracionério.

Um dos principais trabalhos que desenvolveram esta teoria foi realizado
por Caffarelli e Silvestre [5, 6] que, inspirados nas ideias que aparecem em
Silvestre [16], mostram a existéncia de uma relacao entre o Laplaciano Fra-
cionario e uma equacao local, definida no semi-espago superior, na forma
divergente. Anteriormente, ja havia sido notado por Caffarelli [6] a conexao
entre a solucao u do problema
Au(z,y) =0 em R" x RT, 1)

u(z,0) = f(z) em R™,

e a funcdo (—A)Y2f, onde (—A)'/2 é o operador Laplaciano fraciondrio de



poténcia 1/2. Tal relagao é descrita da seguinte forma:

—uy(,0) = (—=A)"?f(2). (2)

Nesta dissertacdo, estudamos o resultado obtido por Caffarelli e Silvestre [5],
onde, para s € (0, 1), é estabelecida a seguinte relagao

lim yu, () = C(=A)*f (@), (3)

com u sendo a solugao de
div(y*Vu(z,y)) =0 em R™ x RT, (1)
u(z,0) = f(x) em R,

eonde a =1—2s € (—1,1) e C é uma constante de normalizagdo. Ob-
serve que se a = 0, retornamos ao caso anterior (1) e (2). A partir dessa
técnica, foram obtidas muitas propriedades relacionadas ao Laplaciano Fra-
cionario. Por exemplo, nesse mesmo trabalho, Caffarreli e Silvestre provam
a Desigualdade de Harnack.

O objetivo desta dissertacao é detalhar alguns dos resultados de Caffarelli
e Silvestre [5], buscando, quando necessério, a teoria preliminar na literatura.
Enfatizamos que o trabalho consiste de uma revisao bibliogréafica e que os
teoremas apresentados nao sao de nossa autoria. Apresentamos, sempre que
possivel, a devida referéncia para a publicagao original.

Dividimos o trabalho em quatro capitulos. No Capitulo 1, apresentamos
as definigoes iniciais do espago H*(R"), do Laplaciano fraciondrio e mostra-
mos uma caracterizacao do Laplaciano fracionario via transformada de Fou-
rier. Terminamos o capitulo apresentando o célculo explicito do laplaciano
fracionario em dois exemplos.

No Capitulo 2, iniciamos o estudo da relacao (3)—(4). Para isso, analisa-
mos propriedades da equacao div(y*Vu) = 0 tais como solugao via férmula
de Poisson, caracterizacao variacional de solug¢oes como minimizantes do fun-
cional energia

u e H(R") — y*|Vul? dz dy
R xR

unicidade de solugao e, finalmente, provamos a relacao desejada.



No Capitulo 3, mostramos que localmente é possivel estender a solucao do
problema local para uma bola em R"*! nao somente no semi-espaco, e pro-
vamos que solucoes deste problema estendido sao de classe C! via resultado
do tipo Harnack de Caffarelli-Gutierrez [7].

No Capitulo 4 provamos a Desigualdade de Harnack para uma funcao f
nao negativa, sob a hipétese de que (—A)*f = 0 em B,, isto é, encontramos
uma constante C' > 1 que depende somente de s e da dimensao n, tal que

sup f < C'inf f.

BT/Q BT/Q

Terminamos o capitulo e esta dissertacao mostrando, como corolario usual
da Desigualdade de Harnack, que se f : R® — R é nao-negativa e satisfaz
(=A)°f =0em By, entdo f € C* em By, para algum a > 0.

10



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Este capitulo destina-se a apresentar e desenvolver as ferramentas que sao
utilizadas ao longo deste trabalho.

1.1 Espago de Sobolev Fracionario H*(R")

Esta secao tem por objetivo apresentar o espaco de Sobolev fracionario.
Comegamos a se¢ao definindo o espaco de Sobolev fraciondrio H*(R"™), tam-
bém conhecidos por espacos de Aronszajn, de Slobodeckij ou Gagliardo.

Definigao 1.1. Seja 2 um subconjunto aberto de R™. Para s € (0,1),
definimos o espaco de Sobolev fracionario por

H*(Q) := {u e L*(Q); W e L*(Q x Q)} . (1.1)
A funcdo [-]gsq) : H°(2) = R definida por
e = ([ [ 2 away ) (12)

é uma seminorma, chamada seminorma de Gagliardo. O espago H*(2) é um
espago de Banach com a norma dada por

lulls@) = \/llulZa(0) + W3- (L3)

Teorema 1.2. Para todo s > 0, o espago Cg°(R™) das fungoes suaves com
suporte compacto é denso em H*(R™).

Demonstracao. Veja [1, Theorem 7.8]. O

11



1.2 Laplaciano Fracionario

Definimos agora o espago de Schwartz S(R™) e o operador Laplaciano fra-
cionario (—A)*u com s € (0,1) e u € S(R™). Dados o multi-indice a €
({0} UN)" e z = (x1, 29, -+ , ;) € R" denotamos

lal i =a;+as+ -+ ay,
xr=atry? . oam e

0% = M9 - 9o,

Definigao 1.3. O espaco de Schwartz S(R™), também conhecido como espa-
¢o das fungoes rapidamente decrescentes, é a colegao das fungoes f € C*(R")
tais que

[fllas = sup |2°0° f(x)] < o0,
TER™

para quaisquer multi-indices a, 5 € ({0} UN)™.

A definicao acima pode ser interpretada como segue: uma funcao esta
neste espaco se ela for suave e, além disso, a prépria funcao e todas as suas
derivadas decaem mais répido, quando |z| — +00, do que o inverso de qual-
quer polinomio. A topologia desse espaco é gerada pelas seminormas dadas
a seguir: para k € Ne p € S(R"),

Pi(p) = sup (1 + |z])* Y |07 ().

n
rzeR la|<k

Definicao 1.4. Para s € (0,1), o Laplaciano fracionario, no espago das
funcoes de Schwartz, é o operador linear

(—A): S(R™) — L*(R™)
dado por
Al — e u(e) = uly)
(—A)*u(z) n,sPV/Rn |z — y|nt2s dy

= Cp,s lim —u(x) _ UJE‘;J)
=0t Jpm\ g, () |T — y|"T

(1.4)

Y

onde PV ¢ uma abreviacao para “valor principal” e a constante ¢, s é dada

explicitamente por
1 —cos(¢p) >_1
Cps = T dC 5 1.5
(L ()
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sendo ¢ = (¢1,Ca, - -+, Cn)-

Vejamos agora que o limite dado em (1.4) existe para todo s € (0,1). De
fato, seja u € S(R™). Sabemos que

u(z) = u(y)] < fu(@)] + [u)] < ulloo + [Jullo = 2[|ulle,

para todo z,y € R™. Além disso, como |Vu| é uma fungao limitada temos
que u é de Lipschitz, donde temos |u(z) — u(y)| < C|z — y|. Entao,

[u(z) —u(y)| lz — 1
= dy < C T Ay + 2[Jull —-dy
/n |z — y|nt2s Bi(z) |7 — y["T2s Re\ B, (z) T — Y[ 28

_ 1 1
<C / g+ / . ).
( Bi(z) |2 —y|"T2s! Re\ B, (z) [T — Y[ T2

Agora como s > 0, temos que n + 2s > n e assim a integral

1
S I
/R"\Bl(a:) |z — y|nt+2s

¢é sempre finita. Porém, a integral

1
4 1.6
/Bl(a:) |z — y[rr2et / (16)

é finita se, e somente se, se s € (0,1/2). Ou seja, tem-se

1
|x _ y|n+2571

€ L'(Bi(z)),

quando s € (0,1/2). Porém, nao podemos afirmar o mesmo quando s > 1/2,
ja que nao é integravel para s € [1/2,1), no entanto, ainda assim existe
o limite quando € — 0. E exatamente esta a razao de se tomar o PV na
defini¢ao (1.4) quando s € [1/2,1). Para s € [1/2,1), considere u € L*(R")
e localmente C%(R™), usando a expansao de Taylor de u em Bj(z), temos

u(y) = u(z) + Vu(z) - (y —2) + %(y — )" D*u(x(1 - 0) + 0y)(y — x),
onde 6 € (0,1). Logo,

uly) —ux) _ Vu(z)-(y—2) 1y —2)"' Doule(l—6) +0y)(y — o)
ly — x|+ ly —alrt 2 |y — x| +2 '

13



Note que o termo
Vu(z) - (y — x)

|y — x|+

calcula a média em uma vizinhanga de = por simetria, uma vez que o termo
é impar em relacao a x, e portanto nao contribui para a integral se fizermos
isto de maneira simétrica. Num sentido o valor PV mata a primeira ordem
da funcao no numerador, o que produz um crescimento linear e concentra-se
nos restos de segunda ordem. Assim, temos

/ u(y) —u(x) dy — / 1(y— )" D?u(x(1 —0) + 0y) (y — l’)dy
B B ()

(@) ‘y_m‘n+2s 2 |y_x|n+2s
ly —af
< K| D?|| oy —2—2_qy
Bi(x) (=) ’y_l.’n+23
1
= KDy [y (LD
(R™) B (2) |y _ l.|n+2s—2

que é integréavel, pois n—2s—2 < n. Logo, a defini¢ao (1.4) esta bém definida
e vale para todo s € (0,1) .

Agora, vamos ver uma outra maneira de reescrever o Laplaciano fra-
ciondrio para todo s € (0,1)

Teorema 1.5. Para s € (0,1), u € S(R") e x € R", temos

(—A)Su(w) _ _% /n u(m + y) +’Z‘(f+;s y) _ 2“(*77) dy

Demonstragao. Usando (1.4) e fazendo a mudanga de varidvel z = y — =z,
temos

(—A)u(z) = —c,y lim M
e—0T R™\ B, () |x_y|n s

u(z + ) — u(x)

= —Cps lim dz.
n,s S0+ B\ B, (0) |Z|n+2$
Agora, fazendo Z = —z no ltimo termo da igualdade temos que,

/ u(z + 273+;U(x) 4o — / u(z _~Zn)+;s u(x) €.
R™\ B (0) 2| R™\ B¢ (0) 2|

14



Ainda, para simplificar, escrevemos Z = z. Assim, temos

2/ u(z + Z)+; u(z) dz = / u(w + Z{; u(x) &L
R\ B. (0) || t2s R\ B, (0) || t2s

N u(r — 2) — u(z) &
’Z|n+25
R™\B¢(0)

/ w(x + z) + u(z — 2) — 2u(z) d
- 2.
R7\ B, (0) | 2|2

Fazendo y = 2z, e € — 0, temos

wx+y) +ulr —y) —2u(x)

su(z) = — 28
(—A)’u(x) = 5 PV /n =T dy. (1.8)

Mostramos agora a integral em (1.8) nao é no sentido de “valor principal”,
isto ¢, a integral acima ¢ finita. Seja u € S(R"), em particular u € C?
assim pela Formula de Taylor com resto de Lagrange tomando y proximo da
origem temos que

1
u(x +y) = u(x) + Vu(z) -y + §yTDQU(SL’ +601y)y

1
(@ —y) = u(x) = Vu(z) -y + 5y" D*u(x + by)y,
onde 6; e 05 € (0,1). Somando estas expressoes, obtemos

1 1
[u(z +y) + ul@ - y) = 2u(@)| = |5y" D*ulz + Oiy)y + 5y" D*ulx = Oay)y

IN

1
3 (I1D*u(z + 61)||y* + [ D*u(z — O29)||y|*)
1 D?ul| o]y

IN

Com isso, temos

u(@ +y) + u(z —y) = 2u(@)| _ [[D?u]l
’y|n+23 — ’y‘n+2372'

Agora, tomando 6 > 0 e integrando, temos

+y) +u(z —y) —2 D?ul|o
/ ule y) +ulr —y) 2] 4 / 1D
Bjs(0) |y| B;(0) Iy!

1
=
= Iy ly[+2572

15



Ainda, como u € S(R™), temos que u € L>®(R™). Logo

dy < oo.

/ lu(z +y) +u(r —y) — 2u(z)|
R\ B5(0) |y[t2e

Portanto, dessas duas tultimas estimativas obtidas acima, segue que

/ u(z +y) + ulr —y) — 2u(z)]

|y |2

dy < oo.

E assim, de fato, podemos escrever simplesmente

(—A)Su(x) _ _cg,s /n (U(ZE + y) +|Z|(f+; y) — QU(I‘)) dy

1.3 Via Transformada de Fourier

Agora, damos uma outra representacao para o espaco H*(R"™) por meio da
transformada de Fourier e provamos que, quando s € (0,1), esta repre-
sentacao coincide com aquela que foi dada por meio da seminorma de Gagli-
ardo. Analisamos também uma caracterizacao para o Laplaciano fracionario
em termos da transformada de Fourier.

Definigao 1.6. Para cada ¢ € S(R") a transformada de Fourier estd bem
definida e é dada por

1
(2m)2

3(6) = F(p)(©) == / () da

Assim definida, a aplicagao F : S(R") — S(R™) é um isomorfismo, ver [8,
Chapter 4], cuja inversa é dada por

o(z) 2n)?

/ (e de. (1.9)

Juntando as duas férmulas anteriores, temos que

1

o) = g [ oS Fele

16



Até verificarmos que as defini¢gbes sao equivalentes, vamos usar a notagao
temporaria H*(R™). Definimos

~

)= {rem) [ arigifiore <o) ww)

Uma observacao a ser feita é que, diferentemente da defini¢ao via seminorma
de Gagliardo, essa defini¢ao faz sentido para s > 1. No préximo resultado,
estabelecemos uma relagao entre o Laplaciano fracionario e a transformada
de Fourier.

Proposigao 1.7. Para s € (0,1) e u € S(R"), tem-se
(—A)*u=F! (|§]2s]:u).

Demonstracao. Nesta demonstracao, por simplicidade, denotamos tempora-
riamente £ = (—A)°. Queremos mostrar que a funcao M : R” — R dada
por M (&) = [£|* satisfaz

Lu=F N (M(F(u))). (1.11)
Iniciamos verificando que se u € S(R™), entao

u(r +y) + ulx —y) — 2u(x)
ly["+2s

c L'(R" x R™). (1.12)
De fato, usando que a derivada segunda satisfaz |D?u(x)| < %, visto
que u € S(R™), temos

u(z +y) +ulr —y) = 2u(x)] _ |Ju(z+y) +u(z —y) - 2u(z)] )
|y|n+28 — |y|n+2$ XR”\Bl(O) Y

X B (0) (v)

2
+ sup |D U‘W

Bi(z)

u(z +y) + ulz —y) — 2u(z)|

n XBj1(0) (v) )

‘y’n+25—2(1 + ‘x’n—i—l)

17



Isto implica que, para qualquer ¢ > 0,

lu(z 4+ y) + u(z — y) — 2u(z))|
/n Rn |y|n+2s do dy

/ / lu(z +y) +u(z—y )—2u(a:)|dxdy

‘y|n+25

oY) =2
/ / u(z +y) +u(a:+2 Y) u(z)| dudy
R\ B, (0) /R |y|t2s
1
<C/ ’y‘n—‘,—Zs 2/ 1+ |z[rtT dz dy

/ / u(z+y)+ulx—y )_zu(x)‘dxdy
R\ B, (0) JR" |y|t2s

Agora, resta estimar cada um destes termos. Para isso, observe que

1 / 1 1
dxdyg/ / 1dxdy
/Be(o) |y 2572 Jgn 1+ [z H] B.0) [Y"%72 [, (0)

1 1
B.(0) "2 Jgo gy (o) 12"

< +00.

Para majorar o outro termo, note que

[ule +y) + u(e — y) = 2u(a)| _ [ulz +9)] + fu(e — y)] +2u(z)]
ol |

i

Lembrando que u € S(R™), obtemos

Iy RS A ETETE
R™\ B, (0) JR™ |y|mt2s
=3

_— u(r +y)|drdy

/R"\B |y|nt2s R”‘ ( )
1
+/ / u(x —y)|dxdy
R\ B, (0) |y R"‘ ( )

1
+ 2/ / |u(z)|dr dy < 400,
’Re\B.(0) [Y["T25 Jgn

o que mostra (1.12). Em seguida, podemos usar o Teorema de Fubini para
mudar a ordem de integragao em y com a transformada de Fourier em z.
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Portanto, podemos aplicar a transformada de Fourier na variavel z em (1.11)
e obtemos

F(Lu) =

- / e T Lu(x) de
(271')5 Rn

_ Cn,s / e_ig.x/ u(m + y) + u(x - y) - 2f(x) dy dz
1

2(27_‘_)% ‘y’n+25

Cn,s

T T el u(x —y) — 2u(z))dx
B 2 /]R” |y’n+25(2ﬂ.)% /n ( ( +y)+ ( y) 2 ( ))d dy

cns [ Flu(+y) +ul—y) —2u)
- n+2s dy
2 Jrn Y

Por propriedades! da Transformada de Fourier, temos que

Flul+9) +ut =) =)
e dy=(F(©) [

Ainda, como €% + e~%Y = 2 cos(£ - y), temos que

elgy _'_ e_ig'y i 2
’y|n+2s

dy.
R"

n

F(w) = —gens | Sy (Fu)(©

1 2 cy) — 2
= _§Cn,s /n Coslz(j-n_i_yzz dy (FU) (5)

~cne | L= o5 9) gy (Fuy(e).

|y |2

Assim, para verificar que F(Lu) = M (&)(Fu)(§), basta provar que

1 —cos(¢ - y) 1%
—2dy = —=>——. 1.13
/n y|n 2 Yy Cns (1.13)
Para isso, notemos que se ¢ = ((1,...,(,) € R™ estd préximo da origem,

entao (; proximo de 0, e pela Formula de Taylor com Resto de Lagrange
que:
2 2
— 1
1 — cos(G1) < ISy < <l <

|<‘|n+23 — |<‘|n+23 — |<‘|n+23 — |<‘|n+2872'

'De fato, usamos linearidade e o fato que

ety

FUC+y)E) = CoRE /n eI f (2 4 y) da = SVF(f() ().
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Logo, devido n + 2s > n, temos

1
/ mcn—()i(fl) d( é finita e positiva.

Agora, considere a funcao I : R” — R definida por

[ 1 cos(e )
](5) o /n |€|n+2s d

Verificamos agora que I é invariante por rotagao, isto é, I(£) = I(|¢|e1) onde
ep = (1,...,0) é o primeiro vetor da base canénica de R". De fato, para
n = 1 temos que e; = 1. Assim dado £ € R temos as duas possibilidades a
seguir:

1) Se |£] =&, entao a igualdade I(|€|e;) = I(£) é imediata.

2) Se [¢| = =&, utilizamos que a fungao cosseno é par e segue que
01— cos(l¢] - y)
Ilen = 106 = [ =0

:/ 1—cos(—§-y)dy :/ 1—cos(§-y)dy 1),

|y|nF2s |y |2

Agora, para o caso em que n > 2, considere uma rotacao R para a qual
R(|€|e1) = € e denote por RT sua transposta. Fazendo § = RTy, temos

1(6) = / n Locos€y) g / L= cos(R(gler) -y) ¢

’y|n+2s |y‘n+2s

[ LmeellElen W) o, [ 1ol 9,

‘y|n+25 ‘g|n+2$

= I([¢]ea).

Por fim, calculamos

1) = I(lglen) = [ 1= cos(([€ler) -9) 4, [ 1 cos(lEln) 4

R |yl |yl
o),
IS, I (e Cn,s
onde na pentltima igualdade utilizamos a mudanca de varidveis ( = [{|y e ¢, 5 € a
constante definida em (1.5). Isso prova (1.13), o que conclui a prova. O
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A grosso modo, a proposicao acima caracteriza o operador laplaciano
fracionario a partir da transformada de Fourier, tomando a poténcia s no
multiplicador associado ao operador laplaciano cldssico. De fato, usando a
transformada inversa de Fourier dada em (1.9), temos que

—Au(z) = —A (F ')

= (@ L w)

1 2 1 x/\
= Gy, 6P
~H(lElPace))

assim, o laplaciano classico atua no espago de Fourier como um multiplicador
de J¢[*

A seguir, provamos que, quando s € (0, 1), definir o espago H® através
da seminorma de Gagliardo é o mesmo que defini-lo via a transformada de
Fourier.

Proposicao 1.8. Seja s € (0,1). Entdo, o espago de Sobolev fraciondrio
H*(R™) coincide com H*(R™). Além disso, para todo uw € H*(R"),

2

€17 | Fu(&)]* de, (1.14)

[U]%S(Rn) =
]Rn

onde ¢, s € a constante definida em (1.5).

Demonstracdo. Considerando z = x — y e usando a Formula de Plancherel
[8, Chapter 4], temos que

’2
HsRn /n/n ]x—y]””s dzdy

/n / Ju(z Jr’Zz/‘n;SU(y)lg dz dy
/n/ lerj?_U(y)
:/ u(z + ) — ()
:/n

dydz

2

dz
L2(R)

()
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Agora, utilizando (1.13) e a propriedade de translacoes da transformada de
Fourier, temos que
u(Z —+ ) — u() /‘ / |€z§z o ,
: dz= ded
/" d < |z|2F* ) 2(Rn) T n on |Z|n+23 | Fu(§)]”dE dz
_ — cos(§ ) )
=2 /,L /n ’z|n+25 |fu( )| dz dg

—2/ | Fu(é)? Mdzdé’

Rn |z |n+2s

2

(Il de,

R

0 que termina a prova de (1.14). Agora, para provar a equivaléncia entre as
definigoes, relembre que

H*(R") = {u € L*(R"); [u)3+(zn) < 00}

AR = {ue P [ (14 IgaoPdE <o)
Rn
Sabemos ainda que dada uma fungao v € L*(R"™) pela Férmula de Plancherel

||]:UH%2(R”) < oo. Utilizando (1.14) e para u € H*(R"), temos

[Wlfs @y < 00 = (Ifl%)l (O d¢ < 0

= W(+EWH(N%£<w.

Isso prova que as defini¢oes de H*(R™) e H $(R™) de fato coincidem. O

Finalmente, na proxima proposicao, conclui-se a relagao entre o Laplaci-
ano Fraciondrio e o espago H*(R").

Proposigao 1.9. Para s € (0,1) e u € H*(R"), temos

A)s/?

[Uﬁ{s(mn) =2¢, 3 [I(— UH%%R")‘
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Demonstracao. Pela a formula de Plancherel e as Proposicoes 1.7 e 1.8, temos

(= A)*ull32gny = 1F(—A)*?ul|72@n
= 11" Ful| 72 @ny

— [ lePiFap

Cn,s
= — s(R)- [
9 [U]H (R™)

1.4 Exemplos

Nesta tltima secao, apresentamos dois exemplos explicitos, retirado de Bu-
cur, Valdinoci [4, Sections 2.4 e 2.6] que envolvem o Laplaciano Fracionério.
No primeiro caso fornecemos um exemplo de uma funcao que é s-harmonica
em R, = (0,00) e no segundo caso um exemplo de uma fungao cuja o laplaci-
ano fraciondrio é constante na bola. Esperamos que esses exemplos ilustrem,

em particular, que nao é trivial trabalhar com o operador nao local (—A)®.

1.4.1 Uma funcao s-harmonica

Definimos w : R — R por

ws(z) == 2% = (max{z,0})".
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O objetivo desta segao é calcular (—A)%w,. Nds vamos mostrar que

—cslz|™F sex <O, (1.15)
0 se x > 0,

vﬂwum={

para uma constante adequada cs > 0. Em particular, w, é s-harmonica em

Notamos inicialmente que, por um calculo direto,
1 d
2w, (x) = |z|* — |x|*T 1.16
wy(w) = [o + — = (1.16)

Em seguida, queremos aplicar a Transformada de Fourier em ambos os lados
de (1.16). Utilizando a transformada dada em [4, pps 139-140] para a fungao
|z|9, temos que

F(|z|?) = Colel™, (1.17)
onde -
C, := —2(2m)"Y?I(1 4 ¢) sen (7(1) com ¢€R\Z,
e I'(1 + q) = ¢!, onde I' é a chamada fungdo Gama. Podemos reenunciar

(1.17) em termos da transformada inversa como segue:

FHE) = =— (1.18)

onde ¢ € R\ Z. Aplicando (1.17) em (1.16), temos que

2 (w,) = Fllal") + o F(lal)
i€

= C,|é75 + ]

Cs+1 |€’7278'

Logo, multiplicando ambos os lados por |£]:

iCerlg

2 25‘/—_- ) = Cs —1+s
€25 F () = Colel 1+ S22t

19
Agora, utilizando a propriedade da derivada da transformada de Fourier,
temos

—1 2s _ —1 —14s ﬁi —1 —2+s
2F g F(w,) = CF (g + T2 S F (g, (L19)
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Agora, para continuarmos, vamos precisar da representacao para JF1(|£|?)
dada em (1.18) para as poténcias ¢ = s — 1 e ¢ = s — 2, respectivamente.
Isto é, vamos usar que

C1pesety _ 1T70 N )
(€)= Z— e F (e = F—.
Utilizando isto na conta acima, segue que
e F () = o faf 4 St L
C_S s+1 dx Ch_s (1.20)
_ CS ‘xyfs + l1—s CS-H:C |x’flfs ‘
n C_S 1 + s Cl—s ’
Afirmamos que as constantes C, satisfazem a seguinte relagao
1—s Cs C
2 (1.21)

1+s Ciy C
De fato, por propriedade da funcao Gamma, temos que
F'2+s)=0+s)I'(1+s) e T'(2—s)=(1—-sI(1—s).
Lembre que a funcao seno satisfaz

1 —1

e usando ainda que a funcao seno é impar, temos que

1—s Con  1—3s 2(2m)V2(1 4 s)['(1 + s) sen
L+s Ciy 145 902r)-1/2(1 — §)T(1 — s) sen

(1 +5)
S I(1-s)

/ N\|/
3 3
L~

o

=

— [N

Por outro lado, temos

Cy  (—=2)@2m)'PT(1 4 s)sen (3)

C_o  (—2)(2m) /2 (1 — s) sen (=£2)
I'(1+s)
CI(1—s)
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e disto concluimos o afirmado em (1.21). Por fim, substituindo (1.21) em
(1.20) e utilizando a Proposigao 1.7, temos

Cs

2(—=A)’wy = e (||~ = z|z| 7). (1.22)
Assim, para x > 0, segue que (—A)*ws(x) = 0 e, para = < 0, temos que
(—A)ws(x) = —cg|lx|™®, onde ¢5 = —CC— Note que CC_S é negativo e a

escolha do sinal foi para termos ¢, > 0. Portanto,

(—A)wa(z) = {O, sex >0

—cilz|™5, sex <O

Em particular, w, é uma fungao s-harmonica na semi-reta {z > 0}. O gréfico
do Laplaciano fracionario de wy é o seguinte:

1.4.2 Laplaciano fracionario constante em uma bola
Calculamos agora o Laplaciano Fracionério da seguinte fungao
u(e) = (1 - [2*)}.

Vejamos que, em Bi(0), tem-se

(—A)u(z) = %B(s, 1-s), (1.23)

onde B é a funcao Beta especial dada por
1
B(a,8) = / (1 — )P de.
0
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e w, ¢ o volume da bola unitdria em R". Iniciamos fazendo o caso n = 1.
Observando que u(y) = 0 para qualquer y € (—oo, —1)U(1,+00) e z € B;(0),
temos

EARTC N T RV - B

C1s o 7=yl 1|z =yt

[,

1 |[L’ _ y|1+23

—1 o)
+(1—x2)i(/ ool 2y o+ [ |x—y|-1-28dy)
—00 1

_ [ ule) —u(y) ey L) ()™
a /_1 |z — y|t+2s dy +(1 )% 25 '

(1.24)

Um célculo longo, mas direto, mostra que para x € B;(0), tem-se [4, Equation
(2.42)]

PV/JEEL:EQLMJZBO-SJ}-Q-%%ﬂ-u+xy&+u_xyi

Lo =yt 25
(1.25)
Portanto, por (1.24) temos
(—A)*u(z) = c1sB(1 —s,s). (1.26)
Para o caso n > 1, consideramos = = (0,0,...,z,) com 0 < z, < 1. Mu-

damos para coordenadas polares y — x = th, h € 0By et > 0. Temos
que

CAru) _py [ 0B 0Py,

c r — qy|nt2s
S g 20
= / (PV/ ) dt | dh.
2 JoB, R ]t 2
Fazendo agora a mudanca de varidvel t = —|z|h, + 7+/|hnz|2 — |72 + 1 entdo

dt = \/|hnx[> — |z|> + 1d7, onde h,, é a tltima coordenada de h e notando que

1—|z+ ht|2 =(1- 7')2(1 — |ar:|2 + |hnzrr|2).
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Assim, temos

PV (1—|2*)* = (1 — |& + ht|*)® a
R |t[1+2s

1— 2\s __ 1— 2\s h 2 2 1)$
—py [ G = C T et — it o = oP + e
R ‘_’$|hn+\/‘hnx|2_|m|2+1‘
5 3 1+2s
Pv/wl—ums—u—f%wmﬁﬁ |2 +1)* QAMﬂ MI+Q
® | = |zlhn 4 P — 2P 1T (Ihnz|? = |z> + 1)*
(1=]e]?)° = (1=72)* (|hna|—|z[>+1)*
(hnaP—[z+1)°
/ ‘f|x\hnz|2+f | |2 — \x|2+1‘1+23

Va2 (2241

dr

JzPR2 2
mm2m%1 — (=77
=PV T ’14-28 dr

T Ve —[alP 41
_ —1< A)S_ |l"h
Va2 = [z]2 +1

= B(1 —s,s),

onde @ é a funcao unidimensional que ji sabemos ter Laplaciano constante por
(1.26). Agora, a partir de (1.27), concluimos que

—A)® 1
w:, B(1 — s, s)dh.
Cn’s 2 0B,

Portanto,

0 que termina a prova.
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Capitulo 2

O Laplaciano Fracionario e o
Problema de Extensao

O objetivo deste capitulo é relacionar o Laplaciano Fraciondrio com um problema
de extensao, a saber,

{div(y“Vu(J:,y)) =0, emR"xRT, (2.1)

u(z,0) = f(x), em R",

onde f € H*(R") ea € (—1,1). A solugao deste problema de Dirichlet é chamada
de uma extensao s-harmonica de f.

Nés comegamos o capitulo apresentando uma solu¢ao fundamental para (2.1).
Dali, na Secao 2.2, obtemos uma férmula de Poisson para o problema de extensao.
Em seguida, mostramos que solugoes de (2.1) podem ser obtidas variacionalmente.
Por fim, na Segao 2.4, apresentamos a caracterizagdo de (—A)®f em termos da
solugao u de (2.1), ver (2.62).

2.1 Solugao Fundamental

Nesta secao o objetivo é encontrar uma solucao fundamental para a equacao
div(y*Vu) = 0. (2.2)

Para motivarmos as defini¢oes, abordamos as mesmas questoes inicialmente para
a equacgao de Laplace. A solucdo fundamental do Laplaciano ja é conhecida na
literatura cléssica [8]: é a fungao ¥ : R™ \ {0} — R dada por

1 1

V@) = o T e a2

(2.3)
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onde w, é o volume da bola unitaria em R™ e n > 3. Isso significa que a funcao ¥
definida em (2.3) satisfaz

— AV = —div(VV¥) = §p em R", (2.4)

onde Jy é a medida delta de Dirac em R™ definida por:

1 E
so(B) = e Vel (2.5)
0,se 0 ¢ FE,

onde F C R™ mensuravel. Em termos de integrais, para qualquer 7, temos
[ nla) dsa(a) = n(0). (26)

Inspirados por (2.3), conjecturamos que a funcio ¢ : R"*1\ {(0,0)} — R dada por
1 1
(n+1)(n — Dwpir (/]2 4 y2)n—1+e’

é um bom candidato para solugdo em (2.2). Observe que no caso de a = 0, tem-se
(2.3) para R"1\ {(0,0)}.

P(x,y) = (2.7)

Teorema 2.1. Seja u: R” x Ry — R definida por

—n+l—a
u(,y) = (2* +y°) 7, (2.8)
Entao, u € solucao da equacgdo
div(y*Vu) =0 em R" x Ry, coma € (—1,1). (2.9)

Demonstragao. Notemos inicialmente que

onde

Com isto, temos que
n
: a a a—1 a a a
div(y*Vu) = Zy Ugy, + 0Y" Uy + Y Uyy =Y (Axu + ;uy + uyy> . (2.10)
i=1
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Agora, mostremos que u resolve (2.9) mostrando que
a
Agu 4+ —uy + uyy = 0. (2.11)
Yy
De fato,

—1l-n—a

Uz, = (1= n—a)a; (|2 +y*) 2

Com isto, temos que

2 2 —1—n—a
Uiz, = ((1 —n— a)$2(|x| +y ) 2 )x

_ 1— —n—a— 1Dx2?
= ( n+ n-&ill |:( z 2a Q)xz +1:|
(|22 + 32) "3 (lz[* + y?)

e entao

Axu:Zuwm

i=1
_ _ e 2
(—n+1—a) [( n—a—1)x| +n]

(Je2 +y2) =5 L (2l +92)
Por outro lado, temos

na1—
a _ a(—n + a)

v (e 4y

e
(—n+1—a) [(-n—a—1)y?
Uyy = ntatl 2 2 +1
(|22 +y2) == (lz* +92)
Logo,

a (—n+1—a) [(—n—a—1)|x\2 ]
Azt + —Uy + Uy = — +n
T y Y vy (|x‘2 +y2) +2+1 (|x|2 _|_y2)
a(-n+1—a)
(Iof? +42) "5
(—n+1—a) [(-n—a—1)y?
n+a+1 2 2 + 1 °
(lz2+92) 2 L (2P +9?)
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Por fim, colocando em evidéncia os termos com mesmos expoentes, ficamos com

(nt+l-09) —n—a—1)+n+1]+
o+ | S

—-n+1—a
( n+a11 [n—a—14+a+n+1]
|22 +y?) 2

a(-n+1—a)
(l2f2 +y2) =5

a
Agu+ guy + Uyy =

T
—0

2.2 Formula de Poisson

Buscamos uma solugao para o seguinte problema

{Awu + %uy +uyy =0, emR" xRy, (2.12)

u(z,0) = f(x), em R",

equivalente a (2.1), onde f € H*(R") e a segunda igualdade deve ser compreendida
no seguinte sentido:

lirr%)u(a:,y) = f(x). (2.13)
Y—

Para tanto, devemos notar que apesar de u dada por (2.8) satisfazer a primeira
igualdade de (2.12), ela nado satisfaz a segunda igualdade. Para obter uma solucao
de (2.12), vamos primeiro encontrar uma solugao 4 da primeria igualdade de (2.12),
mas que além disso cumpra a relagao

lim a(z,y) = do(x). (2.14)

y—0

Assim, o limite dado em (2.14) é para ser considerado no sentido de medidas, isto
é, para qualquer n € S(R™), temos que mostrar por (2.6) que:

lir% n(z)u(z,y)dz = n(0). (2.15)
y=U JRrn

Para isto, primeiro verificamos que
U)(:I}, y) = yauy(xa y) (216)

é solucao da equacao
Ayw — gwy + wyy = 0, (2.17)
Y
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que é a chamada de equagao conjugada de (2.10). De fato,

a a (ay®
Ayw — wa + wyy =y (Azu)y — 5 <yuy + y“uyy>

a a

Y ay
+ala—1)=u, + —u
g2 Ty

ay®
+ Tuyy + Y uyyy-

Organizando os termos correspondentes, obtemos

a? a a(a — 1)uy

a
Uy — —Uyy + 5 + 2§uyy + uyyy)

a
Azw — —wy +w :y“<(Au) -
@ gy Wy Wy =y ” Y

e finalmente, temos que
a a a
Ayw — gwy + wyy = y*(Agu)y — ?Uy + ;uyy + Uyyy

a
::ya (ZXZU'+'y1%/+'Uyy>

=0.

Y

A partir de agora, para cada a € (—1, 1), passamos a denotar a fungao u dada no
Teorema 2.1 por

l-n—a

Lo(z,y) = (2" +94°) 2,

de modo que (observe a mudanga de sinal)
(z,y) — y "yl a(z,y) (2.18)

é solucao da equagao (2.17) pelo o Teorema 2.1. Afirmamos que

l1-a
. _ _ Yy
lim n(z)u(x,y)dx = n(0), onde u(z,y) = —. 2.19
Y 0 Rn ( ) ( ) ( ) ( ) (‘1"2 yz) 1+2 ( )

Assim, para € > 0, devemos encontrar § > 0 de tal forma que:

(z,9)] <0 =

l—a
/n n(z) (aP? j_lyQ)“"‘“ dz —n(0)] <e. (2.20)

2
Como 7 é continua, existe um §; > 0 tal que:

|z1 — 20| < = |n(z1) —n(0)] < g, onde x; € R™.
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Assim, temos

yl—a
T radr —n(0
[ )t )

Logo,
yl—a
/ (@) = n(0))————poda | <K + K,
" (Jz[* +y2) 2
onde X
y —a
Ky 22/ (n(z) —n(0)) i da (2.21)
" (lel? +y2) 2
(S
ylfa
Ko = [ () = n(0) —_— (2.22)
" (lz> +y%) 2
Notemos que
l—a
€ y €
Ki<‘/ dr = 2.23
2 Jan (a2 2 22

Além disso, se
01
lz1] < 5 © ly| > 1,
temos

01 1
[ < ly — 1| + |21 < |y — =1 Ty <ly— x| +§|y!.
Ou ainda,
1
ly — a1l = Syl
Agora, devido n ser limitada, temos

1—a

Y
Ko < 2l peqey | s
By (20 (22 +92) 3

Com isso,

_ 1
Ky < 2|nllpee@nyy’ a/ e dz
R™\Bs, (o) (|2|? + [y|?) 2

1
2l e ey~ / B
(R™) R"\Bgl(:to) |$’n+1 a

1
22 ey [ e
(R™) R”\351 (o) ’x‘n—i—l—a

IN

IN
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Por n+ 1 —a > n, temos

/R"\Bgl - WL_lH_a dz < oo. (2.24)
Portanto,
lim 2n+2a”77HLoo(]Rn)y1a/ % dz = 0. (2.25)
y—0 R\ By, (10,0) [Z"F
Ainda, de (2.25), existe um d2 > 0 tal que:
1 €
<8y — ontloayl-a /R"\Bgl(xo,o) FCaEs d < . (2.26)

Por fim, considerando § = min{d1, d2} e utilizando (2.23) e (2.26), temos que

ylfa
x mi—adz —n(0
[ a0

Agora, é possivel encontrar uma férmula de Poisson, como passamos a discutir.
Denotamos

<€ (2.27)

1—a

Yy
P1(:c, y) = ntl—a >
(lz2 +y?) =

Chamamos Pj(x,y) de Nicleo de Poisson para a equagao (2.12).
Afirmamos que:

/ Pi(x,y) dw:/ Py(x,1)dx, para todo y > 0. (2.28)

De fato,

ylfa ylfa
Pl (l‘, y) dl’ = / n+l—a dl‘ = / n+l—a d:l:
B e (Jof2 + )™ nyre(ER 1)

—n
= / y n+l—a dx
R (|22 + 1)

Ainda, fazendo a mudanca de variavel z = %, temos dzy"™ = dz. Logo,

y " y " n 1
e do = —— Ly dz = e gl £
R (|22 +1) 2 R (|22 41) 2 R™ (|22 +1) 2

35



Renomeando z por z, segue o afirmado em (2.28). Note também que

Py(z,y)dz < oc.
R

De fato, pois por (2.28), temos

);
/npl(xﬂy) dx = / |$’2+12 1+n a d.’l:

1 1
= 14+n—a dx + 1+n a dx
R*NB1(0) (|z|2 4+ 12)" 2 R™\B1(0) (|x]2 + 12)

Ainda, como W é continua, temos que a primeira integral do lado direito
z|4+1 2
¢ finita. Para a outra integral do lado direito, temos
1 1
e do < TTTrn—a dr < oo, (2.29)
Re\B1 (0) (|[2 4+ 12) " 2 R\ By (0) 7]

poisl+n—a>n.
Assim, podemos normalizar P; de modo a ter integral um fazendo

1
Pl(l',y) de =

€ P($,y) :Cn,apl(‘rvy)
Rn Cn7a

de tal forma que
/ Pla,y)de = 1. (2.30)

Consideramos, em seguida,
u(z,y) = . Pz — & y)f(§)dE. (2.31)

Mostramos agora que u definida em (2.31) é a funcao que estamos procurando
para resolver o problema (2.12).

Teorema 2.2. A fun¢ao u definida em (2.31) resolve o problema (2.12). Considere
u limitada e continua em R".

Demonstragao. Ja sabemos que P(x,y) satisfaz a primeira igualdade de (2.12),
pois P(z,y) é multipla de w dada em (2.18). Disto, mostremos que u também
satisfaz a primeira igualdade de (2.12). De fato,

un o) =iy [ (Plo—¢+ten) ~ Pa- 6O (232

t—0 t
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Diferenciando sob o sinal de integral, obtemos que

un(@.9) = [ Pulo—€)(€)de (2.33)

e, analogamente, para as demais derivadas de u, podemos passar as derivadas para
P. Assim, temos

A:vu + guy =+ Uyy = / <A:L"P('r - §7y) + %Py(l‘ - gvy) + Pyy(l‘ B g’y)> f(£> df

Rn
=0.

Falta mostrar ainda que u satisfaz a segunda igualdade de (2.12). Provamos entao
que, dado zg € R", tem-se

lim  wu(z,y) = f(xg). 2.34
L m () = fa) (234

Para € > 0, devemos encontrar > 0 de tal forma que:

|z —x0l <6 = |u(z,y) — f(zo)| <e. (2.35)
Como f é continua, existe um d; > 0 tal que:

€ —aol <o = 1)~ J(@o)| < 5.

Usando que

[ Pa-cwa-1.

temos
lu(z,y) — f(wo)| = P(x — &, y) f(§)d€ — f(=o)
R (2.36)
-| [ P - €m0 - st ae].
Logo,
lu(z,y) — f(zo)] < J1 + Ja,
onde
Iy = / P(z— & y)I(€) — f(wo)] d (2.37)
R™NBs, (z0)
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ai= [ Pz — & y)|£(€) — f(wo)] de. (2.38)
R\ Bs, (z0)
Notemos que
Jy < ;/n Plx—¢€,y)dé = % (2.39)

Além disso, se
01
|z —20)| < 5 © € — xo| > 61,
temos

01 1
|§—$0|S|§—$|+\$—UC0\§\§—$’+§§\§—$\+§\§—$0|-

Ou ainda,
1
1€ — w0l < Jé — al.

Agora, devido f ser limitada, temos

T2 <2y | P(e - £&,y)de.
Rn\Bél(x07O)
Com isso,
., 1
Jo < 2HfHL°°(R")Cn,ayl / = d€
R™\Bs, (z0) (o — &2 + |y|?) 2
1
< 9fl oo Cray = / e
22 e R\ Bs, (x0) [€ — €M1

IN

—a —a 1
2n+2 ||f||L°°(R”)Cn,ay1 / df

R\ Bs, (x0) [T0 — &[" 170

Por n+1—a > n, temos

/ e (2.40)
R

"\ By, (z0) [T0 — &1

Portanto,

‘ B B 1
lmg 22 e Coa' [

———d¢=0. 2.41
R\ By, (20,0) |z — £nti-a £ ( )

Ainda, de (2.41), existe um d2 > 0 tal que:

1
|y‘ <oy = 2n+laCn,ayla/

€
———df < - 2.42
R\ By, (0,0) [T0 — glnti-a : 2 (242)
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Por fim, considerando § = min{d;, d2} e utilizando (2.36), (2.39) e (2.41), temos
que
u(z,y) — f(xo)| <e. O

A fim de determinar a relacdo entre a solu¢do de (2.1) e o Laplaciano Fra-
cionario consideramos o seguinte problema:

{Amu + 2%,, =0, em R"” xRy, (2.43)

u(z,0) = f(z), em R,

cuja equacao na forma nao divergente é equivalente a equagao (2.9). Fazendo uma
mudanca de varidvel

1—a
y(z) = (1 —a)zT-« de forma que z(y) = (1 g a) : (2.44)

Temos entao a equagao equivalente a (2.11):
Azu+ 2%, =0 em R"™ xR, (2.45)

onde @ = —2a/(1 — a), ou seja, apés a mudanga de varidvel em (2.11), temos a
equacao na forma nao divergente (2.45) que é equivalente a (2.11). De fato, se u
satisfaz (2.11), considerando a mudanca de varidveis (2.44),

w(@,y) = u(z,y(z)) = ;ZU(WJ(Z)) = uy(z,y(2)) - ¥'(2).

Como y/(z) = 274, assim

g;U(w,y(z)) = (uy(x’y(z))zliaL

2a

= (. y(2) - 2 (e y(2) (275

2a

= uyy(z,y(z))z1-2 -l-uy(:c,y(z))( a )Zlfa—l

1—a
2a a 2a—1
= Uyyzl=e + 1= Uyz 1=a .
Logo, segue que
_2a_ a 2a—1
Uz = Uyy2 -0 + Uy (1 a> z1-a, (2.46)
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Multiplicando (2.46) por 2z

a _ 2a 2a a 2a—1
MUy, = oz 1o | uyyzloe +uy T z 1-a

1
+ a)
= u uy | — ).
A
Ou seja,
2Ny = Uyy + uyg. (2.47)
Y
Logo,
Azu+ 2%y, = Agu + uyg + Uyy = 0, (2.48)
Yy

pois u satisfaz (2.11). Portanto, vale (2.45).
Para obter uma solucao fundamental e resolver o problema (2.43) , basta con-
siderar

p(xwz)zcna z

’ ntl—a

2
(I + (1 = aplef)

(2.49)

como sendo o ntcleo de Poisson de (2.43).

2.3 Funcional Energia

Nossa meta agora é caracterizar as solugoes da equagdo (2.2) como pontos de
minimo de um funcional energia. Essa caracterizagao nos permite aplicar técnicas
relacionadas ao calculo das variacoes com a finalidade de obter uma relacao entre
o Laplaciano Fraciondrio e solucoes de (2.2) de forma mais intuitiva. Conforme
feito na secao anterior, como motivagao heuristica, tratamos primeiro o caso do
Laplaciano. Este é o conteido do préximo teorema, conhecido como Principio de
Dirichlet.
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Teorema 2.3. Considere uma solu¢io u € C*(R™ x Ry) continua até a fronteira
do sequinte problema

{—Au =0, em R™ x Ry, (2.50)

u(z,0) = f(xz), emR"

onde f € S(R™). Suponhamos que

A= {we C*(R™ x Ry ) : w(z,0) = f(xz) em R"™ e /

|Vu|? dz dy < oo}
R xRy

o conjunto das fung¢oes admissiveis € nao-vazio. Entdo, u € A € solugao de (2.50)
se, e somente se, € minimo do funcional J : A — R definido por

J(u) :/ |Vu|? dz dy. (2.51)
RP xRy

Demonstragao. Seja u uma solucao de (2.50) e w € A. Mostramos primeiro que
u ¢ minimo de J. Note que da igualdade de (2.50), tem-se

Au- (u—w) =0.

Agora, integrando em R"™ x R, temos que

/ Au- (u—w)dedy = 0.
R"XR+
Utilizando as Identidades de Green

0:/ Au-(u—w)dxdy:—/ Vu-V(u—w)dedy+ @(u—w)d$
R™ xRy R™ xRy rn OV

onde v é o vetor normal exterior ao hiperplano R™ x {0} Cc R*"!. Como u = w
em R" x {0}, temos que

ou
_ — d =
. 8y(u w)dr =0,
ou seja,

/ |Vu|?dzdy = / Vu - Vwdzdy.
RnXR+ RnXR+

Ainda, utilizando as desigualdade de Young, tem-se

1 1
/ Vu-Vwdrdy < / Vu|2dxdy+/ |Vw|? dz dy,
R xR, 2 JrrxR, 2 JrRrxR,
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ou seja,
/ |Vul|? dzdy < / |Vwl|? dz dy
RnXR+ R"XR+
Portanto,
J(u) < J(w). (2.52)

Provamos agora a reciproca. Seja v minimo de J. Considere ¢ € CF(R" x Ry ) e
h: R — R definida por

h(t)zJ(quw):/Rn . ([Vul? + 2tVu - Vo + t*|V¢|?) dzdy.

A funcao h estd bem definida, pois ¢ tem suporte compacto. Agora, diferenciando
h em relagao a t, temos que

B (t) = 2/ Vu - Védrdy + 2t/ V|2 dz dy.
RP xRy R xRy

Ainda, como u é minimo de J, entdao 0 é ponto critico de h. Logo, h'(0) = 0, ou
seja,

/ Vu-Vodzdy = 1h’(O) =0,
R" xR, 2

donde
0= / Vu-Veodrdy = — / PpAudz dy. (2.53)
RP xRy R? xRy
Por fim, como ¢ € CZF(R™ x R) é uma funcao arbitréria, temos que
Au =0
em R” x Ry. Portanto, u resolve (2.50). O

Na prova do resultado anterior, verificamos na realidade, que qualquer ponto
critico do funcional J é uma solugao de (2.50). Em outras palavras, temos o
seguinte como consequéncia imediata.

Corolario 2.4. Se uma funcdo u € C*(R™ x R.) é um ponto critico de J, entdo
resolve (2.50).

Agora, inspirados pelo Teorema 2.3, para cada a € (—1,1), consideramos o
funcional J, : C*>(R" x R;) — R dado por

Jo(u) = / y®|Vul*dzdy.
R"XR+
Observe que J, torna-se se J, quando consideramos a = 0.
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Teorema 2.5. Considere o sequinte problema

(2.54)

div(y*Vu) =0, em R" x Ry,
u(@,0) = f(z), emR",

onde f € H*(R"), a € (—1,1) ea =1—2s. Suponha

B = {w € C*(R™ xRy ) : w(z,0) = f(x) em R /

Y| VulPdzdy < oo}
RW‘XR+

o conjunto das funcdes admissiveis é nao vazio. Entdo, u € C%(R™ xR, continua
até a fronteira € solugio de (2.1) em B se, e somente se, é minimo do funcional
Jo 1 B — R definido por

Ja(u):/]R . Y| Vul?dzdy. (2.55)

Demonstragao. Seja u uma solugao de (2.54) e w € B. Mostramos que u é minimo
de J,. Observamos que se j,(w) = 400 para este w em B entdo nada had nada a
fazer. Suponhamos entao que J,(w) é finito. Primeiramente note que da igualdade
de (2.54), tem-se

div(y*Vu)(u —w) = 0.

Agora, integrando, temos que
/ div(y*Vu)(u —w)dzdy = 0.

RnXR+

Como u € H*(R™), utilizando a Identidade de Green

0= / div(y*Vu)(u —w)dzdy
RnXR+
=— / y*Vu-V(u —w)dzdy + lim Yy uy(z,y) (v — w)d z.
R xR y—=0 Jrn

Assim, devido © = w em R", temos que

lim Yy uy(z,y)(u —w)dz =0,

y~>0 Rn

ou seja,

/ y“|Vu|2dxdy:/ y*Vu-Vwdazdy.
RnXR+ RnXR+
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Ainda, utilizando as Desigualdades de Young, tem-se

1 1
/ y*Vu-Vwdzdy < / Y| Vul> dzdy + / y*| Vw|*d zd y,
R xR 2 JrrxRr, 2 JrrxRr,

ou seja,

/ Y| Vul*dady < / v | Vuwl|* dz.
RnXR+ RnXR+

Portanto,
Jo(u) < Ju(w). (2.56)

Provamos agora a reciproca. Seja v minimo de J,. Considere ¢ € CZF(R™ x Ry)
e g : R — R definida por

9(t) = Ja(u +ty) = / y® (|Vul? + 2tVu - Vi + 2| Vy?|) dzdy.
RHXR+

A funcao g esta bem definida, pois 1 tem suporte compacto. Agora, diferenciando
g em relacao a t, temos que

g’(t):2/ yaVu-Vz/Jda:dy+2t/ Y|V dady.
R xR, R

xRy

Ainda, devido u ser minimo de J,, entao 0 é ponto critico de g. Logo, ¢'(0) = 0,
ou seja,

/ y*Vu-Vipdaedy =0, (2.57)
R? xRy
donde temos
0= / y*Vu-Vipdady = —/ div(y*Vu)yp dxd y. (2.58)
RnXR+ RnXR+
Por fim, como ¢ € CX(R™ x R;) é uma funcao arbitraria, temos que
div(y*Vu) =0

em R" x Ry. Portanto u resolve (2.54). O

Por fim, terminamos esta secao provando a unicidade da solugdao do problema
(2.12). Para tal, devemos considerar que toda solugao de (2.12) é tal que

/ |Vul?y*dzdy < co. (2.59)
R"XR+
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Suponha que u e v resolvem (2.12) , entdo u — v é solugao de (2.12) para f = 0.
Assim, pelo Teorema 2.5, temos que u—v é minimo do funcional energia J, definido
em (2.55), logo segue que

/ ¥ |V(u—v)dedy =0 (2.60)
RnXR+

e com isto, concluimos que u = v.

2.4 A Extensao e o Laplaciano Fracionario

O objetivo desta secdo é relacionar a solucado de (2.1) com o Laplaciano Fra-
cionario. Fazemos primeiro, na Se¢ao 2.4.1, uma andlise via férmula de Poisson e
na sequéncia, na Secao 2.4.2, fazemos via transformada de Fourier.

2.4.1 Via Formula de Poisson

Para provarmos a relagdo desejada entre uma solugao de (2.1) e o Laplaciano
Fraciondrio, iniciamos considerando o problema dado em (2.43) que é equivalente
(2.12) e para resolver esse problema é suficiente considerar (2.49) como sendo o
nicleo de Poisson, e consequentemente a fungao u que resolve (2.43) é dada por

w(w,z) = | Pz —&2)f(€)d¢
o

que sera demonstrada no proximo teorema. Tal relacao serd util para provar a
desigualdade de Harnack (Capitulo 4 ) para a solugao do laplaciano fraciondrio
(=A)*f =0em B,.

Teorema 2.6. Seja u solugao de

div(y*Vu(z,y)) =0, em R" x R, (2.61)
u(z,0) = f(z), em R,
onde f € H*(R"), a=1—-2s e 0 < s < 1. Entdio
lim y%uy (2,) = C(—A)*£(2), (2.62)

y—0

Q

n,a

onde C' = — (ﬁ)ﬂl

Q)

n,s
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Demonstragcao. Devemos notar que

us(x,0) = lim u(@, 2) — w@,0) _ lim W (2.63)
Pela equacao (2.30), temos que
w0 = | [ - gar©ds 1)
— iy | [ Pa-gan@ac- [ Pe-garoa
1 -
= m [ P62 - f)de (2.64)
z—r Rn
Assim, utilizando (2.49), temos que
’LLZ(.Z',O) _ Cn,a 11_1;1(1) f(g) - f(l?) - e df
S CENEEEE )
e logo
_ f(€) — f(z)
uy(z,0) = Cp o PV o~ i d¢.
Assim, temos
Cna l-a
ux(2,0) = — 5 (=4)"= f(2). (2.65)
Portanto,
Cna s
uz(2,0) = — === (=A)"f(). (2.66)
Lembrando que .
Uy = (lia> yauyv
concluimos
lim oy (2, y) = C(=4)°f(2). O
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2.4.2 Via Transformada de Fourier

Alternativamente, também fazemos a prova do Teorema 2.6 utilizando a transfor-
mada de Fourier. Para fazer isso, provamos que os funcionais de energia corres-
pondestes coincidem, ou seja:

[P asdy = [ IR e (267)
R xR, Rn
onde K = I(¢) e ¢ é o minimo do funcional dado por

IW‘A (Al + &%) 4 dy.

Para estudar a equivaléncia desses funcionais, estudamos o seguinte problema de
valor inicial:

¢"(y) + 5’ (y) — Aoly) =0,
(0) =1, (2.68)
hmy%oo ¢(y) =0,

onde, a € (—1,1) e A > 0.
Teorema 2.7. O problema de valor inicial (2.68) tem uma Unica solugdo.

Demonstracao. Inicialmente garantimos a existéncia de solugao para o problema
(2.68). Consideremos o espago vetorial

x={oe oo [ Ol +167) " dy < oo
munido da norma
ol = [ (NP + 167) o
Esta norma provém do produto interno
@)= [~ v+ 0w dy,

o que torna X um espago de Hilbert. O produto interno (-, -) é continuo e

(6, 0) > ||9]>.
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Com isso, temos que (¢, 1) é coerciva. Agora, aplicando o Teorema de Lax-
Milgram, tem-se que existe uma tnica ¢(0) € X tal que

le(O)II* < [l]*, ¥ 9 € X. (2.69)
Considere o funcional I : X — R dado por

1(6) = /0 T NG+ 1¢/2) 5 dy. (2.70)

Agora, por (2.69), o funcional I possui um minimizante ¢(0) que é dinico. Logo,
olhando para a primeira variacao do funcional I, temos que, dado h € CZ (0, 00),

/OO (Ah + ¢'h) y* dy = 0. (2.71)
0

Ainda, utilizando integracdo por partes, temos que

/0 ¢Ih/ya dy — (z)/hya

—/0 (¢"hy® + ¢'hay®™') dy. (2.72)
0

Assim, combinando (2.71) com (2.72), tem-se

o0 o
/ ()\gby“ — ¢lay* ! — qﬁ"y“) hdy + ¢'hy*| =0. (2.73)
0 0
Note que
[e.e]
¢'hy| =0,
0
pois h tem suporte compacto. Portanto, temos que ¢ resolve (2.68). O

Fazemos em seguida a prova da equivaléncia dos funcionais de energia.

Lema 2.8. Suponha que u € solugio de (2.1). Se

/ |Vu|?y® dz dy < oo,
R"XR+

entao vale (2.67).
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Demonstragao. Inicialmente consideramos no problema (2.68), A = 1 e ¢ a unica
solugao do problema de valor inicial. Em seguida, consideramos A = [£? e o
problema de valor inicial:

¢ (y) + 5" (y) — 1EPe(y) =0,
©(0) = (&), (2.74)
limy 00 0(y) =0.

Pelo Teorema 2.7, também temos unica solugao para (2.74). Além disso, note que

~

F©)o(I€ly) (2.75)

é solugao de (2.74). Por outro lado, suponha que u(&,y) é uma solugao de (2.1) e

~

como a solugao ¢é tnica, devemos ter ¢ = f(§)o(|¢]y). Agora, como

U, (§,y) = (i&;)u(€, ),

Logo, temos

Uy, (&,y) = —|&1PU(E, y). (2.76)
Ou seja,
Au(€,y) = — g, y). (2.77)

Ainda, como u(&,y) resolve (2.1), e equivalentemente (2.12), temos
Rulgy) + m(6y) + (& y) =0,
o que implica
PG ) + S T(Ey) Ty (6y) =0 (2.78)

Sendo assim, para cada £ € R", a equagao (2.78) é uma equagao diferencial or-
dindria em y. Dessa forma, observe que u(,y), por (2.78) juntamente com o fato

que u(£,0) = f(&), resolve também o problema de valor inicial (2.68). Assim,
utilizando a unicidade do problema de valor inicial (2.68), segue que

~

u(&y) = f(&)o(IEly) = ¢(y). (2.79)

Note ainda que

(e e}
/ \Vul|?y® dz dy = / / (IVaul? + [uy|?) y* dy dz.
R7 xR, R~ Jo

49



Assim, pelo Teorema de Parseval,

[Py = [ [ (PR DP +TE0P) v dyd. (250)
Rm xR R JO
De (2.79) e (2.80), segue que

/ Va2 dy de = / / ERIFO (Ul + 16/ (€l)I2) 5 dy de.
Rn xRy R JO
(2.81)

Por fim, fazendo uma mudanca de varidvel § = ||y em (2.81),
[ vupyydo= [ JUROP [ (6@l + 16 @F) 7 dids. (282
R xR 4 R” 0
Combinando (2.70) com (2.82), obtemos
[ uPydyde=100) [ JePIfe)P s
R7 xR R”

0 que conclui a prova do lema. ]

Terminamos o capitulo utilizando a transformada de Fourier e a equivaléncia
dos funcionais de energia para provar o proximo teorema.

Teorema 2.9. Seja u solugcdo de (2.1) tal que
/ |Vu|*y® dy dz < oc.
R? xRy
Entao
lim y%uy (z,y) = C1(=A)"f(x),
y—0
onde Cy = I(¢), com I(¢) dado em (2.70) e ¢ minimo de I.

Demonstragdo. Por (2.67), temos a igualdade de dois funcionais de energia, suas
equagoes de Fuler-Lagrande devem coincidir.

Observe que o funcional energia, em termos da transformada de Fourier, pode
ser escrito como ® : H*(R") — R, dada por

w1 = [ JPIFOR de (28)
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Se f é um minimizante de ®, entdo, para toda funcao h € CZF(R"), tem-se
JRERGIGE S (284)
Logo, de (2.57) e de (2.84), segue que, para todo g € C°(R™ x R4),
[ wvaevgde = [ jePfieae. 0 (2:85)
Rn xRy R
Pela Identidade de Green, temos
/ y*Vu - Vgdr = lim Yy uy(z,y)g(x,y) de. (2.86)
R™ xR, y—0 Jpn
Além disso, temos utilizando o teorema 1.7 que
C | 16O 0 =C | (ZA)f(E)3(E0)dE.

Assim, pelo Teorema de Parseval

C [ AP0 =K [ (A)f@g0)de.  (287)

Portanto, por (2.85), (2.86) e (2.87) temos

lim y%uy(z,y) = C(=A)*f(z). O

y—0
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Capitulo 3

Extensoes por Reflexao

Neste capitulo aplicamos a Desigualdade de Harnack para as equagoes (2.11) e
(2.45), para mostrar que se (—A)*u = 0 em uma certa bola, entdao podemos refletir
u e fazer-lhe uma solugdo de (2.11) e (2.45) em {y = 0} num sentido apropriado.

3.1 Caso Divergente
Nesta segao, tratamos do caso divergente.

Teorema 3.1. Suponha que u: R™ x Ry — R € solugdo da equagdo (2.1) tal que
y*|Vu|? € localmente integrdvel e, para |z| < R,

lim y%uy(x,y) = 0. (3.1)
y—0

Entao, a extensao

-~ P u(w7 y)’ Se y Z 07
iz, y) = { u(z, —y), sey <0,

€ solucao fraca de
div(|y|*Vu) = 0, (3.2)

na bola
Br = {(z,y) €R"xR:|z|>+ |y]* < R%}. (3.3)

Lembramos a definicdo de solucdo fraca para (3.2): dizemos que @ é solugao
quando

/ ly|*Va - Vgdxdy = 0, para todo g € CZ(BR). (3.4)
Br
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A motivagao desta definigao é multiplicar a equagao (3.2) pela “fungao teste” g e
integrar:

g-div(ly|*Vu) =0 = / g - div(|ly|*Vu)dzdy = 0.
Bgr
Agora, aplicando a Identidade de Green, temos

0
/ |y|a*u9 dzdy — / ly|*Vu - Vgdxdy = 0.
8BR 877 BR

Ainda, devido g € C¥(Br), temos que

/ ly|*Vu - Vg =0.
Bgr

Demonstragdo. Basta mostrar (3.4). Dado € > 0, temos que

/ ly|*Vi - Vgdedy = / ly|*Vi - Vgdxdy + / ly|*Vi - Vgdx dy.
Br BR\BG(O) BRﬁBe(O)
(3.5)

Ainda, note que

n

o 0 9
div(|y|gVu) = Y _ 5= (lvl"gua;) + 7y (v1"gu).
i=1 "

Assim, temos que

n n
. a
div(|yl"gVu) =Y |yl gastte, + > [Y1* Gz, + U1 gty + |y|"g(tyy + )
=1 =1

Organizando as contas,
iv(lyl"gVu) = ly|"g(Beu + uy +uy) + Iyl Vg Vo (3.6)
Agora, como u resolve (2.11), temos que
div(ly[*gVu) = [y|*Vg - Vu. (3.7)
Fazendo o mesmo célculo com u(z, —y) obtemos (3.7) para 4, ou seja,

div(ly|*gVa) = |y[*Vg - Va. (3.8)
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Assim, fazendo uso de (3.5) e (3.8), temos

/ ly|*Via - Vgdedy = / div(|y|“gVa) dx dy + / ly|*Via - Vgdxdy.
Br Br\B(0) BrNB(0)
(3.9)

Usando o Teorema da Divergéncia na primeira integral do lado direito de (3.9),
temos que

/ div(|y|*gVa)dzdy = / €*gly(x,€) dzdy. (3.10)
Br\B:(0) O(BrNB.(0))

Assim, temos

/ ly|*Va - Vgdaedy = / €*gly(x, €) + / ly|*Va - Vg dz dy.
Br d(BRrNB.(0)) BrNB(0)
(3.11)

Note ainda que para e > 0 suficientemente pequeno, por (3.1), tem-se que

e gty (v, €)xoB.| < [y uy(w, y)|lg]

que é integravel, pois g e u, sao continuas e y* é integravel j& que a > —1. Assim,
utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada na primeira integral do lado
direito de (3.11), concluimos que a mesma converge a zero. A segunda integral do
lado direito de (3.11) converge para zero também, isto segue do fato de o integrando
ser localmente integravel. O

3.2 Caso Nao Divergente

Fazemos agora o caso nao divergente.
Teorema 3.2. Dada uma fungdao continua g sobre 0Bg, de modo que g(z,z) =

g(x,—2), existe uma tnica fungdo u € C(BR), solugdo de

{Axu + |2|*u,, =0, em Bpg, (3.12)

u=g, em OBRg,
no sentido da viscosidade, tal que:
1) wu resolve a equag¢io Ayu—+ |z|*u,, =0 em BrU{z # 0} no sentido cldssico;

2) ue C'(Bg);
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3) u,(x,0)=0.
onde By € definida em (3.3).

Demonstragao. Iniciamos com a prova da unicidade: Suponha que u e v satisfazem
1), 2) e 3). Dado € > 0 arbitrario, considere w = u — v +€|z|. Note que w satisfaz
1). Com efeito, w, = u, — v, + eé e assim

ol == ()

Apw ~ |2|%W, = Agu — Agv + 2| | Uz — v2p + € EE

= Azu — Azv + |Z|a(uzz - 'Uzz)7

ou seja,
Azw + |z|w,, = 0.

Como w é continua e Br é compacto, existe zg € B onde w assume valor maximo,
isto é, w < w(wg) em Bg. Note que 29 € Br N {z # 0}, pois poderfamos aplicar o
Principio do Méaximo e concluir que w é constante, o que seria uma contradicao,
jad que w = €|z| em OBR. Além disso, temos que

Wyt = Uy —Vy +E€E> Uy —Vy — €= W,y—,

onde w,+ e w,- sao as derivadas laterais, respectivamente de w. Desta forma, nao
existe ponto de maximo em Bpr N {z = 0}, pois se existisse w,+ = 0 = w,- no
ponto. Assim, temos que xg € dBg. Por fim, como u e v resolvem (3.12), segue
que

w < w(zg) = u(xo) — v(xo) + €|20| < €R. (3.13)

Como € é arbitrario, fazendo € — 0 em (3.13), temos que u < v. De forma andloga,
obtém-se que v < u e concluimos que u = v.

Agora, passamos a mostrar a existéncia de solugoes de (3.12). Antes disso,
para cada e > 0, considere o seguinte problema

(3.14)
u=gq, em OBRg.

{Awu + (Jz| + €)% us, =0 em Bg,
Sabemos, pela a Teoria de Schauder, ver [10, Segdo 6.3], que o problema acima
(3.14) possui solugao cléssica para cada € > 0. Ainda, pelo o principio do maximo
para equacoes uniformemente elipticas, temos que u¢ € L com normas uniforme-
mente limitadas:

supu® = sup u® = sup g < +oo.
Br O0BRr OBRr
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Em (3.14) os coeficientes sao constantes em relacao a z. Os resultados de Caffarelli
e Gutierrez [7, pps 455-456] valem independente de €. De fato, podemos reescrever
o operador de (3.12) no mesmo formato de Caffarelli e Gutierrez:

L(u®) = tr(CDDQuE),

onde ~ _
10 --- 0 0
o1 --- 0 0
¢ = o : " :
o0 --- 1 0
0 0 -+ 0 (]z]+¢*

No contexto de Caffarelli-Gutierrez, ver [7, Remark pp. 456], tem-se que ® é a
matriz de cofatores da Hessiana D?¢ de uma funcio estritamente convexa ¢ e que
as estimativas dependem de uma transformacao afim T que normaliza secGes da
forma

S(a,t) = {y €R™t > 0: 6(y) < ¢(a) + Vo(@) - (y—a) + 8} (3.15)
no sentido de encontrar bolas em R" tais que
Bl/n c T[S(az,&t)] - B17

onde # > 0. Em particular, os conjuntos S(z,t) sdo invariantes por translagoes
verticais no grafico de ¢, isto é, S(z,t) permanece inalterado quando substituimos
¢ por ¢ + e. Logo, por [7, Corollary, pp 455], u¢ é de Holder e, pelo o mesmo
motivo, qualquer derivada com respeito a z de u. Podemos entao, por exemplo,
diferenciar a primeira igualdade da equagao (3.14) com respeito a x; e obter

A (ug,) + (2] + €)% (ug,)z2 = 0,

concluindo que ug, ¢ de Holder independente de € > 0. Isto se aplica também a de-
rivada de ordem mais alta. Logo, temos que A, u¢ é de Holder independentemente
de € e assim ¢ limitada em qualquer bola menor B(;_s/9)r. Como u € C?(Bg) e
u€ é simétrico com respeito ao hiperplano z = 0, entao uS(x,0) = 0. De fato,

u(z, z) — u(z,0)

ul(z,0) = lim

z—0 z
€ _ € € _ _ €
o W@ ) @,0) (e, —2) — u(@,0)
z—0 2z —2z—0 —2z
= 0.
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Agora, devido
Agu+ (2] + €)% uyy =0,

temos que
‘ue ’ — ‘Aﬂfue|
(el 9

Ainda, por A u€ ser limitado independente de €, existe C' > 0 tal que
|Azuf| < C, Ve >0.

Logo

Tomando o = —2a/(1 —a) e a € (—1,1), temos que a < 1. De fato,

—a<]l << “2a<]l—a << a= < 1.

1-a
Podemos assim integrar u$, para qualquer (z, z) tal que |[z| < 1-25e0 < z < 1—94.
Logo, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

) = | [Custes)| < [ 5 =t

2|2

Portanto, [uf(z,z) —uf(z,0)] < Cz'~*. Com isso, temos que u$ € C" em B(y_g)R,
para n = min(1l,1 — «), independentemente de € para qualquer §. Pelo o Teo-
rema de Arzeld-Ascoli, podemos tomar e suficientemente pequeno e extrair uma
subsequéncia que converge para a solucao u desejada. O
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Capitulo 4

Desigualdade de Harnack

Neste capitulo final, fazemos a prova da Desigualdade de Harnack, como con-
sequéncia do estudo de solugoes de (2.12) e (2.43). Para isso, utilizamos o resultado
de Fabes, Kenig e Serapioni em [9, Lemma 2.3.5] que enunciamos a seguir.

Lema 4.1. Seja v ndo negativa uma solugio de Lu = 0 em . Suponha que
4p < dist(xg,0). Entdo

max < C min (4.1)
BP(IO) BP(IO)

Teorema 4.2 (Desigualdade de Harnack). Seja f : R™ — R ndo-negativa tal que
(=A)*f =0 em B,. Entao, existe uma constante C > 0 tal que

sup f < C inf f.

BT‘/Q r/2

Demonstragdo. Seja u a extensdo de f que resolve o problema (2.1). Notemos
primeiro que v é nao negativa, pois u é a convolucao de f com o niicleo de Poisson,
e pelo o nicleo de Poisson ser positivo, segue que u é nao negativa. Agora, por
hipdtese,

(=A)°f =0em B,.
Assim, pelo Teorema 2.6, segue que u satisfaz

lim 7/ —0.
ling. o uy(z,y) =0

Ainda, pelo Teorema 3.1, 4 é solugao de

div(|y|*Vu) = 0 em B, s,
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onde B, /5 ¢ definida em (3.3). Assim, estamos nas hipéteses do Lema 4.1 e pode-
mos garantir que existe uma constante C' > 0 tal que

max vy < C' min u,
Br/2 Br/2

desde de que 2r < dist(0, 0B, 2). Logo, temos que

sup v < C' inf wu.
Er/2 Br/2

Portanto, segue o resultado. O

Corolério 4.3. Seja f: R" = R, ndo-negativa tal que (—A)*f =0 em By, entdo
[ €C% em By para algum o > 0.

Demonstracao. Mostramos primeiro que existe uma constante 0 < L < 1 tal que

sup f(z) — inf f(x) < L" " YM —m), (4.2)
B E e

para cada n € N, onde

M =sup f(x) e m = inf f(x).
B By

Caso n = 1 é vialido, pois

sup f(z) — inf f(z) < L(M —n)

By s By /2

= sup f(2) — inf f(z).

Suponha que (4.2) é valido e mostremos que

sup f(z)— Binf f(z) < L™ (M —n). (4.3)
B -

Agora, fazendo
fl@)=f(x/2") e M =supf(z),

obtemos que



Ainda, note que
(=8)* (M = f(z)) =0,

pois a f satisfaz tal relacdo. Assim, pelo Teorema 4.2, existe uma constante C' tal
que

sup(M — f(z)) < Cinf(M — f(z)). (4.4)
Bi B
Seja
m = inf f(z),
entao
f(z) —m > 0.

Utilizando o mesmo argumento feito para obter (4.4), temos que

sup (f(z) =m) < Cipt (f() -m). (4.5)
De (4.4), tem-se
M — inf f(x) < CM — Csup f(x). (4.6)
B% B%

Da mesma forma, fazendo uso de (4.5), obtemos que

sup f(z) —m < Cinf f(z) — Om. (4.7)

_ _ C—-1__
Sgllpf(w)—gl%ff(iv)Sm(M—m) (4.8)
Ainda, note que
sup F(z) — inf f(z) = sup f(x)— inf f(a) (4.9)
B % Bﬁ z’ﬂilef
e
M —m = sup f(z) — inf f(x) (4.10)
B B



Assim, utilizando (4.2), (4.8), (4.9) e (4.10), temos que

S flz) — jnf f(z) < L Sup f(@) = jnf f(x)

on+1 on+1 P 2™
<L-L"YM—m)
= Ln(M - m)’

o que prova (4.3), onde L = g—ﬁ e assim concluimos (4.2). Agora, tome « de

modo que 2% = L. Sejam x,y € B1 e note que existe k € N tal que
2

1 1
ok <le—yl < oF1 (4.11)

Além disso, de (4.2), temos que

E como
Sak = [z —y|" < ga(k—1)’
segue que
Lk
F@) = )] < = (M = m)
1 —m)
22k [
M —
< <m> |z —y|* O
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