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Resumo

O objetivo desta dissertagao é, dado um grupoide G, construir um semigrupoide in-
verso S(G) que depende unicamente de G, de forma puramente algébrica, e mostrar que as
agoes parciais de grupoide de G estdo em relagao biunivoca com as agoes de semigrupoide
inverso de S(G). Construiremos também a C*-4lgebra grupoide parcial de Exel C(G) que
depende exclusivamente de G e mostraremos que as representacoes parciais em espagos
de Hilbert de G estdo em correspondéncia com as representacoes de S(G) em espacos de
Hilbert e com as representacoes de C*-dlgebra de C;(G) em espacos de Hilbert. Por fim,
usaremos uma generalizacdo do Teorema Ehresmann-Schein-Nambooripad para semigru-
poides inversos para traduzir a teoria de Galois para ac¢oes de grupoide para o caso de

acoes de semigrupoide inverso.
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Abstract

The purpose of this dissertation is to construct an inverse semigroupoid S(G) that only
depends on a groupoid G in a purely algebraic way and to show that the partial groupoid
actions of G are in biunivocal relation with the inverse semigroupoid actions of S(G).
We also construct the Exel’s partial groupoid C*-algebra C;(G) that depends exclusively
on G and we show that the partial groupoid representations of G on Hilbert spaces are
in one-to-one correspondence with the inverse semigroupoid representations of S(G) on
Hilbert spaces and with the C*-algebra representations of C};(G) on Hilbert spaces. Lastly
we will use a generalization of the Ehresmann-Schein-Nambooripad Theorem for inverse
semigroupoids to translate the Galois theory for groupoid actions to the case of inverse

semigroupoid actions.
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Introducao

O estudo de agoes parciais de grupos é recente em termos matematicos e seu primeiro
objetivo foi classificar C*-dlgebras. Exel, em [11], mostrou que existe uma relagao biu-
nivoca entre agoes parciais de grupos e agoes (globais) de semigrupos inversos. Ja em
[10], Dokuchaev e Exel discutiram quando o produto cruzado parcial de uma algebra por
um grupo ¢é associativo, trabalhando pela primeira vez com a teoria de forma puramente
algébrica.

Considerando o caso de grupoides, Bagio, Flores e Paques em [3] apresentam a teoria
de agoes parciais de grupoides ordenados. Além disso, em [4], Bagio e Paques definiram os
conceitos de globalizagdo e um teorema de equivaléncias de Galois para agoes parciais de
grupoide, bem como apresentaram um contexto de Morita envolvendo produtos cruzados.
Em [18], Paques e Tamusiunas apresentaram um teorema de correspondéncia de Galois
para agoes globais de grupoide. Em [5], Bagio, Paques e Pinedo relacionam uma classe
de agoes parciais de grupoide, as chamadas agoes parciais de tipo-grupo, com a classe de
acoes parciais de grupo.

Grupoides, bem como semigrupos inversos, sao estruturas algébricas que generalizam
naturalmente o conceito de grupos. Queremos responder, inicialmente, as seguintes ques-
toes: se generalizarmos a construgdo de Exel para o caso em que o grupo agora é um
grupoide, que estrutura obteremos? Existira alguma relagao entre as agoes parciais do
grupoide e as agoes globais dessa estrutura? Levando em conta que essa estrutura estéd
relacionada com grupoides, podemos construir uma teoria de Galois para agoes dessa
estrutura se baseando nos passos da teoria de Galois para acoes globais de grupoides
apresentada por Paques e Tamusiunas em [18]?7 A resposta para a primeira pergunta é
que obteremos um semigrupoide inverso, e assim poderemos responder as outras duas per-
guntas afirmativamente. Semigrupoides inversos sao generalizagoes naturais de grupoides
e de semigrupos inversos, o que por si sO ja mostra o quanto a teoria de semigrupoides
inversos pode ser interessante. Desta maneira, o foco deste trabalho é o estudo de acoes
globais de semigrupoides inversos.

Tendo isso em vista, os trés objetivos principais desse trabalho sao generalizar os re-
sultados de Exel [11], Exel e Vieira [13] e Paques e Tamusiunas [18]. Nos dois primeiros
casos, construiremos uma correspondéncia entre acgoes parciais de grupoide e acoes de

semigrupoide inverso, bem como estudaremos a relagao entre representagoes dessas estru-



turas e representagoes de C*-dlgebras em espacos de Hilbert. Para o terceiro objetivo,
construiremos um teorema de correspondéncia de Galois para a¢des ortogonais de semi-
grupoides inversos a partir da teoria de Galois para ac¢oes ortogonais de grupoides usando
uma generalizagdo do celebrado Teorema Ehresmann-Schein-Nambooripad para o caso
semigrupoides inversos, apresentado por Dewolf e Pronk em [9].

Para manter uma apresentagao organizada dos resultados, o trabalho serd dividido em
quatro capitulos. O primeiro deles apresentara resultados basicos da teoria, destacando
as defini¢oes de estruturas com operacao parcialmente definida, de produtos cruzados e
de C*-algebras, assim como suas principais propriedades e consequéncias. No segundo
capitulo, construiremos um semigrupoide S(G) a partir de um grupoide G, desenvolvendo
a teoria de maneira puramente algébrica, utilizando a teoria de semigrupoides livres apre-
sentada em Liu [17], e mostraremos que S(G) é um semigrupoide inverso tal que as a¢oes
parciais de grupoide de G estdo em correspondéncia um para um com as acoes de semi-
grupoide inverso de S(G).

No terceiro capitulo construiremos a C*-dlgebra grupoide parcial de Exel C;(G), que
essencialmente é o produto cruzado parcial P(G) X, G para certas C*-dlgebra P(G) e
acao parcial o bem escolhidas. Mostraremos uma relacao biunivoca entre: a) as repre-
sentagoes parciais de grupoide de G em um espago de Hilbert H, b) as representacoes de
semigrupoide inverso de S(G) em H e c) as representagoes de C*-dlgebra de C5(G) em H.

No quarto e tultimo capitulo, usaremos o Teorema Ehresmann-Schein-Nambooripad
para semigrupoides inversos para traduzir a teoria de Galois para acdo de grupoide apre-
sentada por Paques e Tamusiunas em [18] para o caso de semigrupoides inversos agindo
ortogonalmente em algebras, e discutiremos algumas de suas consequéncias diretas na

teoria de Galois para acoes de semigrupos inversos.



Capitulo 1
Pré-Requisitos

Neste capitulo pretendemos apresentar os principais resultados que sao necessarios
para o entendimento dessa dissertagdo. Na primeira secao, definiremos as estruturas com
operacao parcial que aparecerao neste trabalho: semigrupoides, semigrupoides inversos,
categorias, categorias inversas e grupoides. Demonstraremos as principais propriedades
dessas estruturas, dando énfase no estudo das ordens parciais naturais. Por fim, apresen-
taremos o Teorema Ehresmann-Schein-Nambooripad (ESN) para semigrupoides inversos
e algumas de suas consequéncias.

Na segunda sec¢ao, falaremos sobre agoes parciais de grupoide e agoes de semigrupoide
inverso. Suas principais propriedades serao provadas, e além disso usaremos as defini¢oes
para construir produtos cruzados algébricos. Ja na terceira secdo discorreremos sobre
C*-algebras. Construiremos o produto cruzado algébrico de uma C*-algebra por uma
acao parcial de grupoide e mostraremos que o resultado possibilita a construcao de uma
C*-algebra envolvente, definindo o produto cruzado de uma C*-dlgebra por uma agao
parcial de grupoide.

Fixemos algumas notacoes. Daqui em diante, R denotara um anel comutativo com
unidade 1z. Ao dizermos que um conjunto A é uma R-algebra, queremos dizer que A
¢ um anel (unitario e associativo, mas nao necessariamente comutativo) e um R-moédulo
a esquerda e a direita, bem como satisfaz a propriedade de compatibilidade do produto
do anel com o produto por escalares em R, isto é, r(ab) = (ra)b = a(rb), para todos
a,be A,r € R.

1.1 Estruturas Algébricas com Operacao Parcial

Nesta secao resumiremos os principais resultados e defini¢des envolvendo estruturas al-
gébricas com operacao parcialmente definida, de modo a fixar notag¢oes e organizar nomen-
claturas. Apresentaremos também o Teorema Ehresmann-Schein-Nambooripad (ESN)
para semigrupoides inversos e outros trés teoremas ESN que decorrem como consequéncia

deste. Todos os resultados desta segdo podem ser encontrados em [9], [12], [16] e [17].
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Inicialmente, relembraremos o leitor e a leitora das defini¢goes de semigrupo e semigrupo
inverso.

Um semigrupo é um conjunto S munido de uma operagao associativa -, normalmente
denotada por concatenacao. Um semigrupo regular é um semigrupo S onde todo elemento

s € S possui ao menos um inverso t € S tal que
sts =s, tst==1t.

Um semigrupo regular onde todo elemento possui um unico inverso é dito um semi-
grupo inverso. Semigrupos inversos foram amplamente estudados nas ultimas décadas,
bem como diversas de suas generalizagoes. Trabalharemos com generalizacoes de semigru-
pos inversos onde trocamos a operagao associativa totalmente definida por uma operacao
associativa parcialmente definida.

Mais precisamente, seja S uma classe munida de operacao parcialmente definida -
Se x,y € S, escrevemos dxy quando a operacao esta definida. Dizemos que S é um

semigrupoide se:
dry e Jyz <= Jz(yz) < I(zy)z, (1.1)

para todos x,y, z € §. Normalmente nos referimos a equivaléncia (1.1) por associatividade
quando fizer sentido. Essa definicdo puramente algébrica de semigrupoide ¢é devida a Ruy
Exel e apareceu pela primeira vez em [12, Definition 2.1].

Podemos também definir comutatividade quando esta faz sentido da seguinte forma:
Jry e Jyr = xy = yx.

Neste caso, dizemos que os elementos z,y € S comutam. Dizemos que um elemento
f €S8 éidempotente se f f e ff = f. Denotamos por E(S) o conjunto de idempotentes

de §. Definimos também os conjuntos
S, ={(z1,...,2,) : Fx29 - - 2, }.

Dizemos que x e y sao componiveis em S se dry. Em particular, Sy é precisamente o
conjunto dos pares ordenados de elementos componiveis em S.

Um semigrupoide reqular S é um semigrupoide em que, para todo z € S, existey € §
tal que dry, Jyxr e xyxr = x. Note que o elemento z = yxy possui a propriedade que

dxz,dzx, xzx = x e zxz = z. De fato,

rzx = x(yxy)r = (xyx)yr = zyr = x



zxz = (yxy)x(yry) = y(ryz)yry = y(ryr)y = yry = =.

Neste caso, dizemos que z é um inverso de x. Se o elemento z for tnico, dizemos
que S é um semigrupoide inverso e denotamos z = x~1. Note que em um semigrupoide
inverso, dado f € E(S), temos que fff = f, de onde segue que f~! = f. Nosso primeiro

resultado relaciona a comutatividade de idempotentes com a unicidade de inversos.

Teorema 1.1.1. [17, Lemma 3.3.1] Seja S um semigrupoide reqular. Entio S é um

semigrupoide inverso se, e somente se, 0s idempotentes de S comutam.

Demonstracio. Suponha que os idempotentes de S comutam, isto é, que para todo
(e, f),(f,e) € E(S)2, vale que ef = fe. Sejam z,y,z € S tais que ¥y, z sdo inversos
de x.

Note que xy, yx,xz, zx € E(S). De fato,

(zy)(zy) = (zyx)y = 2y, (yz)(yz) = y(wyr) = yu,

e o fato de que os elementos zz, zx € E(S) é provado de forma andloga. Assim,

vy = (zza)y = (22)(vy) = (vy)(22) = (2y2)2 = 22

yr = y(zzz) = (yz)(22) = (27)(yz) = 2(zyz) = 22.
Desta forma, temos que
2 =z(zz) = 2(zy) = (22)y = (yz)y =y,

garantindo a unicidade do inverso.

Reciprocamente, suponha que & é um semigrupoide inverso. Sejam e, f € E(S) tais
que def. Vamos provar que dfe e que ef = fe. Seja x o inverso de ef, isto é, tal que
dxe, dfx e

efref =ef, refr = x.

Entao dfze e fxe é tal que

ef(freJef = e(ff)u(ee)f = efref =ef



(fre)ef(fre) = fa(ee)(ff)ze = f(zefr)e = fre,

isto é, fre é um inverso para ef. Mais ainda,

(fxe)* = f(zefr)e = fze,

isto ¢, fre € E(S). Portanto, ef = (fre)™' = fxe € E(S), de onde segue que (ef)™ =
ef = x. Assim, como dfze, temos que If(ef)e, ou seja, Ife. Analogamente, fe € E(S).

Note agora que

ef(felef =e(ff)(ee)f =efef =ef,
fe(ef)fe = flee)(ffle = fefe = fe,
de onde segue que ef = (ef)™! = fe, mostrando que os idempotentes comutam. O]

Muitas das propriedades operacionais de semigrupoides inversos sao andlogas as de

semigrupos inversos.

Proposigao 1.1.2. [17] Seja S um semigrupoide inverso. Valem as sequintes afirmagées:
(i) Para todo x € S, zx~', x 'z € E(S).
(ii) Para todo x € S, (z71)t =z.

-1 -1
N

(iii) Se (x1,...,7,) € Sn, entdo (x;%,...,27") €Sy e (x1-m,) L =2
(iv) Sez €S, f € E(S) e Jaf, entao xfz~' € E(S).

(v) Sex e S, ec E(S) eJxe, entio 3f € E(S) tal que Ifx e ve = fux.
(vi) Sex €S, e € E(S) e dex, entao If € E(S) tal que Ixf e ex = xf.

Demonstragio. (i): Provamos este item na demonstragao do Teorema 1.1.1.
(ii): Segue da unicidade do inverso.

(iii): Suponha n = 2. Note que se Jxy, temos que

vy = (zz~'2)(yy~'y) = z(z ) (yy ")y

Pelo Teorema 1.1.1, como F(z~'z)(yy~'), entdao I(yy !)(x~'xz), e, em particular,

Jy~'z7!. Mais ainda, v~ 'z, yy~! € E(S) e portanto comutam. Agora,

ay(y e ey = x(yy ") (@ e)y = (za ') (yyy) = 2y



y N wy)y e =y e ) (yy e = (v yy D (e ) =y e

isto é, y'x~! = (zy)~!, pela unicidade do inverso. O caso geral segue por indugao em n.

(iv): Basta notar que
(fr ) (xfo™) = af(@ a) fo™" = (w2 a)(ffla™ = afa™".
(v): Seja f = zex—! € E(S). Entio Ifz e
fo = (zex Dz = ze(z'z) = (zz'z)e = ze.

O item (vi) é analogo ao item (v). O

Observagio 1.1.3. O item (i) da Proposi¢ao 1.1.2 nos diz que o conjunto {zz~!: x €

St ={z7'z: 2z € S} C E(S). A inclusdo contraria também é vdlida. De fato, seja

1

e € E(S). Entao eee = e, de onde segue que e~ = e. Assim,

como afirmamos.

Como no caso de semigrupos inversos, todo semigrupoide inverso possui uma ordem

parcial natural < definida por
r <Xy < existe f € E(S) tal que Ify e x = fy.

Proposicao 1.1.4. [17, Lemma 3.3.6] Sio equivalentes:
(i) z 2y
(ii) Ewiste e € E(S) tal que Jye e x = ye.
(iii) 7t <y~
(iv) Jyz=! ex =ya'a;

(v) Jx7ly ex = zay.

Demonstragio. (i) <= (ii): Segue diretamente dos itens (v) e (vi) da Proposigao 1.1.2.

L= ey™L, isto é, 27! < y~! por definicao.

1

(i) = (iii): Se = = ye, entao x~
(iii) = (iv): Se 27! <y~ !, entdao 27! = ey™! para algum e € E(S) tal que Jey .

Tomando inversos, obtemos que x = ye. Temos que Jz 'z, portanto Jz~!(ye), e, em



particular, 3x~'y. Como ze = (ye)e = ye = x, segue que e(zx~'x) = (z7'x)e = v 'z

Portanto, z = x(z7'z) = ye(z'z) = yr .

(iv) = (v): Temos que z = yz~'z. Entao, pela Proposigao 1.1.2(v) existe f € F(S)
tal que 3fy e x = fy. Como Jzz~!, temos que I(fy)x~!, em particular, Jyz~!. Desta
forma, fxr = x, de onde segue que frz~! = xax~!. Analogamente & implicacao anterior,
concluimos que x = xa~'y.

E imediato que (v) = (ii). O

Seja P um conjunto munido de ordem parcial <. Dizemos que um subconjunto @) C P

¢ um ideal de ordem de P se dados p € P, q € Q tais que p < ¢, entao p € Q).
Proposicao 1.1.5. Seja S um semigrupoide inverso. Valem as sequintes afirmacoes:
(i) A relagio = € uma ordem parcial em S.
(ii) See, f € E(S), entio e < f se, e somente se, Jef ee=ef = fe.
(iii) Se x <y, u < v, Jzu, Jyv, entdo ru <X Yv.
(iv) E(S) é um ideal de ordem de S com respeito a <.

Demonstragio. (i): Reflexividade: z < = pois z = (zx™1)z.

Antissimetria: 2 < y e y =< 2 nos dizem que * = zz 'y e y = yy lz. Assim,

v =azr yy o) =yy Naae) =yy e =y

Transitividade: Se z < y e y < z, temos que = = ey, y = fz. Assim, x = e(fz) =
(ef)z, onde todos os produtos estao definidos. Como ef € E(S), temos que = = z.

(ii): See = f, entdo Je ! f e e =ce ' f = ef = fe. Reciprocamente, se def e e = ef,
entdo e < f por definicao.

(iii): Como z = y, temos que x = ey, para algum e € E(S) tal que Jey. Como u =< v,
temos que u = fv, para algum f € F(S) tal que 3fv. Desta forma,

zu = (ey)(fv) = e(yf)v.
Pelo item (v) da Proposicao 1.1.2, temos que 3i € E(S) tal que Jiy e yf = iy. Assim,
xu = e(iy)v = (ei)yv.

Como ei € E(S), segue que zu = yv.
(iv): Sex < e, com x € S, e € E(S), entao existe f € E(S) tal que x = fe. Mas
fe € E(S), concluindo a demonstragao. O

O elemento ef que aparece no item (ii) é ainda mais especial: ele é o infimo de e e f.

Dizemos que um elemento z é o infimo entre x e y se z <z, z X y e se w =X x,y entdo



w = z. Denotamos z = x A y. Um conjunto parcialmente ordenado onde todo par de
elementos possui um infimo é dito um semirreticulado inferior.

Vamos provar que, de fato, quando e, f € E(S) e Jef, entdo ef = eA f é o infimo de e
e f. Temos claramente que ef < e, f. Sei =< e, f, temos que i € F(S). Entaoi =i* < ef
pelo item (iii) da proposigao anterior.

Em um semigrupoide inverso, o conjunto de idempotentes E(S) é uma unido disjunta
de semirreticulados inferiores. Para isso, note que podemos particionar E(S) da seguinte

forma:
e~ f < def. (1.2)

Essa relacao é de equivaléncia, de onde segue que suas classes de equivaléncia ge-
ram uma partigdo em E(S). Agora, cada ~-classe s6 possui elementos componiveis e,
portanto, é um semigrupo inverso. Em semigrupos inversos, os idempotentes formam um
semirreticulado inferior [16, Proposition 1.4.8], provando entao que o conjunto de idempo-
tentes de um semigrupoide inverso é precisamente uma uniao disjunta de semirreticulados
inferiores com relagdo a ordem parcial natural <.

A ordem parcial natural de um semigrupoide inverso nos da uma forma de caracterizar

quando dois elementos sdo componiveis.

Proposicao 1.1.6. Sejam S um semigrupoide inverso e x,y € S. Entdo x™ 'z A yy=?

esta definido na ordem parcial natural se, e somente se, Jxy.

Demonstragio. A implicacao (<) segue do fato que se Jxy entdao Iz tayy e xtayy=! =

e Ayy Tt

Reciprocamente, suponha que u = 7'z A yy~! estd definido. J4 sabemos que u €

E(S). Além disso, Jur™'z, Juyy™ e u = ur~lz = uyy .

(uz~'z)yy~!. Portanto Jxy. ]

Assim, u = uyy ! =

Corolario 1.1.7. Um semigrupo inverso é um semigrupoide inverso cujo conjunto de

idempotentes é um semirreticulado inferior com respeito a ordem parcial natural.

Demonstrag¢io. Basta notar que se S é um semigrupoide inverso e F(S) é um semirreti-
culado inferior, entdo e A f estd definido para todos e, f € E(S). Desta forma, todos os

elementos de § sao componiveis, garantindo que S é de fato um semigrupo inverso. [

Um elemento e de um semigrupoide (ndo necessariamente inverso) S é dito uma iden-
tidade quando dexr ou dye implicar ex = x, ye = y, para todos z,y € S adequados.
Denotamos o conjunto das identidades de um semigrupoide por §y. Uma categoria é um
semigrupoide C onde vale o seguinte axioma: para todo x € C, existem e, f € Cy tais que
Jdex, dx f. Essa definicdo puramente algébrica de categorias aparece, por exemplo, em [15,
Section 2.3].



Proposicao 1.1.8. As identidades e, f em uma categoria C sdo unicas.

Demonstragio. Suponha que existam e, ¢’ € Cy tais que Jex,3e’x. Entdo Je(e'x), e por-
tanto Jee’. Desta forma, ¢ = e¢/ = €/, pois ambas sao identidades. Analogamente

provamos a unicidade de f. O]

Nas notagoes acima, escrevemos d(z) = f, r(x) = e, os elementos dominio e imagem
de x, respectivamente. Numa categoria, o produto xy estd definido se, e somente se,
d(x) = r(y). De fato, se d(z) = r(y), temos que xzd(x) = zr(y). Como Ir(y)y, temos
que Jz(r(y)y) = xy. Reciprocamente, se Jxy, entdo I(zd(z))(r(y)y). Em particular,
dd(z)r(y) e, neste caso, sdo iguais. Isto também implica que d(e) = r(e) = e, para toda

2

identidade e € Cy, de forma que Je? e €2 = e. Concluimos entao que Cy C E(C). Além

disso, se Jxy, entao d(zy) = d(y), r(zy) = r(z).

Observagao 1.1.9. Normalmente uma categoria é definida em termos de objetos e mor-
fismos. De forma especifica, uma categoria C é composta, primeiramente, por uma cole¢ao
|C| de objetos. Para cada par ordenado de objetos (A, B) de C é associado um conjunto
(que pode ser vazio) Mor¢(A, B) (ou simplesmente Mor(A, B), quando nao houver am-
biguidade), chamado conjunto de morfismos de A em B. Além disso, para cada tripla

ordenada (A, B, (') de objetos em C existe uma aplicagao
Mor (B, C') x Mor(A, B) — Mor(A, C)

chamada composigao de morfismos. Se g € Mor(B,C) e f € Mor(A, B), a imagem do

par (g, f) é dada por go f.
Ademais, para que C seja categoria, deve satisfazer os seguintes axiomas:

(i) Os conjuntos Mor(A, B) sao dois a dois disjuntos.

(ii) Se hoge go f estdo bem definidas, entao
(hog)of=ho(gof)

(iii) Para cada objeto B existe um morfismo /5 € Mor(B, B) chamado identidade, para

o qual

-[Bof:fngIB:g

para quaisquer f, g adequados.

Podemos identificar cada objeto A da categoria C com seu morfismo identidade 14,
de forma que podemos considerar C = Uy gejfMor(A4, B) como uma classe de morfismos

com composigao parcialmente definida. Assim, as condigoes (i) e (ii) sdo equivalentes &
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associatividade quando esta faz sentido e a condigao (iii) é equivalente a existéncia das

identidades. Desta forma, as duas defini¢des de categoria apresentadas sao equivalentes.

Uma categoria inversa ¢ um semigrupoide inverso que é uma categoria. Embora
tenhamos duas regras distintas para o produto parcial, uma em termos de dominios e
imagens e outra em termos de infimos, temos que elas sao equivalentes. Os proximos

resultados explicardo essa interagao entre estruturas e aparecem implicitamente em [9)].

Lema 1.1.10. Seja C uma categoria inversa. Se e € Co C E(C), entao e é o elemento

mazximal da ~-classe que o contém, onde ~ ¢é a relagio em E(C) definida em (1.2).

Demonstragao. Todos os elementos do semirreticulado inferior que contém e sao compo-
niveis com e. Assim, fe = ef = f, para todo f na ~-classe que contém e, pois e é uma
identidade. Portanto, temos que f = ef < e, para todo f na ~-classe que contém e, isto

é, e é maximal. O

Proposicao 1.1.11. Seja C uma categoria inversa. O produto de C quando vista como
um semigrupoide inverso ¢ equivalente ao produto de C quando vista como uma categoria.

Em outras palavras, d(x) = r(y) se, e somente se, z7'x Ayy~! estd definido.

Demonstragio. Primeiramente note que z 7'z < d(z). De fato, z7'x € E(C) e Iz~ xd(x),
o que implica, pelo Lema 1.1.10, que 'z < d(z). Analogamente provamos que yy ' <
r(y).

Agora, se d(z) = r(y), entao x 7'z, yy~' pertencem a mesma ~-classe e, portanto, seu
infimo estd definido. Reciprocamente, se o infimo 7'z A yy~! estd definido, temos que
d(z) e r(y) pertencem a mesma ~-classe. Como ambos sdo o tnico elemento maximal,

segue que d(z) = r(y). O

Um grupoide é uma categoria inversa G onde d(x) = z7'x e r(z) = zz~!, para todo
x € G. Dizemos que um grupoide é conexo se para todos e, f € Gy, existe x € G tal que
d(x) = e, r(x) = f. Todo grupoide pode ser escrito como uma unido disjunta de grupoides
conexos. Além disso, todo grupoide conexo pode ser escrito (a menos de isomorfismo)

como G¢ X G., onde

G ={(e,f) e, feGo}

é chamado de grupoide grosseiro associado a Gy com operacao 3(e, f)(i,j) se, e somente

se, e = j &, neste caso, (e, £)(i,4) = (i, f), com d(e, f) = ¢, r(e, ) = f; e
Ge={re€G:d(x)=r(x)=c¢}

é chamado de grupo de isotropia associado ao elemento e € Gy. Caso e # f, temos que
Ge ~ Gy, logo a decomposi¢do ndo depende da escolha da identidade. As demonstracoes

dos fatos envolvendo grupoides conexos podem ser encontradas em [6].
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Grupoides podem ser vistos como generalizacoes de grupos quando deixamos de exigir
que a operacao do grupo esteja totalmente definida, isto é, quando trocamos uma opera-
¢ao totalmente definida por uma operacgao parcialmente definida. Reciprocamente, todo
grupoide onde a operacgao estda definida para todos os pares de elementos é um grupo.
O diagrama abaixo apresenta as estruturas com operagao parcialmente definida que es-
tabelecemos até agora e compara com as estruturas particulares cujas operacoes estao

totalmente definidas.

Operacao parcialmente definida

Semigrupoide

/ \

Categoria Semigrupoide Inverso

\ /

Categoria Inversa

|

Grupoide

Operacao totalmente definida

Semigrupo

Monoide Semigrupo Inverso

_

Monoide Inverso

l

Grupo

Lembramos a leitora e o leitor de que um monoide M é um semigrupo que possui
um elemento identidade 1,; tal que sly; = s = 1, para todo s € M. Essa identidade
é Unica e isso segue do fato da operagao ser totalmente definida em semigrupos, pois
se houvesse outra identidade, digamos 1), terfamos 1y, = 1)1}, = 1),. Um monoide
inverso é um semigrupo que é simultaneamente um monoide e um semigrupo inverso.

Seguem abaixo alguns exemplos das estruturas que apresentamos até agora.

Exemplo 1.1.12 (Unides Disjuntas). Sejam Si, ..., S, semigrupos. Denote por & =

© 1 S; a uniao disjunta dos S;’s. Se cada .S; for

(i) um grupo, entao S é um grupoide;
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(ii) um monoide inverso, entdo S é uma categoria inversa;

(iii) um monoide, entdo S é uma categoria;

(iv) um semigrupo inverso, entdo S é um semigrupoide inverso.
Em todos os casos, S é um semigrupoide.

Exemplo 1.1.13. Seja I, = {1,2,...,n}. Considere I? = {(i,j) : i, € I,}. Entao I* ¢
um grupoide com operacgao (i, j)(j, k) = (i, k) e indefinida em outros casos. Analogamente

podemos considerar N? como um grupoide.

Exemplo 1.1.14. Sejam R um anel e M(R) o anel de todas as matrizes com entradas
em R. Temos que M (R) é uma categoria com respeito a multiplicacdo usual de matrizes e
cujas identidades sao as matrizes identidades I,,, n € N. Além disso, M (R) é um grupoide
com respeito a soma, onde cada componente conexa do grupoide M (R) é dada pelo grupo
(Mpmxn(R),4+), onde m,n € N.

Exemplo 1.1.15. Todo grafo direcionado I' pode ser usado para construir um semigru-
poide. De fato, considere A o conjunto das arestas de I' e V' o conjunto dos vértices de
I'. Se a € A, definimos s(a) € V' como o vértice de que a sai e t(a) € V como o vértice
em que a chega. Dados a,b € A, definimos o produto parcial ab como Jab se, e somente
se, s(a) = t(b), e neste caso definimos s(ab) = s(b) e t(ab) = t(a). Entdo o conjunto
S =A{ajas---a, : Jayas---an,n € Nyay,...,a, € A} é um semigrupoide com operagao

parcial construida a partir da estrutura do grafo I'.

Podemos equipar um grupoide com uma ordem parcial para obtermos uma nova es-

trutura.

Definicao 1.1.16. Sejam G um grupoide e < uma ordem parcial definida em G. Dizemos

que (G, <) é um grupoide ordenado se
(i) z <y implica 7! < y~!, para todos z,y € G;
(ii) Para todos x,y,u,v € G, se x <y, u < v, Jxu e Jyv, entdo ru < yv;

(iii) Seja z € G e seja e € Gy tal que e < d(z). Entao existe um tnico elemento (zle),

chamado restricio de z em e, tal que (z|e) <z e d(z|e) = e.

(iii") Seja x € G e seja e € Gy tal que e < r(x). Entao existe um unico elemento (e|z),

chamado correstrigio de x em e, tal que (e|z) <z e r(e|x) =e.
Dizemos que um grupoide ordenado é

 indutivo se (Gy, <) é um semirreticulado inferior;
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e localmente indutivo se (Gy, <) é uma uniao disjunta de semirreticulados inferiores;

o completamente indutivo se (Go, <) é um semirreticulado inferior com elemento ma-

ximal;

o completamente localmente indutivo se (Gy, <) é uma unido disjunta de semirreticu-

lados inferiores onde cada semirreticulado possui elemento maximal.

Como todo grupoide G é uma categoria inversa e, em particular, um semigrupoide

inverso, podemos considerar a ordem parcial natural < em G. Note que
g = h < existe f € E(G) tal que Ifh e g = fh.

Mas como vale zx™! = r(z) e 7'z = d(x), para todo x € G, temos da Observacao
1.1.3 que E(G) = Gy. Portanto,

g=h < g=h,

pois o idempotente f é uma identidade. Assim, a ordem parcial natural em grupoides se
reduz a igualdade. Entretanto, é facil notar que a igualdade satisfaz as condigoes (i), (ii),
(iii) e (iii’) da Defini¢ao 1.1.16. Logo, todo grupoide pode ser visto como um grupoide
ordenado com a igualdade como ordem parcial.

A ordem parcial < normalmente é uma ordem artificial, isto é, um mesmo grupoide
G pode ser considerado grupoide ordenado de diversas formas, a depender da escolha da

ordem parcial <.

Exemplo 1.1.17. Seja X um conjunto qualquer. Definimos o grupoide
Z,X)={f:A—= B:A BCX,f éuma bijecao}.

A operagao em Z,(X) é a composicao definida quando os dominios e contradominios
sao adequados, isto é, Jfg se, e somente se, domf = Img, e neste caso fg = fog.
Além disso, podemos definir uma ordem parcial em Z,(X) por f < g se, e somente se,
dom f C domg e f = glaoms. Assim, é facil verificar (Z,(X), <) é um grupoide ordenado.

Temos que Z,(X ), é composto por elementos da forma Id 4, a identidade do conjunto
A C X. Assim, < restrita a Z,(X)o ¢ tal que Id4 < Idp se, e somente se, A C B.
Claramente temos que dados dois conjuntos A, B C X, vale que Idy A Idg = Idnp, de

forma que (Z,(X), <) é um grupoide indutivo.

Exemplo 1.1.18. Sejam (G, <g) e (H, <3) grupoides (completamente) indutivos. Entao
a uniao disjunta G U H é um grupoide (completamente) localmente indutivo com ordem
parcial <, onde < |g =<g e < |y =<4 e nenhum elemento de G se compara com nenhum

elemento de H via <.
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Exemplo 1.1.19. Seja G = {r(x),d(z),z, 27, r(2), 2} o grupoide com relagoes z = 271,

r < z. Temos que x7 < z e r(x),d(z) < r(z). Entdo G é um grupoide ordenado que niao
é indutivo, pois r(z) Ad(z) ndo existe. Além disso, como nao podemos decompor Gy como

uma uniao disjunta de semirreticulados inferiores, G também nao é localmente indutivo.

A préxima proposigao lista propriedades operacionais de grupoides ordenados e sua

demonstracao é uma aplicacao da definicao de grupoides ordenados.
Proposicao 1.1.20. [16, Proposition 4.1.3] Seja (G, <) um grupoide ordenado. Valem:
(a) Se x <y, entio d(z) < d(y) er(z) <r(y).

(b) Se zy e e € Gy sio tais que e < d(y) = d(xy), entdo
(zyle) = (z[r(yle))(yle).
(c) Se 3wy e e € G sdo tais que e < r(z) = r(zy), entdo
(elzy) = (el)(d(e|x)]y)-

(d) Se Jxy e z < zy, entao existem elementos x',y' tais que 'y, v’ <z, ¢y <y e

z=2ay.

(e) A condicao (iii’) da definicio de grupoide ordenado é uma consequéncia de (1) e
(iii).

(f) O conjunto Gy é um ideal de ordem de G.

Demonstragio. (a): Note que d(x) = 7'z e r(z) = za~!, portanto o item segue direta-
mente da definicao de grupoide ordenado.

(b): Como e < d(zy) = d(y), a restrigdo (yle) estd definida. Como (yle) < v,
temos que r(yle) < r(y) = d(x) e, portanto, a restricao (z|r(yle)) estd definida, bem
como o produto (z|r(yle))(yle). Agora, como (z|r(yle)) < z e (yle) < y, segue que

(z|r(yle))(yle) < zy. Entretanto,

d((zlr(yle))(yle)) = d(yle) = e,

e podemos usar a unicidade das restricoes para garantir o resultado.

(c): analogo a (b).

(d): Seja z < zy. Entdo d(z) < d(xy) por (a). Portanto existe (xy|d(z)). Agora,
d(zyld(z)) = d(z) e (zy|d(z)) < xy, de forma que z = (zy|d(z)). Por (b),

(zyld(2)) = (x|r(y[d(2)))(y|d(2))-

15



Basta considerar, entao, ' = (z|r(y|d(2))) e ¥ = (y|d(z)).

(e): Suponha que valem (i) e (iii) da definicao de grupoide ordenado. Vamos mostrar
que vale (iii’). Seja e < r(z). Entdo e < d(x™!), de forma que a restrigdo (x~'|e) existe.
Defina (e|z) = (z7!e)™!. Entdo (e|z) < z er(e|lr) = d(z7'|e) = e. Isso prova a existéncia
da correstricao.

Para a unicidade, suponha y < z er(y) =e. Entdaoy™' < a7 'ed(y~!) = e. Portanto,

y~! = (27 !]e) pela defini¢ao de restricio. Mas isso implica y = (z7'|e)™! = (e|z).
(f): Seja = < e, onde e € Gy. Como d(e) = e, temos que d(z) < e. Mas z,d(z) < ee
d(x) = d(d(z)), de onde segue da unicidade das restri¢oes que x = d(z). O

E bem conhecido o Teorema Ehresmann-Schein-Nambooripad (ESN), que mostra uma
correspondéncia entre a categoria de semigrupos inversos e homomorfismos de semigrupos
inversos e a categoria de grupoides indutivos e homomorfismos indutivos de grupoides or-
denados [16, Theorem 4.1.8]. Em [9], sdo apresentados dois teoremas ESN: um envolvendo
categorias inversas e grupoides completamente localmente indutivos e outro envolvendo
semigrupoides inversos e grupoides localmente indutivos. Como toda categoria inversa é
um semigrupoide inverso, reproduziremos os resultados apenas no caso de semigrupoides
inversos. Na referéncia, os autores usam a notacao de objetos e morfismos para categorias

inversas, mas aqui usaremos a notagao puramente algébrica que viemos trabalhando.

Proposigao 1.1.21. [9, Adaptado de Proposition 3.8] Seja S um semigrupoide inverso
com operagdo parcial denotada por concatenagdo. Definimos uma nova operacao - cha-
Ly = gy~

mada produto restrito, dada por dx -y se, e somente se, x~ e, neste caso

Ty =1y.
Nestas condigoes, G(S) := (S, -, =) € um grupoide localmente indutivo.

Demonstragio. A operacio - define naturalmente d(z) = 27 'z e r(z) = zz~'. Como S é
associativo quando faz sentido e o produto restrito - depende do produto em S, claramente
vale a associatividade em G(S). Além disso, o inverso 27! de x em S é precisamente o
inverso de x em G(S). Assim, é ficil notar que G(S) é um grupoide com G(S)y = E(S).
A ordem parcial natural < de S satisfaz as condigoes (i) e (ii) de grupoide ordenado,
conforme visto na Proposicao 1.1.5.

Dados z € S, e, f € E(S), com e =< d(x), f = r(z), temos que Jxe, Ifr em S.
Definimos a restri¢ao (x|e) como (z|e) = xe e a correstri¢ao (f|x) como (f|z) = fz. Note

lze = e, pois e < 7'z implica que 2 'ze = e.

que ze =< x por definigdo e d(ze) = ex™
A boa definicdo da correstricdo segue de forma andloga. A unicidade das restrigoes e
correstrigoes segue da Proposigao 1.1.4, itens (iv) e (v). Agora, como G(S)y = E(S) e
E(S) é uma uniao disjunta de semirreticulados inferiores, vale que o grupoide é localmente

indutivo. O
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Proposicao 1.1.22. /9, Adaptado de Corollary 3.15] Seja (G, <) um grupoide localmente

indutivo. Defina parcialmente em G o pseudoproduto x, dado por

vxy = (zld(z) Ar(y))(d(z) Ar(y)ly),

quando d(z) A r(y) estd definido. Entio S(G) := (G,*) é um semigrupoide inverso com

ordem parcial natural <.

Demonstragio. A associatividade (quando faz sentido) do pseudoproduto é provada de
forma completamente andloga ao caso de semigrupos [16, Lemma 4.1.6]. Isto garante

L em G temos

que S(G) é um semigrupoide. Tomando o inverso de x em S(G) como x~
claramente que S(G) é um semigrupoide regular. E ficil ver que os idempotentes de S(G)
comutam, provando que o semigrupoide é, de fato, inverso. Resta-nos provar que < é a
ordem parcial natural de S(G).

Sejam x < y em S(G). Entao existe e € E(S(G)) = Gy tal que Jexy e x = exy. Como
de x y, temos que f = e A r(y) estd definido com respeito a <. Assim, z = (e|f)(f|y).
Agora, (elf) < f < r(y) e (fly) < v, de onde segue que & < r(y)y = .

Agora, se x <y, temos r(x) < r(y). Assim, estd definida a correstrigao (r(x)|y). Mas
r < yer(x) =r(x),entdo (r(z)ly) = x, pela unicidade da correstricdo. Basta agora

notar que

r(z)xy = (r(@)[r(z) Ar(y)(r(@) Ar(y)ly) = (r(@)]r(2) (r(@)ly)
= r(x)(r(x)ly) = (r(x)ly) = =,

isto é, x < y. O]

12

Teorema 1.1.23. [9, Corollary 3.18] Seja S um semigrupoide inverso. Entao S(G(S))
S. Reciprocamente, se (G, <) é um grupoide localmente indutivo, entio G(S(G, <)) ~

Demonstracdo. Seja & um semigrupoide inverso. Ja sabemos, da Proposicao 1.1.21 que
G(S) é um grupoide localmente indutivo com ordem parcial <. Pela Proposigao 1.1.22,
temos que S(G(S)) é um semigrupoide inverso com ordem parcial natural coincidindo com
=. Resta-nos provar que o produto em S coincide com o pseudoproduto em S(G(S)). Para
isso, lembre que as restrigoes e correstrigoes em G(S) sao tais que (z|e) = zee (f|z) = fx,

a concatenagao representando o produto em S. Assim,

zxy = (z|dx) Ar(y)) - (d(z) Ar(y)ly) = (@(d@) Ar(y))) - (d(z) Ar(y)y)
= z(d(z) Ar(y))y = za ayy 'y = ay,

como gostariamos.
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Reciprocamente, seja (G, <) um grupoide localmente indutivo. Temos que S(G) é um
semigrupoide inverso com o pseudoproduto x e ordem parcial natural <. Assim, definindo
o produto restrito - em S(G, <), obtemos o grupoide localmente indutivo G(S(G, <)) e
ordem parcial <. Claramente as ordens parciais coincidem. Precisamos mostrar que os

produtos coincidem. Temos que, se d(z) = r(y), entao

vy =wxxy = (zld(z) Ar(y)(de) Ar(y)ly) = (@|d@))(r(y)ly) = 2y,
concluindo a demonstracao. O

Para obtermos uma correspondéncia entre as categorias de semigrupoides inversos e
grupoides localmente indutivos, precisamos das nog¢oes de morfismos entre essas estrutu-

ras.

Defini¢ao 1.1.24. Sejam S e T semigrupoides (inversos) e ¢ : & — T uma aplicagio.

Dizemos que ¢ é um homomorfismo de semigrupoides (inversos) se Jxy em S implicar

que Ip(z)p(y) em T e, neste caso, p(zy) = ¢(z)p(y).
Se S e T forem categorias inversas, dizemos que ¢ é um homomorfismo de categorias

inversas se for um homomorfismo de semigrupoides inversos e valer ¢(d(x)) = d(p(z)),

o(r(xz)) =r(p(x)), para todo x € S.
Proposicao 1.1.25. Seja ¢ : S — T um homomorfismo de semigrupoides inversos.
(i) p(x™) = ¢(x)~t, para todo x € S;
(i) $(E(S)) C B(T);
(iii) A funcgao ¢ preserva a ordem parcial natural.
(iv) A fungao ¢ preserva os infimos entre idempotentes.
Demonstragio. (i): Como

p(x) = oz~ z) = p(z)p(™)p(z)

o) = oz lza™) = oz Hp(z)p(z™1),

o resultado segue da unicidade do inverso em T .
(ii): Se f € E(S), entao

o(f)e(f) =e(ff) =w(f).
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(iii): Se x <y em S, entdo existe f € E(S) tal que Ify e v = fy. Assim,

o) = o(fy) = o(fe(y)

Como (f) € B(T), segue que p(x) < ¢(y) em T

(iv): Ja vimos que se e, f € E(S) possuem infimo, entdo e A f = ef. Assim,

ple N f)=plef) = ple)p(f) = ple) Ap(f). O

Definicao 1.1.26. Sejam G e ‘H grupoides. Uma aplicacao ¢ : G — H é um homomor-
fismo de grupoides se ¢ for um homomorfismo de semigrupoides inversos. Se (G, <g) e
(H, <) forem grupoides ordenados, entao dizemos que ¢ é um homomorfismo de grupoi-
des ordenados se ¢ preserva as ordens. Dizemos que um homomorfismo entre grupoides

(completamente) (localmente) indutivos é indutivo se preserva infimos.

Note que o item (ii) da Proposi¢ao 1.1.25 garante que um homomorfismo de grupoides
é automaticamente um homomorfismo de categorias inversas, pois as identidades sao os

unicos idempotentes.

Proposigao 1.1.27. [16, Proposition 4.1.2] Seja ¢ : (G, <g) — (H,<y) um homomor-

fismo de grupoides ordenados.

(i) Se (zle) estd definido em G, entio (p(x)|p(e)) estd definido em H e p(xle) =
(o (@)l (e))-

(ii) Se (e|z) estd definido em G, entdo (p(e)|lp(x)) estd definido em H e p(e|lx) =
(wle)lp(x)).

Demonstragio. (i): Por definigao, (x]e) <g x, de forma que ¢(z|e) <y p(x). Agora,

d(p(zle)) = p(d(z]e)) = p(e),

pois p é funtor de categorias inversas. Pela unicidade das restri¢oes segue o resultado.

O item (ii) é analogo e sua demonstragao sera omitida. O

Corolario 1.1.28. [9, Proposition 3.10] Sejam (G, <g) e (H,<y) grupoides localmente
indutivos, ¢ : G — H um homomorfismo indutivo de grupoides ordenados. Entdo ¢

preserva pseudoprodutos. Isto €, se Jx xy em S(G), entao Jp(z) * p(y) em S(H) e
plrxy) = o) *(y).

1

Demonstragio. Note que se 3z % y, entdo o infimo 7'z A yy~! estd definido. Isto é o

mesmo que dizer que o infimo p(z 7 x) A p(yy~!) estd definido, pois ¢ é indutivo. Agora,
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o(z7'z) = p(x)ro(x) e plyy™) = p(y)e(y)~! pela Proposicao 1.1.25, o que implica que
Jo(x) * p(y). Portanto,

o(x) * o(y) = (e(@)]el@) o) Apw)e(y) ) (e(@) o) Ae(y)ey) ely))
= (p(@)|e(x " z) Ap(yy™ ) (elz ) AelyyHley))
o(x)|pl@ e Ayy ) (el e Ayy™Hley))

—~

*

= p(zlz e Ayy ez e AyyHy)
= o((zlz "z Ayy ) (@ e Ayy T y) = ez xy),

onde a igualdade (x) segue da Proposi¢ao 1.1.27. O

Proposicao 1.1.29. /9, Propositions 3.11 and 3.14] Seja ¢ : S — T um homomorfismo
de semigrupoides inversos. Entiao G(p) : G(S) — G(T), definido por G(¢)(z) = ¢(z),
para todo x € § é um homomorfismo indutivo de grupoides ordenados.

Reciprocamente, se ¢ : G — H é um homomorfismo indutivo de grupoides ordena-
dos, entao S(v) : S(G) — S(H) definido por S(¢)(x) = (), para todo x € G, é um

homomorfismo de semigrupoides inversos.
Demonstragdo. Isso é exatamente o que dizem a Proposicao 1.1.25 e o Corolario 1.1.28. [

Unindo o Teorema 1.1.23 e a Proposicao 1.1.29, obtemos o Teorema ESN para o caso

de semigrupoides inversos.

Teorema 1.1.30 (Ehresmann-Schein-Nambooripad para Semigrupoides Inversos). /9,
Corollary 3.18] A categoria de semigrupoides inversos e homomorfismos de semigrupoi-
des inversos € equivalente a categoria de grupoides localmente indutivos e homomorfismos

indutivos de grupoides ordenados.

Como consequéncia do teorema acima, obtemos o seguinte corolario. Mais detalhes

podem ser encontrados em [9] e [16].
Corolario 1.1.31. As sequinte afirmagoes sao verdadeiras:

(i) [9, Theorem 3.16] A categoria de categorias inversas e homomorfismos de categorias
inversas € equivalente a categoria de grupoides completamente localmente indutivos

e homomorfismos indutivos de grupoides ordenados.

(ii) [16, Theorem 4.1.8] A categoria de semigrupos inversos e homomorfismos de semi-
grupos inversos € equivalente a categoria de grupoides indutivos e homomorfismos

indutivos de grupoides ordenados.

(iii) A categoria de monoides inversos e homomorfismos de monoides inversos € equiva-
lente a categoria de grupoides completamente indutivos e homomorfismos indutivos

de grupoides ordenados.
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1.2 Acgoes Parciais de Grupoide

As definigoes de agao parcial de grupoide e agao (global) de semigrupoide inverso ge-
neralizam, respectivamente, as defini¢oes de agao parcial de grupo e de acao de semigrupo
inverso apresentadas em [11]. Nosso objetivo nessa se¢ao é apresentar as principais propri-
edades dessas agoes e construir os produtos cruzados algébricos de grupoides, grupoides

ordenados e semigrupoides inversos. A principal referéncia para esta segao é [4].

Definigcao 1.2.1. Uma acgao parcial o de um grupoide G em um conjunto X é um par
a = ({Dg}geg: {ag : Dg-1 = Dy}geg), onde, para todo g € G, D, (4 é um subconjunto de
X, Dy é um subconjunto de D, e gy ¢ uma bijecao. Além disso, é preciso que sejam

satisfeitas as condigoes
(i) ae € a aplicacao identidade de D., para todo e € Gy;
(i) a,'(Dy-1 N Dy) C Dgny-1, para todo (g, h) € Go;
(iif) ag(an(z)) = agn(x), para todo = € oy, ' (D,-1 N Dy), para todo (g, h) € Go.

O diagrama abaixo pode ajudar a leitora ou o leitor a compreender a motivagdo por

tras da definicdo de acao parcial de grupoide.

QL

Qgh

Dizemos que a agao « ¢ global se Dy = D, (,, para todo g € G.

Exemplo 1.2.2. Considere o conjunto X = {1,2,3,4} e o grupoide G = {g,¢~*

d(g)}. Definindo

, 7(9),

Dy = {1,2}, Dy = {3,4}, Dy = {3}, Dy = {1}

ad(g) = IdDd(g>7 ar(g) = [dDT@, Ozg(l) = 3, 04971 (3) = 1,

obtemos que @ = ({D,}4eq, {0 }4eg) € uma acdo parcial de G em X.

Proposigao 1.2.3. [4, Lemma 1.1] Seja o = ({Dy}seq, {0y} geg) uma agdo parcial de um

grupoide G num conjunto X. Entao valem
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(i) oyt = g1, para todo g € G.

(i) ap-1(Dy N Dy-1) = Dy O Dgpy-1, para todo (g,h) € Gs.
Demonstragao. (i): Faga h = ¢~! em (iii) da Defini¢do 1.2.1 e tome x € o, ' (D,-1) = D,.

g
Entao

ag(ag-1(z)) = agg-1(z) = ayg(x) = Idp, , (v) =z,

para todo x € Dy. Assim, oy 0 ag-1 = Idp,. Analogamente provamos que ag-1 0 oy =
Idp,_,, provando que a1 = oyt

(ii): Usando que Imay,-1 = Dj-1 e (ii) da Definicao 1.2.1, temos que ap-1(DpNDy-1) C
Dyp-1nN D(gh)fl.

Reciprocamente, seja x € Dy-1 N D(gpy)-1. Como x € Dy-1, existe y € Dy, tal que
x = ap-1(y). Precisamos mostrar que y € Dy-1. Note que y = a(r) € ap(Dp-1ND(gpy-1).
Mas fazendo h = h™! e g = gh em (ii) da Defini¢ao 1.2.1, obtemos

Oéh(D(gh)—l N Dh—l) g D(ghh—l)—l =D

g b
exatamente como gostariamos. O

Apresentamos uma definicdo equivalente de acao parcial que serd 1util em demonstra-

¢oes futuras.

Proposicao 1.2.4. As condigées (i)-(iii) da Defini¢ao 1.2.1 sao equivalentes as condigoes
(a) a. € a aplicagao identidade de D., para todo e € Gy;
(b) ay(Dy-r N Dy) = Dy N Dy, para todo (g, h) € Ga;
(c) ag(an(x)) = agn(x), para todo x € D1 N Dgpy—1, para todo (g, h) € Go.

Demonstragio. B imediato que (a) <= (i). Vamos chamar a igualdade (ii) da Proposi-
cao 1.2.3 de (). Claramente quando vale (x), temos que (iii) <= (c). No que segue,
provaremos que (ii) e (iii) implicam (%), j& que (x) = (ii) é imediato.

Notaremos primeiramente que sempre vale ;' (D, N Dy-1) C Dj,-1 para (g, h) € Gs.
Por (ii),

D(gh)—l D) a;l(Dh N Dg—l).

Portanto, Oé;:l(Dh N Dgfl) € Dp-1 N Digpy-1.

Para a inclusao reversa, aplicamos «;, de ambos os lados. Assim, obtemos
Dh N Dg—l g Oéh(Dh—l N D(gh)_l)'
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Trocando h por h™! e g por gh, obtemos D} -1 N Dgny-1 € ap-1(Dy N Dy-1).
Agora mostraremos que (i), (ii) e (iii) implicam (a), (b) e (c). Nestas condigoes,
sabemos que vale (x), portanto vale (c). Resta-nos apenas mostrar que (b) é satisfeita.

Mas para isto basta trocar h por g~! e g por h™! em (x), de forma que
Qg1 (Dg—l N Dh) = Oég(Dgfl N Dh) = Dg N Dgh-

Reciprocamente, verifiquemos que (a), (b) e (c¢) implicam (i), (ii) e (iii). Em (b),
substituimos g por h e h por (gh)~'. E imediato que obtemos (*). Logo, valendo (x) e
(c), seguem (ii) e (iii). O

Seja X um conjunto qualquer. Defina
ZyX)={¢: A= B: A B C X ey éuma bijecao}.

Temos que Z,(X) é um grupoide com operagao parcial composi¢ao onde Jp o 1) se, e
somente se, Imi) = domep. Além disso, Z,(X) é um grupoide indutivo com ordem parcial
dada por ¢ < 1 se, e somente se, domp C domvy e ¢ = ¥|domy, conforme visto no
Exemplo 1.1.17.

Lembramos que denotaremos por R um anel comutativo com unidade. Caso o conjunto
X seja identificado como uma estrutura algébrica é natural que consideremos na Defini¢ao
1.2.1 as bije¢oes «, como isomorfismos entre as subestruturas D,. Por exemplo, se X = A
¢ uma R-algebra onde um grupoide G age parcialmente através de a, cada D, serd um
ideal de A e cada o, serd um isomorfismo entre os ideais D, e Dy-1, para todo g € G.

Neste caso Z,(A) serda composto de isomorfismos entre ideais de A.
Definicao 1.2.5. Sejam G e H grupoides. Uma aplicacao ¢ : G — H é um homomorfismo
parcial se, para todo (x,y) € Gy, vale que (¢(x), ¢(y)) € Ha,

ez Np(@)e(y) = ez p(zy)

e(@)ey)ey™) = play)ely™).

O préximo lema caracteriza agoes parciais de um grupoide G em um conjunto X em

termos de homomorfismos parciais de G em Z(.X).

Lema 1.2.6. Sejam G um grupoide e X um conjunto nao vazio. Seja ainda o : G —
Z,(X) uma aplicagio onde denotamos a(x) = . Entdo o é uma agdo parcial de grupoide

de G em X se, e somente se,
(1) o 0 @y 0 -1 = gy 0 a1, para todo (z,y) € Go;
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(ii) e = Idaom(a.), para todo e € Gy.
Neste caso, também vale
(iii) ap—1 0y © y = Qp—1 © Ay, para todo (z,y) € Go.

Demonstra¢io. Vamos provar que (a), (b), (¢) da Proposicao 1.2.4 valem se, e somente
se, (1), (ii), (iii) valem.

(=) : Suponha que o = ({ Dy, }reg, {}zeg) é uma agao parcial de grupoide. Como
(a) < (ii), sé nos falta mostrar (i). Temos que, dados (z,y) € G,

dom(ay, o oy 0 1) = dom(a, o Idp,) = dom(a,) N Dy = Dy N Dy

dom(agy 0 ay-1) = oy (Dy-1 N Dgyy-1).
Tomando x =y e y = (zy)~! em (b) obtemos
ay(Dy-1 N Dgyy-1) = Dy N Dy,
de onde segue que
dom(ay; 0 ay 0 1) = dom(orgy © ay-1).
Similarmente,

Im(a, 0 oy 0 ay-1) = ay(Dy N Dy-1)

Im(agy 0 ay—1) = agy(Dy-1 N Dgyy1) = Dyy N Dy,
onde a tltima igualdade segue de (b). Além disso, ainda de (b) obtemos
y(Dy N Dy—1) = Dy N Dy,,.
Portanto,
Im(cv, 0 oy 0 ayy—1) = Im(ayy o ay-1).

Finalmente, considere a € D, N D,-1 = dom(a, 0 oy 0 ay-1). Como a € Dy N D,-1,

temos que a,-1(a) =b € ay-1(Dy N Dy-1) = Dy-1 N Dyyyy-1. Logo,

g (ay(ay-1(a))) = az(ay (D) = azy(b) = agy(ay-1(a)),
que ¢é exatamente o que gostariamos de demonstrar.

(<) : Como (y,y7'), (y™,y) € Gy para todo y € G, temos que

Quy O Q=1 0 Qy = Q=1 O Qy = () © Oy = I dom(a () © Oy = Q.

Similarmente vemos que
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y—1 O Oéy e} Oéy—l = Cky—l.

Y

A unicidade de elementos inversos em grupoides nos garante que «,; = a,-1 em Z,(X).
Defina D, = Im(ay,). Entao
dom(ay) = Im(a, ") = Im(ay-1) = D)1
Portanto, oy, : Dy-1 — D,, exatamente como queremos. Note que dado x € G temos
que D, C D, (). De fato,

Qp(z) © Oig © Q-1 = Qip(g)p © Qlp1 = Qip O (-1 = Idp,
de onde
D,y N Dy = dom(avy(z) © g © ap-1) = dom(Idp, ) = D,.
Para todo (x,y) € G, temos, por (i) e (ii), que

Q=1 O Qp—1 = ay—l O Qyp-10 Oér(z) = ay—l O Qp—1 0 Qypp—1 = Ozy—1 O Qp—1 00, O0,—1 =

Y
Oly—17-1 O Qg O Qy—1.

Em particular, os dominios e imagens dessas bijecoes sao os mesmos. Desta forma,
dom(ay-1 0 ay-1) = ay(Dy—1 N Dy).
De fato, dado a € dom(ay,-1 0 ov,-1) obtemos
a € dom(ay-1) = D, e a,-1(a) € dom(oy-1) = D,

Mas a € D, implica a,-1(a) € az-1(D,) = Dy-1. Assim, a,-1(a) € Dy N D,-1, de
onde a € a,(D,-1 N Dy). Logo, dom(ay-1 0 az-1) C ay(Dy—1 N Dy).

Para a inclusao reversa, tome a € a,(D,-1 N D,). Precisamos mostrar que a €
dom(ay-1 0 a-1), isto é, que a € dom(a,-1) = D, e que a,-1(a) € dom(ey,-1) = D,,.

Note que D,-» N D, C D,-1, de onde a,(D,-» N D,) C ay(D,-1) = D,. Assim,
a € D, =dom(a,-1) e a,-1(a) estd bem definido. Como a € a,(D,-1 N D,) temos

az-1(a) € az-1(ay(Dy—1 N D)) =D, N D, C D, =dom(ay,-1),

que ¢é exatamente o que gostariamos de demonstrar.

Por outro lado,

dom(ay-1,-1 0 oy 0 ap—1) = dom(ay-1,-1 0 Idp,) = dom(ay-1,-1) N D, = Dy N Dy,
de onde segue que

az(Dy-1 N Dy) = Dy, N Dy,

que é precisamente (b).
Considere a € Dy-1 N Dy-1,-1. Como a € D1, existe b € D, tal que a,-1(b) = a.

Desta forma,

az(ay(a)) = az(ay,(a,-1(b)) = awy(ayil(b)) = azy(a).
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Como a ¢ arbitrario, concluimos que
az(ay(a)) = agy(a),Va € Dy—1 N Dy-1,-1,

que é (c). Portanto a = ({ D, }zeg, { @ }zeg) € uma acao parcial de grupoide. Além disso,
dados (z,y) € G, temos

1

Q=1 0 0y 0ty = (=1 0 =1 0 0) T = (y-15-1 0 ) T = (OYy)—1 © ) TH = Q1 © gy

]

Se G é um grupoide ordenado, dizemos que uma agado parcial o é uma agdo parcial

ordenada se
(iv) g < himplica Dy, C Dy, e ay = ah|Dg_1, para g,h € G.

Exemplo 1.2.7. Seja G como no Exemplo 1.1.19, isto é, G = {r(x),d(z), z, 271, r(2), 2}
com relacoes z = 2z~ ', 2 < z. Considere um anel comutativo R com unidade 1p e

5
A = @ Re;, onde os e;’s sao idempotentes ortogonais dois a dois cuja soma é 14.

i=1

Quando queremos definir uma agdo de um grupoide em uma algebra, é normal con-

siderar os subconjuntos como ideais e as bije¢des como isomorfismos entre R-algebras.
Desta forma, a acao nos dard muito mais informacoes sobre a estrutura de A.

Defina

4
Dr(z) = A, Dz = @ Rei, D'r(:c) :R€3 D R€4, Dd(:c) = R61 ) Reg,

i=1

D, = Re3, D,-1 = Rey,

a,(ae; + beg + cez + dey) = cey + deg + aes + dey,
az(aer) = a.|p__, (ae1) = aes,

az-1(ae3) = a,|p, (aes) = aeq,

e a, = Idp,, para todo e € G.

E facil verificar que a = ({D,},eq, {og}oeg) satisfaz as condigoes (i), (i) e (iii) da
Defini¢ao 1.2.1, bem como a condigao (iv), isto é, que « é uma acdo parcial de grupoide
ordenado de G em A.

Exemplo 1.2.8. Seja G como no Exemplo 1.1.19, isto é, G = {r(x),d(z), z, 271, r(2), 2}

1

com relagoes z = 27, v < 2.

4
Considere um anel comutativo R com unidade 1z e considere A = @ Re;, onde os ¢;’s
i=1

sao idempotentes ortogonais cuja soma é 14. Defina

E, = ET(Z) =A, E,= Er(x) = Re; ® Res
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e B, E, — E, tal que
B.(aeq + bey + ceg + dey) = bey + aey + deg + ceyq, a,b,c,d € R.

Com estas definigoes, ja temos uma agao (global) ordenada 8 = ({E,}geg, { By }geg) de
G em A. De fato, como z, 27! < 2, temos que E,, E,-1 C E, e 3, = B:le,_1s Bor = B:lE,,
de onde segue que E,-1 = Res® Rey, [.(ae;+bes) = aes+bey e 51 (aes+bey) = aeq +bes.
Além disso, o isomorfismo . com e € G, é precisamente a aplicagdao identidade de FE..
Entao 8 = ({E,}geg, {By}geg) é uma agao global ordenada de G em A.

Exemplo 1.2.9. Seja G = {x, 27", d(x),r(z),y,7(y)} grupoide indutivo com relagdes
y =y~ ', y < 2. Similarmente aos exemplos acima, considere R um anel comutativo com
identidade 1z e A = é Re;, onde os e;’s sao idempotentes ortogonais dois a dois cuja
soma ¢é 14. Definindo =
D, = Res ® Reg = D,, D, = Rez ® Rey, Dy = Rei @ Rey,

D, = Res, D,-1 = Re;

Qp(z) = IdDT(z)’ Qd(z) = IdDd(z)’ Qr(y) = IdDT(y)’

temos que @ = ({Dy}yeg, {ay}geg) é uma acao parcial de grupoide de G em A que nao é

ordenada.

Definig¢ao 1.2.10. Uma acao parcial indutiva de um grupoide ordenado G em um con-
junto X é um homomorfismo parcial de grupoides ordenados o : G — Z,(X) que preserva
infimos. Isto é, uma agdo parcial ordenada de grupoide a = ({D,}4eqg, {g}seg) tal que

Depny = DN Dy, para todos e, f € Gy tal que o infimo e A f estd definido.
Defini¢ao 1.2.11. [3, Section 3| Sejam A uma R-dlgebra, G um grupoide e

a = ({Dy}reg, {0 }reg)

uma acdo parcial de G em A. E natural que consideremos D, < Doy <Aeay: Dy —
D, um isomorfismo de R-algebras, para todo x € G, como nos exemplos acima. Definimos

o produto cruzado algébrico A x% G por

finita
Axgg:{i axém:axeDm}:@Dwdx

z€g zeg
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onde os d, sao simbolos que representam a posicao do elemento a, na soma. A adigao é

a usual e o produto é dado por

ag(agfl(ag)bh>5gha se (g,h) € Go,

0, caso contrario,

(agdy)(bnon) =

estendido linearmente.

O proximo resultado nos dd uma condi¢ao para o produto cruzado algébrico ser asso-

ciativo.

Proposicao 1.2.12. Sejam A uma R-dlgebra, G um grupoide e o = ({ Dy }reg, {0 }reg)
uma agdo parcial de G em A. Se A € semiprima, entdo o produto cruzado algébrico Ax%G

€ associativo.

A prova pode ser encontrada em [3, Proposition 3.1], notando que todo grupoide pode
ser visto como um grupoide ordenado considerando a igualdade como ordem parcial.

Sejam S um semigrupoide inverso e X um conjunto. Dizemos que 5 = ({Es}ses, {Bs :
Es1 — Eg}lses) € uma agao de S em X se E; C X, 55 é uma bijegdo, para todo s € S, e
Bs(Bi(x)) = Bst(x), para todos (s,t) € Sy e x € Egy-1.

Seja X um conjunto. Denote por Zs(X) o semigrupo inverso
Z(X)={¢: B— C:B,C C X e ¢ éuma bijecao}.

A operacao em Z,(X) é a composicao entre aplicagoes. E facil ver que uma agao de
um semigrupoide inverso § em X ¢ precisamente um homomorfismo de semigrupoides

inversos 5 : S — Z,(X), onde f, = B(s). Além disso, claramente Z(X) = S(Z,(X)).
Proposicao 1.2.13. Sejam 8 uma ag¢io de S em X, (s,t) € Sy, (e, f) € E(S)s. Entdo:
(i) Bor =B
(i) Be = Idpg,.
(iii) Bs(Ey N Eg-1) = Ey.
(iv) By CEs e By = By
(v) B = E.NE.

Demonstragio. (i): A demonstracao é andloga ao caso de agao parcial de grupoides.
(ii): Note que . é um isomorfismo de E, em E, cujo quadrado coincide com ele
proprio. Isso sé pode ocorrer se 3, for uma identidade e, portanto, 5. = Idg, .

(iii): Basta notar que
65(Et N Es—l) = dom(ﬁs © ﬁt) = dom(ﬁst) = Ey.
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(iv): A primeira afirmagao segue do item (iii), pois Bs(F; N Es-1) C E. Desta forma,
Es = E(ss-1)s C Eg-1 C E

(v): Como : X — Z,(X) é um homomorfismo de semigrupoides inversos, temos que
B preserva infimos. Disto segue que o infimo Idg, A Idp, = Idg,ng,. Assim, B(ef) =
BleA f) =1ldg.ng,- O

Exemplo 1.2.14. Seja S = {z,y,2,a,b,s,s71,t,t7'} com E(S) = {z,y, z,a,b} repre-

sentado no diagrama abaixo.

a t b

A tabela de operacao de S é dada por

al|b x|y z S sThit [ ¢!
a |alPd [a|? [P |3 [F Bt
b [Ale [l b o (o [t]3
v Jald Ja|B |2 |3 |72 [P
y |26 3]y b b |s']t]3
= | Al A6 |2 |s o [t]3
s |Ale [H]s b b |2 [¢t]3
PN A0 sy b t |7
EEREEEEREEEREREIE
A E I E I R R

Note que S é um semigrupoide inverso que nao é grupoide e também nao é semigrupo
inverso. .

Sejam R um anel comutativo com identidade 1z e A = @ Re;, onde os e;’s sao idempo-
tentes dois a dois ortogonais cuja soma é 1,. Vamos constlfullir uma acao de semigrupoide

inverso de & em A. Defina

Ez == R€1 D R@Q, Ea == R@h Ey == R@g D R64, Ez == R64 D R65, Eb == R647

Bs(k’eg + l€4) = l€4 + k’€57 615(]{561) = k,’€4,

onde os inversos sao ébvios e . = Idg,, para todo e € E(S), k,l € R. Temos que
b= {E;}ges: {Bg}ges) € uma acao de S em A.

O préoximo resultado é uma consequéncia direta do Teorema ESN.

Corolario 1.2.15. Existe uma correspondéncia de um para um entre a acoes de semigru-

poide inverso e acoes indutivas de grupoides localmente indutivos induzidas pelos funtores

S eG.
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Normalmente vamos esquecer dos funtores S e G quando considerarmos agoes de se-
migrupoides inversos e acoes indutivas de grupoides localmente indutivos. Assim, se
p:S — Zy(X) é uma acao de semigrupoide inverso, vamos denotar G(f) : G(S) — Z,(A)
simplesmente por 5.

Generalizando a definigdo apresentada em [13], dados um semigrupoide inverso S e

uma agao 3 de § em uma R-algebra A, definimos

finita
L=L(AS,p) = {Z ads : a € ES} = @Esds,

seS SES

onde cada &, é um simbolo. A adigao é a usual e o produto é dado por

(ads)(bdy) = Bs(Bs-1(a)b)dst, se Ist,

0, caso contrario,

linearmente estendida.

A estrutura L nao é sempre associativa. Para a proxima defini¢do, vamos assumir que
L ¢é associativa e, portanto, uma R-algebra. Uma condicao suficiente para associatividade
é A ser semiprima, mas esse fato serd justificado mais adiante.

Nestas condigoes, considere N = (ads — ad; : s < t,a € Es) < L. Definimos o produto
cruzado algébrico A x§ S como

AxES = ]6

Observacgao 1.2.16. O produto cruzado algébrico de um semigrupoide inverso & numa
algebra A semiprima por uma agao 3 estd bem definido. De fato, se s < ¢, entdao Je € E(S)
tal que dte e s = te. Logo, Es C E;, pela Proposicao 1.2.13. Entao podemos escrever ad,

mesmo que a € Fj.
Vamos agora definir produtos cruzados algébricos de grupoides ordenados.

Definigao 1.2.17. Sejam G um grupoide ordenado e o uma agao parcial ordenada de
grupoide de G em A. Suponha que A x? G é associativo. Defina N = (ad, — ady : a €

Dy, g < h)<Ax¢G. Definimos o produto cruzado ordenado algébrico A x¢ G como

Ax2g

AxXS G = N

1.3 C*-Algebras

Uma C*-algebra A é uma algebra de Banach sobre C, o conjunto dos ntimeros com-

*

plexos, munida de uma aplicacdo * : A — A que leva um elemento x € A na imagem
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x* € A, satisfazendo as seguintes propriedades:

(a*) = a, (a+b)" =a"+ b,
(ab)* = b"a”, (va)" =7a™,

para todos a,b € A, v € C, onde 7 representa o conjugado de v em C. Como A é uma

algebra de Banach, também valem as relac¢oes

Ivall = [y[llall,
la+ 0l < llall + [[oll, e
lab]l < [alllIo]l

para todos a,b € A, v € C, onde ||a|| refere-se & norma do elemento a. Além disso, A
é completo com relagdo a métrica d(a,b) = ||a — b||. Por fim, vale a identidade abaixo,

também conhecida como identidade C*,
lall* = l|a*all

Frequentemente chamaremos o elemento x* de adjunto de x. A proposicao abaixo

segue diretamente da definicdo de C*-algebra.
Proposigao 1.3.1. Se a € A, onde A é uma C*-dlgebra, entao ||al| = ||a*]|.

Demonstragio. Suponha que ||al| # 0. Pela identidade C* e pela desigualdade do produto,

temos que
lall* = lla*all < lla*[lall.
Como |la|| # 0, temos que
lall < o™
Agora, novamente pela identidade C*, obtemos
la*]I* = ll(a*)*a”|| = llaa”[| < llalllla*[| < lla"]%,
de forma que essas desigualdades sao, na verdade, igualdades, ou seja,
lalllla*]] = [la*]1*. (1.3)

Se fosse [|a*|| = 0, entdo ||la|| também o seria, pois ||a| < ||a*|] e a norma sempre

assume valores nao negativos. Logo, ||a*|| # 0 e podemos dividir em (1.3) por [|a*| e
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obter a igualdade desejada.

Se ||la|| = 0, entdo segue de
la”[I* = llaa™|| < lla]l[la”]]

que ||a*||* = ||a*|| = 0 = ||a|, concluindo a demonstragao. O
Fixaremos alguns termos relativos a teoria de C*-algebras na préxima definicao.
Definicao 1.3.2. Sejam A uma C*-algebra e a,b,p,u € A. Dizemos que
1. a é autoadjunto se a* = a.
2. a ¢ normal se a*a = aa*.
3. p é uma projecdo se p*> = p = p*; isto é, se p é autoadjunto e idempotente.
4. u é uma isometria parcial se u*u é uma projecao.

Abaixo apresentaremos alguns exemplos de C*-algebras. Mais sobre a teoria de C*-

algebras pode ser encontrado em [13] e [14].

Exemplo 1.3.3. O conjunto C dos niimeros complexos é uma C*-dlgebra com as opera-

¢oes usuais, a* =@ e ||a|]| = |al|, para cada a € C.

Exemplo 1.3.4. O conjunto M,,(C) das matrizes n x n com entradas em C também ¢é

uma C*-algebra. A adi¢do, multiplicacdo e multiplicagdo por escalar sao as usuais. Se
A = (a;j) € M, (C), definimos

AT = (Tﬂ)v

ou seja, tomamos a transposta A7 de A e trocamos cada entrada por seu conjugado

complexo. Por outro lado, definimos a norma ||A|| de A por
[A[] = sup{[|Awl[ls : w € C", [|wlla < 1},

onde || - || é a (*-norma usual em C", isto ¢, se w = (wy, ...,w,) € C", entdo

n

lwllz = | > lwil*.

=1

Exemplo 1.3.5. Seja H um espago de Hilbert complexo com produto interno denotado
por (-,-). Consideremos o conjunto B(H) de operadores lineares limitados em H. Lem-

bramos que um operador linear L : H — H ¢ limitado se existe M > 0 tal que para todo

32



heH,
IL(h)||a < M||h||x

onde || - ||z denota a norma induzida pelo produto interno de H. E facil notar que B(H) é
uma C-algebra com as operacoes de soma e multiplicacdo por escalares usual, enquanto a
multiplicagdo é dada por composigao. Além disso, é claro que B(H) é um semigrupo com
respeito a composicao. Resta-nos apenas munir B(H) de uma estrutura de C*-dlgebra.

A norma || - || em B(H) seré definida por
1T = sup{[|Twlls : w € H, ||lwlla < 1}

para todo 7' € B(H). Naturalmente definimos 7% como o operador adjunto de 7', isto é,

T* é tal que

(T*(w),7) = (W, T(V)),

para cada w,y € H.
Essas operagoes garantem que B(H) é uma C*-algebra. Note que esse exemplo é uma

generalizacdo do exemplo anterior para o caso de dimensao infinita.

Sejam A e B C*-algebras. Dizemos que um homomorfismo de C-algebras ¢ : A — B
¢ um *-homomorfismo se ¢(a*) = ¢(a)*, para todo a € A.
Um resultado classico da teoria de C*-algebras é o seguinte: Sejam A e B C*-dlgebras

e suponha que p: A — B é um *-homomorfismo. Entao p é contrativo, isto é,

lp(@)lls < llalla,

para todo a € A. Sua demonstracao depende da teoria de espectros e nao sera estudada
nessa dissertacao.

Outra propriedade interessante de C*-algebras é que dadas D, E (C*-algebras, todo
*-homomorfismo injetor de D em E é, na verdade, isométrico. Isto é, se m: D — FE ¢
um *-monomorfismo, entdo ||a||p = ||7(a)| g, para todo a € D. A demonstracao desse
fato sera omitida deste trabalho pois nao pretendemos explorar a teoria de espectros de
C*-algebras.

Seja A uma *-algebra normada. Ja& sabemos, da teoria de C*-algebras envolventes
[8], que A admite uma C*-dlgebra envolvente se suas representagoes sao contrativas. O

préoximo resultado generaliza [13, Proposition 4.2].

Proposicao 1.3.6. Seja A uma C*-dlgebra semiprima. Seja G um grupoide que age
parcialmente em A via o = ({Dy}geg, {0y }geg). Entao o produto cruzado algébrico Ax%G

¢ uma *-dlgebra normada cujas representacoes sao contrativas.
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Demonstrag¢io. Como definido na secao anterior, consideraremos que cada D, ¢ um ideal
de A e que cada o, ¢, além de um isomorfismo de R-algebras, *-isomorfismo, e portanto
uma isometria. Como toda isometria é continua, um *-isomorfismo também é um home-
omorfismo, dado que a inversa de oy, o 1 , também é um *-isomorfismo continuo.

Na se¢ao anterior discutimos quando A X2 G é uma C-algebra, entao resta-nos mostrar
as igualdades restantes para afirmar que A x% G é uma *-algebra normada.

Comecaremos definindo
(ag0g)" = arg-1(ay)dg1
e estendendo linearmente. Note que * estd bem definida, pois ay, a; € D, e
1:Dg = Dy

¢ um isomorfismo, de forma que ay-1(a;) € Dy-1.
Sejam z,y € A x% G, v € C. Entao

x:Zagégey:Zbgég.

geyg geg

Assim,

(x+y)* (Za95 +Zb5) :(Z(a9+b9)59)*

g€y geg geg
= Z ag + by) Z Qg1 ((ay + bg)*)5g*1
geg geg
= Z Qg1 (CLZ + b;)5g—1 = Z(Oég—l (aZ) -+ Qg1 (b;))ég_l
9€g 9eg
= Z ag_1(a;)(5g_1 + Z ag_l(ag)ég_l
9€g 9€g

= (Z ag(sg) + (Z bgég> =2 +y
g€g geg
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(yz)* = (72%%) = (Z(wg)%)

NS4 NS4

= (008" = 2 e (0,) )3

— % (%) — *
= Zag_l(fyag)ég_l = Z(Vag_1<ag>>6g_l

g€g geg

7 (Z Oég—l(aZ)%—l) =7 (Z((ag%)*))

geg

=7 (Z ag69> =7z”,

geg

*

onde as igualdades (x) vem da definicao da aplicagao *, que foi estendida linearmente,
enquanto a igualdade (xx) segue de ay-1 ser um *-homomorfismo.
Finalmente, sejam agora @ = a,0, ¢ y = byd,. E suficiente mostrar que (vy)* = y*z*.

Desta forma, se (g, h) € G,

(zy)" = ((agdy) (bndn))" = (ag(ag-1(ag)bn)dgn)” = agn)-1 (ag((ag-1(ag)br)*)d(gn)1
= Oé(gh)fl (ag(bhozgfl(ag) )5(gh)*1 = Oé(gh)—l(Oég(bhOég—l (ag>>5(gh)f1,
onde a igualdade (%) se justifica pois a,-1 é um *-homomorfismo. Note agora que

agfl(a;) € Dy1 e b, € Dy, portanto, por Dy-1 e Dy, serem ideais, o produto
b;‘lag_l(a;) S Dg—1 N Dy,

o que implica que ay(bjay-1(al)) € ay(Dy-1 N Dy) = Dy N Dy, onde a igualdade dos

g
conjuntos é devida a relagao (b) da Proposigao 1.2.4. Portanto,

(zy)" = O‘(gh)*l(ag(bhag”(ag))(s(gh)*l = Oé/rl(%*1(ag(bh%*l(ag)))ﬁ(gh)fl

= ah_l(bZag_l(ag))é(gh)_1 = Oéh—l(Oéh(ah—l(bZ))Oég—l(a/;))é(gh)—l

= (s (03)dn) (g1 (05)6,2) = ()" (agb,)" = '

A desigualdade () é garantida pois vale (c) da Proposigao 1.2.4, j& que ap-14-1(x) =
apt 0 ag-1(x), Vo € Dy N Dgy,. Agora, se (g,h) ¢ Go, xy = 0 = y*z*. Portanto, provamos
a igualdade desejada.

Definimos uma norma || - ||x em A x, G por

Z ag0g

geG

=2 llagll,

geG

X
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em que | - || denota a norma em A. Note que esta norma estd bem definida pois as somas
formais em A X, G sao finitas. Isto nos diz que A X, G é uma *-algebra normada. Sejam

agora H um espago de Hilbert e 7: A x, G — B(H). Entao

||7T(ag5g)||%%(H) = |[m(agdy) m(agdy) ||y = [|m((agdy)*)m(agdy) |5
= [m((agdy)™(agdy)) sy = [l ((org-1(ag)dg-1)(agdy))llscm

= || (ag-1 (g (g (a;))a9>5d(g)) |5(a).-

Mas Dyg) ¢ uma C*-dlgebra isomorfa a Dgg)dq(g), portanto suas representacoes sao

contrativas. Logo,

||7r(a959)||f3(H) = HW(O‘g*l(a;ag)éd(g))HB(H) < |’ag*1(a;ag)5d(g)Hl><

= |lag-1(agay)|| = [lagagll = llag]*.
Portanto, temos que

17 (agdy )l sy < llagll = [lagdyllx,
como gostariamos. O]
A proposicao acima inspira a préxima definicao.

Definicao 1.3.7. Sejam A uma C*-algebra, G um grupoide e o uma agao parcial de G

em A. Definimos o produto cruzado A X, G de A por G como a C*-algebra envolvente de
Axeg.
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Capitulo 2

Acoes de Semigrupoide Inverso e

Acoes Parciais de Grupoide

Neste capitulo construiremos o semigrupoide inverso de Exel S(G) de maneira pu-
ramente algébrica a partir de um grupoide G. Além disso, provaremos que existe uma
correspondéncia biunivoca entre as ac¢oes parciais de grupoide de G e as agoes de semi-
grupoide inverso de S§(G) e as consequéncias desse fato no estudo de produtos cruzados

algébricos.

2.1 Semigrupoide Inverso Associado a um Grupoide

Um semigrupoide livre S é um semigrupoide em que cada elemento de S é uma con-
catenacao finita de um subconjunto de S, quando a concatenagao fizer sentido.

Nosso objetivo nessa se¢do é generalizar a construgdo do semigrupo inverso S(G)
construido através de um grupo G, dada por Exel em [11]. O semigrupo inverso S(G) é

chamado de semigrupo inverso de Fxel associado ao grupo G.

Defini¢ao 2.1.1. Seja G um grupoide. Para todo g € G, considere o simbolo [g]. De-
finimos o semigrupoide de FExel associado ao grupoide G, denotado por S(G), como o
semigrupoide livre gerado pelos simbolos [g] para todo g € G. Temos que 3[g|[h] em S(G)
se, e somente se, dgh em G. Além disso, estabelecemos as seguintes relagoes, para todo

(gv h) € g2’
(1) [~ "gllh] = [g~"]lghl;

(i) [g][P)[n~"] = [gh][h™"];
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Observagao 2.1.2. Note que para todo g € G existe g7! € G tal que Jgg~!, Jg~ 'y,
g9 ' =r(g9) e g7tg = d(g). Portanto sempre J[g][g'] e F[g7"][g] em S(G). Além disso,

l9llg~"1lg] = [gllg~"g] = [g]ld(g)] = [g]-

Os elementos da forma [g][g™!] operam um papel importante na caracterizacio dos
elementos de S(G). Por esse motivo daremos uma notagdo especial para eles. Defina
g, = [9llg™] em S(G). A Proposigao 2.1.5 provard que os £’s sao idempotentes em S(G)
e a Proposicao 2.1.10 provard que S(G) é um semigrupoide inverso.

A préxima proposicao segue diretamente da propriedade universal de semigrupoides
livres [17, Theorem 3.1.1 and Lemma 3.2.2].

Proposicao 2.1.3. Dado um grupoide G, um semigrupoide S e um homomorfismo parcial

f:G— S tal que f(g9)f(d(g)) = f(9) = f(r(9))f(g) para todo g € G. Entdio existe um
tinico homomorfismo de semigrupoides f : S(G) — S tal que f([g]) = f(g), para todo

geqg.

Seja S(G)° o semigrupoide oposto de S(G). Isto é, S(G) coincide com S(G) exceto

pela multiplicacao parcialmente definida -, que é dada por

para todo ([g], [h]) € S(G)a. Note que J[g] - [h] se, e somente se, Fhg, para todos g,h € G.

Proposicao 2.1.4. Eziste um anti-automorfismo involutivo * : S(G) — S(G) tal que
9] =1To7").

Demonstragio. Considere f: G — S(G)P, onde f(g) = [¢7}].

Vamos mostrar que f é um homomorfismo parcial. De fato, dados (g, h) € Gy, temos
Jgh & 39 & 37 gT ] e 3] W] & 3f(9) - f(R).

Além disso, observe que

-
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S~—
%
~~
<
>
SN~—
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Portanto, existe um tinico homomorfismo f : S(G) — S(G) tal que f([g]) = f(g9) =
[g7Y]. Defina *: §(G) — S(G) por [g]* = f([g]). Temos que

(gl = fg) =1lg7'I* = Flg™"]) = lg].

Mais ainda, se dgh, entao

(lgl[r])" = F(lgl[n]) = f(lg)) - F([n]) =g~ "] - [P"") = [h™ "]~ "] = F([]).f([g]) = []"[g]"-

Resta-nos mostrar que * é uma bijecdo. A sobrejetividade segue do fato que definimos
1

*

nos geradores de §(G). A injetividade vale pois a aplicacao inverso g — g~ é injetiva

em G. Isso completa a demonstracao. O
Comegcaremos a estudar as propriedades dos elementos do tipo ¢4, com g € G.

Proposigao 2.1.5. Defina ¢, = [g][g~"] € S(G), para todo g € G. Valem as sequintes

afirmacoes:
(i) €2 = ¢4 =€},
(i) ser(g) =r(h), entdo e e, = epey.
(ili) se Jhg, entdo [hle, = epglh].
(iv) se 3¢%, entdo [g]* = g4[¢%].

Demonstragio. (i): Note primeiramente que
* —17\* __ —17% * —17 _
eg=gllg™ 1) =1lg~ I"lg]" = lgllg™] = &g,
portanto ¢, ¢ autoadjunto. Observe agora que

g, = (lgllg™'1)* = (lgllg ™' Dlglls™"D) = (lgllg gDl "] = lgllg™"] = &y,

ou seja, cada g, ¢ idempotente.
(ii): Agora mostraremos que dados g,h € G com 7(g) = r(h), entdo Je ey, Jepe, €

£,6n = €ngy. De fato, note que se r(g) = r(h) entdo Jg~'h, ou seja, Je, ;. Analogamente
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Jh~'g implica que Jepe,. Desta forma,

egen = (lallg D(AIR]) = ([gllg ][R ])[ '
= (lgllg™"hD)[A~"] = ([g)(lg~ " hI[h " g]lg™"h]))[A "]
= (lgllg™"hl[~"gD)lg~ R[] = (lgg~ 1h][h YD)y hl[h
= ([r(g)h][h~"gDlg ™ RI[R™"] = ([r(R)R][A " g])lg~ R [R]
= ([B[h " gDlg~ RI[h~"] = [AI([n"gllg~ R T])
= [R)([n " gllg r(W)]) = [R]([h""g]lg"r(9)])
= [R)([n""gllg™"d(g™")]) = [R]([n""g]lg™"])
Il '

onde () vale pois Jhg, de onde segue que Jep-164 € e-16, = €46p-1.

(iv): Por fim, se g%, entdo

Observagao 2.1.6. Note que

l9] = [r(9)]lg] = l997"Ilg] = lgllg"]lg] = &4lg], para todo [g] € S(G),

mas £, # [r(g)].

Podemos estender indutivamente a proposicao acima para um numero finito de €’s
componiveis. Dado um grupoide G, defina X, = {h € G : r(h) = r(g9)} € G. Note que

h € X, se, e somente se, Ih~g. E claro que X, =X se h € X, entao X, = X, e

r(g)
G- X..

e€Go
Mantendo essa notagao, o préximo resultado garante que todo elemento de S(G) possui

uma decomposicao em termos dos elementos €’s.

Proposigao 2.1.7. Todo elemento o € S(G) admite uma decomposi¢ao

Q= EpEpy °- 'Ern[g]f
onden >0, ry,..., Tn,g € X4. Mais ainda,
() ro s sei# ;e
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(i) 7 # g, 1 & Go, Vi=1,...,n.
Dizemos que essa € a forma padrao do elemento a € S(G).

Demonstragio. Seja S C S(G) o conjunto de elementos de S(G) que admitem uma de-
composi¢do na forma padrao. Como podemos ter n = 0, segue que [g] € S, para todo
g € G. Portanto, como todos os geradores de S(G) estdo em S, resta-nos provar que S
absorve multiplicagdo por elementos de S(G).

Seja o € S. Entao existem rq,...,7r,, g € X, tais que (i) e (ii) sdo satisfeitas. Seja

ainda h € G tal que Ja[h], isto é, tal que Jgh. Assim,

alh] =&, e lgllll = e --enlgllg[g][A]
= & enlgllggh]
= &, Er,Eg[gh].
Se qualquer r; = gh, é suficiente comutar o elemento ¢,, até o elemento [gh] e usar a
Observagao 2.1.6. Entdo ey,[gh] = [gh] na decomposigao. Além disso, se g € Gy, entao

g = r(h) e é suficiente notar que o elemento ¢, desaparece da decomposicao e [gh] = [h].
Assim, temos que S(G) = S. O

Proposicao 2.1.8. Para todo o € §(G), temos que ac*a = a e a*aa™ = o*.

Demonstragio. Dado a € S(G), a = ¢, ---&,,[g] para certos ry,...,7,, g9 € X, satisfa-
zendo (i) e (ii) da Proposicao 2.1.7.

*

Observe primeiramente que * ser um anti-automorfismo e cada ¢,, ser autoadjunto
implicam que

*

@ = (& - rEr,[g])" = [9_1]5rn “rrErye

Como sempre 3[h|[h ] e I[h ][] para todo h € G, podemos nos assegurar que Jaa*
e dJa*a.

Como cada ¢ é idempotente e comuta com elementos do tipo €, obtemos

ac’ =gy - englgl = & e gl =

e
a"aa” = ([g 1]5rn € )(Er Enlg)((g 1]57’n Er,)
= [g_l]grn ErmEr  Er,l9)lg 1}5% €y
= (g7 er, i€y Ern €y Emy
= [971]595% en = 97 gllg " en, - - ems
= [971]5% &y =a’,
que ¢é exatamente o que gostariamos de demonstrar. O
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Para provarmos que o semigrupoide de Exel S(G) é um semigrupoide inverso, basta
provar que se « € S(G), entdo a* é o unico inverso de v em S(G). Para isso, definiremos
duas aplicagOes especiais.

Considere a aplicacdo identidade em G. E facil ver que essa aplicacdo satisfaz as con-
digdes da Proposicao 2.1.3. Portanto podemos estender a identidade a um homomorfismo
de semigrupoides 0 : S(G) — G onde J([g]) = g, para todo g € G. Note que dado
QO =EnEp, - Er,g] € S(G) temos que

d(a) = e, - -enlgl) = O([Mlri ] -+ - [rallr lg))
= ([ ))o([r7"]) - - O([r)O([r DO(g) = 1ary "+ iy g
=r(r)r(r2) - r(r.)g =r(g)g = g.

Observe que pudemos “separar” os produtos usando o homomorfismo 9, ja que vale
A[r; Y[ris1] se, e somente se, Ir; 'ri 1 e A[r1][g] se, e somente se, Irtg.

Defina o conjunto P,(G) cujos elementos sdo os subconjuntos finitos £ C G tais que
g€ E=r(g9) € E. Seja F(P,(G)) o semigrupo de fun¢oes de P,(G) em P,.(G). Considere
os elementos de F(P,(G)) da forma

¢g - Pr(G) = Pr(9)

tais que

gEU{g,r(9)}, se Igh,Vh e E
ng(E) = )
{g,7(g)}, se existe h € E tal que figh,
para todo g € G. Note que ¢, estd bem definido pois se Jgh entdo d(g) = r(h), gr(h) =
gd(g) = g e r(gh) = r(g). Equivalentemente, podemos escrever

o (1) = V9 VL9 0]}, se B C Xy

{9: 7”(9)}, caso contrario .

Podemos definir, entdo, a aplicacio A : G — F(P,(G)) dada por A(g) = ¢,.
Como P,(G) é um semigrupo, sempre existe ¢, o ¢y, para todo (g, h) € Gs.
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Seja (g,h) € Gy. Entao, dado E € P,(G),

Mg HMPDAMR)(E) = @41 0 ¢g 0 op(E) = ¢g-1(04(60(E)))
{% (pg(RE U {h,r(h)})), se E C X
bg1(dg({h,7(h)})), caso contrario
{% {(ghE U{g, gh,7(9)}), se B C X
¢g-1({gh,g,7(g9)}), caso contrario
g lghE U {d(g),h, g7}, se E C Xy
{ g~'}, caso contririo
d(g)hE U {d(g),h, 97"}, se E C X
{{ g~'}, caso contrério
YVhEU{r(h),h,g7'}, se E C X},
{{h d(g),g™'}, caso contririo
{hEU{r ), h,g1}, se E C Xj

{h,d ~1}, caso contrério,

enquanto

Mg HMIM(E) = ¢g-1 0 gn(E) = ¢4-1(dgn(E))
Gg-1(ghE U {gh,r(gh)}), se E C X}

¢g ({gh,7(g9)}), caso contrério

¢g-1(ghE U {gh,7(g)}), se E C X},

dg-1({gh,7(g)}), caso contrario

h,g7',d(g)}, caso contrario

d(g)hE U {h,g7*,d(g9)}, se E C Xj-

{h,g7',d(g)}, caso contririo

R)RE U {h,g7*,r(h)}, se E C X}

{ WhE U {h, g7, d(g)}, se E C Xp1

{h g1, d(g)}, caso contrério

hEU{h, g7, r(h)}, se E C X},
{h,g7%,d(g)}, caso contrario.

Como escolhemos E de forma arbitraria, temos que A\ satisfaz a primeira condicao
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de homomorfismo parcial. Para provarmos a segunda, sejam novamente (g,h) € Gy e
E € P.(G). Entao

A(g)Ah)A(h™ o ¢p o pp-1(E) = dg(dn(pn-1(E)))
Gg(Sn(h T EU{RT! r(h71)})), se E C Xy,
{%(th ({h71,d(h)})), caso contrario
¢g(hh™ E U {r(h),h}), se E C Xy,
{%({ ), caso contrario
Gg(r(h)EU{r(h), h}), se EC X,
{%({ h,r(h)}), caso contrério
Og(d(g)E U{r(h),h}), se E C X,
{%({h r(h)}), caso contrario
gEU{g,gh,r(g)}, se B C Xy,
{{gh g,7(g)}, caso contrério.

Por outro lado,

MgMAMTNE) = dgn 0 ¢n-1(E) = pgn(pn-1(E))

B don(h P EU{h™ r(h™1)}), se E C X,
- dgn({h1,d(h)}), caso contréirio

ghh™*E U {g, gh,r(gh)}), se E C X},
{gh,g,7(g9)}, caso contrério

_ J9EU{g,gh,r(g)}), se E C X,
{gh,qg,7(g)}, caso contrério.

Novamente da escolha arbitraria de F, garantimos que A(g)A\(h)A(h™Y) = A(gh)A(h™1),

isto é, A satisfaz a segunda condicdo de homomorfismo parcial. Resta-nos provar que
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Ar(g9))A(g) = Ag) = Mg)A(d(g)). Para isso, tome E € P.(G). Assim, temos que

A(r(g)MG)(E) = drg) © 0g(E) = dr(g)(d4(E))

_ Orig)(gE U{g,7(9)}), se E C Xy,
br(g)({9,7(9)}), caso contrario

{g,7(g9)}, caso contrério

_ {T(Q)QE U{g,7(9)}, se E C X,-1,

{gE U{g.r(9)}, se EC X, 1,

{g,7(g)}, caso contrario

= ¢g(E) = A9)(E)

MAA(9))(E) = ¢g 0 dag)(E) = ¢g(daq)(E))
_ {¢g<d<g>E (@)}, s B C X,

?,({d(g)}), caso contréirio

_ {gd(g)E U{g,7m(9)}, se E C X,-1,

{g,7(g)}, caso contrario

{gE U{g,1(9)}, se B C Xy,

{g,7(g)}, caso contrario

= ¢g(E) = M9)(E).

Portanto, pela Proposi¢ao 2.1.3, existe um tnico homomorfismo de semigrupoides
A:S(G) = F(P.(G)) com A([g]) = ¢4, para todo g € G.
Dado a = €,,&., - - &, [g] € S(G) como na Proposicao 2.1.7, temos que

Aa)({d(g)}) = Alerer, -+ er,[9])({d(9)})
= A([r DA ]) - A A DA ({d(9) 1)
= A DA ) - A Al D g, 7(9)})
= A DA - A (! 9 T 7”( )t r(ra )}
= A DA(T]) - Allra]) () (e })
:A([?"l])A([Tfl])"'A([Tﬁil])({rn?“ 9.ty et () s (1) )
= A DA(r]) - A L) g, s r(9)})
=--={g,r,..., T, 7(g) }
Essa escrita estd bem definida pois r; € X, implica r(r;) = r(g), paratodoi =1,...,n.
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Usaremos os homomorfismos 0 e A para provar a unicidade da decomposicao dos

elementos de S(G) na forma padrao.

Proposicao 2.1.9. A escrita dos elementos de S(G) na forma padrao € unica a menos

da ordem dos €’s.

Demonstragio. Seja a € S(G) tal que a = ¢, ---&,,[g], onde 71,...,7,,9 € X, como na
Proposigao 2.1.7. Suponha que g, - - - ¢;, [h] é outra decomposigao de a, com Iy, ..., L, h €

X}, na forma padrao. Desta forma,
g = a(6"’1 T 87"'” [g]) = 8(0{) = 8(8l1 s 8lm[h]) = h7 (21)
Portanto g = h, o que implica ¢;, - - -, [h] = &, - - - €1,,[g]. Por outro lado,

{ri, - sr,9,m(9)} = Mer - - 20, [9)) ({d(9)}) = Ala)

(2.2)
= Ay, e, [9){d(9)}) ={li- .. I, g:7(9) -

Logo,

{ri,...om}={r,....rn,g,7(9)} \ {9,7(9)}
={b. b g,r(@I\{g7(@)} ={lL...,ln}.

Isso ¢é suficiente para concluir a prova, pois os €’s comutam e as condigoes (i) e (ii) da

forma padrao juntas com (2.1) e (2.2) garantem que m = n. O
Finalmente podemos provar o principal teorema dessa sec¢ao.

Teorema 2.1.10. Seja G um grupoide. Entio S(G) é um semigrupoide inverso.

Demonstragio. Seja a = &, -+ - &, [g] € S(G). Ja sabemos que

o = [g_l]grn e
é tal que daa®, da*a, aa*a = a e a*aa* = o*.

Suponha que exista § € §(G) tal que Jaf, Ipa, afa = a e faf = . Escrevemos [*
na forma padrdo 8* = ¢, - - - ¢, [h]. Assim, 8 = [h7]g,, -+ &,. Como Jaf e IBa, entdo
dgh~!. Mas

g9 =0(a) = 0(apa) = 9(a)0(8)0(a) = gh™'g.
Note que 3h~'g, pois Ih ", I oy, ..., 350, 37y, Irytr, oo, ety de

onde segue que Ih I 1 - I3 T e ey o771 g e esse produto é igual a hlg.
Portanto 3gh~tg. Pela lei do cancelamento e unicidade do inverso em grupoides, obtemos

que h = g. Entao 8= [g e, - &y,
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Observe que

ennlgl = a=aba=c¢, g, gllg e, - enr - En gl
= Ery " Erp€g€ly €L T Ery [9]
=Er Ly R Erngg[g]

— 67,1 .. .Erngll .. .glm[g:l'

Pela unicidade da decomposigao de elementos de S(G) na forma padrao, temos

{ri, .., b U{ly, .l =, o )y

de onde segue

{lla'--alm} g {Tla'“)rn}-

Para a inclusao contraria, repare que

g en a1, = B =Bap =g e, - enen - en9llg et e
= [gil]é?ll e Elmggng e 87“71
= (g7 egen - E1puEry

_1]

:[g 611"'8lm67"1"'67"

n*

Os célculos sao similares ao caso afa. Pela unicidade da decomposi¢do na forma

padrao, obtemos

{lla---7lm} 2 {Tl,...,T’n}.
Entao {l1,...,ln} ={r1,...,rn}, isto é, = o*. O

Observagao 2.1.11. Seja G um grupoide e considere S(G) o semigrupoide inverso de
Exel associado a G. Temos que S(G) é, na verdade, uma categoria inversa. De fato, dado

a=¢e,- &9 € S(G), podemos definir

de forma que S(G) pode ser visto como uma categoria. A compatibilidade das estruturas

segue da Proposicao 1.1.11.
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2.2 Correspondéncia entre Acoes Parciais de Gru-

poide e Acoes de Semigrupoide Inverso

Nesta segdo estudaremos a interagao entre agoes de semigrupoide inverso de S(G)
e agOes parciais de grupoide de G, bem como a relagdo entre seus produtos cruzados

algébricos. O préximo lema nos dd uma caracterizagdo dos elementos idempotentes em

S(G).

Lema 2.2.1. Seja G um grupoide. Um elemento o € S(G) € idempotente se, e somente

se, a forma padrao de o é o =€, -+ - &,

n

Demonstragao. Ja sabemos que elementos da forma ¢,, ---¢, , com r; € X, , para todo

i=1,...,n, sdo idempotentes, pois cada ¢,, ¢ idempotente e comuta com todos &, .
Agora, dado o € §(G), escrevemos a = &,, - - - £, [g] na forma padrao, com ry,...,r, €

X,. Suponha que « é idempotente. Entao Ja? e o = a. Isto é, d(g) = r(r1) =r(g), e

o? = (5r1 ... Ep, [g])(ﬁm < Ery [9])

2
=Ep - ErnEgry - Egrnll]

_ 2
=Epy - ErnEgr - - Egrn€gld”]-

Da igualdade o? = « e da unicidade da decomposicao na forma padrio, obtemos g? =

g, isto é, g = r(g), de onde segue que gr; = r(g)r; = r(r;)r; = r;. Assim, « = &, -+ - &,

n

COMO esperavamos. O

A seguinte proposicao vai relacionar a ordem de um grupoide conexo finito G com a

ordem de S(G).

Proposigao 2.2.2. Seja G = G2 X G um grupoide conezo finito, onde G2 é o grupoide
grosseiro associado a Gy € G é um grupo de isotropia de G. Suponha que |Go| = k e
|G| = n. Entdo |S(G)| = k2" 2(nk + 1).

Demonstragio. Sabemos que |G| = k?n. Considere os conjuntos da forma X, com e € Gy.

Temos que
| Xe| = 160 |G| = En.

Além disso, E(S(G)) = Ueeg, Ee, onde E. = {e € E(S(G)) : 0(¢) = e}. O Lema 2.2.1

nos garante que

E.={e - er, 1,0, € X, 1 <m < nk—1} U{e. = [e]}.

m
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Desta forma, obtemos

l

nk—1 (nk -1

|Ee|=1+ > ):(2”k—1—1)+1:2nk—1.
=1

Note agora que

s=1s.,

e€Go

onde
S. ={elg] : € € E.,g € X, e, ndo aparece na decomposicao de e}.

Defina E, , = E. \ {¢ € E, : ¢, aparece na decomposicao de €}. Podemos calcular de
forma andloga que |E, 4| = 22,

Portanto, |S.| = |Ee| + Xezgex. |Fegl = 2% + 2" 2(nk — 1) = 2""2(nk + 1). Note
que essa contagem nao depende do elemento e € Gy escolhido, devido a simetria de um

grupoide conexo. Desta forma,

S(G)] =D |S| = f:znk—2(nk +1) = k2" 2 (nk + 1). O

ec€Go =1

Com essa proposi¢ao podemos calcular a ordem de §(G) para qualquer grupoide finito
G. De fato, como todo grupoide finito é uma uniao disjunta de grupoides conexos finito,
suponha que G = U}, G;, onde cada G; é um grupoide conexo. Para calcular a ordem de
S§(G), basta notar que S(G) = U, S(G;), de forma que |S(G)| = X", |S(G))|-

Exemplo 2.2.3. Seja G = {r(9),d(9),9,97 ', 2,97,279g7 , grg™'} U K, onde x = z71,

d(x) =d(g) e K ={e,a,b,ab} é o grupo de Klein. Temos que Gy = {d(g),7(g),e} e

Xog ={veG:rly) =r(9)} ={r(9), 9, 97,919~}
Xagy ={y € G:r(y) =d(g)} ={d(g),g ", a9~ ", 2}
Xe={yegG:r(y)=e} =K.

Desta forma, obtemos
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onde

Er(g) = {€g: €21 Egag1+ EgEgzs EgEgrg—15 €ga€grg—11 Eg€ga€qag—1, [T(9)] = Erg)}
E'd(g) = {6971, ngfl, Ex, 8971 8:5971 , 8971 Ex, 819718% 6971535971536, [d(g)] = Ed(g)}

Ee = {€a, b, €abs €aCh, Ea€abs EbEabs EaCbEabs (€] = Ee )

Desta forma,

onde
Sf = {E[y] L€ E Ef,y € Xf},

para todo f € Gy. Como a componente conexa G \ K ~ {r(g),d(g)}*> x Z,, temos que
essa componente contribui com 2 -22272(2.2 + 1) = 2-4 -5 = 40 elementos, enquanto
a componente conexa K contribui com 2472(4 + 1) = 4 -5 = 20 elementos. Logo, S(G)

possui 60 elementos.

Exemplo 2.2.4. (Unido disjunta de grupos) Seja G; um grupo para i = 1,...,n, e

G = U G; o grupoide construido via unidao disjunta dos G;, onde |G;| = n;. Entao
=1

1=

8(9) = U 8(G). Alem disso, [G] = 3= ni e [S(G)] = X 1S(G)| = 3 22 (n; + 1),

Podemos enunciar o principal resultado dessa secao. Os proximos resultados serao

consequéncias da correspondéncia apresentada a seguir.

Teorema 2.2.5. Sejam X um conjunto e G um grupoide. Fxiste uma correspondéncia

um para um entre
(a) agoes parciais de grupoide de G em X ;
(b) agoes de semigrupoide inverso de S(G) em X.

Demonstragio. (a) = (b): Seja a : G — Z4(X) um homomorfismo parcial, isto é, uma
agao parcial de G em X. Pelo Lema 1.2.6 e pela Proposigao 2.1.3, existe 5 : S(G) — Zs(X)
um homomorfismo de semigrupoides tal que 3([g]) = a(g). Como 5 é um homomorfismo,
ja temos que § é uma agao de semigrupoide inverso de S(G) em X.

(b) = (a): Seja f uma agao de S(G) em X. Defina a(g) = S([g]), para todo g € G.
Note que se (g,h) € Gy e e € Gy, entdo



Mais ainda, como Gy = E(G), segue que e é idempotente e [e] = &, também o é. Assim,

&(6) - 6([6]) - ]dE[e] = Iddom(ﬂ([e})) - Iddom(a(e)))

Isso conclui a demonstracao pelo Lema 1.2.6. O]

Como a ordem parcial natural de um semigrupoide inverso possui um papel importante

no produto cruzado, precisamos entender como ela funciona em S(G).

Lema 2.2.6. Seja G um grupoide. Se o, € S(G) sdo tais que o = €, -, [9], 5 =
e e, bl ea =B, entao g="h e {ly,.... L} C{r,...,ra}

Demonstragio. Como o = 3, existe um idempotente v € S(G) tal que 367y e a = (7.
Pelo Lema 2.2.1 sabemos que v = ¢, - - - &, na forma padrao (onde p1,...,pr € Xqn))-

Entao,

87‘1 .. '67’71[9] = = /B’Y = 811 .. ‘elm[h]gpl .. .epk = gll .. .glmghpl .. '6hpk|:hj|'

O resultado segue agora da unicidade da decomposi¢ao na forma padrao em S(G). O

Lema 2.2.7. Seja G um grupoide. Dados r1,...,7,,9,h € G, r; € X, para todo i =
1,...,n, d(g) =r(h), temos

() Eign = Eig) N Eign;
(i) Ee,oerlg) S Elg-
Demonstragio. (i):

Egin = Elglig-ign = Elgllg1ion)
= Bg(Elg-1n) = Bl © Bg-11(Elgn) = Ejg N Egny-

(ii): Segue da Proposigao 1.2.13, item (iv), escrevendo

87‘1 . ng [g] = [g]gg,lm . e gg,lrn‘ O

O préximo lema é um lema técnico que antecede o segundo resultado mais importante

dessa secao. Ele nos dara duas relagoes importantes envolvendo produtos cruzados.
Lema 2.2.8. Sejam A uma R-dlgebra semiprima, G um grupoide e

5 - <{Es}563(g)7 {/BS}SES(Q))

uma agao de S(G) em A. Parary,...,mn,g,h € G, tais que Igh, r(r;) = r(g), para todo

i=1,...,n, as igualdades abaizo valem em A x4 S(G):

(i) adign = adign), para todo a € Egp;

(i) ade,, .z, g = adlg, para todo a € E;

ryErn 9]
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Demonstragio. (i): Como Ejgp € Ejgy do Lema 2.2.7, podemos escrever adjgy. Observe

agora que

[9][1] = [gh], pois [g][h] = [g)[A][P7"][R] = [gh)[h="][R] = [gh]en-

e €51 ¢ idempotente. Entao, adyy — adgn € N.

(ii): J& que E., .., [g € E}g podemos escrever ady,. Repare que

Ery "ty [g] = [9]89—1m crEglpy,

e gg-1p - Eg1p, € E(S(G)), de onde &, -, [g] 2 [g]. Assim, ad., .., g — ady €

N.

]

Teorema 2.2.9. Sejam G um grupoide, A uma R-dlgebra semiprima e o uma ag¢do parcial

de grupoide de G em A. Seja ainda  a agio de semigrupoide inverso de S(G) em A

associada a o como no Teorema 2.2.5. Entdo A xg, G~ Ax3S(G).
Demonstracio. Defina

@:AMZG%AM%S(Q)

a@,%%aéM

biL— AxG

a67 — aaapﬂ.

Vamos provar que ¢ e 1 sao homomorfismos de R-algebras. Sejam

D agdg, > by, € AXEG,

S 9€g

ady,bdp, € A2 G ere R. Temos que

¥ (Z agdy + Z 6959) =® (Z(ag + bg)‘;g) = Z ¢((ag +bg)dy)

geg geg geg geg

=Y (ag +by)opg = > (a0 + bydig)

geg geg

=D aglig + Y byoig = D p(agdy) + > ¢ (bydly)

geg geg g€y g€y

=¥ (Z a969> T (Z bg(sg) )
9€g 9€g
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. (zagag) Y b = Y )

geg 9eG 9€G
= Z rag0[y) = Z p(ragdy,)
geg 9eG

=@ (Z 7’%59) =¥ (r Z ag(sg)
9€g 9€g

©((ady)(bdp)) = )b)dgn), se Igh

), caso contrario

ag Qg1 5[gh], se dgh

0, caso contrario

{5[9] B[g 5[gh se dgh

caso contrario

5[9] (Big-11(a)b)dggyny, se 3gh

caso contrario

= aé[g] . b5[h] = go(aég)go(béh).

Sejam agora

Z a0y, Z byop)

7€S(9) v€S(9)

ad,,boy € L e r € R. Temos que

1/}( Z a0 + Z bé[v]) ( (ay +by)d ) Z Y((ay + by)dy)
Y€S(9)

v€S(9) v€S(G) v€S8(9)
(ay +by) 50(7 = Z a,09(~) + Z by0a(~)
WGS(Q vES(G) Y€S(9)

~eS( g) veS(G)
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1/) 57/\)7 s€ EI’Y)H

¥(0), caso contrario

67 58 (yA), S€ 37/\7

0, caso contrario

o) (Bay)-1(a)D)daacn), se FO(7)O(N),

0, caso contrario

CL(Sa(,Y b53 ) 1/](&5 )'I/J(b(s,\)

¥((ady)(br))

/—’_\/—’h\/—/H

Note agora que N C kert. De fato, se v < A, entdo 9(y) = d(\), de onde segue que
1/1(&57 - (ICS)\) = aéa(v) — CL(Sa()\) = a(Sa(,y) — a(;a(y) =0.

Como todos os geradores de N estdao no ntcleo de v, é facil ver que N C ker.
Portanto, existe um tinico homomorfismo de R-algebra 1 : A x% S(G) — A x% G tal que
(ad,) = ady(,). Note agora que

P(p(ady)) = (adyy)) = adplg)) = adg

p(¥(ady)) = p(ads(y)) = adjo(y) = ady,

onde a ultima igualdade segue do Lema 2.2.8. Portanto, ¢ e v sdo inversos um do outro,

garantindo o isomorfismo desejado. O]
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Capitulo 3

Relacoes Biunivocas entre

Representacoes em Espacos de
Hilbert

O principal objetivo desse capitulo é construir uma C*-dlgebra C5(G), chamada C*-
algebra grupoide parcial de Exel, a partir de um grupoide G de forma que as representacoes
parciais de grupoide em espacos de Hilbert de G estejam em correspondéncia com as
representagoes de semigrupoide inverso em espagos de Hilbert de S(G) e as representagoes
de C*-dlgebra em espacos de Hilbert de C7(G). Essa C*-dlgebra ¢ dada em termos de um
produto cruzado envolvendo uma C*-algebra de projegoes construida a partir do grupoide

G e uma acao parcial apropriada.

3.1 Representacoes em Espacos de Hilbert

Nesta secao definiremos representagoes parciais de grupoides em espagos de Hilbert e
representacoes de semigrupoides inversos em espacos de Hilbert. Além disso, provaremos
que existe uma relagdo biunivoca entre representacoes parciais de um grupoide G em um
espago de Hilbert H e as representacoes de semigrupoide inverso de S(G) no mesmo espago
de Hilbert H.

Definicao 3.1.1. Sejam S um semigrupoide inverso e H um espac¢o de Hilbert. Uma

representacao de S em H é uma aplicacao m: S — B(H) tal que
(i) se dst, entao m(st) = w(s)n(t);
(if) w(s™) = m(s)";
(iii) 7(€) = Iddom(r(e))), Para todo e € E(S),
onde B(H) é a colecao de todos os operadores lineares limitados de H.
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Definicao 3.1.2. Sejam G um grupoide e H um espago de Hilbert. Uma representagao
parcial de G em H é uma aplicagao 7 : G — B(H) tal que

(i) w(g)m(h)m(h~Y) = w(gh)m(h™1), para todo (g,h) € Gs;

(iii) 7(e) = Iddom(x(e)), Para todo e € Gy,

onde B(H) é a colegao de todos os operadores lineares limitados de H. Neste caso, também

vale
m(g~)m(g)m(h) = w(g~!)m(gh), para todo (g,h) € Go.

O proximo resultado relaciona as representacoes parciais de G em H e as representagoes
de S(G) em H.

Proposicao 3.1.3. Sejam G um grupoide e H um espago de Hilbert. Existe uma corres-

pondéncia biunivoca entre
(a) representagoes parciais de grupoide de G em H;
(b) representacoes de semigrupoide inverso de S(G) em H.

Demonstracio. Uma representacao parcial de grupoide de G em H satisfaz as condicoes da
Proposicao 2.1.3. Portanto, existe um homomorfismo de semigrupoides 7 : S(G) — B(H)
tal que 7([g]) = m(g) para todo g € G. Isso ja nos garante as condigoes (i) e (iii) de acao
de semigrupoide inverso em espacos de Hilbert.

Para mostrar (ii), seja a = ¢,&., -+ -€,[9] € S(G) tal que r,...,7, € X, como na

Proposicao 2.1.7. Ja sabemos que podemos escrever
o = [gil]grn e grl'

Assim,



que é o que gostariamos de demonstrar.
Por outro lado, dada uma representacao de semigrupoide inverso p de S(G) em H,

considere a aplicagao

7:G — B(H)
g m(g) = p([g])-

Vamos mostrar que 7 satisfaz as condigoes de representacao parcial de grupoide. Seja
(g9,h) € Go. Vamos provar (i), (ii) e (iii) da Definigdo 3.1.2.

p([gDp([h)p([h1]) = p([g] (][R ~1]) = p([gh][h 1))
= p(lgh])p([h71]) = w(gh)m(h™").

(iii): Seja e € Gy,
71—(6) = p([e]) = p(ge) = Iddom(p(se)) = [dorn(ﬂ(e))'

Portanto, m é uma representacao parcial de grupoide de GG no espaco de Hilbert H. [

3.2 A C*-Algebra Grupoide Parcial de Exel

O principal objetivo dessa secao é generalizar a definicao de C*-algebra grupo parcial
[11] para obter a defini¢gdo de C*-dlgebra grupoide parcial de Exel, e estudar as represen-
tagoes de C*-dlgebra desse objeto em espagos de Hilbert, relacionando-as com a teoria
que vimos até aqui.

J& provamos na Proposi¢ao 1.3.6 que se G é um grupoide agindo parcialmente em uma
R-algebra A, entao o produto cruzado algébrico Ax%G admite uma C*-algebra envolvente
com relagoes

(ag0y)" = ag-1(ag)dy-1

> agdyl = X |lagll-
geG geG

Observagao 3.2.1. Ja vimos que quando A é semiprima

AxeG~A M%S(g),
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onde 3 é a acao de semigrupoide inverso associada a a como no Teorema 2.2.5. Similar-
mente definimos o produto cruzado A x5 S(G) = C3(A x§ S(G)), obtendo

Ax,G~AxgS(G).

Defini¢ao 3.2.2. Vamos definir uma C*-dlgebra P(G) por geradores e relagoes. Os
geradores sao os simbolos Pg, onde £ C G é um subconjunto finito do grupoide G.

As relagoes sao

(i) Pp = Pg;
Prop, se EUF C X, para algum g € G,
(i) PpPp = EUF g P gum g

0, caso contrario.

Observe que se E C G é tal que E ¢ X, para todo g € G, entdo Pp = 0. A préxima
proposicao segue diretamente do fato que a unido é comutativa e que £ U F = FE| para

todo conjunto F.

Proposicao 3.2.3. P(G) € uma C*-dlgebra abeliana com Py como unidade. Além disso,

todo elemento de P(G) é uma projegio.

Dado g € G, considere a aplicacao «, : P(G) — P(G) definida por

P,g, se dgzx, para todo z € F,
ay(Pp) =
0, caso contrario,
isto é,
P, se E C X, -1,
ay(Pp) = ! !

0, caso contrario.

Se definirmos D, = span{Pg : g,r(9) € E C X,}, o ideal fechado (no sentido to-
polégico) gerado pelos elementos da forma Pr com E C X, e g,7(g) € E, temos que
Dy <1 Dygy < P(G), para todo g € G, e a restricao de cada a, para Dy-1 nos da uma agao
parcial de G em P(G). Portanto podemos definir o produto cruzado algébrico P(G) x% G.

Nossa argumentacao induz a seguinte definicao:

Definigao 3.2.4. A C*-dlgebra grupoide parcial de Exel C(G) é a C*-dlgebra envolvente
de P(G) x% G, isto é,

C3(9) = P(G) 4 6.

A préxima proposigao decorre da Proposigao 1.2.12 e do fato que P(G) é semiprima

pois todos seus ideais sao idempotentes.

Proposigao 3.2.5. C;(G) ¢ uma C*-dlgebra associativa.
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Podemos agora dar inicio ao estudo de representacoes de C*-algebras em espagos de
Hilbert.

Definigao 3.2.6. Uma representagao de C*-algebra de uma C*-algebra A em um espago
de Hilbert H é um *-homomorfismo de C-algebras ¢ : A — B(H).

Definicao 3.2.7. Sejam G um grupoide, A uma C*-algebra e o uma acao parcial de
grupoide de G em A. Dizemos que a tripla (A, G, «) é um sistema C*-dindmico grupoide
parcial.

Uma representacao covariante de (A, G, «) é uma tripla (7, u, H), onde 7w : A — B(H)
é uma representagao de A em um espago de Hilbert H e u : G — B(H) é uma aplicagao

dada por u(g) = ug, onde u, é uma isometria parcial tal que
(i) ugm(x)us—1 = m(oy(x)), para todo € Dy-1, para todo g € G;

(i) (@) = 7(z)ugn, se (g,h) € Go e x € DyN Dy,
g
0, caso contrario;

(iii) u; = ug-1, para todo g € G.
A definicao de representacao covariante nos dé o seguinte lema técnico.

Lema 3.2.8. Seja (mw,u, H) uma representa¢io covariante de (A,G,a). Se g € G e

x € Dy, entao:
(a) m(z)ugus—1 = n(x).
(b) m(x) = ugug—1m(z).
Demonstra¢do. Vamos provar apenas o item (a), sendo o item (b) andlogo. Como D, =
Dy N Dygy = Dy N Dyy-1, segue de (ii) da definicdo de representagao covariante que
(2 )ugtig—1 = T(T) Uy (g).
Mais ainda, de (i),
T(x) = UgUg1T(2)Ugllg—1 = Ugly—17T (L) Uy (g).
Observe que € Dy, = Dy N Dy = Dy N Dgyy(q, € portanto obtemos, de (ii),
() ugg(g) = m(T)uy.
Disto e de (i) garantimos que
m(ag-1(2))uagg) = tg-17(x)ugtiag) = tg-17(2)ug = m(0g-1()).
Mas isso é o mesmo que dizer que
7 (2)ua(g) = 7(x),
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para todo z € D,-1, j& que a,—1 é um isomorfismo. Assim, trocando g por g~', temos, do
fato que d(g~1) = r(g),
(@)tr(g) = 7(),

de onde segue o resultado. O

Seja (7, u, H) uma representagao covariante de (A, G, ). Defina mxu : Ax,G — B(H)
por

(m % u)(agdy) = m(ag)uy,

estendida linearmente.

Lema 3.2.9. m x u € um *-homomorfismo.

Demonstragdo. Sejam ayd,4,bn0, € A X, G. Vamos mostrar que

(m X u)((agdy) (bndn)) = (7 x u)(agdy)(m X u)(bndn)

e que (m x u)((agy)*) = (m x u)(azd,)*. Isso serd suficiente, pois serd suficiente estender
linearmente os resultados para obter o lema.

Note primeiramente que
(m x u)(agdy)(m x w)(brdy) = m(ag)um(by)up.

Como a, € D,, podemos usar o item (b) do Lema 3.2.8 para garantir que m(a,) =

ugug,-17m(ay). Portanto,
(m X u)(agdy)(m x w)(bpdp) = ugug—17(ag)ugm(by)up,.
Observe agora que, de (i) da definigdo de representacao covariante,
(m x u)(agdy)(m x w)(bpdn) = ugm(ag-1(ag))m(by)up = ugm(cg-1(ag)by)up.
Ja que Dy, e Dy-1 sao ideais, temos que ay-1(ag)by, € Dy-1 N Dy. Assim,
(m x w)(agdy)(m x w)(bpon) = ugm(ay-1(ag)bp)ug-1ugun, = m(ag(ag-1(ag)by))ugu.
Por outro lado,

(g vy (ag)bn) syt — {n(ag(agl(ag)bh))ugh, w (0.h) € Gy,

0, caso contrario.

A igualdade acima vale pois a,-1(ag)by € Dy—1 N Dy, de onde segue que se Jgh, entao
ag(ag-1(ag)by) € ag(Dy-1 N Dy) = Dy N Dy, Portanto podemos aplicar (ii).
Entretanto, se Bgh, entdo (a,d,)(bpd,) = 0, de onde segue que

(m X u)((agdy) (bndn)) = (m x u)(0) = (7 x u)(0d,) = w(0)uy = 0.
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Isso é, se Agh, entdo 7 x u é multiplicativa. Adicionalmente, se Igh, entéo

(7 % w)(agdy)(m x u)(bpdn) = 7(ay(cg-1(ag)bn))ugn = (7 x u)(cy(ag-1(ag)bn)dgn)

= (7 x u)((agdy)(bron))-

Portanto, m x u também é multiplicativa quando dgh, de onde concluimos que 7 é um

homomorfismo de C-algebras ja que é linear por definicao. Mais ainda,

(m x u)(agdy)" = (m(ag)ug)" = (ug)*m(ay)* = ug‘lﬁ(a;)

g)ugugfl = W(O(gfl(a;))ug—l

= (7 x u)(o‘gfl(a;)ég*l) = (1 x u)((aydy)"),

= ug1m(a

isto é, m X u é um *-homomorfismo. O
Podemos enunciar, entao, o principal resultado desse capitulo.

Teorema 3.2.10. Sejam G um grupoide e H um espaco de Hilbert. Existe uma corres-

pondéncia de um para um entre
(a) representagoes parciais de grupoide de G em H;
(b) representagies de semigrupoide inverso de S(G) em H;
(c) representagoes de C*-dlgebra de Cy(G) em H.

Demonstrag¢io. Ja sabemos da Proposi¢ao 3.1.3 que (a) < (b). Vamos provar que (b) =
(c) = (a).
(b) = (c): Sejam E = {ry,...,r,} € G um subconjunto finitode Ge 7 : S(G) — B(H)

uma representacao de S(G) em H. Defina

0 m(ep, -+ €ry), s B C Xy, para algum g € G,
E pu—

0, caso contrario.

Note que Qg € B(H) estd bem definido, pois se £ C X, temos que r(r;) = r(g), para
todoi = 1,...,n. Desta forma d(r; ") = r(r;) = r(ri+1), de onde segue que 3r; 'r;; 1, para
todoi=1,...,n—1,isto é, Je,.&,,,,, para todoi=1,...,n— 1.

E claro que Q% = Qp = Q%. Mais ainda, devido ao fato dos elementos da forma &,

serem idempotentes que comutam em S(G) quando componiveis, temos que

050 Qprur, se EUF C X, para algum g € G,
eQr =

0, caso contrario.

Definindo p : P(G) — B(H) por p(Pr) = Qg, e estendendo linearmente, temos
uma representacao de C*-algebra de P(G) em H. Defina também u : G — B(H) por
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u(g) = u, = m([g]). Vamos provar que (p,u,H) é uma representagdo covariante de
(P(9),G,a). De fato, se E = {ry,...,r,} € X, é um subconjunto finito de G, de forma

que Pg € Dy-1, temos que

ugp(Pp)ug— = n([g])Qem(lg™"]) = 7([g)m(er, - - &r)m([g7"])
=7([gler, -+ Ery [971]) = T(Egr, " Egra€y)
= Qurugr(9)} = P(Pyputgra) = plag(Pr)).

Além disso, se 3gh e Pg € DyN Dy, isto é,se g,7(g),gh € E = {r,...,rn,9,9h,7(9)},

entao

p(Pe)ugun = Qpr([g])m([h]) = m(er, - - er,gg2gn)m([g]) 7 ([R])
= T(er, - €r,EEqnlgl[h]) = T(er, - - - €r,80n84[g][N])
= m(er, -+ Er,Eqneglgh]) = m(er, - - €r,Eqngg)m([gh])

= QEugh = P(PE)Ugh-

Se Bgh, entdo dado Py € P(G) tal que E = {ry,...,m,} C X,, temos que

p(Pp)ugun = Qem([g))n((h]) = (e, - - er [9])m(en[h])
= m([glegrr, - gg-rr)m(en)m([B]) = m([g])m (g1, - - €gmrr, ) m(en)m([])

]
= 7([9]) Qg1 eQmm([h]) = m([g])0m([h]) = 0,

pois 7(g7'r;) = r(g7') = d(g) # r(h), para todo i € {1,...,n}. Por outro lado, se
E C X, para k # g, podemos garantir que

p(Pr)uy = QeQgm(lg]) = 0m([g]) =0,

com argumentacao semelhante ao caso anterior.

Finalmente, dado g € G,

Portanto, podemos considerar o *-homomorfismo p X u, que é uma representacao de
C*-élgebra de C;(G) em H.
(c) = (a): Seja ¢ : C5(G) — B(H) uma representacao de C*-dlgebra. Considere os
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elementos da forma a, = Pyy(g) 0104 € C5(G). E facil ver que se (g, h) € Gy, entdo

aganan-1 = (Pr(g).01 09 Prn),ny0n) Pragny n-130n—1
= ag(ag-1(Pir(g),01) Pir(n),n})0gn Pla(n) n-110n-1
= g (Pg-1,d(9)} Pir(n),n})Ogh Pracn) n-130n—1

Ozg(P{g 1d(g )h})dghp{d 1}5h 1

Pyr(g),9,9n109n Pian) =13 0n-1
O‘gh<O‘(gh) 1(P{'r (9).9 gh})P{d(h)’h‘l})dg
o (Py(gny=1n=1.a(m)y Pracny,n-13)0g

I
Q

= Oégh(P{ (gh)=1,h=1,d(h )(5 = P{T ggh}é

Por outro lado,

agnan-1 = Pr(g) ghyOgh Pin—1.an)y0n-1 = agn((gny-1 (Ppr(g),gny) Pn—1,dn)3) g
= agn(Py(gn)-1,dm) Pin—1,a0)3)9g = tgn(Pi(gn)=1 n=1,a(m)})99 = Plr(g).g.9n} g

de onde segue que
AgQpap—1 = QgpGp-1.
Note agora que
a; = (P{r(g),g}ég)* = O‘sfl(P{*r(g),g})ég*1 = ag*I(P{T(g)y})(Sg*l = Plag)g- 1}(S -1 =0y
Mais ainda,
ae = Pyo. = 1p,,

para todo e € G.
Portanto, se definirmos 7 : G — B(H) por 7(g) = ¢(a,) temos uma representacao
parcial de grupoide de G em H.
]
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Capitulo 4

Teoria de Galois para Acao de

Semigrupoide Inverso

Vamos construir uma teoria de Galois para semigrupoides inversos utilizando a teoria
de Galois para grupoides apresentada em [18]. Para isso, usaremos o Teorema ESN para
semigrupoides inversos apresentado nos pré-requisitos para traduzir a teoria do caso de
grupoides localmente indutivos para o caso de semigrupoides inversos agindo ortogonal-

mente em algebras.

4.1 Acoes Ortogonais

Dado um semigrupoide inverso S, o principal objetivo dessa se¢ao é definir um tipo es-
pecifico de acao de forma que os produtos cruzados de semigrupoide inverso e de grupoide
localmente indutivo (de G(S)) sejam isomorfos.

De agora em diante, suponha que R é um anel comutativo, A é uma R-algebra, S é
um semigrupoide inverso e § = ({Es}ses, {0s : Es-1 — Es}tses) ¢ uma agdo de S em A
onde cada E é uma R-algebra com unidade 1,. Além disso suponha que F, = 1,A = Al,,
isto é, que cada 1, é um idempotente central de A.

Visando relacionar a teoria de Galois para grupoides desenvolvida em [18] com a teoria

de Galois para semigrupoides inversos, vamos definir um tipo especial de agao.

Definicao 4.1.1. Seja § um semigrupoide inverso agindo em uma R-algebra A via agdo

B. Se

A — @ E., (4.1)

ecE(S)

dizemos que [ é uma ag¢ao ortogonal de semigrupoide inverso.
Agoes ortogonais (ordenadas/indutivas) de grupoide sao definidas analogamente, le-

vando em conta que se G é um grupoide entao E(G) = Gy. E claro que toda acdo de grupo
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é ortogonal, pois se G é um grupo com elemento neutro e agindo em uma R-algebra A,

temos que D, = A.

Observagao 4.1.2. A condicao (4.1) nos diz mais sobre a agdo . Como Ey-1 = E, -1y,
Ey = Ey-1 e s s tt7! € E(S), temos

0, se s71s # tt1
Esfl ﬂ Et —
FE,1 = E,, caso contrario.

Portanto, se Jst, entdo E(y)-1 = fi-1(Es— N Ey) = 0, sempre que s~'s # tt~'. Como
Bg € um isomorfismo, Ey = 0 e By é o isomorfismo nulo quando s™1s # ¢ 1.

Além disso, note que s < t implica Es; = E}d,,. De fato, existe e € E(S) tal que Jet
e s = et. Mais ainda, s < ¢ implica que s™' < ¢t~!, de onde segue que FE, C E, = E, 1.
Mas E, = E,; C E.. Portanto E, C Ey-1 N E,. Como tt71 e € E(S),

0, sett ! #e
Es = Eet = L.
E.;, caso contrario.

See=tt"! entdo s = et =ttt = t. Assim, s <t implica FEy = 0,,E;.

Seja max E(S) (resp. maxS) o conjunto de elementos maximais de E(S) (resp. S)
com respeito a ordem parcial natural <. As observagoes acima garantem o proximo

resultado.

Proposigao 4.1.3. Acoes ortogonais de semigrupoide inverso de S em A = @.cp(s) Fe
sao precisamente homomorfismos  : S — I (A) tais que E. = {0} para todo e ¢
max F(S). Em particular, existe uma correspondéncia um para um entre agoes ortogonais
de semigrupoide inverso e agoes ortogonais indutivas de grupoide ordenado induzida pelos
funtores S e G.

Exemplo 4.1.4. Sejam R um anel comutativo, n > 0 um inteiro e A uma R-algebra que

se decompoe como
nk
A= @ R6i7
i=1

onde n = (’s), para inteiros positivos m, k, e os e;’s sao idempotentes ortogonais tais que
>;ei = 14. Sempre é possivel tomar m = n, k =1, ou m = n,k = n — 1, mas outros
casos sao muito mais interessantes.

Vamos construir um semigrupo inverso S e uma agao ortogonal de semigrupo inverso
£ de S em A.

Seja X ={1,...,m} e considere Z,(X) o semigrupo inverso de bije¢oes parciais de X.
Denote por S = {s € Z,(X) : #dom(s) < k}. Enumere o conjunto de k-combinagoes de
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elementos de X como My, Ms, ..., M,. Entao |M;| = k, para todo 1 < i < n. Entao, se
s € max S, temos que dom(s) = M;, para algum 1 < i <n.

Podemos associar os elementos e; com as k-combinagoes M; como segue:

{e1,...,ex} < M

{€k+1, ey eZk} <~ M2
{e(n—l)k—i-l, RN enk} <~ Mn
ordenado de forma crescente, isto é, M; = {m;,,...,m; } com m;, < m, . Podemos,

entao, definir Ay, = @?21 Re(i—1)k+;-

Para s € max.S, temos que dom(s) = M; e Im(s) = M;. Observe que e(;_1y,4p estd
associado a um m,;, € M;. Sabemos que s(m;,) = m;, € M;. Denote por 5(p) = q.
Podemos definir a aplicagdo 5§ : {( — )k + 1,...,ik} — {( — D)k +1,...,jk} por
5((i—Dk+p)=(—1)k+q=(j—1)k+35(p), unicamente definida por s.

Defina B, = Ay, Eo-1r = Ay,

k k
5, (z <>) =S ey,
=1 =1

Para s ¢ max S, defina Ey = E,1 = {0} e s o isomorfismo nulo. Entdo f =
({Es}ses, {Bs}ses) é uma agao ortogonal de S em A. De fato, sejam s, € S tais que
dom(s) = M,, Im(s) = My, dom(t) = M;, Im(t) = M;. Se j # g, entdo S50 ft =0 = Sg.
Agora, se Im(t) = M,

— M,
k k k
Bs <5t <Z Tze(il)kﬂ)) = Ps (Z Tl‘f(g—l)kw)) =D I 1)k430)
=1 =1 =1
k k
=D Tt = Bst (Z Tze(g—l)k+l> :
=1 =1

O fato de que 3 ¢é ortogonal é imediato. No Exemplo 4.3.21 vamos construir uma acao

ortogonal usando esses passos com m =n = 3,k = 2.

O proximo resultado nos mostra uma relacao entre agdes ortogonais de grupoides

ordenados e agoes indutivas de grupoides ordenados.

Proposigao 4.1.5. Sejam G um grupoide localmente indutivo e  : G — I,(A) uma
acao ortogonal de grupoide ordenado. Entao 8 € uma acao ortogonal indutiva de grupoide

ordenado.

Demonstracao. Sejam e, f € Gy tais que deAf. See = f, entao E.NEy = E.NE, = E, =
Eon. See# f,entaoeNf <eeeAf < f,deforma que Eepp = Efdens,t = Eedenf,e, POIS
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B é ortogonal. Como e # f nao é possivel que ambos os §’s acima sejam simultaneamente
nao nulos. Entdo E.nr = {0} = E. N Ey. O

Proposicao 4.1.6. Se 5 : § — Z,(A) € uma agao ortogonal de semigrupoide inverso,
entao L(A,S,) = Ax§S.

Demonstragio. A demonstragao segue diretamente do fato que N = (aus — auy : s =
t,a € Es) = 0. De fato, dados s,t € S tais que s < t, temos que Es; = Eids;. Se s # t,
entao aug, — au; = Ous — Ouy, = 0, pois a € E, implica que a = 0. Se s = t, entao
aus — auy = auy — auy = 0, para todo a € E, = E,. ]

Podemos demonstrar de forma analoga a demonstracao da Proposicao 4.1.6 que se (8

é uma acao ortogonal ordenada de um grupoide ordenado G, entao A X3 g=A X g.

Corolario 4.1.7. (i) Sejam S um semigrupoide inverso e 5 uma agdo ortogonal de S em
A. Entao Ax§S ~ AxgG(S).

(ii) Sejam G um grupoide localmente indutivo e [ wma agao ortogonal indutiva de
grupoide ordenado de G em A. Entdo A x5 G~ Ax3S(G).

Demonstracio. Considere as aplicagoes naturais

p: AxES = AxiG(S)

adg — ady

Vi AXSG = AxSS(G)

ady — ady.

Pela Proposicao 4.1.6, nao precisamos nos preocupar com classes de equivaléncia, pois
no caso de agoes ortogonais nao realizamos um quociente na construcao dos skew anéis
em questao. Essas aplicagoes sao claramente isomorfismos de R-moédulos. Vamos mostrar

que @ preserva o produto, o outro caso ¢ similar. Considere ads, bd; € A Xz S. Entao

@<5s<ﬁs—1 (a>b)5st), se E|St,

©(0), caso contrario.

p((ads)(bdr)) =

Entretanto,

Bs(Bs-1(a)b), se s~ts =tt71,

0, caso contrario,

Bs(Bs-1(a)b) =
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pois fBs-1(a)b € Es-1 N Ey = Eg-1,N Eyy-1. Assim,

Bs(Bs-1(a)b)dsy, se d(s) =r(t) em G(S),

0, caso contrario.

p((ads)(bd,)) =

Observe que esse é exatamente o produto em A x3 G(S). Assim,

@((aés)(bdt)) - @(aés%‘)(b(st)' [

Note que esse corolario nos diz que quando 3 ¢ ortogonal, A X% & ¢ associativo se,
e somente se, A x4 G(S) é associativo. Portanto, as condigdes de associatividade dos

produtos cruzados de grupoide e de semigrupoide inverso sao as mesmas.

4.2 Relacao entre Subestruturas

Nesta se¢ao vamos entender a relacao entre os subsemigrupoides normais de um semi-
grupoide inverso S e os subgrupoides ordenados normais de G(S). Apds isso, analisaremos
as estruturas quocientes.

Dizemos que 7 C S é um subsemigrupoide inverso de S se dados s,t € T, entao
571 € T e se dst, entdo st € 7. Um subsemigrupoide inverso 7 de S é dito cheio se
E(T) = E(S). Todo subsemigrupoide inverso cheio é um ideal de ordem. Para verificar
isso, observe que set € T, s € §, s <t e T é um subsemigrupoide inverso cheio, temos
que s = ti, para algum i € E(S) C T tal que 3ti, de forma que s =ti € T. Se G é um
grupoide ordenado, dizemos que H C G é um subgrupoide de G se g,h € H implicarem
g ' € H e se dgh, entao gh € H. Dizemos que um subgrupoide H é um subgrupoide
ordenado de G se e € Hy e g € H com e < d(g) implicam que (gle) € H.

Um subgrupoide H de G é dito amplo se Hy = Gy. Todo subgrupoide ordenado
amplo ‘H de G é um ideal de ordem. De fato, se ¢ € G e h € H sdo tais que g <
h, entdo g = (h|d(g)). Mas h,d(g) € H, de forma que g € G. E facil ver que todo
subgrupoide amplo ordenado de um grupoide (completamente) (localmente) indutivo é
um grupoide (completamente) (localmente) indutivo, pois a ordem é mantida no conjunto
de identidades.

O Teorema ESN aplicado nos morfismos de inclusao nos garante que existe uma corres-
pondéncia um para um entre os subsemigrupoides inversos cheios de S e os subgrupoides
ordenados amplos de G(S).

Vamos estudar as relagdes entre subsemigrupoides inversos normais e subgrupoides
ordenados normais. Isso vai nos permitir entender as relagoes entre as estruturas quoci-

entes.

Definicao 4.2.1. Sejam S um semigrupoide inverso e 7 um subsemigrupoide inverso de
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S. Dizemos que T é normal se
(i) T é cheio;
(ii) Para todo s € S, s 'Ts={sts:t €T eds s} CT.

Definig¢ao 4.2.2. [2, Definition 4.1] Sejam G um grupoide ordenado e H um subgrupoide
ordenado de G. Dizemos que H é normal se

(i) H é amplo;

(ii) Dados a,b € G tais que a e b possuem uma cota superior, isto ¢, tais que existe
geGtalquea<g,b<g, entdo a *Hb= {a"thb: h € H,IJa " hb} C H.

Observe que se tomarmos um grupoide G, podemos considerar G um grupoide ordenado
tomando a igualdade como ordem parcial. Nesse caso, a Defini¢ao 4.2.2 é a mesma que
aparece em [18].

Em [2, Example 4.3] foi provado que existe uma correspondéncia um para um entre os
subsemigrupos inversos normais de um semigrupo inverso S e os subgrupoides ordenados

de G(S). Vamos provar um resultado analogo a seguir.

Proposigao 4.2.3. Sejam S um semigrupoide inverso e T um subsemigrupoide inverso
normal de S. Entio G(T) :=H é um subgrupoide ordenado normal de G(S).
Reciprocamente, se H é um subgrupoide ordenado normal de um grupoide localmente

indutivo G, entdo S(H) :=T € um subsemigrupoide inverso normal de S(G).

Demonstragdo. Sejam S um semigrupoide inverso e 7 um subsemigrupoide inverso normal
de §. Sejam a,b € G(S) tais que existe g € G(S) tal que a < g, b < g. Assim, temos
que a = ge, b = gf, para certos e, f € F(S) tais que Jge, Igf. Logo, se Ja~' - h - b, com
h € H, entao

a”t-h-b=a"thb = (eg " h(gf) = (g hg)[.

Como T é normal, temos que g thg € T. Como T é cheio, temos que e, f € T, de
forma que a™' - h-b € H.

Reciprocamente, se H ¢ um subgrupoide ordenado normal de um grupoide localmente
indutivo G, considere s € S, t € T tais que Is~'ts. Entao, denotando por e = r(s) Ar(t)
e f=d(elt)) Ar(s), temos que

sis =5t xtxs= (s xt)ks=[(s"|e)(e|t)] xs

= ((s7"le) - (el)L.f) - (fIs) = (s le)Ir((elt)].£)) - (elt)] f) - (fs)-

Como ((e|t)|f) < (e|t) < t, temos que ((e|t)|f) € T. Além disso, note que (f|s) < s
e ((s7He)|r((e|)|f)) < (s7te) < s71, o que implica, da normalidade de H, que s~'ts €
T. -
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Sejam (G, <) um grupoide ordenado e H um subgrupoide ordenado normal de G.

Definimos a relagdo ~4 por, dados a,b € G,

a ~y b<& existem x,y,u,v € H tais que 3x-a-y,Ju-b- v,

r-a-y<beu-b-v<a.

Por [2], essa é uma relacdo de equivaléncia e uma congruéncia, de onde segue que o

quociente G/H := G/ ~4 estd bem definido. Defina a ordem parcial <; por:
la]y <# [b]y & existem z,y € H taisque Jz-a-yex-a-y <b.

Por [2, Theorem 4.14] temos que (G/H,<3) é um grupoide ordenado. A operacao
em G/H é dada a seguir. Se d(g) ~y r(h), entdo existem a,b € H tais que r(a) < d(g),
d(a) =r(h), r(b) < r(h)ed(b) =d(g). Denotando ¢’ = (g|r(a)) e b’ = (r(b)|h), definimos

lglae - [l =19 -a-hlu=g-b~" Wy

Essa definicdo nao depende da escolha de a e b. De fato, para quaisquer elementos
z,y € H tais que r(z) < d(g), d(x) =r(h), r(y) < r(h) e d(y) = d(g), temos, denotando
9" = (glr(z)), b = (r(y)|h), que

g -a-hly=1[g" 2 hlyelg-b - Wu=[g-v " "'y

Vamos traduzir essa definicao para o caso de semigrupoides inversos. Dado um semi-
grupoide inverso S e um subsemigrupoide inverso normal 7, definimos a relagdo ~+ por,
dados a,b € S,

a ~7b<& existem x,y,u,v € T tais que 3x - a-y,Ju-b- v,

r-a-y=beu-b-v=a.

Note o uso do produto restrito nessa definicdo. A ordem <7 é definida da mesma
forma do caso de grupoides ordenados. Denotamos por §/T := S/ ~7.

O quociente de um semigrupoide inverso por um subsemigrupoide inverso normal
¢ sempre um grupoide ordenado [1, Theorem 3.6], mas em geral ndo é um grupoide
localmente indutivo, isto ¢, ndo é um semigrupoide inverso, pois seus idempotentes nem
sempre formam uma uniao disjunta de semirreticulados inferiores.

Se os idempotentes de §/7 formam uma unido disjunta de semirreticulados inferiores,

a operacao em S/T, denotada por x, serd dada em termos da operacao em G(S)/G(T),
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isto é,
(sl * [tlr = ([s]7lle]7) - ([elrl[t]T),

onde [e]7 = [s71s]7 A [tt7!]7, quando existir o infimo, e ndo definida caso contrério.
Note que embora estejamos usando o mesmo simbolo ~ para as relagoes ~7 e ~y, elas
sao distintas, pois a primeira denota a relacao em semigrupoides inversos com respeito ao
produto restrito e a ordem parcial natural <, enquanto a segunda denota a relacao em
grupoides ordenados com o produto usual e ordem parcial < possivelmente diferente da
ordem parcial natural (que no caso de grupoides é apenas a igualdade). Reservaremos

sempre o simbolo ~7 para subsemigrupoides inversos e ~4 para subgrupoides ordenados.

Teorema 4.2.4. (i) Sejam S um semigrupoide inverso e T um subsemigrupoide inverso
normal de S. Se S/T é um semigrupoide inverso, entio G(S/T) ~ G(S)/G(T).
(ii) Sejam G um grupoide localmente indutivo e H um subgrupoide ordenado normal

de G. Se G/H ¢ um grupoide localmente indutivo, entio S(G/H) ~ S(G)/S(H).

Demonstragdo. (i): Denote por H = G(7). Definimos a aplicagao

0 :G(S/T) = G(S)/H

[s]7 = [s]n-

e ¢ estd bem-definida: tome s,t € S tais que [s|]r = [t]y. Como s ~g t, existem
x,y,u,v € T tais que os produtos restritos estao definidos e z-s-y <tewu-t-v = s. Mas
esta ¢ a mesma condi¢do para s ~y t. Portanto [s|y = [t]3.
e © ¢ um homomorfismo de grupoides ordenados: sejam s,t € T. Se [s7's|]r = [tt7!]F,
entdo [s71s]y = [tt 7]y, de forma que o produto estd definido no dominio e na imagem.
Agora, o([s]7 - [t]lr) = ([ -a-t]ly) = [§ - a-tly = [s]y - [t]n, onde a € H é tal que
aat <s7ls;ala =t e 8 = (s|laa™t).
Considere s,t € T tais que [s]7 <7 [t]7. Isto é, existem z,y € T tais que x-s-y < t.
Agora, como x,y € H, temos que [s]y <z [t]n-
e p ¢ sobrejetiva: imediato.
e © é injetiva: basta mostrar que ker ¢ = {[s]7 € G(S/T) : ¢([s]7) = [s]x € (G(S)/H)o}
= G(S/T)o. Considere [s|r € ker p. Isso implica que [s]y é idempotente, isto é, que existe
e € [s]y tal que e é idempotente em G(S). Assim [s]y = [e]y = [s]7 = [e]r € G(S/T )o.
e ¢ preserva infimos: Segue do fato de que ¢ é um isomorfismo de grupoides ordenados.
(ii): Considere T = S(H) e a aplicacao

¥ :S(G/M) = S(9)/T

[s]3 = [s]T-

71



Verificamos que 9 estd bem definida e é uma bije¢ao de forma similar ao item (i).
Resta-nos provar que 1 ¢ um homomorfismo de semigrupoides inversos. Sejam g,h € G.

Temos que

P(lgla  [hln) = ¥ (([glullel) - ([elnl[P]2)),

onde [e]y; = [g7 ]y A [hh ™% quando definido.
Denote por x um representante da classe ([g]g|[e]n) e por y um representante da classe
(le]g|[h]m). Entao

(gl * [Pla) = ©([2" - a-Dly) = [2" - a-ylT,

onde a € T é tal que aa™! <xx™!, ala=0b""'e a2’ = (z|aa™!). Assim

(lgln * [h]a) = [z]7 - vl = (lgl7llelr) - (elrl[hl7) = [g]7 % [hlT- 0

Dados um grupoide (ndo necessariamente ordenado) G e um subgrupoide normal H

de G, a congruéncia =3 que define o grupoide quociente G/H em [18] é dada por
a=ybe I aebt-aeH.

Temos que a =y b = a ~3 b no caso de grupoides ordenados. De fato, sejam a,b € G
tais que a =y b. Entdo 3b=!-a e b~' - a € H. Portanto, existe h € H tal que b= - a = h.

Desta forma,
a=r(b)-b-heb=h""-a-d(a),

onde h,h=',r(b),d(a) € H, pois H é um subgrupoide normal, e portanto amplo. Assim,
r(b)-b-h<aeh™'-a-d(a) <b, o que implica a ~ b.

Entretanto, a reciproca nao é sempre verdadeira. Mas todo grupoide pode ser visto
como um grupoide ordenado considerando a igualdade como ordem parcial. Nesse caso,
as relagoes =y e ~y sao as mesmas. De fato, sejam a,b € G tais que a ~% b. Entao

existem z,y,u,v € H taisque dx-a -y, Ju-b-v, xr-a-y=bewu-b-v=a. Note que
roa-y=b=>a-y=x"'-b.

Todavia H é normal em G, de onde segue que H -b = b-H. Entao existe z € H tal

que 271 -b=10b-z Assim

a-y=b-z=b"'a=z-y'eH,
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isto é, a = b. Desta maneira podemos ver ~ como uma generalizacao de =4. De
fato, [1, Proposition 4.6] nos d4 uma condi¢ao para =4 e ~4 coincidirem: r(h) = d(h),
para todo h € H. Essa condicao inclui tipos bem conhecidos de grupoides, como unides

disjuntas de grupos.

Definigao 4.2.5. (i) Um semigrupoide inverso S tal que ss~* = s7!s, para todo s € S,

é dito um semigrupoide inverso de Clifford.
(ii) Um grupoide G tal que r(g) = d(g), para todo g € G, é dito um grupoide de Clifford.

Proposigao 4.2.6. Seja T um subsemigrupoide inverso normal de Clifford de um semi-

grupoide inverso S. Entao S/T é um semigrupoide inverso.

Demonstragio. Temos que H = G(T) é Clifford em G = G(S). Note que se e, f € Gy,
entao [e]y <y [f]xn se, e somente se, existem g, h € H tais que dg-e-heg-h=g-e-h < f.
Como Gy é um ideal de ordem, isso significa que gh € G,. Mas H ¢é Clifford, entao
r(g) = d(g) = e = r(h) = d(h), de onde segue que e = r(g) = r(gh) = gh. Entao e < f.
Reciprocamente, se e < f em Gy, entdo Je-e-ecee® =e < fem G. Entao [¢] <y [f].
Isso significa que as ordens <z e < coincidem em Gy e (G/H)o quando H é Clifford.
Assim, como ~g separa idempotentes quando H é Clifford e as ordens parciais em E(S)

e E(S/T) coincidem, temos que §/7 é um semigrupoide inverso. O

4.3 Teorema de Correspondéncia

Sejam R um anel e A uma R-dlgebra. Denotamos por A° = A @z A% a dlgebra
envolvente de A. Note que A é um A°-modulo a esquerda via (z®vy) -a = zay, para todos
a,zr,y € A. Dizemos que A é uma R-algebra separdvel se é um A°-moddulo a esquerda
projetivo [7].

Nesta secao assumiremos que S é um semigrupoide inverso finito, que A é uma R-

algebra comutativa e que [ é uma acao de S em A. Denotamos por
AP = {a € A|Bs(aly1) = al,, para todo s € S},

a subdlgebra dos elementos de A invariantes por f3.
Defina a aplicacao trago por trg : A — A dada por trg(a) = > ,cs Bs(als—1), para todo
a € A. Essa aplicacio é AP-linear. Vamos provar que trz(A) C A® quando 3 é ortogonal.
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Sejam t € S e a € A. Entao

Bi(tra(a)l;-1) = By (Z 5s(a13—1)1t—1> = Z Bt(ﬁs(als—l)lgl)

seS SES
= Z 6ts<a1(ts)*1)1t = Z ﬁu(alu)lt
t—1lt=55"1 uu~l=tt—1
= Z ﬂu(alu)lt = trg(a)lt,
u€eS

pois fs(aly-1)l-1 € EsN B =0, se ss™t #£ ¢,
Aqui a condicao de ortogonalidade foi de grande importancia. Sem ela ndo poderiamos
garantir esse fato, pois em um semigrupoide inverso arbitrario S, dado t € S, tS§S # S

geralmente.

Definicao 4.3.1. Dizemos que A ¢ uma extensdo 3-Galois de A” se existem z;,v; € A,

1 <i<ntais que ¥ ;0s(yils—1) = > Oesle, para todo s € S. Neste caso dizemos
=1 c€E(S)

que o conjunto {x;, y; }1<i<n ¢ um sistema de coordenadas [§-galoisianas da extensao A|4s.

Exemplo 4.3.2. Sejam S um semigrupoide inverso finito e R um anel comutativo. Defina
A = @ Reg, onde os e,’s sdo idempotentes dois a dois ortogonais cuja soma é 14. Defina

SES
0s conjuntos

S;={tecS:sts=t"1}.

Observe que S, = {s7 't : t € S,tt7! = ss7'}. De fato, dado s7't com tt7! = ss7!,
temos que (s7')(s7't)t = st lsT! = s7lss7ls = s7's, de forma que s7't € S,.
Reciprocamente, dado t € S, temos que tt~! = s7!s, de onde segue que t = tt~ 't =
s7lst = s71(st) com (st)(st)™! = stt7ls7! = ss7lssTl = 5571

Vamos construir uma acao global de semigrupoide inverso 3 de S em A. Considere os

ideais

Es—l = @ R@t
teSs
e as aplicagoes
BS B — B

Z aiey —r Z Q€.

Vamos provar que de fato 3y é um isomorfismo para todo s € S. Claramente essas

aplicagoes sao homomorfismos de R-algebras. Além disso,

55 (65*1 (Z atet)) = Z e Z i€,
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pois t € S,-1 é tal que ss™! = tt7!. Analogamente provamos que 3,1 o 3y = Idg,,
garantindo que cada s é de fato um isomorfismo de R-dlgebras. A verificagdo de que

B = ({Es}ses, {Bs}ses) ¢ uma agdo de semigrupoide inverso de S em A agora ¢é imediata.

Claramente A? = R 3 e, | ~ R. Além disso, tomando z, = y,; = e,, temos que
sES

seS SES uESy SES SES: SES:

Z xsﬁt(ysltfl) = Z esﬁt (es (Z eu)) = Z esﬁt(es) = Z €sCts = Z esés,t&

Note agora que s € S; é o mesmo que dizer que t~'t = ss~!. Assim, se s = ts, entdo
ss™t =tss™! = tt7' = t. Desta forma, t~'t =t € E(S). Portanto,

Yses, €s, set e E(S),

Z xsﬁt (ysltfl)

seS 0, caso contrario

1;, set € E(S),

0, caso contrario,

isto é, a extensdo A|g é f-Galois. Entretanto, 5 nao é uma agao ortogonal.

Exemplo 4.3.3. Sejam A uma algebra, S um semigrupo inverso e § uma agao ortogonal
de S em A como no Exemplo 4.1.4. Temos que A° = R1, e a extensdao A|s é B-Galois

com sistema de coordenadas [3-galoisianas dado por x; = y; = e;, para todo 1 <7 < nk.

Exemplo 4.3.4. Sejam G um grupoide finito e o = ({Dy}geq, {0y : Dy-1 = Dy}geg)
uma agao parcial de G em A. Suponha que cada D, é unitario com identidade 1, e que A
¢ uma extensao a-Galois parcial de A® como em [4], isto é, existem x;,y;, 1 < i < n tais

que

> wiog(yily—1) = Y begle, paratodo g € G.
i=1

e€Go

Considere o semigrupoide inverso de Exel S(G). Sabemos que as agoes parciais de
G em A estdo em correspondéncia um para um com as agoes de S(G) em A. Considere
[ a agao de S(G) em A associada a «, isto é, dado s = &,, -+, [g] € S(G), Ey—1 =
Dgfl Dgflr1 cee DgflTn, ES = Dgl),q1 cee D,«n (§ ﬁs = O‘Q‘ESAQDQA‘

Vamos provar que A® = A%, Seja a € A*. Entdo

ag(alg_l) = al,, para todo g € G.
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Dado s = ¢,, - --&,,[¢9] € S(G) arbitrario,

Bs(als-1) = aglaly-11g-1,, -+ 1g-1,, ) = oglaly-1)ag(Lg-11g-1,, - -~ 1g-1p,)
= al,fBs(1s-1) = alyly = al;,

de forma que A® C AP. Agora, considere b € A?. Temos que
Bs(bls-1) = blg, para todo s € S(G).
Em particular,
Big(blfg-1) = blyg, para todo g € G.

Mas E[g] = Dg, E[g]—l =D
que A% = A“,

Agora vamos provar que A é uma extensao 3-Galois de A®. Considere as coordenadas

g1 € Plg = ag. Assim, b € A, o que nos permite concluir

a-galoisianas z;,y;, 1 < ¢ < n, que foram apresentadas no inicio do exemplo. Com
s =¢&p &, l9] € S(G) arbitrario,

n

Z i Bs(yils—) Z iy ( Yilg-1lg-1p - 19”%)
i=1
Z (1 —lg-1p - 1971%)

(szag ) g(1g=1lg—1, oo 11, )

i=1

(567919) (Z 569 g) s
€Go e€Go
1

e€Go
Repare agora que

0, se s ¢ E(S(G))

e gls =
s, se s € E(S(G)),

pois os idempotentes de S(G) sao precisamente os elementos da forma

Ery " '5Tn[r(rl)] =&r cErye
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Assim,

Zwiﬁs(yils_l) = Z de.sle, para todo s € S(G).
i=1 ecE(S(G))

Portanto, toda extensao a-Galois parcial dada por uma ac¢ao parcial de um grupoide
G em uma algebra A nos da um exemplo de extensao [-Galois dada pela a¢do associada
do semigrupoide inverso de Exel S(G) na mesma algebra A. Note que como S(G) é uma
categoria inversa, [ é ortogonal se, e somente se, E, = {0}, para todo e € E(S(G)) tal
que e # [r(g)] para algum g € G, se, e somente se, D, = {0}, para todo g € G tal que
g ¢ Go. Assim, a agdo parcial « seria apenas uma agao parcial trivial de Gy em A, o que
nao ¢ um caso interessante. Portanto, nao conseguimos estabelecer uma relagao entre a

teoria de Galois parcial para o grupoide G e a teoria de Galois global para o grupoide

G(S(9))-

Analogamente podemos definir extensoes galoisianas para o contexto de grupoides

localmente indutivos.

Definicao 4.3.5. Sejam G um grupoide localmente indutivo e § uma ag¢ado indutiva de
grupoide ordenado de G em A. Dizemos que A é uma extensiao 3-Galois de A se existem

z;,y; € A, 1 <i < ntais que Y z;04(yily-1) = X degle, para todo g € G.
i=1 e€go

Como as agoes de G(S) em A estéo associadas com as agoes de S em A e para uma
acao B : § — Z,(A), Bs = G(fs), para todo s € S, temos imediatamente o préximo

resultado.

Proposicao 4.3.6. Os funtores S e G induzem wma correspondéncia um para um en-
tre as extensoes B-galoisianas de semigrupoides inversos e as extensoes [3-galoisianas de

grupoides localmente indutivos.

Com essas consideragoes, herdamos o seguinte resultado da teoria de Galois para agoes

de grupoide encontrado em [4], que caracteriza extensoes galoisianas.

Teorema 4.3.7. Sejam S um semigrupoide inverso e f = ({Es}ses, {fs : Es-1 = Eg}ses)

uma acao ortogonal de S em A = @ FE, onde cada E, € unitdrio. As sequintes afir-
e€E(S)
magoes sao equivalentes:

(i) A é B-Galois sobre AP,

(ii) A é um AP-mdédulo projetivo finitamente gerado e a aplicagio j : A X3S —
End5(A) dada por j (Z a8(58> () = X asfs(xlg-1) € um isomorfismo de A-mddulos e
de AP-dlgebras. = =

(iii) Para todo A x% S-mddulo d esquerda M, a aplicagio i : A ® ys MS — M¢ dada

por p(a @ m) = am € um isomorfismo de A-mddulos.
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(iv) A aplicagio ¢ : A®qs A — [1 Es dada por ¢(a @ b) = (afs(bls-1))ses € um
seS
isomorfismo de A-mdédulos.

(v) AtA = A4S, ondet = 3 1,0,.
seS
(vi) A aplicagio 7' 1 A @y A = AXES dada por 7'(a @ b) = 3 af(bly-1)d, €
seS
sobrejetiva.

(vii) A € um gerador da categoria de A x§ S-médulos d esquerda.

Demonstragio. Temos que G(S) é uma agio de G(S) em A, e a extensdo A|s ¢ G(5)-
Galois com respeito a G(S). Pelo Corolario 4.1.7, A x4 S ~ A x4 G(S). Além disso, 4,
AP B, e B, se mantém inalterados na transicio de 3 para G(f3), para todo s € S. O
resultado segue agora de [4, Theorem 5.3]. O

Daqui em diante, g sempre sera considerada uma agao ortogonal de S em A, a menos

que o contrario seja dito explicitamente.

Observagao 4.3.8. Como A é um anel comutativo, herdamos novamente do caso de
grupoides que trg(A) = AP. Observamos que

(i) Existe ¢ € A tal que trg(c) = 14.

(i) A? ¢ isomorfo a um somando direto de A como A°-médulo. De fato, trs é uma

aplicagdo sobrejetiva, portanto A ~ A? @ ker(trp).

Seja B uma AS-subalgebra de A. Defina
Ts ={s €S : [Bs(bly-1) = blg, para todo b € B}.

Analogamente, se 5 é uma acao ortogonal de um grupoide finito G em A e B é uma
AP-subélgebra de A, defina

He ={9€G:By(bl,~1) =bl,, paratodobe B}. (4.2)

Definicao 4.3.9. Dizemos que um subanel B de A é p-forte se, para todo s,t € S com

ss™t =tt71 s7t ¢ Tp e para todo idempotente nao nulo ¢ € E, = Ej, existe um elemento
b € B tal que [Bs(bl,-1)e # 5y (bls-1)e.

Vamos comecar a construir nosso caminho para o teorema de correspondéncia de

Galois.

Lema 4.3.10. Dados um semigrupoide inverso S e [3 uma a¢ao ortogonal de S em A,
suponha que A é 3-Galois sobre A®. Seja B uma AP-subdlgebra de A. Sejam T um
subsemigrupoide inverso de S e A1 = @eep(ry Le- Defina fr = {p; : B — Eyt € T}
Entao, denotando por H = G(T), Ay = @ecpy Ee € Bu = {Bn : En-r — Ep,h € H}

como em [18, Theorem 4.1], temos que
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(i) Ar = Ay,
(ii) B = S(Bw);
(iii) T = S(Hzp).

Demonstragio. (i): Basta notar que E(T) = H,.

(ii): Br={0 : Ey-1 > Ey:t € T} ={S(Br) : En-r — Ep:h € H} =S(By). A
compatibilidade das acoes segue da discussao na primeira secao deste capitulo.

(ili): Tp = {s € S : Bs(bls-1) = bl,, paratodo b € B} = S({g € G(S) : B4(bl,1) =
bl;, para todo b € B}) = S(Hp). O

Proposicao 4.3.11. O conjunto Tg € um subsemigrupoide inverso cheio de S, para toda
AP -subdlgebra B de A.

Demonstragio. Ja sabemos que Hp = G(7p) ¢ um subgrupoide amplo de G(.S). Precisa-
mos apenas mostrar que ‘Hp ¢ ordenado. Sejam x € Hp e y < x. Entao 38, = 5x|Ey—1 = 0.
Ou seja, y € Hp. Como Hp é um subgrupoide ordenado amplo de G(S), segue que
Ts € um subsemigrupoide inverso cheio de §. Em particular, esse resultado mostra que
(S \ max S) C Tp, para todo B. O

Na correspondéncia de Galois para agdo de grupoide [18] temos a condigdo adicional

de que os ideais F; sao nao nulos, para todo g € G. Isso motiva o préximo resultado.
Proposigao 4.3.12. Seja G um grupoide. As segquintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) max G € um subgrupoide de G;
(ii) Se g € max g, entdo r(g) € maxgG;

(iii) maxG ={g € G : r(g) € max(Gy)}.

Demonstragio. Note inicialmente que se g € G é tal que r(g) € max Gy, entdo g € max g.
De fato, se existe k € G tal que g < k, entdo r(g) < r(k). Como r(g) € maxGy,
r(g) = r(k). Pela unicidade das restrigoes, g = (r(g)|k) = k. Isso garante que sempre
vale {g € G : r(g) € max(Gp)} C max§.

E imediato que (i) = (ii). Para (ii) = (i), seja ¢ € maxG. Suponha que existe k € G
tal que ¢g7! < k. Entdao g < k7!, o que é uma contradicdo. Se g, h € max§ sdo tais que
dgh, temos que 7(g) = r(gh) € max(Gy), de onde segue que gh € max G pela primeira
observacao dessa demonstracao. Assim max G é um grupoide.

Claramente (iii) = (ii). Para a reciproca, suponha que g € max§G. Logo, por (ii),

r(g) € maxG. Em particular, (g) € max(Gy). L

Fixe G um grupoide ordenado finito e $ uma acgao ortogonal de grupoide ordenado
de G em A onde E; # 0, para todo g € max§. Entao temos que E, ) = E, # 0, para
todo g € maxG. Mas isso implica que r(g) € max G, como de outra forma teriamos que

E,g = 0. Entao (ii) da proposicao acima vale. Assim, max G é um grupoide.
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Exemplo 4.3.13 (Nao existéncia de agao ortogonal de grupoide ordenado). A discussao
acima mostra que se G é um grupoide ordenado tal que existem R um anel comutativo, A
uma R-algebra e # uma acao ortogonal de grupoide ordenado de G em A tais que E, # 0,
para todo g € max G, entdo max G é um grupoide. Podemos reescrever essa afirmacao em
sua contrapositiva. Desta forma, se max G nao é um grupoide, entao nao podem existir
R um anel comutativo, A uma R-algebra e  uma acgao ortogonal de grupoide ordenado
de G em A com E, # 0, para todo g € max§.

Sejam S = {x,y,2,a,b,s,s"',t,t7'} o semigrupoide inverso apresentado no Exemplo
1.2.14 ¢ G = G(S). Temos que maxG = G \ {a,b} ndo é um subgrupoide de G, pois
d(t) = a e r(t) = b ndo pertencem a max§ embora ¢t € max§. Portanto, ndo podem

existir R um anel comutativo, A uma R-algebra e § uma acao ortogonal de grupoide
ordenado de G em A.

Vamos denotar por SubGr(MaxG) o conjunto de todos subgrupoides amplos de max G

e SubGr(G) o conjunto de todos subgrupoides amplos de G que contém (G \ max G).
Lema 4.3.14. Eziste uma correspondéncia bijetiva entre SubGr(MaxG) e SubGr(G).

Demonstracio. A aplicacao

SubGr(MaxG) — SubGr(G)
H +— H=H U(G\max@)

¢é claramente bijetiva, com inversa dada por

SubGr(G) — SubGr(Maxg)
H+— H Nmaxg. O

Observacao 4.3.15. Se G é um grupoide localmente indutivo e S é uma ag¢ao ortogonal
de grupoide ordenado de G em A tal que E; # 0 para todo g € maxG = G', temos que
B = Blg = {{E,}geq', {By}4eq'} é uma acio ortogonal de G’ em A. Além disso, A® = A%
e uma AP-subalgebra B de A é B-forte no sentido de [18] se, e somente se, é '-forte.

Assim, dada uma A”-subdlgebra B separavel, 3'-forte de A, podemos usar a corres-
pondéncia de Galois para o caso de agoes de grupoide [18, Theorem 4.8(i)] para obter
um subgrupoide amplo H/z de G’. Esse é um subgrupoide de G, mas nao é amplo nem
ordenado em geral. Entretanto, podemos considerar a imagem de H’; pela aplicagao do
Lema 4.3.14, adicionando todos elementos ndo maximais de G em H’z, obtendo precisa-
mente Hp como em (4.2). Ja que S(Hp) = Tp pelo Lema 4.3.10, segue que Tp estd bem
definido. Além disso, note que (S \ maxS) C Tp, para toda B adequada.

De agora em diante, suponha que os ideais associados aos elementos maximais de E(S)

sdo nao nulos. Os proximos dois resultados seguem de 4.3.10 e [18].
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Teorema 4.3.16. Secjam S um semigrupoide inverso e [ uma acdo ortogonal de S em
A. Suponha que A é B-Galois sobre A®. Seja T um subsemigrupoide inverso de S tal que
(S\maxS) C T. Entdo:

(i) Br é uma agio de T em Ay e Ay é Br-Galois sobre B = (Ar)PT.

(ii) B ¢ AP-separdvel.

Além disso, se T € cheio, entao:

(iii) A7 = A e B é [5-forte.

(iv) T=Ts.

(v) Se T € normal e de Clifford, entao o semigrupoide inverso quociente S/T age em

B via uma acio B e B € B-Galois sobre AP.

Demonstragio. Sejam H = G(T) e H' = H N maxG(S). Por [18, Theorem 4.1], Bz é
uma acido de H' em Ay = Ay e Ay é Byy-Galois sobre (A )’ . Entdo S é uma acio
ortogonal indutiva de H em Ay e Ay é Bu-Galois sobre (Ay)?*. Também temos que
(Ag)P & AP-separdvel. Assim, pelo Lema 4.3.10, A7 = Ay, Br = S(By) e os itens (i) e
(ii) estao provados.

Suponha que T é cheio. Isso é o mesmo que dizer que H é amplo, de onde segue que
H' é amplos em max G(S) de onde segue o item (iii). Como Tp = S(Hp), o item (iv)
segue do Lema 4.3.14.

Para mostrar (v), observe que se 7 é normal em S, entdo H é normal em G(S) como
na Defini¢ao 4.2.2. Mais ainda, note que essa defini¢ao implica que H é normal no mesmo
sentido de [18]. Portanto o grupoide quociente G(S)/ =3 estd bem definido.

Como T é Clifford, =y e ~y sdo iguais, de onde segue que G(S)/ =4 e G(S)/H
sdo grupoides ordenados isomorfos [1, Proposition 4.6], e portanto grupoides localmente
indutivos isomorfos. Entretanto, por [18, Theorem 4.1(v)], max(G(S))/ = ~ G(S)/ =x
age em B via uma agao . Esse isomorfismo vale pois H é amplo e (G(S)\max G(S)) C H.
Logo G(S)/H também age em B via 3, onde B é 3-Galois sobre A?. Assim, G(S)/H =~
G(S/T), S(B) é uma acio de S/T em B, desde que consigamos verificar que 3 é uma
acdo indutiva de grupoide ordenado. Vamos provar apenas que 3 é, de fato, uma acéo de
grupoide ordenado, pois ela j& é uma acdo ortogonal por definicdo e isso implicard que 3
é uma acao indutiva.

Antes disso, vamos relembrar a leitora e o leitor da definicdo de 3. Dado um sis-
tema de representantes {g;}i1<i<, de G/ =, vamos denotar por g a classe do elemento
g com relagdo a =y. Defina e, = e, = trg,(1,,), para todo g € g;. Entao 8 =
({Eg}geg/=n+{Ps}geg/=x) ¢ dada por Eg = Bey e Bg(be,-1) = /Bgi<begi_1)'

Suponha agora que [g;]y <w [gj]n. Isto é suponha que existem x,y € H tais que
r-gi-yex-g -y < g;. Como B é uma acao ortogonal de semigrupoide inverso,
G(p) := § é uma agao ortogonal indutiva de grupoide ordenado de G(S) em A. Portanto,
Byt = Eaguy = degg By € Be = Bagiy = dugug By,
By, | E, .- Sem perda de generalidade podemos assumir que z,y € {9k }1<k<n. Vamos

9i,9 Além disso, By.g,.y =
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denotar § = 0;.4,.4,4,- Por um lado,

Bi-giy(bey-1) = Bag, (6y(bey71)eg;1) = Bx.gi(beg;Q
= 6:0(591-([)69;1)69&*1) = ﬂgi(beg;l)ex = Bgi(begfl)ex-gi'w

pois z,y € H = Hp. Por outro lado,

Bugiy(bey-1) = By (bey-1) = By, (beyfl)egj-

Repare que

€y-1 = Z 1h = Z 1y—1 = Z (Slg_fl
heH heH heH !
r(h)=d(y) r(h)=d(y) r(h)=d(y)
:5 Z 1gj—1 :5 Z 1gj—1 :(569;1.
heH heH
r(h)=d(y) r(h)=d(y)

E podemos ver que e, = dey; pelos mesmo argumentos. Como

B (beg;l Jex = P, (bey-1)ey,,

temos que

(5ﬁgi(begi_1)egj = 6ﬁgj(begj-1)egj. (4.3)

Ja que T ¢é de Clifford, r(x) = d(x) = r(g;), de onde segue que e, = e,-1 = e,,. Neste

caso,
Eg: = Bey, = Be, = 6Bey, = 6 Eg;. (4.4)

Agora, (4.3) e (4.4) nos dizem que [g;|» <# [g;]n implica Egz; C Eg-e B = ng|E?,1~

Isto é, B é uma acdo de grupoide ordenado como desejado. O

Teorema 4.3.17. Suponha que A é 3-Galois sobre AP e seja B uma AP-subdlgebra se-
pardvel, B-forte de A. Denotando por T = Tg temos que APT = B.

Demonstragio. Por [18, Theorem 4.5], o resultado vale para H = G(7). Pelo Lema
4.3.10, Br = S(By). Assim, APT = APx = B. ]

Podemos entao enunciar o principal resultado deste capitulo, o Teorema Fundamental

da Teoria de Galois, que estende [7, Theorem 2.3].

Teorema 4.3.18. Sejam S um semigrupoide inverso e [ uma acdo ortogonal de S em
A. Suponha que A é 3-Galois sobre AP,
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(a) A Correspondéncia de Galois: existe uma correspondéncia um para um entre
os subsemigrupoides cheios T de S tais que (S \ maxS) C T e as AP-subdlgebras
separaveis, B-fortes B de A. Mais precisamente, sob esses hipdteses, as aplicagoes

T+ APT e B Tp sdo inversas, isto é,

A2 = B e Tyoy = T.

(b) Além disso, se T é um subsemigrupoide inverso normal de Clifford de S tal que
(S\ maxS8) C T, entio S/T age em APT wia uma agdo ortogonal B e APT é j3-
Galois sobre AP.

Demonstrag¢io. A demonstracgao segue dos Teoremas 4.3.16 e 4.3.17. [

Apresentamos uma representagao grafica do Teorema 4.3.18:

A

/\

\/

Nos préximos exemplos construiremos semigrupoides inversos que nao sao semigrupos

inversos nem grupoides e agem ortogonalmente em algebras para ilustrar a correspondén-

cia que acabamos de provar.

Exemplo 4.3.19. Sejam X = {1,2,3},Y = {4,5,6}. Considere S =Z,(X) e T =Z,(Y).
Defina

Usr = {f bijecdo : domf € P(X),Imf € P(Y)}
Urs = {f bijecdo : domf € P(Y),Imf € P(X)}

conjuntos formados por bijegoes parciais de {1,2,3} para {4,5,6} e de bijegdes parciais
de {4,5,6} para {1,2,3}, respectivamente.

Considere § = SUT U Ugr U Urs com operacao de composicao usual de funcoes.
Claramente § é um semigrupoide inverso que nao é semigrupo inverso nem grupoide.
Usando o Teorema ESN, temos que o grupoide localmente indutivo G(S) associado a S

tem a seguinte estrutura:
({T123, Lise}* x S3) U ({L12, T3, Loz, Lus, Lug, Ise }> X Zo) U {11, I, I3, In, I5, Is}> U {Iy, Iy, }°,
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de forma que |S| = 136. Sejam R anel comutativo com unidade 1z e A = @Y, Re;, onde
os ¢;’s sao idempotentes dois a dois ortogonais com soma 1 4.
Vamos construir uma agao ortogonal de semigrupoide inverso de S em A. De fato,

considere
3 6
Er,. =@ Re;, Er,, = P Re;,
i=1 i=4
e E, =0, para todo s € (S \ maxS)g. Defina, para r; € R, 1 <i <6,

6 S0 riegn € S

=1 Ti€s(s), S€ § © MMaxo,

s (Z Ti€i> = '
i=1

0, caso contrario.

Desta forma, § = ({Es}ses, {8s}ses) é¢ uma acao ortogonal de semigrupoide inverso de
S em A. Entretanto, A ndo é uma extensio 3-galoisiana de A% = R, pois, por exemplo, se
tomarmos os subsemigrupos inversos S e S\ {13, T, Tos, Tis, Tis, Tew, D355, D53, DiS3,

213 1321 132
Disé, Diss, Dizi b, onde

D {i, j, kY — {l,m,n} Th : {i gk} — {i, 4, k}
i1 i
J=m Jrri
k—n k— k,

e calcularmos suas algebras de elementos invariantes associadas, teremos que ambos os
subsemigrupos fixam toda a algebra A. Logo, a correspondéncia de Galois nao é biunivoca

e portanto a extensao nao pode ser [-galoisiana.

Exemplo 4.3.20. Sejam S, A como no Exemplo 4.3.19 e considere Y = S \ max S e
T =U\ maxU. Isto é, T é composto por todas as bijecoes entre os conjuntos do tipo
{a}, onde a € X UY = {1,2,3,4,5,6} e os respectivos conjuntos vazios (I x e (}y. Denote

por T;; os elementos da forma

Ty {iy = {5}

1> 7.

Vamos construir uma acao ortogonal v de semigrupoide inverso de 7 em A, onde A

sera uma extensao y-Galois sobre A”. Defina

E;, = Rej, para todo j € {1,2,3,4,5,6},
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’)/Tij . Ez — Ej

re; F re;,

onde r € R, EI@x = EI@Y =0e Vo, = Yoy = Vogoy, = TToyo, = 0. Assim, v =
({Ei}ier, {1t }er) é uma agdo ortogonal de semigrupoide inverso de 7 em A.
Claramente A = R. Além disso, se tomarmos x; = y; = ¢;, para i = 1,2,3,4,5,6,

temos que
Yo riv(yilir) =Y evileilin) =Y egmlees) = ejens) = du()€5,

onde e; = 1;-1. Desta forma, pelo fato de que qualquer elemento ¢t € max 7 deixa j fixado

se, e somente se, t € E(T), concluimos que

1y, set € E(T),
in%(yilt—l) =

0, caso contrario.

Portanto, A é uma extensao 7-Galois de A”. Assim, podemos listar a correspon-
déncia entre os 333 subsemigrupoides inversos cheios de 7 que contém T \ max7 =
{loy, Loy, Thyo,, Tpy0, } € as 333 R-subdlgebras separaveis, vy-fortes de A. Seja T' =
E(T)U(T \maxT). Defina ainda Tope = {Tup; Toa, Tucs Teas Tre, Tea} onde a,b,c € {1,2,3,
4,5,6).

R+ T

R(e;i+¢€;) ® (éB .Rek> {1, T; T

2,7

R(ei+ej+e;) @ <l#@k Rel> < T UT

ij,

R(Sipijer) © Rei ® Rej > (T k1 ¢ {i,}} U T

R(S,ze) ® Re; < {Tiy: j k #i}U T

R(e; +¢j) ® R(ex + e;) ® Rey, ® Rey, <> {Tij, Tji, Tra, T Y U T’

R(e;+¢€;) ® R(ex + €1) ® Rlem + €n) < {Tij, Tjis Tra, Tires Tonns T U T

R(e; +e; +ex) ® R(er + e) ® Rey, < Tije U{Tim, T} UT'

R(ei+ej+er) ® Rler+ em + €n) < Tijie U Timn U T

R(Susiyen) ® Rlei @ e)) > {Ti k1 ¢ {i,j}} U{Ty, T} U T

AT

Vamos encerrar esse trabalho com uma correspondéncia de Galois usando uma agao
ortogonal de semigrupo inverso, de forma a exemplificar como nossa teoria pode ser restrita

para este caso.

Exemplo 4.3.21. Vamos construir uma agao ortogonal usando o Exemplo 4.1.4 com

m =3, k= 2. Seja X = {1,2,3}. Vamos construir Z,(X), o semigrupo inverso de bije¢oes
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de X. Esse conjunto possui 34 elementos, a saber Iy, I, I5, I3, 12, 113, Is3, 123, T12, T5,

13 Pl2 P23 P2 P23 i3 pl3 pl2 p23 pl2 p23 pl3

Thz, T31,To3, T3, 512, 513, S23, D15, Di3, Dis, Doz, D13, D3, Py, Pi3, Pi5, Pa3', Pis, Pyg,
3 2 gl :

Sijli,' Z',>
T, - (i} - ) gk =)

1=
1]
jr—1
DIf < {i,j} = {4, k} Pl i ) — {4, k}
g7 j—k

Uma boa forma de lembrar a diferenca entre os D’s e os P’s é lembrar que sempre
existe um Unico elemento na intersecao entre o dominio e a imagem dessas bije¢des. As

bije¢oes tipo-D fixam esse elemento, enquanto as bij¢oes tipo-P nao.

Sik {1, 7,k} — {i,5,k} Th :{i, gk} — {i, 4, k}
= Al
j—=k Jjr1
k1 k—k

As aplicacbes tipo-I sio as identidades e, portanto, compoe E(Z,(X)). E fcil ver que
{93, T, TE, Tos, S123, S132} = S3, 0 grupo de simetrias do tridngulo. Vamos identificar
esses dois conjuntos.

O diagrama de ordem do semirreticulado inferior E(Zs(X)) é o seguinte:

Abaixo apresentamos a tabela de operagao de Z,(X), dada pela composigao.
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. I(/J I I I3 I I3 I3 Lgg | Tho | 1oy | Th3 | T3
Iy [ ly|ly |y [ Iy |Ly |Ip |lg |[Ly |Lg | Iy [ Iy |y
I I\ Iy | Iy |Iy |y |11 |Ip | I Ty | Iy | Tis | Iy
I, Iy | Iy I, Iy I Iy I I Iy |15 | Iy Iy
I | Iy|ly |y |1z [y |z |Iz |Iz |Iy [y |[ly | T
Ly |Ip\ L | I |1y |Lio | |Ip | Lo | T2 | Ty | Ths | Iy
Ly |Ip\ L | Iy |13 | Iy | Lz |Is |Lig |Two|dp | Tz | T3
Iy Iy | ly | Iy |13 |1y | I3 | Iz | Ios | Iy | Tor | Iy | T3
Log | Ig | I | Iy |13 | Lig | L1z | Doz | Dioz | Tho | 11 | Th3 | T3
Tio | Ip| Ly |Tio | Iy | T2 | Ip Ty [Ty | Iy | L Iy Iy
Tig |Ip|Ip |Ip |Tiz | Ly |Tis |Ths |Thz | Lp | 1p | 1p | L
T3y |y |Ts | Ly | Ip |Ts10 |T51 | Ip | T30 |Ts2 | Ly | I3 | Iy
Ths I@ I(/J [(7) Ths [0) Tos | To3 | To3 [V) I(/J I, 0 Ty
Ty | Ip |1y | T32 |y |T32 | Lo | T30 |T32 |1y | T3 |1y | Lo
Sio | Lo | Tor | Tha | lp | S12 |[Ton |Tha | S12 |12 | i | Tog | Iy
Sz | Ip | Ty | Ip | Tha | T3y | Sz | Tz | Sis | T | Iy | I3 | L1
Saz | Lp | lp | T3o | Toz | T3z | To3 | Sag | Soz | Lo | T31 | Ly | T
D |Iy| L | Iy |Tos | i | Dis | Tos | Diy | Tho | Iy | Ths | I
D%E I@ I T3y [Q) D%g L T3; Di% Tip | Ts1 | Tis [(ZJ
D%g’ Iy | Iy Iy, |Tis | I T3 D%g’ D%g Iy |Toy | Iy | I,
Dy | Ip| T | I | Iy | Dy3 | Ts1 | I | D33 | Tso | Ton | I | I
D%g’ Iy | Iy |To | I3 | T1o | I3 D%g’ D%g’ Iy | LI Iy | T3
D | Iy | T | Iy | I35 |To | D33 | Is | Dy | L | Iy | Tos | T
PSS | Iy|Tu | Iy |Tis | T |PS |Tis | P | L | Iy |Tos | I
P1132 Iy | T3 | T | Iy P1132 T3 | T P1132 T30 | 11 I3 Iy
P1223 I(/J I@ Tio | T | Tio | To3 P1223 P1223 f@ L [U) Ty
Pyi | Ig | Ty [T | Iy | P33 | Tor | Tao | Poy | I | T3 | Tos | I
P¥ | Iy| Iy |Tso |Tis | T |Ths | PE | PH | Iy |Tsi | Iy | L
Py | Iy | Ts | Ly |Tos | T | Pyy | Tos | Pyy | Tso | Iy | I3 | Ty
Siog | Iy | Tsa | Tho | Tog | Pi5 | Pa3 | P | Siog | To | I | Is | T
Sizo | Ip | Ty | Tao | Ths | Pag | P | P | Sise | I | To1 | Tos | It
To |Ip | Tsi | Iy |Tis | Da3 | Sis | Dis | 1% | Tse | To | Is |
T |Ip | Tos |Tio | Is | Si2 | D33 | D33 |15 | L | L | Tos | T
Tyy |Ip | L | Tso | Tos | Dis | Diy | Sos | Toy | Tho | Ty | Ths | Ton
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. Toz | Tso | S12 | Siz | Sas | Dis | Dis | D33 | D33 | D% | D3
Iy Iy |1y |1y |Iy |Iy Ly |1y |Lg |Ip |1y |1y
I Iy Iy |The Tz | Iy | Ly I | Ty | Iy |Tw | I
I, Tog | Iy |Toy | Iy | Toz | 1oz | Ly | Lo | Lo | Iy |Tn
I3 I@ T32 I(Z) T31 T32 I(D T32 I@ T31 I3 I3
112 T23 [@ 512 T13 T23 D%g Il D%g 12 T12 T21
113 IV) T32 T12 313 T32 [1 D%g T13 T31 D%g I3
123 T23 T32 T21 T31 523 T23 T32 [2 D%g I3 D%g
]123 T23 T32 Sl? S13 823 Dig D%?2> D%g D%?% D%g D%g
Ty |Ths |1y | L Iy |Tws |Tig |y |Tw |Te | Iy | L
Toy |l | Iy | Lo |Toz | Iy | T |Ton |To3 | Iy | 1o | Iy
Tis |Ip |Two|\ly |y [T |Ip |The |1lp | L | Tz | Th3
Ty | Iy | Iy |Ts0 | I3 | Iy |13 | T3 |13 | Iy |T32 | Iy
T23 [@ IZ [@ T21 [2 [® IZ I@ T21 T23 T23
T32 13 I@ T31 [@ [3 [3 [@ T32 T32 I@ T31
SIQ T13 I@ -[12 T23 T13 P1123 T21 P1223 T12 ]2 Il
Sis [Ty |Twe|Tso | s | T |Ts | P |z | L PE | Tis
523 I3 IQ T31 T21 -[23 -[3 -[2 T32 P2132 T23 P21‘3?
DB I@ [2 T12 P1123 IQ Il Il2 T13 T21 P1223 T23
D%g [3 I@ P1132 T13 [3 Il?) Il P12?? T32 T12 T31
D%g T23 T12 T21 [l P1223 T23 T12 IZ 112 Tl3 P1123
D%g, T23 I@ P2132 [3 T23 PQI?? T31 [23 [2 T32 T21
D%g T13 T32 -[1 T31 P1233 T13 T32 T12 P1132 ]3 ]13
Dy Iy |Tso|ly | Py |Tao |Ton | Pyi | Tos | Ts1 | Log | I3
P1123 IQ T12 -[2 D%% T12 T21 512 T23 -[1 D%S T13
P |\Tis|ly |Di3| Iz |Tis | Sis [T | DE | T | Ts | I
P1223 T13 IZ [1 T21 D%g T13 IZ T12 512 T23 D%g
P2132 [3 I@ D%g T23 [3 D%g T21 523 T32 IZ T31
P1233 ].3 T12 T31 [1 D%,?g, [3 T12 T32 D%g, T13 513
P21§ ]0 IQ T32 D%g -[2 T31 D%?Z, ]3 T21 823 T23
Sigs | Tas | Iy | D13 | Dys | D3 | Sis | Da3 | Dig | Sz | Sas | Dis
Sia | Is | T | D33 | Dis | D | D33 | S1z | Sas | Di3 | D75 | Sis
Ty |Tos [Tio | Pog | Ly | Py | P33 | Py | oz | Ly | PE | P
Ty, | T [Ty | Ly | P3| Py | P | Py | PB | Py | s | Ly
Tyy |Is | L | P | Py | Ly [ Ls | Lo | Py | Py | P3| Poy
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- Py | P | PB | Py | P | Py | Sz | Sise | T | Thh | T
Iy Iy |Ly |y |y |Ly |1y Ly [Ip |Lp |1y |1y
-[1 T13 TIQ TIQ ]@ T13 I@ TIQ T13 T13 T12 ]1
-[2 T21 ](Z) T23 T21 -[(D T23 T23 T21 ]2 T21 T23
I3 Iy | T5 | Iy |T30 | T3p | T3y | T3 | T30 | T3 | I3 T3
Ly [P35 [Ty |PE |[Tn [Ty [Ty | P5 | P | Dis | Sz | Dis
Ly [Ty | Py |Ty [T | P3| Ty | P | P3| S | DR | D
Iy |Tn [Ty [Ty [P |Tsy | Py [ P33 | P33 | D33 | D33 | Sas
Loz | Pl | Plj | P | Py | P | Pyg | Sios | Sizo | Ty | Ty | Ty
Tio | | Iy (T | |1y [Tz | T3 | Lh T | L T3
T21 T23 I2 ]2 ](Z) T23 -[(D -[2 T23 T23 ]2 T21
T13 I@ Il I@ T12 T12 Il Il T12 [1 T13 T12
Tyn | Iz | T [T | Ly | Iz | Ly |T3 | Iz |1z [Ty | Ty
Toz | Iy | T2 | Lo I Iy [Ty | Ty | Iy Ty | Tes | Ip
Ty | T30 | Ly | I3 | T3 |1y |13 | I3 Ty | T390 | T3 | I3
S | Dy | | DH | L | Ty Ty | DY | Dy | PH | Ly | Py
Sis |Is | D13 | Ty |[The | D3| L | D3 | D | L | PE | Py
Sys | Tsi | T | Is | D33 | Ia | Dy3 | D3 | Das | Pog | P3| I
D3 | Tis | Si2 | The | I D | Ty, | S1a | DI | P | PE | Lo
Dis |Sis |The | D5 | T [Ty | Iz | D7 | S | P | Pl | Ls
D%g T21 [1 T23 512 T12 D}S D}g 512 [12 P1123 P1223
D%g) D%g T32 523 T21 [3 T23 S23 D%g 123 P213,2 P21,??
D |\ L | Ty |Tis | Di3 | T | Sis | Sws | Di3 | Pls | Lis | Py
D%g T23 D%g -[2 T32 523 T31 D%g 523 PQ]-SS 123 P2132
P 1Ty | Iy |, |Tw |PE|L | Ly | P35 | D3 | D | S
P1132 Lis | Tso P123? I I3 T P12?? JiE! D%% D%% S1s
P1223 I To1 | T3 | 1o | Iy P1123 P1123 I S1a D%g’ D%g
Py | Py | Iy | Iy [Tsy |Tos | Is | Iy | Py | Sas | Di3 | Daj
P¥ [Ty | I, | L | P2 | Tw |Is |1y | P2 D2 S, | D2
P21§) ]3 P2132 T32 I _[23 T P2132 ]23 D%g’ 523 D%g
Siog | Iz | Pa3 | P& | Lia | Loz | Pl | Sis2 | Loz | Ty | Ty | TH
Sise | Py | Lo | s | Pl | PY | Iz | Iiog | Sis | Tos | Thy | Ty
Th | Dys | Dis | S | S | Dis | Dis | Ty | Thy | Loz | Sisz | Sizg
Ty, | Di3 | Dys | Di; | Dis | Ss | Sis | Tiy | Ty | Shes | Lios | Siso
Tyy | Si3 | S | D | D3 | Dis | Dy | Tiy | Th | Siso | Sios | Lios
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O diagrama de ordem de Z,(X) pode ser dividido em duas partes:

1 2
T T7s T132

13 12 23 12
Di; Sa3 Dis D35 S5 DI D% Siy Dz

Tos T3o T3 I I, I3 Ty Tho 15

SIZ3

23 13 23 12
Pr Pag Py Py pl3 Pj?

T3 T3 T3 Ty T Ty

Como I153 = max{F(Zs(X))}, temos que toda agao ortogonal de Z,(X) em uma
algebra A é, na verdade, uma agao de S3 em A.

Considere o subsemigrupo inverso de Zs(X') dado por S = Z,(X)\ S3. Vamos construir
uma acao de S em uma R-algebra A = @?:1 Re;, onde R € um anel comutativo, e;e; =
0; jei e Z?Zl e;=14.

Defina Fj, = Rey & Res, E;, = Res & Rey e Er,, = Re; & Reg. Assim A =

EIIZ EB Ellg EB EIQg == @ Ee.
e€E(S)

Os isomorfismos sao dados por

BD%S’ : Ehz — EI13 BD@ : EI12 — EI23 Bng : E113 — E123

aeq + bey — aes + bey aeq + bey — bes + aeg  aes + bey — aes + beg
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BPllg : EI12 — EI13 5P1223 : Ehz - EI23 BPfg’ : E113 — EI23

aeqp + bey > bes + aey  aeq + beg —> aes + beg  aes + bey —> bes + aeg

Bsu : Ehz — Ehz 5513 : E113 — Ehs 5523 : E123 — EI23

aeq + bey — bey + aey  aes + bey +— bes + aeys  aes + beg —> bes + aeg

e os inversos sao 6bvios. Note que na nossa notagao D significar fixar e P significa
mudar, mas nos isomorfismos entre Ej, e Ej,, essa definicdo é trocada. Assim, [ =
({Es}ses, {Bstses) éumaaciode Sem Ae A® = R1, ~ R. Mais ainda, A é 3-Galois sobre

R com sistema de coordenadas $-Galois igual a {x; = y; = €;}i=1.._¢. Esses sdo os unicos

ideais que importam para nos, pois max S = {l12, I3, I23, S12, S13, S23, D15, D13, D23, D32,
D%, D, Pl PR P, PR, P PR
Vamos calcular as A”-subélgebras entre R e A que sdo separdveis e [-fortes, bem
como os subsemigrupos inversos associados. Considere 7" = (S \ maxS) U E(S) =
{Iy, I, I3, I3, 12, I13, Iz3, T2, To1, T13, T31, Tos, T32}. A correspondéncia nos da:
ATy =T
By = R(ey + e3) @ Res @ Rey ® Res @ Reg <> T, =T U{S12}
By = Rey @ Rey @ R(es + e4) @ Res ® Reg <> T, =T U {S13}
Bs = Rey @ Rey @ Reg @ Rey @ R(es +eg) <> Tp, =T U {Sa3}
By = R(e; + e3) ® R(es + e4) ® Res ® Reg <+ Tp, =T U{Di3 Di2}
Bs = R(e1 + €6) @ R(ez + e5) @ Res & Rey <> Tp, =T U{D3%, D33}
Bs = Re; @ Rey ® R(es +e3) @ Res + e6) <> Tp, = T U{D?3, D33
Br; = R(ey + €4) @ R(ea + €3) ® Res @ Reg <> T, =T U{P}S, P}?
Bg = R(ej + e5) ® R(eg + e5) ® Rez & Rey <> T, =T U{P%, P2
By = Re; @ Rey @ R(ez +eg) ® Rleq + e5) <> T, =T U {P%, P33
C1 = R(e; +e3) ® R(es + e4) ® Res @ Reg <> T, =T U {Sh2, S13}
Cy = R(e; + e2) ® Rez @ Rey @ R(es + eg) <> To, =T U {Sh2, Sas}

C3 = Re; @ Rey @ R(ez +e4) ® R(es + eg) <> To, =T U {Sh3, Sa3}
Cy = R(e; +e3) ® Rea + e4) ® R(es + eg) «> T, = T U {Sa3, D13, Di2}
Cs = R(e1 + e6) @ R(ex + e5) ® R(es + eq) <> To, = T U {S13, D33, D33}
Ce = R(e1 +e2) ® R(ez + e5) @ Rles + e6) ¢ Ty = T U {S12, D%, D33
Cr = R(e; +e4) ® R(eg + €3) ® R(es + eg) <> To, = T U {Sq3, Pl3, Pl2
Cs = R(e; +e5) ® R(ea + €6) D R(es + e4) ¢ Toy = T U{S13, PE, Ps?
Co = R(e1 + e2) ® R(esz + e) @ Rleq + e5) «> T, =T U{S1o, PE, P)3

R(es +e4+e5) <> Ty, =T, UTp, UTg,
R(es+es+e5) <> Ty, =T, UTp, UTg,
R(es+e3+eg) <> Ty, =T, UTp, UTp,
R(es +e3+e5) <> Toyy =T, UTp, UTg,

Cio = R(ey +e3+e5) ®
Ci1 = R(ey +e3+e6) @
Cila = R(ey +eq4+e5) B
Cis = R(ey +eq4+e5) P
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Fy =R(ey; +ex+e3+e4) B Res ® Reg <> T, =T, UTp, UTE,
Fy=R(e;+ey+e5+eg) ® Res® Rey <5 T, =T, UTp, U Tk,
F3=Re; ® Rea @ R(es+eqg+es5+eg) < T, =T, UTp, UTp,
Fy=R(e1 +e3) @ R(es +eq) @ Rles + e) <> Tp, =T, UTg,
Ji=R(e1+ex+es+ey) ®Rles+eg) < Ty =Tk UTk,
Jy=R(e1+ex+es+eg) D Rles+ey) < Ty =Tr UTE,
Js=R(e1+e) ® R(es+es+es+es) < Ty, =Tp UTp,

R+ Tr=S.

Considere U = T,. Quando visto como um grupoide, possui quatro componentes
conexas: Gy = {Iy}, G1 = T\ {Iy, Lo, I3, I3} ~ {I}, L5, I3}?, o grupoide grosseiro
associado a {I1, I, I3}, Gi213 = {l2, [13,S12, S13D15, D13, P[3, Pl2} ~ {I12, [13}* X Zs
e Goz = {ls3, 523} ~ Zy. Como U é um subsemigrupo inverso cheio de S, temos que
By é uma acdo de U em Ay = A e A é By-Galois sobre (Ay)?U = J;. Esse exemplo é
interessante pois o grupoide max G(U) = G213 U Ga3 nao é conexo, em contraposicao ao

Exemplo 4.1.4 onde max G(S) é sempre conexo.
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